Aufgabe 1 (2,5+2,5+(14+1+1)=8 Punkte)

Seien die folgenden Funktionen gegeben:

fi:R—=>R, z+— 2°+ 5z —4,
for {1,2,3,4} x {1,2,3} —» {1,2,...,16}, (n,m) — n-m,
f3: [0;00) = R, =+ 22,
fa:[0;00) = [0;00), =+ 2
(i) Sei A={-1,0,1,2}. Bestimmen Sie das Bild von A unter fi, d.h. fi(A).
(i) Sei B = {2,7,9,14}. Bestimmen Sie das Urbild von B unter fo, d.h. f;*(B).
(iii) Fiillen Sie die folgende Tabelle aus.

Schreiben Sie ,Ja“, falls die Eigenschaft auf fo, f3 bzw. fy zutrifft, und ,Nein“, falls
die Eigenschaft auf fo, f3 bzw. f4 nicht zutrifft.

injektiv | surjektiv | bijektiv

f2
/3
Ja

Losung. (i) Es gilt[4 - 0,5P]

fi(=1) = =10, f1(0) = —4, f1(1) =2 und f1(2) = 14,

sodass|0,5P]
fi(A) = {-10,—-4,2,14}.

(Hinweis : Es reicht, wenn man nur die letzte Menge angibt.)

(i) Es gilt[4 - 0,5P]

£ 20 ={(1,2), 2, 1)}, {7 =0, £,7({9) = {3,3)}, f2'({14}) =0,
sodass|0,5P]
f2_1<B) = {(172)7 (271>7 (37 3)} :

(Hinweis : Es reicht, wenn man nur dic letzte Menge angibt.)

(iii) Bs gilt:[3 - 1P]

injektiv | surjektiv | bijektiv
f2 | Nein Nein Nein
f3 Ja Nein Nein
fa Ja Ja Ja




Aufgabe 2 (6 Punkte)

Silber reagiert nach folgender Gleichung mit Salpetersdure:
3-Ag+a-HNO3 —b-AgNOs +c¢- NO +d - H20.

Die natiirlichen Zahlen a,b, c,d, fiir welche diese Reaktionsgleichung erfiillt ist, lassen
sich durch ein lineares Gleichungssystem berechnen. Stellen Sie dieses auf und losen Sie
es.

Losung. Das LGS lautet|2P]

3 = b b = 3 0 1 0 0|3

a = 2d a—2d = 0 1 0 0O =210
a4 (a4

a = b+c a—b—c = 0 1 -1 -1 0 (0]’

3a¢. = 3b+c+d 3a—3b—c—d = 0 3 -3 -1 —-110

wobei die erste Zeile Ag, die zweite Zeile H, die dritte Zeile N und die vierte Zeile O
entspricht. Der Gaufalgorithmus liefert [2P]

0 1 0 0 |3 1 0 0 —-21|0 1 0 0 —-21|0
1 0 0 =210 ﬂ) 0 1 0 0 |3 rrr—»mr-1 [0 1 0 0|3
1 -1 -1 0 |0 1 -1 -1 0|0} rvsrv—-3r {0 -1 —1 2 |0
3 -3 -1 —-1/0 3 -3 -1 —-110 0O -3 -1 5 |0
10 0 -2|0 10 0 -2|0
Ii—rr+1r |0 1 0 0 3) worv-rrr |01 0 013
w—rmv+srr |0 0 -1 2 |3 00 -1 213
00 -1 519 00 O 3 16
Also gilt
3d=6d=2

und mit der 3. Zeile folgt
3=—c+2d=—-—c+4& —<c=—-1sc=1.

Die 2. Zeile liefert
b=3

und die 1. Zeile liefert schliefflich
O=a—-2d=a—-4< a=4.
Also|2P]

N = W

bzw.
3Ag + 4HN03 — 3AgN03 + NO + 2H20



Aufgabe 3 (8 Punkte)

Bestimmen Sie fiir alle ¢t € R die Losungsmenge L; € R3 des linearen Gleichungssys-

2 2 2 T1 4
-t -1 t x| =|1-2¢
6 6 t+4+6 T3 12

Losung. Wir fithren den Gaufi-Algorithmus aus:|1P]

2 92 9 4 2 92 24
¢ -1t | 1—op| M= 9p_9 4|2
6 6 t+6| 12 ) MBI A\g o ¢ o

Wir machen eine Fallunterscheidung:[1P)]

(i) t =0: Das LGS lautet nun

2 2 2|4
0 -2 02
0 0 010

Wir kénnen z3 € R beliebig wihlen. Die zweite Zeile liefert
2="2xy & 10 =—1
und die erste Zeile lautet
4 =211+ 2209+ 223 =221 — 24+ 223 & 1 =3 — T3.
Wir erhalten also[1,5P]

3 —x3 3 -1
Lo = -1 ;3 €R 3 = -1 423 0 ; x3 €R
I3 0 1

(ii) ¢ # 0: Die dritte Zeile liefert dann x3 = 0,[0,5P] sodass die zweite Zeile
2= (275 — 2)IE2 + 4t$3 = (2t — 2).7;2
ergibt. Da 2t —2 = 0 < ¢t = 1, machen wir wieder eine Fallunterscheidung:[1]

(a) t =1: Das LGS lautet nun

2
0
0

S O N

24
412
10
Da sich die zweite und dritte Zeile widersprechen, folgt[1P]

Ly =0.



(b) t # 1: Die zweite Zeile liefert

1
2= (2t—2)$2 :2(t—1)$2 = T = ﬁ,

sodass mit der ersten Zeile

2 1
4:235]_"_2352"_2333:21’]_"_;@171:2—5

folgt. Wir erhalten also[2P|

1
2_1;—1

L; = T (t e R\ {0,1}).
0



Aufgabe 4 (2+4-+2=8 Punkte)

1 3 2 1 -1
A=[-1 -4 -4}, b=|-1 und c¢= | -2
2 7 7 3 4

(i) Bestimmen Sie die Determinante der Matrix A und folgern Sie, dass A invertierbar
ist.

(ii) Bestimmen Sie AL (Hinweis : Alle Eintrige von A~ sind ganzzahlig.)

(iii) Losen Sie die linearen Gleichungssysteme Az = b und Ay = c.

Losung. (i) Wir entwickeln nach der ersten Zeile und erhalten[1,5P)]

s ( ) (20 (3 7)

=0-3(-7+8)+2(-7+8)=—-1#0.
Also ist A invertierbar.[0,5P]

(ii) Wir benutzen den Gaukalgorithmus:[4P]

1 3 2]100 1 3 2011 00
1 -4 —4l0 1 0| E=2HH g -1 —2/1 1 0
o 7 7l0 o0 1) P \g 1 3|2 0 1
1 3 201 00 1 3 0]3 -2 —2
IIT—IT1+11 0 1 -9 1 1 0 I—I1-2I11 0 1 0 -1 3 9
0 0 1 |-11 1) TR \g o 1/-1 1 1
1 0 0|0 7 4 1000 7 4
I8 by 1 o) —-1 3 2| 222 o 1 0] 1 -3 —2
0 0 1/-1 11 00 1]/-1 1 1
Also gilt
0 7 4
Al=11 -3 -2
1 1 1
(iii) Nach der Vorlesung gilt|2 - 1P|
5 9
r=A1b=[-2 und y=A"tle=|-3
1 3



