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Wir betrachten nochmal die Funktion
f:R— R, x— xexp(x? + x) und sei n € N. Da das n-te
Taylorpolynom von exp in 0 das Polynom
1
. k
Topon R2R, yis Y P
k=0
ist, konnen wir f durch das Polynom
"1
. 2 k
frr R—=R, x+—x ZE(X + x)
k=0
in 0 approximieren. Wir haben also
fo(x) = x, fi(x) = x(1+ (x* +x)) = x + x* +x°,
fir alle x € R.
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Wir wollen nun die Taylorreihe von g: (0;00) — R, x + L im
Punkt a = 1 bestimmen. Nach Vorlesung 10, Folie 24 gilt
1 1 1 =
BT T 1+ (x—1) 1-(—(x—1)) ;)( (x=1))
o0
=Y (-D)f(x—1)*
k=0

fiir alle x € R mit |x — 1| < 1 bzw. x € (0;2). Damit erhalten wir
die Taylorpolynome

Tg10(x) =1,
Te11(x)=1—(x—1),
Tgi2(x)=1—(x—1)+ (x— 1)2,

fir alle x € R.
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Beispiel
Wir haben folgende Messdaten gegeben:

t|-1 0 1
vyl 2 1 -3

Aus theoretischen Uberlegungen vermuten wir, dass sich die
Messdaten durch eine Funktion der Form

faxe R= R, t = x + xot

mit geeigneten Parametern x1, x> € R beschreiben lasst. Da f,, ,
von 2 Parametern abhdngt, wir aber 3 Messpunkte haben, werden
wir vermutlich keine Parameter finden, sodass £, , alle
Messpunkte interpoliert, d.h. die Gleichungen

&1,X2(_1) =2, le,Xz(O) =1, f;q,Xz(l) =-3

werden (i. A.) nicht alle gleichzeitig erfiillt. Konnen wir Parameter
finden, sodass f,, ,, die Messdaten ,bestmdglich” approximiert?
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Um ein MaR fiir den Fehler der Funktion von der Messung zu
definieren, brauchen wir zunichst einen Abstandsbegriff in hoheren
Dimensionen.

Definition
w1
Fiir einen Vektor w = € R” nennen wir die positive reelle
Whn
Zahl
lw| =y/w2 +...4+w?
den Betrag von w.
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: X }
Sei x = ( 1) Wir schauen uns

X2
le,Xz(tl) 7 fX17X2(_1) 2
r(X) = fX1,X2(t2) — | Y = ﬁq,Xz(O) - 1
fX1>X2(t3) Y3 fX17X2(1) -3
X] — X2 2 1 -1 2
X
=l  |-[1] =]|l1 o < 1) -1
X2
X1 + Xo -3 1 1 -3
= [Ax —y]|
an, wobei
1 -1 2
A=[1 ol,y=1]1
1 1 -3
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Seien ne N*, f: R" - R und a= € R". Definiere

an
g1:R—> R, x— f(x,a2,...,an),
8a2: R—= R, x+— f(a1,x,a3,...,an),

8an: R—>R, x— f(ar,...,an-1,x).
Fir i € {1,...,n} heilt

0;f(a) = g3(ai) = lim

i f(a+ hej) — f(a)
h—0 h
die i-te partielle Ableitung von f in a.

gai(ai + h) — gai(ai)
h
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Wir suchen nun einen Vektor x* € R2, der
r(x*) < r(x)
fiir alle x € R? erfiillt, d. h. wir wollen die Funktion
r:R2 SR, x— |Ax —y|

minimieren. Wie finden wir x* € R??

Wir miissen uns also liberlegen wir einen Tiefpunkt einer Funktion
mit Definitionsbereich R? berechnen kénnen. Da wir fiir eine
Funktion f: R — R die Ableitung berechnen um einen Tiefpunkt
zu bestimmen, brauchen wir zunichst einen Begriff der Ableitung
fiir Funktionen mit Definitionsbereich R?.
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Definition

Falls die i-te partielle Ableitung von f in afiirallei=1,...,n
existiert, so nennen wir f partiell differenzierbar in a. Ist f in jedem
Punkt partiell differenzierbar, so heilit f partiell differenzierbar.
Falls f partiell differenzierbar in a ist, nennen wir den Vektor

81f(a)
grad(f)(a) = : eR”"
Onf(a)

Gradient von f in a.

Bemerkung

Die i-te Ableitung von f wird also gebildet indem man alle Variablen
bis auf die i-te konstant halt und dann nach der i-ten ableitet.
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Betrachte die Funktion f: R? — R, <§1> — x1 - X2 und sei
2

a= (_41> € R?. Dann gilt

g1 R=R, x—x-(-1)=—x,
8a2: R—R, x+—4-x,
sodass
gel),l(x) = _17
goo(x) =4
fir alle x € R. Also
hf(a) = gr1(4) = -1,
Ohf(a) = g;72(_1) — 4.
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Also
01f(a) = g:1(2) = 1,
daf(a) = g52(1) = 2exp(2),
0sf(a) = g53(2) = exp(2).
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Beispiel
X1
Seien f: R3 - R, [x | — x1 +exp(x2-x3) und a= [ 1
X3
Dann gilt

8a1: R =R, x = x+exp(l-2) =x+exp(2),
822: R =R, x = 2 +exp(x-2) =2+ exp(2x),
823 R—= R, x =2+ exp(l-x) =2+ exp(x),

sodass
/ _
ga,l (X ) - 17
/ _
852(x) = 2exp(2x),
/ —
823(x) = exp(x)
fiir alle x € R.
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Seien f: R? — R, (Xl) — exp(x1)sin(x2) und a = (al).
X2 a
Dann gilt
g:1: R = R, x — exp(x)sin(az),
g2: R = R, x — exp(ay)sin(x),
sodass
851(x) = exp(x)sin(az),
852(x) = exp(ar) cos(x)
fiir alle x € R. Also
o1 f(a) = g51(a1) = exp(a1) sin(az),
Daf (a) = g, 2(a2) = exp(ar) cos(az).
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Definition
Seien a € R" und f: R" — R eine in a partiell differenzierbare
Funktion. Wir nennen a kritischen Punkt von f, falls
) 0
gad(@)= | : | =|:
Onf(a) 0
gilt, d. h. wenn 0;f(a) =0 firalle i =1,...,n.
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Wir wollen nun gerne die kritischen Punkte der Funktion
r2: R? = R, x — |Ax — y|* von Folie 9 ausrechnen.

Bemerkung

Wir betrachten nun r? statt r, da beide Funktionen die gleichen
Minima besitzen und man mit r? leichter rechnen kann (die Wurzel
beim Betrag fallt weg).

Hierfiir brauchen wir das Konzept des Transponierens.
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Beispiel

Seien a = (al) und f: R? - R, (Xl) — x1 - xp — x1. Dann gilt
an X2

81f(3) = da> — 17

82 f(a) = a1,
sodass
a —1 0 ai 0
grad(f)(a) = = & a= = .
di 0 dn 1
. 0 . -
Also ist a = 1 der einzige kritische Punkt von f.
Mathematik fiir Studierende der Biologie und des Lehramtes Chemie 18
Taylorpolynome & -reihen Ausgleichsrechnun ) NIVERSITAT
0000 00000000000000e00000000000000000 I"HH:“I DES

SAARLANDES

Seien n,m € N* und A = (a;;);; € R™*". Dann heilt

d11 a21 - dml
di2 a2 - amp
T . DN ) B} ) nxm
A" = (aj,i)ij = : : : €R
dl,n d2n " dnm

die transponierte Matrix von A.

Bemerkung

Die transponierte Matrix ergibt sich also indem man alle
Eintrdge an der Diagonale spiegelt. In anderen Worten: Die
Spalten und Zeilen werden getauschen.

Es gilt (AT)T = A, d. h. wenn wir die Matrix zweimal
transponieren erhalten wir die urspriingliche Matrix zuriick.
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1 -1
SeiA= |1 0 | € R¥*2 Dann gilt
1 1

1 3 0
SeiA= (4 —2 —8| € R3*3.Dann gilt
5 2 9
1 4 5
3 —2 2| eR¥
0 -8 9
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Rechenregeln

Seien A, B Matrizen (mit jeweils passenden GréBen) und o € R.
Dann gilt:

(A+B)T = AT + BT,

(aA)T =aAT,

(AB)T = BTAT,

det(AT) = det(A), falls A quadratisch ist,

falls A invertierbar ist, so ist auch AT invertierbar und es gilt
(A7)t =T
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Sei x = _62 € R* = R**!. Dann gilt

1
xT =(3,6,-2,1) € RI*4,

Bemerkung

Wir sehen also, dass aus Spaltenvektoren durch Transponieren
Zeilenvektoren entstehen und umgekehrt.
Es gilt

xTx = |x?

fur alle x € R".
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Wir kdnnen also nun
r(x)? = [Ax — yI? = (Ax — )T (Ax — y) = ((A9)T = yT)(Ax — y)
= (AQ)TAx = (A)Ty — yTAx+yTy
= xTATAx = (A) Ty + y TAX) + |y
=xTATAx = (xTATy + (x"TATY)T) + |y|?
= xT(ATA)x = 2xT(ATy) + |y|?
fiir alle x € R? schreiben. Der Gradient von r? berechnet sich zu
grad(r?)(x) = 2ATAx —2ATy = 2(ATAx — ATy)
fiir alle x € R?.
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Damit folgt
0
grad(r’)(x*) = (0> & ATAx =ATy,
Da
1 -1
1 11 30 _ 0
ATA:< L o 1) 1 0 —(0 2) ~ (AT A) 1:(3 1),
1 1 2
2
1 11 0
-1 0 1 -5
3
gelten, folgt
1
T a\—1aT 3 0 0 0
=amaaty= (5 1) (5) = ().
2 2
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Im Allgemeinen sind wir also an folgender Problemstellung
interessiert: Zu gegebenen Messdaten (t1,y1),. .., (tm, Ym) € R?
und einer Funktion £, . : R — R, die von den Parametern
X1,...,Xn € R abhdngt, suchen wir die Parameter x{',..., x; € R,
die das Residuum

X1 et (1) yi

rrR"—SR | 1|~ : -1 :

Xn fxl,...,xn(tm) Ym

minimiert. Im Folgenden betrachten wir nur Funktionen der Form
s R = R, t = xphy(t) + xoho(t) 4+ - - + Xxphn(t),

wobei hy,..., h,: R — R geeignete Funktionen sind. In diesem Fall
sprechen wir von einer linearen Ausgleichsrechnung.
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Damit gilt
fxl,...,x,,(tl) thl(t1)+ "'+thn(t1)

f;q,...,xn(tm) X1 hl(tm) + - thn(tm)
h(ti) -+ ha(t1) X1
hl(tm) ce hn(tm) Xn

AcRmxn

sodass
r(x) = |Ax —y|
n
fiir alle x € R", wobei y =
Ym
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Bemerkung

Im eindimensionalen Fall kann man hinreichende Bedingungen
formulieren, die sicherstellen, dass ein kritischer Punkt ein
Tiefpunkt (f”(x*) > 0) oder ein Hochpunkt (f”(x*) < 0) ist. In
hdheren Dimensionen kann solche Bedingungen ebenfalls
formulieren (dies fiihrt auf die Definitheit der sog. Hessematrix);
dies fiihrt aber an dieser Stelle zu weit. Fiir

r2:R" > R, x— |Ax — y?
kann man zeigen, dass, wenn m > n (d. h. wir haben mehr

Messdaten als Parameter) und AT A invertierbar ist, die Bedingung
fiir einen Tiefpunkt immer erfillt ist.
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Betrachte die Messdaten
t|-10 1
y‘ e e e

3

und die Funktion
faxe: R = R, t— x1 exp(xat)

mit Parametern xi,xo € R. Dies ist a priori keine lineare
Ausgleichsrechnung, da x; in der Exponentialfunktion steht.
Betrachte deswegen

g5 % = |n(fX1,X2): R—R, t— |n(x1 exp(XQt)) = |n(x1) + xot
= X1 + Xt

mit X3 = In(x1) und X5 = x.
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Falls m > n und AT A ist invertierbar, so ist
x* = (ATA)—lATy

die eindeutige Loésung des Minimierungsproblems.

Gilt m = n und
hi(t) =1, ho(t) =t, hs(t) =t2,..., ho(t) ="}
fur alle t € R, d. h.
Fopon(t) = X1 + Xot + X382 + ... + x,t" !

fiir alle t € R, so erhalten wir die Polynominterpolation zuriick.
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Beispiel

Die neuen Messdaten, die durch das Logarithmieren entstehen,
lauten

t|-1 0 1

vyl 2 1 -3

Dies ist aber unser urspriingliches Beispiel, sodass wir

0=xX1=In(xq) & x1=1

5
——=%=x
2
erhalten, also
5
fi _s(t)=exp|—=t
1-s(t) =exp | —3
fir alle t € R.
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W OO N ® O <

=
o

D
~

% = _q | 1 2 X
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Damit erhalten wir

1
0 1 L
1 0 1
A= 0 1 und y= ol
1
0 1 !
sodass
0 1
01 0 O 1 0 10
TaA_— _
AA_<1 0 -1 1) 0 -1 _(0 3)’
0 1
1
2
1 0 01 0 O 1 1
T a1 T, _ _
o= -3 2 98] )
1
8
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Betrachte die Messdaten
t|
v

N NE
=)
oo l;]')

NiH O

und die Funktion
fasxe: R = R, t— xsin(x) + x2 cos(x)

mit Parametern x1, x» € R. Also gilt

2 = fa,%(0) = X2,
m

1 — fxl ,X2 5 = X1,

0=fqx (m) = —x,

g = fX1,X2 (27T) = X2.
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Beispiel
Also

xt=(ATA) ATy = (é g) (%) - (2%4) 7

f

d. h.

. 5
i R — R, t > sin(x) + ﬂcos(t)

ist die gesuchte Funktion.
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