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Wir betrachten nochmal die Funktion
f:R— R, x— xexp(x? + x) und sei n € N. Da das n-te
Taylorpolynom von exp in 0 das Polynom

n
1
Texp,O,n: R — R, y = Zﬂyk

k=0
ist, konnen wir f durch das Polynom
1
i R=>R, x— x ZH(X2+X)k
k=0

in 0 approximieren. Wir haben also
fo(x) = x, f(x) =x(14 (x*+x)) = x4+ x? + x5,
fir alle x € R.
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Wir wollen nun die Taylorreihe von g: (0;00) — R, x — L im
Punkt a = 1 bestimmen. Nach Vorlesung 10, Folie 24 gilt

Te1= =1 1) " 1= (—(x=1)) g( (x=1))
=Y (-1 (x—1)*
k=0

fur alle x € R mit [x — 1| < 1 bzw. x € (0;2). Damit erhalten wir
die Taylorpolynome

Tg,l,O(X) = 17
Tg11(x)=1—(x—1),
Tgi2(x)=1—(x—1)+(x— 1)2,

fur alle x € R.
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Beispiel
Wir haben folgende Messdaten gegeben:

t|-10 1
yl2 1 -3

Aus theoretischen Uberlegungen vermuten wir, dass sich die
Messdaten durch eine Funktion der Form

le’Xzi R—>R, t— x5+ xt

mit geeigneten Parametern xi, x> € R beschreiben lasst. Da £, ,,
von 2 Parametern abhdngt, wir aber 3 Messpunkte haben, werden
wir vermutlich keine Parameter finden, sodass f,, ., alle
Messpunkte interpoliert, d.h. die Gleichungen

fX17X2(_1) =2, le,Xz(O) =1, le,Xz(l) =-3

werden (i. A.) nicht alle gleichzeitig erfiillt. Kénnen wir Parameter
finden, sodass fy, x, die Messdaten ,bestmdglich” approximiert?
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Um ein MaB fiir den Fehler der Funktion von der Messung zu
definieren, brauchen wir zunichst einen Abstandsbegriff in hoheren
Dimensionen.

wi
Fiir einen Vektor w = | : | € R" nennen wir die positive reelle
Wn
Zahl
lw| = /w+ ...+ w?

den Betrag von w.
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Sei x = <X ) Wir schauen uns
X2
le,Xz(tl) n fX1,X2(_1) 2
r(x) = fX 2(t2) — 1) = f;<1,X2(0) - 1
fx t3) Y3 &1,X2(1) -3
— X2 2 1 -1 2
= (1 |l=][1 o <X1> —( 1
x1 +X2 -3 1 1) \® -3
= |Ax —y]
an, wobei
1 -1 2
1 1 -3
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Wir suchen nun einen Vektor x* € R?, der
r(x*) < r(x)
fiir alle x € R? erfiillt, d. h. wir wollen die Funktion
r:R? =R, x> |Ax — y|

minimieren. Wie finden wir x* € R2?

Wir miissen uns also iiberlegen wir einen Tiefpunkt einer Funktion
mit Definitionsbereich R? berechnen kénnen. Da wir fiir eine
Funktion f: R — R die Ableitung berechnen um einen Tiefpunkt
zu bestimmen, brauchen wir zunéchst einen Begriff der Ableitung
fiir Funktionen mit Definitionsbereich R?.
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a
Seien n € N*, f: R" - R und a= | ! | €R". Definiere
dn
g1:R—=>R, x— f(x,az,...,an),

g2: R—R, x+— f(ar,x,a3,...,apn),

gan: R—> R, x— f(a1,...,an—1,X).
Fir i € {1,...,n} heilt

. gailai+ h)—gailai
9f(2) = gh(ar) = Jim EeiiH 1)~ Eail2)

o f(a+ he;) — f(a)
" h—0 h

die i-te partielle Ableitung von f in a.
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Definition

Falls die i-te partielle Ableitung von f in afirallei=1,...,n
existiert, so nennen wir f partiell differenzierbar in a. Ist f in jedem
Punkt partiell differenzierbar, so heillt f partiell differenzierbar.
Falls f partiell differenzierbar in a ist, nennen wir den Vektor

or1f(a)
grad(f)(a) = : e R”
Onf(a)

Gradient von f in a.

Bemerkung

Die i-te Ableitung von f wird also gebildet indem man alle Variablen
bis auf die i-te konstant halt und dann nach der i-ten ableitet.

Mathematik fiir Studierende der Biologie und des Lehramtes Chemie 12



Taylorpolynome & -reihen Ausgleichsrechnung ©® UNIVERSITAT
0000 0000000@000000000000000000000000 ul"”"“u DES
PLGd  sAARLANDES

Betrachte die Funktion f: R> — R, <i1> — X1 - xo und sei
P

a= (_41> € R?. Dann gilt
81:R—>R, x—x-(-1) = —x,
8a2: R—= R, x+—4.x,

sodass

fur alle x € R. Also
Oif(a) = g,1(4) = -1,
hf(a) = gyo(—1) = 4.
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X1 2
A Seien R3S R, [ x| —x +exp(xo-x3)unda= |1
)
X3 2

Dann gilt
ga1: R =R, x = x+exp(l-2) =x+exp(2),
822: R—> R, x— 24 exp(x-2) =2+ exp(2x),
823 R—> R, x+— 2+ exp(l-x) =2+ exp(x),

sodass
g‘;,l(x) = 17
g:2(x) = 2exp(2x),
g53(x) = exp(x)
fur alle x € R.
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Also

01f(a) = g,1(2) = 1,
02f (a) = g42(1) = 2exp(2),
0sf(a) = g5,3(2) = exp(2).
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Seien f: R? — R, <§1> — exp(x1)sin(x2) und a = (al).
2

a

Dann gilt
8a1: R — R, x — exp(x)sin(ap),
8a2: R — R, x — exp(ar1)sin(x),

sodass

821(x) = exp(x) sin(a2),

)

/

822(x) = exp(a1) cos(x)

fir alle x € R. Also
01f(a) = g1(a1) = exp(a) sin(az),
Ohf(a) = g;72(ag) = exp(ay) cos(az).
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Definition
Seien a € R"” und f: R"” — R eine in a partiell differenzierbare
Funktion. Wir nennen a kritischen Punkt von f, falls
61 f(a) 0
grad(f)(a) = : =|:
Onf(a) 0
gilt, d. h. wenn 0;f(a) =0 firalle i =1,...,n.
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Beispiel
Seien a = (al) und f: R? — R, <X1> — x1 - Xxo — x1. Dann gilt
a X2

alf(a) = a2 — 17

82f(a) = dai,
sodass

(a2 — 1 - 0 _(a1\ _ 0
grad(f)(a) = < a ) = <0) & a= <32> = (1) .

Also ist a = (2) der einzige kritische Punkt von f.
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Wir wollen nun gerne die kritischen Punkte der Funktion
r2: R2 R, x — |Ax — y|? von Folie 9 ausrechnen.

Bemerkung

Wir betrachten nun r? statt r, da beide Funktionen die gleichen
Minima besitzen und man mit r? leichter rechnen kann (die Wurzel
beim Betrag fallt weg).

Hierfir brauchen wir das Konzept des Transponierens.
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Seien n,m € N* und A = (a;);j € R™*". Dann heift

a1 a1 - dml
a12 a2 -°° dmp2
T ’ ’ ’ nxm
A" = (a)ij = : . | ER
dl,n 42n ' dnm

die transponierte Matrix von A.

Bemerkung

Die transponierte Matrix ergibt sich also indem man alle
Eintrdge an der Diagonale spiegelt. In anderen Worten: Die
Spalten und Zeilen werden getauschen.

Es gilt (AT)T = A, d. h. wenn wir die Matrix zweimal
transponieren erhalten wir die urspriingliche Matrix zuriick.
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BSeiA=[1 0 | € R3*2 Dann gilt
1 1
1 11
T _ 2x3
aT (35 Yeres
1 3 0
HSeiA=[4 —2 —8]| e R3*3 Dann gilt
5 2 9

1 4 5
3 —2 2| eR3%3,
0 -8 9
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3

Sei x = € R* = R*!. Dann gilt

—2
1

xT =(3,6,-2,1) € RM*%,

Bemerkung

Wir sehen also, dass aus Spaltenvektoren durch Transponieren
Zeilenvektoren entstehen und umgekehrt.
Es gilt

xTx = |x|

fur alle x € R".
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Rechenregeln

Seien A, B Matrizen (mit jeweils passenden GroBen) und o € R.
Dann gilt:

(A+B)T = AT + BT,

(@A) =aAT,

(AB)T =BTAT,

@ det(AT) = det(A), falls A quadratisch ist,

falls A invertierbar ist, so ist auch AT invertierbar und es gilt
(A1)t =(ah".
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Wir kénnen also nun
r(x)2 = [Ax — yI? = (Ax — )T (Ax — y) = (Ax)T — yT)(Ax — )
= (AX)TAx — (Ax)Ty —yTAx+yTy
= xTATAx — (Ax)Ty +yT Ax) + |y|?
= xTATAx = (xTATy + (xTATy)T) + |y|?
= xT(ATA)x = 2xT(ATy) + |yI”
fiir alle x € R? schreiben. Der Gradient von r? berechnet sich zu
grad(r?)(x) = 2AT Ax —2ATy = 2(ATAx — ATy)
fiir alle x € R2.
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Damit folgt
grad(r?)(x*) = (8) & ATAx =ATy.
Da
1 -1 .
Fa (1 11 (30 el (L0
AA—<_10110_02«»(AA)_0é,
1 1
2
(1 11 A
Ay_(—l o 1)| L] s
-3
gelten, folgt

X =(ATA) ATy = (é 2) <_05> - <_Og> .
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Im Allgemeinen sind wir also an folgender Problemstellung
interessiert: Zu gegebenen Messdaten (t1,y1),. .., (tm,Ym) € R?
und einer Funktion £, . ., : R — R, die von den Parametern
X1,...,Xn € R abhdngt, suchen wir die Parameter x{,...,x;; € R,
die das Residuum

X1 fetr o (t1) ¥

rrRT—=R | 1 | — : -1 :

Xn &1,---,><n(tm) Ym

minimiert. Im Folgenden betrachten wir nur Funktionen der Form
f;q,...,x,,: R—-R, t— X1h1(t) + X2h2(t) +---+ Xn/'l,,(l‘)7

wobei hy,..., h,: R — R geeignete Funktionen sind. In diesem Fall
sprechen wir von einer linearen Ausgleichsrechnung.
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Damit gilt
Fagexn(£1) xihi(t1) + - - + xphp(t1)
Fit,en.n (Em) x1hi(tm) + -+ + Xahp(tm)
hi(ti) - ha(t) X1
hi(tm) -+ ha(tm)/) \Xn
AcRmx*n
sodass
r(x) = |Ax —y|
y1
fiir alle x € R, wobei y =
Ym
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Bemerkung

Im eindimensionalen Fall kann man hinreichende Bedingungen
formulieren, die sicherstellen, dass ein kritischer Punkt ein
Tiefpunkt (f”(x*) > 0) oder ein Hochpunkt (f”(x*) < 0) ist. In
héheren Dimensionen kann solche Bedingungen ebenfalls
formulieren (dies fiihrt auf die Definitheit der sog. Hessematrix);
dies flihrt aber an dieser Stelle zu weit. Fiir

r2:R" 5 R, x — |Ax — y|?

kann man zeigen, dass, wenn m > n (d. h. wir haben mehr
Messdaten als Parameter) und AT A invertierbar ist, die Bedingung
fiir einen Tiefpunkt immer erfiillt ist.
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Falls m > n und AT A ist invertierbar, so ist
X* _ (ATA)—lATy

die eindeutige Lésung des Minimierungsproblems.

Bemerkung

Gilt m = n und
hi(t) =1, ho(t) = t, hs(t) = t2, ..., ho(t) = t"1
fur alle t € R, d. h.
far,..n(t) = X1 + X2t + 5t2 4 .+ x,t" L

fir alle t € R, so erhalten wir die Polynominterpolation zuriick.
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Betrachte die Messdaten
t|-1.0 1
y‘ e e e

3

und die Funktion
fuxe: R =R, t— xqexp(xt)

mit Parametern xi, xo € R. Dies ist a priori keine lineare
Ausgleichsrechnung, da x» in der Exponentialfunktion steht.
Betrachte deswegen

gan =IN(fux): R =R, t —=In(x exp(xt)) = In(x1) + xot
=X + Xot

mit X3 = In(x1) und X = xo.
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Beispiel

Die neuen Messdaten, die durch das Logarithmieren entstehen,
lauten

t|-10 1

vyl 2 1 -3

Dies ist aber unser urspriingliches Beispiel, sodass wir

0:)?1:|n(X1) & oxp=1

r\>|\o-|
I
5
|
5

erhalten, also

fir alle t € R.
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Betrachte die Messdaten
t |

NH O
NN

v
und die Funktion

fax: R — R, t— xysin(x) + x2 cos(x)

mit Parametern xq, x> € R. Also gilt

1
2 = ﬁq,xz(o)

T
1= fae (2)
0= f;<1,X2( ) =
1
g = &17X2(27T)

ool I;‘)

—X2,

= Xo.
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Damit erhalten wir

0 1 :
1 0 1
A= 0 1 und y = E
0 1 %
sodass
0 1
01 0 O 1 0 1 0
Ta_ _
AA<10—1 1) 0 —1 (o 3)’
0 1

roo1 (1 0\ .+ (01 0 0
war=(5 §) A= o 5 3)

owol= O N
Il
7~ N\
0|0 =
~__
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Beispiel
Also

(3 9 () =(2)

. 5
;‘17257. R = R, t+ sin(x) + ﬂcos(t)

ist die gesuchte Funktion.

d. h.
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