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Es seien Messdaten (t1,y1), ..., (tm, ym) € R? gegeben. Wir haben
versucht immer den gleichen Wert zu messen, sodass wir als
Modellfunktion eine Konstante annehmen:

fu  R—= R, t— xq.
Wie sieht der optimale Parameter x{* aus? Dazu berechnen wir

1 M4
A=|:[eR™ und y=|: | eR™,
1 Ym
sodass
ATA=m und ATy =y 4+ +yn.
Damit erhalten wir
X = (ATA ATy = (ot ) =,

wobei y der sogenannte Mittelwert ist.
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Gibt es einfache Darstellung oder eine Interpretation der optimalen
Parameter, wenn wir als Modellfunktion

faxe: R—=R, t = x; + xaot

nehmen? Dazu berechnen wir

1 4 n
A=|[: | eR™2 und y=| : | eR™,
1 t, Ym
sodass
AT A m ot ttn) T (et )
t1+- -+ tm L+t tivi+-+ tmym
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Die Lésung ergibt sich mit t = %(tl + -+ tm) und
Y=+ +ym)zu

* kv 51'7}/* * Sta.y
x{=y——=t und x5 =—%,
! Y St.t 2 Stt
wobeli
1 & 1 7
Sty = m_lz;(ti—t)(yl'—)/): m_1 z;t,-y,-—mty
1= 1=

die (korrigierte) Stichprobenkovarianz und

1 & 1 ~
- -2
see=——7) (-1 =_—— >t —m
i=1 i=1

die (korrigierte) Stichprobenvarianz ist.
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Der Koeffizient ﬁ wird nicht einheitlich verwendet. Man

sollte also immer die Definition im jeweiligen Kontext
nachschlagen.

Gilt s, = 0, so heilen t = (tg,..., t,)" und y unkorreliert.
Sind t und y unkorreliert, so gilt x; = 0, sodass wir
Xy =Yy

erhalten, d.h. wir befinden uns im Setting von Folie 2.
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Beispiel
Betrachte die folgenden Messdaten

t|-10 1 2
yl2 1 -3 —4

und die Funktion
le’Xzi R—oR, t— x5+ xt

mit Parametern x1,x, € R. Die Mittelwerte ergeben sich zu

(2+1-3—4)=-1.

1 1 1
t=>(-1 1+2)== und y=-=
4( +0+1+42) 5 und y=g
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Fiir die Stichprobenkovarianz erhalten wir
1 1
E
3
und fiir die Stichprobenvarianz

2
i (<<_1)z+oz ) s (1) )

_5
=3
Also
11 11
— 1 — 11
x{ = —%-521— und XQ‘:%:——
3 3 5
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Integralrechnung

Wir wollen uns im Folgenden mit der Berechnung des
Flacheninhalts zwischen einem Funktionsgraphen und der x-Achse
beschéftigen. Im Folgenden sollen die betrachteten Funktionen f

immer ,hinreichend gut” sein (stetig, differenzierbar etc) und stets
a,b € R mit a < b sein.
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Wir unterteilen das Intervall [a; b] in kleinere Teilintervalle, z. B.
konnen wir eine dqudistante Zerlegung uns anschauen, d. h.

[a;b] = [a;a+ Ax]U[a+ Ax;a+ 2Ax]U...U[a+ (n— 1)Ax; b]

fur ein n € N*, wobei Ax = ?.
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Der Flacheninhalt A lasst sich also durch die Summe der
Flacheninhalte der Rechtecke approximieren:

Ax - f(a+ Ax)+ Ax - f(a+2Ax) +--- + Ax - f(b)
=(f(a+ Ax)+f(a+2Ax)+---+ f(b)) Ax

=) f(a+ kAx)Ax.
k=1

Wenn wir zum Grenzwert fiir n — oo iibergehen, erhalten wir den
Flacheninhalt.

Definition
Das Integral von f iiber [a;b] ist definiert durch

b n
/a f(x) dx = lim kz; f(a+ kAx)Ax.

Die Funktion f heit dann Integrand.
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Rechenregeln

Seien f,g: R — R Funktionen und o € R. Dann gilt:
JPodx =0,
JPF(x) + g(x) dx = [P F(x) dx + [P g(x) dx
fab af(x) dx = ozfab f(x) dx
[2f(x) dx =0,
JPF(x) dx = [SF(x) dx + [P f(x) dx fira < c < b,
ﬂf:f(x) :—fafx ) dx
JPF(x) dx < [P g(x) dx, falls f(x) < g(x) fiir alle x € [a; b].
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Frage

Gibt es eine weitere Moglichkeit Integrale auszurechnen ohne
Approximation durch Rechtecke?

Definition
Sei f: R — R eine Funktion. Wir nennen F: R — R eine
Stammfunktion von f, falls F/ = f.

Bemerkung

Sind F; und F, zwei Stammfunktionen von f, dann gibt es eine
reelle Zahl ¢, sodass

F1(X) — F2(X) =cC

fur alle x € R. Zwei Stammfunktionen unterscheiden sich also
hdchstens um eine Konstante.
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Seif:R— R, x+— x2. Dannist F:R - R, x— x eine
Stammfunktion f, da

% (3 : x3_1) =x? = f(x)

fiir alle x € R. Die Funktion F: R — R, x %X3 + 5 ist
ebenfalls eine Stammfunktion von f.
Sei g: (0;00) = R, x+ <. Dann ist
G: (0;00) > R, x— In(x) eine Stammfunktion von g.
Da

F'(x) =

exp'(x) = exp(x)

fir alle x € R gilt, ist exp eine Stammfunktion exp.
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Der nichste Satz verkniipft die Differentialrechnung mit der
Integralrechnung und gibt uns eine Méglichkeit Integrale mit Hilfe
von Stammfunktionen zu berechnen.

Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Sei f: R — R eine Funktion. Dann gilt:

Die Funktion F: R — R, x — [ f(t) dt ist eine
Stammfunktion von f.

Ist F: R — R eine Stammfunktion von f, dann gilt

b
/a F(£) dt = [F(]L = E(b) — F(a).
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Bemerkung

Aufgrund des letzten Satzes schreibt man auch oft

F= / f(x) dx.

Dies ist eine reine Schreibweise! Hierbei ist wieder zu beachten,
dass eine Stammfunktion nur eindeutig bis auf eine Konstante ist.
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Im Folgenden wollen wir einige wichtige Stammfunktionen

festhalten:
f) | F(X)
x" rj_—lx’*l (reR\{-1})
x In(|x[)
exp(x) | exp(x)
In(x) | xIn(x) — x
cos(x) | sin(x)
sin(x) | — cos(x)
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Wir wollen nun mit Hilfe von Stammfunktionen Integrale berechnen.

Wir wollen das Integral von f: R — R, x ~— exp(x) + x? iiber
[0; 1] berechnen. Es gilt

/0 ") dx = /0 ' exp(x) 4+ <2 dx

1 1
= / exp(x) dx +/ x? dx
0 0

oot + [ 3]

1
= exp(1) — exp(0) + 3 0
2

:e_g.
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Wir wollen das Integral von

g: (0;00) = R, x — sin(x) — 2 cos(x)

iber [; 27] bestimmen. Es gilt
27 27
/ g(x) dx = / sin(x) — 2 cos(x) dx
" 7l-27r 27
= / sin(x) dx — 2/ cos(x) dx

= [~ cos(x)]7" — [sin(x)]7"
= (— cos(27) + cos()) — (sin(27) — sin(7))
=(-1-1)—(0-0) = —2.
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Wir wollen das Integral

/0 x exp(x) dx

—il
berechnen. Unsere bisherigen Rechenregeln helfen uns nicht
weiter, da wir ein Produkt als Integranden haben.
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Um das Beispiel berechnen zu kdnnen bendtigen wir folgende
Regel, die sich aus der Produktregel herleiten lasst.

Satz (Partielle Integration)

Seien f, g Funktionen. Dann gilt

b b
/3 F(x)e(x) dx = [F(x)2())t - / F(x)g'(x) dx
bzw.
/ F(x)g(x) dx = F(x)g(x) — / Fg () dx.
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Setzen wir

f:R—=R, x—exp(x) und g:R—-R, x— x,

so folgt

/0 xexp(x) dx = /01 f(x)g(x) dx

=il

0
= [F(x)g(x)]%; — /1 F(x)g’'(x) dx
0
— [exp(pl%s - [ expl) -1 dx

= (0 — exp(=1)(~1)) — [exp(x)]4
= exp(—1) — (exp(0) — exp(—1))
= —1+4 2exp(—1).
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Bemerkung

Wiirden wir im letzten Beispiel die Rollen von f und g vertauschen,
so wiirden wir mit der partiellen Integration nicht weiterkommen.
Es ist also wichtig die Funktionen geeignet zu wahlen!

Wir wollen nun die Stammfunktion von In bestimmen. Es gilt
mit partieller Integration

/In(x) dx = /1 -In(x) dx = xIn(x) — /xi dx

—xln(x)—/l dx = xIn(x) — x,

wobei

fR—-R, x—1 und g=In.
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Wie finden wir eine Stammfunktion zu sin??
Mit f = g = sin erhalten wir

/sin(x)2 dx = /sin(x)~sin(x) dx
_  coslpaelifi) / (= cos(x)) - cos(x) dx
— — cos(x) sin(x) + / cos(x)? dx
= — cos(x)sin(x) + / 1 —sin(x)? dx
— — cos(x)sin(x) + x — / sin(x)? dx.
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Beispiel
Durch Umformen erhalten wir schliellich

/sin(x)2 dx = %(— o)) 4 50)
Damit ist

F:R—R, x— % (— cos(x)sin(x) + x)

eine Stammfunktion von sinZ.
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