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Mathematik in der Biologie

m Auswertungen von Messdaten (Statistik, alle
Naturwissenschaften)

m Modellierung von Prozessen in der Natur:

m Populationsdynamik (Differentialgleichungen, Biologie)
Zellverhalten (Stochastik, Biologie)
Schwingungen (Differentialgleichungen, Physik)
Beschreibung von Molekiilen (Symmetrien, Chemie)
Quantenmechanik (Funktionalanalysis, Chemie/Physik)
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Wofiir gibt es fiir Studierende der Biologie und des Lehramtes
Chemie iiberhaupt eine Mathematikvorlesung?

Antwort

Um (einen Teil) der grundlegenden mathematischen Werkzeuge in
den Naturwissenschaften kennen und verstehen zu lernen.
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Mathematik in der Biologie

Lotka-Volterra-Gleichungen |

Wir betrachten ein Rauber-Beute-Schema mit einer Gruppe Beute
N; (z.B. Hasen) und einer Gruppe Rauber N, (z.B. Fiichse). Wir
nehmen folgende Sachverhalte an:

Gibt es mehr Beute, dann steigt die Geburtenrate der Rauber.
Gibt es mehr Rauber, dann steigt die Sterberate der Beute.
Modell:
m Falls keine Rauber vorhanden sind (N, = 0), so steigt die
Anzahl der Beute nach der Differentialgleichung Ny = 1 Ny,

wobei N die zeitliche Ableitung von Nj und r; die
Vermehrungsrate der Beute bezeichnen.

m Falls keine Beute vorhanden ist (Ny = 0), so sinkt die Anzahl
der Rauber nach der Differentialgleichung No = —r Ny, wobei
r>» die Sterberate der Riuber bezeichnet.
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Lotka-Volterra-Gleichungen |1

m Interaktion zwischen Rauber und Beute:

m Die Vermehrungsrate der Beute r; sinkt um ki N, wobei kg
der Verteidigungskoeffizient der Beute ist.

m Die Sterberate der Rauber ry sinkt um ko Ny, wobei k> der
Angriffskoeffizient der R3uber ist.

Wir erhalten damit die Differentialgleichungen
Nl = (r1 — klNz)Nl und N2 = (—r2 + k2N1)N2.

Quelle: http://www.spektrum.de/lexikon/biologie/
lotka-volterra-gleichungen/39926
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Funktionen |

m Graph zur schwarzen Kurve
G C R x R; zul3ssig als
Graph einer Funktion

m Graph zur roten Kurve
G C R x R; unzulassig als
Graph einer Funktion (Nicht
jedem x-Wert wird ein

y-Wert zugeordnet und
manchen x-Werten werden
mehrere y-Werte
zugeordnet.)
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Lotka-Volterra-Gleichungen Ill

A — prey
— predator

population

time

Quelle: https://upload.wikimedia. org/wikipedia/commons/1/16/Lotka_

Volterra_dynamics. svg
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Funktionen |l

Definition
Seien D und Z Mengen. Wir nennen ein Tripel f = (G, D, 2)
Funktion, falls

Gr C D x Z (Graph der Funktion f) und

fiir alle x € D existiert genau ein y € Z, sodass (x,y) € Gr.

In diesem Fall schreiben wir auch y = f(x) fiir x € D und
f:D— Z, x— f(x).

Die Mengen D und Z heien Definitionsmenge/Definitonsbereich
und Zielbereich.
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Funktionen Il

Bemerkung

m Der Definitions- und Zielbereich sind also Teil der Definition
einer Funktion, d.h., wenn man eine dieser Mengen abandert,
erhdlt man eine andere Funktion.

Beispiele:
mf:R—-R, x—x?und g: Rf = R, x> x2 sind
unterschiedliche Funktionen.
B R—-R, x— x%2und g: R — [0;00), x> x? sind
unterschiedliche Funktionen, obwohl der Graph gleich aussieht.
m f(x) = x? ist keine Funktion.

m Nach Punkt (2) kann jedem Element im Definitionsbereich
also nur ein Element im Zielbereich zugeordnet werden.
Beispiel: f: R —+ R, x + ®£x ist keine Funktion.
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Stauchung, Streckung und Spiegelung Il

Seien D C R eine Menge, f: D — R eine Funktion und o € R eine
reelle Zahl.

Definition

Wir definieren
af: D - R, x — af(x).

Bemerkung

m 0 < a < 1: af entsteht durch eine Stauchung von f.
m o > 1: af entsteht durch eine Streckung von f.

m o = —1: af entsteht durch eine Spiegelung von f an der
x-Achse.
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Stauchung, Streckung und Spiegelung
B RoR, x—x3—3x+1

g R—-R x—
13 =3x+1)

g R—-R, x—

3
—(x* =3x+1)
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Summe |

B RoR, x—x3—3x+1
mg:R-R, x—x3—-3x+2
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Summe I

B RoR, x—x3—3x+1

mgRoR x—x2+1
]
t t t t t x
5-4-32-1;|\/2 3 45
-2 4
_3 1
—4 |
—5 1+
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Produkt und Quotient

Seien D C R eine Menge, f: D — R und g: D — R Funktionen.

Wir definieren

mf-g:D—R, x— f(x)-g(x) und,

m falls g(x) # 0 fiir alle x € D, é: D—R, x> %_
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Bemerkung

Wir konnen eine reelle Zahl a € R mit der konstanten Funktion
R — R, x > a identifizieren.

Seien D C R eine Menge, f: D — R und g: D — R Funktionen.

Definition

Wir definieren

f+g:D—R, x— f(x)+ g(x).

Bemerkung

Wir kénnen damit auch f — g = f + (—g) definieren.
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Zusammenfassung

Seien D C R eine Menge, f: D — R und g: D — R Funktionen
sowie o € R eine reelle Zahl.

Definition

Wir definieren:
maf: D= R, x— af(x).
mf+g:D—R, x— f(x)+ g(x).
mf-g:D—R, x— f(x)-g(x).

Falls g(x) # 0 fiir alle x € D, é: D — R, XH%.
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Bild |
Seien D, Z Mengen und f: D — Z eine Funktion.

Definition

Sei A C D. Wir nennen die Menge
f(A)={f(a); ac A} CZ

das Bild von A unter der Funktion f. Weiterhin nennen wir f(D)
das Bild von f.

Bemerkung

Fir A1, Ay C D gilt
m (A1 NA) C (A1) NF(A),
m (A1 UAp) = f(A1) U f(A).
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Bild 11l

EgR-R, x—x2—2,
A=[1,00): f(A) =[-1;0)

1

V2 3 4 5 X
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Bild Il

mf:7Z—R, xr—>%x+1,

y
A={-4,34}:
51 _ 5
f(A) - {_17 573}
4 €
[ ]
3
2+ °
([ ]
le
([ ]
— — :
54 *8-2-1,| 1 2 3 4 5~
([ ]
-2 4
_3 1
—4 |
-5+
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Urbild 1
Seien D, Z Mengen und f: D — Z eine Funktion.

Sei B C Z. Wir nennen die Menge
fY(B)={xeD; f(x)eB}cD

das Urbild von B unter der Funktion f.

Bemerkung

Fir By, B, C Z gilt
m Y (BN By)=f1B)NFLBy).
m Y (BLUBy) = fH(B)Uf1(By).
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Urbild 1

y If:Z—)R,Xl—)%X—i—].,
_ [ 135 at.
’, 5= (13,33
f=(B) = {-4,3,4}
4 €
[ ]
3
2+ °
1 ([ ]
e
54 *8-2-1,] 1 2 3 4 5%
®
-2 4
_3 1
—4 |
—5 1+
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Injektivitat |

Seien D, Z Mengen und f: D — Z eine Funktion.

Wir nennen f injektiv, falls jedes Element im Bild von f von genau
einem Element aus der Definitionsmenge angenommen wird.

Bemerkung
Falls D C R und Z C R, so bedeutet die Injektivitat der Funktion

f, dass jede Parallele zur x-Achse den Graphen in maximal einem
Punkt trifft.
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Urbild 111

= NN w MO«

_3 1
—4 |
—5 1+
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y m R R, x— x? ist nicht
injektiv, da
51 f(1) =1=f(-1).
4 .
mg:R—>R, x—4x—2ist
3 injektiv.
2 i
1
1
5-4-3-2-1,1/1 2 3 4 5 X
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Injektivitat Il Surjektivitat |

mf:[0;00) = R, x— x?ist

y injektiv. Seien D, Z Mengen und f: D — Z eine Funktion.
5 1 R
.l
3 Wir nennen f surjektiv, falls jedes Element im Zielbereich im Bild
5| von f ist, d.h. falls f(D) = Z gilt.
1
1 1 2 3 4 5 ~ Falls D C R und Z C R, so bedeutet die Surjektivitat der Funktion
ol f, dass jede Parallele zur x-Achse mit einem Abstand z € Z den
3 Graphen in mindestens einem Punkt trifft.
_4 1
_5 1
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Surjektivitat Il Surjektivitat Il
. . 2
m R R, x+— x? ist nicht y 'f'R__)[O'OO%X’_)X Ist
surjektiv, da kein x € R mit surjektiv.
f(x) = —1 existiert. 51
mg:R—>R, x—4x—2ist
surjektiv. 4
3
/1.2 3 4 5%
2 s
1

5-4-3-2-1 1 2 3 4 5%
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Bijektivitat |

Seien D, Z Mengen und f: D — Z eine Funktion.

Wir nennen f bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

Bemerkung

Falls D C R und Z C R, so bedeutet die Bijektivitat der Funktion
f, dass jede Parallele der x-Achse mit einem Abstand z € Z den
Graphen in genau einem Punkt trifft.
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Bijektivitat Il

m f:[0;00) = [0;00), x> x2
ist bijektiv.

Lo 3 s

=
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Bijektivitat Il

mg:R—>R, x—4x—2ist

Y bijektiv.
5 i
4 €
3 £
2 i
17
5-4-3-2-11/1 2 3 4 5 X
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