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Definition

Die Funktionen
cos: R - R, ¢ cos(p) und sin: R — R, ¢ sin(p)

nennen wir Cosinus bzw. Sinus.

y

12 3\ 4/5 ¢
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2. Quadrant (%7‘(‘ <p<m) 1. Quadrant (0 < p < %7‘(‘)

1 sin{y)
v

= cos(p) |1
1

3. Quadrant (7 < p < %7‘(’) 4. Quadrant (%71' < p < 27)

Achtung: Wir geben Winkel immer im BogenmaR an! (180°=m)
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Bemerkung
m Die Funktionen sin und cos sind 27-periodisch, d. h. es gilt
sin(p +27) =sin(p) und cos(p + 2m) = cos(y)
fir alle ¢ € R.
m Nach dem Satz des Pythagoras gilt
sin()? 4 cos(p)? =1
fiir alle ¢ € R.
m Es gilt
cos(—p) = cos(p) und sin(—¢) = —sin(p)
sowie
: 1 . 1
cos(p) =sin [ ¢ + 5T und sin(p) =cos | ¢ — 5T
fir alle ¢ € R.
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Wichtige Werte von Cosinus und Sinus
¢ | cos(p) | sin(e) @ | cos(p) | sin(y)
0 1 0 T -1 0
1 V3 1 7 V3 1
A 2 6™ | T2 —2
U 1 S [ —L
4 V2 V2 4 V2 V2
1. 1 V3 4. | 1L _ V3
3 2 2 3 2 2
1 3
st 0 | 1 !
2 1 V3 5 1 _ V3
3" 2 2 3™ 2 p)
P 1 e 1 _ 1
4 V2 V2 4 V2 V2
5.1 — V3 1 . V3 _1
6 2 2 6 2 2
™| -1 ] 0 or | 1 | 0
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tan(y)
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Definition
Die Funktion
1 sin(¢p
tan: R\ <=+ k|7m; keZ —>R,<pn—>¥
2 cos(yp)
nennen wir Tangens.
y
1+
0.5
-5 —4/3-2-1 1|2 4 |5 %
—0.
14
Mathematik fiir Studierende der Biologie und des Lehramtes Chemie 6
Cosinus, Sinus und Tangens Komplexe Zahlen Quadratische Gleichungen Il (oY) UNIVERSITAT
0000000 000000000 0000000 I"am“l DES

SAARLANDES

Wichtige Werte von Cosinus, Sinus und Tangens

@ | cos(p) | sin(p) | tan(p) @ | cos(p) | sin(p) | tan(y)
0 1 0 0 ™ -1 0 0
1 3 1 1 7 3 1 1
6" % 2 V3 6" —% 2 3
1 1 1 5 1 1

CKA I ;S R L M, v, 2 M
T N R R v I B
o] 0 [ 1 [/ sml 0 [ 1] /
s~ | v | 7Y e s | T | T
5. 3 1 1 u | B _1 _ 1
6 2 2 /3 6 2 2 V3
T | -1 0 0 or | 1 | 0 0
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2| Im(z) = |z[sin()
reelle Achse
Re(z) = |z| cos(p)
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Definition (Eulersche Formel)

Fiir alle ¢ € R definieren wir
e'? = cos(ip) + isin(y)
und fiir alle a, b € R definieren wir

ea—l—lb — eae/b.

Bemerkung

m Fir alle z, w € C gilt

m Fiir alle p € R gilt
ip —ip i _ a—ip
cos(p) = % und  sin(p) = %
i

m Fiir alle p € R gilt /(¥127) = ¢i¥,
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Sei z # 0 eine komplexe Zahl. Dann existiert ein Winkel ¢ € R,
sodass

z =Re(z) + ilm(z)
|z| cos(p) + i |z| sin(y)
= |z[ (cos(p) + isin(p)).

Wir kénnen sogar ¢ € [0;27) erreichen, sodass ¢ eindeutig ist.

Bemerkung

Eine komplexe Zahl z # 0 liegt genau dann im

>0,
>0,
<0,
< 0.

m 1. Quadranten, wenn Re(z) > 0 und Im(z
m 2. Quadranten, wenn Re(z) < 0 und Im(z
m 3. Quadranten, wenn Re(z) < 0 und Im(z

~— N N~

m 4. Quadranten, wenn Re(z) > 0 und Im(z
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Definition

Ist z # 0, so nennen wir
z = |z €' = |z| (cos(p) + isin()),

wobei ¢ € [0; 27) der eindeutige Winkel von Folie 10 ist, die
Polardarstellung von z. Der Winkel ¢ wird auch als Argument von
z, in Zeichen arg(z) = ¢, bezeichnet.

Bemerkung

Ist z # 0, so lasst sich das Argument ¢ von z durch

cos(p) = R|ez(|z) oder sin(p) = Irr|12(|z)

bestimmen. Hierbei muss aber zusatzlich der Quadrant beachtet

werden, da z. B. cos(37) = % = cos(%) gilt.
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Betrachte z = 1 + i. Dann gilt |z| = v/12 + 12 = /2 und
sin(p) = % Es kommen also ¢ = 37 und ¢ = 37 in Frage
(siehe Tabelle auf Folie 8). Da Re(z) =1 > 0 und
Im(z) =1 > 0 gilt, liegt z im 1. Quadranten, sodass ¢ = 7
Damit erhalten wir

. 1 1
z=14+i= \[Qe’%” = \@(cos (47r> + Jsin (47r>) .

Betrachte z = /. Dann gilt |z| = V02 + 12 =1 und
cos(yp) = % = 0. Es kommen also ¢ = %w und p = %1 in
Frage. Da Re(z) =0 und Im(z) =1 > 0, folgt ¢ = 57. Damit

2
erhalten wir

z:izle’%ﬂzl cos 17T + isin l77 .
2 2
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Rechenregeln

Seien z,w € C mit z = |z| €% (p € R) und w = |w|e™ (i) € R).
Es gilt
z-w = || |w] ) = |z] |w] (cos(p + 9) + isin( + ),

d. h. das Multiplizieren entspricht dem Multiplizieren der
Betrage und dem Addieren der Winkel.

Sei w # 0. Es gilt

2 _ I i) 2 Bl cosio — ) 4 isin(o — w)),

w w]® [w|

d. h. das Dividieren entspricht dem Dividieren der Betrige und
der Subtraktion der Winkel. Insbesondere gilt

wh = |VV|n eind!

fir alle n € 7.
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B Betrachte z = —2 + 2i. Dann gilt |z] = /(-2)2+22 = /8

und cos(p) = \_/—% = 7 Es kommen also ¢ = 37 und

0= %71’ in Frage. Da Re(z) = -2 <0 und Im(z) =2 >0,

liegt z im 2. Quadranten, sodass ¢ = %71’ folgt. Damit erhalten
wir

z=-2+4+2i= \/ge"%Tr = \/§<cos (iw) -+ Jsin (iw)) ;
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Betrachte z=1+/ = \@e’%“ und w = -2+ 2/ = \/§e’%”.
Also

z-w=2eli"\/geli™ — \/Eei(%”+%”) — 4™ = —4.
Betrachte z = 1 + i = v/2¢'™. Dann gilt
= \@4ei4'%” = 4e™ = —4.
Betrachte z =1+ i = v/2¢/4™ und w = i = e2™. Dann gilt

itr
2 _ V2T preilinen) = el k) = ygei(-Aren)
e'2

™
= \/Eel%ﬂ—.
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Bemerkung

Sei 0 # z = |z| €% mit ¢ € R. Dann gilt

z = |z % = |z| (cos(—p) + isin(—)) = |2] (cos() — isin(¢))
= |z| €/?™9) = || (cos(27 — ) + isin(2T — ©)).

Beispiel

Sei z = —2 + v/12i. Dann gilt |z| = \/(=2)2 + V12" = V16 = 4
und cos(p) = 52 = —3. Da Re(z) = —2 < 0 und

Im(z) = V12 > 0 gilt, liegt z im 2. Quadranten, sodass ¢ = %7‘(‘.
Also z = 4¢/3™. Damit folgt

7 — 4ei(f§ﬂ-) _ 4ei(27rf%7r) — 4ei5T
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Sei

az’ + bz+c=0
mit a, b, c € C und a # 0 eine quadratische Gleichung. Wir gehen
vor wie in Vorlesung 7:

m Teilen durch a und quadratische Ergdnzung ergibt

L b 2 c, (b 2
z4+—| =—= — ) .
2a a 2a
m Wir unterscheiden nun zwei Fille:
-+ (%)2 = 0: Die (doppelte) Losung ist
b

2a’
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Wir haben bereits gesehen, dass i die Gleichung
Z24+1=0
[5st.
Ist jede quadratische Gleichung
az’ + bz+c=0
mit a, b, c € C in C lésbar?
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] -+ (2%)2 # 0: Schreibe diesen Term in Polardarstellung, d.

h. )
c b .
_= ) = el
a * (23> e
Dann sind
: b
Z1 = \/;e’? T A
2a
eyt b s b
2a 2a

die Lésungen der Gleichung.
Achtung: Die abc-Formel oder pg-Formel sind nur anwendbar,

wenn —< + (2%)2 eRund —< + (2%)2 > 0!
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Betrachte z2 + 2z + (3 —v/12/) = 0. Dann gilt
a=1,b=2,c=3—+12i.
(2+4) = (+12= =2 4 (%) = 2+ Vi =
4ei3™ #£0.
Die Lésungen ergeben sich damit zu

2 1 1
z1=2e's" —1=2 <cos <37r> + isin <37r)> -1

1
—2 2+i\f I —e

. 1 1
Zp = —2ele™ —1=_2 <cos <37r> 4 fsin (377)) 1

Y LD
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Bemerkung

Sind a, b, c € R und z € C eine Lésung der quadratischen
Gleichung

az’> + bz+c =0,

dann ist auch z eine Losung.

Beispiel

z = —1+ 2 ist eine Lésung von
z24+2z4+5=0.

Damit ist Z = —1 — 2/ ebenfalls eine Lésung.
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Betrachte z2 +2z+5=0. Dann gilt a=1,b=2,c = 5.

(Z+2) =@+1)P=-24(2) =—4=4dem£0.
Die Lésungen ergeben sich damit zu

il 1 o o 1
z1 =2e'2" —1 =2 cos Ew + isin §7r -1

=2(04i)—1=—1+2i,

. 1 1
Zy = _2ei3T 1= <cos (27r> + isin <27r>> -1

=20+i)—1=-1-2i
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Satz (Fundamentalsatz der Algebra)

Seien n € N* und ag, ..., a, € C, sodass fiir mindestens ein a; # 0
(i=1,...,n) gilt. Dann besitzt das (nichtkonstante) Polynom

n
a0+ aix + ax> + -+ apx" = E ax*
k=0

eine Nullstelle.
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