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Ubungen zur Vorlesung Topologie
Wintersemester 2017/18

Blatt 13 Abgabetermin: Mittwoch, 31.01.2018, vor der Vorlesung

Dieses zusitzliche Aufgabenblatt kann als Probeklausur dienen. Die Aufgaben sind ungefihr
auf dem Niveau, wie es in der Klausur zu erwarten ist. Lediglich Aufgabe 56 b) kénnte etwas
schwieriger als eine typische Klausuraufgabe sein. Auch die Gewichtung der Themengebiete in
der Klausur wird dhnlich sein, aber natiirlich nicht gleich.

Aufgabe 56* (2*4+6* = 8" Punkte)

(a) Seien (X, d) ein metrischer Raum und f : X — (R, 7)), g : X — (R, 7)) gleichméfig stetige
Funktionen. Zeigen Sie, dass dann auch h : X — (R 7)),z — (f(z),g(x)) gleichméBig
stetig ist.

(b) Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass (X, d) vollsténdig ist genau dann, wenn jede
Folge (25 )nen in X, fiir die die Reihe Y7 d(@p, 2r41) konvergiert, schon selbst konvergent
ist.

(Hinweis: Fir eine Richtung kénnte es niitzlich sein, von einer beliebigen Cauchy-Folge zu einer geeigneten

Teilfolge iiberzugehen.)

Aufgabe 57* (6* Punkte)
Sei (K, d) ein kompakter metrischer Raum, ¢ : K — K eine Abbildung mit

d(p(x), p(y)) < d(z,y)

fiir alle z,y € K mit x # y. Zeigen, dass es dann genau ein zg € K gibt so, dass ¢(x¢) = x¢ gilt.

Aufgabe 58* (2*4+4*42*+2*+3*= 13* Punkte)

(a) Seien (X, 7) ein topologischer Raum und A C X. Zeigen Sie, dass A genau dann Durchschnitt
einer in (X, 7) abgeschlossenen mit einer in (X, 7) offenen Menge ist, wenn es fiir jedes z € A
eine Umgebung U, € U(x) gibt so, dass U, N A C U, abgeschlossen ist.

(b) Sei (X,7) ein topologischer Hausdorfiraum und F' C X endlich. Zeigen Sie, dass F' C X
abgeschlossen ist.

(bitte wenden)



(c) Seien (X, 7) ein topologischer Raum und A, B C X kompakte Teilengen. Zeigen Sie, dass
AU B kompakt in (X, 7) ist.

(d) Seien (X, ) ein topologischer Hausdorffraum und A, B C X kompakte Teilmengen. Zeigen
Sie, dass AN B kompakt in (X, 7) ist.

(e) Seien (X,7), (Y,t) topologische Rdume, B C 7 eine Basis von 7 und f : X — Y eine
surjektive, stetige und offene (d.h. sie bildet offene Mengen auf offene Mengen ab) Abbildung.
Zeigen Sie, dass f(B) eine Basis von ¢ ist.

Aufgabe 59* (4*+4* = 8" Punkte)

(a) Sei (X,7) ein topologischer Raum. Zeigen Sie, dass (X,7) Hausdorffsch ist genau dann,
wenn fiir alle 2 € X schon {z} = Nyey(a) U gilt.

(b) Sei (X, 7) ein topologischer Raum so, dass es fiir jedes x € X eine stetige Funktion f : X —
(R, 7)) mit f71({0}) = {=} gibt. Zeigen Sie, dass (X, 7) Hausdorffsch ist.

Aufgabe 60* (4* Punkte)
Seien (X, 7) ein kompakter topologischer Raum, (Y,¢) ein topologischer Raum und das kar-
tesische Produkt X x Y versehen mit der Produkttopologie. Zeigen Sie, dass die Projektions-
abbildung m : X XY — Y, (z,y) — y abgeschlossen ist (d.h. abgeschlossene Mengen auf
abgeschlossene Mengen abbildet).

Aufgabe 61* (8" Punkte)
Sei (X, 7) ein topologischer Raum, (Y,t¢) ein kompakter Hausdorffraum und das kartesische
Produkt X x Y versehen mit der Produkttopologie. Zeigen Sie, dass eine Abbildung f: X — Y
genau dann stetig ist, wenn ihr Graph I'y = {(z, f(x));2z € X} C X x Y abgeschlossen ist.

(Hinweis: Verwenden Sie fiir die Richtung < einen Widerspruchsbeweis.)

Aufgabe 62* (6" Punkte)
Sei (X, 7) ein topologischer Raum so, dass | X| < oo gilt und fiir alle z,y € X mit x # X offene
Umgebungen U € U(x), V € U(y) existieren so, dass y ¢ U, x ¢ V gelten. Zeigen Sie, dass dann
T =P(X) gilt.

Aufgabe 63* (4*+3* = 7* Punkte)

(a) Seien (X, 7) ein zusammenhingender topologischer Raum und f : X — R eine lokalkon-
stante Funktion, d.h. es gelte

Vee X :3U eU(z):FceR:VyeU: f(y) =c.
Zeigen Sie, dass f konstant ist.

(b) Finden Sie einen topologischen Raum (X, 7) und eine lokal konstante Funktion f : X — R,
die nicht konstant ist.




