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Ubungen zur Vorlesung Topologie
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Blatt 2

Abgabetermin: Mittwoch, 8.11.2017, vor der Vorlesung

Aufgabe 5 (14140,540,5+1 = 4 Punkte)

(a) Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei ) # Y C X versehen mit der Relativmetrik dy-.
Zeigen Sie:

(i) Eine Teilmenge U C Y ist genau dann offen in (Y, dy), wenn eine in (X,d) offene
Menge V existiert mit U =V NY.

(ii) Eine Teilmenge A C Y ist genau dann abgeschlossen in (Y, dy), wenn eine in (X, d)
abgeschlossene Menge B existiert mit A= BNY.

(b) Geben Sie ein Beispiel eines metrischen Raums (X, d) und von Teilmengen ) # A CY C X
an so, dass jeweils gilt:

(i) Aist in (Y, dy) offen, aber in (X, d) nicht offen.

(ii) A ist in (Y, dy) abgeschlossen, aber in (X, d) nicht abgeschlossen.
(iii) A ist in (Y, dy) offen und abgeschlossen.

Aufgabe 6 (1,541,54+1=4 Punkte)

Sei (X, d) ein vollstéandiger metrischer Raum und sei A : X — X eine Abbildung, zu der eine
Konstante 6 € [0, 1) existiert mit

d(Az, Ay) < 0d(z,y) (x,y € X).

Fiir xg € X sei die Folge (x,,), in X rekursiv definiert durch x,,11 = Ax, (n € N). Zeigen Sie:

n+k—1
(a) Fiir alle n, k € Nist d(zp4, zn) < ( > 9]> d(z1,x0).

j=n

(b) Die Folge (z,), konvergiert gegen ein a € X mit A(a) =a

(¢) Der Fixpunkt a von A ist eindeutig bestimmt, d.h. gilt A(a) = a fiir ein @ € X, so ist schon
a=a.

(bitte wenden)



Aufgabe 7 (1+1+241"42* = 4 + 3* Punkte)

Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Sei f:[0,00) — [0,00) streng monoton wachsend und subadditiv (d.h. es gilt f(s +t) <
f(s)+ f(¢) fiir alle s,t € R) mit f(0) = 0. Zeigen Sie, dass f od eine Metrik auf X definiert.

(b) Zeigen Sie, dass d : X x X — R, d(z,y) = 1i(f(f)y) eine Metrik auf X definiert.

(¢) Zeigen sie, dass (X, d) und (X,d) dieselben offenen Mengen haben.

(d) * Finden Sie eine Menge X # 0 und Metriken d, d auf X so, dass (X, d) und (X, d) dieselben
offenen Mengen, aber nicht dieselben beschrankten Mengen haben.

(e) * Sel Y = {%,n € N*} verschen mit der diskreten Metrik d bzw. der Relativmetrik dy
von (R, d)). Zeigen Sie: (Y, d) und (Y, dy) haben dieselben offenen Mengen, aber (Y, dy ) ist
nicht vollsténdig.

Aufgabe 8 (4 Punkte)
Seien (X1,d1), (X2, d2) vollstindige metrische Réume, sei (X, d) ein weiterer metrischer Raum
und seien i1 : X — X1, 99 : X — Xy isometrische Abbildungen mit dichtem Bild. Zeigen Sie: Es
existiert eine eindeutig bestimmte isometrische Bijektion ® : X7 — X5 mit 19 = ® 041

Aufgabe 9* (2*42*=4* Punkte)
Sei (X,d) ein metrischer Raum. Sei zp € X ein fest gewdhlter Punkt und fir z € X die
Abbildung f, : X — R definiert durch

fo(t) =d(z,t) — d(xo,t).
Zeigen Sie:

(a) j: X = 0°(X), j(z) = fs ist eine Isometrie zwischen metrischen Réumen.

(b) Geben Sie einen alternativen Beweis fiir die Existenz der Vervollsténdigung von X (d.h.
einen Beweis, der keine Aquivalenzrelation benutzt).

Aufgabe 10* (2*4-2*=4" Punkte)

Sei ((Xn, dn))nen eine Folge metrischer Rdume und sei X = [[ X, das kartesische Produkt der
n=0

Mengen X,,.

(a) Begriinden Sie, dass durch

_n xnayn)
d: X x X =R, d((zn)n, (Yn) Z 1+d(:c Yn)

eine Metrik auf X definiert wird.

(b) Zeigen Sie, dass der metrische Raum (X, d) vollsténdig ist genau dann, wenn alle (X, d,)
vollsténdig sind.



