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Ubungen zur Vorlesung Topologie
Wintersemester 2017/18

Blatt 3 Abgabetermin: Mittwoch, 15.11.2017, vor der Vorlesung

Aufgabe 11 (4 Punkte)
Sei (X,d) ein metrischer Raum so, dass fiir jede Folge abgeschlossener Mengen @ # A, C X
mit A1 C Ag fiir alle £ € N und

diam(Ayg) i o

ein x € X existiert mit (| Ax = {x}. Zeigen Sie, dass X vollsténdig ist.
keN

Aufgabe 12 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass es keine Folge (Up,)nen offener Teilmengen U,, C R gibt so, dass

Q=()Un
neN

(Hinwets: Betrachten Sie aufler den Mengen Uy, auch die Mengen Vq = {q} (¢ € Q) und wenden Sie den Satz von

Baire an.)
Aufgabe 13 (14241 = 4 Punkte)
Sei (E, || -||) ein normierter Raum. Zeigen Sie:

(a) Ist F' C E ein endlichdimensionaler Untervektorraum, so ist /' C E abgeschlossen.
(Hinweis: Benutzen Sie Lemma 2.10. Sie diirfen benutzen, dass auf endlichdimensionalen Vektorriumen alle

Normen dquivalent sind.)
(b) Ist F C E ein Untervektorraum mit Int(F') # (), so gilt F = E.

(c) Sei nun (E,|| - ||) zusétzlich vollstéindig. Zeigen Sie, dass die Indexmenge I einer Vektor-
raumbasis {e;;7 € I} von E entweder endlich oder iiberabzihlbar ist.
(Hinweis: Nehmen sie an, E hditte eine abzihlbare Vektorraumbasis und nutzen Sie den Satz von Baire, um

einen Widerspruch zu erhalten.)

(bitte wenden)



Aufgabe 14 (3+0,5+0,5 + 2* = 4 + 2* Punkte)

Seien (X, d) ein metrischer Raum und M, My, My C X.

(a) Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) M C X ist nirgends dicht,
(ii) Fiir alle ) # U C X offen ist U N M nicht dicht in (U, dy),
(iii) Fiir alle ) £ U C X offen gibt es ) # V C X offen mit VC U und M NV =),
(iv) Es gibt eine offene Menge U C X mit U C X\M und U = X.
(Hinweis: Man kann zum Beispiel (i) = (it) = (#i1) = (i) und (i) < (iv) zeigen.)
(b) (i) Zeigen Sie, dass gilt: Sind M;, Ms C X nirgends dicht, so ist auch M; U My C X
nirgends dicht.
(ii) Zeigen oder widerlegen Sie: Abzidhlbare Vereinigungen nirgends dichter Mengen sind
nirgends dicht.
(c) * Sei nun (X,d) = (R,d},). Definiere die fette Cantor-Menge C' C R wie folgt: Zunéchst
seien C© = ¢ = (0,1, c® = cPuc) = 0,3]U3,1]. Ist ¢ = cMu...uch
schon definiert und ist Ci(n) = [agn), bgn)] fir¢i=1,...,2™, so sei

(n) b +al” 1

o) a;, 5 — 5qarr), falls i ungerade
] = (n)  (n)
' [bi ;a" : 4n1+1 , bgn)], falls 7 gerade

fir i = 1,..., 271, Damit sei C ) = J2'," ¢V und schlieBlich € = ), .y Cn-
Zeigen Sie: C' C R ist nirgends dicht.




