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Ubungen zur Vorlesung Topologie
Wintersemester 2017/18

Blatt 4 Abgabetermin: Mittwoch, 22.11.2017, vor der Vorlesung

Fiir einen metrischen Raum (X, d) und @ # A C X bezeichne
d(z, A) = inf{d(z,y); y € A}

den Abstand eines Elementes x € X zur Menge A.

Aufgabe 15 (1+1+14+141* = 4 + 1* Punkte)
Seien (X, d) ein metrischer Raum, M C X eine nichtleere Teilmenge und A, B C X abgeschlos-
sene, nichtleere Teilmengen. Zeigen Sie:

(a) dar: X — R,z — d(x, M) ist stetig,

(b) 7 = {x € X, d(z, M) = 0},

(c) Sind A und B disjunkt, so existiert eine stetige Funktion f : X — [0, 1] so, dass fiir alle

x e X gilt:
fle)=0zxz€A und f(z)=1<1z€ B,

(d) Sind A und B disjunkt, so gibt es disjunkte, offene Teilmengen U,V C X mit A C U und
BCV,

(e) * Es gibt eine Folge (Uy,)nen in X offener Teilmengen mit

A= ﬂUn.
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Aufgabe 16 (4 Punkte)
Sei X # @ eine Menge. Untersuchen Sie, unter welchen Bedingungen die folgenden Mengen-
systeme 7, C P(X) (i = 1,2,3) Topologien auf X sind und unter welchen Bedingungen diese
Hausdorffsch sind:

71 ={U C X; X \ U ist endlich} U {0},

73 ={U C X; X \ U ist abzéhlbar} U {0},

3 ={U C X; X \ U ist unendlich} U {0} U {X}.

Aufgabe 17 (4 Punkte)
Seien (X, 7x), (Y, 7y) topologische Rdume, f : X — Y eine Funktion und (U;);er eine Familie
offener Mengen U; C X (i € I) mit X =

ier Ui- Zeigen Sie:

fiststetig < Viel: fly,:(U,7x|v,) =Y ist stetig

(bitte wenden)



Aufgabe 18 (14+1+141 = 4 Punkte)

Seien (X, 7x), (Y, 7y) topologische Rdume und f: X — Y eine Funktion. Zeigen Sie:

(a) f ist stetig genau dann, wenn fiir alle V C Y gilt: f~1(V) C f~1(V),

(b)

(c)

(d) Sei nun zusétzlich f bijektiv. Zeigen Sie dass f dann ein Homéomorphismus ist genau dann,
wenn fiir alle U C X gilt: f(U) = f(U).

f
f ist stetig genau dann, wenn fiir alle V C Y gilt: f~1(Int(V)) C Int(f~1(V)),
f

ist stetig genau dann, wenn fiir alle U C X gilt: f(U) C f(U).

Aufgabe 19* (3*4+1*=4* Punkte)
Sei R mit d = d|,| versehen, f: R — R eine Funktion und fiir n € N* sei

1
U, = U (U; U C R offen mit diamf(U) < ) .
n
Zeigen Sie:
(a) () U, ist die Menge der reellen Zahlen, in denen f stetig ist.
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(b) Es gibt keine Funktion f : R — R, die genau in allen rationalen Zahlen stetig ist.




