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Ubungen zur Vorlesung Topologie
Wintersemester 2017/18

Blatt 6 Abgabetermin: Mittwoch, 6.12.2017, vor der Vorlesung

Erinnerung: Ein topologischer Raum (X, T) heifit folgenkompakt, falls jede Folge in X eine konvergente Teilfolge
hat.

Aufgabe 25 (2 + 2 = 4 Punkte)
(Folgenkompakte metrische Rdume sind separabel)

Sei (X, d) ein folgenkompakter metrischer Raum. Zeigen Sie:

(a) Fiir alle e > 0 gibt es x1,...x, € X mit X = Be(x1) U ... U Be(zy).

(b) (X,d) ist separabel.
(Hinweis: Wenden Sie a) fir alle k € N* auf e = + an.)

Aufgabe 26 (24141 = 4 Punkte)
(Definition und elementare Eigenschaften der Finaltopologie)

Seien X # () eine Menge und I eine beliebige Indexmenge. Fiir i € I sei (X;,t;) ein topologischer
Raum und f; : X; — X eine Abbildung. Zeigen Sie:

(a) Das Mengensystem
r={UcX; ff{(U) et; fir allei € I}

definiert eine Topologie auf X.
(Man nennt diese die von den f; (i € I) erzeugte Finaltopologie.)

(b) 7 ist die feinste Topologie auf X, beziiglich der die Abbildung f; : (X;,t;) — (X, 7) fiir alle
1 € I stetig ist.

(c) Ist (Y,t) ein weiterer topologischer Raum, so ist eine Abbildung g : (X,7) — (Y,t) genau
dann stetig, wenn fiir alle ¢ € I die Abbildung go f; : (X;,t;) — (Y,t) stetig ist.

(bitte wenden)



Aufgabe 27 (14+2*+241 = 4 + 2* Punkte)
(Kann man die Produkttopologie nicht einfacher definieren?)

Sei (X, 7i)ier eine Familie topologischer Réume und sei X = [[,.; X;. Sei auflerdem

i€l
B= {H Ui; U; C X; offen fiir alle i € '}
el
das System der Produkte offener Mengen. Zeigen Sie:

(a) B ist Basis einer Topologie 7 auf X.
(b) * Seien zusitzlich alle (X;,7;) (i € I) Hausdorffsch. Eine Folge (z(™),cn = ((xgn))ig)neN

Z(n) —>n—>oo Ty in (XiaTi)

konvergiert in (X, 7) gegen ein x = (z;);c; € X genau dann, wenn z
fiir alle ¢ € I gilt und es eine endliche Menge J C I und ein N € N gibt so, dass «
fiir alle 7 € I\J und alle n,m > N gilt.

(c) Sei nun speziell I =N und (X;,7;) = (R, 7)) fiir alle i € N. Dann ist

f:R— HR,&? — (2)ien
1€N
nicht stetig.

(d) Sei nun speziell I =N und (X;, ) = ({0,1},P({0,1})) fiir alle ¢ € N. Dann hat die durch

m

() 0, ,fallsm<n
T =
1 ,fallsm>n

fiir n,m € N definierte Folge (z(™),en = ((x%t))meN)ngN in X keine konvergente Teilfolge.
Aufgabe 28 (1+1,5+1,5= 4 Punkte)

(Vertriaglichkeit von Abschluss und Innerem mit der Bildung von Produkten)

Seien (X;, ;) topologische Raume (i € I) und sei X = []
versehen. Fiir ¢ € I seien A; C X;, Zeigen Sie:

ser Xi mit der Produkttopologie 7

(a) Sind alle A; C X; (i € I) abgeschlossen, so ist auch [[;.; 4; C X abgeschlossen.

(b) Bs gilt [[;c; Ai = [Tics Ai-

(c) Es gilt Int([[;c; Ai) C [[;c; Int(A;). Gilt im allgemeinen Gleichheit? (Beweis oder Gegen-
beispiel)

Aufgabe 29* (3* Punkte)
(Relativtopologien separabler Topologien miissen nicht separabel sein)

Sei o die von den halboffenen Intervallen [a,b) (a,b € R, a < b) erzeugte Topologie auf R
(vergleiche Aufgabe 23) und sei

(R?%,7) = (R,0) x (R,0)

das topologische Produkt (d.h. R? versehen mit der Produkttopologie). Zeigen Sie, dass (R?, 7)
ein separabler topologischer Raum ist, dass aber die Menge

D = {(z,~x); r € R} C R?

versehen mit der Relativtopologie 7|p nicht separabel ist.




