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Definition: Seien (X, 7) ein topologischer Raum und x = (Ta)aca, ¥ = (yi)icr Netze in X. Wir nennen y ein
Kelley-Teilnetz von x, falls es eine Abbildung I — A,i — oy ¢ibt so, dass y; = x«, fir alle i € I gilt und es zu
jedem o € A ein i € I gibt so, dass aj > a fir alle j > 1 gilt.

Auflerdem nennen wir' y AA-Teilnetz von x, falls Filt(x) C Filt(y) gilt (vgl. Aufgabe 32).

Aufgabe 34 (0,54+1*+3*+1,5=2 + 4* Punkte)

(Typische alternative Definitionen von Teilnetzen und deren logischer Zusammen-
hang)

Seien (X, 7) ein topologischer Raum und x = (24 )aca, ¥ = (¥i)ier Netze in X. Zeigen Sie:

(a) y Teilnetz von x = y Kelley-Teilnetz von x = y AA-Teilnetz von x.

(b) * Zeigen Sie, dass die umgekehrten Implikationen in (a) schon fiir (X,7) = (R, 7)) nicht
gelten.

(c) * Seien F = Filt(x), G = Filt(y). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) Furalle F e F, G e G gilt FNG # 0,
(i) M={SCX; esgibt Fe F,GeG: FNG C S} ist ein Filter,
(ili) Es gibt einen Filter # C P(X) mit F CH und G C H,
(iv) Es gibt ein Netz, dass AA-Teilnetz von x und y ist.
(v) Es gibt ein Netz z, dass Teilnetz von x und y ist.

Zeigen Sie auch, dass man das Teilnetz z aus (v) in diesem Fall so wéhlen kann, dass fiir
jedes gemeinsame AA-Teilnetz w von x und y schon w ein AA-Teilnetz von z ist.

(d) Falls y ein AA-Teilnetz von x ist, gibt es ein Teilnetz z von x mit Filt(y) = Filt(z).

(Hinweis: Sie sollten (c) benutzen (und diirfen das natirlich auch, ohne (c) selbst zu zeigen.))

Aufgabe 35 (1+2+1=4 Punkte)
(Definition der Quotiententopologie und erste Eigenschaften)

Sei X ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Weiter sei die Menge
X/ ={[z] ; x € X} der Aquivalenzklassen mit der von der Abbildung ¢: X — X/, x > [7]
induzierten Finaltopologie 7 versehen (Aufgabe 26). Aulerdem sei X x X mit der Produktto-
pologie versehen und R = {(z,y) € X x X ; = ~ y}. Zeigen Sie:

(a) Ist 7 Hausdorffsch, so ist R C X x X abgeschlossen. (bitte wenden)



(b) g ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede abgeschlossene Menge A C X die Menge
m(rT(A)NR) C X
abgeschlossen ist.

(Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass F C X/~ genau dann abgeschlossen ist, wenn ¢ *(F) C X abgeschlossen

ist.)

(c) Ist X ein kompakter Hausdorffraum und ist R C X x X abgeschlossen, so ist ¢ abgeschlossen.

Aufgabe 36 (24+2=4 Punkte)

(Diagonalisierungstrick und eine Anwendung auf eine abzihlbare Version des Satzes
von Tychonoff fiir Folgenkompaktheit)

Sei (X, Tm)men eine Folge topologischer Rdume und X = HmeN X, versehen mit der Pro-
dukttopologie.

. . . .. . (0)
(a) Sei (z2(),eny = (($£r?))meN)neN eine Folge in X. Sei eine Teilfolge (:E(”ko Nien von (z(),en
(0)
gegeben so, dass (a:(()n’“ )) ren beziiglich 7y gegen ein xy € Xy konvergiert. Zu jedem m € N*
(m) (m—1) (m)
sei eine Teilfolge (2% )gen von (z" ' )ken gegeben so, dass (a:%’“ )ken beziiglich 7, gegen
ein x,, € X,, konvergiert.

Zeigen Sie: (x(™),,cn hat eine Teilfolge, die beziiglich 7 gegen = = (&, )men € X konvergiert.

(b) Zeigen Sie: X ist folgenkompakt genau dann, wenn alle (X,,,7,,) (m € N) folgenkompakt
sind.

Aufgabe 37 (3 Punkte)
(Kompakte Riume miissen nicht folgenkompakt sein)

Es sei {0, 1} mit der diskreten Topologie und
ACN

mit der entsprechenden Produkttopologie versehen. Zeigen Sie, dass (X, 7) kompakt, aber nicht
folgenkompakt ist.

(Hinweis: Nehmen Sie an, dass die durch

:c(:) =1:=n € A und die Anzahl der Elemente von {k € A;k < n} ist gerade

definierte Folge (m<"))nEN in X eine konvergente Teilfolge (x("’“))keN hitte und betrachten Sie die Menge
A ={nr;k e N} CN.)

Aufgabe 38 (3 Punkte)

(Punktweise beschrinkte Funktionenfolgen haben ein punktweise konvergentes Teil-
netz)

Sei X eine beliebige Menge und (fi)ken eine Folge von Abbildungen fi: X — R™ mit
sup || fi ()] < o0
keN

fiir alle z € X und sei || - || eine Norm auf R™. Zeigen Sie, dass ein Teilnetz (fx,)aca der Folge
(fx)ken und eine Abbildung f: X — R" existieren derart, dass lim,, fx, (z) = f(x) firallex € X
gilt.




