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Ubungen zur Vorlesung Topologie
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Blatt 9 Abgabetermin: Mittwoch, 3.01.2018, vor der Vorlesung

Aufgabe 39 (4 Punkte)

(Gleichmiflige Grenzwerte von Netzen stetiger Funktionen sind stetig)

Sei (X, 7) ein topologischer Raum, (Y, d) ein metrischer Raum und (fq)aca ein Netz in
CX,Y)={f: X =Y, f ist stetig }.
Zeigen Sie: Konvergiert (fo)aca gleichméBig gegen eine Funktion f: X — Y, d.h. gilt
sup,exd(f (@), fa(z)) = 0,

so ist f stetig.

Fiir topologische Riume X,Y heifst eine stetige Abbildung f : X — Y eigentlich, falls fiir jede kompakte Teilmenge
K CY auch f~Y(K) C X kompakt ist.

Aufgabe 40 (3+3+2+2*=8+2* Punkte)

(Zusammenhang der Begriffe eigentlich, offen, abgeschlossen, stetig)
(a) Finden Sie jeweils eine Teilmenge A C R und eine Abbildung f : (A4, 7.) — (R, 7)) so, dass
gelten:

(i) f ist stetig, aber nicht eigentlich,
(ii) Esist f~1(K) kompakt fiir alle Kompakta K C R, aber f ist nicht eigentlich,

(iii) f ist abgeschlossen, aber es gilt nicht, dass f~!(K) kompakt ist fiir alle kompakten
K CR.

Seien X, Y nun lokalkompakte Hausdorffraume mit den Einpunktkompaktifizierungen X=XuU
{co} und Y =Y U {oc}.

(b) Sei f: X — Y stetig. Zeigen Sie, dass f genau dann eigentlich ist, wenn die durch

. { f(z) fallsze X

f(@) = 00 Jfalls x = oo
definierte Fortsetzung f : X — Y von f stetig ist.

(bitte wenden)



(c) Zeigen Sie, dass jede eigentliche Abbildung f : X — Y abgeschlossen ist.

(d) * Finden Sie eine Abbildung zwischen topologischen R&umen, die eigentlich, aber nicht
abgeschlossen ist.

Ein topologischer Raum heifit abzahlbar im Unendlichen oder o-kompakt, falls er abzihlbare Vereinigung kompak-

ter Teilmengen ist.
Aufgabe 41 (3+1 = 4 Punkte)

(Kompakte Ausschopfung o-kompakter Riume)
Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum mit Einpunktkompaktifizierung X=XU {o0}. Zeigen
Sie:

(a) X ist genau dann abzéhlbar im Unendlichen, wenn es eine Folge (U, )nen offener Mengen in
X gibt, so dass

(i) U, kompakt fiir alle n € N.
(ii) U, C Upy fiir alle n € N.
(iii) X = Upen Un-

(Hinweis: Korollar 7.13.)

(b) X ist genau dann abzdhlbar im Unendlichen, wenn der Punkt oo eine abzihlbare Umge-
bungsbasis in X besitzt.




