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1 Induktion

Wir bezeichnen mit
Z = {..,-2,-1,0,1,2,...},
Q = {z;p,quundq#O}

die Mengen der natiirlichen, ganzen, rationalen Zahlen und mit R die Menge der reellen Zahlen. Sind

A, B beliebige Mengen, so schreiben wir

x €A fiir “x ist ein Element von A“
ACB fir “jedes x € A gehort auch zu B,
AUB ={z; x € Aoder z € B},

ANB ={z; € Aund z € B}.

Ist A C B, so nennt man

B\A={z € B|z¢ A}

das Komplememt von A in B. Ist A C X gegeben als Teilmenge einer fest vorgegebenen Menge X, die

aus dem Zusammenhang heraus klar ist, so schreibt man
A={z e X, z ¢ A}

fiir das Komplement von A in X.

Eine Abbildung (Funktion)
f:A—= Bz f(x)

ist eine Vorschrift, die jedem Element 2 € A einer Menge A ein Element f(xz) € B einer Menge B

zuordnet. Man nennt f
e injektiv, falls aus f(x) = f(y) folgt, dass © = y ist,
e surjektiv, falls zu jedem y € B ein x € A existiert mit f(x) =y,
e bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
Ist f: A — B bijektiv, so schreibt man f~!: B — A fiir die Funktion mit
f(f ' (y) =y firalley € B (Umkehrfunktion).

Ist f: A — B eine Abbildung und sind M C A, N C B Teilmengen, so nennt man die Menge

M) ={f(z); z € M}



das Bild von M unter f und die Menge
FTHN) = {z € 4; f(x) € N}

das Urbild von N unter f.

Sind f: A— B, g: B— C Abbildungen, so nennt man die Abbildung

gof:A—=Caxw g(f(x)).

die Komposition von ¢g und f.

Wir setzen voraus, dass die Menge N der natiirlichen Zahlen das folgende Axiom erfiillt:

Peano-Axiom: Ist ng € N und ist M C N eine Teilmenge mit
(1) ng € M,
(ii) aus n € M und n > ny folgt, dass n +1 € M,

so gilt {n € N; n>np} C M.

Auf diesem Axiom beruht die Giiltigkeit des Induktionsprinzips:

Sei ng € N. Mochte man zeigen, dass fiir alle n € N mit n > ng eine

Aussage FE(n) gilt, geniigt es zu zeigen:
(i) E(no) ist richtig,

(ii) ist n > ng und gilt die Aussage E(n), so gilt auch die Aussage E(n + 1).

Beispiel: Wir wollen durch Induktion zeigen, dass die Formel

n(n+1)

O+14+24+...+n= 5

fir alle n € N gilt.

Beweis. Induktionsanfang n = 0: Offensichtlich gilt die Formel fiir n = 0.

Induktionsschritt n - n+1, n > 0:

1
Induktionsvoraussetzung : Sei 04+1+...+n= @ schon gezeigt.
Induktionsschluss : Es gilt
n(n+1 n+1)(n+2
O+14...4+n+(n+1)= %Hnﬂ):#;).



Summen und Produktzeichen: Sind m,n € Z mit m < n und sind a,,,...,a, € R, so definieren wir

g aj = Qm+ Gpmt1+ ...+ an,
j=m

n

Haj = QmQmil - ---" Qp.
j=m

Fir am, ..., a5, bi,..., b €R, c€R, k € Z gilt:
(i) (Z}lm %‘) + (Z?:m bg‘) = i—m (aj + b)),
(i) e (X5 as) = 32 (cay),

(iii) S0 ajen =D, ;.

Die Eigenschaften (i) und (iii) gelten entsprechend auch fiir Produkte.

Fiir n < m definiert man:
n

ia]—:(), Hajzl.
j=m

j=m

Wir erinnern an die Definition der Binomialkoeffizienten.

Definition 1.1. Fiir n € N definiert man
nl = H k (n — Fakultdt).
k=1

Geméf der oben erklirten Konvention iiber riicklaufige Produkte ist 0! = 1.

Satz 1.2. Sei {z1,...,z,} eine n-elementige Menge. Dann ist n! gleich der Anzahl der

Méglichkeiten, die n Elemente x1,...,x, auf n Pldtze zu verteilen.

Beweis. (Induktion nach n)

Induktionsanfang n = 1: Fiir n = 1 gibt es offensichtlich 1 = 1! Mdoglichkeiten, ein Element x; auf einen
Platz zu verteilen.

Induktionsschritt n - n+1, n > 1:

Induktionsvoraussetzung: Wir setzen voraus, dass die Aussage fiir n gezeigt ist.

Induktionsschluss: Sei {z1,...,Z, 41} eine (n + 1)-elementige Menge. Auf Platz 1 kann man setzen
1 oder zo oder ...xy41.

Zu jeder dieser n+ 1 Moglichkeiten gibt es nach Induktionsvoraussetzung n! Moglichkeiten, die iibrigen n
Elemente auf die restlichen n Pldtze zu verteilen. Insgesamt gibt es also (n+1)n! = (n+1)! Méglichkeiten.

O



Definition 1.3. Fiir n, k € N setzt man

<n)ﬁn§+1n(n1)~..l.€!~(nk+1)

(Binomialkoeffizienten).
j=1

Aus der Definition folgt:
(i) Fiir k> nist (}) =0, dennesist n —k+1<0 < n.

(i) Fir 0 <k <ngilt: (}) = ppn

(iii) Insbesondere ist () =1 = () fiir alle n € N.

n\ (n-1 L n—1

k) \k-1 k '
Beweis. Firk=mngilt (") =1=1+0=(""}) + (™).
Firl<k<n-—1ist

(Z . i) * (n; 1) = W —(T)!_(i)i oI k!(in—_ﬁ!k)z

k=4 (n—k)(n-1)! n! _(n
kl(n —k)! CEl(n—k)! (k) =

Satz 1.5. Firn e Nmitn>1undk € {1,...,n} ist

Lemma 1.4. Firl <k <n gilt:

(¥) = Anzahl der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n}.

Beweis. (Induktion)

(IA)n=1:

Fir n = 1 und k = 1 hat die einelementige Menge {1} genau eine einelementige Teilmenge und es gilt
auch (}) =1.

ISyn—=n+1, n>1:

Wir setzen voraus, dass die Behauptung fiir eine Zahl n > 1 gezeigt ist.

Sei k€ {1,...,n+1}.

Fir k=1 ist (”Jlrl) =n+ 1 gleich der Anzahl der 1-elementigen Teilmengen von {1,...,n + 1}.

Fir k=n+1 ist (”“) =1 gleich der Anzahl der (n + 1)-elementigen Teilmengen von {1,...,n+ 1}.

n+1
Fir k£ =2,...,n folgt mit der Induktionsvoraussetzung und Lemma 1.4
Anzahl der k-elementigen Teilmengen von {1,...,n+ 1}

Anzahl der k-elementigen Teilmengen A C {1,...,n+1} mitn+1c A

+ Anzahl der k-elementigen Teilmengen A C {1,...,n+ 1} mitn+1¢ A

(kn1>+(2> - (nzl)

Diese Beobachtung beendet den Beweis. O



Als Folgerung erhélt man insbesondere, dass (Z) € N ist fiir alle n, k € N.

Satz 1.6 (Binomialtheorem). Fir z,y € R und n € N gilt:

(z+y)" = an:_O <k>xky” k

Beweis. (Induktion)

(IA) n=0:

Esist (z+y)°=1= (g)zoyofo.
(IS)yn—=n+1, n>0:

Sei die Behauptung gezeigt fiir n. Dann gilt:

n n -
@ = @t =@y ()
k=0
_ — (n k+1, n—k — (n k, n+l—k
= X (D) ()
k=0 k=0
n+1 n n n
— k,n+1—k k, n+l1—k
= ()t ()t
k=1 k=0
_ n+1 - n n k. n+l1—k n+1
= +Z((k—1)+(k ):vy +y
k=1
n+1
_ Z 1\ konti-k
k
k=0

Dabei haben wir im letzten Schritt Lemma 1.4 benutzt.

Satz 1.7 (Geometrische Summen). Fir z € R\ {1} und n € N gilt:

ook =
-z
k=0
Beweis. (Induktion)
(IA) n=0:
Fiir n = 0 ist Zzzoxk:zozlz 1,1320 1

(IS)n - n+1, n>0:

Sei die Behauptung gezeigt fiir n. Dann gilt

+1
n n 1— xn+1 1— mn+1 + ZL’n+1 o :L,n+2 1— xn+2

k:: k n+l _ n+l _ —
Zz Zx T 1—2 e 1—=x 11—z
k=0 k=0

Diese Beobachtung beendet den induktiven Beweis.



2 Korperaxiome

Definition 2.1. Eine Menge K mit zwei Verkniipfungen

+: KxK—K,(x,y)—»z+y (Addition)
KxK-—K (z,y)—x-y (Multiplikation)

heiflt Korper, falls
(K1) K mindestens zwei Elemente hat,

(K2) fir alle z,y, 2z € K gilt:

(z+y)+z=x+4+(y+2), (xy)z =x(yz) (Assosiativgeselze),
T+Yy=y+x Y=y (Kommutativgesetze),
z(y+2) =y + xz, (Distributivgesetz),

(K3) es Elemente 0,1 € K gibt so, dass fiir alle z € K gilt:
r+0==z z1 ==z,

fiir alle z € K existiert ein 2’ € K mit z + 2’ = 0,

fir alle x € K* = K \ {0} existiert ein z* € K mit zz* =1
Die Elemente 0,1 in (K3) nennt man neutrale Elemente, die Elemente x’, x* inverse Elemente beziiglich

der Addition und Multiplikation.

Bemerkung 2.2. (a) Die Elemente 0,1 in (K3) sind eindeutig bestimmt.
(b) Zu jedem x € K gibt es genau ein 2’ € K mit x + 2’ = 0.
(¢) Zu jedem x € K* gibt es genau ein z* € K mit zz* = 1.

(d) Fiir alle z,y,z € K gilt (x +y)z = zz + yz.
Beweis. (a) Ist auch 0 € K ein Element mit = + 0 = x fiir alle 2 € K, so gilt:
0=0+0=0+0=0.

Genauso folgt die Eindeutigkeit des Einselementes 1.

(b) Sind z,2’,2"” € K mit z + 2’ =0 =x + 2", so folgt
¥ = 2+0=2"+@+2")=("+z)+2"
= (z+2)+2"=0+2"=2"+0=12".

(c) Die Eindeutigkeit des multiplikativen Inversen folgt analog zu (b).
(d) Fiir z,y,z € K gilt:
(x+y)z=z(x+y) =2+ 2y =22+ yz. O



Fir z,y € K, z € K* schreibt man

—x fiir das Element 2’ € K mit o + 2’ = 0,
x —y statt z + (—y),

271 fiir das Element z* € K mit zz* =1,

L statt zz~ '

Satz 2.3. Sei K ein Korper.
(a) Fiir a,b € K hat die Gleichung a + © = b genau eine Lisung x, nimlich x =b — a.
(b) Fiira+# 0 und b € K hat die Gleichung ax = b genau eine Lisung x, ndmlich x = ba~!.
(¢) Fiir a,b € K ist ab=0 genau dann, wenn a =0 oder b =0 ist.
(d) Es gilt -0=10, 1#40 und 17+ = 1.
Firz,ye K,z,w € K* gilt:
(e) —(—z) ==, (7)) =2,
(f) —(@+y) =-z-y (w) " =w 'tz =z"lw™!,
(9) (=2)y = —(2y), (—2)(=y) = 2y.
Beweis. (a) Seien a,b € K. Wegen
a+(b—a)=a+(b+(—a)=a+((—a) +b)=(a+(—a)) +b=0+b=b+0=0
hat die Gleichung a + = = b eine Losung. Ist x € K eine Losung, so gilt:
z=((-a)+a)+z=(—a)+ (a+2)=(—a)+b=b+(—a) =b—a.

(b) Teil (b) folgt genauso wie der Beweis von (a), indem man die Addition durch die Multiplikation und
—a durch a~1 ersetzt.

(c) Seien a,b € K. Zu zeigen ist:
(i) Ist a = 0 oder b =0, so ist ab = 0.

(i) Ist ab =0, so ist a = 0 oder b = 0.
Zum Beweis von (i) beachte, dass aus

0b+0=0b=(0+0)b=0b+0b

mit dem Eindeutigkeitsteil von (a) die Identitét 0 = 0b folgt. Entsprechend erhilt man, dass a0 =0
gilt.

Zum Beweis von (ii) beachte, dass aus ab = 0 und a # 0 folgt

b= (a"ta)b=a"'(ab) =a"'0=0.



(d) Aus 0+ 0 = 0 folgt, dass —0 = 0 ist. Wére 1 = 0, so wire
r=x-1=x2-0=0

fiir alle z € K und K wiirde im Widerspruch zum Koérperaxiom (K1) nur aus dem Nullelement bestehen.
Wegen 1-1=11ist 17! =1.

(e) Wegen (—z) +x = 2+ (—x) = 0 ist —(—x) = x. Genauso folgt aus (z71)z = z(271) = 1, dass
(27171 = 2 ist.

(f) Wegen (z+y)+(—z—y)=@+y +(-y—a)=a+y+(-y—2) =z+(y+(-y) —2) =
x4+ 0—2)=z—z=0ist —(z4+y)=—-z—y.

Die entsprechende Aussage fiir die Multiplikation folgt genau so aus

rw(w™ 2™ = z(ww 2 Th) = 2(ww 2T = 2(127Y) = 1.
(g) Die beiden Behauptungen folgen aus

(zy) + (—2)y = (z — )y = 0y = 0,

(=2)(=y) = —(2(=y)) = =((=y)z) = —=(=(yz)) = yz = zy. O
Definition 2.4. Fiir p,q € Z mit p < q und ay, ...,a, € K definiert man
q
Zai = (---(((ap + apt1) + apt2) + apts) - -) + aq,
i=p
q
Hai = (.- (((apaps1)api2) apys) - -) aq.
i=p

Durch wiederholte Anwendung der Gesetze kann man induktiv nach der Lange der Summen (Produkte)
die Giiltigkeit der in (K2) verlangten Eigenschaften auf beliebig lange, endliche Summen (Produkte)
verallgemeinern.

Allgemeines Assoziativgesetz: Alle moglichen Beklammerungen von
ap+...+agund ap - ... aq

fiihren zum selben Ergebnis.

Allgemeines Kommutativgesetz: Ist {ip,...,i,} = {p,..., ¢}, so gilt:

ai, +...+a;, =ap+...+agund a;, ... - a;, =ap- ... aq.

p q

Allgemeines Distributivgesetz: Fiir ay,...,ay,, by,..., b, € K gilt:

n

() () =3 () ()

i=1 j=1 \i=1
Beweise findet man etwa in Kapitel I des Buches “ Differential- und Integralrechnung I von Grauert und

Lieb.
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Definition 2.5. Sei K ein Korper und seien z € K, n € N mit n > 0. Man definiert

=1, 2" =x-...-x (n-mal), 7" = (271" fiir 2 £ 0

und entsprechend
On-2z=0g, ne=2+...+2z (n-mal), (—n)z = n(—=x).
Satz 2.6 (Potenzgesetze). Fiir a,b € K und n,m € N gilt:
(i) a™b" = (ab)",
(it) a™a™ = a™t™,
(i1i) (a™)™ = a™™
Fiir a,b € K* gelten dieselben Aussagen fiir alle n,m € Z.

Beweis. (i) Fiir n € N folgt die Behauptung durch Induktion.
(IA)n=0:

Esist a’® =1-1=1= (ab)".

(ISyn—=n+1, n>0:

Ist die Behauptung fiir n gezeigt, so folgt

a" Tt = (a"a) (b"b) = (a™b™)ab = (ab)™(ab) = (ab)" .
Seien a,b € K* und n € N, n > 0. Der Rest von (i) folgt aus

Qb = (@) ) = () = (b)) = ()

(ii) Fiir n = 0 oder m = 0 gilt die Aussage offensichtlich.
Fiir n,m > 0 folgt die Behauptung aus dem allgemeinen Assoziativgesetz.

Sei a # 0 und seien n, m > 0. Dann gilt

a ma" " = (a—l)m(a—l)n — (a—l)m—i-n — a—m—&-(—n).

Fiir m < n gilt

afman _ (afl)m m_on—m __ (afla)manfm _ a7m+n'

Fiir m > n ist
a~ M = (a—l)m—n(a—l)nan _ (a—l)m—n(a—la)n _ a—m—i—n.
Den letzten iibrig bleibenden Fall erhélt man mit dem Kommutativgesetz
m_—n —_n,m —n+m — ,m—n

a a = a a =a a

(iii) Folgt durch dhnliche Fallunterscheidungen.

11



Beispiele 2.7. (1) Wir setzen voraus, dass (Q, +, ) und (R, +, ) Kérper sind. Man kann Z aus N, Q aus
Z und R aus Q so konstruieren, dass die Kérperaxiome erfiillt sind. Dies wird in spéiteren Vorlesungen

klar werden.

(2) Man kann leicht nachpriifen, dass K = {0, 1} mit den Verkniipfungen
0+0=14+1=0,0+1=14+0=1,

0:0=0-1=1-0=0,1-1=1

ein Korper ist.

12



3 Anordnungsaxiome

Fiir uns ist R ein Korper, in dem gewisse Elemente als positiv ausgezeichnet sind (geschrieben: a > 0)
und so, dass die folgenden Anordnungsaziome gelten:

(A01) Fiir jedes a € R gilt genau einer der drei Félle
a>0,a=0, —a>0.

(A02) Fiir a,b € R mit @ > 0 und b > 0 gilt auch
a+b>0und ab > 0.

Ein solcher Koérper heifit angeordneter Kdérper.

Definition 3.1. Fiir a,b € R schreiben wir

a>b (oder b <a), fallsa—>b>0 ist,

a>b(oder b <a), fallsa—b>0odera—>b=0ist.

Wir nennen die Elemente aus

RY ={z e R; >0}
die positiven Zahlen in R und die Elemente aus
Ry={z€eR; z>0}
die nicht-negativen reellen Zahlen.
Folgerung 3.2. Fiir a,b,c € R gilt:
(i) Fiir a,b >0 ist auch a+b > 0 und ab > 0. Ist zusdtzlich a > 0 oder b > 0, so gilt auch a+b > 0.
(i) Es ist a > a (Reflexivitét).
(#i) Ist a > b und b > a, so ist a = b (Antisymmetrie).

(iv) Ist a > b und b > ¢, so ist a > ¢ (Transitivitit).

3

Gilt in der Voraussetzung zusdtzlich mindestens einmal “> “ so folgt auch a > c.
(v) Ist a # 0, so ist a® > 0. Insbesondere ist 1 =12 > 0.

Beweis. (i) Die Voraussetzung a > 0 und b > 0 bedeutet, dass genau einer der vier Fille “a > 0 und
b > 0“ oder “a > 0 und b = 0“ oder “a = 0 und b > 0“ oder “a = 0 und b = 0“ vorliegt. In den ersten drei

Féllen ist a + b > 0, im letzten Fall ist a + b = 0. Fiir die Multiplikation argumentiert man entsprechend.

13



(ii) Teil (ii) ist klar, da a — a = 0 ist.

(iii) Aus a > bund b > a folgt a —b > 0 und —(a — b) = b — a > 0. Wegen des ersten Anordnungsaxioms
(A01) muss a — b = 0 sein.

(iv) Aus a > b und b > ¢ folgt mit Teil (i), dass a — ¢ = (a — b) + (b — ¢) > 0 ist. Auch der Zusatz folgt
aus Teil (i).

(v) Ist @ # 0, so ist nach (A01) a > 0 oder —a > 0 und daher a® = (—a)? > 0 nach dem zweiten

Anordnungsaxiom (A02). O
Satz 3.3. Fiir a,b,c € R gilt:

(i) Ist a > b, so ist auch a+c> b+ c.

(ii) Ista > b und ¢ >0, so ist ac > be. Ist a > b und ¢ <0, so ist ac < be.
Alles bleibt richtig, wenn man tdberall “> “ durch “> “ und “<“ durch “< “ ersetzt.

Beweis. (i) Fiir a,b€ Rmita >bgilt (a+¢)—(b+¢)=a—-b>0,alsoa+c>b+c.
(ii) Fiir a,b € R mit @ > b und ¢ > 0 ist ac — be = (a — b)e > 0, also ac > be. Aus a > b und ¢ < 0 folgt,
dass bc —ac = (b —a)c = (a — b)(—c) > 0, also bc > ac.

Den Zusatz beweist man ganz genauso. O
Satz 3.4. Seien ay,...,a,,01,...,b, € R.
(a) Gilt a; <b; firallei=1,...,n so ist
n n
SusYn
i=1 i=1
Hier gilt “<“ wenn auferdem a; < b; ist fir mindestens ein 1.

(b) Gilt 0 < a; <b; firalei=1,...,n, so ist
n n
IIaiS:[Ib@
i=1 i=1
Hier gilt “<*, wenn auflerdem alle b; > 0 sind und a; < b; ist fiir mindestens ein i.

Beweis. Wir beweisen beide Teile durch Induktion nach n. Fiir n = 1 sind die Aussagen in (a) und (b)

offensichtlich richtig. Ist Teil (a) fiir Summen der Linge n — 1 gezeigt und sind aq,...,a,,b1,...,0, € R

gegeben mit a; < b; fiir ¢ = 1,...,n, so folgt mit der Induktionsvoraussetzung und Satz 3.3
n—1 n—1 n—1
(z) b s (z@) b s (Di) b
i=1 i=1 i=1
Gilt auflerdem a; < b; fiir ein ¢ € {1,...,n — 1} oder a,, < by, so ist die erste oder zweite Ungleichung
strikt.

14



Ist Teil (b) fiir Produkte der Linge n — 1 gezeigt und gilt 0 < a; < b; fiir i = 1,...,n, so folgt mit der

Induktionsvoraussetzung und Satz 3.3

n—1 n—1 n—1
(H az') an < <H bi) an < <H bi> by
=1 =1 1=1

Sind auflerdem alle b; > 0, so darf man zum Beweis des Zusatzes annehmen, dass auch alle a; > 0 sind.
Gilt dann a; < b; fiir ¢ € {1,...,n — 1} oder a, < by, so ist die erste oder zweite Ungleichung zwischen

den Produkten strikt. O
Folgerung 3.5. Aus Teil (b) von Satz 3.4 folgt direkt, dass fir jede Zahl n € N* = N\ {0} die Funktion
iRy SR, f@) ="
streng monoton wdchst (das heifit fir 0 <z <y ist f(z) < f(y)).

Satz 3.6. Fiir a,be R gilt:

(a) Ist a >0, so ist auch X > 0.
(b) Ist0 < a<b, soist <=
(¢) Esist1>0.

Beweis. In Folgerung 3.2 haben wir bereits begriindet, dass 1 > 0 ist. Sei a > 0. Die Annahme % < 0 fiihrt
zu dem Widerspruch, dass 1 = aé < a-0 =0 gelten miifite. Ist 0 < a < b, so folgt % — % =(b—a) ﬁ > 0.

Hierfiir haben wir Teil (a) und das zweite Anordnungsaxiom benutzt. O

Definition 3.7 (Absolutbetrag). Fiir a € R nennt man die Zahl

a, fallsa >0
la| =
—a, fallsa <0
den Betrag von a.
Man sieht direkt, dass immer |a| > 0, |a| = | — a| und a < |a|, —a < |a| gilt.

Satz 3.8. Fiir a,c € R gilt —c < a < ¢ genau dann, wenn |a| < ¢ ist.

Beweis. Gilt a < cund —¢ < a, so ist a < ¢ und —a < ¢, also auch |a| < ¢. Gilt umgekehrt |a| < ¢, so ist

a<la]<cund —a <|—al=la] <¢ also —c <a<e O

Die wichtigsten Eigenschaften des Absolutbetrages fassen wir im néchsten Satz zusammen.
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Satz 3.9. Fira,be R gilt:
(i) |a| > 0 und |a| = 0 ist dquivalent zu a = 0.
(i) |ab| = la| [b].
(iii) ||la] —|b]| < |a+ b] < |a| + |b] (Dreiecksungleichung).

Beweis. Der Teil (i) gilt offensichtlich. Zum Beweis von (ii) unterscheide man die drei Falle ab > 0, ab =
0, ab < 0 und beachte, dass |ab|] € {£ab} ist.

In (iii) beweisen wir zuniichst die zweite Ungleichung. Nach Satz 3.8 gilt:

—la] <a<|a|und — [b] <b < D).
Mit Satz 3.4(a) folgt hieraus, dass

—(lal + ) <a+b < af +[b]
ist. Mit Satz 3.8 folgt die Giiltigkeit der zweiten Ungleichung. Aus den beiden Ungleichungen
la| = [(a+b) + (=b)| < la+b[ +[—b] = |a+b|+ 0],

[b] = [(a +b) + (=a)| < |a+ 0] +a]

folgt —|a + b| < |a|] — |b] < |a + b|, also mit Satz 3.8 die erste Ungleichung. O

Definition 3.10 (Intervalle). Fiir a,b € R nennt man die Mengen

@h = {reR a<a<b),
Ja,b) = {x€R; a<z<b}, [a,b={z €R; a <z < b},
la,b] = {z€R; a<z<b}

die abgeschlossenen, halboffenen, offenen Intervalle von a bis b. Man schreibt auch
(a,b], [a,b), (a,b) statt ]a,b], [a,b], ]a,b].

Satz 3.11 (Bernoullische Ungleichung). Fir x € R mit x > —1 gilt

(I1+2)" > 1+ na fir allen € N.
Bewets. Wir benutzen Induktion nach n. Fiir n = 0 ist

(1+2)°=1=1+0x.
Ist fiir ein n € N gezeigt, dass die Ungleichung fiir alle z € R, « > —1, gilt, so folgt fiir jede solche Zahl z
(1+2) 1+2)">0+z) 1+nz)=14+(n+ Dz +naz®>>1+ (n+1)z.

Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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Wir méchten als néchstes zeigen, dass fiir € R der Ausdruck (1 + )" beliebig gro8 wird, das heifit
fiir jedes K > 0 ein n € N mit (1 + 2)™ > K existiert. Wegen der Bernoullischen Ungleichung (Satz
3.11) geniigt es, dass nz > K — 1 ist. Findet man zu z, K > 0 immer ein solches n? Es gibt tatséchlich

angeordnete Korper, in denen positive Elemente x > 0, K > 0 existieren so, dass fiir kein n € N
nr>K—1

ist. Wir brauchen ein weiteres Axiom.
Archimedisches Axiom:
Die reellen Zahlen bilden einen angeordneten Kérper so, dass fiir alle x € R} und y € Reinn € N

existiert mit nz > y.
Satz 3.12. Sei R € R mit R > 1. Dann gibt es zu jedem K € R einn € N mit R" > K.

Beweis. Fir R > 1ist z = R—1 > 0 und nach dem Archimedischen Axiom gibt es zu jeder vorgegebenen
Zahl K > 0 ein n € N mit

nr> K —1.

Mit der Bernoullischen Ungleichung (Satz 3.11) erhiilt man die Abschétzung
R'=(14z)">1+nz>K.

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Korollar 3.13. Sei 0 < r < 1. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein n € N mit ™ < e.

Bewets. Ist 0 <r < 1,s0ist R = % > 1. Also gibt es zu jedem € > 0 ein n € N mit R™ > % Mit Satz 3.6

n_ (1 n_l
T = E —Rn<€

gilt. O

folgt, dass

Definition 3.14. Sei M C R und sei a € R eine reelle Zahl. Man nennt
(i) a das Mazimum von M (geschrieben a = max M), falls a € M ist und x < a fiir alle z € M gilt,

(ii) a das Minimum von M (geschrieben a = min M), falls a € M ist und = > « fiir alle x € M gilt.
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Bemerkung. (a) Endliche Mengen & # M C R besitzen ein Maximum und Minimum. Dies folgt aus
dem Anordnungsaxiom (A01) mit Induktion nach der Zahl der Elemente von M.
(b) Unendliche Mengen M C R brauchen weder ein Maximum noch ein Minimum zu haben. Beispiele

sind Z oder ]0, 1 (Beachte, dass fiir z €]0,1[ gilt 0 < £ <z < ZH < 1).
Satz 3.15. Fir x € R besitzt die Menge
M={meZ; m<z}
ein Maximum. Wir schreiben [x] = max M.
Beweis. Nach dem Archimedischen Axiom gibt es Zahlen p,q € N mit
g=q-1>zundp=p-1> —z,
also mit —p < & < ¢q. Die Menge
M={meZ -p<m<a}C[-pqgNnZ
ist endlich und nicht leer. Also existiert u = max M und offensichtlich gilt auch p = max M. O

Bemerkung.

Fir z € R gilt z — 1 < [z] < . Dabei gilt die erste Ungleichung, da sonst [z] + 1 < z folgen wiirde.
Korollar 3.16. Jedes Intervall positiver Linge enthdlt unendlich viele rationale Zahlen.

Beweis. Seien a,b € R mit a < b. Da fiir n € N* gilt

Ulat bo-a) ot " 0 ) c Jaupy
k=0

wobei die Intervalle links paarweise disjunkt sind, geniigt es zu zeigen, dass ]a, b[ mindestens eine rationale
Zahl enthélt. Da b—a > 0 ist, gibt es nach dem Archimedischen Axiom ein ¢ € N mit ¢(b—a) > 1. Dann

gibt es ein p € Z mit p € |ga, ¢b (p = [gb] — 1 hat diese Eigenschaft). Wegen
a< L <b
q

ist die gewlinschte rationale Zahl in |a, b[ gefunden. O

18



4 Konvergenz von Folgen

Definition 4.1. Sei M eine Menge. Ist ng € Z und fiir jedes n € Z mit n > ng ein a,, € M gegeben, so
nennt man die Abbildung

{neZ; n>nyt > M, n—a,

eine Folge in M. Abkiirzend schreibt man fiir eine solche Abbildung auch
(an)n>no 0der (ang, Gng+1, Gng+2 - - -)-
Einfache Beispiele von Folgen sind
(i) die konstanten Folgen a,, = a fiir alle n € N,
(ii) die harmonische Folge a,, = L fiir n > 1,
(iii) geometrische Folgen a,, = r™ fiir n € N mit beliebigen festen r € R.

Definition 4.2 (Konvergenz). Sei (an)nen eine Folge in R und sei @ € R. Man sagt, die Folge (ap)nen

(ni;o) a), falls fiir jede Zahl € > 0 ein ng € N

konvergiert gegen a (geschrieben: lim,, ,, a, = a oder (ay,)
existiert mit

|an, — a| < € fiir alle n € N mit n > ny.

Man sagt, dass die Folge (ay)nen divergiert, falls (a,)nen gegen keine reelle Zahl konvergiert.

Entsprechend definiert man die Konvergenz von Folgen (@ )n>n,-

Beispiele 4.3. (1) Ist (a,)nen eine konstante Folge mit a,, = a fiir alle n, so gilt lim,—, o @, = a. Denn

fiir jedes € > 0 gilt |a,, — a| = 0 < € fiir alle n > 0. Also kann man ny = 0 wihlen fiir jedes € > 0.

(2) Fiir die harmonische Folge gilt limn_moi = 0. Denn zu € > 0 gibt es nach dem Archimedischen

Axiom ein ng € N mit ng > % Fiir alle n > ng gilt dann |% —0l==< % < €.

(3) Sei ¢ € R\ {0} und a,, = (—1)"c fiir alle n € N. Die so definierte Folge (an)nen divergiert. Wir
beweisen diese Aussage durch Widerspruch. Wire lim,, o, a,, = a fiir eine reelle Zahl a, so wiirde es

zu € = |c| > 0 ein ng € N geben mit |a,, — a| < € fiir alle n > ng. Fiir n > ny wiirde folgen, dass
2le] = |an — an+1] = [(an — a) + (a — ans1)| < lan — a| + [a — ania] < 2e = 2|c|.

Dieser Widerspruch zeigt, dass (an)nen divergiert.

4) Fir die durch a,, = "2"‘1 n € N) definierte Folge gilt lim,, ;o a,, = 1. Denn fiir n > 1 ist
n2+42

|an_|: <

1
n’

n?*+1 _ ot 1
n? 4+ 2 C n242 " n?

und nach (2) gibt es zu € > 0 ein ny € N mit nio < e. Fiir n > ng folgt dann

1 1
lap, — 1] < — < — <e.

n o
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(5) Sei ¢ € R mit |¢| < 1. Dann ist lim, o ¢ = 0. Denn ist € > 0, so gibt es nach Korollar 3.13 ein

ng € N mit |¢|™ < e und fiir alle n > ng folgt ™| = |c|™ = |¢|* ™ |c|™ < |c|™ < e.

Satz 4.4 (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Ist (an)nen eine Folge in R und konvergiert (an)nen gegen

a € R und gegen b € R, so ist a = b.

Beweis. Sei € > 0. Nach Definition der Konvergenz gibt es zu § > 0 Indizes ni,nz € N mit lan, —a| < 5
fiir alle n > ny und |a, —b| < § fiir alle n > ny. Fiir n = max(ny,ng) gilt dann
€ €
la —b] =1(a—an)+ (an = )| < la—an| + |a, —b| < §—|—§ =e.

Also ist |a — b| < e fiir jedes € > 0. Dies impliziert, dass a = b ist. O

Definition 4.5. Sei (ay)nen eine Folge in R. Man nennt die Folge (ay,)nen nach oben (bzw. nach unten)
beschrinkt, falls ein A € R existiert mit a,, < A fiir alle n € N (bzw. a,, > A fiir alle n € N). In diesem
Fall nennt man A eine obere (bzw. untere) Schranke fiir (a,)nen. Die Folge (an)nen heifit beschrinkt,

wenn sie nach oben und unten beschriankt ist.

Bemerkung.

Eine Folge (an)nen in R ist beschrinkt genau dann, wenn die Folge (Ja|)nen der Absolutbetrige be-
schriinkt ist. Dies sieht man folgendermafBien. Ist (a,,)nen beschrinkt, so gibt es A, B € Rmit A < a, < B
fiir alle n. Fiir M = max(|A], |B|) gilt dann

-M < —|A|<A<a,<B<|Bl<M

und damit |a,| < M fiir alle n € N (Satz 3.8).
Ist umgekehrt (|an|)nen beschriankt, so gibt es ein A € R mit |a,| < A fiir alle n € N. Mit Satz 3.8 folgt,

dass —A < q,, < A ist fiir alle n € N.
Satz 4.6. Jede konvergente Folge (an)nen in R ist beschrinkt.

Beweis. Sei limy, .o a, = a. Dann gibt es zu e = 1 ein ng € N mit
|an, —a| < 1 fiir alle n > ng.

Fiir n > ny gilt dann

|an| = |(an —a) +a| < lan —af + |a] <1+ ]al.
Setzt man M = max{1l + |a|, |ao|,..-,|any|}, SO ist
lan| < M

fir alle n € N. O
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Die Umkehrung von Satz 4.6 ist natiirlich falsch. Die Folge ((—1)™),en ist beschrinkt, aber nach Teil (3)

von Beispiel 4.3 divergent.

Satz 4.7 (Grenzwertsitze). Seien (an)nen, (bn)nen Folgen in R und seien a,b, A € R reelle Zahlen so,
dass

lim a, =a, lim b, =05
n—o0 n—oo
ist. Dann gilt:
(a) lim,_oo(an +by) =a+b,
(b) lim,, o (anb,) = ab,
(c) lim, oo (Aay) = Aa.
(d) Istb# 0, so gibt es ein ng € N mit b, # 0 fiir alle n > ng. Fir jedes solche ng gilt (%:)nzno —
Beweis. (a) Sei € > 0. Dann existieren zu § > 0 Indizes n1,ny € N mit
€ €
lan, — al <§ fiir n > nq, |bnfb|<§ fiir n > no.
Fiir alle n > ng = max(ny, ng) gilt
[(an +byp) — (@ +0)| = |(an —a) + (b, = )| < |a, —al + [b, — b < e
(b) Fiir alle n € N folgt mit Satz 3.9, dass
|anby, — ab| = |(an, — a)by, + a(b, — b)| < |a, — a| |bn| + |a| |bn — b|.

Nach Satz 4.6 existiert eine reelle Zahl M > |a| mit |b,| < M fiir alle n € N. Sei jetzt ¢ > 0 beliebig.

Dann gibt es n1,ny € N so, dass
| | < -5 firn > d |bp —b| < —— fiir n >
ap — a| < g fir n > ng und [by saf [ n = na
gilt. Dann folgt fiir alle n > ng = max(ny,n2)
lanb, — ab| < |an — a| |bn] + |al [bn — b < M(|an, — a| + |by — b]) < e.

(c) Teil (c) folgt, indem man in Teil (b) die Folge (b, )nen als die konstante Folge b, = A (n € N) whlt.
(d) Sei b = limy 00 by, # 0. Dann gibt es zu € = @ > 0ein N € N mit |b, — b|] < e fiir alle n > N. Mit
der Dreiecksungleichung aus Satz 3.9 erhélt man

o] _ [ol

lbul = b+ (b = B)| 2 6l = o — 8] > o] = 5 = >0
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fiir n > N. Sei ng € N irgendein Index mit b,, # 0 fiir alle n > ng und sei N € N wie oben gewéhlt. Wir

zeigen zunéchst, dass (bi)nZno gegen % konvergiert. Zum Beweis beachte man zuerst, dass

1 2
< |p=
DY

1 1
b p M o2

bn_b’

fiir alle n > max(ng, V) gilt. Ist € > 0 beliebig, so gibt es ein n. € N mit n. > max(ng, N) und
b 2

fiir alle n > n.. Fiir diese n gilt dann

1 1 2
S I T
b b‘—' I <€

Also gilt lim, oo b—ln = %. Mit Teil (b) folgt, dass auch

(an) _(a 1) (o) 1 _a
bn n>ng " b" n>ng b b

gilt. O

Beispiel 4.8. Nach den Grenzwertsitzen (Satz 4.7) gilt

nt+2n2+1 1425+ 75 (o) 142-04+0 1

2t +3n3+1 2431+ L 2+3-040 2

Man beachte dabei, dass nach Teil (2) von Beispiel 4.3 und Satz 4.7(b)
]. n oo
(k) (23
n"J n>1
fiir jedes k € N* gilt.

Bemerkung.
Seien x,a € R und € > 0. Als einfache Folgerung aus Satz 3.8 erhilt man, dass |z — a| < € ist genau dann,

wenn a — e < x < a + € gilt.

Satz 4.9 (Vergleichskriterium). Seien (ap)nen, (bn)nen, (¢n)nen Folgen in R so, dass
(i) imy, o0 an = & = limy, o0 by, ist und
(i) ein N € N existiert mit a,, < ¢, < b, fir allen > N.

Dann gilt auch lim,,_, ¢, = .

Beweis. Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es n1,n, € N mit

lan, — x| < € fir n > ng und |b, — z| < € fiir n > no.

22



Fiir alle n > ng = max(ny,n2, N) gilt dann nach der obigen Bemerkung
r—e<ap<c,<b,<zxz+e
Dieselbe Bemerkung zeigt, das fiir n > ng auch
len — x| <€
ist. O

Satz 4.10. Seien (an)nen, (bn)nen konvergente Folgen in R mit Grenzwerten a = lim, o0 Gy, b =
lim,, o by. Gibt es ein N € N mit

an < by fir allen > N,
so ist auch a < b.

Beweis. Wir fiithren einen indirekten Beweis. Wére a > b, so gébe es zu der positiven Zahl ¢ = %ﬁb >0

ein ng € N mit ng > N, so dass

lan, —al < eund |b, —b|] <e¢

fir alle n > ng gilt. Man erhélt den Widerspruch

b
Opy > 0 — €= a—2l— =b+e> by,.
Also war die Annahme, dass a > b ist falsch und die Behauptung ist bewiesen. O

Bemerkung

(a) In der Situation von Satz 4.10 kann man aus a,, < by, fiir alle n > N nicht schliefien, dass a < b ist. Ist
zum Beispiel a,, = 0 fiir alle n € N, so ist zwar a,, < L fiir alle n > 1, aber lim;, o0 @, = 0 = lim;, o L.
(b) Konvergiert (a,)nen gegen a € R und ist a,, < b (bzw. a,, > b) fiir alle n > N, so ist auch a < b (bzw.

a > b). Dies folgt aus Satz 4.10, indem man eine der beiden Folgen als eine konstante Folge wihlt.
Definition 4.11 (Hdufungspunkte und Teilfolgen). Seien (ap)nen, (bn)nen Folgen in R.

(a) Eine reelle Zahl a € R heiit Hdiufungspunkt der Folge (an)nen, wenn fiir jede positive reelle Zahl

€ > 0 unendlich viele Indizes n € N existieren mit

lan, —al < e.

(b) Die Folge (bn)nen heiBt Teilfolge der Folge (an)nen, falls eine streng monoton wachsende Folge
(kn)nen in N existiert mit b, = ag, fiir alle n € N. Man schreibt Teilfolgen einer Folge (ay)nen

meistens in der Form (ag, )nen mit einer Folge (k,,)nen wie oben.
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Auf dem Peanoaxiom fiir N beruht auch die Moglichkeit, Folgen rekursiv zu definieren.
Rekursive Definition:

Sei M eine Menge und sei ng € Z. Um eine Folge (a,,)n>n, in M zu definieren, geniigt es
(i) an, € M zu definieren und
(i) fiir n > ng zu sagen, wie a,y1 € M definiert wird, wenn man a,,, ..., a, schon definiert hat.

Beispiel 4.12. Die Folge (an)nen = ((—1)"),cy besitzt +1 und —1 als Hdufungspunkte und hat die

konvergenten Teilfolgen

n

(azn)nen = (1,1,..) =5 1, (agni1)neny = (=1, —1,...) = —1.
Dies ist kein Zufall, wie der néichste Satz zeigt.

Satz 4.13. Sei (an)nen eine Folge in R und sei a € R. Die Zahl a ist Hiufungspunkt der Folge (an)nen

genau dann, wenn eine Teilfolge (ak, )nen von (an)nen existiert mit lim, o ag, = a.

Beweis. Sei a Haufungspunkt der Folge (an)nen. Dann gibt es zu € = 1 ein kg € N mit |a — ag,| < 1.

Sind kg < k1 < ... <k, in N gewahlt mit

1
\afaki\<mfﬁri:07...,n,

dann gibt es zu € = n%ﬂ ein kpy1 > ky mit

1
a—a < —.
‘ knt1 | n+2
Rekursiv erhélt man eine Teilfolge (ak, )neny von (an)nen mit lim, o0 ag, = a.
Sei umgekehrt (ag, )nen eine Teilfolge von (ay,)neny mit lim, o0 ag, = a. Zu jedem € > 0 gibt es dann ein

ne € N mit |ag, — a| < e fiir alle n > n.. Also ist a Haufungspunkt von (an)nen. O

Satz 4.14. Sei (ap)nen eine Folge in R. Ist (an)nen konvergent, so ist (apn)nen beschrinkt und besitzt

genau einen Hdaufungspunkt.

Beweis. Sei lim,,_,o a, = a. Nach Satz 4.6 ist (an)nen beschrinkt. Um zu zeigen, dass (an)nen genau
einen Haufungspunkt besitzt, geniigt es nach Satz 4.13 zu zeigen, dass jede Teilfolge von (a, )nen gegen a
konvergiert. Sei (a, )nen eine solche Teilfolge und sei € > 0. Dann gibt es ein ng € N mit |a,, — a| < € fiir
alle n > ng. Da (ky,)nen streng monoton wiichst, ist k,, > n fir alle n € N. Dies folgt durch eine einfache

Induktion. Also ist auch |ak, — a| < € fiir n > ny. O

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir Reihen oder unendliche Summen definieren.
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Beispiel 4.15. Sei € R mit || < 1. Nach Satz 1.7 ist

n 1 — gntl
Dot =
k=0 -
fiir alle n € N. Mit den Grenzwertsétzen (Satz 4.7) folgt

1 —gntt 1
. k-i . _
nlglgo Eﬁx —nhrn -7 —1-=

Definition 4.16. Sei (a;)ren eine Folge in R und sei ¢ € R.
(a) Fiir n € N heiflt
Sp = Z ag
k=0

die n-te Partialsumme der Folge (aj)ren. Man nennt die Folge

oo
Z ap = (Sn)nGN
k=0

die unendliche Reihe oder Summe der Folge (ax)xen-

(b) Man nennt die Reihe Y72 j ai konvergent mit Wert ¢ und schreibt

o0
E ar = C,
k=0

wenn die Partialsummenfolge (3)_ ax), cn gegen ¢ konvergiert.

(c) Die Reihe Y";7 ) ax heift divergent, wenn die Folge (3>"}_, ar), .y divergiert.

neN
Beispiele 4.17. (1) Esist Y oo, m = 1. Denn die Folge

n+1

ZkkJrl ZH;( k+1) Z*_Zk n+1

konvergiert gegen 1.

(2) Fiir z € R mit |z] < 1 gilt nach Beispiel 4.15

- 1
Zxk =1 (Geometrische Reihe).
—x

(3) Die Reihe > ;2 (—1)* divergiert, denn die Partialsummenfolge

(zn:(—l)k> =(1,0,1,0,...)
neN

k=0

hat nach Satz 4.13 zwei verschiedene Haufungspunkte und ist deshalb nach Satz 4.14 divergent.
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Satz 4.18. Seien Y ;- ar, Ypeobr konvergente Reihen und sei ¢ € R. Dann konvergieren die Reihen
Yoreolar +br), D reo(car) und fir die Reihenwerte gilt:

Zak+bk (Zak>+<2bk> ank chak

k=0 k=0 k=0
Beweis. Wenn die Reihen Z:io ag, Z;O:o b gegen a bzw. b konvergieren, dann folgt mit den Grenzwert-
séitzen (Satz 4.7), dass

iak-i-bk <Zak>+<zﬂ:bk>i>a+b,
k=0

k=0

Also gelten die Behauptungen. O

Die Folge (n)n,en konvergiert nicht, da sie nicht beschrinkt ist. Aber zu jeder Zahl R > 0 gibt es ein
np € N mit n > R fiir alle n > ng. Im Sinne der folgenden Definition konvergiert die Folge (n),en also

uneigentlich gegen oo.

Definition 4.19 (Uneigentliche Konvergenz oder bestimmte Divergenz). Sei (an)nen eine Folge in R.

Man sagt, dass

(a) die Folge (an)nen uneigentlich konvergiert (oder bestimmt divergiert) gegen +oo (geschrieben:
lim,, o0 @, = 00 oder (ay,) SN 00), falls fiir jedes R € R ein ng € N existiert mit a,, > R fiir

alle n > ny,

(b) die Folge (an)nen uneigentlich konvergiert (oder bestimmt divergiert) gegen —oo (geschrieben:

lim,, 00 @, = —00 oder (a,) —= —00), falls fiir jedes R € R% ein ng € N existiert mit a,, < —R fiir
alle n > ng.
Offensichtlich gilt lim,,_,~ a, = 00 genau dann, wenn lim,_, . (—a,) = —oo ist.

Satz 4.20. Sei (ap)nen eine Folge in R.

(a) Ist lim, o0 ay, = 00, so gibt es ein N € N mit a,, # 0 fir alle n > N. Fir jedes solche N gilt

lim - = 0.
n—oo an
n>N

(b) Gilt lim,,_, o0 a, = 0 und gibt es ein N € N mit a,, > 0 fiir allen > N, so ist limn—>>]ovo ai =00

Beweis. (a) Sei lim,_, oo a,, = 00. Offensichtlich gibt es ein N € N mit a,, # 0 fiir alle n > N. Zu e > 0
gibt es ein ng > N mit a, > % fiir alle n > ng. Dann ist |ai| = ai < ¢ fiir alle n > ng nach Satz 3.6.
(b) Erfiillt (a,)nen die Bedingungen von Teil (b), so gibt es zu jedem R > 0 ein ng € N mit ng > N und

an = |a,| < % fiir alle n > ng. Dann gilt ai > R fiir alle n > ng. O
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5 Vollstiandigkeit

Mit der iiblichen Ordnung ist der Kérper Q der rationalen Zahlen ein archimedisch angeordneter Korper.
Aber in Q hat die Gleichung z? = 2 keine Lésung. Denn sonst géibe es natiirliche Zahlen p,q € N*, die
nicht beide gerade sind, mit (%)2 = 2. Wegen p? = 2¢? wire p? und damit auch p gerade. Also giibe es
ein n € N mit 2¢? = p? = 4n. Dann wiren aber auch ¢ und ¢ gerade. Also wiren doch p und ¢ beide

gerade im Widerspruch zur Wahl von p und q.

Also reichen die bisherigen Axiome nicht aus, um die Existenz von Quadratwurzeln zu begriinden. Wir

benétigen eine weitere Eigenschaft der reellen Zahlen.

Definition 5.1. Eine Folge (ay)nen in R heifit Cauchy-Folge, falls fiir jedes € > 0 eine natiirliche Zahl

ng € N existiert so, dass |a, — a,| < € ist fiir alle n, m > ng.
Satz 5.2. Jede konvergente Folge (an)nen in R ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (an)nen eine konvergente Folge in R mit Limes a und sei € > 0. Dann gibt es ein ng € N mit

lan, — a| < § fiir alle n > ng. Fiir n,m > ng gilt dann |a, — am| < |an — al + |a — an| <e. O

Bemerkung 5.3. In Q gibt es Cauchy-Folgen, die in Q keinen Grenzwert besitzen. Um dies zu begriinden,
zeigen wir zunéchst, dass fiir jede vorgegebene positive reelle Zahl a € R die rekursiv definierte Folge
(an)nEN mit

1
ap =1, an+1:2<a+an) (neN)

n

eine Cauchy-Folge ist. Man beachte zunéchst, dass

1 n a a 1< ) (1 a )
a —ap==|an, —an_ — = = —(ap — Qp_ —
n+1 n 2 n n—1 a, an_1 2 n n—1 A1
fiir alle n > 1 gilt. Wegen
a a a
0< = =2 57— <2
gilt
| =2 o= <l <= ()
a — Ap| = = @y — Qp_ — —|ay, — apn_ — ai — a
n+1 n 2 n n—1 Uty 1 =9 n n—1 > ~ 2 1 0

fiir alle n > 1. Fiir beliebige n > m erh&lt man mit der Dreiecksungleichung

n—1 n—1 1 i
< §|ai+1 —a;| < Z (2) la1 — aq|

i=m

n—1

Z(ai-H - a;)

i=m
m n—m-—1 i m
1 1 1
= (2) ZO (2> |a1 — a0| S (2> 2|a1 — CLO|.
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Da (%)m eine Nullfolge ist (Beispiel 4.3(5)), folgt hieraus, dass die Folge (a,)nen eine Cauchy-Folge ist.

Eine einfache Uberlegung zeigt, dass der Grenzwert z der Folge (an)nen, wenn er existiert, die Gleichung

16sen muss. Da alle a,, > 0 sind, folgt zunéchst, dass x = lim,,_,o a,, > 0 ist. Die Annahme, dass z = 0
ist, wiirde mit Satz 4.20(b) zu dem Widerspruch

o = Jin (4o )
z= lim apy; = lim - | —4+a, | =

n—o0 n—oo 2 \ a,

fithren. Also ist notwendigerweise x > 0. Mit den Grenzwertsétzen (Satz 4.7) folgt dann, dass

_ _ 1/a _ly/a
r= fim = Jim g (o) =5 (5 +7)

2 = g ist.

oder dquivalent, dass x

Fiir a = 2 ist (ap)nen also eine Cauchy-Folge in Q, die keinen Grenzwert in Q haben kann.

Bemerkung 5.4. Man kann zeigen, dass zu jeder Menge M, auf der ein verniinftiger Abstandsbegriff
erklért ist, eine Menge M > M existiert so, dass

(i) der Abstandsbegriff sich fortsetzen lisst auf M,

(i) in M jede Cauchy-Folge konvergiert und

(iii) jeder Punkt in M Grenzwert einer Folge in M ist.

Wendet man diese Konstruktion auf Q mit dem durch

d(z,y) = |z -yl

definierten Abstand an, so erhdlt man R. Dieser Weg ist zu lang fiir uns. Fiir uns ist R ein archimedisch

angeordneter Korper, der das folgende Axiom erfiillt.
Vollstéandigkeitsaxiom: Jede Cauchy-Folge in R ist konvergent.

Satz 5.5. Fiir a € Ry besitzt die Gleichung x° = a genau eine Lésung in Ry (Wie iiblich schreibt man

Va fiir die eindeutige Losung dieser Gleichung in Ry ).

Beweis. Sei a > 0. Aus der Vollstdndigkeit von R folgt, dass die in Bemerkung 5.3 konstruierte Cauchy-
Folge (an)nen einen Limes x in R besitzt. Wir haben gesehen, dass x € R liegt und die Gleichung 22 =a
16st. Da fiir 0 < x < y nach Folgerung 3.5 auch z? < y? gilt, kann diese Gleichung hichstens eine Losung
in R haben. O

Auf der Vollstandigkeit von R beruht auch die Giiltigkeit des Intervallschachtelungsprinzips.
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Satz 5.6 (Intervallschachtelungsprinzip). Seien I = [ag,br] C R (k € N) abgeschlossene Intervalle mit

ar < by und
(i) Ip41 C Iy fir alle k € N,
(i) limg_yo0 (b, — ax) = 0.
Dann gilt es eine reelle Zahl x € R mit {x} = ﬂl?;o I und limyg_yo0 ar, = © = limg_,o0 by .

Beweis. Fiir z,y € R mit « # y gibt es ein k € N mit by — ay, < | — y|. Dann kénnen aber z und y nicht
beide in dem Intervall Iy, liegen. Dieses Argument zeigt, dass ﬂzozo I, hochstens eine reelle Zahl enthélt.
Um zu zeigen, dass der Durchschnitt nicht leer ist, iiberlegen wir uns zunichst, dass die Folge (ag)ren
der linken Randpunkte eine Cauchy-Folge ist. Sei dazu € > 0. Dann gibt es ein kg € N mit by, — ag, < €.

Da fiir p,q > ko die Zahlen a,,a, beide in dem Intervall Iy, liegen, gilt fiir diese Indizes p und ¢
lap — aq| < by, —ag, <€

Also ist (ag)gen eine Cauchy-Folge in R. Da R vollstéindig ist, existiert der Grenzwert © = limg_, o, ar € R.

Mit den Grenzwertsitzen (Satz 4.7) folgt, dass auch

lim by = lim (ar + (b —ax)) =2 +0=2x
k—oo k—o0

ist. Da die Folge (aj)reny monoton wichst und die Folge (by)ren monoton fillt, erhélt man mit Satz 4.10,

dass fiir alle k£ € N die Ungleichungen

N
a < 1, an =@ = lim b < b
n>k n>k

gelten. Also ist € (Vg I O

Korollar 5.7 (Satz von Bolzano-Weierstra$}). Jede beschrinkte Folge (¢ )nen in R hat mindestens einen

Hiufungspunkt.
Beweis. Ist (¢p)nen eine beschrinkte Folge in R, so gibt es A, B € R mit
A<e¢, <Bfirallen eN.
Wir wihlen rekursiv Intervalle I; = [a;,b;] C R so, dass fiir alle j € N
(i) {n € N; ¢, € I,;} unendlich ist,
(i) I; C I gilt mit I =R,

(i) L(L;) = b; —a; = (4)7 L(Jo) gilt.
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Setze dazu a9 = A, by = B und Iy = [ag, bo]. Seien I; = [a;,b;] (j = 0,...,k) gewdhlt so, dass die
Bedingungen (i)-(iii) erfiillt sind fiir j = 0,..., k. Falls M}, = {n € N; ¢, € [ax, %]} unendlich ist,

setze man
ar + by
Qi1 = A, bpgp1 = 5 Iip1 = (kg1 bpgr]-
Falls M), endlich ist, definiere man
ay + by
Upy1 =~ bit1 = b, Ip+1 = [ak41,bk41]-

In beiden Féllen gelten dann die Bedingungen (i)-(iii) fiir j = 0, ...,k + 1. Nach dem Intervallschachte-
lungsprinzip (Satz 5.5) gibt es eine reelle Zahl z, mit
{z} =1
jEN
Wir zeigen, dass x ein Haufungspunkt der Folge (¢, )nen ist. Ist € > 0, so gibt es ein ng € Nmit L(1,,) < €.
Wegen x € I, ist

T—€< Apy < by, <x+e

Nach Konstruktion gibt es unendlich viele n € N mit ¢, € I,,, C |z — €,z + €[. Definitionsgeméi8 ist =

Héaufungspunkt der Folge (¢p)nen- O

Korollar 5.8. FEine Folge (a,)nen in R ist konvergent dann und nur dann, wenn sie beschrinkt ist und

genau einen Hdaufungspunkt besitzt. In diesem Fall konvergiert sie gegen diesen Hdaufungspunkt.

Beweis. Wir haben bereits gesehen (Satz 4.14), dass die angegebene Bedingung notwendig fiir die Kon-
vergenz der Folge (ay,)nen ist.

Sei umgekehrt (a,)nen eine beschriankte Folge in R mit einem einzigen Hiufungspunkt a € R. Wir neh-
men an, dass (a,)n,en nicht gegen a konvergiert. Dann gibt es ein € > 0 so, dass zu jedem ng € N eine
natiirliche Zahl n > ng existiert mit |a, — a] > e. Rekursiv kénnte man eine Teilfolge (ax, )nen von
(an)nen definieren mit

lak, —al > ¢

fiir alle n € N. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz 5.6) hétte die beschrénkte Folge (ax, )nen
einen Hiufungspunkt b € R. Dann wiire aber b auch ein Haufungspunkt der Folge (a,)nen, der aber
offensichtlich verschieden von a sein miisste. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Folge (an)nen gegen a

konvergiert. O
Definition 5.9. Eine Folge (a,)nen in R heifit
(i) (streng) monoton wachsend, falls a,, < an41 (an < an41) fir alle n € N ist,

(ii) (streng) monoton fallend, falls any1 < an (ant1 < ay) fiir alle n € N ist.
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Satz 5.10. Jede beschrinkte und monoton wachsende (oder monoton fallende) Folge in R ist konvergent.

Beweis. Sei (an)nen beschriankt und monoton wachsend. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz
5.6) und Satz 4.13 hat (ay)nen eine konvergente Teilfolge (ak, )nen. Sei a = lim,_,oc ag, und sei € > 0.
Dann gibt es ein N € N mit |ax, — a|] < e. Fiir alle n > ky folgt mit Satz 4.10, dass
py < ap < ag, < "}gnoo ar,, = a.
m>n
Also ist |a, — a| < € fiir alle n > kx. Da € > 0 beliebig war, haben wir gezeigt, dass lim,,_, . a, = a gilt.
Ist (an)nen beschrinkt und monoton fallend, so ist (—ay,)nen beschrinkt und monoton wachsend, also

konvergent. Dann ist aber auch (ay,),en konvergent. O

Ist (an)nen beschrinkt und monoton wachsend (bzw. fallend), so folgt als Anwendung von Satz 4.10,
dass ap < lim, o an, (bzw. ap > lim, o a,,) fiir alle k € N gilt.
Zum Abschluss dieses Abschnittes zeigen wir, wie man unendliche Reihen benutzen kann, um jede reelle

Zahl als Dezimalzahl oder allgemeiner als b-adischen Bruch darzustellen.

Sei b € N,b > 2. Ein b-adischer Bruch ist definitionsgemé&f eine Reihe der Form
+ Z apb™"
n=—k
mit k € N und a,, € {0,...,b— 1} fiir n > —k. Fiir festgelegtes b schreibt man auch
:I:a,ka,kJrl ...ap,a10a2a3 ... = + Z anb_".
n=—k

Satz 5.11. Jeder b-adische Bruch konvergiert gegen eine reelle Zahl.

Beweis. Seien a, € {0,...,b— 1} fiir n > —k beliebige Ziffern. Die Partialsummenfolge

N
(SN)N>—k = ( Z anb_n>
N>—k

n=—=k
ist monoton wachsend und wegen

b

;::Oanb_" < bngo <b> <br—t

beschriankt. Dabei haben wir benutzt, dass wir den Grenzwert der geometrischen Reihe zu % e (0, ;)
kennen (Beispiel 4.17(2)). Also folgt die Behauptung mit Satz 5.9. O

Wir zeigen umgekehrt, dass sich jede reelle Zahl als b-adischer Bruch darstellen l&sst.

Satz 5.12. Ist x € R, so gibt es ein k € N und Ziffern a,, € {0,...,b—1} fir n > —k so, dass x die
Darstellung x = £> .77 a,b™™ besitzt.

n=—k
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Beweis. Seix € R,. Es geniigt, die Existenz der gesuchten Darstellung von z fiir diesen Fall zu begriinden.

Mit Satz 3.12 und einem Argument dhnlich dem aus dem Beweis von Satz 3.15 folgt, dass
k=min{n € N; z < p" "'}

eine wohldefinierte natiirliche Zahl ist. Definitionsgemé&f gilt

a:e Oka U ]bk j—|—1bk[

Wir definieren rekursiv eine Folge (ay,)n>—k in {0,...,b — 1} so, dass die Folge

n

Sp = Z a, b’ (n>—k)

v=—%k
die Ungleichungen

(%) spn<z<s,+b "

fiir alle n > —k erfiillt. Wihle dazu a_x € {0,...,b — 1} mit
a_pb* <z < (a_p + 1)

Sind a_g,...,ay € {0,...,b— 1} gewihlt so, dass die Ungleichungen (x) fiir n = —k,..., N gelten, so

gibt es genau ein a1 € {0,...,b— 1} mit
SN + aN+1b_(N+1) <z <sy+ (aN+1 + 1)b_(N+1).

Fiir die so gewéhlte Zahl ay4 gilt () auch fiir n = N + 1. Nach Konstruktion ist

n

|z —sp| <b™" — 0.

Also ist z = limy,_y00 85, = Do anb™". O

v=

In der Darstellung z = =37, a,b" sind die Ziffern a,, € {0,...,b—1} im Allgemeinen nicht eindeutig

bestimmt. So ist etwa
o

=b= > ab™"

n=-—1

—_

[e s} _n_b
S b-1)p = ;

n=0

Sl

mit a_; = 1 und a,, = 0 fiir alle n > —1. Wir kommen in §8 auf dieses Problem zuriick (siche Lemma

8.12).
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6 Unendliche Reihen

Wir erinnern an die Definition der Konvergenz unendlicher Reihen aus §4 und ergénzen die Definition

um einen neuen Konvergenzbegriff.
Definition 6.1. Sei (ay)ken eine Folge in R.

(a) Man nennt die Zahlen s,, = >_,_, ar (n € N) die Partialsummen der Folge (ar)ren und definiert

o0
Z ap = (Sn)nEN-
k=0

(b) Ist ¢ € R, so schreibt man Y- ax = ¢, falls
<Z ak.) L) C.
k=0

(c) Die Reihe Y7 ay heiBt absolut konvergent, falls die Reihe >°,° , |ax| konvergiert (vergleiche Defini-
tion 4.16).

Eine Reihe in R konvergiert genau dann, wenn ihre Partialsummenfolge eine Cauchy-Folge bildet. Damit

erhélt man das folgende niitzliche Kriterium fiir die Konvergenz von Reihen.

Satz 6.2 (Cauchy-Kriterium). Sei (ag)gen eine Folge in R. Dann konvergiert die Reihe Y p- o) dann

< € fiir alle ¢ > p > nyg.

und nur dann, wenn fir alle € > 0 ein Index ng € N existiert mit ‘ZZZP ak

Beweis. Sei die Reihe .7 aj konvergent und sei e > 0. Nach Satz 5.2 ist die Partialsummenfolge
(8n)nen = (Xj—g @k), ey eine Cauchy-Folge. Daher gibt es ein ng € N so, dass [s; — s,| < € ist fiir alle

q,p > ng. Dann ist
q
Zak =|sq — sp—1] <€
k=p

fir alle ¢ > p > ng + 1.
Sei umgekehrt das im Satz angegebene Kriterium erfiillt. Da R vollstéindig ist, geniigt es zu zeigen, dass die
Partialsummen s,, = Y__; ax (n € N) eine Cauchy-Folge in R bilden. Sei also € > 0. Nach Voraussetzung

gibt es ein ng € N mit ’ZZ:p ak’ < e fiir alle ¢ > p > ng. Dann ist
max(p,q)

|sq — sp| = Z ag| <€

k=min(p,q)+1

fiir alle p, ¢ > ng. Also ist (s, )nen eine Cauchy-Folge. O

Satz 6.3. Ist ZZOZO ar konvergent, so ist limg_,oo ar, = 0.
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Beweis. Zu € > 0 gibt es nach dem Cauchy-Kriterium aus Satz 6.2 ein ng € N mit

q
Zak < ¢ fiir alle ¢ > p > nyg.
k=p

Dann ist |a,| = |> 4, ak| < € fiir alle n > ng. Also ist (ay)nen eine Nullfolge. O
Die Umkehrung von Satz 6.3 gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 6.4 (Harmonische Reihe). Es gilt lim, % = 0, aber die harmonische Reihe Y, % diver-
giert. Zur Begriindung beachte man, dass fiir alle n € N die Abschéitzung
2n 2n
1 1 1 1
> =
252 2 5" T3
k=n-+1 k=n-+1

gilt. Also ist das Cauchy-Kriterium aus Satz 6.2 verletzt.

Satz 6.5. Ist > .-, a, absolut konvergent, so konvergiert die Reihe Y p- o ai, und fir die Reihenwerte gilt

9 0
> k| < lal.
k=0 k=0

Beweis. Sei Y-, aj absolut konvergent und sei € > 0. Nach dem Cauchy-Kriterium (Satz 6.2) angewen-

det auf die Reihe Y 77 |ag| gibt es ein ng € N so, dass

q

§:|Gk|<6

k=p

fir alle ¢ > p > ng gilt. Dann ist aber auch
q q
Z ag| < Z lak| < €
k=p k=p

fiir alle ¢ > p > ng. Mit dem Cauchy-Kriterium fiir die Reihe >, ; ai erhilt man die Konvergenz dieser
Reihe. Zum Beweis der behaupteten Ungleichungen beachte man, dass fiir jede konvergente Folge (zy)ren

in R mit limg_, o 2 = @ die Folge (|zx|), oy wegen
k
lzk| = |2l] < |zk — 2] — 0

gegen |z| konvergiert. Wegen

n
D> a
k=0

<Y lak| (keN)
k=0

erhélt man daher mit Satz 4.10, dass

oo n n oo

E ak E ar| < lim E lak| = E |a]
n— oo

k=0 k=0 k=0 k=0

gilt. O

= lim
n—oo
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Bemerkung 6.6. (a) Es gibt konvergente Reihen, die nicht absolut konvergieren. So wissen wir etwa
nach Beispiel 6.4, dass die harmonische Reihe Y .7, % divergiert. In Satz 6.11 werden wir zeigen, dass

die Reihe Y 72, (_,i S konvergiert.

(b) Eine Reihe Y ;7 ) ai konvergiert genau dann absolut, wenn die Folge (3°}_ |ax|), . beschrénkt ist.

neN
Da diese Folge monoton wéchst, folgt dies direkt aus Satz 5.9.

Satz 6.7 (Majorantenkriterium). Seien (ax)ren, (brx)ren Folgen in R so, dass ko € N und ¢ € RY
existieren mit |b| < cay, fiir alle k > ko. Dann impliziert die Konvergenz der Reihe ZZOZO ap die absolute

Konvergenz der Reihe > po_o by

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus dem Cauchy-Kriterium (Satz 6.2). Denn aus der Konvergenz

der Reihe Z}Zio ay, folgt, dass man fiir jedes € > 0 ein ng € N mit ng > kg wéhlen kann so, dass
q q
Z|bk| < cZak <e€
k=p k=p
fiir alle ¢ > p > ng gilt. O

Man beachte, dass in der Situation von Satz 6.7 automatisch ar > 0 fiir alle k > kg gilt und dass die

absolute Konvergenz der Reihe Y ;- by natiirlich auch ihre Konvergenz impliziert.

Beispiel 6.8. Fiir k € N,k > 2, konvergiert die Reihe >0 | .

n=1

Beweis. Fiir alle n > 1 gilt

1_o1_2 _ 2, 1

nk = n2 22 " n24+n  nm+1)
Nach Beispiel 4.17(1) ist Y oo, ﬁ = 2. Also folgt die Behauptung aus dem Majorantenkriterium
(Satz 6.7). O

Satz 6.9 (Quotientenkriterium). Sei (ag)ren eine Folge in R.
(a) Gibt es eine Konstante ¢ mit 0 < ¢ < 1 und einen Index ko € N mit
|ag41| < clag|
fiir alle k > kg, so ist die Reihe EEOZO ax absolut konvergent.

(b) Gibt es ein N € N mit ap, # 0 fiir alle k > N und so, dass der Limes

. a

lim |—tL e [0,1)
k—oo | Qg
k>N

existiert, so konvergiert die Reihe Y p- o aj, absolut.
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Beweis. (a) Aus der Voraussetzung von Teil (a) folgt, dass fiir alle k > ko gilt
lag| < clag—1| < Flag—o| < ... < FTRag, | = (e ag,|).

Da die Reihe >";2, c* nach Beispiel 4.17(2) konvergiert, folgt mit dem Majorantenkriterium (Satz 6.7)
die absolute Konvergenz der Reihe >, ay.

(b) Sind die Voraussetzungen von Teil (b) erfiillt, so wihle man ein ¢ € R mit

Ak+1
ak

lim
k—oo
k>N

<g<l1

und beachte, dass fiir die so gewihlte Zahl ¢ ein ky > N existiert mit |%| < ¢ oder dquivalent

lak+1] < qlag| fiir alle k > k. Also folgt Teil (b) direkt aus Teil (a). O

Bemerkung 6.10. (a) Aus |%| < 1 fiir alle k¥ € N kann man nicht schlieBen, dass die Reihe Y 72 ay

konvergiert. Dies zeigt etwa die Folge aj = % (k > 1). Offensichtlich ist

k
|ak+1|:7<1fﬁrallek21,
ag kE+1

aber die Reihe 2211 % divergiert nach Beispiel 6.4.

(b) Mit dem Quotientenkriterium kann man die Konvergenz der Reihen Y ° | % (k > 2) nicht zeigen,

ol (Y e ey
(n+1k ok \n+1)  \1+1 -

An41
an

denn

(c) Gibt es ein R > 1 und ein N € N mit a,, # 0 und > R fiir alle n > N (dies ist zum Beispiel

An41

n

erfiillt, wenn lim,,_, o > 1 ist), dann divergiert die Reihe ZZO:O an. Denn in diesem Fall ist (an)nen

wegen

(n—20)
lan4n| > Rlanym-1y| > ... > R"an| — oo

keine Nullfolge und nach Satz 6.3 ist > a, nicht konvergent.
(d) (Wurzelkriterium) Existiert

L= lim Y/|ay|

n—oo
und ist L < 1, so konvergiert die Reihe ZZOZO an absolut. Ist L > 1, so divergiert die Reihe ZZO:() an. Dies
sieht man so. Ist L < ¢ < 1, so ist |a,| < ¢™ fiir geniigend grofe n und aus dem Majorantenkriterium
folgt die absolute Konvergenz von » - ;a,. Im Falle L > 1 ist auch |a,| > 1 fiir geniigend grofie n und

die Divergenz von ZZOZO a,, folgt aus Satz 6.3.

Ein niitzliches Kriterium, mit dem man manchmal die Konvergenz nicht absolut konvergenter Reihen

zeigen kann, ist das sogenannte Leibniz-Kriterium.
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Satz 6.11 (Leibnizkriterium). Sei (an)nen eine monoton fallende Folge in R mit

lim a, = 0.
n—oo

Dann konvergiert die Reihe Y. - o(—1)"ay,.

n=0

Beweis. Sei s, =Y} _o(—1)*a),. Wegen
52(n+1) = Son — (a2n+1 - a2n+2) S Son,

52(nt+1)+1 = S2n+1 + (G2ny2 — G2n43) > Soant1

ist die Folge (s25,)nen monoton fallend und die Folge (S2,41)nen monoton wachsend. Die Abschiitzung

Son = Sant1 + (S2n — S2n41) = Son41 + Gant1 > S1
zeigt, dass (S2,)nen nach unten beschrinkt ist. Nach Satz 5.9 existiert der Limes

s= lim s, € R.
n—oo

Dann gilt aber auch

(n—o0)
Sont1 = Sop —Aopy1 — S§—0=3s

und ein einfaches Argument zeigt, dass auch die ganze Partialsummenfolge (s, )nen = (S0, 51, S2, S3, - - )

gegen s konvergiert. O

Beispiele 6.12. (a) Da (1),>1 eine monoton fallende Nullfolge ist, konvergiert nach dem Leibnizkrite-

rium die Reihe Y7 (—1)"L. Nach Beispiel 6.4 ist diese Reihe nicht absolut konvergent.

n=1

(b) Fiir z € R\ {0} gilt

n+1 n

x x |x]  (n—oo)
—| = — 0.
(n+ 1)!/ n! n+1
Nach dem Quotientenkriterium (Satz 6.9) ist die Reihe Y07 ”n—: absolut konvergent fiir alle z € R.

Bei endlichen Summen reeller Zahlen kommt es nicht auf die Reihenfolge der Summanden an. Es ist daher
naheliegend zu fragen, ob fiir jede konvergente Reihe > aj, reeller Zahlen und jede bijektive Abbildung

¢ : N — N auch die umgeordnete Reihe ZZOZO a, (k) konvergiert und denselben Reihenwert besitzt.

o (=1)

Beispiel 6.13. Es gibt eine nicht konvergente Umordnung der Reihe »" " | Tn Um dies zu begriin-

den, beachte man, dass wegen der Divergenz der harmonischen Reihe fiir jedes N € N auch die Folge
N i)nZN =(33N %)nzN bestimmt gegen +oo divergiert. Daher kann man rekursiv eine streng

monoton wachsende Folge (ny)gen in N definieren mit ng = 0 und

1 1
+...+ > 2

+ ..
2(71,' + 1) 2(711 + 2) 2n,~+1
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fiir alle 7« € N. Dann stellt aber die Reihe

1 1 1 1 1
14+ —4+...+ — -t .+ —
( +2(n0+1)+ +2n1>+( 3+2(n1+1)+ +2n2>+

o (=D)"

ne1 —y— dar mit unbeschréinkten Partialsummen.

eine Umordnung der Reihe >

Fiir absolut konvergente Reihen kénnen solche Probleme nicht auftreten.

Satz 6.14. Ist Y a, absolut konvergent und ist ¢ : N — N bijektiv, so konvergiert auch die Reihe
ZZO:O Ay(n) absolut und fir die Reihenwerte gilt

0o 00
E aw(n) = E Q.
n=0 n=0

Beweis. Fiir n € N sei n(¢) = max{y(0),...,¢(n)}. Die Abschétzung

n(p)

n oo
Z |aw(k)| < Z lax| < Z|ak| < 00
k=0 k=0 k=0

zeigt, dass die umgeordnete Reihe Zzozo ay (k) absolut konvergiert. Sei s = ZZOZO ag und sei € > 0 beliebig.

|<Zak> —s <§und Z|ak|<%
k=0 k=n

fiir alle n > ng gilt. Sei N = max{p~1(0),...,¢ 1(ng)}. Dann folgt fiir alle n > N

Dann gibt es ein ng € N so, dass

n no n no 0
(o) | | (o) o 3 <[ () o 2 i
k=0 k=0 k=0 k=0 k=ng+1
e(k)>no
Also hat auch die Reihe Y7 ) ag k) den Wert s. O

Zum Abschluss dieses Abschnittes beweisen wir noch eine niitzliche Formel fiir das Produkt zweier absolut

konvergenter Reihen.

Satz 6.15. Seien > an, > o bn absolut konvergente Reihen. Setzt man fir n € N

n
Cn = E akbn—k7
k=0

so konvergiert auch die Reihe ZZO:O ¢, absolut und fiir die Reihenwerte gilt

S (S (5]

Beweis. Wir bezeichnen mit A = >">° ja,, B = .- b, die Werte der beiden gegebenen Reihen und

(5 (2
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fiir n € N. Nach den Grenzwertsitzen (4.7) ist AB = lim,,— oo ty.
Um die Konvergenz der Reihe ZZOZO ¢, und die behauptete Beziehung zwischen den Reihenwerten zu
beweisen, geniigt es zu zeigen, dass

lim (¢, — s,) =0

n— oo

gilt. Um zu sehen, dass (¢, — $n)nen eine Nullfolge ist, beachte man zuniichst, dass

t, = Zaj (Zbk> = Z a by,
=0 k=0

(4,k)EL

ist mit I, = {(j,k) € N?; 0<j <nund 0 <k <n} und dass

n k
S":Z Zajbk_j = Z Cljbk

k=0 \j=0 (k) ETn
gilt mit J, = {(j,k) € N% j +k < n}. Also ist
tn — Sp = Z a;by
(4:k)€AR

mit A, = {(j,k) € {0,...,n}? j+k > n}. Da die durch

- (59) (£2)

definierte Folge (7, )nen konvergiert, gibt es zu jedem gegebenen € > 0 ein ng € N mit |r, — rp,| < € fiir

alle n > ng. Es ist

Tn = Tng = Z |aj| |bxl,

(4:k) €T
wobei die Indexmenge I',, = {(j, k) € {0,...,n}? j > ng oder k > ng} fiir n > 2ng offensichtlich die
weiter oben definierte Indexmenge A,, enthilt. Fiir n > 2ng erhalten wir also
|tn — sn| < Z laj| [bx] < Z laj| [br| = |rn — rng| <.
(J,k)EAL (4,k)€ln

Damit ist gezeigt, dass (¢, — sn )nen eine Nullfolge ist. Also konvergiert ZZOZO ¢, und hat den behaupteten
Reihenwert.

Indem man den gerade bewiesenen Teil von Satz 6.15 anwendet auf die Reihen Y07 lan|, Yoor o |bnl,

sieht man, dass auch die Reihe

> (gmu |bn_k>

n=0
konvergiert. Da fiir alle n € N gilt

len| =

n n
> arbn k| <> larl [ba-kl,
k=0 k=0

konvergiert die Reihe ) ° ¢, nach dem Majorantenkriterium (Satz 6.7) absolut. O
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In der Situation von Satz 6.15 nennt man die Reihe Y7 ¢, mit
n
Cn = Zak bp—r (neN)
k=0

das Cauchy-Produkt der Reihen Y ° jay, und > ° by

oo

Beispiel 6.16. In Beispiel 6.12(b) hatten wir gesehen, dass die Reihe )~ , %l fiir alle z € R absolut
konvergiert. Nach dem Binomialtheorem (Satz 1.6) und dem gerade bewiesenen Satz iiber die Konvergenz

von Cauchy-Produkten gilt fiir alle z,y € R

S (4

n=0 n=0 \k=0
N K (n—k)! | n! n! |’
n=0 \k=0 n=0 n=0
Also erfiillt die durch f: R =R, f(z)=>,", % definierte Funktion die Funktionalgleichung

flz+y) = f(2)f(y)

fiur alle z,y € R.
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7 Die Exponentialreihe

Die in Beispiel 6.16 eingefiihrte Funktion hat eine Reihe sehr schoner Eigenschaften.

Satz 7.1. Fir xz € R konvergiert die Reihe

o0 :L'n
Z —  (Exponentialreihe)

= n

< 20 die dargestellte Funktion. Dann gilt fir z,y € R und n € Z

absolut. Seiexp: R — R exp(r) =Y "

(i) exp(z + y) = exp(z) exp(y) (Funktionalgleichung),

(i1) exp(0) = 1,
(i) exp(—z) = exp(z) ™,
(iv) exp(z) > 0,

(v) exp(n) = exp(1)".
Beweis. Die absolute Konvergenz der Reihen und die Funktionalgleichung wurden in den Beispielen 6.12

und 6.16 begriindet. Teil (ii) gilt offensichtlich und Teil (iii) folgt aus der Beobachtung, dass

exp(x) exp(—z) = exp(0) =1

fiir alle z € R gilt. Zum Beweis von (iv) beachte man, dass
X n 20

x
exp(x)zzﬁ>a:1>0

n=0
fir alle > 0 ist und dass daher auch exp(z) = exp(—z)~! > 0 fiir alle x < 0 gilt. Fiir n € N gilt
. O

exp(n) = exp(l +...+1) = exp(1)" und exp(—n) = exp(n) ! = (exp(1)")~! = exp(1)™

Definition 7.2. Die Funktion exp : R — R,

exp(x) = ) "L,

heifit die Exponentialfunktion. Die Zahl

nennt man die Fulersche Zahl.

Man kann zeigen, dass e keine rationale Zahl ist. Zur ndherungsweisen Berechnung von e schreiben wir

N
1 " =1
B—ZE+TN+1H11 Tn41 = Z ol
n=0 n=N-+1
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und schétzen den Fehlerterm 7,41 ab

S S AU 1 1
TNt = (N+1)!( +N+2+(N+2)(N+3)+"'+(N+2)...(N+Ic)+"'>

< (1+ L, 1 +>
= (N1 N+2 (N+2?2

< (1 (3) )

1 12
(N+1)!1-4  (N+1)

Hieraus folgt, dass
N

N 1, Noq 1 2
g;_ g; TNH_T;) +(N—|—1)

fir alle N € N gilt. Man kann dies zur ndherungsweisen Berechnung von e benutzen (siche [Forster IJ):
e=2,718 281 828 459 +2- 10~ 2.

Diese Schreibweise soll bedeuten, dass der Betrag der Differenz zwischen der angegebenen Dezimalzahl

und dem wirklichen Wert von e kleiner oder gleich 2 - 10712 ist.
Satz 7.3. (i) Firxz,y € R mit © <y ist exp(x) < exp(y).

(ii) Fliir jede reelle Zahl R > 0 gibt es ein 6 > 0 so, dass exp(z) > R fir alle x € R mit x > 0 ist.
(i1) Fiir jede reelle Zahl € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit 0 < exp(x) < € fiir alle x € R mit x < —4.

(iv) Fiir alle x € [—1,1] \ {0} gelten die Ungleichungen

exp(z) — 1
T

- 1\ < la] exp(|]) < elal.

Beweis. Fiir z,y € R mit z < y gilt exp(y) = exp(z) exp(y — =) > exp(x). Dabei haben wir benutzt, dass
exp(z) > 0 und exp(y—z) > 1 gilt. Dies folgt aus Satz 7.1 bzw. aus dem Beweis dieses Satzes. Damit ist der
Teil (i) gezeigt. Zum Beweis von (ii) sei eine reelle Zahl R > 0 gegeben. Da exp(1) > 1 ist, gibt eseinn € N
mit exp(1)™ > R (Satz 3.12). Dann gilt fiir alle z > n die Abschétzung exp(z) > exp(n) = exp(1)” > R.
Ist € > 0, so gibt es nach dem gerade bewiesenen Beweisteil ein § > 0 mit exp(z) > % fiir alle z > 4. Fiir
x < —¢ ist dann exp(x) = ﬁ < ﬁ = €. Bleibt noch der Teil (iv) zu beweisen. Fiir alle 2 € R folgt
mit Satz 6.5, dass

= ||

exp(z) — 1 _1’ _

0 xn—Q x |x‘n
2 | Slel 2 gy < el exp(led):
n=2 n=0

Zusammen mit der in Teil (i) bewiesenen Montonie der Exponentialfunktion folgt die Behauptung. O
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8 Punktmengen

Fiir die Menge M = {+; n € N*} ist 1 = max(M), denn 1 € M und + < 1 fiir alle n € N*. Die Menge M

1
n+1-°

besitzt aber kein Minimum, denn zu jeder Zahl x = % € M existiert ein y € M mit y < z, etwa y =
Definition 8.1. Sei M C R eine Teilmenge von R und seien s,t € R reelle Zahlen.

(a) Die Menge M heifit nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt, falls es ein a € R gibt mit < a (bzw.

mit z > a) fiir alle x € M. Jede solche Zahl a heifit obere (bzw. untere) Schranke von M.
(b) Man nennt die Menge M beschrdnkt, wenn sie nach oben und unten beschréinkt ist.
(c) Die Zahl t heifit Supremum (oder kleinste obere Schranke) von M (geschrieben t = sup M), falls

(i) = <t fir alle x € M ist und

(i) fiir jede Zahl a € R mit = < a fiir alle x € M gilt, dass ¢t < a ist.
Man nennt s Infimum (oder grifste untere Schranke) von M, falls

(i) & > s fiir alle z € M ist und

(i) fiir jede Zahl a € R mit o > q fiir alle x € M gilt, dass s > a ist.

Aus den beiden definierenden Bedingungen folgt sofort, dass das Supremum und Infimum einer Menge,
wenn sie existieren, eindeutig bestimmt sind. Es gibt eine sehr einfache Beziehung zwischen Suprema und

Maxima sowie Infima und Minima von Mengen.

Bemerkung 8.2. Sei M C R und seien s,t € R. Dann gilt:
(i) t = max(M) genau dann, wenn ¢ = sup M ist und ¢ € M gehort.

(ii) s = min(M) genau dann, wenn s = inf M ist und s € M gehort.

Beweis. Seit = max(M). Nach Definition ist ¢ € M und ¢ > z fiir alle x € M. Ist a € R irgendeine obere
Schranke von M, so ist a > t, dat € M. Also ist t = sup M. Ist umgekehrt t = sup M und t € M, so gilt

t > x fiir alle x € M und daher ist t = max(M). Teil (ii) beweist man entsprechend. O
Fiir M C R definieren wir —M = {—z; = € M}.
Lemma 8.3. Seien M C R und t € R. Dann gilt t = sup(M) genau dann, wenn —t = inf(—M) ist.

Beweis. Sei t = sup M. Dann ist t > x fiir alle x € M und daher —t < —x fiir alle x € M. Ist ¢ € R mit
a < —z fir alle z € M, so ist —a > =z fiir alle x € M. Nach Definition des Supremums ist —a > ¢, also

a < —t. Damit ist gezeigt, dass —t = inf(—M) ist. Die umgekehrte Implikation folgt véllig analog. O
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Beschrankte Mengen brauchen weder ein Maximum noch ein Minimum zu besitzen. Mit Hilfe des Inter-
vallschachtelungsprinzips, und damit letztlich der Vollstdndigkeit von R, zeigen wir, dass sich Suprema

und Infima wesentlich besser verhalten in dieser Hinsicht.
Satz 8.4. (a) Jede nach oben beschrinkte Menge @ # M C R hat ein Supremum.
(b) Jede nach unten beschrinkte Menge @ # M C R besitzt ein Infinimum.

Beweis. Wegen Lemma 8.3 geniigt es, den Teil (a) zu beweisen.
Sei also M C R nicht leer und nach oben beschrinkt. Wir fixieren einen Punkt ag € M sowie eine obere
Schranke by von M und setzen Iy = [ag, bo]. Rekursiv kann man abgeschlossene Intervalle Iy, = [ay, bx] C R

wéhlen so, dass fiir alle k € N gilt
(1) Ir+1 C Ik,
(i) Lénge (Iy) = (3)* Linge (1),
(iii) by ist obere Schranke von M und M NI, # @.

Seien dazu Iy, ..., I; gew#hlt mit diesen Figenschaften. Ist % obere Schranke von M, so setze man

“’"T'H”“. Ist C"“T*'b" keine obere Schranke von M, so wihle man apy; = % und

ap+1 = ap und by =
bit1 = by. Sei Ipy1 = [ap41, br1)- In jedem Fall ist Linge (Ix41) = 3 Lénge (Ix) = (3)"™! Lénge (Io),
die Zahl b1 ist obere Schranke von M und I11 N M # &. Nach dem Intervallschachtelungsprinzig (Satz
5.5) gibt es ein ¢t € R mit (), [r = {t} und

lim ar =t = lim bg.
k—o0 k—o0

Ist x € M, so ist x < b, fiir alle k£ € N und damit nach Satz 4.10 auch z < ¢. Sei a € R irgendeine obere
Schranke von M. Nach Konstruktion gibt es eine Folge (zx)reny in M mit aj, < x5 < by, fiir alle k € N.
Nach dem Vergleichskriterium (Satz 4.9) und Satz 4.10 ist ¢ = limg_ o 2k < a. Damit haben wir gezeigt,
dass t = sup M gilt. O

Beispiele 8.5. (a) Ist (z,)nen eine monoton wachsende beschrinkte Folge in R, so gilt lim,, o 2, =
sup{x,; n € N}. Zur Begriindung beachte man, dass nach Satz 8.4 das Supremum ¢t = sup{z,; n € N}
existiert und dass nach Definition des Supremums zu jedem € > 0 ein ng € N existiert mit z,, >t —e.
Da die Folge (z,)neny monoton wichst, ist dann ¢ — € < z,, < z, < t und insbesondere auch

|z, — t| < e fiir alle n > ng.

(b) Ist (z,) eine monoton fallende und beschrinkte Folge in R, so gilt entsprechend lim,, o z, =

inf{z,; n € N}.

(c) Direkt oder als Anwendung von Teil (b) folgt, dass inf{1; n € N*} =0 ist.
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(d) Offensichtlich ist inf[a,b] = infla, b|= a, supla,d] = sup|a, b[= "0 fiir alle a,b € R mit a < b.
Definition 8.6. Sei @ # M C R eine Menge und sei (a,),en eine Folge in R.

(a) Ist M nicht nach oben (bzw. unten) beschriinkt, so setzt man

sup M = oo ( bzw. inf M = —o0).

(b) Man nennt

lim,, 000y, = limsupa, = lim (sup{ax; k> n}) € RU {+o00, —0o}
n—oo n—o0o

den Limes superior und

lim, , a, =liminfa, = lim (inf{ax; & > n}) € RU {400, —00}
n— oo n—oo

den Limes inferior der Folge (a,)nen. Hierbei gelte fiir die konstanten Folgen ¢,, = oo (n € N), d,, =
—o0 (n € N) definitonsgemaf

lim ¢, = o0, lim d,, = —o0.
n—oo n— oo

Als vereinfachende Konvention vereinbart man, dass < oo und z > —oo ist fiir alle z € R.

Bemerkung 8.7. Zur Wohldefiniertheit von Limes superior und Limes inferior iiberlege man sich:

(a) Fiir zwei Mengen @ # A C B gilt sup A < sup B und inf A > inf B.

(b) Ist (an)nen nicht nach oben beschrénkt, so gilt sup{ax; k& > n} = oo fiir alle n € N und damit
lim,, 00, = 0. Ist (a,)nen nach oben beschriinkt, so ist (sup{ax; k > n}),en eine monoton fallende
Folge in R und konvergiert eigentlich gegen ein s € R oder uneigentlich gegen —oo. Es ist lim,, 0@, = —00
genau dann, wenn lim,, ,~ a, = —oo gilt.

(¢c) Zu (b) entsprechende Aussagen gelten fiir den Limes inferior.
Satz 8.8. Sei (an)nen eine beschrinkte Folge in R. Dann gilt:

(a) lim,,_,o.a, = max{c € R; c ist Hiufungspunkt von (an)nen},
(b) lim,_, a, = min{c € R; ¢ ist Hiufungspunkt von (an)nen}-

Beweis. (a) Sei (a,)nen eine beschrinkte Folge in R. Aus Bemerkung 8.7(b) folgt, dass s = lim,,_sca, € R
ist. Sei € > 0. Dann gibt es nur endlich viele n € N mit a,, > s + €. Denn sonst wére nach Satz 4.10
s = limp oo sup{ag; k& > n} > s+ e. Also liegt jeder Haufungspunkt der Folge (a,)nen in (—o0, s].
Anderseits gibt es zu jedem gegebenen € > 0 unendlich viele Indizes n € N mit a,, > s — €. Denn sonst
géibe es ein ng € N mit ax, < s — € fiir alle k¥ > ng. Folglich wire sup{ax; k > no} < s — € und nach
Beispiel 8.5(b) wiirde folgen, dass s < sup{ax; k > ng} < s — e wire. Da es zu jedem e > 0 unendlich

viele n € N gibt a,, > s — € und nur endlich viele n € N mit a,, > s+ ¢, ist {n € N; a,, €]s —¢,s + €[}
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unendlich fiir alle € > 0. Also ist s ein Haufungspunkt der Folge (ay,)nen, der grofler oder gleich jedem
anderen Haufungspunkt dieser Folge ist.

(b) Entsprechend zeigt man, dass lim ay, der kleinste Haufungspunkt von (a,)nen ist. O

N—r 00

Korollar 8.9. Fine Folge (an)nen in R ist (eigentlich oder uneigentlich) konvergent genau dann, wenn

ay, ist. In diesem Fall gilt lim,,_, o a,, = lim,_,sca, = lim a

lim,, ,oca, = lim s 00 O -

T, —> 00

Beweis. Ist (ay)nen beschrinkt, so konvergiert (a,)nen nach Satz 5.8 dann und nur dann, wenn (a, )nen
genau einen Hiufungspunkt besitzt, und nach Satz 8.8 ist dies dquivalent zu lim,_yectn = lim, . Gn.
Offensichtlich stimmen in diesem Fall Limes superior und Limes inferior mit dem Limes iiberein. Bleibt
noch der Fall zu betrachten, dass (a,)neco unbeschrinkt ist. Ist (a,)nen nicht nach oben beschrinkt,
so konvergiert (an)nen (uneigentlich!) genau dann, wenn lim, ,. a, = oo ist. Dies impliziert, dass
limy, ooy = lim, . . a, = oo ist. Stimmen umgekehrt Limes superior und Limes inferior iiberein, so
ist lim,, , . a, = lim,,_sooan, = 0o und daher auch lim,, o @y, = 0.

Ist (apn)nen nicht nach unten beschrinkt, so sieht man entsprechend, dass (a,)nen konvergiert (uneigent-
lich!) genau dann, wenn lim,, o a, = —oo ist bzw. genau dann, wenn lim, o0ty = lim a, = 00

mn—o00 N

gilt. O

Im Folgenden wollen wir uns iiberlegen, wie man die Grofle (in der Mathematik spricht man von Mdch-

tigkeit) unendlicher Mengen vergleichen kann.

Definition 8.10. Eine Menge M heifit abzihlbar, falls es eine surjektive Abbildung ¢ : N — M gibt.
Offensichtlich ist eine Menge M genau dann abzihlbar, wenn es eine Folge (2, )nen in der Menge M gibt

derart, dass gilt {z,; n € N} = M.

Beispiel 8.11. (a) Jede endliche Menge {ao,...,an} ist abzdhlbar. Denn {ao,...,an} ist die Menge

der Folgenglieder der durch z,, = a, fir n=0,..., N, x, = ay fiir n > N definierten Folge.
(b) Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist abzidhlbar als Bildmenge der Folge x,, =n (n € N).

(c) Die Menge Z der ganzen Zahlen ist abzdhlbar als Bildmenge der durch zs, = n fiir n € N und

Zop—1 = —n fir n € N* definierten Folge (z,,)nen-

(d) Die Menge N? = {(i,4); i,j € N} ist abzéhlbar. Eine Folge (x,)nen mit Bildmenge N? erhiilt man,
indem man nacheinander fiir k = 0,1,2, ... die Mengen {(i,j) € N?; i + j = k} abziihlt:

(#n)nen = ((0,0),(0,1),(1,0), (0,2), (1,1),(2,0),...).

(e) Die Vereinigung abzihlbar vieler abzéhlbarer Mengen M,, (n € N) ist abziihlbar. Zum Beweis schreibe
man M,, in der Form

M, = {zpm; meN} (neN)
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und beachte, dass die durch

2 N2 — U Mna (,Lv]) = xij
neN
definierte Abbildung surjektiv ist. Da N2 nach Teil (d) abzihlbar ist, gibt es eine surjektive Abbildung

¥ : N — N2, Als Komposition surjektiver Abbildungen ist auch o : N — M, surjektiv.

neN

(f) Auch die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar. Dies folgt mit Teil (e), denn

o= J {Z pe{-n,....n} undqe{1,...,n}}

neN*

ist eine Darstellung von Q als Vereinigung abzihlbar vieler abzéhlbarer Mengen.

Bevor wir zeigen, dass R nicht abzihlbar ist, kommen wir noch einmal auf das Eindeutigkeitsproblem fiir
die Darstellung reeller Zahlen als b-adische Briiche zuriick (vgl. Satz 5.12). Wir betrachten nur den Fall
b= 10.

Lemma 8.12. Seien (ak)r>1, (bk)k>1 Folgen in {0,...,9} mit

Zak 107F = Z b 107%.

k=1 k=1
Dann gilt a, = by, fiir alle k > 1 oder es gibt ein kg € N mit ay, by, € {0,9} fir alle k > k.
Beweis. Sei ay, # by, fiir ein k € N*. Definiere

N =min{k € N*; aj, # by}

als die kleinste Zahl mit ay # by. Da alle Ziffern mit kleineren Indizes iibereinstimmen, sind

T = i ag 107F =
k=N

zwei Darstellungen derselben reellen Zahl . Ist ay < by, so folgt aus

r < ay 107N + }: 9-10—k::aN10—N-+9<§: ur*>]0—N
k=N+1 k=1

o0

by 107F
N

o0
= (an+ 1107V <by 107V < > b 1075 =1,
k=N

dass by = any + 1, ax =9 und by = 0 fiir alle £ > N gilt.

Ist ay > by, so folgt genauso, dass ay = by + 1, by =9 und ax = 0 fiir alle k > N gilt. O

Genauso wie im obigen Beweis zeigt man, dass sich zwei Ziffernfolgen (an)n>—k, (bp)n>—r in {0,...,b—1}
derart, dass die b-adischen Briiche mit diesen Ziffernfolgen dieselbe reelle Zahl darstellen, in der ersten
voneinander verschiedenen Ziffer héchstens um 1 unterscheiden kénnen und dass von dieser Stelle an in
der Ziffernfolge, in der an dieser Stelle die kleinere Ziffer steht, nur noch die Ziffer b—1 und in der anderen

Ziffernfolge nur noch die Ziffer 0 vorkommen kann.
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Satz 8.13. Die Menge R der reellen Zahlen ist nicht abzdhlbar.

Beweis. Wir nehmen an, R sei abziihlbar. Eine einfache Uberlegung zeigt, dass jede Teilmenge einer
abzéhlbaren Menge abzéhlbar ist. Also gibt es eine Folge (z,,)n>1 in R mit {z,; n > 1} =]0,1[. Die
Dezimalbruchentwicklung der Zahlen z,, (siehe Satz 5.12) hat die Form

Ty =0,0,10020n3 ... .
Da die reelle Zahl ¢ = 0,¢; ¢ c3 ... mit den Ziffern
Cp = 1, falls Akk 75 1, C = 2, falls Ak = 1,

in ]0, 1] liegt, miisste es ein n € N* geben mit ¢ = x,,. Da in der Dezimalbruchentwicklung von ¢ weder die
Zahl 0 noch die Zahl 9 vorkommt, miissten nach Satz 8.12 alle Ziffern in der Entwicklung von ¢ und von
Z,, libereinstimmen. Dies ist nicht moéglich, da ¢ so definiert wurde, dass ¢,, # ay,, ist. Dieser Widerspruch

zeigt, dass R nicht abzéhlbar ist. O
Korollar 8.14. (a) Kein Intervall Ja,b[C R mit a < b ist abzdihlbar.
(b) Die Menge R\ Q der irrationalen Zahlen ist nicht abzihlbar.

Beweis. (a) Da fiir a,b € R mit a < b die Abbildung ¢ : ]0,1[—]a,b], ¢(t) = a + t(b— a) bijektiv ist und
da ]0, 1] nach dem letzten Beweis nicht abzihlbar ist, kann auch das Intervall ]a, b[ nicht abz&hlbar

sein.

(b) Nach Beispiel 8.11(f) ist Q abzdhlbar und nach 8.11(e) ist insbesondere die Vereinigung zweier ab-
zéhlbarer Mengen abzéhlbar. Die Annahme, dass R \ Q abzihlbar ist, wiirde zu dem Widerspruch
fithren, dass auch R = QU (R \ Q) abzéhlbar wére. O
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9 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

Wir erinnern noch einmal an einige wichtige Begriffe und Schreibweisen fiir reellwertige Funktionen.

Definition 9.1. Sei D eine beliebige nicht leere Menge. Eine (reellwertige) Funktion auf D ist eine

Abbildung f: D —» R,z — f(z). Man nennt

(a) D den Definitionsbereich von f,

(b) f(D)={f(z); x € D} das Bild von f (man schreibt auch Im f oder ran f statt f(D)),
(¢c) G(f) ={(=, f(z)); x € D} C D x R den Graphen von f.

Fiir eine Menge B C R heifit f~1(B) = {z € D; f(z) € B} das Urbild von B unter f.

Beispiele 9.2. (a) Sei ¢ € R fest. Man nennt f : R = R, z — ¢ die konstante Funktion mit Wert ¢

(geschrieben: f = c¢).
(b) Die Abbildung idg : R — R, = — x heifit die identische Funktion auf R.
(c) Die Betragsfunktion auf R ist definiert durch f: R = R, f(z) = |z|.

(d) Eine Funktion der Form
p:R—=R, plx) =a+az+...+a,2"”

mit fest vorgegebenen reellen Zahlen ag, ..., a, heiit Polynomfunktion auf R.

(e) Seien p,q Polynomfunktionen auf R mit ¢ # 0 und sei D = {z € R; ¢(z) # 0}. Dann heif}t

r: D — R, T(gc):zg;

eine rationale Funktion (auf D).

(f) Die Funktion /- : Ry — R, 2+ /& heift Wurzelfunktion (siche Satz 5.5).

(g) In §7 haben wir die Ezponentialfunktion exp : R — R, exp(x) = > ¢ fT' definiert.

n=0

Ist f: D — R eine Funktion und ist @ # Dy C D eine nicht leere Teilmenge, so nennt man die Funktion

Dy — R, x— f(x) die Einschrinkung von f auf Dg (geschrieben: f|p,).
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Definition 9.3. (a) Seien f,g: D — R Funktionen, o € R. Dann definiert man Funktionen
f+9:D—=R, af : D—->R, f¢g:D—->R
durch
(f+9)(@) = f(z) +9(z), (af)(z) =af(z), (f9)(z)= f(x)g(x).

Fir D' = {z € D; g(z) # 0} # 0 definieren wir g : D" — R durch (5)(35) = J;Eg

(b) Sei D eine beliebige Menge und sei E C R. Sind f: D —» R, g: E — R Funktionen mit f(D) C E,
so heifit die durch
gof:D =R, (gof)(x)=g(f(x))

definierte Funktion die Komposition von f und g.

Bemerkung 9.4. Alle rationalen Funktionen lassen sich gewinnen, indem man die Operationen aus
Definition 9.3(a) endlich oft auf die konstante Funktion f = 1 und auf die identische Funktion idg

anwendet.

Beispiel 9.5. Fiir z € R mit |z| < 1 gilt

e n

>
|

— nl

Folglich erhdlt man fiir z, 29 € R mit |z — 2| < 1

n—1
|exp(z) — 1] = ',

o0
|z
<z T < lzlexp(lz]) < efal-
n=1

|exp(z) — exp(zo)| = exp(zo)| exp(x — x0) — 1| < exp(zo + 1)|z — 0.

)

Ist (2, )nen eine Folge in R mit (z,) (g z, so gibt es daher ein ng € N mit

|exp(zy) — exp(x)| < exp(z + 1)|x, — 2

fiir alle n > ng. Also konvergiert fiir jede Folge (z,,)nen im Definitionsbereich der Exponentialfunktion

mit lim,_,o , = x die Bildfolge (exp(zy))nen gegen exp(x).

Seien D C R und a € RU {Z00}. Man nennt a approzimierbar in D, falls mindestens eine Folge (a,)nen

in D existiert mit lim,, .. a,, = a.

Definition 9.6. Seien D C R, f: D — R eine Funktion und sei a € R U {+co} approximierbar in D.
Fiir ¢ € RU {+£o0} schreibt man
lim f(z) = ¢,

r—a

falls fiir jede Folge (2, )nen in D mit lim, o x, = a gilt

lim f(z,) =c.

n—oo
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Man schreibt lim, |, f(z) = ¢, falls lim; 4 f|pn(a,00) (%) = ¢ gilt, und entsprechend

211:{11 f(iL’) = ¢ falls mh_rg leﬂ(—oo,a) (1’) = cist,
Th;r;l f(x) = ¢, falls g}igéfbﬁ(m{a})(x) = c ist.

Ausfiihrlich bedeutet die Schreibweise lim, |, f(x) = ¢ also, dass mindestens eine Folge (z,,)nen in D mit
Zpn > a fiir alle n € N und lim,,—, o ,, = a existiert und dass lim, . f(x,) = c ist fiir jede solche Folge

(zn)nen in D. Entsprechendes gilt fiir die anderen Félle.

Beispiel 9.7. (a) Fiir a € R ist lim,_,, exp(xz) = exp(a). Dies folgt direkt aus Beispiel 9.5. Nach Satz
7.3(ii) und (iii) gilt

lim exp(z) =oound lim exp(xz)=0.
T—r00 T—r—00

(b) Fir a € Ry gilt limgzq+z = y/a. Zum Beweis sei (a,)nen eine beliebige Folge in Ry mit
lim, o a, = a. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass a > 0 ist. Dann gibt es ein ng € N mit
a, > § fiir alle n > ng. Aus der strengen Monotonie der Quadratfunktion (Folgerung 3.5) folgt, dass

auch +/a,, > \/g ist fiir n > ng. Wegen

lan, — al lan, —al n

Vi tva T J5+va

ist limy, o0 /@n, = v/a. Sei a = 0. Wiirde (‘/an)nEN nicht gegen 0 konvergieren, so gébe es ein ¢ > 0

|[Van = Va| = 0

mit /a,, > e fiir unendlich viele n € N. Dann wiire aber auch a,, > €? fiir unendlich viele n € N im

Widerspruch zur Voraussetzung, dass lim, ., a, = a = 0.
(c) Sei f:R =R, f(x) = [z] (vgl. Satz 3.15). Dann gilt fiir n € Z

lim f(z) =n= f(n), im f(z) =n— 1.

zln ztn

Der Grenzwert lim,_,,, f(z) existiert nicht.

(d) Seip(z) =a"+ax" "t +...4+a,_12+a, eine Polynomfunktion mit n € N*. Dann ist lim, . p(z) =
oo und

lim p(z) = oo fiir n gerade, lim p(x) = —oo fiir n ungerade.
r—r—00 xr—r—00

Zum Beweis der ersten Behauptung definieren wir

¢ =2nmax{|ai],...,|an|,1}.
Fiir « > ¢ gilt dann
a1 ao an lar|  |a2] an| 1 1 1
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und daher
o aq (7% 1 n 1 (z—00)
p(z) =x (1+;+...+x—n) 2515 — 0.
Die Behauptungen fiir x — —oo folgen aus dem gerade bewiesenen Teil, indem man die Polynom-

funktion p(z) schreibt als p(z) = (—1)" ¢(—x) mit
qz) = 2" —a1z"t Fagr" 2 — 4 (=) a1z + (—1)"ay.
Satz 9.8. Sei D C R und sei a € RU {£oo} approzimierbar in D. Seien f,g: D — R Funktionen und

a € R so, dass die Grenzwerte

c¢=lim f(z) € R, d = lim g(z) € R

r—a T—a

existieren. Dann gilt:

(a) lim, o (f + g)(z) = c+d, lim, . (af)(z) = ac,
(b) lim,(f9)(x) = cd,

(¢) im Falle d # 0 gilt lim,_,, (g) () = §.

Beweis. Alle Behauptungen folgen direkt aus der Definition der Konvergenz von Funktionen (Definition
9.6) und den Grenzwertsitzen fiir Folgen (Satz 4.7). Sei etwa (2, )nen eine Folge in D mit lim,, o, z, = a.
Dann gilt lim,,—, f(2,) = ¢ und lim,—, g(x,,) = d. Im Falle d # 0 gibt es ein ng € N mit g(z,) # 0
fiir alle n > ng. Insbesondere ist a auch approximierbar in D’ = {& € D; g(z) # 0} unter dieser

Voraussetzung. Mit den Grenzwertsitzen (Satz 4.7) folgt,dass

Jim (f-g)(wn) = lim (f(zn) - g(zn)) = c-d,
T (f +g)@) = D (f(ea) +g(ea) = c +d,
lm (af)@,) = lim (af(z,) = ac,
Jm (D) = i T =0
n>ng \9 n>10 (rn) d
wobei die letzte Aussage fiir d # 0 und jedes ny wie oben beschrieben gilt. O

Satz 9.9 (Kettenregel fiir Grenzwerte). Seien D, E C R und f : D — R, h : E — R Funktionen mit
f(D) C E. Sind a,c,d € RU{£o0} so, dass

lim f(z) = ¢ und lim h(z) =d

T—a r—c

gilt, so ist lim,_,4(ho f)(z) =d.

Beweis. Fiir jede Folge (zp)peny in D mit lim, ooz, = a ist (f(xn))nen eine Folge in E mit
lim,, o f(zn) = ¢. Aus der Voraussetzung fiir h folgt, dass lim,, o (h o f)(z,) = lim, oo A(f(zn)) = d
ist. O
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Definition 9.10 (Stetigkeit). Seien D C R, f: D — R eine Funktion und a € D. Die Funktion f ist

definitionsgemif stetig in a, falls

lim f(2) = f(a)

gilt. Man nennt f stetig auf D, wenn f stetig in jedem Punkt aus D ist.

Beispiele 9.11. (a) Die konstanten Funktionen f = ¢ (¢ € R) und die identische Funktion idg sind

stetig auf R.
(b) Aus Beispiel 9.7(a) folgt, dass die Exponentialfunktion exp : R — R, 2 +— exp(z) stetig auf R ist.

(c) Nach Beispiel 9.7(b) ist die Wurzelfunktion /- : Ry — R, z — /z stetig auf ganz R.
Aus den oben bewiesenen Sétzen iiber das Grenzwertverhalten zusammengesetzter Funktionen erhélt

man Erhaltungssétze fiir die Stetigkeit.

Satz 9.12. Seien D,E CR, f,g: D = R, h: E — R Funktionen und seien a € D,a € R. Dann gilt:
(a) Sind f,g stetig in a, so sind auch f + g, af und fg stetig in a.

(b) Sind f,g stetig in a und ist g(a) # 0, so ist auch 5 stetig in a.

(c) Ist f(D) C E und sind f stetig in a, h stetig in f(a), so ist ho [ stetig in a.

Beweis. Die Teile (a) und (b) folgen direkt aus Satz 9.8 mit ¢ = f(a) und d = g(a). Teil (¢) folgt aus
Satz 9.9 mit ¢ = f(a) und d = h(f(a)). O

Beispiele 9.13. (a) Nach Beispiel 9.11(a) und Satz 9.12(a) sind alle Polynomfunktionen stetig auf ihrem

ganzen Definitionsbereich R.

(b) Nach Teil (a) und Satz 9.12(b) sind alle rationalen Funktionen stetig auf ihrem ganzen Definitions-

bereich.

(¢) Die Betragsfunktion R — R, x — |z| ist stetig. Dies folgt entweder direkt als Anwendung der
Dreiecksungleichung
|z = lal| <z —af (2,0 €R)

2

oder indem man Satz 9.12(c) anwendet auf die stetigen Funktionen f : R — R, z +— x* (mit

fR) € Ry) und h : Ry — R, h(z) = /z. Nach Satz 9.12 ist die Komposition R — R, z
h(f(x)) = Va2 = |z| stetig.

(d) Nach Satz 9.12(d) sind mit jeder Polynomfunktion p auch die Funktionen
R >R, z—exp(p(z)) und R—=R, z+— plexp(z))

stetig.
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10 Eigenschaften stetiger Funktionen

Wir haben gesehen (Satz 5.4), dass die Gleichung 22 = c fiir jede positive reelle Zahl ¢ > 0 eine eindeutige
Lésung = in R hat. Bleibt dieses Resultat richtig, wenn man den Exponenten 2 durch eine beliebige
ganze Zahl p € Z \ {0} ersetzt? Wegen der strengen Monotonie der Funktion (siehe Folgerung 3.5 und
Satz 3.6(b))

R} = R, 2P
hat die Gleichung 2P = c fiir ¢ > 0 hochstens eine Losung in R%. Aus der Funktionalgleichung der

Exponentialfunktion (Satz 7.1) folgt, dass die Gleichung fiir reelle Zahlen der Form ¢ = exp(z), = € R,

exp <Z)p = exp (p;) = exp().

Um zu zeigen, dass die Gleichung fiir jedes vorgegebene ¢ € R eine Losung in R} besitzt, wiirde es also

immer eine Losung in R besitzt:

geniigen zu zeigen, dass exp(R) = R ist. Da die Exponentialfunktion stetig ist und nach Beispiel 9.7(a)

lim exp(z) =0und lim exp(z) = o0
T——00 T—00

gilt, geniigt es daher den folgenden allgemeinen Satz iiber stetige Funktionen zu beweisen.

Satz 10.1 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € R mit a < b, sei f : [a,b] = R stetig und sei ¢ € R eine
reelle Zahl mit

min{f(a), f(b)} < ¢ < max{f(a), f(b)}.
Dann gibt es eine Zahl t € [a,b] mit f(t) = c.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass

min{f(a), f(b)} < ¢ < max{f(a), f(b)}

gilt, denn sonst ist ¢ = f(a) oder ¢ = f(b).
Wir betrachten zunéchst den Fall, dass f(a) < f(b) ist. Da die Menge

M = {z € la,b]; f(z) <c}

nicht leer und nach oben beschrinkt ist, existiert das Supremum ¢ = sup M (Satz 8.4). Offensichtlich ist
t € [a,b]. Wihle fiir jedes n € N* ein x,, € M mit t—% < x. Daauch x,, < tist fiir allen > 1, ist (2, )nen
eine Folge in [a, b] mit lim,, o, z, = t. Aus der Stetigkeit von f in ¢ folgt, dass f(¢) = lim, e f(x,) ist.
Wegen f(x,) < c fiir alle n ist auch f(¢) < c. Insbesondere ist ¢t < b. Sei (yn)nen eine Folge in ¢, b] mit
lim;, 00 Y = t. Dann ist f(t) = lim, 00 f(yn) > ¢, da f stetig ist in t und y,, ¢ M ist fiir alle n € N.
Insgesamt haben wir gezeigt, dass f(t) = c ist.

Ist f(a) > f(b), so folgt die Existenz der gesuchten Stelle ¢ € [a,b], indem man den gerade bewiesenen

Teil anwendet auf die stetige Funktion —f : [a,b] — R und auf —c statt c. O

54



Im Beweis des Zwischenwertsatzes haben wir die Existenz von Suprema fiir nach oben beschréankte Mengen

M C R und damit die Vollstéandigkeit von R benutzt.

Korollar 10.2. Seip € Z\ {0}. Dann hat die Gleichung
2 =c
fiir jede positive reelle Zahl ¢ € RY genau eine Lisung in RY .

Beweis. Zu ¢ € R gibt es nach Satz 7.3(ii) und (iii) reelle Zahlen a,b € R mit exp(a) < ¢ < exp(b).
Nach dem Zwischenwertsatz (Satz 10.1) angewendet auf die stetige Funktion exp : [a,b] — R gibt es ein
t € [a,b] mit exp(t) = c. Dann ist x = exp(%) die eindeutige Losung der Gleichung 2P = ¢ in R¥. O
Definition 10.3. Eine Funktion f : D — R heifit (nach oben, nach unten) beschrinkt genau dann, wenn

die Menge f(D) C R (nach oben, nach unten) beschrinkt ist.

Satz 10.4. Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R stetig. Dann gilt:
(a) f ist beschrinkt,

(b) es gibt s,t € [a,b] mit f(s) = min f([a,d]) und f(t) = max f([a,b]),

(¢) f([a,b]) = [min f([a, b]), max f([a, b])].

Beweis. (a) und (b). Sei A = sup f([a,b]). Dann ist A € RU {oo} und es gibt eine Folge (2, )nen in
[a, b] mit lim, o f(x,) = A. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$ (Satz 5.7) und Satz 4.13 besitzt die
Folge (2, )nen eine konvergente Teilfolge (z, )nen. Der Grenzwert ¢ dieser Teilfolge liegt nach Satz 4.10

im Intervall [a,b]. Da f stetig in ¢ ist, folgt

£(t) = lim f(oy,) = lim f(z,) = A

n—o0
Also ist A € R und sup f([a,b]) = f(t) = max f([a,d]).

Die Beschrinktheit von f nach unten und die Existenz einer Zahl s € [a,b] mit f(s) = min f([a, b]) kann
man dhnlich zeigen. Alternativ kann man auch den gerade bewiesenen Teil der Behauptung auf die stetige
Funktion —f : [a,b] — R anwenden.

(c). Offensichtlich gilt f([a,b]) C [min f([a,d]), max f([a,d])]. Zum Beweis der umgekehrten Inklusi-
on wéhle man s,¢t wie in (b) und wende den Zwischenwertsatz (10.1) an auf die stetige Funktion

f‘[min(s,t),max(s,t)]~ O

Die Abgeschlossenheit des Intervalls [a, b] ist eine wesentliche Voraussetzung in Satz 10.4. So ist etwa die

Funktion
FR0 SR, @)=

stetig, aber wegen f(]0,1]) = [1, c0) nicht beschréinkt.
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Satz 10.5 (e-0-Kriterium). Seien D C R, f: D — R eine Funktion und a,c € R reelle Zahlen.

(a) Ist a approzimierbar in D, so istlim,_,, f(x) = ¢ genau dann, wenn fir jedes € > 0 ein & > 0 existiert

so0, dass |f(x) — c| < € ist fir alle x € D mit |x — a] < 6.

(b) Ist a € D, so ist [ stetig in a genau dann, wenn fir jedes e > 0 ein & > 0 existiert so, dass

|f(z) = f(a)] < € ist fir alle x € D mit |z — a|] < 4.

Beweis. Offensichtlich folgt Teil (b) direkt aus Teil (a). Sei also a approximierbar in D. Wir setzen
zunéichst voraus, dass lim,_,, f(x) = ¢ ist. Sei € > 0. Wiirde es dazu kein § > 0 wie im Satz beschrieben
geben, so giibe es fiir jede natiirliche Zahl n > 1 ein z,, € D mit |z, —a| < %, aber |f(z,) — ¢| > e
Dann wére aber a = lim,, o, =, und nach Definition der Konvergenz von Funktionen wiirde folgen, dass
¢ = limy, 00 f(2n) ist oder dquivalent lim, o (f(2,) — ¢) = 0. Dieser Widerspruch zeigt, dass es zu
jedem € > 0 ein § > 0 mit den in Teil (a) beschriebenen Eigenschaften gibt.

Sei umgekehrt die in Teil (a) beschriebene e-J-Bedingung erfiillt und sei (z,)nen eine Folge in D mit
lim;, 00 &, = a. Wir miissen zeigen, dass lim,, o f(z,) = ¢ ist. Zu € > 0 gibt es nach Voraussetzung ein
d > 0 mit f(DNja -6, a+0[) Clc—¢€, c+ €[. Zu diesem 6 > 0 existiert ein ng € N mit |z, — a| < ¢ fir

alle n > ng. Dann gilt aber |f(z,) — ¢| < € fiir alle n > ng. Also konvergiert (f(z,))nen gegen c. O

Bemerkung 10.6. (a) Sei f : D — R eine Funktion auf D C R und sei @ € D approximierbar in D\ {a}.
Aus Teil (a) von Satz 10.5 folgt, dass f stetig in a ist genau dann, wenn limﬁzg f(z) = f(a) ist.

(b) Seien f,g : D — R Funktionen auf D C R und sei a € D. Gibt es ein 7 > 0 so, dass f = g auf
DNlja—r,a+7[ gilt, so ist die Stetigkeit von f im Punkt a dquivalent zur Stetigkeit von g in a. Dies folgt

aus der Definition der Stetigkeit (Definition 9.10) oder genauso einfach aus dem e-§-Kriterium.

Ist f: D — R stetig auf D C R und ist @ € D, so hiingt das zu € > 0 gemif Satz 10.5(b) gewihlte
0 > 0 nicht nur von €, sondern auch von a ab. Als niichstes betrachten wir Funktionen, fiir die man §

unabhéngig von der jeweiligen Stelle a € D wéhlen kann.

Definition 10.7. Sei D C R. Eine Funktion f : D — R heifit gleichmdf$ig stetig, falls fiir jedes ¢ > 0 ein
d > 0 existiert mit |f(z) — f(y)| < € fur alle z,y € D mit |z —y| < 0.

Satz 10.8. Seien a,b € R mit a < b. Dann ist jede stetige Funktion f : [a,b] — R gleichmdfig stetig.

Beweis. Sei f : [a,b] — R stetig. Wir nehmen an, dass f nicht gleichmiflig stetig ist. Dann gibt es ein
e > 0 so, dass zu jedem § > 0 Elemente x,y € [a,b] mit |z —y| < § und |f(z) — f(y)| > € existieren.
Insbesondere gibt es zu jedem n € N* Elemente x,,, 4, € [a,b] mit |z, —y,| < L und |f(z,) — f(yn)| > €.
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz 5.7) und Satz 4.13 hat die Folge (2, )nen eine konvergente
Teilfolge (zk, )nen- Sei ¢ = lim, o zk,, . Nach Satz 4.10 ist z € [a, b]. Wegen

[Tk, — Yk, | <



konvergiert auch die Folge (yi, )nen gegen x. Da f stetig ist in z, erhalten wir, dass lim, o f(2g,) =
f(z) = limp 00 f(yk,) ist. Dies ist nicht moglich, da wir die Folgen (z,)nen und (yn)nen so gewéhlt
haben, dass |f(zk,) — f(yk, )| > € ist fiir alle n. Also ist unsere Annahme, dass f nicht gleichméBig stetig
ist, falsch. O

Im Allgemeinen brauchen stetige Funktionen nicht gleichméfig stetig zu sein. So ist etwa die Funktion

f:0,1] = R, f(x) = 2 stetig, aber nicht gleichmiiBig stetig. Wire f gleichmiilig stetig, so miisste es zu

x

e =1ein § > 0 geben mit | f(z) — f(y)| < 1 fir alle z,y €]0, 1] mit |x —y| < 0. Fiir dieses § wiirde es aber

ein ng € N geben mit ‘l - %! < 6 fiir alle n > nyg. Dies ist nicht méglich, da sonst n = |f(5)— f(2)| < 1

n

sein miisste fiir alle n > ng.
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11 Logarithmus und allgemeine Potenzen

Bevor wir uns mit den Eigenschaften von Umkehrfunktionen und insbesondere mit der Umkehrfunktion

der Exponentialfunktion exp : R — R’ beschiiftigen, erinnern wir an den Begriff der strengen Monotonie.
Definition 11.1. Eine Funktion f : D — R auf einer Menge D C R heifit

(i) (streng) monoton wachsend, falls fiir alle z,y € D mit < y gilt f(x) < f(y) (bzw. f(z) < f(y) im

streng monoton wachsenden Fall),

(ii) (streng) monoton fallend, falls fiir alle x,y € D mit z < y gilt f(z) > f(y) (bzw. f(z) > f(y) im

streng monoton fallenden Fall),
(iii) (streng) monoton, falls sie (streng) monoton wachsend oder fallend ist.

Streng monotone Funktionen f : D — R sind immer injektiv. Fiir stetige Funktionen auf abgeschlossenen,

endlichen Intervallen gilt auch die Umkehrung.

Satz 11.2. Seien a,b € R mit a < b. Eine stetige Funktion f : [a,b] — R ist streng monoton genau dann,

wenn sie injektiv ist.

Beweis. Zum Beweis der nicht trivialen Richtung setzen wir voraus, dass f injektiv ist. Wir wollen zeigen,
dass f streng monoton ist. Es geniigt, den Fall f(a) < f(b) zu betrachten. Denn mit f ist auch — f injektiv
bzw. streng monoton. Sei also f(a) < f(b). Wir nehmen an, dass f nicht streng monoton ist. Dann gibt
es x,y € [a,b] mit < y und f(x) > f(y). Wegen der vorausgesetzten Injektivitidt von f ist f(x) > f(y).
Wire f(y) < f(a), so gébe es wegen f(y) < f(a) < f(b) nach dem Zwischenwertsatz (Satz 10.1) ein
t €ly,b[ mit f(t) = f(a) im Widerspruch zur Injektivitiat von f. Also ist f(a) < f(y) < f(z) und mit dem
Zwischenwertsatz wiirde folgen, dass ein ¢ € [a, ] existiert mit f(¢) = f(y). Wegen x < y widerspricht

auch dies der Injektivitat von f. Also war die Annahme, dass f nicht streng monoton ist, falsch. O
Nach Satz 7.3 ist die Exponentialfunktion
exp: R — R}

streng monoton wachsend und damit injektiv. Im Beweis von Korollar 10.2 haben wir mit dem Zwischen-

wertsatz gezeigt, dass exp(R) = R ist. Als bijektive Funktion hat exp : R — R eine Umkehrfunktion
exp ! RY — R, exp !(y) = z, falls 2 € R ist mit exp(z) = y.

Wir schreiben

log =exp ! R} =R
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fir die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion. Fiir a € R und p € Z gilt (siehe Satz 7.1)
a? = exp(loga)? = exp(ploga).

Da die rechte Seite fiir beliebige reelle Zahlen p Sinn macht, kann man umgekehrt versuchen, Potenzen

mit beliebigen reellen Exponenten durch die obige Formel zu definieren.

Definition 11.3. (a) Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
log =exp ' : RY — R
heifit der (natirliche) Logarithmus.

(b) Fiir @ > 0 und = € R definiert man

a” = exp(zloga).
(¢) Fiir a > 0 und ¢ € N* setzt man (vergleiche Korollar 10.2)
1 1
Va = a7 = exp <loga> )
q

Wir hatten die Eulersche Zahl e definiert durch e = exp(1). Mit Teil (a) und Teil (b) der obigen Definition
folgt daher, dass

e’ = exp(xloge) = exp(x)
fiir alle z € R gilt.

Satz 11.4. Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend (bzw.
fallend). Dann gilt mit A = f(a), B = f(b):

(a) f bildet [a,b] bijektiv auf [A, B] (bzw. auf [B, A]) ab.

(b) Die Umkehrfunktion f=' :[A, B] — [a,b] (bzw. f=1: [B, A] — [a,b]) ist stetig und streng monoton
wachsend (bzw. fallend).

Beweis. Der Teil (a) folgt direkt aus der strengen Monotonie und dem Zwischenwertsatz (Satz 10.1) (siche
auch Korollar 10.4).

Da f~1(y) = (—f)"(~y) fiir alle y € f([a,b]) gilt, geniigt es, Teil (b) zu beweisen fiir den Fall, dass
f streng monoton wichst. Mit f ist auch f~! streng monoton wachsend. Denn sind y1,%2 € [A, B] mit
y1 < 2, so wiirde aus der Annahme, dass (f~1)(y1) > (f~1)(y2) ist, der Widerspruch y; = f(f~*(y1)) >
F(f~Y(y2)) = yo folgen. Bleibt noch die Stetigkeit von f~! zu zeigen. Sei dazu (y,)nen eine Folge in
[A, B], die gegen ein y € [A, B] konvergiert. Seien z,,z € [a,b] die eindeutigen Zahlen mit f(z,) = yn
und f(z) = y. Es geniigt zu zeigen, dass lim,,_,o, 2, = x ist. Wir nehmen an, dass dies falsch ist.

Mit dem Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz 5.7) und mit Satz 5.8 folgt, dass (zy, )nen einen Haufungspunkt
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a’ # x besitzt. Nach Satz 4.13 hat (2, )nen eine konvergente Teilfolge (2, )nen mit Limes a’. Da f stetig

in 2’ ist, erhalten wir

f@) = lim fleg,) = lim gy, =y = f(z)

n—oo
im Widerspruch zur Injektivitit von f. Also konvergiert (f~1(yn))nen = (n)nen gegen x = f~1(y).
Damit ist die Stetigkeit von f~! gezeigt. O

Als Anwendung erhalten wir insbesondere die Stetigkeit der Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.

Satz 11.5. Der natiirliche Logarithmus log : R} — R ist stetig und streng monoton wachsend mit

log(1) =0 und
(i) log(zy) = logx + logy fiir alle z,y > 0,
(i) lim, 0 logz = —o0, lim,_, loga = oo,
(i) ’”T_l <logx <z —1 fir alle x > 0.

Beweis. Aus Satz 7.3 folgt, dass

(@

= lexp(—n), exp(n)].

n=1

Da die Stetigkeit nach Bemerkung 10.6(b) eine lokale Eigenschaft ist, geniigt es zum Beweis der Stetigkeit
des Logarithmus zu zeigen, dass log : [exp(—n), exp(n)] — R stetig ist fiir alle n € N*. Die Stetigkeit
dieser Funktionen folgt aber direkt aus Satz 11.4. Es geniigt diesen Satz anzuwenden auf die stetigen
streng monoton wachsenden Funktionen exp : [-n,n] — R. Das gleiche Argument zeigt auch, dass der
Logarithmus streng monoton wéchst.

Teil (i) folgt wegen der Injektivitéit der Exponentialfunktion aus der Beobachtung, dass fiir alle 2,y > 0
gilt

exp(logz + logy) = exp(log z) exp(log y) = zy = exp(log(zy)).

Zum Beweis des ersten Teils von (ii) fixieren wir eine Folge (2, )nen in RY mit lim, o , = 0. Wiirde
(log ) nen nicht gegen —oo konvergieren, so giibe es ein R > 0 mit logxz, > —R fiir unendlich viele
n € N. Hieraus wiirde folgen, dass z,, = exp(logx,) > exp(—R) > 0 wire fiir unendlich viele n € N
im Widerspruch zur Voraussetzung, dass (x,) gegen 0 konvergiert. Also gilt lim,_,ologz = —oo. Vollig
analog folgt, dass lim, . logx = oo ist.

Fiir den Beweis der Ungleichungen in (iii) diirfen wir voraussetzen, dass x # 1 ist. Sei « > 1 und sei

Yy = % — 1. Dann ist
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Da log  monoton wichst, folgt x — 1 = log(e*~!) > log z.
Wegen z > 1 ist y € | — 1,0[ und

n=2
Folglich gilt
1 1

<7:
ey — 14y o

el

8=

und daher
rz—1

= log e=3) < log x.
Damit sind fiir # > 1 beide Ungleichungen in (iii) gezeigt. Fiir 0 < < 1 ist £ > 1 und daher
1_

1—
1l—z= ac.

1 1
T §log<>log:c§1
< x x x

Damit ist auch in diesem Fall die Giiltigkeit beider Ungleichungen bewiesen. O
Satz 11.6 (Allgemeine Potenzen). Es gilt:
(a) Fiir a > 0 ist die Funktion R — R, x — a® stetig.
(b) Fiir x € R ist die Funktion R — R, a — a” stetig.
(¢) Fiir x,y € R und a,b > 0 gilt
a*a? = a"tY, (a*)¥ =a"?

1\* 1
b, (=] =a ==
@, (3) ==

Beweis. Da nach Satz 9.12(c) Kompositionen stetiger Funktionen stetig sind, folgen die Teile (a) und (b)

)
3

SH
5

Il

aus der Stetigkeit von Exponentialfunktion und Logarithmus sowie der Darstellung
a® = exp(zloga).
Zum Beweis von (c¢) beachte man, dass fiir z,y € R und a > 0 gilt
a®a¥ = exp(zloga)exp(yloga) = exp((z + y)loga) = a*1¥.
Wegen a® = exp(zloga) ist log(a®) = xloga und daher
(a®)? = explylog(a®)) = exp(rylog a) = a®.

Fiir a,b > 0 und = € R folgt mit Satz 11.5(i)

a®b”

exp(x log a) exp(x log b) = exp(z(loga + logd))

exp(z log(ab)) = (ab)”
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und

(1>$ — e (ac log i) — exp((—z)loga) =a—* = —~ - L

exp(zloga) a®

Damit sind alle Teile von Satz 11.6 bewiesen. O
Wir beenden diesen Abschnitt mit der Berechnung einiger wichtiger Grenzwerte.

Beispiele 11.7. (a) Fiir alle k € N ist lim; 0o ;—z = 0.

. .. o, o k+1 (z—
Beweis. Fiir x > 0 gilt ;—k > mzx—k (z—of) 0.

(b) Fiir alle k € N ist lim, o, z¥e~% = 0.

(x—00)

Beweis. Es gilt #Fe=® = 1/(e®/2¥) "—=" 0 nach Teil (a).
(c) Fiir jedes a € RY gilt lim, g % = 0 und lim, o 27 = oo.
Beweis. Mit der Kettenregel fiir Grenzwerte (Satz 9.9) erhéilt man

0 < 2% = exp(alog z) (49 0,

denn nach Satz 11.5 ist lim,|¢(alogz) = —oo und nach Satz 7.3 gilt lim,_, . expx = 0. Die zweite

Behauptung folgt aus der ersten

1 (=
g = —
xa
(d) Fiir jedes a € RY gilt lim, o k;"iz =0.
Beweis. Wir schreiben
logz 1 alogx 1
s = Lh(s@)
x a exp(alogz) «

mit f: R} = R, f(zr)=alogzund h: R = R, h(z) = ﬁ(z). Dann folgt die Behauptung wegen

lim f(z) =00 und lim h(z) @y

r—00 T—00
aus der Kettenregel fiir Grenzwerte (Satz 9.9).

(e) Fiir jedes a € RY ist lim, o(2® logz) = 0.

Beweis. Die Behauptung folgt aus der Kettenregel (Satz 9.9) unter Benutzung von Teil (d)

1 1 T
(Zgl()z ) @9

x¥logx = —
(f) Es gilt limg o =l =1,
Beweis. Nach Satz 7.3(iv) gilt fur 0 < |z| <1

e’ —1 z—0)

- 1’ < |zle @20y,
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(g) Esist lim, o ¥/n=1.
Beweis. Dies folgt aus Teil (d), denn

1
Un = exp (n log n) (n2se) exp(0) = 1.
(h) Fiir jede reelle Zahl ¢ > 0 gilt lim,, o /c=1.

Beweis. Fiir ¢ > 0 ist limy, o0 /¢ = limy,—, exp( log ¢) = exp(0) = 1.

logz _
—1 = L.

(i) Es gilt hm”;’ll
Beweis. Nach Teil (iii) in Satz 11.5 gilt

r—1

<logzr<z-1

fiir alle x > 0. Folglich gilt fiir x > 1

1_logz

r  x—17"
und fiir z € (0,1)

1 log x

- > > 1.

z  x—17

Wegen lim,_,; % = 1 erhalten wir die Behauptung zunichst fiir die einseitigen Grenzwerte

. logzx . logzx
lim =1=1Ilm .
zll X — 1 Tl *r — 1

Mit dem e-0-Kriterium fiir Grenzwerte (Satz 10.5(a)) folgt hierhaus leicht die Behauptung.
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12 Komplexe Zahlen

Wir fassen R als Teilmenge von R? auf vermége der Identifizierung
R={(z,0); € R} C R?

und setzen die Addition und Multiplikation von R fort zu Verkniipfungen

+ RZxR*=R? (2,9)+(@y) = (@+2,y+Yy),

(R?2 X R? =5 R2, (2,y) - (2,y) = (za/ —yy' 2y +ya).

Man priift leicht nach, dass (R?, +,-) ein Korper ist, das heifit die Verkniipfungen + und - sind assoziativ,
kommutativ, distributiv und (R?,+), (R?\{(0,0)},-) haben neutrale Elemente und Inverse im Sinne von
Definition 2.1. Man nennt (R?, +,-) den Korper C der komplexen Zahlen.

Schreibt man « statt (x,0) und i statt (0, 1), so gilt fiir alle z,y, 2,y € R

(1) i =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1,
(2) (2,y) = (2,0) + (0,y) =z + (0,1)(y,0) = = + iy,
(3) (x+ay) (@' +iy) = (xa' —yy', vy +ya') = (x2’ —yy') +i(zy’ + ya'),

T—1iyY

(4) w-&iy - (w-&-iz;(?—iy) T Ty T inyQ o izQ-?{-y‘" fiir (z,y) # (0,0).

Definition 12.1. Fiir z = z + iy (x,y € R) definiert man

Re z =z (Realteil von z),

Imz=y (Imagindrteil von z),

Z=x—1y (komplex konjugierte Zahl zu z),
2| = /22 +y2  (Absolutbetrag von z).

Lemma 12.2. Fir z, 21,20 € C gilt

1
z

(a) 2z = |2, [Z| = |2], |z122] = |21][22], |

= L0,

(b) 21+ 22 = Z1 + Z2, 7122 = Z17%2, (%) =

W=
—~
N
N
(=)
~
—
S
~
I

n

— ztZ _ =%
(c) Re z = =%, Im 2z = %=,

Beweis. Alle Formeln folgen mit einfachen Rechnungen direkt aus den Definitionen. O

Der komplexe Absolutbetrag hat ganz &hnliche Eigenschaften wie der reelle Absolutbetrag.
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Lemma 12.3. Fir z,w € C gilt
(a) |z| > 0 und |z| =0 genau dann, wenn z = 0 ist,
(0) NIzl = lwl] < [z + w| < [2] + |w].

Beweis. Teil (a) ist klar. Die zweite Ungleichung in (b) folgt aus

lz4+w? = (+w)EZ+D) =2+ |w|®+ 2w + (21)

= |22 + |w|® + 2Re (2w)

IN

|2 + Jw]* + 2|2] = (|2] + Jw])*.
Die erste Ungleichung in (b) folgt wie fiir den reellen Absolutbetrag aus der zweiten, denn
2zl =lz+w+ (-w)| < [z +w[+ ] —w| = [z + w[ + [w]|

impliziert, dass |z| — |w| < |z + w]|. Indem man die Rollen von z und w vertauscht, erhélt man, dass auch

|w| — |z| < |w+ z| = |z + w| gilt. Damit folgt auch die erste Ungleichung in Teil (b). O
Wie in R definiert man die Konvergenz von Folgen in C mit Hilfe des Absolutbetrages.
Definition 12.4. Sei (¢;,)nen eine Folge in € und sei ¢ € C.

(a) Man nennt (c,)nen konvergent mit Limes ¢ (geschrieben lim,, o ¢, = ¢), falls fiir jedes € > 0 ein

ng € N existiert mit |¢, — ¢| < e fiir alle n > ny.

(b) Die Folge (¢y)nen heit Cauchy-Folge, falls fiir jedes € > 0 ein ng € N existiert mit |¢, — ¢, | < € fiir

alle n,m > nyg.

Aus der Definition des komplexen Absolutbetrages folgt, dass

max(|Re z|, |Im z|) < |z| = /(Re 2)2 + (Im 2)2 < |Re 2| + |[Im z|
fiir alle z € C gilt.
Satz 12.5. Fiir eine Folge (¢p)nen in C und ¢ € C ist
(a) lim,,_, o ¢, = ¢ genau dann, wenn lim, . Re ¢, = Re ¢ und lim,, o, Im ¢,, = Im ¢ gilt,
(b) (en)nen eine Cauchy-Folge genau dann, wenn (Re z,)nen und (Im 2z, )nen Cauchy-Folgen in R sind.

Beweis. Teil (a) folgt aus der Giiltigkeit der Ungleichungen
max(|Re ¢, —Re ¢|, [Im ¢, —Im ¢|) < ¢, — ¢| < |Re ¢, — Re ¢| + |Im ¢, — Im ¢|.

Dieselben Abschétzungen mit ¢, statt ¢ implizieren Teil (b). O
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Aus der Dreiecksungleichung fiir den komplexen Absolutbetrag folgt wie in R, dass jede konvergente Folge

in C eine Cauchy-Folge ist. Auch die umgekehrte Implikation gilt.

Korollar 12.6. In C ist jede Cauchy-Folge konvergent (abkiirzend dafiir sagt man, dass C vollstéindig
ist).

Beweis. Die Vollstandigkeit von C folgt mit Satz 12.5 direkt aus der Vollsténdigkeit von R. O
Auch in C gelten die Grenzwertsétze fiir Folgen.

Satz 12.7. Seien (zn)nen, (Wn)nen Folgen in C und seien z,w € C komplexe Zahlen mit lim, o, 2, = 2

und lim,,_,~ w, = w. Dann gilt:

(a) limy,—oo(zn +wp) = 2+ w, limy, 00 2w, = zw.

(b) Istw # 0, so gibt es ein ng € N mit w,, # 0 fir alle n > ng. Fir jedes solche ng gilt limn;)oo Zn =
n>n 7

0 n

g v

Beweis. Entweder fithrt man alle Aussagen mit Hilfe von Satz 12.5(a) auf die Giiltigkeit der reellen Grenz-
wertsétze (Satz 4.7) zuriick, oder man wiederholt den Beweis von Satz 4.7 mit komplexen Absolutbetrigen

statt reellen. O
Genauso wie in R definiert man die Konvergenz von Reihen in C.
Definition 12.8. Sei (¢;,)nen eine Folge in C und sei ¢ € C eine komplexe Zahl.

(a) Man definiert Y~ jc, = (ZQLO an) und nennt Y > ¢, konvergent mit Grenzwert ¢ (geschrie-
NeN

ben > ¢n, = c¢), falls impy 00 Z'r]y:() ¢n = c ist.
(b) Die Reihe Y7 ¢, heift absolut konvergent, wenn die Reihe Y- |¢,| konvergiert.
Da C vollstindig ist, gilt auch die komplexe Version des Cauchy-Kriteriums (vergleiche mit Satz 6.2).

Folgerung 12.9. (a) Jede absolut konvergente Reihe Y -~ c, in C konvergiert und |> " c,| <
S0 o lenl (vergleiche Satz 6.5).

(b) Ist > 77 cn eine konvergente Reihe komplezer Zahlen, so gilt lim,, . ¢, = 0 (siehe Satz 6.3).

(¢) Das Magjorantenkriterium (Satz 6.7), das Quotientenkriterium (Satz 6.9), das Wurzelkriterium (Be-
merkung 6.10(d)), der Umordnungssatz (Satz 6.14) und der Satz iber das Cauchy-Produkt absolut
konvergenter Reihen (Satz 6.15) bleiben wortwirtlich richtig einschliefllich der Beweise, wenn man

iberall R durch C ersetzt.

Definition 12.10. Sei D C C und sei f : D — C eine Funktion. Man nennt f stetig in a € D, falls

lim,, 00 f(an) = f(a) ist fiir jede Folge (an)nen in D mit lim,, o a, = a.
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Im Folgenden wird die komplexe Ezponentialfunktion eine wichtige Rolle spielen.

Satz 12.11. Fir alle z € C ist die Reihe
exp(2) = ;O %T
absolut konvergent. Es gilt:
(i) exp(z + w) = exp(z) exp(w), exp(z) # 0, exp(—z) = exp(z fir alle z,w € C,
(ii) exp(z) = exp(Z), |exp(z)| = exp(Re z) fiir alle z € C,
(iii) |exp(it)| =1 fir alle t € R,

(iv) exp: C — C, z > exp(z) ist stetig.

on
n!

Beweis. Wegen |%T,L = ‘n fiir alle z € C und n € N konvergiert die Reihe Y7, 2+ absolut fiir jedes

z € C. Da die Reihen )7 2= und > g = fiir alle z,w € C absolut konvergieren, folgt mit dem Satz

nt

iiber das Cauchy-Produkt und der komplexen Version des Binomialtheorems (Satz 1.6)

ooZn [ee] _oo 1 n n R _oo (Z+U})n
(0 (Zh) S (Eaen) - (S () ) -
n=0 n=0 n=0 k=0 n=0

Der Rest von (i) folgt wie im reellen Fall direkt aus der gerade bewiesenen Funktionalgleichung. Die
Vertréglichkeit der komplexen Exponentialfunktion mit der komplexen Konjugation folgt aus

S @ (s
o9 = g 3~ i (33) -0

n= n=0

Dabei haben wir benutzt, dass die Funktion C — C, z — Z wegen
Z—wl=|z—w| (z,weC)

stetig ist. Der zweite Teil von (ii) folgt aus dem ersten, denn fiir alle z € C gilt

|exp(2)]? = exp(2)exp(z) = exp(z) exp(Z) = exp(z + Z) = exp(2Re 2) = exp(Re 2).

Insbesondere erhélt man | exp(it)| = exp(Re (it)) = exp(0) = 1 fiir alle reellen Zahlen ¢ € R. Zum Beweis
der in (iv) behaupteten Stetigkeit der Exponentialfunktion sei (z,)nen eine Folge in C mit lim, o0 2, = 2.

Wegen der Funktionalgleichung gilt

|exp(zn) — exp(2)| = | exp(z)| |exp(zn — 2) — 1|

und fiir |z, — z| <1 ist

oo _ k=1
lexp(z, —2) — 1| = Z <|zn—z\z|zn ‘ <l|zn — zlexp |zn — 2| < €|zn — 2|.
k=1
Beides zusammen ergibt lim,,_,, exp(z,) = exp(z). Also ist auch die komplexe Exponentialfunktion
stetig. O
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13 Die trigonometrischen Funktionen

Wir schreiben die Werte der komplexen Exponentialfunktion im Folgenden auch als
e =exp(z) (z€C).

Geometrisch definiert man {iblicherweise die Werte der Winkelfunktionen cos ¢, sint als z-Koordinate bzw.
y-Koordinate des Schnittpunktes des Halbstrahls vom Koordinatenursprung in Richtung des Winkels ¢
mit dem Einheitskreis. Wir haben in Satz 12.11 gesehen, dass alle komplexen Zahlen der Form e® =

exp(it) (t € R) auf dem Einheitskreis in C = R? liegen.
Definition 13.1. Fiir ¢ € R definiert man
cost = Re € und sint = Im €.

Mit den in Satz 12.11 hergeleiteten Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion erhélt man sofort

einige elementare Eigenschaften der so definierten Funktionen.
Lemma 13.2. (a) Fir allet € R gilt:

(i) € = cost +isint (Eulersche Formel),

t_o—

21 ’

it

.. . eltqeTit . e
(ii) cost = “IF—, sint = €
(iii) cos®t +sin®t = 1.
(b) Die Funktionen cos: R — R, ¢+ cost und sin : R — R, ¢+ sint sind stetig.

Beweis. Teil (a) folgt direkt aus der Definition. Zum Beweis von Teil (b) sei (¢,)nen eine konvergente
Folge in R mit Limes ¢ € R. Nach Satz 12.11 gilt dann lim,,_, . e’ = e?*. Mit Satz 12.5 erhilt man, dass
lim;, s 00 COS 1, = lim,,_, o0 Re € = Re €% = cost und lim,_,o0 sint,, = lim,_,oc Im e’ = Im e” = sint

ist. O

Die Funktionalgleichung der komplexen Exponentialfunktion impliziert die Additionstheoreme fiir die

Winkelfunktionen Sinus und Cosinus.
Satz 13.3 (Additionstheoreme). Fiir alle xz,y € R gilt:
(a) cos(x 4+ y) = coszcosy — sinxsiny,
(b) sin(z + y) = sinx cos y + cos sin y.
Beweis. Definitionsgeméf gilt fiir x,y € R
cos(z + y) = Re /%) = Re (e"¢¥) = Re e*Re ¢ — Im €Im €’ = cos  cos y — sin z siny.

Vollig analog erhélt man die Formel in (b). O
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Mit der Reihendarstellung der komplexen Exponentialfunktion erhélt man sehr einfach Reihendarstellun-

gen fiir Sinus und Cosinus.

Satz 13.4. Fir alle x € R gilt

oo L oah o0 a2
cosx = ];)(—1) oIk sinz = kZ:O(—l) hr

wobei die Reihen absolut konvergieren in jedem x € R.

Beweis. Die absolute Konvergenz der ersten Reihe folgt aus der Beschrénktheit der Partialsummenfolge

2n

> |0t ] < B <o <o

1= | = :
= (2k) — k!
Eine analoge Abschitzung liefert die absolute Konvergenz der zweiten Reihe. Wegen i2 = —1 gilt fiir alle
zeR

2n+1
cosx +isine = e = lim
n—00 k'

. n n 2k+1
=l (Z zz: (2k + 1)! )

= (
e’} 2k+1
- Z( 2k+1
k=0

Dabei haben wir im letzten Schritt Satz 12.5(a) benutzt. Durch Real- und Imaginérteilvergleich erhélt

man die behaupteten Reihendarstellungen. O

Fehlerabschitzungen zeigen, wie gut sich die Werte von Cosinus und Sinus durch die endlichen Teilsummen

der darstellenden Reihen approximieren lassen.

Lemma 13.5 (Restgliedabschitzungen). Seien r, : R — R (n > 2) definiert durch

n 22k
cosxr = Z(—l)k k)] + T2ng2(T),
k=0
n . a2kt
smzr = ];)(—1) m + T2n+3(l‘).
Dann gelten fir n > 0 die Abschdtzungen
|I,|2n+2

|T2n+2(l’)‘ S m fur ‘I| S 2n + 3,

|x|2n+3
|7"2n+3($)‘ < ﬁ fUT ‘.’El < 2n + 4.
Fiir n = 0 erhdlt man insbesondere, dass | cosx —1| = |ra(x)| < @ fir |x| <3 und |sinx —z| = |rs(z)| <

% fiir |z] < 4 gilt.
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Beweis. Fir z € R und n € N gilt

@l =| 3 (D = | i
Tont2(z)| = -1 =|l—a;+ay—az+as—...| ———

Mt (2k)! (2n +2)!
mit (man klammere (—1)"*! é:r;)! aus!)

2n+3)---(2n+2i + 2)

Setzt man ag = 1, so ist wegen

|z
(2n + 2 + 1)(2n + 2i + 2)

a; = ;-1 < Qi1

fir ¢ > 1 und |z| < 2n + 3 die Folge (a;);>0 monoton fallend. Da die Reihe Y :° (—1)%a; konvergiert,

erhélt man durch Zusammenfassen jeweils zweier aufeinander folgender Summanden die Abschitzungen

—
Y

1— (a1 —az2) — (a3 —aq) — (a5 —ag) — . ..

> (1—a1)+(ag—a3)+ (ags —as)+... > 0.

Damit erhédlt man fiir |z| < 2n + 3, dass

|x|2n+2
< =
|T2n+2($)‘ — (2n+2)|
fiir alle n € N gilt. Ganz dhnlich folgt die Restgliedabschétzung fiir den Sinus. O
Korollar 13.6. Es gilt
i -1
lin}) SmE 1 und lin})% =0.
ato v 07

Fiir 0 < z < v/6 ist sinz > 0.

Beweis. Fiir 0 < |z| < 4 gilt nach Satz 13.5

. . 2
sinx ST —x x z—0
< 12Feoo g

- 6

_1'_

T xT

Wegen |82 — 1| < 1 fiir [z < v/6 ist sinz > 0 fiir 0 < # < v/6. Fiir 0 < || < 3 gilt nach Satz 13.5

<
- 2

cosz — 1 ‘ || (z—0)
—_— —
x

Damit sind alle Teile des Korollars gezeigt. O

Im Folgenden wollen wir unter anderem die Nullstellen von Cosinus und Sinus bestimmen.
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Satz 13.7. Es gibt genau ein x €]0,2[ mit cosx = 0.

Beweis. Wir begriinden zunéchst die Existenz einer Nullstelle in ]0, 2[. Lemma 13.5 mit n = 1 liefert fiir

|z| < 5 die Restgliedabschitzung |ry(x)| < |z|*/4!. Insbesondere gilt

2=1 22+ (2) < —1+4ra(2)| < 8 L
cos2=1——+r — r _°
2 R = R VI
Wegen cos 0 = 1 impliziert der Zwischenwertsatz (Satz 10.1) angewendet auf die stetige Funktion cos |09
die Existenz einer Nullstelle in ]0, 2[. Um zu begriinden, dass es nur eine Nullstelle im Intervall [0, 2] gibt,

geniigt es zu zeigen, dass der Cosinus streng monoton fillt auf diesem Intervall. Fiir s, € R erhélt man

mit Satz 13.3, dass

cos(s +t) —cos(s —t) = (cosscost —sinssint) — (cos s cos(—t) — sin ssin(—t)) = —2sin ssin t.
Dabei haben wir benutzt, dass cos(—t) = cost und sin(—t) = —sint ist (siehe Satz 13.4). Fiir 0 < z <
' < 2ist

'+ ' —x
cosx'—cosx:—Qsin( ;_>sin< 5 ><0,

denn nach Korollar 13.6 sind die beiden hier auftretenden Werte vom Sinus positive reelle Zahlen. Damit

ist gezeigt, dass die Einschrinkung von Cosinus auf das Intervall [0, 2] streng monoton fillt. O
Definition 13.8. Wir definieren 7 als die eindeutige reelle Zahl = im Intervall ]0, 4] mit cos § = 0.

Man kann zeigen, das 7 eine irrationale Zahl ist (siehe etwa [Aigner-Ziegler, Proofs from the book, Chapter

6]). Eine ndherungsweise Berechnung der Zahl 7 findet man in [O. Forster, Analysis 1].

Korollar 13.9. Sei x € R. Fir alle x € R gilt:

e o , .
(a) €% =i, ™ = —1, 2™ = —j, ¥ =1,

(b) cos(z + 27) = cosx, sin(x + 27) = sinz,

(c) cos(x £ ) = —cosz, sin(x £7) = —sinz,

T _

(d) cosz =sin (5 —z), sinz = cos (3

5 x):cos(zfg).

Beweis. (a) Da 7 eine Nullstelle von cos in ]0, 2] ist und da sinz > 0 ist nach Korollar 13.6 fiir 2 €]0, 2],

sin%z“l—coﬁ%zl

T

2

folgt mit Lemma 13.2, dass

ist. Damit erhilt man, dass e’ = cos 5 +isin 1 ist. Mit der Funktionalgleichung der Exponential-
funktion (Satz 12.11) sieht man, dass "% = (ei%)n = 4" ist fiir alle n € N.

Die Teile (b)-(d) folgen aus Teil (a) mit Definiton 13.1 und den Additionstheoremen (Satz 13.3). O
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Korollar 13.10. Es gilt:

(a) {x €R; sinz =0} =7Z (= {km; k € Z}),

(b) {xr €R; cosz =0} =5 +7Z (= {5 +km; k € Z}),
(c) {x €R; e =1} =27Z (= {27k; k € Z}).

Beweis. Wegen sin0 = 0 und sin(z £ 7) = —sinz fiir alle € R, ist sin(kw) = 0 fiir alle k¥ € Z. Da

cos|[o,2] nach dem Beweis von Satz 13.7 streng monoton fillt und da cos 5 = 0 ist, folgt
™
cosx = cos(—zx) > 0 fiir z € [0, 5[

Mit Korollar 13.9 erhalt man

sinx = cos(x — g) > 0 fiir z €]0, 7].

Ebenfalls nach Korollar 13.9 gilt | sin(x+)| = |sinz| fiir alle € R. Induktiv folgt daher, dass |sinz| > 0
ist auf jedem Intervall der Form |km, (k 4+ 1)7[ mit k € Z. Damit ist Teil (a) bewiesen. Teil (b) folgt aus

Teil (a), da cosx = —sin(x — §) ist fiir alle z € R (Korollar 13.9). Da die komplexe Exponentialfunktion

keine Nullstelle besitzt (Satz 12.11), folgt aus der Darstellung

e'2 —e 2 e 'z .
L — ir _
S 2i 5 ¢~ 1)
zusammen mit Teil (a) die Giiltigkeit von Teil (c). O

Wir wissen (Satz 12.11), dass die komplexen Zahlen der Form e (¢ € R) auf dem Einheitskreis in
C = R? liegen. Mit dem Zwischenwertsatz folgt umgekehrt, dass jede Zahl auf dem Einheitskreis eine

solche Darstellung besitzt.

Korollar 13.11 (Polarkoordinaten). Jede komplexe Zahl z € C hat die Gestalt
z=re" mitr >0 und t € [0,2n].
Fiir z # 0 ist t eindeutig bestimmd.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass z # 0 ist.
Hat z die angegebene Darstellung, so ist notwendigerweise r = |z|. Definiert man r = |z|, so ist Re z/r €
[—1,+41]. Nach dem Zwischenwertsatz (Satz 10.1) angewendet auf die stetige Funktion cos [ » existiert

ein p € [0, 7] mit cosp = Re z/r. Dann ist
(Im 2)? = |z|> = (Re 2)? = r*(1 — cos® ) = r?sin” ¢

und daher

z=Re z+ilm z = rcosp + irsinp = re’
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mit ¢t = ¢ oder t = —p. Ist z = re’® # 0 mit irgendeiner reellen Zahl tg, so ist r = |z| und mit Korollar
13.10(c) erhélt man, dass
{t eR; 2z =re'} =ty + 217

ist. Da jedes Intervall der Form [a, a + 27] mit a € R genau eine Zahl aus tg + 27Z enthélt, folgt auch die
behauptete Eindeutigkeit. O

Definition 13.12. Fiir z € R\ {(2k 4+ 1)F; k € Z} definiert man

sinz
tanx =
cosx
und fir z € R\ {k7; k € Z} setzt man
cos ¥
cotxr = — .
sin x

Satz 13.13. (a) Die Abbildung cos : [0,7] — [—1,1] ist bijektiv und streng monoton fallend. Die stetige

und streng monoton fallende Umkehrfunktion arccos : [—1,1] — [0, 7] heifst Arcus-Cosinus.

(b) Die Abbildung sin : [=%, %] — [=1,1] ist bijektiv und streng monoton wachsend mit stetiger und
streng monoton wachsender Umkehrfunktion (Arcus-Sinus) arcsin : [—-1,1] =[5, T].

(c) Die Abbildung tan : | — T, Z[— R ist bijektiv und streng monoton wachsend mit stetiger und streng

monton wachsender Umkehrfunktion (Arcus-Tangens) arctan: R —] — T, 7.

Beweis. (a) Nach dem Beweis von Satz 13.7 ist die Funktion cos |[07%] streng monoton fallend. Wegen
cosx = — cos(m — x) ist auch cos |[%ﬂr] streng monoton fallend. Da cos0 = 1 und cosm = —1 ist, zeigt der
Zwischenwertsatz (Satz 10.1), dass cos([0, 7]) = [—1, 1]. Die iibrigen Behauptungen in (a) folgen aus Satz
11.4 (und Lemma 13.2(b)).

(b) Die Behautungen in Teil (b) folgen wegen sinx = cos(§ — x) aus Teil (a) zusammen mit Satz 11.4.

(c) Als wohldefinierter Quotient stetiger Funktionen ist tan :] — 7, Z[— R stetig (Satz 9.12). Da sinz >

0 und cosz > 0 auf ]0, [ ist, folgt aus dem in (a) und (b) beschriebenen Monotonieverhalten von

Cosinus und Sinus, dass die Funktion tan [jp = | streng monoton wiéchst (benutze Satz 3.4(b)). Da tanx =

—tan(—=x) fiir alle # € R\ (2Z+1) gilt, ist tan x auch streng monoton wachsend auf | — 7, 0]. Ist (2, )nen

eine Folge in ]0, [ mit Limes 7, so folgt aus
0 < $B8%n (n2)
sin x,,
mit Satz 4.20, dass (tanz, )nen = (%)nEN (ne—o>o) o0. Also ist limg4z tanz = oo und lim, |z tanz =
lim, )z —tan(—x) = —oc. Die strenge Monotonie impliziert die Injektivitét von tan :] — 7, §[— R und

der Zwischenwertsatz (Satz 10.1) die Surjektivitit. Ahnlich wie wir im Beweis von Satz 11.5 die Stetigkeit
des Logarithmus begriindet haben, erhilt man mit Satz 11.4 die Stetigkeit des Arcus-Tangens. O
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14 Differentialrechnung

Seien D C R eine Teilmenge, f : D — R eine Funktion und xzy € D approximierbar in D \ {z¢}. Den

Grenzwert fiir © — x der Steigungen
f(@) = f(xo)

T — X9
der Geraden durch die Punkte (xq, f(z0)) und (z, f(z)) auf dem Graphen von f nennt man, wenn er
existiert, die Ableitung von f im Punkt zy. Anschauliche Vorstellung ist, dass dieser Grenzwert der

Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt xy entsprechen sollte.

Definition 14.1. Seien D C R eine Teilmenge, f : D — R eine Funktion und z¢y € D. Die Funktion f

heifit differenzierbar in xq, falls der Grenzwert

Po= iy, TS
2€D\{zo} 0

existiert (vergleiche Definition 9.6). In diesem Fall nennt man f'(x¢) die Ableitung von f in xy. Man
nennt f differenzierbar auf D, falls f in jedem Punkt 2 € D differenzierbar ist. Statt f’(x) schreibt man

auch %(x).

Bemerkung 14.2. Die Existenz des Grenzwertes

ILm M cR
T—To _
weD\{zoy © 10

ist dquivalent zur Existenz des Grenzwertes

lim flzo+h) — f(xo)

h—0 h
0#£heD—xg

eR.

Hierbei sei D — g = {x —x; « € D}. Existieren die Grenzwerte, so sind sie gleich. Dies folgt als einfache

Anwendung der Kettenregel (Satz 9.9) fiir Grenzwerte.

Beispiele 14.3. (a) Fiir eine konstante Funktion f = R — R, f(z) = ¢ (¢ € R fest) und =g € R ist
L&) =S @) _ 0 fiir alle z € R\ {zo}. Also ist f differenzierbar in jedem z¢ € R mit

f/(ﬂﬁo) — lim f(l‘) B f(xO) —0.
i wm

(b) Sein € N* und sei f: R — R, f(z) = 2" die Potenzfunktion mit Exponent n. Dann gilt fiir jedes
xo € Rund z € R\ {zo}

-1 —1-k
f(x) — f(xo) _ " —xg _ (z — o) ZZ:O x’“xg (z—wo) nngl'
T — Xo xr — Xo T — T

Also ist f differenzierbar auf R mit f/(z) =n 2"~ fiir alle z € R.
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Sein € Zmitn <0und f:R\{0} = R, f(z) = 2™ Dann gilt fiir festes 29 € R\ {0} und beliebiges
x € R\ {0,z0}

J@)— fa) 1 (Pt
e Sl (5)

wobei der Grenzwert fiir © — zg, © # xo, gebildet wird. Also ist f differenzierbar auf R \ {0} mit

f/(x) — nxn_l fiir alle = eR \ {0}

Die Exponentialfunktion f = exp : R — R ist differenzierbar auf ganz R mit exp’(z) = exp(x) fiir
alle z € R, denn mit Beispiel 11.7(f) folgt, dass
— - -1
f(l') f(l'o) _ exp(zo)eXp(x IIZ())

— exp(xo)
xr — Xo T —To

konvergiert fir r — xg, * # xg.

Sei f = log : RY — R die Logarithmusfunktion und sei zo € R’ . Mit Beispiel 11.7(i) und der
Kettenregel (Satz 9.9) fiir Grenzwerte folgt, dass

f@) = o) _ 1los(E) 1

T — Tg o fo -1 o
fir x — z9, * # xo, denn lim,_,,, T””—O = 1. Also ist der Logarithmus differenzierbar auf R mit

log'(z) = 1 fiir alle z € RY,..

Sei f:R = R, f(z) = |z| die Betragsfunktion. Fiir x > 0 gilt
flz) = f(0) _

= — = 17
z—0 T
und fiir x < 0 ist
@ -0 _ = _
x—0 x '
Also existieren die einseitigen Grenzwerte lim, %{;(0) =1 und limgqo ! (wi:g(o) = —1, aber f ist

nicht differenzierbar in 0, denn fiir die Nullfolge x,, = (—7171)" ist die Folge w = (—1)™ nicht

konvergent.

Die Funktion f = sin : R — R ist differenzierbar mit sin’(z) = cosz fiir alle z € R, denn nach Satz
13.3 und Korollar 13.6 gilt

sin(z+ h) —sinz  sinzcosh + cosxsinh —sinx . cosh—1 sin h
= = smxT + cosx

h h
fiir b — 0, h % 0.

—> COST

Die Funktion f = cos: R — R ist differenzierbar mit cos’(x) = —sinz fiir alle z € R, denn wie in (g)
folgt, dass
cos(z +h) —cosxz  cosxzcosh —sinzsinh — cosx cosh—1 . sinh )
A = A = cosg———— —sinr—— — —sinz

fir h - 0, h #0.
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Definition 14.4. Seien D C R eine Teilmenge, f : D — R eine Funktion und sei g € D. Man nennt f

rechtsseitig differenzierbar in xg, wenn der Grenzwert

£ (o) = lim L& =T (@0)

zlxo Tr — X

eR

existiert. Entsprechend heiflt f linksseitig differenzierbar in zq, falls der Grenzwert

existiert.

Bemerkung 14.5. Ist z¢ approximierbar in {x € D; = > x0} und in {z € D; = < x¢}, so ist f
differenzierbar in xy genau dann, wenn f rechts- und linksseitig differenzierbar ist in zo und f/ (zo) =

fL(xo) ist. Dies folgt direkt aus dem e-0-Kriterium fiir die Existenz von Grenzwerten (Satz 10.6).

Eine Funktion f : D — R ist differenzierbar in einem Punkt zy € D, wenn sie in z( im folgenden Sinne

linear approximierbar ist.

Satz 14.6. Sei f : D — R eine Funktion auf einer Menge D C R wund sei zy € D. Dann ist f
differenzierbar in xo genau dann, wenn eine Konstante ¢ € R und eine Funktion h : D\ {zo} — R

existieren mat

(1) f(x) = f(x0) + c(x — mo) + h(x) fir w € D\ {zo} und

(i) limz;‘f’g f_(a;)o =0.

In diesem Fall ist f'(xo) = c.

Beweis. Sei f differenzierbar in zg. Fiir ¢ = f/(z0) und die durch h : D\ {0} — R, h(z) = f(z) —
f(zg) — e(x — xp) definierte Funktion A gilt dann offensichtlich (i) und

ha) _ f@=fo)
Tr — X Tr — X

fir x — xg,  # xg.
Sind umgekehrt die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt, so konvergiert
F@) = fao) _ . h@)

r — X r — X

gegen c fiir © — xg, x # x. Also ist f differenzierbar in 2y mit f'(z¢) = c. O
Als erste Folgerung erhalten wir, dass Differenzierbarkeit eine stirkere Eigenschaft ist als Stetigkeit.

Korollar 14.7. Ist f : D — R differenzierbar in xog € D, so ist f stetig in xg.
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Beweis. Fiir ¢ und h wie in Satz 14.6 konvergiert

x
£(@) = Fao) +ew —20) + 12D ()
Tr — X
gegen f(xg) fiir x — xo, x # xo. Also ist f stetig in xg (sieche Bemerkung 10.7). O

Beispiel 14.3(f) zeigt, dass die umgekehrte Implikation in Korollar 14.7 im Allgemeinen falsch ist.
Satz 14.8. Seien f,g: D — R differenzierbar in einem Punkt o und sei o € R beliebig. Dann gilt:
(a) f+g,fgundaf sind differenzierbar in xo mit
(f+9)(w0) = f(w0)+g (@), (af)(wo) = af (o),
(f9)'(z0) = f'(w0)g(wo) + f(w0)g'(x0)-
(b) Ist g(xo) # 0, so ist auch 5 : D' ={z € D; g(x) # 0} = R differenzierbar in x¢ mit

(i f'(@0)g(xo) — f(@o)g' (x0)
g 9(w0)? '

) (z0) =

Beweis. Nach den Grenzwertsitzen fiir Funktionen (Satz 9.8) folgt die Konvergenz von

(F+0)) = +0)(w0) _ fa) = flao) | o) —glwo)

T — Xo Tr — X Tr — X
N lofer) S Sw) g,
o) = o) - D ZTE0) ) 1) HDZIE0) (g0 + o)y (o0)

fiir x — xg,  # xg. Dabei haben wir im dritten Teil auch Korollar 14.7 benutzt.
Ist g(zg) # 0, so folgt aus der Stetigkeit von g in g (Korollar 14.7), dass xg auch in D’ \ {zo} appro-
ximierbar ist. Wir beweisen die Quotientenregel zunéchst fiir den Fall f = 1. Mit Korollar 14.7 und den

Grenzwertsitzen fiir Funktionen erhilt man

(£)(@) = (L) (o) _ y9@)—g(@o) 1 9 (z0)
T — r—x0  g(x)g(xo) g(wo)?

fiir  — xo, xg € D'\ {x0}. Der allgemeine Fall folgt aus dem Spezialfall f = 1 mit der Produktregel

Fyitae) = (et (x ey gy = £1(@0)9(x0) = f(20)g'(20)
Damit sind alle Teile von Satz 14.8 bewiesen. O

Beispiel 14.9. Aus der Differenzierbarkeit der konstanten Funktionen und der identischen Funktion auf

R (Beispiel 14.3(a) und (b)) folgt zusammen mit Satz 14.8, dass jede rationale Funktion

p(z)

r:D—=R, x— —= (p,q Polynomfunktionen, ¢ = 0)

q()
differenzierbar ist auf D = {z € R; ¢(z) # 0}.
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Satz 14.10 (Kettenregel). Seien D, E C R Teilmengen, a € D und f : D - R, g : E — R Funktio-
nen mit f(D) C E. Ist f differenzierbar in a und ist g differenzierbar in f(a), so ist go f : D — R
differenzierbar in a mit (go f)' (a) = ¢'(f(a)) - f'(a).

Beweis. Die Funktionen ¢y : D — R, ¢, : E — R definiert durch

prtr) = T iy s 0, sy =0,
polo) = =L g i 2 2 1(0), (@) =0

sind stetig in a bzw. in f(a). Fir z € D gilt

9(f(x))

9(f(a)) + g'(f(a))(f () = f(a)) + ¢ (f(2))(f(z) = f(a))
9(f(a)) + (¢'(f (@) f'(@)(x = a) + h(z)(x — a),

wobei h(z) = ¢'(f(a))ps(x)+oq(f(2))f'(a)+¢q4(f(z))ps(z) gegen 0 konvergiert fiir  — a. Man beachte
dabei, dass f als differenzierbare Funktion in a nach Korollar 14.7 auch stetig in a ist. Nach Satz 14.6 ist

g o f defferenzierbar in a mit (g o f)'(a) = ¢'(f(a))f (a). O
Beispiele 14.11. (a) Fiir o € R ist die Potenzfunktion
[:RL =R, f(z) =2 =exp(alogx)
nach der Kettenregel (Satz 14.10) differenzierbar mit
d d o
()= — logz)— (a1 = logz)— =a 2* !
f(x) (dm exp) (alog m)dx (alogx) = exp(a ng)x oz

fiir alle > 0. Dabei haben wir die Differenzierbarkeit von exp und log (Beispiele 14.3) und die

Potenzrechenregeln (Satz 11.6) benutzt.

(b) Fiir a € R ist die Funktion f : R — R, f(z) = a® = exp(zloga) nach der Kettenregel differenzierbar
mit
/ d d v
f'(x) = —exp| (zloga)—(zloga) = exp(xzloga)loga = (loga)a
dx dz
fiir alle z € R.

Satz 14.12 (Umkehrfunktionen). Seien a,b € R mit a < b, f : [a,b] — R stetig und streng monoton.
Seig= f~1:[c,d] — R die Umkehrfunktion von f auf dem Intervall [c,d] mit Grenzen

¢ = min f([a,b]) und d = max f([a, b]).

Ist f differenzierbar in einem Punkt xo € [a,b] und ist f'(xo) # 0, so ist g differenzierbar in yo = f(xo)

mit




Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt, dass g([c,d] \ {yo}) = [a,b] \ {x0} ist. Da g nach Satz 11.4 stetig
ist, folgt mit der Quotienten- und Kettenregel fiir Grenzwerte (Satz 9.8(c) und Satz 9.9), dass

9w —9wo) _ 9@ —g(w)  _ 1 1t _ 1
Y — Yo fla(y)) — flalyo)) % f(g(yo))  f'(wo)
fiir y — yo, v € [¢,d] \ {yo}- O

Auf die Voraussetzung, dass f'(zg) # 0 ist, kann man in Satz 14.12 nicht verzichten. So ist etwa die

Funktion f: [-1,1] = R, f(x) = 23 differenzierbar (also auch stetig) und streng monoton wachsend mit
f([-1,1]) = [-1,1]. Aber die Umkehrfunktion f=!:[~1,1] — R ist wegen
~1(p) _ f-1 1/3
lim [ (@) =77 (0) = lim ©— = lim 1 =00
z]0 z—0 zl0 X x]0 1‘2/3

nicht differenzierbar im Punkt 0.

Beispiele 14.13. (a) Die Funktion arcsin : [-1,1] — [=F, 7] ist definiert als die Umkehrfunktion der
Funktion sin : [~7, 7] — [~1,1] (siehe Satz 13.13). Nach Satz 14.12 ist arcsin in jedem Punkt
Yo €] — 1,1] differenzierbar, und fiir 29 €] — 7, [ mit yo = sinzq gilt
1 1 1 1

.
arcsin’ g = — = : - _ .
sin’(xg)  cos(arcsinyp) \/ 1 — sin’(arcsin o) V1=

(b) Die Funktion arctan : R —] — 7, [ ist definitionsgem#f die Umkehrfunktion der bijektiven streng

monoton wachsenden Funktion tan :] — 7, Z[— R (Satz 13.13).
Fiir g €] — 5, 5[ gilt nach Satz 14.8(b)

. / 2 2
, _ (sin _cos®(x) +sin“(zo) 1 9
tan'(zg) = <cos) (z9) = cos? () T 1+ tan®xg # 0.

Nach Satz 14.12 ist daher die Funktion arctan in jedem Punkt yo, € R differenzierbar, und fiir
ro €] — 5, 5[ mit tanzg = yo gilt

T 1
tan’(zg) 14tanzy 142

arctan’(yg) =

Man wende dabei Satz 14.12 an auf die Einschrinkung des Tangens auf ein beliebiges Intervall
la,b] C] = 5, 5[ mit zo €]a,b].
Definition 14.14 (Hohere Ableitungen). Sei D C R eine Menge so, dass jeder Punkt @ € D in D \ {a}

approximierbar ist (zum Beispiel ein Intervall positiver Lénge) und sei f : D — R eine Funktion

(a) Die Funktion f heifit 7-mal differenzierbar auf D, wenn f in jedem Punkt a € D differenzierbar ist.
In diesem Fall nennt man die Funktion f) : D — R, f()(z) = f/(z) die erste Ableitung von f.

Rekursiv definiert man die k-malige Differenzierbarkeit und die k-ten Ableitungen von f. Man nennt
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die Funktion f k-mal differenzierbar, falls sie (k — 1)-differenzierbar ist und die (k — 1)-te Ableitung
f* =D : D — R wieder differenzierbar ist. In diesem Fall heifit die Funktion f®*) = (f*=1) . D 5 R
die k-te Ableitung von f. Statt f(®)(z) schreibt man oft auch %(m).

(b) Sei k € N*. Die Funktion f : D — R heifit k-mal stetig differenzierbar, wenn sie k-mal differenzierbar
ist und die k-te Ableitung f*) : D — R noch stetig ist.

(¢) Die Funktion f : D — R heiit unendlich oft differenzierbar, wenn sie k-mal differenzierbar fiir alle

k € N* ist.

In der Situation von Definition 14.14 nennt man die Funktion f : D — R manchmal auch 0-mal differen-

zierbar, wenn sie stetig ist.
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15 Lokale Extrema und Mittelwertsatze

Die Differentialrechnung erlaubt es unter geeigneten Voraussetzungen, die Stellen zu bestimmen, in denen

eine gegebene Funktion lokale und absolute Extrema besitzt.

Definition 15.1. Seien D C R, zy € D ein Punkt in D und f : D — R eine Funktion. Definitionsgeméaf

besitzt die Funktion f ein lokales Mazimum (Minimum) in z, falls ein € > 0 existiert so, dass

f(@) < fwo) (f(x) = f(x0))

fiir alle x € D mit | — 29| < € gilt. Kann man e > 0 so wihlen, dass sogar f(x) < f(zo) (f(z) > f(zo))
fiir alle x € D mit 0 < |z — 20| < € gilt, so nennt man x ein isoliertes oder striktes lokales Mazimum
(Minimum) fiiv f. Man sagt, dass f ein (isoliertes) lokales Extremum in xo besitzt, wenn f in z¢ ein

(isoliertes) lokales Maximum oder Minimum hat.
Wir formulieren als erstes ein notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums.

Satz 15.2 (Notwendige Bedingung). Sei f : ]a,b[— R differenzierbar in einem Punkt xo €]a,b|. Besitzt

f in xg ein lokales Extremum, so ist f'(xg) = 0.

Beweis. Es geniigt den Fall zu betrachten, dass f in z( ein lokales Minimum besitzt. Sonst ersetze man f
durch die Funktion —f. Hat f in 2 €]a, b[ ein lokales Minimum, so gelten fiir geniigend grofie natiirliche

Zahlen n die Abschéitzungen
fzo — %) — f(zo)

n) Sogf(ﬂfo*‘%)—f(xo).

1
n n

Ist f auBlerdem differenzierbar in z¢, so iibertragen sich diese Ungleichungen auf den Grenzwert der

Differenzenquotienten (Satz 4.10)

N 1y _
0> lim f(zo n)1 f(xo) — {(wo) = lim (zo + n1) f(zo) >0
n—o00 — = n— o0 s
Also ist f'(zp) = 0 in diesem Fall. O

Bemerkung.

(a) Das Kriterium aus Satz 15.2 ist nicht hinreichend fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums. So ist
etwa die Funktion f : [~1,1] - R, f(x) = 23 differenzierbar mit f’(0) = 0. Da aber f(z) < 0 fiir z < 0
und f(z) > 0 fiir © > 0 ist, besitzt f in 0 kein lokales Extremum.

(b) Ist f : [a,b] — R differenzierbar in a (oder b), so kann man aus dem Vorliegen eines lokalen
Extremums in a (oder b) natiirlich nicht auf das Verschwinden der Ableitung in diesem Punkt schlieflen.

Man betrachte etwa die Funktion f: [0,1] = R, f(z) = .
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Als Anwendung von Satz 15.2 kann man etwa zeigen, dass zwischen zwei Nullstellen einer differenzierbaren
Funktion f : [a,b] — R immer eine Nullstelle der Ableitung liegen muss. Dies ist ein Spezialfall des

nachsten Satzes.

Satz 15.3 (Satz von Rolle). Sei f : [a,b] = R (a,b € R mit a < b) stetig und f|jqp| differenzierbar. Ist
f(a) = f(b), so gibt es ein x €]a,b] mit f'(z) = 0.

Beweis. Es geniigt den Fall zu betrachten, dass f nicht konstant ist. Nach Satz 10.4 gibt es Stellen
s,t € [a,b] mit f(s) = min f([a,b]) und f(¢t) = max([a,b]). Aus der Voraussetzung, dass f nicht konstant
ist, aber f(a) = f(b) gilt, folgt sofort, dass mindestens eine der beiden Zahlen s oder ¢ im offenen Intervall
Ja, b liegt. Da f in s und in ¢ insbesondere ein lokales Extremum besitzt, folgt die Behauptung mit Satz

15.2. O

Korollar 15.4 (1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f : [a,b] — R (a,b € R mit a < b) stetig

und sei fliqp) differenzierbar. Dann gibt es ein x €la, b mit f'(x) = W,

Beweis. Man wende den Satz von Rolle (Satz 15.3) an auf die Funktion

b) —
helat] B, b = f() - L0 D g
und beachte, dass es geniigt, ein = €]a, b[ zu finden mit h'(z) = 0. O

Korollar 15.5. Sei f : [a,b] — R stetig. Ist fljq[ differenzierbar mit f'(x) = 0 fir alle x €]a,b], so ist
f konstant.

Beweis. Ist ¢ € [a,b] beliebig, so folgt aus dem 1. Mittelwertsatz (Korollar 15.4) angewendet auf die

Funktion f|i.p die Existenz einer Stelle = €]c, b[ mit

f(b) = f(e)

— = f'(x) =0.

Also ist f(c) = f(b) fiir jedes c € [a, ] O

Aus dem Vorzeichen der Ableitung kann man unter geeigneten Voraussetzungen Riickschliisse auf das
Monotonieverhalten einer Funktion ziehen. Auch diese Beobachtung erlaubt es, in vielen Fillen die lokalen

oder absoluten Extrema einer differenzierbaren Funktion zu bestimmen.
Satz 15.6 (Montonieverhalten). Sei f : [a,b] — R stetig und sei f|), 5 differenzierbar. Dann gilt:

(a) Die Funktion f ist monoton wachsend (bzw. fallend) auf [a,b] genau dann, wenn f'(x) > 0 (bzw.
f'(z) <0) fiir alle x €]a, b gilt.

(b) Ist f'(x) > 0 (bzw. f'(z) < 0) fir alle x €]a,b[, so ist f streng monoton wachsend (bzw. streng

monoton fallend) auf [a,b].
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Beweis. Sei f : [a,b] — R monoton wachsend auf [a,b]. Dann ist fiir 2 €]a, b|

o) = g LR 1)

>0

)

wobei wir wieder Satz 4.10 benutzt haben. Man beachte dabei auch, dass die Differenzenquotienten
zumindest fiir geniigend grofie n Sinn machen. Gilt umgekehrt f/(z) > 0 fiir alle  €la,b] und sind
¢,d € [a,b] mit ¢ < d gegeben, so existiert nach dem 1. Mittelwertsatz (Korollar 15.4) angewendet auf
die Funktion f| 4 ein = €]c,d[ mit w = f'(x) > 0. Also ist f(d) > f(c) fiir alle ¢,d € [a,b] mit
¢ < d. Setzt man voraus, dass f'(x) > 0 fiir alle x €]a, b] gilt, dann kann man an dieser Stelle schliefien,

dass sogar f(d) > f(c) fiir alle ¢, d € [a,b] mit ¢ < d gilt. Die in Klammern behaupteten Félle kann man

genauso beweisen oder zuriickfithren auf die schon bewiesenen Fille, indem man f durch —f ersetzt. 0O

Das Beispiel der Funktion f : [-1,1] — R, f(x) = a® zeigt wieder, dass in Teil (b) die umgekehrte
Implikation im Allgemeinen falsch ist.

Satz 15.7 (Hinreichende Bedingungen fiir isolierte lokale Extrema). Sei f :]a,b[— R differenzierbar
und sei [’ :la,b[— R differenzierbar in einem Punkt xo €la,b[. Ist f'(xo) = 0 und f"(xz¢) > 0 (bzw.

f"(x0) < 0), so hat [ in xo ein isoliertes lokales Minimum (bzw. Mazimum).

Beweis. Es geniigt, den Fall f”(xg) > 0 zu betrachten. Sonst ersetze manf durch die Funktion —f. In

diesem Fall existiert wegen

’ ol ’
TTo T — o T=TO p — g
r#£x0 TF#To

nach dem e-¢-Kriterium fiir Grenzwerte (Satz 10.6) ein 6 > 0 mit [xg—0, xo+0] Cla,b[und f'(x)/(z—x0) >
0 fiir 0 < |z — x| < 4. Dann ist aber f'(z) > 0 fiir x €]zg, zo + §[ und f'(z) < 0 fiir x €]zg — §, ol
Nach Satz 15.6(b) ist f|jz,—s,q,] streng monoton fallend und f|(;, »,+s] Streng monoton wachsend. Also

ist f(x) > f(xo) fiir jedes x €]zg — &, xo + [\{z0}- O

Satz 15.8 (2. Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Seien f,g: [a,b] = R (a,b € R mit a < b) stetig
und seien die Einschrinkungen f,g :]a,b[— R differenzierbar so, dass ¢'(xz) # 0 ist fir alle x €la,b|.
Dann ist g(a) # g(b) und es gibt ein t €]a, b[ mit

)= fla) _ £0)

9(b)—g(a)  g'(t)
Beweis. Der Satz von Rolle (Satz 15.3) angewendet auf die Funktion A : [a,b] — R,

Da ebenfalls nach dem Satz von Rolle notwendigerweise g(b) # g(a) ist, folgt die Behauptung. O
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Mit dem zweiten Mittelwertsatz kann man unter geeigneten Bedingungen eine Quotientenregel fiir die
Existenz von Grenzwerten beweisen fiir den Fall, dass die Funktionen in Z&hler und Nenner beide den

Grenzwert 0 in der betrachteten Stelle besitzen.

Korollar 15.9 (I’ Hospital). Seien f,g : [a,b] — R stetig mit f(a) = g(a) =0, und seien f,g: ]a,b[— R

differenzierbar mit ¢’'(x) # 0 fir alle © €]a,b[. Existiert der Grenzwert | = lim, |, % € RU {£o0}, so

ist auch

f@) _

im——=
ala g(x)
Entsprechende Aussagen gelten fir den einseitigen Limes limgyy, und den zweiseitigen Limes limz?—zxo mn
TFTQ
Punkten xo €]a, bl.
Beweis. Nach dem Satz von Rolle (Satz 15.3) ist g(x) # 0 fiir alle x €]a, b[. Der 2. Mittelwertsatz (Satz

15.8) angewendet auf f, g : [a,x] — R garantiert fiir jedes x €]a, b] die Existenz einer Zahl ¢, €]a, z[ mit

flz) _ flz) = fla) _ f’(tmi e,

Die iibrigen Félle kann man ganz genauso beweisen. O

In Korollar 15.9 geniigt es natiirlich, dass die Bedingung ¢’(z) # 0 auf irgendeinem Intervall der Form
la, ] (a < ¢ < b) erfiillt ist.

Beispiel 15.10. Fiir o, 8 € R mit 8 # 0 und jedes a > 0 gilt

a [eY a—1

e N L PP
igaaf—af e ettt B

Es geniigt, Korollar 15.9 anzuwenden auf die Funktionen f,g : [§,2a] — R, f(z) = 2% —a® und

g(z) = 2% — dP.
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16 Das Riemann-Integral

Im Folgenden wollen wir die Grofie von Flichen zwischen dem Graphen einer Funktion f : [a,b] — R
und der z-Achse berechnen. Die entscheidende Idee dabei besteht darin, diese Flichen zu approximieren

durch die entsprechend gebildeten Flichen fiir geeignete stiickweise konstante Funktionen.

Definition 16.1. Seien a,b € R mit a < b. Eine Teilung des Intervalls [a,b] ist eine endliche Folge
T = (t;), in R mit

a=tg<ti <...<t,=hb.

Ist S = (s;)I", eine weitere Teilung von [a, b], so heifit S feiner als T (geschrieben als S > T'), falls
{t;; 7=0,...,n} C{si;; i=0,...,m}.

In der obigen Situation ist S = (s;)i, feiner als T' = (t;)7_, genau dann, wenn es Indizes 0 = ip < i3 <

.. <ip =m gibt so, dass t; = s;; fiir j =0,...,n ist.

Bemerkung 16.2. Scien T = (t;)"_, und T" = (t;)%, Teilungen von [a,b]. Dann besitzen T und 7" eine

gemeinsame Verfeinerung, etwa die Folge S = (s;)/, mit a = sp < 51 < ... < S5, = b und

{80y -y 8m} = {to,. s tn} U{thy .. th:}.

Definition 16.3. Eine Funktion ¢ : [a,b] — R (a,b € R, a < b) heifit Treppenfunktion, falls es eine
Teilung T' = (t;)7— von [a,b] gibt so, dass ¢l};,_, +,[ konstant ist fiir jedes i = 1,...,n. In diesem Fall

nennt man ¢ Treppenfunktion beziiglich T .

Bemerkung 16.4. (a) Ist ¢ Treppenfunktion beziiglich der Teilung 7" und ist .S eine feinere Teilung von
[a,b], so ist ¢ auch Treppenfunktion beziiglich S.
(b) Die Menge

T =T ([a,b]) ={¢: [a,b] = R; ¢ ist Treppenfunktion}

ist ein R-Vektorraum beziiglich den punktweise gebildeten Verkniipfungen

(P +9)#) = w(t) + (1), (ap)(t) = ap(t) (Y €T, a€R).

Zum Beweis geniigt es zu begriinden, dass 7 ein Teilvektorraum des R-Vektorraumes aller R-wertigen
Abbildungen auf [a,b] ist. Dies ist aber offensichtlich so, denn sind ¢, Treppenfunktionen beziiglich
der Teilungen 7,7’ und ist S eine gemeinsame Verfeinerung von 7" und T”, so sind ¢ + v und agp
Treppenfunktionen beziiglich S.

(c) Ist ¢ € T Treppenfunktion sowohl beziiglich der Teilung 7" = (t;)7_, als auch beziiglich der Teilung

S = (Si)go mit

<p|]tj_1,tj[ = Cj (] = 17 cee 7TL), 2 Isi—1,8:] = dz (Z = ]-w . ~7m)7
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so gilt
ch (tj —tj—1) = Zdi (8i — 8i-1)
j=1 i=1

Zum Beweis darf man annehmen, dass S > T ist. Sonst vergleiche man beide Summen mit der fiir eine

gemeinsame Verfeinerung gebildeten Summe. Sei also t; = s;; fiir j = 0,...,n. Dann ist
n n i
ch (tj*tj—l):ZCj Z (8K — sK—1) Z Z di; (K — Sk-1) = de (8K — Sk—1)-
j=1 J=1  k=ij_1+1 J=1 k=ij_1+1 k=1

Definition 16.5. Fiir ¢ € T ([a,b]) definiert man das Integral von ¢ iiber [a, b] durch

n

b
/ pdx = Zci(ti —ti—1),

i=1

falls ¢ Treppenfunktion beziiglich der Teilung T = (t;)j von [a,b] ist und @[y, 4 = ¢; ist fiir jedes

1=1,...,n.

Man beachte, dass diese Definition unabhéngig von der speziellen Wahl der Teilung 7' denselben Wert
des Integrals von ¢ iiber [a, b] ergibt. Dies ist gerade die Aussage von Bemerkung 16.4(c).

Lemma 16.6. Die Abbildung ,
T([a,b]) — R, @H/ pda

ist R-linear. Fiir ¢, € T ([a,b]) mit ¢ < (das heifft o(x) < (z) fir alle z € [a,b]) ist
b b
/ ¢ dr < / ¥ dr  (Monotonie des Riemann-Integrals).

Beweis. Seien ¢, 9 € T ([a,b]) Treppenfunktionen und sei o € R. Nach den Bemerkungen 16.6 und 16.4(a)

gibt es eine Teilung T' = (¢;)I, von [a,b] und Zahlen c1,..., ¢y, d1,...,d, € R so, dass ¢y
und Y|y

]717 [ECZ'

=d; ist fir ¢ = 1,...,n. Dann sind ¢ 4+ ¥ und ap Treppenfunktionen beziiglich T" mit den

ti—1,t

konstanten Werten ¢; + d; und ae; auf |¢;_1,¢;[. Definitiongemif gilt

n

b n b b
/(@+w)d$:§:(cz+d) i_ ch i_tifl)""zdi (ti_tizl):/ (pdl'—l—/ ’l/)dx
a i—1 a a

i—1

und

b b
/ acpda:—Z(acl) (t; —ti—1 —ach ti —ti—1) a/ © dx.
a a

i=1
Ist p <, s0 gilt ¢; < d; fiir i =1,...,n und daher ist

b n n b
/ pdr = Zci (ti —tic1) < Zdi (ti —tic1) = / Y dz,
@ i=1 i=1 a

wie behauptet. O
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Ist f : [a,b] = R eine beschrinkte Funktion, so gibt es Treppenfunktionen ¢, v und [a, b] mit ¢ < f < 4.
Da fiir jedes solche Paar von Treppenfunktionen ¢ und v das Integral von ¢ kleiner oder gleich dem
Integral von 9 ist, ist das Integral jeder Treppenfunktion @ > f grofler oder gleich dem Supremum der
Intergrale iiber alle Treppenfunktionen ¢ < f. Nach Definition des Infimums ist daher das Infimum der
Integrale iiber alle Treppenfunktionen ¢ > f grofler oder gleich dem Supremum iiber die Integrale aller

Treppenfunktionen ¢ < f.
Definition 16.7. Sei f : [a,b] — R eine beschriankte Funktion.
(a) Man nennt
b b
/ fdr = inf / wdx; 1 € T([a,b]) mit ¢ > f
a a

das Oberintegral von f und

b b
/ fdx = sup {/ pdz; ¢ € T([a,b]) mit ¢ < f}
das Unterintegral von f.

(b) Die Funktion f heifit (Riemann-) integrierbar, falls

/ab* fdx:/(: fdx.

In diesem Fall definiert man das (Riemann-) Integral fab fdx als den gemeinsamen Wert des Ober-

und Unterintegrals von f. Wir schreiben
RI([a, b)) = {f; f:[a,b] = R ist Riemann-integrierbar}
fiir die Menge aller Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b].

Bemerkung 16.8. (a) Aus der in Lemma 16.6 bewiesenen Monotonie des Riemann-Integrals auf der
Menge der Treppenfunktionen folgt, dass jede Treppenfunktion ¢ € T ([a,b]) integrierbar im Sinne von
Definition 16.7 ist und dass die neue Definition des Integrals auf 7 ([a,b]) mit der aus Definition 16.5
iibereinstimmt.

(b) Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Wir haben vor Definition 16.7 begriindet, dass

/(:fdx</ab*fdx

ist. Da der Abstand dieser beiden Zahlen kleiner oder gleich f;(w — @)dx fiir alle p,¢ € T([a,b]) mit
¢ < f <1 ist und da man das Supremum bzw. Infimum einer nach oben bzw. unten beschriankten Menge
beliebig gut von unten bzw. oben durch Elemente der Menge approximieren kann, folgt sofort, dass f

Riemann-integrierbar ist genau dann, wenn zu jedem e > 0 Treppenfunktionen ¢, € T ([a,b]) existieren
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mit ¢ < f <1 und f;(@/} —p)dr < e.

(c) Ist ¢ € T([a,b]) Treppenfunktion beziiglich einer Teilung T = (¢;)}_, und dndert man den Wert von
¢ in den Punkten einer endlichen Menge M C [a,b] ab, so ist die neue Funktion ¢ Treppenfunktion
auf [a,b] beziiglich der Teilung T, die man erhélt, indem man alle Punkte aus M, die nicht zu der
Menge {t;;i = 0,...,n} gehoren, in die Teilung T einfiigt. Dieses Argument zeigt, dass sich der Wert
des Integrals von ¢ beim Ab#ndern von ¢ in endlich vielen Punkten nicht dndert. Als Folgerung erhélt
man, dass fiir zwei Funktionen f, ¢ : [a,b] — R, die sich héchstens in endlichen vielen Punkten aus [a, b]
unterscheiden, die Riemann-Integrierbarkeit beider Funktionen dquivalent ist und die Integrale im Falle

der Integrierbarkeit iibereinstimmen.

Das folgende Resultat zeigt, dass wichtige Klassen von Funktionen Riemann-integrierbar sind.
Satz 16.9. (a) Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

(b) Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. (a) Sei f : [a,b] — R stetig und sei € > 0. Dann ist f nach Satz 10.4 beschrénkt und nach Satz
10.9 gleichméBig stetig. Also gibt es ein 6 > 0 mit |f(x) — f(y)| < €/(b — a) fiir alle z,y € [a,b] mit
|z —y| < 0. Wir wéhlen eine Teilung T = (¢;)_, von [a,b] mit maxi<;<n(t; — t;i—1) < 6 und definieren

Treppenfunktionen ¢, € T ([a,b]) durch (siche Satz 10.4)

Olitsr o) = min f([Limata]), Yl = max f([ti1,ti])

fir i = 1,...,n sowie p(b) = ¥(b) = f(b). Dann ist ¢ < f < ¢ auf [a,b] und die Integrierbarkeit von f
folgt mit Bemerkung 16.8(b) aus

b n n ¢
/ (Y —p)dz = Z (max f([t;—1,t;]) —min f([t;1,8])) (8 —tio1) < Z 5o i ti-1) =€

(b) Sei f : [a,b] — R monoton wachsend. Fiir n € N* sei T = (;)7_, = (a + %) ;. Dann sind die
durch ¢(b) = ¢(b) = f(b) und

@ [ti—hti[ = f(tl*1)7 w [ti—lati[ = f(tl> (1 S 1 S n)

definierten Funktionen ¢, : [a,b] — R Treppenfunktionen mit ¢ < f < und

’ $ —a — @ nogo
[ = e =37 (500 = i) 0 = (100) - f(@) 2 o

: n
=1

Wieder folgt aus Bemerkung 16.8(b) die Integrierbarkeit von f. Analog folgt die Integrierbarkeit monoton
fallender Funktionen auf [a, b]. O

Als néichstes wollen wir ein Kriterium fiir die Integrierbarkeit von Funktionen f : [a,b] — herleiten, das

ohne Unter- und Oberintegral und ohne die Existenz einer Anordnung auf dem Bildbereich R auskommt.
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Definition 16.10. Sei T' = (¢;)7_, eine Teilung von [a,b] und f : [a,b] — R eine Funktion.
(i) Eine Zwischenfolge von T ist eine Folge Z = (z;)_; mit z; € [t;—1,8;] firi=1,...,n.

(ii) Sei Z = (z;)P_, eine Zwischenfolge von T'. Dann heifit die Zahl

n

ST, 2)=>" f(z) (ti —ti-1)

i=1

die Riemann-Summe von f beziiglich (T, Z).
(iii) Man nennt die Zahl w(T') = maxi<;<n(t; — ti—1) die Spurweite oder Feinheit der Teilung T
Satz 16.11. Flir eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R sind dquivalent:

(i) f ist Riemann-integrierbar iber [a,b)].

(n—o0)

(i1) Fiir jede Folge (Ty,)n>0 von Teilungen von [a,b] mit (w(T,,))  — 0 und jede Wahl von Zwischen-

folgen Z,, von T, existiert der Grenzwert

lim S(f, T, Zn) € R.

n—oo
In diesem Fall sind alle Grenzwerte in (ii) gleich dem Integral f; fdx.

Beweis. (i) = (ii). Sei f Riemann-integrierbar und sei ¢ > 0. Wir definieren
b
I:/ fdx und M = sup |f(x)|.
a z€la,b]
Wir diirfen natiirlich annehmen, dass f # 0 oder #dquivalent M > 0 ist. Nach Bemerkung 16.8(b) gibt es
eine Teilung S = (s;)7L, von [a,b] und Treppenfunktionen ¢, € T([a,b]) beziiglich S mit ¢ < f <
und

b
/ (Y — p)dx < %
Wir definieren 6 = ¢/8mM. Sei T = (z;)!"_; eine Teilung von [a,b] mit w(T) < § und Z = (z)?; eine

beliebige Zwischenfolge von T'. Es geniigt zu zeigen, dass |I — S(f,T, Z)| < € ist. Denn dann gilt

Wm S(f, Ty, Zn) =1

n—oo
fiir alle Folgen (T3,)n>0 und (Z,)n>0 wie in (ii).
Wir definieren I als die Menge aller Indizes i € {1,...,n}, fiir die das Intervall [x;_1, ;] keinen Punkt
aus {s;; j =0,...,m} enthélt und setzen J = {1,...,n} \ I. Dann ist die durch F(b) = f(b) und
Fllzi—1, 2= f(z) (i=1,...,n)
definierte Funktion F' : [a,b] — R eine Treppenfunktion mit —M < F < M und f; Fdx = S(f,T,7). Ist

i €1, sogibt esein j € {1,...,m} mit [z;,_1,2;] C|sj_1,s;[. Insbesondere ist ¢ < F < ¢ auf [z;_1, z;]
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fiir jedes ¢ € I. Da die Punkte sg und s, in genau einem der Intervalle [z;_1,x;] liegen und da jeder der
Punkte s1, ..., S;—1 in héchstens zwei der Intervalle [z;_1, ;] liegt, enthiilt J hochstens 2+2(m—1) = 2m

der Indizes i € {1,...,n}. Wir setzen

A = U ]{Eifl,l'i[

icl

und definieren eine Treppenfunktion 7 € 7 ([a, b]) durch
T(x) =0fir x € A, 7(x) = 2M fir z ¢ A.
Fir z € Aist p(z) < F(x) < ¢(z). Fir x € [a,b] \ A gilt
o@)—2M <M —2M =M < F<M=—M+2M < (z) + 2M.

Also gelten fiir jedes z € [a,b] die Ungleichungen ¢(z) — 7(x) < F(z) < ¢(z) + 7(z). Wegen
€
/a rdr = QM; —zi1) < 2M)(2m)d =

erhélt man schlielich die gewiinschten Abschéitzungen fiir S(f, T, Z)

b b b b
I—e</ godx—%ﬁ/ (go—T)deS(f,T,Z)g/(go—i—T)dxg/ 1/)dx+§<]+e.

Damit ist die Giiltigkeit der Implikation (i)= (ii) gezeigt. Mitgezeigt wurde, dass alle in (ii) auftretenden
Grenzwerte gleich dem Integral von f sind.

(ii) = (i). Wir setzen voraus, dass f die Bedingung aus (ii) erfiillt. Dann sind alle in (ii) auftretenden
Grenzwerte gleich. Denn géibe es Folgen (T,, Z,,) und (T, Z!,) wie in (ii), fiir die die Folgen der zugehérigen

Riemann-Summen unterschiedliche Grenzwerte héitten, so wiirde die Folge

(S(faT07ZO)a S(f7T6aZ6)7 S(f7T17Z1)a S(fle/aZi)’)

nicht konvergieren im Widerspruch zur Giiltigkeit von (ii). Fiir n € N* sei T;, = (t7)1 = (a + i) .
Wir setzen af = inf f(Jt?_,,t?[) und S = sup f(Jt?_,, t?[) und wihlen fir n € N* und i = 1,...,n

Punkte 27, w} €]ti" |, ¢7'[ mit

FE) <l 4o fuf) > B -

Dann sind Z,, = (2]"); und W,, = (w}")I~, Zwischenfolgen von T,,. Nach Konstruktion gilt

b b n n
fd:z:f/fdz < D OBRr ) =D ety — 1)
@ i=1 i=1

< S(f, T, Wa) = S(f, T, Zn) + %(b —a)

a

(ni;O)

0.

Also stimmen das Ober- und Unterintegral von f iiberein und f ist definitionsgeméfl Rieman-integrierbar.

O
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Als Anwendung des gerade bewiesenen Satzes folgt auch, dass Lemma 16.6 richtig bleibt, wenn man
die Menge T ([a,b]) der Treppenfunktionen auf [a,b] ersetzt durch die Menge RI([a,b]) aller Riemann-

integrierbaren Funktionen iiber [a, b].

Satz 16.12. Die Menge RI([a,b]) der Rieman-integrierbaren Funktionen bildet einen R-Vektorraum be-
ziiglich der punktweise definierten Addition und Skalarmultiplikation. Fir das Integral gilt:

(a) Die Abbildung
b
RI([a,}]) — R, fl—>/ f de

ist R-linear.

(b) Fiir f,g € RI([a,b]) mit f < g auf [a,b] ist (Monotonie des Integrals)

b b
/ fda:g/ g dz.
a a

Beweis. Seien f,g € RI([a,b]) und sei a € R. Nach Satz 16.11 gilt fiir jede Folge (T},),>0 von Teilungen

von [a, b] mit (w(T},)) 2% 0 und jede Wahl von Zwischenfolgen Z,, von T,

b b
S(f+9,Tn, Zn) = S(f,Tn;Zn) + S(g, Ty Zn) (ni;o)/ fdg”/ g dz,

b
S(af,To, Zn) aS(f,Tn, Zn) 23 a/ f d.

Mit der umgekehrten Implikation aus Satz 16.11 folgt, dass f + ¢ und o f Riemann-integrierbar sind und

/:(f—l—g)dx:/abf dx—f—/abgdx, /ab(af)dm:a/abf dx

ist. Also ist RI([a,b]) ein R-Vektorraum und das Riemann-Integral definiert, wie in Teil (a) behauptet,
eine R-lineare Abbildung auf RI([a,d]). Ist f < g auf [a, b], so gilt

dass

S(f7TnaZTL) S S(Q;Tyzn)

fiir alle n € N und nach Satz 4.10 iibertragen sich diese Ungleichungen auf die Grenzwerte dieser Folgen.

O

Wir wollen zeigen, dass die Menge RI([a, b]) stabil ist gegeniiber dem Bilden von Maxima, Minima, des
Absolutbetrages und einiger weiterer Operationen. Dazu bendtigen wir die folgenden Definitionen. Fiir

eine Funktion f: D — R auf einer beliebigen Menge D definieren wir

Il = sup{|f(®)]; t € D} (€ RU{oo}),
ffiD = R, fH(t) = max(f(t),0),
f7:D = R, f(t) = max(—f(t),0).

Offensichtlich gilt f(t) = fT(¢t) — f~(¢) und |f(¢)| = fT(t) + f~(¢) fiir alle ¢t € D.

91



Satz 16.13. Fir Riemann-integrierbare Funktionen f,g: [a,b] = R und jede reelle Zahl p € [1,00) gilt:
(a) f*,f~ € RI([a,]),
b b
(b) |f| € RI([a,b]) und | [, f dz| < [ |fldz < [ fllja,0)(b — @),
(¢) max(f,g), min(f,g) € RI([a,b]),
(d) [fP € RI([a,0]),
(e) fg € RI([a,b]).
Beweis. (a) Sei f € RI([a,b]). Nach Bemerkung 16.8(b) gibt es zu gegebenem € > 0 Treppenfunktionen
o, € T([a,b]) mit ¢ < f <1 und
b

/ (Y — p)dx < e.
Dann sind ¢ und " Treppenfunktionen iiber [a,b] mit o7 < fT < t. Wegen T — pt < 9p — ¢ ist
auch

b b
/ (V" —¢T)dr < / (¢ —p)dr <e

Da € > 0 beliebig war, ist ¢+ nach Bemerkung 16.8(b) integrierbar. Indem man f durch — f ersetzt, sieht
man, dass auch f~ = (—f)T € RI([a,b]) gilt.
(b) Als Anwendung von Teil (a) und Satz 16.12 erhilt man, dass mit f auch |f| = f* + f~ Riemann-
integrierbar ist. Seien T}, (n € N) Teilungen von [a, b] mit lim,, o w(7T,,) = 0 und sei Z,, eine Zwischenfolge

von T, fiir jedes n € N. Mit Satz 16.11, der Dreiecksungleichung und Satz 4.10 folgt, dass

/abfdac

= | lim S(f,Tn, Zn)| = lim [S(f,Tn, Zn)|
n—oo n—00

IN

b b
Jim ST, 20) = [ 171 < [ fllwde = 1o 0 o).
a a

(¢) Mit f, g sind nach Teil (b) und Satz 16.12 auch die Funktionen

max(f,9) = 5/ +9+17 ~ gl), min(f.g) = 5(7 + 9~ |f ~ g

Riemann-integrierbar.

(d) Sei f € RI([a,b]) und sei 1 < p < oco. Wir wollen zeigen, dass |f|P € RI([a,b]) ist. Wir diirfen
annehmen, dass 0 < f < 1 ist. Sonst ersetze man f durch |f[/(||fllja,p) + 1). Sei € > 0. Da mit zwei
Treppenfunktionen auch ihr Maximum und Minimum Treppenfunktionen sind, gibt es ¢,v¢ € T([a,b])
mit0 < p < f <y <1und f;(wfgo)dx < e. Dann sind P und ¥? Treppenfunktionen mit P < fP < P.

Der 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Korollar 15.4) angewendet auf die Funktion

[0,1] = R, z— aP
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zeigt, dass fiir 0 < z < y <1 eine reelle Zahl t €]z, y[ existiert mit

yP — P

y—x

=pt?~t < p.
Mit der Monotonie des Riemann-Integrals erhélt man

b b
/ (WP — oP)dz < p / (W — @)dz < pe.

Da e > 0 beliebig ist, folgt mit Bemerkung 16.8(b) die Riemann-Integrierbarkeit von |f|P.
(e) Mit f, g ist nach Teil (d) und Satz 16.12 auch fg = +((f +9)? — (f — 9)*) Riemann-integrierbar. [

Zum Abschluss dieses Abschnittes zeigen wir, dass fiir jede stetige Funktion f : [a,b] — R eine Stelle
t € R existiert so, dass die Fliche zwischen dem Graphen von f und der z-Achse gleich der Fliche des

Rechteckes mit Hohe f(¢) und Linge b — a ist.

Satz 16.14 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Ist f : [a,b] — R stetig, so gibt es ein t € [a,b] mit
b
fa fdx=f(t) (b—a).

Beweis. Nach Satz 10.4 existieren m = min f([a,b]) und M = max f([a,b]). Wegen der Monotonie des
Riemann-Integrals (Satz 16.12) ist

m(b—a,)g/bf de < M(b— a).

b
Der Zwischenwertsatz (Satz 10.1) impliziert die Existenz einer Zahl ¢ € [a, b] mit f(t) = %. O
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17 Differential- und Integralrechnung

Die Funktion f: R — R, f(t) = t? ist stetig und damit nach Satz 16.9 Riemann-integrierbar iiber jedem

Intervall [0, z] mit = > 0. Mit Satz 16.11 angewendet auf die dquidistanten Teilungen T, = (¢£)"_, erhélt

n
[ ra
0

man, dass

Tim. znjf (i) (i -G -v7)
i=1
— lim ()Z fim_ (2)° 2 Dt o

n—oo \ 1 n—oco \ N 6 3

fiir alle z > 0 gilt. Dabei folgt die benutzte Summenformel durch eine einfache Induktion nach n. Insbe-

£([19)-4(3)-+-ro

fiir alle x > 0. Wir zeigen als néchstes, dass dies kein Zufall ist.

sondere gilt

Lemma 17.1. Seien a,b,c € R mit a < ¢ < b und sei f : [a,b] = R eine beliebige Funktion. Dann ist

[ Riemann-integrierbar genau dann, wenn f|q, und flicp beide Riemann-integrierbar sind. In diesem

Fall gilt , ,
/fdx:/fd:L’Jr/fdx.

Beweis. Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar und sei € > 0. Nach Bemerkung 16.8(b) gibt es Treppen-
funktionen ¢, € T ([a,b]) mit ¢ < f < 1) und fj(w — p)dz < e. Indem man das Integral von ¢ — ¢ mit
Hilfe einer Teilung berechnet (Definition 16.5), die den Punkt ¢ enthilt, sieht man, dass auch

c b
/(1/)*s0)dx<eund/(¢—ga)dx<e

gilt. Wieder mit Bemerkung 16.8(b) folgt die Riemann-Integrierbarkeit der Einschrinkungen von f auf
[a, ] und auf [c, b].
Seien umgekehrt diese Einschrinkungen beide Riemann-integrierbar. Dann ist die Funktion f : [a,b] — R
definiert durch

fi

la,c] = fl[a,c]a f1|]c,b] =0

Riemann-integrierbar und fab f1dx = fac f dx. Zum Beweis beachte man, dass die letzte Identitédt offen-

sichtlich gilt, wenn f eine Treppenfunktion iiber [a, b] ist, und benutze dann Bemerkung 16.8(b), um zu

/acfdx/;fdzg/:fldxg/ab*fldxg/ac*fdx/acfdx

gilt. Genauso folgt, dass die Funktion f; : [a,b] — R definiert durch fa|(, o[ =0, fo

schlieflen, dass

(e.b] = flie,p) Riemann-

integrierbar ist mit ff fo dx = ff f dx. Mit Satz 16.12 und Bemerkung 16.8(c) sieht man, dass f; + fo
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und damit auch f Riemann-integrierbar sind auf [a, b] mit

/abfdx:/ab(fl-kﬁ)dx:/abﬁdm+/abf2d:c:/acfdx+/cbfdx,

Damit sind alle Teile von Lemma 17.1 bewiesen. O

Definition 17.2. Seien a,b € Rund f : [min(a, b), max(a, b)] — R eine beliebige Funktion. Wir definieren

b
/fdx:()fiira:b

/abfdzz—/bafdz,

falls b < a ist und f : [b,a] = R Riemann-integrierbar ist.

und setzen

Bemerkung 17.3. Seien a,b, ¢ € R reelle Zahlen und sei
f ¢ [min(a, b, ¢), max(a,b,c)] = R

eine Funktion. Ist f Riemann-integrierbar oder ist a = b = ¢, so gilt

/abfdx/acfdz+/cbfdx.

Mit Definition 17.2 und endlich vielen Fallunterscheidungen folgt dies sehr leicht aus Lemma 17.1.

Im Folgenden seien I,.J immer beliebige Intervalle mit mindestens zwei verschiedenen Punkten. Dabei

diirfen I, J offen, halboffen, abgeschlossen, beschrinkt oder unbeschrénkt sein.

Satz 17.4. Sei f: I — R stetig und sei a € I ein fester Punkt. Dann ist die Funktion
F:I->R, F(x) :/ ft)dt
differenzierbar auf I mit F'(x) = f(x) fir alle x € I.

Beweis. Seien x € I, h € R\ {0} so, dass auch x + h € I gilt. Dann folgt mit Bemerkung 17.3 und Satz
16.13(b), dass

1

T — F(x oth
dlABLLD i [ w0 - s

2= )

max(z,z+h)
</ 78) — f)ldt

min(z,z+h)

<sup{|f(t) — f(2)|; min(z,z + h) <t < max(x,x + h)}

gilt. Da f nach Voraussetzung stetig in x ist, konvergiert das im letzten Schritt gebildete Supremum

gegen 0 fiir h — 0. Also ist F' differenzierbar in  mit F'(z) = f(x). O

Definition 17.5. Sei f : I — R eine Funktion. Eine differenzierbare Funktion F': I — R heif}t Stamm-
funktion fiir f, falls F/ = f auf ganz I gilt.
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Bemerkung 17.6. Sind F,G : I — R Stammfunktionen zu f, so ist F' — G konstant auf I. Zum Beweis

fiziere man einen beliebigen Punkt a € I und beachte, dass wegen
(F—-G)(z)=f(z)— f(z) =0 firallex €I
die Funktion F — G auf ganz I den Wert (F — G)(a) hat (Korollar 15.5).

Satz 17.7 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei f : I — R stetig und sei F : I — R
eine Stammfunktion fir f. Dann gilt fir beliebige Zahlen a,b € I

b
/ f dz = F(b) — F(a).
Beweis. Sei a € I beliebig. Nach Satz 17.4 definiert
x
Fo:1I— R7 FU(LL') :/ f(t)dt
eine Stammfunktion fiir f. Nach Bemerkung 17.6 gibt es ein ¢ € R mit F' — Fy = ¢ auf I. Dann gilt
b
F) = Fla) = Fa(t) = Fola) = | (o)
fir alle b € 1. O
Definition 17.8. (a) Ist F': I — R eine Funktion, so schreibt man fiir beliebige a,b € T

F|® = F(b) — F(a).

(b) Sind f, F : D — R Funktionen auf einer Menge @ # D C R, so schreibt man

/f de = F(z) (ze€D),
falls F'|; Stammfunktion zu f|; fiir jedes abgeschlossene endliche Intervall J C D positiver Lénge ist.

Beispiele 17.9. Im Sinne der Definition 17.8(b) gilt:

xn«l»l
n+1

(a) firneN: [a" dx = (z € R) (14.3(b)),

:En+1

(b) fir n € Z\{~1}: [2" dz = 2o (z € R\ {0}) (14.3(b) und (c)),

(¢) [Ldx=loglz| (z€R\{0}) (14.3(e) und Kettenregel),

Ia+1
a—+1

(d) fir a e R\ {-1}: [2* do = (x>0) (14.11),

(e) [e” dz=¢" (xeR) (14.3(d)),

(f) fira e R\ {1}: [a” dz = (x € R) (14.11),

aT/
loga
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(g) [cosz dx =sinz, [sinzdr=—cosz (x€R) (14.3(g) und (b)),
(h) mit der Kettenregel folgt
/tanx dx = —log|cosz]| (xeR\{(Zn—i—l)g; n € Z})

/cot de = log|sinz| (zre€R\nZ),

i f \/1%7 dr = arcsinz  (|z| <1) (14.13),
(§) [ 3z do = arctanz  (z €R) (14.13),
(k) [logz de =zlogz —x (z>0) (Produktregel),

(1) [cos?z dz = (x + coswsinz) (Produktregel),

1
2
(m) [sin’z dz = 1(z —coswsinz) (Produktregel).

Satz 17.10 (Substitution). Seien wie zuvor I,J C R beliebige Intervalle, die beide mindestens zwei

verschiedene Punkte enthalten. Ist f : I — R stetig und ist ¢ : J — R stetig differenzierbar mit o(J) C I,
so gilt fir beliebige a,b € J

b , »(b)
| tewewi= [ i
a ¥(a)
Beweis. Nach Satz 17.4 hat f eine Stammfunktion F': I — R. Die Kettelregel (Satz 14.10) zeigt, dass

Fop:J— R Stammfunktion zu (f o )¢’ : J — R ist. Mit dem Hauptsatz (Satz 17.7) folgt, dass

b b
b b
| fe®ye i =Fogl, = FIZ0 = [ fa)do
fiir beliebige Punkte a,b € J gilt. O

Bemerkung: (a) Etwas suggestiver kann man die Substitutionsformel aus Satz 17.10 schreiben als

©(b) B b do(t)
[, fe= [ e G

Man substituiere x durch ¢(t) und “erweitere mit dt“.

(b) Setzt man in Satz 17.10 zusétzlich voraus, dass ¢ : J — I bijektiv ist, so gilt

d B e N (d) do(t)
[ r@ar= [ sty Gl

fiir alle ¢,d € 1.
Beispiele 17.11. Sei F': R — R eine stetige Funktion und seien a,b,c € R, n € N.

(a) Die Substitutionsregel angewendet mit ¢ : R — R, (t) =t + ¢ zeigt, dass

b+c
F

(z)da = /b F(t+¢) d(td;’ ) gt — /b F(t + c)dt.

a+tc
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(b) Fiir c € R\ {0} folgt mit ¢ : R = R, ¢(t) = ct

/CCbF(ﬂc)dx = /abF@t) = C/ab Fleod

a

(¢) Mit p: R = R, ¢(t) =t""! (n € N) erhélt man

bn+1

b T IO Y 1
t"F{ T )dt = —— F(t" dt = F(x)dx.
/a ( ) n+1/, ( ) dt n+1 /an+1 (l‘) *

(d) Sei J C R ein Intervall wie in Satz 17.10 und ¢ : J — R differenzierbar mit () # 0 fiir alle t € J.

b
©'(t) b
dt = log .
/a (D) el .

Zur Begriindung beachte man, dass nach dem Zwischenwertsatz (Satz 10.1) entweder ¢(J) C (0, 00)

Dann gilt fiir alle a,b € J

oder ¢(J) C (—00,0) ist. Im ersten Fall sei I = (0,00), im zweiten Fall setzen wir I = (—o0,0). Mit
der Substitutionsregel (Satz 17.10) folgt fiir f: I - R, f(z) =1

b o(t) b / () ,
/a 0 dt:/a fle()e (t)dt:[o(a> f(x)dz = log|z| ]ig?):loglwl)a.

Wihlt man etwa fiir ¢ die Funktion ¢ : (0,7) = R, ¢(t) = sint, so erhiilt man als konkretes Beispiel
fiir a,b € (0, )

b b
t
/ cott dt = / C,idt = log | sint| |b = log(sint)|b.
@ o, Sint @ @
(e) (Partialbruchzerlegung) Seien r,s,«, 8 € R mit o # . Wir wollen fiir a,b € R mit «, 8 ¢ [a,b] das
b
re + s
I = / ————dx
o (@—a)(@-p)

berechnen. Dazu zeigen wir zunéchst, dass reelle Zahlen A, B existieren mit

Integral

rrts _ A + B fiir alle z € [a, b].

(z—a)z—8) z—a x-0

Offensichtlich ist die Giiltigkeit dieser Darstellung dquivalent zu

(A+ B)x — (aB + BA) = rx + s fiir alle z € [a, b].

Indem man beide Seiten nach x ableitet, sieht man, dass diese Identitit dquivalent ist zur Giiltigkeit
des Gleichungssystems

A+B=rund aB+ A= —s

oder zu

B=r—Aund a(r — A) + A = —s.
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Also sind die eindeutigen Losungen unseres Problems gegeben durch

_ar+s _rla—pB)—(ar+s)  pr+s
A—rﬂundB— a—ﬁ —ﬁ_a

Als Anwendung von Teil (d) erhilt man die Formel

b b
d d
I:A/ * +B/ ®_ — Alog|z — o|" + Blog|a — B||"

e T— 0 T—0 a a

mit A und B wie oben.

Als Spezialfall berechnen wir fiir a,b,y € R mit v, —v ¢ [a,b] U {0} das Integral
1= / P_de / " dw
o =72 o (=)@ +7)
MitTZO, s=1, a =7, BZ—WerhfiltmanA:%, B:—% und

r—
S T+ 7y

| b

a

1 1
1= 5-(log|z—1] ~loglz +4])[ = 210

(f) Wir wollen das Integral I = f_+11 V1 — 22dz berechnen. Mit der Substitutionsregel (Satz 17.10) an-
gewendet auf f: [-1,1] = R, f(z) =+v1—22 und p: R = R, ¢(t) = cost erhilt man

cos 0 0 T
I= / f(e)de = / Fo(t)e! ()t = / T o isint di
c T 0

OS T
4 t —costsint T
.. 2 T
= sin“t= ————| = —.
/) 2 |0 2

Man {iberlegt sich leicht, dass der Graph der Funktion f gegeben ist durch

G(f) ={(z,y) €R* 2> +y* =1 und y > 0}.

Dies ist die obere Hilfte des Einheitskreises in R?. Die Fliche zwischen dem Graphen von f und der

x-Achse entspricht daher der Hélfte der Fliche des Einheitskreises.

(g) Ist @ < b und ist ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar, so erhélt man mit der Substitutionsregel (Satz
17.10) angewendet auf die Funktion f : R — R, f(x) = 2™ die Formel

’ / () 1 +1 +1
)" (t)dt = " dr = b)" T — .
[ etre= [ e = g e

Satz 17.12 (Partielle Integration). Seien f,g : I — R stetig differenzierbare Funktionen und seien

b b
b
[ tddo=sdli- [ rgan

Beweis. Wegen (fg) = f'g+ fg’ erhilt man mit dem Hauptsatz (Satz 17.7)

a,b € I beliebig. Dann gilt

/abfgl dx+/abf/g dx = /ab(fgydx - (fg)|z

Dies ist genau die Behauptung. O
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Beispiele 17.13. (a) Mit I = R%, f(x) =logz, g(r) = x erhélt man fiir 0 < a < b

b b b
d d
/a log x d:z::/a (log x) <d$x) dx:(xlogsc)|l;—/a (dxlogx>a:dx:x(logx—1)‘z.

Insbesondere gilt im Sinne von Definition 17.8(b)
/logx de =xz(logx —1) (z>0).

(b) Seien a,b € R. Fiir I =R, f(x)=arctan z, g(z) =z erhélt man mit Satz 17.12 und den Beispielen
14.13(b) sowie 17.11(d)

1 2x

b b b
d 1
/a arctan x dx = /a arctan x <dxx> dx = x arctan x|Z—§/a mdm = (z arctan z=3 log(1+x2))|z.

Insbesondere ist [ arctan dz = zarctan x — %log(l + 2?) auf ganz R.

(c) Seien a,b € R mit a < b und sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar. Fiir k¥ € Z betrachten wir die

Integrale ,
F(k:):/ f(z)sin(kz)dz.

Wir wollen zeigen, dass fiir alle € > 0 ein kg € N existiert mit
|F(k)| < e fiir alle k € Z mit |k| > ko.
Abkiirzend benutzen wir hierfiir die Schreibweise

lim F(k) = 0.

|k|—o00
Zum Beweis beachte man, dass man fiir k¥ € Z \ {0} mit partieller Integration (Satz 17.12) die
Darstellung

COS(RX b COS(KX
P = =7 !+ [ 2 g

erhilt. Da |f| und |f’| stetig auf [a, b] sind, gibt es eine reelle Zahl M > 0 mit |f| < M und |f'| < M
auf [a, b] (Satz 10.4). Die Abschétzung

oM 1 [? 2M + M(b — a)
F < 4 ! <= 7
FW0l< T+ |k|/a Flde < =

impliziert, dass lim|;|_o |F'(k)| = 0 ist. Ganz dhnlich zeigt man, dass auch

Jim / " F(@) cos(ha)d = 0

|k|—o0

gilt.

Satz 17.14. Fir 0 <z < 27 gilt

> sin(kx T—x
S sinlhe) _mo

k 2
k=1

cp T oo ﬂ
Insbesondere ist 7 = > h—o k11
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Beweis. Fiir n € N* und ¢t € R\ 27Z gilt (sieche Lemma 13.2 und Korollar 13.10(c))

n +n on
;COS(kt) — % < Z eikt _ 1) _ (eint Z(eit)k o 1)

k=—n

1 [e—int _ gi(n+1)t 1 [ eiln+3)t _ g—i(n+3)t
= - |l—F -1 == — — —1
2 1 —eit 2 e's —e 'z

_ 1 <sin(n+ ot 1)'

N | =

in L
2 sin 3

Mit dem Hauptsatz (Satz 17.7) erhélt man fiir « € ]0,27[ und n € N*

sin(kz) <~ [F 1
Z = ;/ﬂ cos(kx)dz = a(An(l‘) - (z —m)),

k=1

T o 1 t x 13 x
A () :/ Wdt:/ C.Osf sin(nt)dt—l—/ cos(nt)dt

sin 5 sin 5 -

wobei

nach Beispiel 17.13(c) gegen 0 konvergiert fiir n — co. Also ist

>, sin(kx 1
L

k=1

fir 0 <z < 27. Fiir x = § ergibt dies insbesondere

T o= sin(kT > sin((2k +1)2 > cos(km = (—=1)k
T _ g sinhg) g sn(@EDE) g costhr) g (1)

k=1 k=0 2k +1 k=0 2k +1 k=0
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18 Uneigentliche Integrale

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass eine Integrationsgrenze unendlich ist.

Beispiel 18.1. Sei s € R\ {1}. Fiir R > 1 ist

R s—1
1 R 1 1
“Sdy = —— | = 1- (= .
/196 T h s—1< <R> )

1
s—17

Also konvergieren diese Integrale fiir R — oo gegen falls s > 1 ist, und sie konvergieren uneigentlich

gegen oo, falls s < 1 ist.

Definition 18.2. Sei a € R und sei f : [a,00) — R eine Funktion, die integrierbar auf jedem Intervall

[a, R] (a < R < o0) ist. Falls der Grenzwert

R—o0

R
L = lim / fdreR
existiert, heifit das Integral faoo f dx konvergent und man schreibt

/aoofda::L.

Nach Beispiel 18.1 ist fiir s € R das Integral floo ﬁdm konvergent genau dann, wenn s > 1 ist. Man

beachte dabei, dass im nicht betrachteten Fall
R
1 500
/ —dr =1og R (Ri> ) 00
1 x
gilt.

Als zweites Beispiel betrachten wir Integrale, bei denen zwar die Integrationsgrenzen endlich sind, aber

der Integrand kritisch an einer Grenze ist.
Beispiel 18.3. Sei s € R\ {1}. Fiir 0 < r < 1 gilt

“Sdx = 1—7r"%).
/Tx T 1—5( r %)

1
1-s?

Also konvergieren diese Integrale fiir r | 0 gegen falls s < 1 ist, und konvergieren uneigentlich gegen

o0, falls s > 1 ist.

Definition 18.4. Seien a,b € R mit a < b und sei f : ]Ja,b] — R eine Funktion, die auf jedem Intervall
[r,b] (a < r < b) integrierbar ist. Falls der Grenzwert

b
L:hfn fdreR

existiert, heifit das Integral f; f dx konvergent und man schreibt

/abfdx:L.
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Wenn in der Situation von Definition 18.4 die Funktion f : [a,b] — R sogar iiber ganz [a, b] integrierbar

ist, dann folgt aus der Abschétzung

.Arfdx

dass lim, |, (frb f dm) = lim, |, (f: f dx — f: f dx) = f; f dx ist. In diesem Fall ist also das Integral

(rla)
< (T - a)”f”[a,r] < (T - a)”f”[a»b] — 0,

f; f dz im Sinne von Definition 18.4 konvergent und der im Sinne von Definition 18.4 gebildete Grenzwert
ist einfach der Wert des Integrals im alten Sinne.
Nach Beispiel 18.3 ist fiir s € R das Integral fol %dx konvergent genau dann, wenn s < 1 ist. Man beachte

dabei, dass fiir s = 1 gilt .
1 r
/ de = —logr (ﬂg 00.

Véllig analog zu Definition 18.2 (Definition 18.4) definiert man natiirlich auch die Konvergenz von Inte-

gralen, die an der unteren (oberen) Grenze kritisch sind.
Als letztes Beispiel betrachten wir Integrale, die an beiden Grenzen kritisch sind.

Beispiele 18.5. (a) Fiir 0 < € < 1 gilt (vgl. Beispiele 17.9 und Satz 13.13)

1—e
dz . l—e . (e40) . s
————— = arcsinx = arcsin(l —€) — arcsinl = —,
0 /1 — LE2 |0 ( ) 2
0

dzx . (elO) ™

——— = —arcsin(—1+4+¢) — —.

/—1+e vV 1-— 95‘2 ( ) 2

(b) Fiir R > 0 gilt

R

1

/ ——dr = arctanx’R = arctan R,
0 1 +x 0

0
1
/ ——dx = — arctan(—R)
—-R 1 + .’,UZ
und aus Satz 13.13(c) folgt, dass beide Integrale fiir R — oo gegen 7 konvergieren.
Definition 18.6. Seien a € RU {—c0}, b € RU {oc} mit a < b. Sei f : ]a,b|— R eine Funktion, die auf
jedem Intervall [ar, f] mit a < o < < b integrierbar ist und sei ¢ €]a, b] beliebig. Falls die Grenzwerte

c B
A =lim fdxeR,B:lim/fdeR
ala /, Brb J.
beide existieren, nennt man das Integral f; f dx konvergent und setzt

b
/ fdr=A+B.

Eine einfache Anwendung von Lemma 17.1 zeigt, dass diese Definition unabhéingig ist von der Wahl der
Zahl ¢. Ahnlich wie in der entsprechenden Bemerkung zu Definition 18.4 sieht man, dass fiir a,b € R und

eine integrierbare Funktion f : [a,b] — R das Integral f: f dz konvergiert und der im Sinne von Definition
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18.6 gebildete Wert dieses Integrals mit dem im fritheren Sinne gebildeten Wert tibereinstimmt.

Nach Besipiel 18.5 gilt

U de .7 < dx T
_ — — — =T _— =
Vit 2 2 ) TiaE 2

Bemerkung 18.7. Seien f, g Funktionen wie in Definition 18.2, 18.4 oder 18.6, wobei die Integralgrenzen

mit a bzw. b bezeichnet seien. Man nennt das Integral f; f dx absolut konvergent, falls das Integral ff | f|dx

konvergiert. Mit dem Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz kann man zeigen (Ubungsaufgabe):
(a) Aus der absoluten Konvergenz von fab f dx folgt die Konvergenz.
(b) Gilt |f] <lgl|, so impliziert die absolute Konvergenz von f;g dx die von fab f dx.

Satz 18.8 (Integralvergleichskriterium). Sei k € N. Fiir eine monoton fallende Funktion f : [k,00) —

[0,00) konvergiert das Integral fkoo [ dz genau dann, wenn die Reihe Y, f(n) konvergiert.

Beweis. Nach Satz 16.9 und Lemma 17.1 existieren alle Integrale fkR f dz (R > k) und sind monoton

wachsend als Funktion von R € [k, o). Also konvergiert |, koc f dx genau dann, wenn das Supremum

R
s:sup/ fdz
k

R>k

endlich ist. Dabei folgt die nicht triviale Implikation genau wie in Beispiel 8.5(a). Die behauptete Aqui-

valenz ist daher eine direkte Folgerung der Abschitzungen

N N n N N N-1
> ofws Y [ gde=[ rar< Y f-1=3 s,
n=k+1 n=k+1 n-1 k n=k+1 n=~k
die fiir alle N > k + 1 gelten. O

Korollar 18.9. Die Reihe Y., & konvergiert fiir s € (1,00) und divergiert fiir s € (—oo, 1].

n=1 ns

Beweis. Fiir s > 0 wende man Satz 18.8 und Beispiel 18.1 (bzw. die Bemerkung nach Definition 18.2) an

auf die Funktion
1

s (n—o00)

Fiir s < 0 gilt ni =n"% "—" oo und daher divergiert die Reihe Y -, ni fir diese s. O
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19 Funktionenfolgen

Einfache Beispiele zeigen, dass sich bei punktweiser Konvergenz einer Folge (f)nen von Funktionen

fn : D — R die Stetigkeit der Funktionen f, im Allgemeinen nicht auf den punktweisen Limes

f:D—=R, f(x)= lim f,(x)

n—roo

iibertragt.

Beispiel 19.1. Die Funktionen f, : [0,1] — R, f,(z) = 2™ sind stetig, aber wegen lim,, o fn(z) =0

fiir x € [0, 1] und lim, o fn(1) =1 ist die punktweise gebildete Grenzfunktion

f:00,1] = R, f(x) = li_)rn fn(x)
unstetig im Punkt z = 1.

Definition 19.2. Sei D eine beliebige Menge und seien f,, : D — R (n € N), f: D — R Funktionen.
Man nennt die Folge (fp,)nen

(a) punktweise konvergent gegen f auf D, falls lim,, o fn(x) = f(z) ist fir alle z € D,

(b) gleichmiflig konvergent gegen f auf D, falls fiir alle € > 0 ein ng € N existiert mit | f,,(z) — f(z)] < e

fiir alle n > ng und jedes = € D.
Bei gleichméfBiger Konvergenz vererbt sich die Stetigkeit auf die Grenzfunktion.

Satz 19.3. Sei D C R und seien f, : D - R (n € N), f: D — R Funktionen. Sind alle f,, stetig und
konvergiert die Folge (fn)nen gleichmifig auf D gegen f, so ist auch f stetig.

Beweis. Sei xy € D beliebig. Zu € > 0 gibt es ein ng € N so, dass |f,(x) — f(x)] < €/3 ist fiir alle
n > no und jedes x € D. Da f,, stetig ist in zp, gibt es zu dem gegebenen ¢ > 0 ein § > 0 mit
| fro () — frg (m0)| < €/3 fur alle z € D mit |z — x| < §. Mit der Dreiecksungleichung folgt

(@) = @) < 1F@) = Fap @] + [Fag (2) = Jup (@0)] + o w0) = ()| < 5 + 5+ 5 =¢

fiir alle x € D mit |z — xo| < §. Mit dem e-§-Kriterium (Satz 10.6) folgt die Stetigkeit von f in 2. O

Satz 19.4. In der Situation von Satz 19.3 gilt
b b
lim fn dx :/ fdz

n—oo a

fir alle a,b € R mit a < b und [a,b] C D.
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Beweis. Zu € > 0 gibt es ein ng € N mit

/abfn dx—/:f da /ab(fn—f)dw

fiir alle n > ng. Benutzt wurde dabei die Integralabschétzung aus Satz 16.13(b). O

<Nfn = fllap(0—a) <e

Die Differenzierbarkeit von Funktionen f,, (n € N) iibertriagt sich bei gleichméfiger Konvergenz im
Allgemeinen nicht auf die Grenzfunktion. Ein wichtiger Satz von Weierstrafi (Beweis in der Topologie)
besagt sogar, dass jede stetige Funktion f : [a,b] — R gleichmiifliger Limes einer Folge (p,)nen von

Polynomfunktionen p,, auf [a, b] ist.

Satz 19.5. Seien a,b € R mit a < b und seien f, : [a,b] = R (n € N) stetig differenzierbare Funktionen.
Konvergiert die Folge (fn)nen punktweise auf [a,b] gegen eine Funktion f : [a,b] — R und konvergiert
die Folge (f!)nen der Ableitungen gleichmdfig auf [a,b] gegen eine Funktion g : [a,b] — R, so ist f
differenzierbar mit f' = g auf [a,b].

Beweis. Nach Satz 19.3 ist g stetig. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 17.7)
und mit Satz 19.4 folgt, dass

f(z)= lim f,(z) = hm (fn(a / fLt)dt) = f(a) + / g(t)dt

fiir alle z € [a,b] gilt. Da g stetig ist, ist f nach Satz 17.4 differenzierbar mit f'(z) = g(z) fur alle
x € [a,b]. O

Ganz analog zu Reihen von Zahlen definiert man Funktionenreihen als die Partialsummenfolgen der zu

Grunde liegenden Funktionenfolge.

Definition 19.6. Seien f, : D — R (n € N) Funktionen auf einer beliebigen Menge D. Fiir N € N sei
SN = ZnN:(J fn. Man definiert

> fn=(sn)nen
n=0

und nennt Y -, f, gleichmdfig (bzw. punktweise) konvergent auf D, wenn die Funktionenfolge (sn)nen

gleichmifig (bzw. punktweise) auf D gegen eine Grenzfunktion konvergiert.

Satz 19.7 (Weierstraisches Majorantenkriterium). Seien f, : D — R (n € N) Funktionen auf einer

Menge D und sei (¢cn)nen eine Folge in R so, dass
(i) |fn(x)| < ey fir allen € N und x € D gilt und
(ii) die Reihe >~ ¢, konvergiert.

Dann konvergiert die Funktionenreihe Y - [ gleichmifig auf D gegen eine Funktion f : D — R.

106



Beweis. Aus dem Majorantenkriterium fiir Reihen reeller Zahlen (Satz 6.7) folgt, dass die Reihe
Yoo o fn(z) fiir jedes & € D absolut konvergiert. Also konvergiert die Reihe Y f, punktweise auf
D gegen die Funktion

f:D—=R, flz)= an(a:)
n=0

Wir zeigen, dass Y-, f, sogar gleichméBig auf D gegen f konvergiert. Sei dazu e > 0 beliebig. Aus der

Voraussetzung (i) folgt, dass ein ng € N existiert mit Y 7 ¢, < e. Dann gilt aber auch
|f($)*2fk($)|: Z fr(@)| < Z |fi(@)] < Z cp <€
k=0 k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
fiir alle n > ng und jedes x € D. O

Unter einer Potenzreihe auf R mit Entwicklungszentrum a € R und Koeffizienten a,, € R versteht man

eine Funktionenreihe der Form
o0
n
g an(x —a)",
n=0

wobei die Summanden a,(x — a)™ als Funktionen in x € R aufgefasst werden.

Satz 19.8 (Potenzreihen). Sei (ap)nen eine Folge in R und sei a € R ein fester Punkt. Die Funktionen-

rethe

Z an(z —a)”

n=0

konvergiere in einem Punkt z1 € R\ {a}. Sei r = |z — a|. Dann gilt:

(a) Fir jedes p € (0,7) konvergieren die Reihen

Z an(z —a)" und Z n an(z—a)" !
n=0 n=1
gleichmaiflig auf dem Intervall [a — p,a + p).
(b) Die Funktion f : (a —r,a+71) = R, f(z) = Yo" jan(x — a)" ist differenzierbar mit f'(z) =
Yool nan(x—a)"t fir jedes x € (a —r,a+7).

Beweis. Seien z1 # a und r = |z — a| wie im Satz beschrieben. Dann definiert (Satz 6.3)

M = sup [ay (21 — a)"|
neN

eine endliche Zahl. Seien f,,g, : R — R die durch f,(z) = a,(z — a)” und g,(z) = n a,(z — a)" !
definierten Funktionen und sei 0 < p < r beliebig. Fiir alle x € [a — p,a + p] gilt

< (t)

r—a

[fn(@)] = lan (21 — a)"|

r1 —a
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fiir jedes n > 0 und

n—1
| T—a M (p)”*l
= — — < —
|g7l(‘r)| ‘xl 7a| ‘an(xl a) ‘ T —a — |1,1 7a| n r
fiir alle n > 1. Sei ¢, = ‘wlj\fa‘n (f)n_l fiir n > 1. Wegen
n 1 n o0
i1 _ DAL P2 Py g
Cn n o r r

konvergiert die Reihe )7 | ¢, nach dem Quotientenkriterium (Satz 6.9). Mit dem Weierstraischen Majo-

rantenkriterium (Satz 19.7) folgt, dass die Reihen >~ o f, und > | g,, beide gleichméBig auf [a—p, a+p]

konvergieren. Da fiir 0 < p < r die Funktionenfolgen

(), = ((20)), ().

beide gleichméBig auf [a — p, a + p] konvergieren, ist f nach Satz 19.5 auf jedem dieser Intervalle differen-

zierbar und hat die behauptete Ableitung. Damit ist auch Teil (b) bewiesen. O

Definition 19.9. Sei (a,)nen eine Folge in R und a € R ein fester Punkt. Man nennt die Zahl

e}
R =sup{|z —a|; € R und Z an(z — a)™ konvergiert} € [0, o]

n=0

den Konvergenzradius der Potenzreihe Y >° a,(z — a)™.

Ist (an)n>0 eine Folge in R\ {0}, fiir die der Grenzwert

R= lim %!
3o Tami]

existiert, so folgt mit dem Quotientenkriterium (Satz 6.9), dass der Konvergenzradius der Potenzreihe

Yoo o an(x — a)™ gleich diesem Grenzwert R ist (Aufgabe 21(a)).

Die Koeffizienten einer Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius sind durch die dargestellte Funktion

eindeutig bestimmt. Dies zeigt das néchste Korollar.

Korollar 19.10. Sei Y  an(x — a)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist die

Funktion

f:{zeR; |[r—a| <R} =R, f(x) :Zan(x—a)”
n=0
unendlich oft differenzierbar und fiir jedes n € N gilt
_ ")

n!

Qn
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Beweis. Nach Satz 19.8 ist f differenzierbar mit

o0

f(@) =) (n+Dagsa(e —a)

n=0
fiir |z — a] < R. Insbesondere wird f’ dargestellt durch eine Potenzreihe, deren Konvergenzradius grofer

oder gleich R ist. Eine erneute Anwendung von Satz 19.8 zeigt, dass f’ differenzierbar ist mit

oo

f@) =Y (n+1) (n+2)ansa(e —a)"

n=0

fir |z — a| < R. Induktiv folgt, dass f unendlich oft differenzierbar ist mit
FO@) =34+ (0t Fansr(e = o)
n=0
fiir jedes k € N und jedes € R mit |z — a| < R. Fiir = a erhélt man, dass
f®(a) = k! ay,

fir alle k € N ist. O
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20 Taylorreihen

Sei I C R ein beliebiges Intervall, das mindestens zwei verschiedene Punkte enthélt. Ist @ € I und ist

f I — R eine Funktion, die eine Potenzreihenentwicklung der Form
fl@) =) ar(z—a)* (zel)
k=0
besitzt, so hat die darstellende Potenzreihe einen Konvergenzradius R > 0 und nach Korollar 19.10 ist

_ W)

=T

fir alle £k € N. Wir suchen nach Bedingungen, unter denen eine Funktion f : I — R eine Potenzreihen-

darstellung dieser Art besitzt.

Satz 20.1 (Taylorsche Formel mit Lagrangeschem Restglied). Sei f : I — R (n + 1)-mal differenzierbar

auf I und seien a,x € I mit a # x. Dann gibt es ein & €| min(z, a), max(x,a)| mit

= fW(a) S n
f(x)—kzzo 7l (x—a)k+m(x—a) i

Beweis. Fiir festes x € I ist die Funktion

— ()

F:I5R, f(t)= o

(z— )

k=0

differenzierbar und fiir alle t € I gilt

n (k+1) n (k) (n+1)
F/(t)_z.f + (t) (x—t)k—z f (t;'(x_t)k—l — f + (t) (l‘—t)n.

B k! (k—1 n!
k=0 k

1
Der zweite Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz 15.8) angewendet auf die beiden Funktionen F'
und g: R = R, g(t) = (z — t)"™ liefert ein £ €] min(z,a), max(z,a)[ mit

F@)~Fla) _ P& __fOW©@-g" _ foti

gx) —gla) — g(&)  nlln+1)(@-O" (n+1)!

(n+1)
(z —a)* + f(n m 1()5') (x —a)" L.

Fr©) - M)
(n+1)! &= K

f(z) = F(x) = F(a) — (9(z) — g(a))
Dies ist genau die Behauptung. O

In der Situation von Satz 20.1 nennt man die Differenz

) = flz) — - f(k)(a) r—a)k _f(nH)(f) A
Faale) = 10 =S T e (= (T o)

das Restglied (n + 1)-ter Ordnung von f im Punkt a.
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Korollar 20.2. Sei f: I — R (n+ 1)-mal differenzierbar mit f*+1) = 0. Dann ist f ein Polynom vom

Grade hichstens n.

Beweis. In Satz 20.1 ist das Restglied R,11(z) = f(z) — Y1, f(kk)l(“) (x —a)* =0 fiir jedes x € I. O

Korollar 20.3. Sei f: I — R unendlich oft differenzierbar und sei a € I. Fiir x € I ist

x4k (g
o= 5

dann und nur dann, wenn fir die Restglieder von f in a gilt

lim R,4+1(x) =0.

n—oo
Dies ist zum Beispiel erfiillt fiir alle x € I, wenn eine Konstante A > 0 existiert mit |f™| < A auf I fir
alle n € N.

Beweis. Alle Behaptungen folgen direkt aus Satz 20.1. O

Bemerkung 20.4. Sei f : I — R unendlich oft differenzierbar und sei ¢ € I. Man nennt die Reihe

(*)
o ! k!(a) (x — a)¥ die Taylorreihe von f in a. Die Taylorreihe von f in a braucht in keinem Punkt

x # a zu konvergieren. Wenn sie konvergiert, braucht ihr Wert nicht f(z) zu sein.

Beispiele 20.5. (a) Die Funktion f : R — R definiert durch
flx) = e fir @ #£0, f(0)=0

ist unendlich oft differenzierbar mit f(™)(0) = 0 fiir alle n € N. Zum Beweis zeigen wir induktiv, dass
fiir alle n € N die Funktion f n-mal differenzierbar ist mit f(™(0) = 0 und dass ein Polynom p,,
existiert mit

f(n) (!L‘) — pn( ! )eia%2 fir alle x € R \ {0}

T

Fir n = 0 geniigt es, die Stetigkeit von f in 0 zu begriinden. Diese ist aber klar, denn aus
lim,_, 7.7:% = —oo und lim,_, o, e®* = 0 folgt mit der Kettenregel fiir Grenzwerte (Satz 9.9), dass
lim, 0 e 22 = 0 ist. Ist die Behauptung gezeigt fiir n, so gilt fiir z € R\ {0}
d 1.1 1.1 1 1 1
(n+1) — — (f(n) = —p (D)= 429 (=)= | e 72 = e @2
FO0@) = D@D = (<) + 2G5 ) € F = (e

mit p,41(z) = —pl,(x)2? + 2 p,(z)2. Hat das Polynom p,, die Gestalt p,(z) = Zz]io a;z, so folgt
mit der Induktionsvoraussetzung fiir 0 < |x| < 1 (siehe Beispiel 11.7(b))

1 1 1 N 1\ L s
i —_—— xr
Smg'az‘we 22 SZ|G7,| (xz) e 22 —570.

pn(%)eim

£ (@)~ £ (0) ‘ B

T
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Diese Beobachtungen beenden den induktiven Beweis. Da f(™(0) = 0 ist fiir alle n € N, ist

= /00)
ng() n!

=0 £ f(2)
fiir jedes z € R\ {0}.

(b) Nach Korollar 19.10 ist fiir eine Funktion f, die auf einem offenen Intervall I um a durch eine

Potenzreihe -
f(z) = Zan(aﬁ —a)" (zel
n=0

dargestellt wird, die Taylorreihe von f in a gleich der darstellenden Potzenreihe. Insbesondere sind
die Taylorreihen der Exponentialfunktion, von Sinus und Cosinus mit Entwicklungszentrum a = 0

gegeben durch
o0 1 N
exp(z) = E PR

[e'S)
—
sinr = Z ( ) x27b+1 ,

= (2n + 1)!
- (_1)n 2n
cosr = Z x "
|
— (2n)!
Satz 20.6 (Logarithmusreihe). Fir —1 <z <1 gilt
& -1 n—1
log(1+2) = (=1 x"
n
n=1

oo (=1)"!

n=1 n

Insbesondere ist log2 =

Beweis. Fiir |z| < 1 folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 17.7)

T 1 r
log(1+4+z) = —dt:/ —t)"dt.
o) = [ = [ 300

Da die Reihe fiir |t| < |z| nach dem Weierstra3schen Majorantenkriterium (Satz 19.7) gleichmiiflig kon-

vergiert, kann man nach Satz 19.4 die Summation und Integration vertauschen und erhélt

0 x St xn+1
log(1 +z) = ZH)“/ thdt = Z(q)nn T
n=0 0 n=0

Damit ist die behauptete Reihendarstellung fiir jeden Punkt = im offenen Intervall | — 1, +1[ gezeigt. Dass
diese Darstellung auch im Punkt z = 1 richtig bleibt, folgt aus dem nichsten Satz zusammen mit dem

Leibnizkriterium (Satz 6.11). O

Satz 20.7 (Abelscher Grenzwertsatz). Sei >~ ¢, eine konvergente Reihe reeller Zahlen. Dann kon-

vergiert die Reihe Y, c,x™ in jedem Punkt x € | — 1,+1] und definiert eine stetige Funktion

f]1-L1 =R, flz)= icnx”.
n=0
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Beweis. Nach Satz 19.8 konvergiert die Potenzreihe Y  c,2™ in jedem Punkt z € | — 1,1 und die
dargestellte Funktion f ist stetig auf | — 1,1[. Bleibt noch zu zeigen, dass lim,41 f(z) = f(1) ist. Zum
Beweis definieren wir s,, = ZZO:nH ¢ fiir n > —1. Offensichtlich gilt s_1 = f(1), s, — sp—1 = —¢, fiir
n > 0 und lim,,_, s, = 0. Insbesondere ist

c= sup |s,| < oco.
n>—1

Nach dem Majorantenkriterium (Satz 6.7) konvergiert die Reihe Y > s,z™ absolut in jedem Punkt
xe]—1,1.Firxze]—1,1] gilt

oo

(1—z) i Spr™ = Z Spx™ — i Spo1x" = — icnzx” + f(1).
n=0 n n=1 n=0

=0

Sei € > 0. Dann gibt es ein N € N mit |s,| < € fiir alle n > N. Fiir alle « € ]0, 1] gilt

o
g spx”
n=0

Also gibt es ein § > 0 mit |f(1) — f(z)| < 2e fiir alle z €]0,1[ mit | — 1| < ¢. Damit ist die Stetigkeit

IF(1) = f(@)] = (1 —x)

N-1 00
§c(1fx)zlfr”+e(1fx) Zx"ﬁc(lfx]v)+e.
n=N

n=0

von f im Punkt z = 1 gezeigt. O

Im Beweis von Satz 20.6 haben wir gezeigt, dass die Identitét

(~1)"*

log(1+z) = Z Tm"
n=1

fiir jedes « €] — 1, +1[ gilt. Die linke Seite definiert eine stetige Funktion fiir € | — 1, 00), die rechte Seite
definiert eine stetige Funktion fiir € | — 1, +1] nach dem Abelschen Grenzwertsatz (Satz 20.7). Also gilt

auch
. N G LR o o Y
log2 = lim log(1 + z) = 13}{111”:1 v = ; T
Satz 20.8. Fir |z| <1 gilt
S l.2n+1
_ n
arctanx = 7;0(—1) 1

Beweis. Fiir |z| < 1 folgt wieder mit dem Hauptsatz (Satz 17.7)

T 1 x
tanz = | ——dt = —t?)"dt.
arctan /0 e /0 nz:%( )

Wegen |(—t*)"| < |z|™ fiir [¢t| < |z| < 1 konvergiert die rechts unter dem Integral stehende Reihe nach
dem Weierstraischen Majorantenkriterium (Satz 19.7) gleichméfig fur |¢| < |z|. Nach Satz 19.4 kann man

Summation und Integration vertauschen und erhélt

s T St x2n+1
tanz = » (—1)" [ tdt=) (-1)"
arctan x nzo( ) /0 n:O( ) 1
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fir |x| < 1. Fiir z = £1 bleibt die in Satz 20.8 behauptete Identitét richtig, da nach dem Abelschen

Grenzwertsatz auch die rechte Seite
n

= (-1
xzo 2(n—|—)1(x2)n

stetig in den Punkten z = +1 ist. O

Indem man die Identitét aus Satz 20.8 in x = 1 auswertet, erhélt man die Reihendarstellung

™ = (-
1 = arctanl = T;) 1

Diese Formel findet man bereits in einer Arbeit von Leibniz aus dem Jahre 1674.

114



Literatur

[Fo] Forster O., Analysis I, Vieweg, Wiesbaden, 2004.

[Ka] Kaballo W., Einfithrung in die Analysis I, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, 2000.

[Wa]  Walter W., Analysis I, Springer, Berlin, 2004.

115



