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Aufgabe 24 (1+3=4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass 1
xy ≥

1
x2+y2

für alle x, y > 0 gilt.

(b) Für n ∈ N sei an = (−1)n√
n+1

. Zeigen Sie, dass die Reihe
∞∑
n=0

an konvergiert, jedoch ihr Cauchy-

Produkt mit sich selbst
∞∑
n=0

bn mit bn =
n∑

k=0

akan−k

divergiert.

Aufgabe 25 (2+2+2∗=4 + 2∗ Punkte)

Seien A,B ⊂ R zwei nichtleere beschränkte Mengen und sei λ 6= 0. Zeigen Sie:

(a) Im Falle λ > 0 gilt für die Menge λA = {λx; x ∈ A}

sup(λA) = λ supA und inf(λA) = λ inf A,

und im Fall λ < 0 gilt

sup(λA) = λ inf A und inf(λA) = λ supA.

(b) Für die Menge A+B = {x+ y; x ∈ A, y ∈ B} gilt

inf(A+B) = inf(A) + inf(B) und sup(A+B) = sup(A) + sup(B).

(c)∗ Sind A,B ⊆ R+, so gilt für die Menge AB = A ·B = {xy;x ∈ A, y ∈ B}, dass

inf(AB) = inf(A)inf(B), sup(AB) = sup(A)sup(B).

Aufgabe 26 (1+1,5+1,5 = 4 Punkte)

Bestimmen Sie das In�mum und das Supremum der folgenden Mengen. Untersuchen Sie jeweils,
ob es sich dabei um ein Minimum bzw. ein Maximum handelt.

(i) M1 = {t ∈ R; −7 < t < −3 oder − 2 ≤ t ≤ 2}.

(ii) M2 = {(−1)n + 1
m ; m,n ∈ N∗}.

(iii) M3 = {1− 1
n + 1

2m ; m,n ∈ N∗}.

(Hinweis: Denken Sie insbesondere in Teil (i) daran, dass Sie ihre Behauptungen sorgfältig begründen müssen.)

(bitte wenden)
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Aufgabe 27 (1+3+2∗=4+2∗ Punkte)
Sei (xn)n∈N eine beschränkte Folge reeller Zahlen und η ∈ R.

(i) Zeigen Sie:
lim inf
n→∞

xn = − lim sup
n→∞

(−xn), lim sup
n→∞

xn = − lim inf
n→∞

(−xn).

(ii) Zeigen Sie:

η = lim inf
n→∞

xn ⇔ ∀ε > 0 :

{
xn < η + ε für unendlich viele n ∈ N
xn < η − ε für höchstens endlich viele n ∈ N

η = lim sup
n→∞

xn ⇔ ∀ε > 0 :

{
xn > η − ε für unendlich viele n ∈ N
xn > η + ε für höchstens endlich viele n ∈ N

(iii)∗ Seien (an)n∈N und (bn)n∈N zwei Folgen positiver reeller Zahlen mit

α = lim inf
n→∞

an
bn
∈ R∗+ und β = lim sup

n→∞

an
bn
∈ R∗+.

Zeigen Sie:
∞∑
n=0

an konvergiert ⇔
∞∑
n=0

bn konvergiert.
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