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1 Zahlen und Rechnen mit Zahlen

1.1 Zahlbereiche

Wir bezeichnen mit

N = {0,1,2,3,...},
Z = {..,-2,-1,01,2,...},
Q = {flp,q€Zmit q#0}

die Mengen der natiirlichen Zahlen, ganzen Zahlen, rationalen Zahlen und mit R die Menge der reellen

Zahlen (Menge aller Dezimalbriiche)
Ty e X0, L1 T—2T_3 ... (z; €{0,...,9}).
Die Rechenoperationen +, —, -, : mit den zugehorigen Regeln werden als bekannt vorausgesetzt. Etwa
(x+y)+z=z+ (y+2),(zy)z = z(yz) (Assoziativgesetze)

2(y+2)=zy+axz,(r+y)z =xz+yz (Distributivgesetze)
p T _pstar p r_pr I _q

73 5 ¢ s g5 @ == (Bruchrechenregeln).
1.2 Potenzrechnen
Seien a € R und n € N,;n > 0. Man schreibt:
a®=1,a"=a-...-a(n Faktoren).

Es gelten die Rechenregeln:
n._m __ _n+m nin __ n n\ym __ ,.nm
a”a™ =a""™™ a"b" = (ab)", (a")™ = a""™".
Allgemeiner definiert man fiir a € R,a > 0 und m,n € N mit n # 0:

1
n

a» = die eindeutige positive Losung der Gleichung =" = a

(Wir werden spéter sehen, dass es eine solche eindeutige Losung gibt) und

m 1

an

Allgemeiner kann man definieren (spéter!):



a® fir alle a > 0 und z € R.

Es gilt fiir a,b6 > 0 und z,y € R:

1
a® >0, a*a? = a* 1Y, a®b* = (ab)”, (a*)¥ = a*¥, a” " = =

1.3 Logarithmen (Umkehrung des Potenzrechnens)

Definition 1.1. Fiir ¢ > 0 ist (wir begriinden die Existenz spéter)
log ¢ = logyyc = die eindeutige Zahl z € R mit 10 = c.

Etwa gilt:
102 = 100 = log100 =2, 10 = 1000 = log 1000 = 3,
107! = 0,1 = log0,1=—1,
VIO = 102 = logv10=1=0,5.

Rechenregeln 1.2. Fir z,y > 0 und n € N gilt:
1
log(zy) = logx + logy, log(z™) = nlogx, log1 =0, log(;) = —logx.
Dies folgt aus den Potenzrechenregeln:
T = 1010g:r’ y = 1010gy = zy = 1010ga:1010gy _ 10(logw+logy).
Also ist log(zy) = log z + log y. Insbesondere gilt:
1 1 1
0=logl=1log(z—) =logx +log — = log — = —log x.
T x x
Der Logarithmus verwandelt Folgen der Form
a,ac,ac?,ac’, . .. (a,c>0)
in Folgen von Zahlen mit gleichem Abstand
log a, loga + logc, loga 4+ 2logc, loga + 3logec, ... .
1.4 Logarithmisches Messen

Viele Grofien in der Physik, Chemie werden logarithmisch gemessen, das heifit nicht die Grofle selbst,

sondern ihr Logarithmus wird angegeben.



Beispiele:
(1) pH-Wert = negativer Logarithmus der Wasserstoffionenkonzentration

(2) Die Schallintensitét gibt die Schallleistung an, die je Flicheneinheit durch eine durchstrahlte Fliche

tritt. Sie wird gemessen in Watt/m?. Es entspricht:

untere Horgrenze . 10712 Watt/m?,
obere Horgrenze ;10 Watt/m?,
normaler Horbereich : 0 — 1 Watt/m?,
unertriglicher Lirm : 1 — 10 Watt/m?.

Eine Einteilung in subjektiv gleich grofle Intervalle ist gegeben durch
1072 107" 107 ... 1072 107t 1 10 Watt/m?2.
Die zugehorigen Logarithmen bilden Intervalle gleicher Lénge
-12 -1 -10 ... =2 -1 0 1
Dies entspricht einer subjektiven Lautstdrke L = 10log I + 120 von
0 10 20 ... 100 110 120 130 Phon.

Was geschieht bei der Addition von Geriduschen?

. . . . . o L—120Y.
Typische Situation im Horsaal (I = 10=755%):

45Phon  durch allgemeines Gemurmel =

40Phon durch Stralenlarm =

Die Schallintensitéiten addieren sich zu
I=0L+I=(1+V10)10"% ~ 4,16 -10~® Watt/m?.
Dies entspricht einer subjektiven Lautstérke in Phon

L =10(log4,16 + log 10~%) + 120 ~ 46,2 Phon.

1.5 Mittelwert und Streuung

Wir messen n-mal dieselbe Grofie und erhalten die Messwerte



In der Statistik definiert man das Arithmetische Mittel:
_ 1 1
T = E(ml—&—...—i—xn) = EZ;EZ

die Varianz (mittlere quadratische Abweichung)

die Standardabweichung

1.6 Mengen und Funktionen
Wir schreiben Mengen in aufzéihlender Form
A= {1‘1,:1?2,.’133, .. }

oder beschreibender Form

A = {z|z hat die Eigenschaft...}

und benutzen die Bezeichnungen

AUB = {z|z € A oderx € B},

ANB = {z|z € Aundz € B},

ACB falls jedes z € A auch zu B gehort,
Ac = {z|z ¢ A}.

Dabei steht
€ fiir “gehort zu“ oder “ist Element von®,

¢  fiir “ist kein Element von*“.
Ist A C B, so nennt man
B\A={x € B|z ¢ A}
das Komplememt von A in B.
Zwei durch “und“ verbundene Aussagen sind wahr genau dann, wenn beide Aussagen wahr sind, zwei
durch “oder* verbundene Aussagen genau dann, wenn mindestens eine der beiden Aussagen wahr ist.

Sind A und B zwei Aussagen, so kiirzt man ab:

e Aus A folgt B (oder A impliziert B) als
A= B.

e Aus A folgt B und aus B folgt A (oder A und B sind #quivalent) als

A< B.



Abbildung 1: Vereinigung

A B

Abbildung 2: Durchschnitt

B

Abbildung 3: Differenz

Eine Abbildung (Funktion)
f:A—= B,z f(z)

ist eine Vorschrift, die jedem Element x € A einer Menge A ein Element f(xz) € B einer Menge B

zuordnet. Man nennt f
e injektiv, falls f(z) = f(y) = z =y,
e surjektiv, falls zu jedem y € B ein x € A existiert mit f(x) =y,

e bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.



Ist f: A — B bijektiv, so schreibt man f~!: B — A fiir die Funktion mit
F(fYy) =yfiraleyc B (Umkehrfunktion).
Sind f: A— B,g: B — C Funktionen, so nennt man die Funktion
gof:A—Cixw g(f(x)).

die Komposition von g und f.



2 Komplexe Zahlen

2.1 Definition komplexer Zahlen

Die Menge
R? = {(z,y)| z,y € R}

der geordneten Paare reelle Zahlen lasst sich veranschaulichen als die Menge der Punkte in der Ebene

yl
y z=(xYy)
14
1 X X
v Z=(x, -y)
Kartesische Koordinaten

Abbildung 4: Komplexe Zahlen

Man nennt x und y die kartesischen Koordinaten von z = (z,y). Die 2-Koordinate von z € R? heifit
auch Realteil von z:

Re(z,y) =z,
die y-Koordinate von z € R? nennt man auch Imaginirteil von z:
Im(z,y) = y.
Den Abstand eines Punktes z = (z,y) von (0,0) schreibt man als
o = Va? 2

und nennt |z| den Betrag von z. Fiir 2 = (z,y) € R? nennt man z = (z, —y) die konjugiert komplexe

Zahl zu z. Die reelle Zahlengerade (= Punkte auf der z-Achse) ist Teilmenge von R:
R={(z,0)] z € R} C R%
Hierbei schreibt man die reellen Zahlen umstandlicher als

(z,0) (z e R)
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und fasst x auf als Abkiirzung fiir (z,0).
Definition 2.1. Auf R? definiert man eine Addition durch
(z,y) + (2,y) = (e + 2",y + )

und eine Multiplikation durch

(z,y) (2 y) = (x2’ — gy, 2y’ + ya’).
Man schreibt C fiir R? versehen mit dieser Addition und Multiplikation und nennt C den Kérper der
komplexen Zahlen.
2.2 Rechenregeln

(a) Fiir die Verkniipfungen +, - in C gelten genauso wie fiir die Addition und Multiplikation in R die
Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetze.
Zum Beispiel gilt das Distributivgesetz

(2, ) (2", y") + (2", ") = (z,9) (@' + 2",y + ")

_ (:L’l'/ +oa — yy/ o yy//’xy/ + :C’y// + ym’ + ym“)
= (2, y)(@,y) + (z,y) (", y").

(b) Es gibt kein # € R mit 2 = —1, aber es gilt
(0,1)*> = (0,1)(0,1) = (-1,0) = —1.
(¢) Man schreibt der Einfach halber (komplexe Schreibweise)
x statt (x,0) und i statt (0, 1).
Damit ldsst sich jede komplexe Zahl (z,y) schreiben als
(z,9) = (2,0) + (0,y) = (,0) + (0,1)(y,0) = = + iy.

Man rechnet mit den Zahlen z + iy € C (z,y € R) genau wie mit reellen Zahlen und beachte dabei,
dass gilt

2= -1, @ = —i, i* = (i*)? = (-1)?

(d) Firz=x2+1y (z,y € R) gilt

2

2Z = (z +iy)(z —iy) = 2% — (iy)* = 22

_i2y2 — .132 _|_y2 — |Z‘2

11



(e) Fiir z = x +iy € C\ {0} (das heifit (z,y) € R?\ {0,0}) ist

i i - ) v ey 1
z —1 =1\ - 1\ = 1.
2 4+y? o 4y? 2y gy 2ty gy

Die durch

-1__ = .Y

T2 42 _lx2+y2
definierte Zahl ist die eindeutige Zahl in C mit

Man schreibt auch % statt =% und definiert Z = 2w ™! fiir z,w € C mit w # 0. Auch fiir die Division

in C gelten dieselben Regeln wie fiir die Division in R.

2.3 Eigenschaften des Komplexen Konjugierens

Man rechnet leicht nach, dass fiir z, z1, 20 € C gilt

(a) (), z1E£22=7%1+7%, Ziz2=7%122, (%) = ZL fiir z5 # 0.

SIR

So folgt etwa fiir z; = x; + 1y, (j = 1,2)

2 = (21 —iy1) (22 — ty2) = (122 — Y1y2) — (T1Y2 + Y122) = Z122.

&

2.4 Eigenschaften des Betrages

Fiir z € R ist |z| der iibliche Absolutbetrag in R. Fiir z, 21, 22 € C gilt
e |z| > |Rez|, |2z| > |Imz|,
o |z122| = |21 |22], |22] = % fiir 29 # 0,
o |21 + 22| < 21| + |22 (Dreiecksungleichung).

Die Dreiecksungleichung folgt so:

|21+ 22|* = (21 + 22) (21 + 22) = (21 + 22) (31 + 22)

21| + |22]® + 2172 + 2271

|21 + |22 + 2172 + (2172)

|21|2 + |22|? + 2Re(21%3)

IN

|21[? + [22* + 2|21 73]

|21 % + | 22|® + 2|z1] [22] = (|21] + |22])2.

12



2.5 Darstellung in Polarkoordinaten

Der Punkt z = = + iy € C mit kartesischen Koordinaten z,y € R lésst sich auch durch seine Polarko-
ordinaten beschreiben, das heifit durch die Angabe seines Abstandes |z| zum Koordinatenursprung und

des Winkels ¢ € [0, 27| zwischen dem Ortsvektor zum Punkt z und der z-Achse

2]

Abbildung 5: Polarkoordinaten

Nach dem Satz von Pythagoras gilt

x Y )
— =cose und ~— = sinp.
E E

Also ist z = x + iy = |z|(cos ¢ + isin¢). Man definiert fiir p € R
e = cosp + isin .

Aus dem Additionstheorem fiir sinus und cosinus
sin(p+v) = sinpcosy £ cospsiny,
cos(p 1) = cospcost) Fsinpsiny
folgt die Rechenregel
P = cos(p + 1) + isin(p + 1))
= cospcost — sinpsiny + i(sin @ cos P + cos psin )
(cosp + isinp)(cos ) + isin )

= e,

Ist z € C, so nennt man jede reelle Zahl ¢ € R mit

z = |z]e"?

13



ein Argument von z. Ist ¢ ein Argument von z, so erhilt man jedes andere Argument von z als
@+ 27k mit k € Z.
Man multipliziert zwei komplexe Zahlen z = |z|e’?, w = |w|e™
2w = (|2]e™) (jwle™) = [zw|e @),

indem man ihre Betrige multipliziert und die Argumente addiert.

2.6 Beispiele

Fiir o € R und n € N gilt

(a) (cosp +ising)™ = (e')" = ei"? = cos(ny) + isin(ny),

(b) (e2min)" = 2™k — cos(2mk) + isin(27k) = 1 fiir k,n € N,n # 0,
(c) e'#] = Veos? o+ sin” o = 1,

(d) e¥ei =¢eile=9) =1 = L =i
ely I

(e) eiv = eivel = L

Die Rechenregel aus Teil (a) nennt man die Formel von Moivre. Man kann zeigen, dass es genau n

Zahlen in C gibt, ndmlich

ik

e*min (k=0,...,n—1),

mit 2™ = 1. Diese Zahlen heiflen die n-ten Einheitswurzeln.

14



3 Kombinatorik

Typische Fragen, die man mit Mitteln der Kombinatorik behandeln kann, sind:
(a) Wieviele Worter aus 5 Buchstaben kann man aus den 26 Buchstaben des Alphabetes bilden?

(b) An einem Pferderennen nehmen 8 Pferde teil. Wieviele Moglichkeiten gibt es fiir die ersten drei

Platze?
(¢) Man untersucht Ratten auf eine gewisse Krankheit. Man wihlt aus 100 Ratten eine Stichprobe von

20 aus. Auf wieviele Arten ist dies moglich?

3.1 Variationen der Linge k mit Wiederholung (Frage (a))

Fiir jede der 26 Moglichkeiten, den 1. Buchstaben zu wéhlen, gibt es 26 Moglichkeiten, den 2. Buch-
staben zu wihlen. Zu jeder der 262 Moglichkeiten, die beiden ersten Buchstaben zu wiihlen, gibt es 26
Moglichkeiten, den 3. Buchstaben zu wéhlen, ... .

Insgesamt gibt es 26° = 11.881.376 Moglchkeiten, die 5 Buchstaben zu wihlen.

Prinzip: Aus einer Menge A aus n Elementen werden alle Folgen der Linge k

(at,...,ax) mit a; € Afiri=1,...,k

gebildet. Dafiir gibt es n* Moglichkeiten.
Anwendung: Sei A = {ay,...,a;} eine k-elementige Menge. Wieviele Teilmengen besitzt A?

Idee: Jede Teilmenge B von A ist eindeutig bestimmt dadurch, dass man fiir jedes a; € A angibt, ob es

zu B gehort oder nicht. Also ist die

Anzahl der Teilmengen vonA
= Anzahl der Folgen der Lange k aus einer 2-elementigen Menge

= 2k

Satz 3.1. Fine k-elementige Menge hat genau 2% Teilmengen.

3.2 Variationen der Linge k ohne Wiederholung (Frage (b))

Beim Pferderennen mit 8 Pferden gibt es fiir

Platz 1: 8 Moglichkeiten,

15



Platz 2: 7 Moglichkeiten,
Platz 3: 6 Moglichkeiten.

Insgesamt gibt es 8 - 7 - 6 = 336 Moglichkeiten fiir die ersten drei Plitze.

Prinzip: Sei A eine n-elementige Menge. Dann ist die Anzahl aller Folgen der Linge &k (k < n)
(a1y...,a5) mit a; € Afuri=1,... k,
wenn keine Wiederholungen erlaubt sind, gleich

nn—1)-...-(n—k+1).

3.3 Permutationen (Speziellfall von 3.2 mit k& =n)

Auf wieviele Arten kann man n Objekte ohne Wiederholung auf n Pldtze verteilen? Nach Abschnitt 3.2
gibt es dazu
nn—1)-...-2-1 Moglichkeiten.

Man definiert n! =1-2-3-...-n (gelesen als n-Fakultit), 0! = 1.

3.4 Ungeordnete Stichproben (Frage(c))

Wie viele k-elementige Teilmengen einer n-elementigen Menge gibt es?
Idee: Mit den Ergebnissen aus den Abschnitten 3.2 und 3.3 erhélt man:

Anzahl der Folgen der Linge k ohne Wiederholung aus einer n-elementigen Menge

Anzahl der k-elementigen Teilmengen von {ay,...,a,} x k!

nn—1)-...-(n—k+1).

Also ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge gegeben durch

nn—1)-...-(n—k+1) n!

il kl(n— k)l

Definition 3.2. Die Zahlen

(Z) =k,(n"lk), (k=0,...,n), (Z) —0 (k> n)

heiflen Binomialkoeffizienten.

Satz 3.3. FEine n-elementige Menge hat (Z) k-elementige Teilmengen.

16



Rechenregeln 3.4. Es gilt fir k= 0,...,n
@) ) =1=C). (1) =n=("0
) ()= (),
(©) i) = () + G2
Dabei folgt (c) aus
n! n! (k+ D)l + (n— k)nl (n + 1)!
MR ke Dlm—k—1! G+ Dm—F)! Gk Dm—R

3.5 Pascalsches Dreieck (Blaise Pascal, 1623-1662)

Man kann die Binomialkoeffizieten (2) (k = 0,...,n) nacheinander fir n = 0,1,2,... nach folgendem

Schema berechnen (siehe Abbildung 6):

z. i::: 1 1\2/1 1
3.ZEHE 1 \3/ \3/ 1
| N\

4. Zeile 1 4 6 4 1

Abbildung 6: Pascalsches Dreieck

In der n-ten Zeile steht an der k-ten Stelle beginnend mit & = 0 der Binomialkoeffizient (2) Nach Regel
3.4(c) ist das (k + 1)-te Element in der (n + 1)-te Zeile die Summe des k-ten und (k + 1)-ten Elementes

der n-ten Zeile.

3.6 Summen und Produktzeichen
Fiir z,y € C gilt

(z+y)? = 2®+2zy+y?
(r+y)? = 23+32%y+32y% +y3 = (g)x?’ + (g)x2y + (f)x@ﬂ + (g)y?’7

17



Vermutung: Fiir n € N konnte gelten

n __ _n n n—1 n n—2, 2 n n
(z+y)" == +(n_1>z y+(n_2);1: Yy +...+<0>y.

Als hilfreiche Abkiirzung fiihrt man Summen- und Produktzeichen ein. Fiir m,n € Z mit m < n und

Qs - -+ 5 Gp € C definiert amn

Zaj:am+am+1+...+an.

j=m

Es gelten die folgenden niitzlichen Regeln:
+k
® Z?:m a; = Z?:m—&-k Aj—k (k € Z)’
* Z;'L:m a’j + Z_?:’rn bj = Z;L:’m(aj + bj)’ C(Z;L:?n aj) = Z;L:m ca‘j :

Entsprechend definiert man das Produktzeichen:

n

H a5 = GmQGm41 * .- An.
j=m

Der Bequemlichkeit halber definiert man fiir n < m:
Z aj =0, H a; = 1.
j=m Jj=m

3.7 Beweise durch Induktion

Sei ng € N. Um eine Aussage A(n) fur alle n > ng zu zeigen, geniigt es zu zeigen, dass
o A(ng) richtig ist,
e A(n + 1) richtig ist, wenn A(n) richtig ist.

Die Giiltigkeit solcher Beweise beruht auf dem Peano-Axiom:

Zu einer Menge M C N gehoren alle natiirlichen Zahlen n > ng, wenn
e ng € M gehort und

o fiir jedes n € M auch n+ 1 zu M gehort.

3.8 Binomischer Lehrsatz

Fiir z,y € C und n € N gilt

3

(z+y)"

(o
i=o

Beweis durch Induktion:

(TA) (Induktionsanfang) n = 0:

18



Esist (z +y)° =1 = (J)a%°~°.
(IS) (Induktionsschritt) n — n + 1:
Sei die Behauptung gezeigt fiir n. Dann gilt:

(@+y)" = @t+y)E+y)" =@ +y) i, (}ady"
= Yoo (Partly T+ 300 (F)ady
= X (m)aly T X ()adyn
= TR (1) + ()aiy oyt

J
= T3

Dabei wurde im letzten Schritt Regel 3.2(c) benutzt.
Spezialfille: Es gilt
(a) 2" = (14+1)" = X0y (1),

(b) 0 = (=1+1)"=3"_ (j)(~1) fiirn > 1.
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4 Ungleichungen

Auf R ist eine Anordnung gegeben, das heifit gewisse Elemente sind als positiv ausgezeichnet (geschrie-

ben als x > 0) so, dass gilt:
(1) Fiir jedes a € R gilt genau einer der Félle a > 0,a =0, —a > 0.
(2) Fiir a,b > 0 sind auch a + b,ab > 0.
Fiir a,b € R schreibt man
e a>boderb<a,fallsa—b>0 ist,
e a>boderb<a,fallsa—b>0oder a=>oist,

e Ry ={zeR|z>0},Ri ={zeRjz> 0}

4.1 Rechenregeln fiir Ungleichungen
. Fiir a,b,c € R gilt

(i) a>bund b>c=a>c,

(ii) a # 0= a® >0,

(iif) a<b=a+c<b+ec,

(iv) a<bund ¢ > 0= ac < be,

a<bund ¢ <0=ac>bc (ac—bc=(b—a)(—c)>0).
(v) a>0=1>0,
(vi) 0<a<b=1>31>0.

Ersetzt man iiberall “ > “ durch “ > “ und “ < “ durch “ < “, so bleibt alles richtig.

4.2 Zinseszinsrechnung

(a) Einmalige Anlage
Auf welchen Betrag ist ein Anfangskapital K bei p% Zinsen pro Jahr und Zinsansammlung nach n

Jahren angewachsen? Das Kapital betriigt nach dem

L Jahr K=K+ &K = K(1 + &)

2. Jahr K2:K1<1+%):K(1+%)2

n. Jahr @ K, = K(1+ 155)".
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Mit ¢ = 1 + 55 folgt K, = Kq".

(b) Ratensparvertrag
Eine Sparrate R wird m-mal im Jahr jeweils am Ende des Jahresabschnitts angelegt zu einem Jah-
reszins von p%. Die Zinsen werden nicht ausgezahlt, sondern angesammelt. Das Guthaben betrigt
nach dem
1. Jahresabschnitt: R
2. Jahresabschnitt:
R+ R+ RES™ — R4+ R(1+ 2L
= R+Rq=R(l+q)=RL=

q—1"

wobei ¢ =1+ pl/ogl als Zinsfaktor bezeichnet wird.

3. Jahresabschnitt:
R+ (R+ Rq)g= R+ Rq+ Rq?

3_1
= R(l+q+¢*) =R

n. Jahresabschnitt:

n—1 n
_ ; q" —1
Rl+q+...+¢""YH)=R 7 =R .
(I+gq q") ;:oq 1

Satz 4.1. Fir jedes g € C und n € N gilt:

n—1

(q—l)qu:q”—l-

<

Idee: Ausmultiplizieren ergibt

n—1 n—1 n—1
@-DY =) " =-> d=¢"-1
=0 =0 =0

4.3 Die Bernoullische Ungleichung

Ein einmalig angelegter Geldbetrag K wird bei p% (p > 0) Jahreszins beliebig gro}, wenn man nur lange

genug wartet. Dies ist gar nicht so einfach zu zeigen. Es war

. p
K,=Kq¢"mitg=1+—-—>1
q" mit q + 100 >
das Kapital nach n Jahren.

Satz 4.2. (Bernoullische Ungleichung, Jacob Bernoulli 1654-1725)

Firx e R,z > —1 und jedesn € N gilt

(1+2)" > 1+ nz.
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Beweis. (Induktion).

(IA) n=0:

Offensichtlich ist (1 +2)° =1 > 1+ Ox.
(IS) n—n+1:

Sei die Behauptung gezeigt fiir n. Dann gilt

1+2)" = (1+2)(1+2)"> 1 +2)(1+nz)
l+nr+x+nz?>14+(n+ 1)

Das erste Ungleichheitszeichen folgt mit der Induktionsvoraussetzung und Rechenregel 4.1(iv), das zweite

mit den Regeln 4.1(ii) und 4.1(iii). O
Fiir unser Beispiel K,, = K¢" mit ¢ = 1 + 755 bedeutet dies: Ist M € R, so wird K, > K(1+ {g5) > M
fiir
100 M
Ly CaiY
p

4.4 Intervallschreibweisen

Fiir a,b € R mit a < b sei
[a,b] ={z € R|a <z < b}

und fiir a < b
la,b) = {zx € R| a < z < b},

[a,b]= {z € R| a <z < b},
la,b[={z € R| a < x < b}.

Man nennt das erste Intervall ein abgeschlossenes, das letzte Intervall ein offenes Intervall und die beiden

mittleren halboffene Intervalle. Statt ]a, b, [a,b] ... schreibt man oft auch (a,b], [a,b) ... .
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5 Konvergenz und Stetigkeit
5.1 Konvergenz von Folgen
Eine Folge in einer Menge M ist eine Abbildung
N—= M, n— x,.

Abkiirzend schreibt man eine solche Abbildung als (x,)n>0 oder (zg, z1,x2,...). Man lisst auch Folgen

(Tn)n>ne mit anderen Anfangsgliedern zu.

Nahert sich eine Folge (z,,) in R (oder C) fiir grofie n beliebig gut einer Zahl z € R (oder z € C), so

nennt man die Folge konvergent gegen .

Konvergenz von Folgen benétigt man etwa zur:

(a) Berechnung von Tangenten

l)(0 X, n

Abbildung 7: Tangentensteigung

)

Fiir jede Folge (zy,) (ni))o xo gilt

_ 2 2
flan) = flxo) _ wn—m _ T 2P
Ipn — X0 Ip — X0

(b) Berechnung von Flichen
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A

Abbildung 8: Flichenberechnung

Man ersetzt die Funktion f(z) = 22 iiber dem Intervall [0, a[ durch die stiickweise konstante Funktion

(Treppenfunktion)
.a
fn(x) - f(zg)
firz € 1%, (1 +1)%[und i = 0,...,n — 1. Die Fldchen unter dem Graphen von f,
e I R a5
F = = —Za)=(=2)3 ;2
=Y e Ly = (P Y
=0 =0
s(n—=1n@2n—1)  5(1=3)2=3) (noo0) ad

streben fiir n — oo gegen die Flidche unter den Graphen von f iiber dem Intervall [0, a].

Beispiele von Folgen
(a) 2n 4 nxo = (1,3,5,7,...),

(b) (2™)ns>0 = (1,2,4,8,16,...),

(d) (10 @ )nz1 = (2 )nzn fiir g € R\ {1},

5.2 Konvergenz

Definition 5.1. Eine Folge (a,)n>0 in R (oder in C) konvergiert gegen eine Zahl a € R (bzw. a € C),

falls fiir jedes € > 0 ein Index ng = ng(e) € N existiert mit
lan, — a] < € fiir alle n > ny.
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In diesem Fall heifit @ Grenzwert oder Limes der Folge (ay,),>0. Abkiirzend hierfiir schreibt man:

. n— o0
lim a,, = a oder (a,) ( — ) a.
n— o0

Geometrisch bedeutet dies: In jeder noch so kleinen Umgebung von a liegen alle bis auf hochstens

endlich viele Anfangsglieder der Folge. Umgebungen von a € R sind Intervalle der Form
la—€,a+¢€ (e >0),
Umgebungen von a € C sind Kreisscheiben
{z€C||z—a| <€} (e > 0)

um a mit Radius € > 0 in der komplexen Zahlenebene. Insbesondere sind konvergente Folgen (a,,) immer

beschrinkt, das heiit es gibt ein ¢ > 0 mit |a,,| < ¢ fiir alle n.

Beispiele 5.2. (a) Es ist limn%oo% = 0. Um dies zu begriinden, geniigt es zu ¢ > 0 ein ng € N zu

wéhlen mit ng > % Dann gilt fiir n > ng

1 1 1 1
|- -0l=—-<—<—=c¢
n n~ nyg 1fe
(b) Fiir ¢ € R mit |g|] < 1 (&quivalent ¢ €] — 1, 1]) gilt
lim ¢" = 0.

n—oo

Dies ist offensichtlich fiir ¢ = 0. Ist 0 < |¢| < 1, so existiert ein x > 0 mit

— =14+
lq|
Fiir alle n € N folgt mit der Bernoullischen Ungleichung (Satz 4.2)

1
(ﬂ)n =(1+x)">1+nz.
q
Sei € > 0 beliebig. Dann gibt es ein ng € N mit ngx > % — 1. Fiir alle n > ng gilt dann

1., 1
(W) >14+nx>1+ngx>—
q €

und damit

l[¢" — 0] = |g|"™ < € fir alle n > nyg.

Ganz genauso folgt auch fiir alle ¢ € C mit |¢| < 1, dass
lim ¢" =0
n—oo

in C gilt.
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(¢) Indem man das Ergebnis von Teil (b) und die Grenzwertsitze (Satz 5.5) benutzt, sieht man, dass fiir

¢ € R mit |¢g| < 1 oder genauso auch fir ¢ € C mit |g| < 1 gilt

n +1
I TR
= —q —q l—g¢
Um iiberhaupt von dem Grenzwert einer Folge sprechen zu kénnen, muss man wissen:
Satz 5.3. Jede Folge hat hichstens einen Grenzwert.

Wiéren etwa a,b Grenzwerte von (a,) mit a # b, so wiire

_|a—9b]
€= 5 >0

und es miisste ein ng € N geben mit
lan, —a| < € und |a,, — b| < € fur alle n > nyg.
Dann wére aber fiir n > ny
la —b] =1(a —an) + (an — )| < la —an| + |an, — b| < 2 = |a — b
Das ist unméglich!

Beispiel 5.4. Darf man folgendermafien rechnen

(m+2)2n+3)  (14+2)2+2) ise) (1+0)(24+0)
n24+3n+1 — 1+34 L 14040
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Ja, denn es gelten die Grenzwertsétze in R und in C.

Satz 5.5. (Grenzwertsitze)

Seien (an), (by) Folgen in R (oder in C) und seien a,b € R (bzw. a,b € C) mit

lim a, = a, lim b, =b.
n—oo n—oo
Dann gilt:
(i) lim,—oo(an, +b,) =a+b,

(i) limy,— oo (anby) = ab,

(1) ist by, # 0 fiir alle n und ist b # 0, so ist lim, o Z—: =

|2

Idee fiir Summen:

Fiir alle n € N folgt mit der Dreiecksungleichung (Regel 2.4)
l(an +bn) — (a+b)| =[(an—a)+ (bn —b)| <lan—a| +[by—b|.
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Ist € > 0 beliebig, so gibt es ni,ns € N mit
lan, — al < €/2 fiir n > nq und |b, — b| < €/2 fiir n > no.
Fiir alle n > max(ny,ng) gilt dann

(@ +b2) = (a+b) < 5+ 5 =c

Die Begriindung fiir Produkte beruht auf dem Trick:
|anbn, — abl = |(an — a)by, + a(b, — b)|

= [(an — a)(bp — b) + (an — a)b+ a(b, —b)|
< lan —al [by, —b| + |an — al [b| + |a] [bn — B].
Alle drei Summanden werden kleiner als £ fiir geniigend grofe n.

Definition 5.6. Man sagt, dass eine Folge (an)n>0 in R uneigentlich gegen +oco konvergiert, wenn fiir
jede reelle Zahl R > 0 ein Index ny € N existiert mit a,, > R fiir alle n > ng. Eine Folge (ay)n>0 in R
konvergiert definitionsgemafl uneigentlich gegen —oo, wenn fiir jede reelle Zahl R > 0 ein Index ng € N

existiert mit a,, < —R fiir alle n > ng.

5.3 Stetige Funktionen

Sei f: X = Y,z — f(z) eine Funktion zwischen Mengen X und Y. Man nennt X den Definitionsbe-
reich, Y den Wertebereich von f und

fX)={f@)]zeX}CY
das Bild von f.

Beispiele 5.7. (a) Fiir ag,...,a, € R nennt man

n

p:R =R p(x) = Zaiaci
i=0
eine Polynomfunktion. Entsprechend kann man fiir ag,...,a, € C die komplexe Polynomfunk-
tion

n

p:C— C,p(z) :Zaizi

i=0
definieren.

(b) In der Schule definiert man geometrisch die Winkelfunktionen

sinx

sin,cos : R - R und tan: | — [ = R, tanr =

cosx

B

il
2’
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() R=R%,z— a” (fiir @ > 0)

(d) log: R% — R,z + log .

R-wertige Funktionen f,g: X — R kann man
(i) addieren: f,g: X = R, (f + g)(x) = f(x) + 9(2),
(ii) multiplizieren: fg: X = R, (fg)(z) = f(x)g(z),

(iii) dividieren: £ : X — R, (£)(x) = L&, falls g(x) # 0 fiir alle v € X.

Genauso kann man f + g, fg, § : X — C fiir C-wertige Funktionen f, g : X — C definieren.

Definition 5.8. (Stetigkeit) Sei D C C, f : D — C eine Funktion und a € D. Man nennt f
(i) stetig in a, falls lim, o f(z,) = f(a) ist fir jede Folge (z,,) in D mit lim, o 2, = a,
(ii) stetig, wenn f stetig in jedem Punkt a € D ist.

Genauso definiert man die Stetigkeit reellwertiger Funktionen f : D — R auf Mengen D C R.

Beispiele 5.9. (1) f: I=[-1,1] =R, f(x)=—-1fir -1 <z<0, f(z)=1fir0 <z <1,

Abbildung 9: Unstetigkeitsstellen

ist stetig in jedem Punkt a € I'\ {0}, aber nicht in 0:

() "5 0, aber (£(2)) = (1) "5 1 £ (0)

(2) id:C — C,z— z ist stetig (genauso wie id : R — R):

(n—o00)

(z) "2 4 in C = (id(zn)) = (2n) "2 0 = id(a).
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(3) Jede konstante Funktion f: D — C, f(z) = ¢ (c € C fest) ist stetig:

() 2% 4 in D= lim f(zy) = lim c=c= f(a).
n—oo n—oo

(4) Jede Polynomfunktion p(z) = " ;a;z" ist stetig auf ganz C. Das gleiche gilt fiir reelle Polynom-

funktionen auf R. Dies folgt aus den Teilen (2) und (3) mit dem néchsten Satz.

Satz 5.10. Sei D C R und seien f,g: D — R stetig in a € D. Dann sind auch

/ (falls g(x) # 0 fiir alle x € D)

f+g, fg, =
g

stetig in a € D. Das gleiche gilt fiir C-wertige Funktionen f,g: D — C auf Mengen D C C.

Idee: Dies folgt direkt mit der Definition der Stetigkeit aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen (Satz 5.5).
Sind etwa f,g: D — R stetig in @ € D und ist g(z) # 0 fiir alle € D, so folgt fiir jede Folge (z,,) in D
mit lim,, 00 T, = a

lim f(x,) = f(a), img(z,) = g(a).

n—roo
Mit den Grenzwertsitzen fiir Quotientenfolgen (Satz 5.5(iii)) erhélt man

_ f(@n) (nmoo) fla)
g T g gla) g

Also ist auch 5 stetig in a.

Beispiel 5.11. Eine Funktion f: D — R ist stetig in a € D genau dann, wenn die beiden Funktionen
D_={zxeD|z<a} =R, f— f(z) und Dy ={x € D|z>a} >R, f— f(z)

stetig in a sind. Ist (z,,)n>0 eine Folge in D mit Limes a, so sind (Y )n>0 = (min(a,, a))n>0 und (2p)n>0 =
(max(a, z,))n>0 Folgen in D_ bzw. Dy mit Limes a. Nach Voraussetzung konvergieren (f(yn))n>0 und

(f(2n))nz0 gegen f(a). Wegen f(zn) € {f(yn), f(2n)} konvergiert auch (f(z,))n>0 gegen f(a).

Als Anwendung erhilt man etwa sofort, dass die Funktion f :[0,2] — R
flz)y=2 (0<z<1) flry=2 (1<z<2)
stetig ist auf dem ganzen Intervall [0, 2].

Kompositionen stetiger Funktionen sind stetig. Genauer gilt:

Satz 5.12. Sind f : D - R, g: E — R stetige Funktionen auf Mengen D, E C R und gilt f(D) C E, so
ist auch

gof:D—=Rxw— g(f(x))

stetig. Alles bleibt richtig fiir C statt R.
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Begriindung: Ist (x,) eine Folge in D mit (z,) "2 4 e D, so ist (f(x,)) eine Folge in E mit

lim;,, o f(zn) = f(a). Da g nach Voraussetzung stetig in f(a) ist, folgt
lim go f(a) = lim_g(f(ra)) = g(f(@)) = 9o f(a)
Beispiel 5.13. Als Polynomfunktion ist
[ RoRy,z—a?+1
stetig. Man kann zeigen (Kapitel 8), dass auch die Wurzelfunktion
g: Ry =Rz~ Vo
stetig ist. Nach Satz 5.12 ist die Komposition

gof:R=>Rzrg(f(x)=vVa2+1

stetig.
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6 Konvergenzkriterien und stetige Funktionen auf Intervallen

6.1 Cauchy-Folgen
In der Mathematik konstruiert man R aus Q so, dass
e jedes x € R Grenzwert einer Folge in Q ist (Man sagt: Q ist dicht in R),
e das Cauchysche Konverenzkriterium gilt:
Satz 6.1. (Cauchy-Kriterium) Eine Folge (an)n>0 in R konvergiert genau dann, wenn gilt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein N = N(e) € N mit
|an, — am| < € fir alle n,m > N.

Eine Folge (a,)n>0 in R (oder C), die die Bedingung (x) erfiillt, heifit Cauchy-Folge. Also kann man

Satz 6.1 auch so formulieren:
Eine Folge in R konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Derselbe Satz gilt auch in C.

Mit dem Cauchy-Kriterium kann man zeigen:

Satz 6.2. (Intervallschachtelungsprinzip) Ist (I;)k>1 eine Folge abgeschlossener Intervalle I, = [ay, by]
mat

113[23-”le3[1§+13---7 (bk—ak):O,

lim

k—o0

dann gibt es genau ein a € R mit a € Iy, fir alle k > 1. Es gilt:
lim ap = lim b = a.
k— o0 k—o0

Idee: Man kann zeigen, dass (ax) und (by) Cauchy-Folgen sind und dass die Behauptung gilt fiir

a= lim ar = lim by.
k—o0 k—o0

6.2 Stetige Funktionen auf Intervallen

Satz 6.3. (Zwischenwertsatz) Sei f : [a,b] — R stetig und sei

fla) <y < f(b)  (oder f(a) >y > f(b)).

Dann gibt es ein z € [a,b] mit f(x) =y.
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Idee: Sei f(a) <y < f(b).

Ist f(“E2) <y , setze a; = “E2 by =b.
Ist f(“E2) >y , setze a; =a,by = %L
In jedem Fall ist

b—a
5

Fortsetzen des Verfahrens fiithrt zu Folgen (ay), (bx) wie in Satz 6.2 mit

fla) <y < f(b1), b1—a1 =

flag) <y < f(by) fur alle k.
Nach Satz 6.2 existiert x = limg_.o0 ar = limg_.oo bx. Da f stetig in z ist, folgt
y < lim f(by) = f(z) = lim f(ax) <.
k—o0 k—o00
Beispiel 6.4. Fiir ¢ > 0 und n > 1 existiert genau ein z > 0 mit

r =C.

Eindeutigkeit: Ist 0 < z < y, so ist " < y".

Existenz: Wegen limy,_,(£)" = 0 gibt es ein k > ¢ mit (+)" < c.
1 n n
= (%) <c<km™

Nach dem Zwischenwertsatz angewendet auf f : [+, k] — R,z — 2™ gibt es ein z € [, k] mit f(z) = c.

Definition 6.5. Sei D C R. Eine Zahl m € D heifft Minimum (Maximum) von D (geschrieben:

m = min D bzw. m = max D), falls gilt
x > m fir alle x € D (bzw. x < m fiir alle z € D)

Beispiel 6.6. Es ist 0 = min[0, 1],1 = max|0, 1], aber die Menge ]0, 1] besitzt weder ein Minimum noch

ein Maximum.
Satz 6.7. Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existieren

min f([a,b]) und max f([a,b]),
das heifst es gibt xo,yo € [a,b] mit

f(zo) < f(z) < f(yo) fiir alle x € [a, b].

Insbesondere bildet f das abgeschlossene Intervall [a,b] ab auf das abgeschlossene Intervall

f(la, 0]) = [f (o), f(yo)]-
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Beispiel 6.8. Der Satz gilt nicht fiir stetige Funktionen auf Intervallen, die nicht abgeschlossen sind. So
hat etwa fiir die stetige Funktion

f:]0,1[= R, f(z) =z

die Menge f(]0, 1]) =]0, 1] weder ein Minimum noch ein Maximum.

6.3 Hiaufungspunkte und Teilfolgen

Definition 6.9. Eine Folge (a,) in R heifit

nach oben beschrinkt, fall ein A € R existiert mit a,, < A fiir alle n,

nach unten beschrinkt, falls eine B € R existiert mit B < a, fiir alle n,

beschrinkt, falls (a,) nach oben und unten beschrénkt ist,
e monoton wachsend (fallend), falls a,, < an41 (an > an4q) ist fiir alle n,
e streng monoton wachsend (fallend), falls a,, < anq1 (an > any1) ist fiir alle n.

Niitzliche Beobachtung: Eine Folge (a,,),>0 in R ist beschrinkt genau dann, wenn die Folge (|an|)n>0

nach oben beschrinkt ist.

Beispiele 6.10. (a) Die Folge (an)n>1 = (n)n>1 ist nach unten, aber nicht nach oben beschrankt. Die

Folgen (an)n>0 = ((=1)")n>0 und (an)n>1 = (£),>1 sind beschrénkt.

(b) Konvergente Folgen sind immer beschriankt (Ist @ = lim, o0 an, so gilt a — 1 < a,, < a + 1 fiir alle

bis auf endliche viele n), aber beschrinkte Folgen brauchen nicht zu konvergieren.
In der Mathematik zeigt man mit dem Intervallschachtelungsprinzip:

Satz 6.11. (Bolzano-Weierstraf}) Sei (a,) eine beschrinkte Folge in R. Dann gibt es mindestens ein

a € R so, dass fiir alle e > 0 die Menge
{n €eN|a, €la—¢,a+e€[}
unendlich ist.
In diesem Fall heifit die Zahl ¢« Haufungspunkt von (a, ). Also gilt:
“Jede beschrinkte Folge hat mindestens einen Haufungspunkt®.
Zum Beispiel hat die Folge a,, = (—1)" die Haufungspunkte +1, —1.

Folgerung 6.12. Jede monoton wachsende (oder fallende) beschrinkte Folge (ay) konvergiert.
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Idee: Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral hat die Folge (a,) einen Haufungspunkt a. Zu e > 0

existiert ein ng € N mit a,, €]a — €, a + €[. Im monoton wachsenden Fall folgt

Oy < G < a fiir alle n > ng.
Wire ay > a fiir ein N € N, so wiirde fiir e = ay — a > 0 und alle n > N gelten:

an, > any = a+ €,

und Ja — €, a + ¢ wiirde hochstens ag, ..., any—1 enthalten.
Ist (an)nen eine Folge und sind ng < n; < ng < ... natiirliche Zahlen, so heift (ay,)ien =
(Gngs Gny s Gny, - - ) Teilfolge von (ap)nen.
Beispiele 6.13. (ay)n>0 = ((—1)")n>0 hat die Hiufungspunkte £1 und

((=1)*)i>0 = (1,1,1,...)
(=1)%)50 = (—1,-1,-1,...)

sind Teilfolgen (wéhle n; = 2i bzw. n; = 2i + 1) mit Grenzwerten +1 bzw. —1. Dies ist kein Zufall!

Man kann zeigen:
Satz 6.14. Sei (ap)n>0 eine Folge in R und sei a € R.

(a) Die Zahl a ist Hiufungspunkt der Folge (an)n>0 genau dann, wenn eine Teilfolge (an,)i>0 von (an)n>o0

ezistiert mit lim;_,oc an, = a.
(b) Konvergiert (an)n>0 gegen a, so gilt dasselbe fir jede Teilfolge von (an)n>o-
(c) Ist (an)n>0 beschrinkt, so hat (an)n>o0 eine konvergente Teilfolge.

(d) Es gilt lim,,_, a,, = a genau dann, wenn (a,)n>0 beschrankt ist und a der einzige Hdaufungspunkt

der Folge (an)n>o0 ist.
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7 Unendliche Reihen

Paradoxon von Zenon (Achilles und die Schildkrote):

Achilles ist n-mal so schnell wie die Schildkréte. Die Schildkrote erhéilt den Vorsprung: a > 0. Sei t > 0
die Zeit, die Achilles fiir die Strecke a benotigt. Zum Zeitpunkt ¢ hat Achilles die Strecke a zuriickgelegt,
die Schildkréte hat den Vorsprung . Zum Zeitpunkt ¢ + % hat Achilles die Strecke a + - zuriickgelegt,
die Schildkréte hat den Vorsprung -% ... Zum Zeitpunkt ¢ + % + # + ...+ n—tk hat Achilles die Strecke

+i4 2442
a — - —_—
n  n? nk

zuriickgelegt, die Schildkréte hat den Vorsprung 4. Achilles wird die Schildkréte also nie einholen

oder?

Zenon geht von der Annahme aus, dass

t t

t+—+—+...=00
n n

ist. Wir wissen es bereits besser. Fiir alle k € N gilt

k 1\k+1
t ot ' 1. 1-(Y 1
th=t+—+ 5.t =ty (=) =t——B <t
. n = n? nk ,:O(n) I e

Es gilt sogar
1— (%)k+1 & t
[

Zu diesem Zeitpunkt hat Achilles die Schildkréte eingeholt.

tp =1

1
n

7.1 Konvergente Reihen

Prinzip: Sei (a,)n>0 eine Folge in R (oder C). Man erhilt eine neue Folge (s,)n>0, indem man
Spn=a9+ a1+ ...+ay (n-te Partialsumme)

definiert. Man schreibt ZZOZO an, = (Sp)n>o fiir die Folge der Partialsummen und nennt dies die Reihe

der a, (n € N).

Definition 7.1. Sei (a,)n>0 eine Folge und

(Sn)n>0 = (ao + ...+ an)n>o0
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die Folge der Partialsummen. Falls s = lim,,_, o, s, existiert, schreibt man

und nennt die Reihe Y77 a,, konvergent mit Reihenwert s.
Beispiele 7.2. (1) Sei z € R mit |z| < 1. Wir wisssen (Beispiel 5.2(b)):

lim 2™ = 0.
n— o0

Mit der geometrischen Summenformel (Satz 4.1) und den Grenzwertesétzen (Satz 5.5) folgt

1—nt! (n—o00) 1
Zx o 1
1-z 1—x

Also gilt 3°°° 2" = L fiir € R mit |z| < 1. Genauso folgt S°°° 2" = — fiir z € C mit |z| < 1.
n=0 1—x n=0 1—2z

Man nennt diese Reihen die geometrischen Reihen fiir x bzw. z.

(2) Die Reihe 3 ,° ;1 (harmonische Reihe) divergiert, das heiit konvergiert nicht. Betrachte

1 1
Sp=14=4...4+—.
2 n
Sei N € N beliebig. Dann gilt fiir m > N
| SRS S B S
Som T Sml = T T Ty = My Ty

Also ist fiir € = § das Cauchy-Kriterium (Satz 6.1) fiir die Partialsummenfolge (s,,),>1 verletzt.

(3) Ist >_>° , an konvergent, so gilt lim,_, a,, = 0, denn fiir € > 0 gilt fiir geniigend grofie n nach dem
Cauchy-Kriterium (Satz 6.1)

lan| = |sn — sn—1| < e

Umgekehrt zeigt Beispiel (2), dass man aus lim, o a, = 0 nicht auf die Konvergenz der Reihe

ZZO:O a,, schliefen kann.

Rechenregeln 7.3. Falls Y )" ja, =a und Y.~ by, =b ist, gilt

Z(an +b,) =a+b, Z(can) =ca (c€R).
n=0 n=0

Dies folgt aus den Grenzwertsitzen (Satz 5.5):

N
Zan+b Zan—i—Zb —>a—|—b
n=0

Definition 7.4. Eine Reihe Y7 ja, heit absolut konvergent, falls > °  |a,| konvergiert. Man

schreibt hierfiir auch: >~°7  |a,| < oco.
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7.2 Konvergenzkriterien fiir Reihen
Sei s, = > p_yar (n € N). Da fiir n > m > 0 gilt
Sp — Sm—1=0Qm + ...+ an,

liefert das Cauchy-Kriterium (Satz 6.1) angewendet auf (s,)n>0 ein entsprechendes Konvergenzkriterium
fiir Reihen.
Cauchy-Kriterium fiir Reihen: Eine Reihe ZZO:O a, konvergiert genau dann, wenn fiir jedes € > 0

ein N = N(e¢) € N existiert mit
n
| Z a| < €
k=m
fir allen >m > N.

Als Folgerung erhilt man viele niitzliche Konvergenzkriterien.

Satz 7.5. Jede absolut konvergente Reihe Y " a,, ist konvergent und fiir die Reihenwerte gilt

0o 0o
2 anl <) lanl
n=0 n=0

Dies folgt mit dem Cauchy-Kriterium fiir Reihen und der Dreiecksungleichung, denn ist ZZOZO an absolut
konvergent, so gilt fiir n > m grofl genug

|Zak|< Z:|@k|<6

k=m
Beispiel 7.6. Die Reihe Y7 | % konvergiert nicht absolut (Harmonische Reihe), aber sie ist konver-
gent nach dem Cauchy-Kriterium:

k

+ - 1 1 1 1
|ZZ Z-&-l k | = |(n+177l+2)+(n7+37n7+4)+("')+"‘|
_ 1 1 1 1 1 1 (n—oo)
o n+1_(n+2_n+3> (n+4_n+5) ()_STH — 0.

Satz 7.7. (Majorantenkriterium) Ist Y |a,| < co und gibt es ein N € N mit |b,| < |a,| fir alle

n > N, so ist auch Y -, |b,| < co. Insbesondere ist die Reihe > - b, konvergent.

In der Situation von Satz 7.7 folgt also aus der absoluten Konvergenz von fozo an die absolute Konver-
genz und damit auch die Konvergenz der Reihe Z:LOZO b,,. Man beachte, dass das Abéandern endlich vieler

Folgenglieder nichts an der Konvergenz oder absoluten Konvergenz einer Reihe &dndert.

Beispiele 7.8. (a) Man kann zeigen (Aufgabe), dass die Reihe 7, ¢ k+1) konvergiert. Da

11 2 2
Lo < fiir alle k > 1.
ORIk k1) 0TS

fir r € N mit » > 2 und alle k£ > 1, gilt, konvergieren nach dem Majorantenkriterium auch die Reihen

— 1
T (reN,r>2).
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(b) (Minorantenkriterium) Gibt es ein N € N mit 0 < a,, < b, fiir alle n > N, so folgt aus der Diver-
genz der Reihe >~  a, auch die Divergenz der Reihe Y b,. Denn nach Folgerung 6.12 konvergiert
eine Reihe mit nicht-negativen Summanden genau dann, wenn ihre Partialsummenfolge beschrinkt ist.
Da nach Beispiel 7.2(2) die harmonische Reihe .~ | 1/k divergiert, divergiert nach dem Minorantenkri-
terium etwa auch die Reihe "3 | 1/V/k.

Satz 7.9. (Quotientenkriterium) (a) Ist ¢ € [0, 1] und gibt es ein N € N mit
lant1| < qlan| fir allen > N,

oder sind alle a, # 0 und existiert

lim |2 € [0, 1],

n—co Gy

oo
=0

so konvergiert die Reihe )
(b) Sind alle a, # 0 und existiert

a, absolut.

. An 41
lim | nt
n—oo | ap,

| €]1, 00,
so divergiert die Reihe > o ay.

Idee: Der erste Teil von (a) folgt aus dem Majorantenkriterium (Satz 7.7) und der Konvergenz von

Y heo q*|ax|, denn es ist
|aN+k’| < Q|aN+k—1| < q2‘0N+k_2| <...< qk|aN|

fiir alle k. Also konvergiert Y po \ |ak| = Y 7 lan+r| und damit auch >~7 ) |ak|.

2

Beispiel 7.10. Fiir a,, = 35 gilt

A1 (n+1)% n? 1 n+1, @m0l
22t = =y e

Gnp B 2n+l /27 B 2( n 2 € [071[

Also ist die Reihe Y07 g—: konvergent nach dem Quotientenkriterium.

Fiir absolut konvergente Reihen gilt auch ein Produktsatz. Man muss das Produkt nur vorsichtig genug

bilden.

Satz 7.11. (Cauchy-Produkt) Sind a =Y " ja, und b= 3" b, absolut konvergent, so ist auch

Z(Z agbn_r) = ab

n=0 k=0

absolut konvergent.
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Beispiel 7.12. (Exponentialreihe)
Fiir x € R konvergiert die Reihe

absolut. Es gilt fiir alle x,y € R

1

E(0) =1, E(x)E(y) = E(z +y), E(-z) =

und E(x) € RY fiir alle z € R. Konvergenz folgt aus dem Quotientenkriterium

(En+1 z" ‘ B |£l" (n—o0)

(n+1)!/ﬁ e 0€01;

Es ist £(0) = 1 und die Cauchy-Produktformel liefert

oo n .’L’k n—k oo n n . 0o " n
E@)E@y) =Y %(Z mﬁh) -y %(Z (k>mkyn—k> -y % —B+y)
n=0 k=0 n=0 k=0 n=0

Hierbei haben wir den bionomischen Lehrsatz (Satz 3.8) benutzt. Mit y = —x folgt
E(z)E(—z)=E(z+ (—x)) = E(0) =1 (= E(z) # 0 fiir alle z).

Insbesondere ist fiir alle x € R

eine (komplexwertige) Funktion definiert mit E(0) = 1,

E(z)E(w) =FE(z+w), E(—z) = fiir alle z,w € C.

1
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8 Spezielle Funktionen

8.1 Lineare Funktionen, Geradengleichung, Regressionsgeraden

Der Graph der Funktion
y=axr+b (Geradengleichung)

ist eine Gerade. Dabei ist b = y(0) die y-Koordinate des Schnittpunktes mit der y-Achse und

y2—y1 _ d
a=22 2 ==

Tr1 — T2 &

die Steigung.

Y
g
y2
d
YI/ ‘
bA
X1 X2 =X
y=ax+bmita=d/c

Abbildung 10: Geradengleichung

Spezialfille:

(1) b=0
Man erhélt eine Nullpunktsgerade. In diesem Fall wichst y proportional zu x mit Proportio-

nalitatsfaktor a.

(2) a=0

Man erhélt eine Parallele zur z-Achse. In diesem Fall ist y = const. = b.

Durch zwei Punkte (21,y1) # (22,y2) in R? geht genau eine Gerade. Nach eventuellem Drehen der

Koordinatenachsen darf man x; # x5 annehmen. Die Gleichung der gesuchten Geraden durch die beiden
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Punkte ist y = az + b mit

Y2 — 1 Y2 — Y1
a="—"=und b=y —axr; =y — —1.
To — 1 To — I

Parametrisierung von Geraden: Eine Gerade G C R? ist eindeutig bestimmt durch die Angabe eines

Punktes (29, y0) € G und eines Richtungsvektors (¢, d) # (0, 0):
G = {(z0,y0) + t(c,d)| t € R}.
Wie héngen diese beiden Darstellungen zusammen? Fiir ¢ # 0 und
(x,y) = (0, 90) + t(c,d)

mit ¢ # 0 ist
- td d
y—b _tC_ ¢ (Steigung von G).
Tr — T tc c

Der Punkt (z,y) € G mit = 0 entspricht dem Parameter
x x
tz——O:y:yO——Od.
¢ ¢

Die zugehorige Geradengleichung ist
d x
y=—z+(yo— —d).
c c

Regressionsgeraden: Messungen liefern einige Punkte

(xhyl)u sy (‘rn7yn)7

die eigentlich auf einer Geraden liegen sollten. Man versucht eine Gerade so gut wie moglich durch diese

Punkte zu legen.

Definitionsgeméf ist die Gerade y = ax + b optimal, wenn

n

Z(axi +b—y)?

i=1
minimal ist (Methode der kleinsten Quadrate). Definiere

n

-3

i=1

K3 —_ (]
L T=
im1 n

3|8

Satz 8.1. Die Gerade y = agx + by mit

(i, wiys) —nTY
(O, a?) — nz?

ist optimal. Diese Gerade heifft Regressionsgerade zu (£1,Y1), ..., (Tn,Yn).

ag = und by =Y — apT
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Y

Abbildung 11: Regressionsgerade

Idee: Man minimiere zunichst die Funktion

fla,b) = Z(azi +b—yi)?

i=1

bei festgehaltenem a als Funktion von b. Beachte dazu, dass

2(az; +b—y;)
1

dfla,b)
db =

grofer 0 ist fiir b > § — aZ, gleich 0 ist fiir b = ¥ — aZ und kleiner 0 ist fiir b < J — a. Also hat f(a,-) in
b= b(a) =7 — aZ ein striktes Minimum, das heifit es ist

n

fla,b(a)) = (aw; +§ — aZ — y;)* < f(a,1)

i=1
fiir alle ¢ € R mit ¢ # b(a). Im zweiten Schritt minimiere man

n

fla,b(a)) =Y (alw; —T) + 7T —w:)*

i=1
als Funktion von a. Beachte dazu, dass

n

o f(ab(@) = 322 (ale ~ 3 + (7 ) i — 7))

=1

grofer 0, gleich 0 oder kleiner 0 ist fiir a gréfer, gleich oder kleiner

g = Z?:l(nyi -9z —7) (i xiyi) —nTY

Si(@i—7)2 (Oor, 2?) — nz?
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ist. Also hat f an der Stelle (ag,by) mit diesem ay und
bo = b(ao) = g — aof
ein striktes absolutes Minimum, das heif3t

flag,bo) < f(a,b) fiir alle (a,b) # (ag, bo).

8.2 Einfache Potenzfunktionen

Eine Funktion der Form f(z) = ax? (a > 0)

fix) = ax?

Abbildung 12: Quadratische Parabel

heifit quadratische Parabel. Eine Funktion der Form f(x) = ax® (a > 0)

flx) = ax3

Abbildung 13: Kubische Parabel

nennt man kubische Parabel (Parabel 3. Ordnung). Funktionen der Form f(z) = /z, f(z) =
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wl=

x3 (x>0),...

fix)=x
fix) = x1/2
fix) = x1/3

Abbildung 14: Wurzelfunktionen

heiflen Wurzelfunktionen.

8.3 Polynomfunktionen

Sei

p(2) = apx™ + ap_12" "+ ..+ arz + ag (ag,...,an € C).

Ist a, # 0, so heiit n der Grad von p (geschrieben: deg(p)=n).
Sei p(zg) = 0. Dann gilt

n

p(x) = p(x) = plzo) = Y ai(x" - xp).

=1

Mit der geometrischen Summenformel (Satz 4.1) erhélt man

i—1 i—1
oo ah =g () ) = (e )Y () = (o - we) Y adah
Zo Zo — o —
J= j=
Also ist p(z) = (x — x0)q(z) mit
n i—1 n—1
a@) =) aiy aleg =) bia'
=1 j=0 i=0
mit geeigneten bg,...,b,_1 € C.
Fazit:

(1) Ein Polynom vom Grade n hat héchstens n verschiedene Nullstellen in C (erst recht in R!).

44



(2) Ist p(z) = 3.1, a;x’ ein Polynom mit deg(p) =n > 1, so ist fiir zop € R

p(z) = p(xo) + (v — x0)q(x)

mit einem Polynom vom Grade n — 1

n—1
q(x) = Z biz'.
i=0

Wegen
n—1 ) n—1 ) n—1 )
p(x) — p(zo) = Z bttt — Z(bixo)x’ =b,_12" + Z(bi,l — bjzg)x* — boxg
i=0 i=0 i=1

erhilt man durch Koeffizientenvergleich (mit (1))
bp_1 = an, bi_1 = a; + b;xzg (Z =1,...,n— 1), p(.’lﬁo) = ag + boxo.

Mit dem Horner-Schema kann man den Wert eines Polynoms p an einer beliebigen Stelle zy rekursiv

n—1

berechnen. Fiir ein Polynom p(z) = " a;,z’ n-ten Grades, z¢g € R und g(z) = >_'"; bz’ mit

p(z) = p(wo) + (v — 20)q(x)

wie oben berechnet man sukzessive b, _1, ..., by, p(zo) nach dem Schema
(07%% Ap—1 Ap—2 N aq ap
+ + + ee + +
Zo 0 bn_ll‘o bn_gxo PN bll‘o bo.’l?o
b1 bn—2 bu—s ... by p(xo)

Dabei benétigt man n Additionen und Multiplikationen.

Beispiel 8.2. Man berechne p(r) = 22% + 322 + 1 an der Stelle zg = —0, 5:

2 3 0 1
+ + o+

20 = —0,5 -1 -1 0,5
2 2 -1 1,5

Also ist p(—0,5) = 1, 5.
In der Mathematik zeigt man:

Satz 8.3. (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom p(z) = Y i, a;iz' (ag, ..., a, € C) mit deg(p) =

n > 1 hat mindestens eine Nullstelle in C, das heifit es gibt ein ¢ € C mit p(c) = 0.
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Uber R ist dieser Satz falsch. So hat etwa das Polynom
p(x) =224+ 1=(z+1i)(x—1i)
keine reelle Nullstelle.

Folgerung 8.4. (Linearfaktorzerlegung) Jedes Polynom p(z) = > i a;2" (ag,...,an, € C) mit a, # 0
hat die Gestalt

mit geetgneten komplexen Zahlen cq, ..., cy.

8.4 Exponentialfunktion

Satz 8.5. Die Funktion

hat die Eigenschaften:
(i) E(x+vy) = E(z)E(y), E(0) =1 und E(—x) = 1/E(x) fir alle x,y € R,
(ii) |E(z) — B(O)| < |a|E(L) fiir 0 < || < 1,

(iii) |E@=EO) 1) < |2|EQ1) fir 0 < |z| < 1.

(iv) E ist stetig und streng monoton wachsend mit

lim E(z)=0, lim E(z) =00

T——00 Tr—00
(soll heiflen: fir jede Folge (x,) — —oo gilt E(x,) —= 0 und fir jede Folge (x,) — oo gilt
(v) E(R) =R%.
Die Zahl e = E(1) heifit Eulersche Zahl. Man kann zeigen, dass

e=2718281 ... €]2,3

keine rationale Zahl ist.
Ideen: (i) wurde in Beispiel 7.12 begriindet.
(ii) und (iii): Fiir |2| < 1 gflt

| k

|B(z) —1] = Zkf > =l Y
k=1 k=1 k=1

|k71

< |x|2 5 < lalB()
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]

e e=2.71828... = E(1)

Abbildung 15: Exponentialfunktion

und
Ex) -1 E(x ) \k_
R R e P ||Z . < Je|BQY).
(iv) Fiir ¢ > 0 gilt
I S
X %)
k=0
und
E(— _

Also gilt fiir y >z
E(y) = E(z)E(y — =) > E(x),

denn wegen y — x > 0 ist F(y — ) > 1 und nach Beispiel 7.12 ist E(x) > 0. Fiir (z,,) — 0 ist |z,| < 1

fiir gentigend grofie n und damit

Fiir (z,) — 2« folgt

(v) folgt mit dem Zwischenwertsatz (Satz 6.3) aus (iii).

Definition 8.6. Man nennt die Funktion F : R — R, 2 — E(x) die Exponentialfunktion und schreibt:

exp(z) = E(z) fiir x € R.
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8.5 Der natiirliche Logarithmus

Als bijektive Funktion hat ' : R — R eine Umkehrfunktion L : R} — R, das heifit L : R} — R ist die

eindeutige bestimmte Funktion mit
L(y) = z, falls E(z) =y ist.
Definition 8.7. Man nennt die Funktion L : R} — R den natiirlichen Logarithmus und schreibt
In z = L(x) fiir z > 0.
Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus:

(i) L ist stetig:

Sei (yn) eine Folge in R mit lim, o y», = y € R’.. Definiere
2n = Liyn), 7 = L(y).
Wir miissen zeigen, dass lim,,_,, x, = = ist. Sonst gébe es ein ¢ > 0 mit
Zn & [z — €, 2 + €] fiir unendliche viele n.
Nach dem Zwischenwertsatz (Satz 6.3) ist E([x — e, + €]) = [E(z — €), E(z + ¢€)]
=y, = E(x,) ¢ [E(x — €), E(x + €)] fiir unendlich viele n.

Da E(x —¢€) < E(z) =y < E(z + ¢) gilt, ist dies ein Widerspruch zu (y,,) — .

(ii) L(1) = 0 und L ist streng monoton wachsend:
Aus E(x1) < E(x2) folgt x1 < xo, da E streng monoton wéchst.
(iii) L(xy) = L(z) + L(y) fur alle z,y > 0:
E(L(zy)) = zy = E(L(x))E(L(y)) = E(L(z) + L(y)).
(iv) L wird beliebig grofe fiir grofie x, denn fiir z > 2™ gilt
L(z) > L(2") = nL(2) - o

und beliebig klein fiir « | 0:
1

L) = —L(=) " —o

Der Graph des natiirlichen Logarithmus In : R} — R entsteht durch Spiegeln des Graphen der Exponen-

tialfunktion exp : R — R an der ersten Winkelhalbierenden.

48



Abbildung 16: Exponentialfunktion und natiirlicher Logarithmus

8.6 Allgemeine Potenzen

Fiir a > 0 und m,n € N mit n # 0 ist

Also ist

Daher definiert man fiir beliebige x € R und a > 0
a” = exp(z In(a)).
Man rechnet leicht nach:
(i) Die iiblichen Potenzgesetze gelten,
(i) In(a”) =z In(a),

(iii) R — R%,2 + a” ist stetig und streng monoton wachsend fiir a > 1, streng monoton fallend fiir

0<a<l
Wir hatten den Wert der Expontialfunktion an der Stelle 1:
e=exp(l) ~2,71828...
die Eulersche Zahl genannt. Mit der obigen Definition allgemeiner Potenzen folgt

e = exp(x In e) = exp(z) (x € R).
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8.7 Trigonometrische Funktionen

Fiir den Winkel ¢ € R (gemessen im Bogemaf}, das heifit Vielfachen von 27) definiert man geometrisch

=

Abbildung 17: Definition von sin und cos

sint =y, cost=ux

als die y- bzw. z-Koordinate des Schnittpunktes des Halbstrahls in Richtung ¢ mit dem Einheitskreis und

tant = ot o— U (t¢{@2n+1)5|necZ}),
cott = 9L — v (t ¢ {nm|neZ}).

Eine alternative analytische Definition kann man mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion

oo

exp: C— C, exp(z) = Z

n=0

Zn

n!
geben. Wie im reellen benutzt man meistens die Schreibweise
e® = exp(z2).

Es ist exp(0) = 1 und fiir alle z,w € C ist

exp(z + w) = exp(z)exp(w), exp(z) = exp(Zz).

Folgerung 8.8. Fiirt € R ist |e'| = 1.
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Denn |e®|? = exp(it)exp(it) = exp(it)exp(—it) = exp(0) = 1. Also liegen die Zahlen e (¢ € R) auf dem

Einheitskreis. Man definiert

cos t = Re(e™), sin t = Im(e™).

Aus dieser Definition folgt sofort

(1)
(2)

cos? t +sin® t = |2 =1,
Additionstheoreme: Fiir s,t € R gilt

cos(s£t) = Re(e*F1)) = Re(e*et™t)

= Re(e”)Re(et™) — Im(e*)Im(et™)

cos s cos t Fsin s sin ¢t
und entsprechend

sin(s +t) = sin s cos ¢ &+ cos s sin .

sin(—t) = —sin t, cos(—t) = cos t.
Der sinus definiert eine gerade, der cosinus eine ungerade Funktion.

Man kann auch zeigen:

sin(t + 27) = sin ¢, cos(t + 27) = cos t,

sin(0) = 0,sin 5 =1,sin 7 =0,sin(37) = -1,
cos(0) = 0,sin 2 =1,sin7=0,sin(3r) = -1,
sin 7 = cos = %,
sin, cos, tan, cot sind stetige Funktionen mit
sin(t+m) = —sint,cos(t+7m) = —cost
sin(t+ §) = cost,cos(t+ §) = —sin t.

Fiir alle t € R gilt:

) it —it 100 tk —tk 0 it 2k
cost=Reeit = 1% +26 252(1)“%) :Z(Z)

k! 2k!
k=0 k=0
und entsprechend
o0 t2k+1
t = = —
s ;0( 2k + 1)

mit absolut konvergenten Reihen.
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sin ¢

(8) lim;_,o 5+ = 1, das soll heiBlen: Fiir jede Folge

n . . i t’n n
(tn) = 0 in R\ {0} gilt () = 1.

Dies folgt aus der fiir |t| < 1 giiltigen Abschétzung;:

sin ¢ sin (t) — ¢ >
1= 1= |——= 1> (-
e |t|2k—2

= 1 (t—0)
< |¢? < |¢? — — 0.
= I k=1(2k+1)!_|| ;(2“1)!

| — sin(t)
= cos(t)

=2n

Abbildung 18: Sinus und Cosinus
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= tan(t)
cot(t)

Abbildung 19: Tangens und Cotangens

9 Differentialrechnung

9.1 Ableitungen

Seien D C R, f: D — R eine Funktion und xg € D.

Problem: Wie kann man die Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt z( definieren und

berechnen?

Idee: Fiir x,x9 € D mit = # x¢ hat die Gerade durch die Punkte (x¢, f(x¢)) und (z, f(z)) die Steigung
f(zx) = f(xo)

rT—x9
Fiir z — xg sollten diese Geraden die Tangente von f im Punkt (xg, f(x¢)) immer besser approximieren.

Die Steigung der Tangente sollte gleich dem Grenzwert

i = @) = f@0)

T—T0 T — Xg
sein.

Wir sagen, dass dieser Grenzwert existiert, falls ein ¢ € R existiert so, dass

i () = fla0) _

n—oo [,En —_ "L‘O
ist fiir jede Folge (z,) in D\ {zo} mit lim,_, o x, = o. Abkiirzend hierfiir schreibt man

L f@) = flao)

T—xQ r — X
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Definition 9.1. (a) Man nennt

f'(x0) (oder auch Z—f(xo)) = lim M cR

T T—00 T — T
die Ableitung von f in zg € D, falls dieser Grenzwert existiert. In diesem Fall heifit die Funktion f

differenzierbar in zg.
(b) Existiert fiir jedes x € D die Ableitung von f in x, so erhilt man eine neue Funktion
D =Rz f(x) (Ableitung von f).

Beispiele 9.2. (1) Ist f(x) = ¢ konstant, so ist f/ = 0. Denn:
f(@) = f(wo)

Tr — X

(xj;))

=0 0.

(2) Ist f(z) = z die identische Funktion, so ist f/(z) =1 fiir alle z. Denn:

f(x) = f(x0) — lim T — To

lim =1.
T—To T — X T—=xo T — I
(3) Fiir f(z) = 22 ist f/(x) = 2z. Denn:
— 2 _ o2 —
tim LI 2Ty 200y RS g
T—rXTo r — X T—To X — X T—T0 Tr — X
(4) Allgemeiner: Fiir f(x) = 2™ ist f'(x) = nz" . Denn (Abschnitt 8.3):
lim J@) = J(zo) = lim =0 = Jim (" ez il e b al ) = nap
T—T0 r — X T—=xo T — X rT—T0

(5) Fiir f(x) =e® gilt f/'(x) = e”. Denn nach Satz 8.5 (iii) gilt

. et —e?o . et~% —1 Coet—1
lim ———— = lim e®*——— =¢" lim =
T—x0 T — TQ T—To T — Xg z—0 x

Zo

(&

9.2 Zusammenhang mit der Stetigkeit
Satz 9.3. Ist f: D — R differenzierbar in xog € D, so ist f auch stetig in xq.

Idee: Fiir (x,) — x¢ gilt mit einer geeigneten Konstanten M > 0

f@n) = f(0)

| |2 — 0| < M|z, — 20| = 0.
Ty — X0

[f(@n) = f(zo| = |

Die Umkehrung von Satz 9.3 ist falsch. So ist etwa die Funktion f : R — R,z — |z| stetig auf ganz R,

aber nicht differenzierbar im Punkt x = 0, denn

fl@)—1r0) _

z10 z—0 zl0 X z10 T z10 T —
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9.3 Rechenregeln

Satz 9.4. Fiir differenzierbare Funktionen f,g: D — R und c € R gilt:
(@) (f +9)'(z) = f'(z) + ¢'(x), (cf) () = cf'(2),

(b) (f9)'(x) = ['(x)g(x) + f(2)g' (2).

(c) (5)/(»%) = f/(m)g(?(;)];(i)g,(z), falls g(x) # 0 ist fiir alle x € D.
Einige Ideen: Die Produktregel folgt mit den Grenzwertséitzen fiir Folgen

i L ®)9(@) = f(zo)g(zo) _ | (f(x) - f(IO)g(:c)—l—f(:co)g(I) *g(ﬂfo)) — £

T—T0 T — X T—To T — X9 Tr — X

0)9(x0)+ f(20)g' (20),
entsprechend auch die Quotientenregel

(D@ = (Do) _ fla)g(wo) — flwo)glx) 1

T — Xg T — X0 g(x)g (o)

g9(x)g(xo) [ = —mo x — T

5 [f'(z0)g(z0) — flz0)g' (x0)] -

(x—x0) 1
9(xo)

Auch Kompositionen differenzierbarer Funktionen sind differenzierbar:

Satz 9.5. (Kettenregel) Sind h: D — R, g : E — R differenzierbar mit h(D) C E, so ist
f=goh:D =Rz~ g(h(z))

differenzierbar mit

f(@) = ¢ (@)W (z)  firzeD.
Idee: (fiir den Fall, das h injektiv ist) Fiir , — xo mit z,, # =, gilt

h(zn) — h(zo) und h(z,) # h(xo)

= g(h(zr;)j :iih(mo)) _ Q(héz?;Z; _;]L((Zii;”o)) h(ﬂﬁ;j : Z(ET/O) LN g (h(x))W (o)

Beispiele 9.6. (1) Sei g(z) = 2™ (n € N) und h : R — R differenzierbar. Dann ist
f=goh=h"

differenzierbar mit

(hn)/ — f/ — (gl ° h)h/ — nhnflh/'
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(2) Sei g(x) =e® und h : R — R differenzierbar. Dann ist
f=goh=ch

differenzierbar mit
(eh)/ — f/ — (g/ o h)hl — ehh’.
Satz 9.7. (Umkehrfunktionen) Ist f : [a,b] — R differenzierbar und streng monoton und ist xo € [a,b]

mit f'(z0) # 0, so ist f=1 differenzierbar in f(xq) mit

(f7) (f(z0)) =

f'(@o)
Merkregel: Die Formel folgt mit der Kettenregel aus

1= (id) (wo) = (f~" o ) (wo) = (1) (f(w0)) f' (o),
wenn man die Differenzierbarkeit von f~!in f(x¢) gezeigt hat.

Beispiele 9.8. (1) Der natiirliche Logarithmus ist differenzierbar als Umkehrfunktion von exp. Durch

Ableiten von x = In(exp(x)) erhilt man fiir alle z € R mit Beispiel 9.2(5)

d
1= — (@) = In'(exp(x))exp’(x) = In’ (exp(x) exp(x)
= In'(exp z) = Wl(x) fiir alle z € R
= In'(z) = 1 fiir alle z > 0.

Ist f: D — RY differenzierbar, so folgt mit der Kettenregel

inf) = (o 1) =

(2) Firn € Z mit n < 0 und = € R\ {0} zeigt die Quotientenregel, dass

d
7

1 f\n|x‘"|*1 _
ny/ _ (_— N _ "~ n—1
Also gilt fiir alle n € Z
(™) = nag" (nur fiir z # 0, wenn n < 0 ist).

(3) Allgemeine Potenzfunktionen:

Fir o e Rist f: R} = R, f(z) = 2% = exp(a In z) differenzierbar mit
(%) = axz*~! fiir alle x > 0.

Dies folgt mit der Kettenregel

a a—1

= ax

SHE

1
(exp(aIn x))" = exp’(a In x)(a In z)’ = a exp(a In 2)— = ax
x
(4) Allgemeine Exponentialfunktion: Fiir a > 0 ist (¢”)’ = (In a)a”® fiir alle € R. Denn:

(a®) = (exp(x In a)) = exp’(x In a)(z In a)’ = (In a)a”.
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9.4 Potenzreihen
Nach Beispiel 7.2 (1) hat die Funktion | — 1,1[—> R, = — ﬁ die Reihenentwicklung

1 -
n=0

Hat eine Funktion f :]a,b[— R fiir einen festen Punkt z €]a, b] eine Darstellung der Form
f@) =) an(z —ao)"  (z €la,b])
n=0

mit a, € R, so sagt man, dass f eine Potenzreihenentwicklung auf |a, b[ im Punkt zy hat mit Koeffi-
zienten a, (n > 0).

In der Mathematik zeigt man:

Satz 9.9. Ist xg €]a,b] und hat f :]a,b[— R die Potenzreihenentwicklung
flx) =" an(@ —wo)" auf]a,b],
n=0

so ist f differenzierbar, und es gilt fir x €]a,b|

fl(x) = Z nan(x — )"t = Z(n + Dany1(z — 20)".
n=1 n=0
Die Potenzreihe -
an n+1
F(z) = —
@) =3 (o=

konvergiert fir x €]a,b] und es gilt
F'(z) = f(x) fir x €)a,b].

Sind f,F : D — R Funktionen auf einer Menge D C R und ist F differenzierbar mit F’'(z) = f(z) fiir

alle x € D, so nennt man F' eine Stammfunktion von f. Durch iteriertes Anwenden von Satz 9.9 folgt:

(@) = (n+1)(n+2ansa(x — 20)" = f(z0) = 2laz,
n=0
" (x) = Z(n +1)(n+2)(n+ 3)ants(x —z0)" = [ (x) = 3lag
n=0
(1)) (k—mal)

F® () (L

o "
(n+1)(n+2)...(n+ k)apsr(x — z)".
0

n
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Also ist fiir alle k € N
S8 ()
K

Merkregel: Konvergiert f(z) = Y07 an(x — x)" fiir  €]a,b], so ist f unendlich oft differenzierbar

F®) (x0) = k! ay oder aj, =

und fiir alle n € N gilt

. f(")(xo)
ool
Man nennt
@ =@ = oy @

die n-te Ableitung von f im Punkt z.

Beispiele 9.10. (a) Durch gliedweises Ableiten bzw. Bilden von Stammfunktionen erhélt man neue

Potenzreihendarstellungen aus schon bekannten:
(1) 25 =22 (2l <),
(i) o7 = 4 (125) = Lole(n + 2™ (ja] < 1),

(i) In(35) = 302 mpa™t (Jl < D).

Fiir (ili) benttigt man: Zwei Stammfunktionen kénnen sich auf einem Intervall héchstens um eine

Konstante unterscheiden, sind also gleich, wenn sie an einer Stelle iibereinstimmen.

(b) Gliedweises differenzieren der sinus- und cosinus-Reihen ergibt:

e 2n+1 & 2n

sin’(z) = (nzzo(—l)”m)' = nzo(—l)" @n)l — cos x,
ol (0) = (L (" oy = Y

n=0 n=1

2n+1

:—Z 2n+ ) = —sinz

fiir alle 2 € R. Mit der Quotientenregel folgt fiir 2 € R\ {(2n +1)%| n € Z}:

. 2 -2
sin x cos“r + sin“x 1
tan’(z) = ( ) = 5 = —— =1+ tan’z.
cos T cos’x cos?x

Konvergiert eine Potenzreihe Y > a, (2 — z9)™ in einem Punkt x # z, so gibt es ein maximales offenes

Intervall um xy auf dem die Potenzreihe konvergiert:
Satz 9.11. Sei (an)n>0 eine beliebige Folge reeller Zahlen und sei xy € R. Dann gilt:

(a) Es gibt ein eindeutig bestimmtes r € Ry U {oo} so, dass die Reihe Y > a,(xz — xo)™ konvergiert in
jedem Punkt © €|z — r,xo + 7| und divergiert in jedem Punkt x € R, der nicht zu [xg — 1,29 + 7]

gehort. Dabei sei xg + 00 = 00 und rg — 00 = —00.
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(b) Seir wie in Teil (a). Sind alle a, # 0 und existiert { = lim,, o |[-22—| € Ry U {00}, so ist r = £.

An+1

In der Situation von Satz 9.11 nennt man r den Konvergenzradius der Potenzreihe Y °  a,(z — x¢)".

Teil (b) des letzten Satzes folgt aus dem Quotientenkriterium (Satz 7.9), denn fiir = # x¢ gilt

|an+1(l’ — )" ! o — | "2 |z — @0

an(x — )" an 14

Ap+1
|=1—1

)

wenn man ¢/oco = 0 und ¢/0 = oo definiert fiir ¢ > 0.

9.5 Einige Ableitungen

1) /()

2" (n€Z) nz" "1 (fir € R bzw. z € R\ {0} fiir n < 0)
z* (e € R) ar®~1 (fiir z > 0)

e’ e’

a® In(a)a®

Inz 1

log x =loggx | 1/(z In 10)

sin x cos T
CcoS T —sin ©

1 2
tan x s = 1+ tan“x

Fiir log x = log;, = beachte:

Iny
In 10°

logigy ==z, falls 10" =y & o =

Also ist logyy = llrfl—l% fiir alle y > 0.
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10 Extremwerte, Kurvendiskussionen

10.1 Definition lokaler Extrema
Sei D C R. Fiir g € R und € > 0 schreiben wir
Ue(zo) = |xo — €, 20 + €] (e-Umgebung von zg)

Definition 10.1. (a) Eine Funktion f : D — R heifit monton wachsend (fallend), wenn aus z; < x2

folgt f(z1) < f(x2) (f(z1) > f(z2)), streng monoton wachsend (fallend), wenn aus z7 < x5
folgt f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2)).
(b) Die Funktion f: D — R hat in g € D ein lokales Maximum (Minimum), falls ein € > 0 existiert
mit
f(x) < f(xo) fir alle z € Uc(z9) N D (bzw. f(x) > f(xg) fiir alle x € Uc(xo) N D).

Gilt hier das Gleichheitszeichen nur fiir x = x, so spricht man von einem strikten oder isolierten

lokalen Maximum (Minimum).
(¢) Der gemeinsame Oberbegriff fiir Maximum und Minimum ist Extremum.

(d) Mochte man sagen, dass die obigen Ungleichungen nicht nur lokal in einer Umgebung von z( gelten,

sondern auf ganz D, so spricht man von einem absoluten Extremum.

absolutes Maximum lokales Maximum,

nicht absolut

lokales Minimum,
nicht absolut

absolutes Minimum

Abbildung 20: Lokale und absolute Extrema

10.2 Notwendige Bedingungen fiir lokale Extrema

Satz 10.2. Sei f : [a,b] — R differenzierbar in xo € Ja,b]. Hat f in x¢ ein lokales Extremum, so ist
f'(zo) = 0.

Idee fiir lokale Minima:

0 < lim

n—oo




Warnungen: (a) Der Satz gilt im Allgemeinen nicht fiir die Randpunkte zg = a oder zg = b. So hat etwa
die Funktion f : [0,1] — R, f(z) = z ein lokales (sogar absolutes) Minimum in zy = 0, aber f'(zo) =

14 0.
(b) Die Bedingung f’(xzo) = 0 ist nicht hinreichend fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums. Fiir die

Funktion f: R — R, f(x) = 23 ist f/(0) = 0, aber f hat in 2y = 0 kein lokales Extremum.

Satz 10.3. (Satz von Rolle) Sei f : [a,b] — R stetig und sei f auf |a, b] differenzierbar. Ist f(a) = f(b),

so gibt es ein x € la, b mit f'(z) = 0.
Idee: Nach Satz 6.7 gibt es z,yo € [a,b] mit
f(zo) < f(z) < f(yo) fiir alle z € [a, b].

Ist f(zo) = f(v0), so ist f = const. und f’ = 0. Sonst ist zy €]a, b oder yo €la, b[. Fir z € {zo, yo}N]a, b|
ist f’(x) = 0 nach Satz 10.2.

Abbildung 21: Satz von Rolle

Satz 10.4. (1. Mittelwertsatz der DR) Sei f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf a,b].

Dann gibt es ein x € ]a, b mit

f)—fla) _
T b—a f(@).
Idee: Man wende Satz 10.3 an auf die Funktion
h:la,b] = R h(x) = f(z) — W(x —a).

Anwendung: (a) Ist f : [a,b] — R differenzierbar mit f' = 0 auf [a, ], so ist f konstant auf [a, b].
(b) Sind f, g : [a,b] — R differenzierbar mit f’ = ¢’ auf [a, b], so ist f — g konstant auf [a, ].
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Satz 10.5. (2. Mittelwertsatz der DR) Sind f, g : [a,b] = R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf ]a,b]
mit g'(x) # 0 fir alle x € |a,b|, so existiert ein x €|a, b] mit

)~ fa) _ f'ta)
g9(b) —g(a)  ¢'(z)
Idee: Man wende Satz 10.3 an auf & : [a,b] — R,

10.3 Monotonie
Satz 10.6. Sei f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf ]a,bl.
(i) Ist f'(x) > 0 fir alle x € la,b|, so ist f monoton wachsend auf [a,b].
(i) Ist f'(x) <0 fir alle x € la, b, so ist f monton fallend auf [a,b].
Ersetzt man “> “ durch “> “ bzw. “< “ durch “< % so erhdilt man strenge Montonie auf [a,b].

Idee fiir (i): Fiir ¢,d € [a,b] mit ¢ < d existiert nach Satz 10.4 ein = € ], d[ mit

fld) = f(e)

1Y p@) 20,

Beispiel 10.7. Welche Mafle muss eine zylindrische Dose haben, wenn mdoglichst wenig Material ver-

braucht werden soll? Oberfliche O und Volumen V' der Dose sind

O = 2nr? + 27rh, V = nr?h.

— T
D

Abbildung 22: Minimierung der Oberfliche

Also ist h = V/mr? und O lésst sich bei vorgegebenem Volumen V' als Funktion der einzigen Variablen
r > 0 beschreiben
O = 27r? +2V/r.
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Es ist
< 0fiirr3 < V/2r
d 2V
—O=dmr—— 4 = 0firr=V/2n

dr r
> 0 fiir r3 > V/2r

Nach Satz 10.6 ist O(r) streng monoton fallend auf ]0, (V/27)/3] und streng monoton wachsend auf
[(V/27)/3 oc[. Folglich hat O(r) ein absolutes Minimum in ro = (V/27)'/3.

10.4 Lokale Extrema: Hinreichende Bedingung

Was passiert in den Punkten xg €]a,b] mit f/(zq) = 07

Satz 10.8. Sei f :]a,b[— R 2-mal differenzierbar und sei xg € ]a,b[. Dann gilt:
(i) Ist f'(xo) = 0 und f"(xg) > 0, so hat f ein striktes lokales Minimum in xg.
(i) Ist f'(zo) =0 und f"(xo) <0, so hat f ein striktes lokales Mazimum in .

Idee (fiir (i)): Wegen

F@) _ f@) = @) e

f”([L‘o) >0
T — X0 r — X

ist f'(z)/(x — xo) > 0 nahe xg, so heiBt auf Jxg — €, 20 + €] fiir ein geeignetes € > 0. Dann ist aber
f'(z) <0 auf Jzg — €, xo[ und f'(x) > 0 auf |zo, o + €[,

und nach Satz 10.6 ist f streng monoton fallend auf [zg — €, 2], streng monoton wachsend auf [z, g + €].

10.5 Kriimmung und Wendepunkte

Ist f"(x) > 0 fiir € Ja,b] (—o0 < a < b < 400), dann wichst f’ auf ]a,b[ nach Satz 10.6 streng

monoton, das heifit fir a < x1 < 2o < b ist der Anstieg von f in x; kleiner als im Punkt x».

In diesem Fall heifit f linksgekriimmt oder konvex auf ]a,b[. Entsprechend nennt man f rechtsge-

kriimmt oder konkav auf einem Intervall Ja, b[, wenn f”(z) < 0 auf diesem Intervall ist.

Ist f :]Jzg — €, 20 + €[~ R 2-mal differenzierbar und rechtsgekriimmt auf Jz¢ — €, zo[, linksgekriimmt auf

o, 2o + €[, so hat f’ in 2 nach Satz 10.6 ein striktes lokales Minimum.

Definition 10.9. Sei f : [a,b] — R differenzierbar. Punkte z¢ €]a,b[, in denen f’ ein striktes lokales

Extremum hat, heilen Wendepunkte fiir f.
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A linksgekrammt
LfMx)>0

rechtsgekrummt
2f"(x)<0

Abbildung 23: Kriimmung

Beispiele 10.10. (1) Fiir f(z) = 2* — 2? (z € R) ist

fl(x) = 4222 = 22(222-1)=0s2=0,+1/2,
flx) = 1222 -2 = 12(2% - 3), f"(z) =24a.

Nach Satz 10.8 hat f ein striktes lokales Maximum in z = 0, strikte lokale Minima in +1/4/2 und
Wendepunkte in £1/ V6.

(2) Fiir f(z) = e ist
fllx) = -2z e~ =0 z=0,
(@) = (—24+4a2)e =2 (222 —1).

Wegen f”(0) = —2 liegt in 0 nach Satz 10.8 ein striktes lokales Maximum vor. Wegen

f'2) <0 & 2?<ilo|z)< \/g (hier ist f rechtsgekriimmt),
f'x)>0 & z> \/g oder = < f\/g (hier ist f linksgekriimmt)

liegen Wendepunkte vor bei z = j:\/g nach Satz 10.6.

Bemerkung 10.11. Die Funktion in Beispiel 10.10(1) ist ein normiertes Polynom (das heiit ein Polynom
mit fithrendem Koeffizienten 1). Das Wachstumsverhalten solcher Polynome fiir  — foo lésst sich sehr
einfach beschreiben. Ist p(x) = 2™ + a1z" ' 4+ ... ap_127 + a, ein normiertes Polynom vom Grade n > 1,

so ist lim, 0 p(z) = 0o und

] 400, falls n gerade ist,
lim p(z) =

Trmeo —o00, falls n ungerade ist.
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fix) =x* —x?

Abbildung 25: Beispiel 10.10(2)

10.6 Regeln von L' Hospital

Problem: Seien —oo < a < b < oo und seinen f, g : Ja, b[— R differenzierbar mit

lig%) f(z) =0=lim g(z)

z—b

oder

lim f(z) = co = lim g(x).

r—b z—b
Was kann man sagen iiber lim,_,; %? Hierbei schreibt man fiir eine Funktion A :]Ja,b[— R und eine
Zahl c €e RU {£o0}
lim h(z) = ¢,

r—b

falls limy,—, o0 h(2y) = c ist fiir jede Folge (z,,) in ]a,b] mit lim, o z, = b.
Satz 10.12. (L’ Hospital) Seien —co < a <b < oo und f,g: |a,b[— R differenzierbar mit

lim f(z) = liigg(x) € {0,00, -0}, ¢'(z) #0 fir alle z € |a,b].

z—b

FExistiert
!
= tim £
T—b g' (1‘)

€ RU {0},
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so gilt auch

limM =1

v—b g(x)
Idee fiir b < 0o und lim,_,p, f(z) = lim,_,;, g(z) = O:
Durch f(b) = 0 = g(b) werden f,g stetig fortgesetzt auf ]a,b]. Nach dem 2. Mittelwertsatz (Satz 10.5)
gibt es fiir x € |a,b] ein &, € ]z, b[ mit

da mit x — b auch &, — b konvergiert.

Es gelten dieselben Regeln sinngem$ fiir “lim,_,, “ oder “lim,_,,,“ mit zy € ]a,b[. Im letzteren Fall
ersetze man iiberall |a, b durch Ja,b[ \ {zo} und “lim,_,;“ durch “ I11_)111610 “
r#£xo
Beispiel 10.13. Fiir f(z) = e** — 1, g(z) = In(1 + z) gilt mit Ja,b] = ] — 1,00[ und 29 = 0
(6230 _ 1)/ _ 2621 (ﬂ)) g o
(In(1+=z)) 1/Q1+2) 1

Also ist auch
e — 1

im-——=
z—0 111(1 + J?)

Durch Iterieren des Verfahrens aus Satz 10.12 erhilt man:

Satz 10.14. (L’ Hospital) Seien —oco < a < b < 0o und xg € [a,b]. Seien f,g : Ja,b[N{x0}¢ — R n-mal
differenzierbar mit g™ () # 0 fiir alle x € Ja,b[N{xo}¢ und

lim f@(z) = lim ¢ (x) € {0,00, —00} firi=0,...,n—1

T—To T—T0
FExistiert
(n)
= lim fiz) € RU {*o0},
") (x

so gilt auch

. f(@)
lim —= =1.
vz g(x)

10.7 Wichtige Grenzwerte

(1) Fiir o > 0 gilt
In z . 1/x
i

lim — = lim = lim — =0
r—o0 X r—o00 LY r—o00
und
. . 1 1 . In x
limz%n z = lim (—)%ln— = lim —— =0.
z]0 T—00 I T T—00 re
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(2) Fiir alle n € N gilt
e ) (e:c)(n) ) e

= Q.

Da 2" < 2% < 2™t ist fiir £ > 1 und n < o < n + 1, erhéilt man auch fiir jedes o > 0

lim — = o0
r—o00 &
und folglich
lim 2% e ™ = lim — =0
T—00 r—o00 e¥
(3) Es gilt
Inn

(V/n)n>1 = (eXP(T»nZl 5 exp(0) = 1,

da (In(n)/n) -+ 0 nach (1) und da die Exponentialfunktion stetig ist.

(4) Fiir ¢ > 0 gilt
1 n
{/c = exp(=In ¢) — exp(0) = 1.
n

(5) Fiir jedes x € R gilt

Inl1+2%2)—In1] ,
(1—&-{)" =exp |x n( ’?L,) - — e”
n z
denn nach Beispiel 9.8 ist
In(1+t¢)—In1
i BAFD =L gy g

t—0 t
10.8 Taylorreihen

Nach Abschnitt 9.4 ist jede Funktion f : |a,b[— R, die eine Potenzreihenentwicklung

f@) =) an(@—wo)"  (x€la,b])
n=0

in einem Punkt zg € ]a, b] hat, unendlich oft differenzierbar und die Koeflizienten a,, haben die Form

J (o)

ap = |
n:

(n € N).

Insbesondere sind die Koeffizienten eindeutig bestimmt durch die Funktion f.

Problem: Fiir welche undendlich oft differenzierbaren Funktionen f gilt in der Néhe eines Punktes g

ihres Definitionsbereiches die Darstellung

< £(n) (¢
@)= >0 L0 o gy

n=0

Diese Reihe nennt man die Taylorreihe von f im Punkt z.
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Sei f : ]a,b[— R (n+ 1)-mal differenzierbar und seien z, zq € |a, b[ feste Punkte mit « # xo. Dann ist die

Funktion F : Ja,b[— R,

L) )
F(t):Zf (t)(x—t)l
i=0

7!
differenzierbar mit

n fG+1) _ @)
F/(t):Zf +‘ (t)(x_t)z_z f (t)

— i — (i—1)!

Der 2. Mittelwertsatz (Satz 10.5) angewendet auf die Funktionen F' und

) (n+1)
(@ —t)i~! = %(m -

g:R=R, g(t) = (z—t)"*
liefert ein & zwischen x und xg mit

F(z) = F(zo) _F'(§) _ f"D Q-9 (g

g@) —glxo) g  nln+D@-9"  (n+1)
oder
F' (&)~ f9(x0) i ST 1
f(z) = F(x) = F(xo) + (9(x) — g(w0)) 76 = 2 q > (x —20)" + m(x — o)™

Satz 10.15. (Taylorsche Formel mit Restglied von Lagrange) Sei f : Ja,b[— R (n+1)-mal differenzierbar

und seien x, o € |a,bl. Dann gibt es eine Zwischenstelle & zwischen x und xo mit

“~ fO(z . (n+1)
f(x):zf Z(' 0)($10)Z+f(n+1()£,)(xxo)"+1,
=0 : !

Man nennt bei festem g € ]a, b|

B “~ £ (z0) A LIS n
Ryt1(z) = f(x) - ; il (v — 20) ( m(x — T0) +1)

das Restglied (n + 1)-ter Ordnung und ) ., m(x — x9)" das n-te Taylorpolynom von f im

a!

Punkt zq .

Folgerungen 10.16. (1) Ist f : [a,b[— R unendlich oft differenzierbar und ist xo € la,b[, so gilt fiir

x € |a, b

(n—o0)

20 (i) (4 ,
f(x):zf Z(, 0)(:57:,;0)2@1%"“(:5) == 0.

=0

Dies ist zum Beispiel erfillt, wenn ein A € R existiert mit
|f™)(x)| < A fiir allen € N und x € ]a, b.

Denn in diesem Fall gilt fiir das Restglied

|z — o[t

n+ 1) — 0.

|t (2)] < A
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(2) Ist {1 =0 auf|a,b], so ist f ein Polynom hichstens n-ten Grades
— f¥) (o)
f({E) = Z T(:C — {E(])k.
k=0
Beispiele 10.17. (1) Da die Koeffizienten in einer Potenzreihenentwicklung gerade die Koeffizienten
aus der Taylorreihe (Taylorkoeffizienten) sind, sind die Taylorreihen von sinus, cosinus und exp in

xo = 0 gegeben durch

. 9] x2n+1 00 $2n ) on
smx:Z(fl) ESk Cosx:Z(fl) o) e :ZF
n=0 n=0 n=0

(2) Fiir den sinus (entsprechend fiir cosinus) gelten die Restglieddarstellungen

' 2n+2 51n(1)(0) . n . Z‘2i+1
sin = Z vt Ronis(z) = Z(—l) @it + Ront3(z)
i=0 i=0
mit
|R (T/)|_|w 2n+3|<wﬁir allez € R
AT on 1 3)! = (2n+3)! '

(3) Man kann zeigen, dass die Funktion f: R — R,

flx)=e"32, x#£0, f(0)=0

unendlich oft differenzierbar ist mit £ (0) = 0 fiir alle n > 0. Also ist f(z) # >0, 10y gy

n!

alle z € R\ {0}. Diese Funktion wird an keiner Stelle = # 0 durch ihre Taylorreihe dargestellt.
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11 Integralrechnung

Sei f : [a,b] — R stetig.
Anschauliche Idee: Die Grofie F' der Fliache zwischen dem Graphen von f und der x-Achse

Abbildung 26: Integral-Anschauliche Definition

nennt man das Integral von f iiber [a,b] und schreibt hierfiir

b
/fdx:F.

Dabei bewertet man Flichen iiber der z-Achse positiv, unter der z-Achse negativ.

11.1 Definition und Eigenschaften

Man versucht, die Funktion f durch stiickweise konstante Funktionen (Treppenfunktionen) zu approxi-
mieren und die gesuchte Fliche F' als Grenzwert der Flichen unter diesen einfacheren Funktionen zu
berechnen.

Dazu wihle man eine Teilung T' = (z;)?_, von [a, b], das heift eine Folge (z;)!_, mit
a=x9<x1<...<Tp =0,

sowie eine Folge Z = (z;)_, von Zwischenpunkten z; € [z;_1,x;]. Die Fliache F(T, Z) unter der Funktion,
die auf den Intervallen [x;_1,z;[ konstant den Wert f(z;) hat, ist gegeben durch

n

F(T,Z) =Y f(z) (@i — io1).

i=1
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Man nennt diese Summe die Riemannsumme zur Teilung 7" und zur Zwischenfolge Z. Fiir genii-
gend feine Teilungen T' = (z;)?_, sollten die zugehdrigen Riemannsummen den tatséchlichen Wert F' der
Flache immer besser approximieren.
Man definiert die Feinheit (oder Spurweite) der Teilung T durch

w(T) = l:rrllaxn |z — 251

In der Mathematik zeigt man:

Satz 11.1. Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Ist (T,,)n>0 eine Folge von Teilungen des Intervalls
[a,b] mit lim, oo w(Ty) = 0 und ist fir jedes n eine Zwischenfolge Z,, von T,, gegeben, so existiert
lim F(T,,Z,) €R

n— oo

und ist unabhdngig von der Wahl von T,, und Z,. Man definiert

n—oo

b
/f(x)dx: lim F(T,,Zy,).

Beispiel 11.2. Bei Auslenkung einer Spiralfeder aus der Ruhelage um den Weg = wirkt die Kraft
F(z) = Dx (D = Federkonstante)

auf den ausgelenkten Massenpunkt. Dehnt man die Feder von x = 0 bis x = s, so leistet man die Arbeit

S

A:/F(m)dxz/Dxdx
0 0

n .

. N . )

= lim E F(iZ)Z = lim D s? E ]

n—00 4 1 nmn n— 00 n
1=

=1
L an(n+1)  Ds? 1, Ds
= Jm D= s = i (14 ) = =5

Rechenregeln 11.3. Fiir stetige Funktionen f,g: [a,b] = R, reelle Zahlen o, 8 € R und ¢ € |a, b[ gilt:
(i) J,(af + Bo)de = o [} f du+ B [} g de,

(i) [P f dv=[Cfde+ ["f da,

(i) | J; | dal < [} |]|de,

(iv) ist f(z) < g(x) fir alle x € [a,b], so folgt fff dr < f(fg dr.
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Definiert man fiir a,b € R und f : [min(a,b), max(a,b)] — R stetig

a b a
/fdx:O, /fdx:f/fdx, falls b < a ist,
a a b

so gilt fiir beliebige a, b, ¢ € R und jede stetige Funktion f : [min(a,b, ¢), max(a,b,c)] = R

/abfdm:/:fda:—&—/cbfdx.

Satz 11.4. (Mittelwertsatz der IR) Sei f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es ein t € [a,b] mit

b
[ e =106~ o).

Idee: Nach Satz 6.7 existieren m = ming<z<p f(2), M = max,<,<p f(z). Mit Regel 11.3 (iv) folgt

b b b
m(bfa):/mdzg/fd:cg/Mda::M(bfa).
Also gibt es ein ¢ € [m, M] mit
b
c(b—a)z/fdac.

a

Der Zwischenwertsatz (Satz 6.3) zeigt, dass ein t € [a,b] mit f(t) = ¢ existiert.

Abbildung 27: Mittelwertsatz
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11.2 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Definition 11.5. Sei f : [a,b] — R eine Funktion. Eine Funktion F': [a,b] — R heifit Stammfunktion
von f, wenn gilt

F'(z) = f(x) fiir alle z € [a,b].

Rechenregeln 11.6. (i) Ist F eine Stammfunktion von f : [a,b] = R, so ist auch F + ¢ eine Stamm-
funktion von f fir jedes c € R.

(ii) Sind F,G Stammfunktionen zu f : [a,b] = R, so ist F — G konstant. Wegen (F — G)' = 0 folgt
dies aus dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz 10.4).

Satz 11.7. (Hauptsatz) Sei f : [a,b] — R stetig. Dann besitzt [ eine Stammfunktion, und fir jede
Stammfunktion F : [a,b] = R von f gilt

Idee: Fiir G: [a,b] — R,
Def ..
Gla) :/f(t)dt (2 0 fitr 2 = a)
gilt nach dem Mittelwertsatz (Satz 11.4)

X)) — X L d
G@) = Gwo) _ Ju SO _

T — X0 r — X

fiir eine geeigente Zahl £ = &, ,, zwischen x und xy. Hierbei vertausche man x und g, falls < x ist.
Wegen
f(xo) = lim f(& 2,) = G'(w0)

T—x0

ist G Stammfunktion zu f. Ist F' irgendeine Stammfunktion zu f, so gilt

b
F(b) — F(a) = G(b) — G(a) = /f(t)dt.

Ist f: [a,b] — R stetig und ist F : [a,b] — R eine Stammfunktion zu f, so gilt die Formel

d
/ f(x)dz = F(d) - F(c)

aus dem Hauptsatz fiir belliebige ¢, d € [a, b].
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Schreibweise:

Man schreibt oft
/f(x)da: —F(z) (zeD),
falls f: D — R, F': D — R Funktionen sind mit
F'(x) = f(x) fiir alle x € D.
Man beachte dabei aber, dass F nicht eindeutig bestimmt ist durch f. Das Symbol [ f(z)dz nennt man

das unbestimmte Integral von f.

11.3 Wichtige Stammfunktionen

Mit der oben eingefithrten Schreibweise gilt:

QU"+1

(a) firn e N: [2"dr = 25

(z € R),

£n+1

(b) fiir n € Z\ {~1}: [a"de = 25 (x € R\ {0}),

xod»l

(c) fiir a € R\ {~1}: [2%de = L5

(z >0),

(d) [ gdz=loglz|  (zeR\{0}),

(e) [e*dz=e*  (z€R),

(f) fira>0,a#1: [a*dr =2~  (z€R),

(g) [cos @ de=sinz, [sinzde=—cosz (r€R),
(h) [tan @ dz = —In |cos z|  (z ¢ {(2n+1)Z|n € Z}),

(i) [cot z dz =In [sin x| (x & {nw|n € Z}),

(j) [ gede = arctan z (z € R),

k) [ \/1177dx = arcsin x (|lz| < 1),

(1) [cos?x dz = %(x + (cos z)(sin z)) (x € R),

D=

(m) [sin’z dx = 1(z — (cos z)(sin z)) (x €R),

N|—=

(n) [ndr=zhz—=z (x> 0).
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11.4 Arcusfunktionen

Die in 11.3 (j) und (k) benutzten Funktionen arctan und arcsin sind als Umkehrfunktionen des Tangens

und Sinus (eingeschrinkt auf geeignete Intervalle) definiert.

(a) Man definiert
T
tan =tan 'R — ] — =, =
arctan = tan — ] 5" 2[
als die Umkehrfunktion der bijektiven Abbildung tan:]— 7, Z[— R. Wegen

tan’(z) = 1 + tan®(x) > 0 fiir |z| < g

folgt mit Satz 9.7, dass
1 1

tan’(z) 1+ tan®(z)
fiir |2| < 7/2 ist. Wegen tan(] — 7, 5[) = R folgt

arctan’(tan x) =

1
ﬁfﬁrxeR.

arctan’(z) =
(z) 1+x

Man kann zeigen, dass

. m . 0
lim arctan x = —, lim arctan x = ——.
T—00 2’ x——o0 2

(b) Man definiert

arcsin = sin~': [-1,1] — [,E7 E]
2°2

als die Umkehrfunktion der bijektiven Abbildung sin: [-F, 5] — [~1,1]. Wegen
sin’(z) = cos © = V1 — sin’z > 0

fiir |x| < w/2 folgt mit Satz 9.7, dass

R ]- 1
arcsin’(sin ) = —— =
sin’ (z) 1 —sin’x
fiir [2| < 7/2 ist. Wegen sin(] — 7, 5[) =] — 1, 1] folgt

arcsin’(z) = 1 fir |z| <1

V1—a? '
(c) Entsprechend definiert man:
arccot = cot ™! : R —]0, [, arccos = cos ™' : [~1,1] — [0, 7]

als die Umkehrfunktionen von cot :]0, 7[— R und cos : [0, 7] — [—1, 1] und zeigt, dass

1 1
arccot’ (r) = ——— (z € R),arccos’ () = ————= (|| < 1).

T Vi
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N

Arcussinus

Abbildung 28: Umkehrfunktion des Sinus

N

n
2
Arcustangens

Abbildung 29: Umkehrfunktion des Tangens

11.5 Folgerungen aus dem Hauptsatz

Satz 11.8. (Partielle Integration) Seien f,g : [a,b] — R stetig differenzierbar, das heifit f', g’ existieren
und sind stetig. Dann gilt:

/b fo'de = (fg)l’ - / fg e
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Idee: Nach der Produktregel fiir Ableitungen (Satz 9.4(b)) und dem Hauptsatz (Satz 11.7) ist

b

/ (o + F'g)dz = (fg)|L.

Auch fiir die unbestimmten Integrale gilt dieselbe Regel:

[tsds=rso- [ ga

Man erhélt eine Stammfunktion von f¢’, indem man von fg eine Stammfunktion von f’g subtrahiert.

Seien I, J C R beliebige Intervalle (offen, halboffen, abgeschlossen, beschrinkt oder unbeschrénkt).

Satz 11.9. (Substitution) Sei f : I — R stetig und sei ¢ : J — R eine stetig differenzierbare Funktion
mit o(J) C I. Dann gilt fir beliebige a,b € J

b »(b)
/ Fo(t)g (1)t = / (o).
@ o(a)

x

Idee: Seien a,b € J und sei F : I — R eine Stammfunktion von f etwa F(z) = [ f(¢)dt. Dann folgt mit
a
der Kettenregel fiir Ableitungen (Satz 9.5) und dem Hauptsatz (Satz 11.7)

b b

©(b)
[ e it = [(Fooy it =Foul=FiE = [ seat
»(a)

a a

Beispiele 11.10. (1) Die partielle Integrationsregel mit f(¢) = In ¢ und g(t) = ¢ liefert fiir z > 0

x €T x

1
(In t)dt = [(In¢)(t)'dt = (In t)t|]] — [ =t dt = (In z)z — z + 1.
o] [

Fiir die unbestimmten Integrale folgt entsprechend fiir > 0
1
/ln z dr = /(ln z)(z)'de = (In x)x — / —z dzr = (In z)x — x.
x

(2) Partielle Integration mit f(x) = cos z, g(x) = sin x ergibt

[ cos’z dv = [ cos x(sin z)'dx = cos x sin z — [(cos x)’sin x dz
= cos z sin x + [sin’z dr = cos z sin  + [(1 — cos?z)dx
und damit

1 1
/COSQZ' dx = i(cos x sin x + / ldx) = i(cos x sin x + )

fir z € R. Damit folgt auch
.9 2 1 . 1 .
sin“de = [ (1 — cos“z)dx = x — i(cos rxsinx+z)= i(x — cos x sin )

fir x € R.
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(3) Sei ¢ :

[a,b] — R stetig differenzierbar. Mit der Substitutionsregel (Satz 11.9) folgt fiir f(¢) = ™
(n € N)

x

o(x) ) "
/@(t)”cp’(t)dt: / Mt — p(@)" T p(a)™t

e S ey
»(a)
und fiir f(t) = 1, falls ¢([a, b]) C (0,00) ist,

a

()
t 1
t

t dt =In p(x) —In p(a) (x € [a,b]).

a »(a)

Ist ¢([a,b]) C R\ {0}, so ist nach dem Zwischenwertsatz ¢ > 0 oder ¢ < 0 und

“ ()
dt =1n |p(x)| —In |¢(a x € |a,b]).
/CLsO(t) o ()] lp(a)|  (x € [a,b])
Fiir die unbestimmten Integrale erhélt man die Formeln

J () (2::1 auf [a, b],
S i((:)) dt =In |p(t)| auf jedem Intervall I C [a,b] mit 0 ¢ ().
Konkrete Beispiele:
w/2 "
. f sin"t cos t dt = w\ﬂm =

Cln t
(In t)idt = e = 1(in 22,

° 2z

adr = %1] Arsdr = 1ln (22 +2)2

Re— o PS—a

6 1

3(In 6 —In3) = fInS = 1In 2.

(4) Der Graph der Funktion f: [-1,1] = R, f(x) = v/1 — 22 beschreibt die obere Hélfte der Einheits-
kreislinie. Die Substitutionsregel mit ¢ : R — R, p(z) = cos z liefert unter Anwendung von Beispiel

(2):

1 #(0) 0 ™
1
/ V1—a?de = / V1—a?de = / V1 —cos?x (—sin z)dx = /sin2x dx = i(a:—cos xsinz)|f = g
“1 o(m) ™

0

11.6 Anwendungen

(a) Bluttransport durch eine Ader

Blut flieBe mit Geschwindigkeit v durch eine Ader mit Radius R > 0. Am Rand ist die Geschwindig-
keit 0, in der Mitte am grofiten.

Experimentelles Ergebnis (J. L. Poiseuille, 1797-1869):

v(r) = ¢(R* —r?) (¢ > 0 Konstante)
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Abbildung 30: Stromungsgeschwindigkeit

Am Rand ist v(R) = 0, in der Mitte am groBten v(0) = cR?. Die Stromungsgeschwindigkeit an einer

Stelle hiangt nur von ihrer Entfernung von der Mitte ab.

Wieviel Blut flieit durch die Ader pro Zeiteinheit? Um dies zu berechnen, zerlege man den Querschnitt

in diinne Kreisringe mit Radien

O=ro<r <...<r,=R.

Die Flidche des Kreisringes mit den Radien r;_1 und r; ist

F=n(r? -2 ) =2nt 0L +2Ti71 (ri —mi1).

Die Geschwindigkeit an der Zwischenstelle (r; + 7;—1)/2 betrégt

T 4 Tit1
2

T Tl

) = (R — ("

).

v; = v(

Bei konstanter Geschwindigkeit v; stromt pro Zeiteinheit Blut mit dem Volumen F;v; durch die Fliche

F;, durch die ganze Ader also Blut vom Volumen

- _ - 9 TiTTiciy9) T +Ti—1
izlei’Ui —QWCZ; (R —( B ) ) 9 (ri—ri,l).

Lasst man die Feinheit der Teilung (r;)7_, gegen 0 streben, konvergieren diese Riemannsummen gegen

das Integral
R* R*

R
9 2 _ .2 -9 7_7:E 4.
wc/(R ro)r dr 7rc(2 4) 2R
0
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Abbildung 31: Approximation durch Kreisringe

(b) Rotationskérper: Sei f : [a,b] — R stetig. Lisst man den Graphen von f um die z-Achse rotieren,

so erhilt man einen Rotationskérper R = R(f). Wie grof} ist das Volumen von R?

zh

ol |

Abbildung 32: Volumen von Rotationskérpern

Sei T = (), eine Teilung von [a,b], das heift a = zg < 1 < ... < 2, = b, und z = (2;)I"; eine

Zwischenfolge, das heiit z; € [z;_1,2;]. Das Volumen des Rotationskorpers mit Radius f(z;) iiber
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LIL‘Z'_17.’L‘i[ (Z = 1,...,’[1)
n

V(T,Z) = Zﬂf(zi)Q(xi —Xi_1)

i=1

konvergiert mit w(T") — 0 gegen das gesuchte Volumen V von R
b
V= W/f(x)2dm.

Linge von Kurven: Sei f : [a,b] — R stetig differenzierbar. Fasse den Graphen von f als Kurve
K = K(f) C R? auf. Approximiere die Kurve durch einbeschriebene Polygonziige.
Die Liange L(P) des Polygonzuges P = P(T) gebildet zur Teilung T = (¢;)}, ist

n

D s £(8) = (i, f ()] = Z Vit —tio1)? + (f(t) = f(ti-1)?.

i=1

Nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz 10.4) gibt es Punkte & €]t;—1,¢;[ mit
fti) — f(tic1) = f/(&)(ti — ti—1). Nach Satz 11.1 konvergiert

n

L(P)=> 1+ f/(&)2(ti — ti1)

i=1

fiir w(T) — 0 gegen das Integral

b
/ V14 f(t)2dt Def Léange der Kurve K(f).
Allgemeiner: Fiir eine parametrisierte Kurve

v [aa b] — Rzaf}/(t) - (Vl(t)v’)/?(t))

mit stetig differenzierbaren Funktionen v1,72 : [a, b] — R definiert man die Linge der Kurve durch

b
L(y) 2 / (02 + (02

a

Oben haben wir den Spezialfall v, (t) = ¢, v2(t) = f(¢) betrachtet.

11.7 Uneigentliche Integrale

Ist f: [a,00) = R stetig und xistiert der Limes

x

lim [ f(t)dt € R,
Tr—r00

so nennt man

xT

/f(t)dt: lim ft)dt

T—00
a
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das uneigentliche Integral von f iiber [a,00). Ist f: [a,b[— R stetig und unbeschrinkt und existiert
li t)dt € R
i [ (0t < R

so nennt man diesen Limes das uneigentliche Integral von f iiber [a,b] und schreibt

b T
/f(t)dt:%/f(t)dt.

Analoge Definitionen benutzt man bei kritischer unterer Grenze.

Beispiele 11.11. (a) Fiir s € R\ {1} gilt:

=

s>1

(x—00) ) s—1

[ay

r1 1 1
/—dt o R
ts —s+1 s—1
1

s<1.

8

Fiir s =1 gilt:

T

/

1

dtzlnx(zﬁ)oo.

| —

Also existiert das uneigentliche Integral floo t%dt genau fiir s > 1. Es ist

71 1
—dt = 1).
/tsdt o (s>1)
1

(b) Fiir s € R \ {1} und 0 < z < 1 gilt:

Fir s =1 ist:

Also existiert fol t—lsdt (s > 0) als uneigentliches Integral genau fiir 0 < s < 1 und

1
1 1
—dt = 0<s<l).
/ ts 1—s ( )
0
(¢) Nach Abschnitt 11.4 ist
z 1 (z—00) -
T dt = arctan t|f = arctan z " — " 7,
0
0 1 (x——00)
[ T dt = arctan t[) = —arctan = — " J.
x
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Also ist

T 1
L P —dt
14+¢2 2 1+ ¢2
0 —00
und man definiert o
1 Def 1
dt = dt dt =
/1+t2 /1+t2 +/1+t2 T
—00 0 —00
(d) Esist
/e_tdt = t=1-e" 2y /e_tdt
0 0

Man kann zeigen:

Satz 11.12. Seien f,g: [a,00) — R stetig so, dass ein R > a ezistiert mit | f(t)| < |g(¢t)| fir alle t > R.
Dann gilt: Eristiert f;o lg(t)|dt, so existiert auch faoo ft)dt. Entsprechendes gilt fiir stetige Funktionen
fyg: (—o00,a] = R und stetige unbeschrinkte Funktionen f,g : [a,b) — R oder f,g: (a,b] = R mit

kritischer Grenze b oder a.

Beispiel 11.13. Mit Satz 11.12 und Beispiel 11.11 (d) folgt leicht, dass

[’} o] 0
/ e dt = /e*tgdt + / e dt
—oo 0 —0o0
existiert. Man kann zeigen, dass
o0
/e_tzdt = /7.
—0o0

11.8 Partialbruchzerlegung

Sei

eine rationale Funktion mit Polynomen

m

p(x) = Zaixi, q(z) = Zbiazi (a;, by € R mit a,, # 0 # by,).
i=0

=0

(a) Ist n > m, so erhilt man durch Division mit Rest eine Darstellung

wobel Py, pr Polynome sind mit deg(p,—m) =n —m und

pr = 0 oder deg(pr) = k < m.
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Beispiel 11.14. Sei r(z) = #272 Division mit Rest liefert:

323 : 2?2+ —2 = -3 + =5
-(323 4 322 — 6)
—322 + 6x
-(=32% — 32 +6)
9z — 6

(b) Sei r(x) = % wie oben mit n = deg(p) < deg(q) = m. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra

(Folgerung 8.4) hat ¢ eine Linearfaktorzerlegung der Form
q(z) = bp(x — ) . (= cp)br

mit paarweise verschiedenen ¢i,...,¢, € C und k; € N\ {0} mit k1 + ... + k. = m. Man nennt k; die

Vielfachheit der Nullstelle ¢; von g(x). Da die Koeffizienten von ¢ reell sind, ist mit ¢ auch ¢ Nullstelle

von q:
m

O:@:ZEEi:ZbiEi:q(é).

i=0
Man kann zeigen, dass die Vielfachheiten der Nullstellen ¢ und ¢ gleich sind. Also hat % eine Zerlegung

in ein Produkt reeller Polynome der Form
(i) (@-a)*  (a€R),
.. . 2
(ii) (22 + bz +c)’ (b,c € Rmit & <c).
— p(x)

Man kann zeigen, dass r(x) = @ eine Summe ist von Ausdriicken der Form

1) 25+ G2+ s

r—a

:\/ Biz+Cy Boz+Co Bez+Cyp
(11) 2 4+bx+c + (z2+bz+c)? +.o.F (x2+bz+c)?

mit Zahlen A;, B;, C; € R, wobei jeder Faktor der Form (i) bzw. (ii) einen Beitrag der Form (i)/ bzw. (ii)’

liefert.

Beispiele 11.15. (a) Sei r(z) = Tohe—y Da q(z) = (x — 1)(x — 2) aus zwei Faktoren vom Typ (i)
mit k = 1 besteht, gibt es A, B € R mit

x A N B A(x—2)+ B(x—1)
(z—1)(z-2) z-1 2-2  (z—1)(z—-2)

Durch Koeffizientenvergleich der beiden Zahler erhélt man

A+B=1und —24A—-B=0.
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Addieren der beiden Gleichungen liefert A = —1 und damit B = 2. Also ist

1 1
/T(m)dx:2/m_2dac—/m_1dm:2ln\x—2|—ln|x—1|

Stammfunktion fiir (x) auf jedem Intervall I C R mit 1,2 ¢ T.

Sei r(z) = m Da g(z) = (x —1)(2? + 1) aus einem Faktor vom Typ (i) mit £ = 1 und einem
Faktor vom Typ (ii) mit £ = 1 besteht, gibt es A, B,C € R mit
2 A +Bac—|—C’_A(m2+1)+(Bx+C’)(x—1)
(x—1)(z2+1) 2-1 2241 (x—1)(z2 +1)

Durch Koeffizientenvergleich der beiden Zahler erhéilt man
A+B=0,C-B=0, A-C=2.
Addieren der drei Gleichungen liefert A =1, also B = —1 = C. Also ist

d 1 2 1 1
/r(x)dx:/w_ml —§/Tf_1dx—/mdx:ln|m—l\—iln(xQ—i—l)—arctana:

eine Stammfunktion von r auf jedem Intervall I € R mit 1 ¢ I.

Sei r(z) = Da

x472z3+§zzf2m+1 .
gz) =2 =223 4222 — 20 +1 = (z — 1)*(2® + 1)

aus einem Faktor vom Typ (i) mit £ = 2 und einem Faktor vom Typ (ii) mit £ = 1 besteht, gibt es

Aj,As, B,C € R mit

r(z) = xfill + @ 1:121)2 + Bg;::__f =[A1(z — D) (2? + 1) + Az (2 + 1) + (Bx + C)(x — 1)%]/q().

Durch Koeffizientenvergleich der beiden Zahler erhélt man
A1+B=0, A1 +A,—-2B+C=0, A1 +B-2C=1, —A1+A,+C=0.
Alsoist Ay = —Bund C = —%. Aus
Ay —B+C=0=A+B+C
folgt, dass B=0= A;, Az = % ist. Folglich ist

[rr=d [t A s L
r(z)de =3 @12 2) 241 T =—g |arctanz+———|.

eine Stammfunktion von r auf jedem Intervall I C R mit 1 ¢ I.
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12 Numerische Verfahren und Interpolation

12.1 Numerische Integration

Funktionen, fiir die man keine Stammfunktion angeben kann, wie etwa

2 1 sin
b

Inz’” =z 77
oder Funktionen, von denen man nicht alle Werte kennt, kann man versuchen, numerisch zu integrieren.

Da zu approximiert man f : [a,b] — R durch Funktionen, deren Integral einfacher zu berechnen ist.

(A) Trapezregel

Ersetzt man f: [a,b] — R durch die lineare Funktion ¢, die in a und b mit f iibereinstimmt,

Abbildung 33: Trapezregel

erhélt man nidherungsweise (Trapezregel)

a

b b
[ t@de= [ g@de = 1@ - a) + 5(0) - F@)b- @) = *5 2 (@) + 7b).

Wendet man diese Regel auf alle Teilintervalle einer dquidistanten Teilung

h—
T= ()= (a+i—)y  (=0,...,n)
mit Schrittweite h = h,, = b_T“ an, so erhélt man die Sehnentrapezregel:
/ no " b—a
[t@de =3 [ fado= 32 (r i) + (o)
a 7:130171 =1
b—a
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Man kann zeigen:

Satz 12.1. Ist f : [a,b] — R 2-mal stetig differenzierbar (d.h. f ist 2-mal differenzierbar und f" ist noch
stetig) und ist |f"'| < M auf [a,b], so lisst sich der Fehler

abschdtzen durch

mith:hn:l’fT“.

Eine Halbierung der Schrittweite h verkleinert den Fehler um den Faktor 4.

(B) Keplersche Fafiregel (Johannes Kepler, 1571-1630)

Sei f: [a,b] — R stetig und sei ¢ = ‘%b. Dann gibt es genau ein Polynom p = py vom Grade < 2 mit

namlich

(z —b)(x—¢) (z —a)(x—c)

p(x) = f(a) (a—"b)(a—c) + () (b—a)(b—c)

Approximiert man f durch p, so erhilt man die Keplersche Fafiregel:

(z —a)(x—b)

HOTThe=a

b b
[ o= [paide = (1@ + 4£0)+ FO) "5 =S(0)

Zur Begriindung der letzten Identitét schreibe man

b—a

a=c—A, b=c+ A mit A = 5

schreibe p als Polynom in x — ¢

z—c—A)(xz—c z—c+A)(x—c rz—c+A)(z—c—A
p(z) = f(a)% +f(b)% _ f@%
= flo)+ f(b)z—Af(a) (x—c)+ f(a)+J;(Ab)2—2f(C) (x —c)?

und integriere:

[p(x)de = flo)z|t + f(b);Af(a) (I;C) b+ f(a)JrJg(Ab);?f(C) (z — )3

= 2f(c)A+(f(a) + f(b) —2f(c))
= (f(a) + f(b) +4f(c) 5.

Bemerkung 12.2. (a) Ist f ein Polynom vom Grade < 2, so gilt Gleichheit in der Keplerschen Fafiregel,

w|b>

denn dann ist py = f.

(b) Gleichheit gilt auch fiir Polynome f vom Grade < 3. Zur Begriindung zeige man nacheinander:
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(i) Gilt Gleichheit fiir f; und fo, so auch fiir f1 £+ f.
(ii) Fiir f(x) = A(z — ¢)? gilt Gleichheit (beide Seiten sind 0).
(iii) Dann gilt aber auch Gleichheit fiir
Az® = A(x — ¢)® — (A(x — ¢)® — Az?)
und damit fiir jedes Polynom vom Grade < 3.

(c) Ist f 4-mal stetig differenzierbar auf [a,b] und ist | (Y] < M, so gilt

b-a’

b
| [ o - s < C

Auch aus dieser Fehlerabschiitzung folgt, dass fiir Polynome f vom Grade < 3 Gleichheit in der Kepler-
schen Fafiregel gilt.

(C) Die Simpson-Regel (Thomas Simpson, 1710-1761)

Sei T = (x;)?", die dquidistante Teilung von [a, b] mit

h—
Ti=a+1 2na (t=0,...,2n).
Wendet man auf jedes Intervall [:Bg(i,l), x9;] (i =1,...,n) die Keplersche Fafiregel an, so erhiilt man die
Simpson-Regel:
b n To; n b
—a
/f(fﬁ)dij = Z / f(z)dx = Z on (f(@agi—1) +4f(x2i-1) + f(22:)))
s i=lgy 0y, i=1
b—a

= 6_n (fa) +4f(z1) + 2f (w2) + 4f (23) + ... 4+ 2f (w2n—2) + 4f (20-1) + f(D)).

Man kann zeigen, dass der Fehler bei dieser Approximation fiir eine 4-mal stetig differenzierbare Funktion

f : [a,b] — R proportional ist zu (b — a)h? max,<,<p [f® (z)| mit h = h,, = bea

Beispiele 12.3.

1 1 2

[ 2?dx [ z® [ Ldx

0 0 1

Wirklicher Wert 1/3 1/6 = 0,16 In 2 20,69

Trapezregel 3(0+1) =1 | 3(0+1) =3 1(1+3)=3/4=0,75
Keplersche Fafiregel 1/3 | $(0+4(5)° +1) =0,1875 | (1 +42 4+ §) =25/36 = 0,694
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12.2 Newtonverfahren zur Auflésung von Gleichungen

Jedes reelle Polynom p(z) = Y., a;2" mit ungeradem Grad deg(p) hat mindestens eine reelle Nullstelle.
Dies folgt sehr einfach mit dem Zwischenwertsatz (Satz 6.3) und der Beobachtung, dass einer der beiden
Grenzwerte lim,_, 1., p(x) gleich +00 und der andere gleich —oo ist (sieche Bemerkung 10.11). Der

Zwischenwertsatz liefert nur die Existenz einer Nullstelle. Wie findet man eine?

Ist p(z) = 22+ br +c = (z+ )% — (& — ¢) ein normiertes reelles Polynom zweiten Grades, so gilt:

< ¢ = p hat keine reelle Nullstelle,
>c¢ = p hat die Nullstellen x = —% + \/% —c.

Fiir die Nullstellen von Polynomen vom Grade 3 und 4 gibt es &hnlich explizite Formeln. Fiir Polyno-

b2
4
b2
4

me p vom Grade deg(p) > 5 nicht! Das Newton-Verfahren erlaubt es, unter bestimmten Bedingungen

Nullstellen bis auf vorgegebene Genauigkeit zu berechnen. Man zeigt in der Mathematik:

Satz 12.4. (Newton-Verfahren)
Sei f: [a,b] = R 2-mal differenzierbar mit f(a) < 0 < f(b) und f” >0 (oder mit f(a) >0 > f(b) und
1" <0). Dann gilt:

(i) Es gibt genau ein & € la, b mit f(§) = 0.

(i1) Ist xo € [a,b] mit f(xo) >0 (bzw. f(xo) <0), so wird durch

Tnt1l = Tn — () (n=>0)

eine Folge definiert, die monoton fallend gegen & konvergiert.
(1i1) Ist |f'(€)| > C >0 und |f"| < K auf [a,b], so gilt
K K
‘xn+1_€|S%‘mn+l_xn‘2<7|xn_§|2 (n>0).
Man beachte, dass die Bedingung |f/(£)| > C > 0 in (iii) fiir f” > 0 erfiillt ist, falls
f(a)>C>0

ist, und im Falle f” <0, falls
flla)<-C<0

ist. Die optimale Wahl von C' im ersten Fall ist C' = f/(a), im zweiten Fall C' = —f’(a).

Beispiel 12.5. Sei f(z) = 2® — 422 4 22 + 2. Dann ist

f/(x):3x2f8x+2:3((x,§)27%0):3(x74+3\/ﬁ)(xi473m

).
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Mit ¢y = (44 V/10)/3 folgt
fl(z)>0 fir z¢ [c_,cq],
fllx) <0 fir z€ [c—,cq4]

und f'(z) = 0 fiir x = cx. Die zweite Ableitung ist

" >0 fir © >4/3
f(z) =6x—38
<0 fiir = <4/3.

Also hat f genau zwei lokale Extrema:

e cin lokales Maximum in c_ = 4’3V 10
e ein lokales Minimum in ¢y = 4519,

Setze a =1 und b= 4. Es ist f"[(45) <0,
o f()=1>-%=f(3),
o f/(1)==-3<0, |f'(z)|=8—6x <2firze [L,1]

Insbesondere hat f drei Nullstellen. Die Fehlerabschiitzung in Teil (iii) von Satz 12.4 gilt mit C' = 3 und
K=2.

Abbildung 34: Newton-Verfahren

Die mittlere Nullstelle kann man mit dem Newton-Verfahren (Satz 12.4) approximieren. Setze z¢ = %.

Dann ist f(zg) = —2/27, f'(x9) = —10/3 und

flzg) 4 23 59 -
— — = ——=—=131.
T T ) T3 2710 45
Der Abstand von x; zur gesuchten Nullstelle £ € [a, b] ldsst sich abschétzen durch
K 1 1 1 1
< (ry—x)P == — = —— < =103,
o1 =&l < 55 —20) =3 55 = 5075 <6
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