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Aufgabe 40 (4 Punkte)
Fiir 0 < r < R sei die Abbildung 7 : R? — R3 gegeben durch

(R—rcosy)sind

0 (R—rcosp)cost
(4)-
rsin @

Zeigen Sie, dass T(R?) C R3 eine Hyperfliiche der Klasse C* ist.

(Hinweis : Driicken Sie fir einen Punkt (z,y,z) = T(0,p) € M := T(R?) die Paare (cos ¢, sin ) und (cos 0, sin 6)
durch ,y, z aus. Benutzen Sie dies, um zu zeigen, dass fiir alle Paare (a,b) € R? die Abbildung

la,a +2m) x [b,b+2m) = M, (0,9) — T(6,¢)
bijektiv ist. SchliefSlich diberlegen Sie sich, dass M durch Einschrinkungen dieser Abbildungen auf Mengen der

Form Qqp = (a,a + 2m) x (b,b+ 27) parametrisiert wird. Sie diirfen dabei benutzen, dass aus (costy,sinty) —
(cost,sint) mit tx,t € (0,2m) folgt, dass ty, — t gilt.)

Aufgabe 41 (2x3=6 Punkte)

Sei 7, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel K,, = {z € R"; ||z| < 1} und sei o,, das
(n — 1)-dimensionale Volumen der Einheitssphire S ! = {z € R"; |z| = 1}.

(a) Sei f :[0,00) = C eine Funktion derart, dass die Funktion F' : R — C, z — f(||z)
Lebesgue-integrierbar ist. Zeigen Sie, dass

/ Fd)\:an/ ()=t ax(r).
" (0,00)

(Hinweis : Sie dirfen Aufgabe 44 und die Formel Vol(Sn—1(r)) = r"  Vol(S™™ 1) benutzen.)

(b) Zeigen Sie, dass o, = nr, ist.

Aufgabe 42 (4 Punkte)

Sei M C R" eine kompakte p-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit (p € {1,...,n}, k € N*U
{oo}). Zeigen Sie: Ist f : M — [0, 00] eine stetige Funktion mit [;, fdS = 0, so ist f = 0. (Hinweis
: Die Idee aus dem Beweis der Implikation (i) = (ii) von 9.6 kinnte helfen)

(bitte wenden)



Aufgabe 43 (4 Punkte)
Seien 7, R reelle Zahlen mit 0 < r < R und sei K die Kreislinie
K = {(z,y,2) €R% (z = R)*+2° =77 y=0}.

Berechnen Sie die Flidche A des Korpers (ein sogenannter Torus), der entsteht, wenn man K
um die z-Achse rotieren lasst. (Hinweis : Sie diirfen benutzen, dass A = T(R?) ist, falls T wie in Aufgabe
40 definiert ist.)

Aufgabe 44* (6* Punkte)

Fir r > 0 sei Sp—1(r) = {z € R™; ||z| = r} € R™ die C*°-Hyperfliche aus Aufgabe 39 und
sel f € Z1(R™). Zeigen Sie, dass fiir M-fast alle r € (0,00) die Funktion f|g, ) iiber S,_1(r)
integrierbar ist, und dass gilt:

/nfdA = o (/Snl(r)fd5> AA(r).

(Hinweis : Definieren Sie Hy := {x € R"™; £z, > 0} und berechnen Sie mit Hilfe von Aufgabe 35 die Integrale
in fdA. Benutzen Sie fir geeignete r > 0 die Parametrisierungen

g+ : B— Vi :i=HiNShoi(r), z— (ra,x£ry/1— ||z|]?)

der oberen und unteren Hemisphiren Sn—1(r) N Hy, um fs ) fdS zu berechnen. Sie miissen dabei nicht
unbedingt zeigen, dass es sich bei obigen Abbildungen um Parametrisierungen handelt und diirfen benutzen, dass

r

Gi(x)=r""" (xr € B)

72— lral?

gilt (vgl. Bsp. 9.12 (d)). )
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