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Aufgabe 49 (4 Punkte)

Sei A = {(x, y, z) ∈ R3; x2

4 + y2 + z2

9 ≤ 1} und F : R3 → R3, (x, y, z) 7→ (3x2z, y2 − 2x, z3).
Berechnen Sie das Integral ∫

∂A
〈F, ν〉 dS.

Aufgabe 50 (4 Punkte)

Sei A ⊂ Rn ein Kompaktum mit glattem Rand derart, dass 0 ∈ Int(A). Es bezeichne α(x) den
Winkel zwischen x und ν(x) für x ∈ ∂A. Zeigen Sie:∫

∂A

cosα(x)

‖x‖n−1
dS(x) = σn (σn := Vol(Sn−1)).

(Hinweis : Wenden Sie den Gaußschen Integralsatz an auf das Vektorfeld F (x) = x
‖x‖n und Mengen der Form

Aε = {x ∈ A; ‖x‖ ≥ ε}. Sie dürfen benutzen, dass∫
M∪N

f dS =

∫
M

f dS +

∫
N

f dS

für zwei kompakte Ck-Untermannigfaltigkeiten M,N ⊂ Rn mit M ∩ N = ∅ und jede integrierbare Funktion

f : M ∪N → C gilt.)

Aufgabe 51 (4 Punkte)

Sei F ∈ C1(U,Rn) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer offenen Menge U ⊂ Rn, sei
a ∈ U und (Ak)k eine Folge von Kompakta Ak ⊂ U mit glattem Rand derart, dass zu jedem
ε > 0 ein N ∈ N existiert mit Ak ⊂ Bε(a) für alle k ≥ N . Zeigen Sie:

divF (a) = lim
k→∞

1

λ(Ak)

∫
∂Ak

〈F, νk〉 dS.

Hierbei sei νk : ∂Ak → Rn das äußere Einheits-Normalenfeld von Ak.

(bitte wenden)



Aufgabe 52* (1* + 3* + 2* = 6* Punkte)

Sei f ∈ C2(U,R) eine harmonische Funktion auf einer offenen Menge U ⊆ Rn (n ≥ 3) und sei
A ⊆ U ein Kompaktum mit glattem Rand. Zeigen Sie:

(a)
∫
∂A

∂f
∂v dS = 0 (mit den Bezeichnungen aus Satz 11.8)

(b) Ist B1(0) ⊆ U , so ist
∫
Sn−1 fdS =

∫
Sn−1 f(εx)dS(x) für 0 < ε < 1. (Hinweis : Wenden Sie

die Greensche Formel an auf Aε = B1(0)\Bε(0) und die harmonischen Funktionen f und g(x) = ‖x‖2−n

(Analysis II 5.17))

(c) Ist B1(0) ⊆ U , so gilt
1

Vol(Sn−1)

∫
Sn−1

fdS = f(0).

Die Übungsblätter finden Sie auch auf unserer Homepage:

http://www.math.uni-sb.de/ag/eschmeier/lehre


