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Aufgabe 5 (2+1+1=4 Punkte)

Sei M eine o-Algebra auf einer Menge X und sei p : 9 — [0, 00] eine Funktion mit u(@) = 0
und pu(A U B) = u(A) 4+ u(B) fiir alle A, B € M mit AN B = (). Zeigen Sie fiir A, B € M:

(a) H(AUB) + u(AN B) = u(A) + u(B),
(b) Ist A C B, so gilt pu(A) < p(B),
(c) Ist A C B und pu(A) < oo, so gilt u(B\ A) = u(B) — u(A).

Insbesondere besitzt jedes MaBl p auf 9t die Eigenschaften (a), (b) und (c).

Aufgabe 6 (6 Punkte)
Seien X, 9 und p wie in Aufgabe 5. Wir betrachten die folgenden Aussagen:

(i) p ist ein MasB.
(ii) Fiir jede Folge (A,)y in 9t mit A, T A, A € I, ist nh_}l’lolo w(An) = n(A).
(iii) Fiir jede Folge (A )y in 9 mit p(Ag) < oo und A, | A, A € M, ist nh_>120 w(Ay) = u(A).
(iv) Fiir jede Folge (A;), in M mit u(A4p) < co und A, | 0 ist nl;rglo wu(Ay) = 0.
Zeigen Sie, dass die Implikationen
(i) & (i) = (iii) < (iv)

immer erfiillt sind, und dass (ii) < (iii) ebenfalls gilt, falls u(X) < oo ist.

(bitte wenden)



Aufgabe 7 (4 Punkte)

Sei p: B(R) — [0,1] ein MaB mit u(R) = 1.
Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R,z — (] — oo, z]) monoton wichst und dass gilt:

lim f(z)= O,xli_{glo f(z) =

T—r—00

lim f(x) = f(a) fir alle a € R.

zla

Aufgabe 8 (5x1=5 Punkte)
Sei (X, 9) ein messbarer Raum und sei f : X — R eine Funktion. Zeigen Sie, dass die folgenden

Aussagen dquivalent sind:

f ist messbar.

(i
(ii) Fir allea e Rist {x € X | f(x) > a} € M.
) >a} e M.
)
) <

) [
)
(iii) Fiir alle a € Rist {x € X | f(x) >
) <a} e
)

(

(
(iv) Firallea e Rist {zr € X | f(z

(

(v) Fir allea e Rist {x € X | f(z) < a} € M.

Aufgabe 9* (4* Punkte)
Sei f : R — R eine differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass die Ableitung

ff"R—= Rz f'(z)

Borel-messbar ist, das heifit messbar als Funktion auf dem messbaren Raum (R, B(R)).

Sie kénnen die Ubungen in Gruppen von bis zu 8 Personen bearbeiten. Diese Gruppen miissen aus Teilnehmern
einer Ubungsgruppe bestehen und diirfen sich nicht stindig dndern. Die Abgabe der Ubungsblitter erfolgt in die

Briefkisten vor dem Zeichensaal in Gebdude E 2.5.
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Die Ubungsblitter finden Sie auch auf unserer Homepage:

http://www.math.uni-sb.de/ag/eschmeier/lehre



