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Aufgabe 5 (2+1+1=4 Punkte)

Sei M eine σ-Algebra auf einer Menge X und sei µ : M → [0,∞] eine Funktion mit µ(∅) = 0
und µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) für alle A,B ∈M mit A ∩B = ∅. Zeigen Sie für A,B ∈M:

(a) µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B),

(b) Ist A ⊂ B, so gilt µ(A) ≤ µ(B),

(c) Ist A ⊂ B und µ(A) <∞, so gilt µ(B \A) = µ(B)− µ(A).

Insbesondere besitzt jedes Maß µ auf M die Eigenschaften (a), (b) und (c).

Aufgabe 6 (6 Punkte)

Seien X, M und µ wie in Aufgabe 5. Wir betrachten die folgenden Aussagen:

(i) µ ist ein Maß.

(ii) Für jede Folge (An)n in M mit An ↑ A, A ∈M, ist lim
n→∞

µ(An) = µ(A).

(iii) Für jede Folge (An)n in M mit µ(A0) <∞ und An ↓ A, A ∈M, ist lim
n→∞

µ(An) = µ(A).

(iv) Für jede Folge (An)n in M mit µ(A0) <∞ und An ↓ ∅ ist lim
n→∞

µ(An) = 0.

Zeigen Sie, dass die Implikationen

(i)⇔ (ii)⇒ (iii)⇔ (iv)

immer erfüllt sind, und dass (ii)⇐ (iii) ebenfalls gilt, falls µ(X) <∞ ist.

(bitte wenden)



Aufgabe 7 (4 Punkte)

Sei µ : B(R)→ [0, 1] ein Maß mit µ(R) = 1.
Zeigen Sie, dass die Funktion f : R→ R, x 7→ µ(]−∞, x]) monoton wächst und dass gilt:

(i)
lim

x→−∞
f(x) = 0, lim

x→∞
f(x) = 1,

(ii)
lim
x↓a

f(x) = f(a) für alle a ∈ R.

Aufgabe 8 (5×1=5 Punkte)

Sei (X,M) ein messbarer Raum und sei f : X → R eine Funktion. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussagen äquivalent sind:

(i) f ist messbar.

(ii) Für alle a ∈ R ist {x ∈ X | f(x) ≥ a} ∈M.

(iii) Für alle a ∈ R ist {x ∈ X | f(x) > a} ∈M.

(iv) Für alle a ∈ R ist {x ∈ X | f(x) ≤ a} ∈M.

(v) Für alle a ∈ R ist {x ∈ X | f(x) < a} ∈M.

Aufgabe 9* (4* Punkte)

Sei f : R→ R eine differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass die Ableitung

f ′ : R→ R, x 7→ f ′(x)

Borel-messbar ist, das heißt messbar als Funktion auf dem messbaren Raum (R,B(R)).
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