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Bemerkung: Die Abgabe der Blitter erfolgt immer Dienstags vor der Vorlesung.
Aufgabe 1 (1+2+2=5 Punkte)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei p € X. Fiir z,y € X definieren wir

~ d(z d x
d(x’y):{o( ,0) +d(p,y), xiZ

(a) Zeigen Sie, dass d eine weitere Metrik auf X definiert.

(b) Berechnen Sie fiir z € X und € > 0 die (offene) e-Kugel um z beziiglich d. Unterscheiden
Sie dabei die Fille ¢ < d(z,p) und € > d(z,p).

(¢) Charakterisieren Sie die offenen Mengen beziiglich d.

Fiir einen metrischen Raum (X, d) und eine nichtleere Teilmenge A C X bezeichne
d(z, A) = inf{d(z,y); y € A}
den Abstand eines Elementes x € X zur Menge A.
Aufgabe 2 (24+1+1+2=6 Punkte)
Sei (X, d) ein metrischer Raum und () # A C X.
(a) Zeigen Sie, dass
fiir alle z,y € X gilt.
(b) Zeigen Sie, dass die Funktion
da: X =R, zw—d(z,A)
stetig ist.
(c) Zeigen Sie, dass d(x, A) = 0 genau dann, wenn z € A gilt.

(d) Seien jetzt A1, Ay C X abgeschlossen und disjunkt. Zeigen Sie, dass eine stetige Funktion
f: X —[0,1] existiert mit f|4, =0 und f|a, = 1. (Hinweis : Benutzen Sie (b) und (c).)

(bitte wenden)



Ein metrischer Raum (X, d) heifst vollstindig, falls jede Cauchy-Folge in X konvergiert.
Aufgabe 3 (1+2+2=5 Punkte)

Betrachten Sie folgende Metriken auf der reellen Achse:

d(z,y) = |z —y| und d(x,y) = |arctan(z) — arctan(y)|.

(a) Uberpriifen Sie, dass d tatsichlich eine Metrik auf R definiert.

(b) Zeigen Sie, dass (R, d) und (R, d) dieselben offenen Mengen besitzen.

(c) Zeigen Sie, dass (R, d) nicht vollsténdig ist.

Aufgabe 4 (242*=4 Punkte)

o0
Sei ((Xp, dn))nen eine Folge metrischer Rdume und sei X = [[ X, das kartesische Produkt der
n=0

Mengen X,,.

(a) Begriinden Sie, dass durch

| G S~ g-n On(@nyn)
d: X xX —10,00), ((Zn)n: (Yn)n) 7;)2 L+ dn(xn, yn)

eine Metrik auf X definiert wird.

(b*) Zeigen Sie, dass der metrische Raum (X, d) vollstindig ist genau dann, wenn alle (X, d,)
vollstiandig sind.

Die Ubungsblitter finden Sie auch auf unserer Homepage:

https://www.math.uni-sb.de/ag/eschmeier/lehre/WS1920/top/index.html



