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Sie kénnen die Ubungen in Gruppen von bis zu 3 Personen bearbeiten. Zur Zulassung fiir die
Abschlusspriifung miissen mindestens 50 Prozent der Ubungspunkte erreicht werden.

Sei Q C C offen. Fine Funktion u € C*(Q,R) heifit harmonisch, falls Au = 2%y %u — auf Q0 gilt. In der

oz T oy? =
Funktionentheorie I zeigt man, dass eine Funktion u: 2 — R genau dann harmonisch ist, wenn sie lokal Realteil

einer holomorphen Funktion ist.
Aufgabe 1 (4x1=4 Points)

Seien ) C C ein Gebiet, u: Q — R harmonisch und u, = %, Uy = %Z' Zeigen Sie:

(a) f:=uy — 1 uy ist holomorph.
(b) ug und u, sind harmonisch.

(c) Entweder ist u konstant, oder die Menge {z € 2; grad u(z) = 0} hat keinen Haufungspunkt
in Q.

(d) ug ist konstant genau dann, wenn u, konstant ist.

Sei M C C. Eine Funktion u: M — [—00,00) heifit nach oben halbstetig, falls fir alle t € R die Menge
{z € M; u(z) <t} offen in M (d.h. offen beziiglich der Relativtopologie von C) ist.

Aufgabe 2 (4 Points)

Sei K C C kompakt und sei u: K — [—00,00) nach oben halbstetig. Zeigen Sie, dass u nach
oben beschrénkt ist und sein Supremum auf K annimmt.

Aufgabe 3 (24-2+1=5 Points)
Sei K C C kompakt und u: K — [—00,00) nach oben halbstetig mit u # —oo. Zeigen Sie:

(a) Fiir k£ > 1 definiert

up(x) = sup{u(z) — klz — z[}
zeEK

eine stetige Funktion ug: K — R mit |ug(x) — ug(y)| < k|z — y| fir alle z,y € K.

(b) Sei x € K mit u(z) > —oco. Zeigen Sie, dass limy_, oo ur(x) = u(x) gilt. (Hinweis : Wihlen Sie
eine Folge (xk)ken tn K mit up(x) = u(zk) — ko — x| fir alle k € N.)

(¢) Sei x € K mit u(z) = —oo. Zeigen Sie, dass limy_,oo ug(z) = u(x) gilt. (Hinweis : Wenden Sie
Teil (b) auf die Funktionen gn = maz(u, —n) an.)

(Bitte wenden)



Sie konnen die Ubungsblitter auch auf unserer Homepage finden:

https://www.math.uni-sb.de/ag/eschmeier/lehre/WS2021/ft2/



