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Einleitung
Für eine abgeschlossene Teilmenge K ⊂ Rn besteht das K-Momentenproblem darin, die
Familien reeller Zahlen (γα)α∈Nn zu charakterisieren, für die ein darstellendes Maß auf K
existiert, das heißt ein positives Borelmaß µ ∈M+(K), sodass xα ∈ L1(K,B(K), µ) und

γα =
∫
K
xα dµ (0.1)

für alle α ∈ Nn gilt. (Mit M+(X) sei die Menge der positiven Borelmaße auf dem topo-
logischen Raum X und mit B(X) die Borel-σ-Algebra von X bezeichnet.)
Indem man zu einer Familie reeller Zahlen (γα)α∈Nn die Linearform L : R[x1, . . . , xn]→

R betrachtet, die durch L(xα) = γα für alle α ∈ Nn und lineare Fortsetzung definiert
wird, erhält man eine äquivalente Definition des darstellenden Maßes. Man sagt, dass zu
der Linearform L ein darstellendes Maß auf der abgeschlossenen Menge K ⊂ Rn existiert,
wenn es ein positives Borelmaß µ ∈M+(K) gibt, sodass p|K ∈ L1(K,B(K), µ) und

L(p) =
∫
K
p|K dµ

für alle p ∈ R[x1, . . . , xn] gilt. Hierbei sind Elemente von R[x1, . . . , xn] formale Polyno-
me, die eindeutig in Form einer endlichen Linearkombination p =

∑
α∈Nn

cαx
α mit reellen

Koeffizienten cα ∈ R geschrieben werden können. Ein Polynom p ∈ R[x1, . . . , xn] kann
eindeutig mit der Funktion Rn → R, x 7→ p(x) identifiziert werden (Durch Auswertung
geeigneter Vielfachen der partiellen Ableitungen im Nullpunkt kann man die Koeffizienten
zurückgewinnen, siehe etwa Lemma 1.2 in [10]). Die Einschränkung dieser Polynomfunk-
tion auf die Menge K ⊂ Rn bezeichnen wir mit p|K . Im Folgenden werden wir für das
K-Momentenproblem stets die zweite Betrachtungsweise wählen.
In dieser allgemeinen Situation wird die Frage nach der Existenz eines darstellenden

Maßes durch den Satz von Haviland beantwortet. Ist L : R[x1, . . . , xn] → R eine lineare
Abbildung, so besagt der Satz von Haviland, dass die offensichtlich notwendige Bedingung
L(p) ≥ 0 für alle p ∈ R[x1, . . . , xn] mit p ≥ 0 auf K auch hinreichend für die Existenz
eines darstellenden Maßes auf K ist.
Ist K ⊂ Rn eine kompakte, semi-algebraische Menge, so kann die Menge der Polynome,

auf der die Nichtnegativität der Linearform für die Existenz eines darstellenden Maßes
überprüft werden muss, verkleinert werden. Für die Definition von semi-algebraischen
Mengen benötigen wir die folgende Notation.
Für eine Teilmenge P ⊂ R[x1, . . . , xn] von Polynomen definieren wir den Positivitäts-

bereich von P als die Menge

KP = {x ∈ Rn; p(x) ≥ 0 für alle p ∈ P} =
⋂(

−1
p ([0,∞)); p ∈ P

)
⊂ Rn. (0.2)

Der Positivitätsbereich KP ist, wie das zweite Gleichheitszeichen aufgrund der Stetigkeit
der Polynomfunktionen zeigt, eine abgeschlossene Teilmenge des Rn.
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Eine abgeschlossene TeilmengeK ⊂ Rn nennen wir semi-algebraisch, wenn eine endliche
Menge P ⊂ R[x1, . . . , xn] existiert, für die K = KP gilt.
Es sei nun P ⊂ R[x1, . . . , xn] eine endliche Teilmenge, sodass KP ⊂ Rn kompakt

ist. Ist P = {p1, . . . , ps}, so betrachtet Schmüdgen in [15] die Menge S = {q2pα; q ∈
R[x1, . . . , xn], α ∈ Ns}, wobei p = (p1, . . . , ps) und pα = pα1

1 · · · pαs
s für α = (α1, . . . , αs) ∈

Ns ist. Er zeigt, dass die Nichtnegativität einer Linearform L : R[x1, . . . , xn] → R auf S
äquivalent zur Existenz eines darstellenden Maßes auf KP ist. Dieses Kriterium wird
Schmüdgens Theorem genannt. In [17] assoziiert Vasilescu zu der Menge P eine an-
dere kanonisch gebildete Testmenge ∆̃P , auf der die Nichtnegativität einer Linearform
L : R[x1, . . . , xn]→ R äquivalent zur Existenz eines darstellenden Maßes auf KP ist.
Diese beiden Fälle haben die Gemeinsamkeit, dass der von S beziehungsweise ∆̃P er-

zeugte konvexe Kegel im Polynomring archimedisch ist, das heißt, dass für jedes Polynom
r ∈ R[x1, . . . , xn] eine natürliche Zahl N ∈ N existiert, sodass N − r in diesem Kegel
enthalten ist. Weiterhin ist die Nichtnegativität einer linearen Abbildung auf einer dieser
Mengen äquivalent zur Nichtnegativität auf dem entsprechenden konvexen Kegel. Auf-
grund dieser Beobachtung werden wir in dieser Arbeit ein Resultat beweisen, das die
Nichtnegativität auf einem archimedischen, konvexen Kegel C ⊂ R[x1, . . . , xn], der das
Einselement in R[x1, . . . , xn] enthält und multiplikativ abgeschlossen ist, verlangt und die
Existenz eines darstellenden Maßes auf KC liefert. Diese Menge ist automatisch kompakt
und stimmt in den angesprochenen Situationen mit KP überein. Beim Beweis werden wir
uns an der Argumentationslinie von Vasilescu in [17] orientieren.
In [15] beweist Schmüdgen darüberhinaus, dass ein Polynom r ∈ R[x1, . . . , xn], dass

auf der Menge KP strikt positiv ist, schon im von S erzeugten konvexen Kegel enthalten
ist. Dieses Ergebnis ist als Schmüdgens Positivstellensatz bekannt. Ein solches Polynom
lässt sich also in der Form r =

m∑
i=0

q2
i p
αi mit einer natürlichen Zahl m ∈ N, Polynomen

q0, . . . , qm ∈ R[x1, . . . , xn] und Multiindizes α0, . . . , αm ∈ Ns schreiben. Wir zeigen, dass
das entsprechende Resultat richtig bleibt, wenn man den von S erzeugten konvexen Kegel
durch einen archimedischen, konvexen Kegel C wie oben und KP durch KC ersetzt.
Die Kriterien für die Existenz eines darstellendes Maßes einer Linearform auf R[x1, . . . , xn]

können zum Beweis von Subnormalitätskriterien verwendet werden. Ein Tupel von Ope-
ratoren T = (T1, . . . , Tn) ∈ L (H)n auf einem Hilbertraum H heißt vertauschend, wenn
TiTj = TjTi für i, j = 1, . . . , n gilt. Ein solches Tupel nennt man subnormal, wenn ein Hil-
bertraum K ⊃ H und ein vertauschendes Tupel normaler Operatoren N = (N1, . . . , Nn) ∈
L (K)n existieren, sodass H ein invarianter Teilraum von N1, . . . , Nn ist und Ti = Ni|H
für i = 1, . . . , n gilt. Ist K ⊂ Rn kompakt und gilt für das Spektrum der normalen Erwei-
terung σ(N) ⊂ {z ∈ Cn; (|z1|2, . . . , |zn|2) ∈ K}, so existiert ein positives, operatorwertiges
Maß E : B(K)→ L (H), das

T ∗αTα =
∫
K
tα dE

für alle α ∈ Nn erfüllt. Ist T ∈ L (H)n vertauschend und existiert für jeden Vektor x ∈ H
ein Maß µx ∈M+(K) mit

〈T ∗αTαx, x〉 =
∫
K
tα dµx

für alle α ∈ Nn, so ist T subnormal. Durch Lx(tα) = 〈T ∗αTαx, x〉 und lineare Fortset-
zung wird für jeden Vektor x ∈ H eine Linearform Lx : R[x1, . . . , xn] → R definiert.
Aus Kriterien für die Existenz der Maße µx erhält man auf diese Weise Kriterien für die
Subnormalität eines vertauschenden Operatorentupels. Damit zeigen wir, dass sphärische
Isometrien und Tupel vertauschender Isometrien subnormale Operatoren sind.
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Die vorliegende Arbeit beginnt im nächsten Kapitel mit dem Beweis des angesprochenen
Resultats, dass die Nichtnegativität einer Linearform auf einem archimedischen, konvexen
Kegel C ⊂ R[x1, . . . , xn] wie oben äquivalent zur Existenz eines darstellenden Maßes auf
KC ist. Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels werden dann Vasilescus Ergebnisse abgelei-
tet. Am Ende des Kapitels wird gezeigt, dass ein Polynom, das strikt positiv auf KC ist,
bereits in C liegt. Das zweite Kapitel führt Schmüdgens Theorem und Schmüdgens Posi-
tivstellensatz auf das Existenzkriterium beziehungsweise den Positivstellensatz im ersten
Kapitel zurück. Dazu werden einige Ergebnisse der kommutativen Algebra benutzt, da
insbesondere Krivines Positivstellensatz benötigt wird. Im dritten Kapitel werden subnor-
male Operatoren behandelt. Nach einer Zusammenstellung einiger grundlegender Fakten
über subnormale Operatoren werden die Ergebnisse angewendet, um Subnormalitätskri-
terien und die Subnormalität unter anderem der genannten Beispiele zu beweisen. Das
letzte Kapitel beinhaltet eine Zusammenstellung der Beispiele von archimedischen, kon-
vexen Kegeln, die in dieser Arbeit betrachtet werden.
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1 Momentenprobleme
Im folgenden Kapitel werden wir zunächst ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
für die Existenz eines darstellenden Maßes für eine Linearform auf dem Polynomring
beweisen.
Die Ergebnisse des ersten Abschnitts sind eine Verallgemeinerung der Resultate aus Ab-

schnitt I.2 in [17]. Aus diesem Grund orientieren sich die Beweise an den entsprechenden
Stellen in [17]. Im zweiten Abschnitt werden die Resultate in [17] aus ihrer Verallgemeine-
rung gefolgert. Das Hauptresultat des dritten Abschnitts ist ein Positivstellensatz, dessen
Beweis einen algebraischen Trennungssatz verwendet, der auf den Trennungssatz aus der
Theorie der lokalkonvexen Vektorräume zurückgeführt wird. Aus diesem Positivstellensatz
wird im nächsten Kapitel Schmüdgens Positivstellensatz folgen.

1.1 Darstellbarkeitskriterium
Für eine Linearform L : R[x1, . . . , xn] → R und eine abgeschlossene Teilmenge F ⊂ Rn

verstehen wir unter einem darstellenden Maß auf F ein positives Borelmaß µ ∈ M+(F ),
sodass p ∈ L1(F,B(F ), µ) und

L(p) =
∫
K
p|F dµ

für alle p ∈ R[x1, . . . , xn] gilt. Ist F ⊂ Rn kompakt, so ist die erste Bedingung automatisch
erfüllt.
Eine konvexe Teilmenge C ⊂ R[x1, . . . , xn] nennt man einen konvexen Kegel, wenn mit

α ≥ 0 und p ∈ C auch αp ∈ C liegt. Damit ist ein konvexer Kegel abgeschlossen gegenüber
Linearkombinationen mit nichtnegativen Koeffizienten.
Ein konvexer Kegel C ⊂ R[x1, . . . , xn] heißt archimedisch, wenn für jedes p ∈ R[x1, . . . , xn]

eine natürliche Zahl N ∈ N existiert, sodass N − p ∈ C ist.
Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist das folgende Theorem:

Theorem 1.1. Sei C ⊂ R[x1, . . . , xn] ein archimedischer, konvexer Kegel mit 1 ∈ C,
C · C ⊂ C und KC 6= ∅.
Dann existiert für eine Linearform L : R[x1, . . . , xn]→ R genau dann ein darstellendes

Maß µ auf KC, wenn L ≥ 0 auf C ist.
In diesem Fall ist das darstellende Maß eindeutig bestimmt.

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, möchten wir noch zwei Resultate aus der Maß-
theorie zitieren, die wir im Verlauf dieses Abschnitts benötigen werden.

Bemerkung 1.2. Es sei X ein kompakter Hausdorffraum. Der Rieszsche Darstellungs-
satz besagt, dass die Abbildung

Mr(X,R)→ C(X,R)′, µ 7→ Lµ mit Lµ : C(X,R)→ R, f 7→
∫
X
f dµ
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ein wohldefinierter, isometrischer Isomorphismus zwischen dem Banachraum der regulä-
ren, signierten Borelmaße Mr(X,R) auf X mit der Variationsnorm und dem topologi-
schen Dualraum der stetigen, reellwertigen Funktionen auf X mit der Supremumsnorm
ist (Theorem 7.3.5 in [4]).
Auf lokalkompakten Hausdorffräumen mit abzählbarer Basis ist jedes positive Borelmaß,

das auf kompakten Mengen endlich ist, regulär (Proposition 7.2.3 in [4]).

Der Beweis von Theorem 1.1 gliedert sich in mehrere vorbereitende Resultate. Für den
Rest dieses Abschnitts sei C ein konvexer Kegel, der die Voraussetzungen von Theorem
1.1 erfüllt.

Lemma 1.3. Die Teilmenge KC ⊂ Rn ist kompakt.

Beweis. Der Beweis folgt [12].
Sei p = x2

1 + . . .+x2
n. Dann existiert aufgrund der Archimedizität von C eine natürliche

Zahl N ∈ N, sodass N − p ∈ C ist. Dann gilt (N − p)(x) = N − ‖x‖2 ≥ 0 für alle
x ∈ KC und damit ‖x‖2 ≤ N , sodass KC beschränkt ist. Außerdem ist KC abgeschlossen
als Schnitt von Urbildern einer abgeschlossenen Menge unter stetigen Funktionen, sodass
der Satz von Heine-Borel die Kompaktheit von KC liefert.

Einen konvexen KegelD ⊂ R[x1, . . . , xn] nennt man erzeugender Kegel von R[x1, . . . , xn],
wenn

D −D = R[x1, . . . , xn]

gilt.

Lemma 1.4. Der konvexe Kegel C ist ein erzeugender Kegel von R[x1, . . . , xn].

Beweis. Sei p ∈ R[x1, . . . , xn]. Die Archimedizität von C liefert die Existenz einer natür-
lichen Zahl N ∈ N, sodass N − p ∈ C ist. Damit gilt: p = N − (N − p) ∈ C − C.

Definition 1.5. Es sei π(C) die Menge aller linearen Abbildungen L : R[x1, . . . , xn]→ R
mit L(1) = 1 sowie L(p) ≥ 0 für alle p ∈ C.

Die so definierte Teilmenge π(C) ⊂ R[x1, . . . , xn]∗ des algebraischen Dualraums ist
konvex.

Lemma 1.6. Für jedes r ∈ C existiert ein nr ∈ N, sodass 0 ≤ L(r) ≤ nr für alle L ∈ π(C)
gilt.

Beweis. Sei r ∈ C fixiert. Dann folgt 0 ≤ L(r) direkt aus der Definition von π(C). Da C
archimedisch ist, existiert ein natürliche Zahl nr ∈ N, sodass nr − r ∈ C gilt. Somit ist
0 ≤ L(nr − r) = nr − L(r), da L(1) = 1 für alle L ∈ π(C) und damit L(r) ≤ nr.

Im Folgenden betrachten wir den algebraischen Dualraum R[x1, . . . , xn]∗ mit der schwa-
chen Topologie, die von allen Punktauswertungen erzeugt wird. Auf diese Weise erhalten
wir einen Hausdorffschen lokalkonvexen topologischen Vektorraum. Sei τ die Relativto-
pologie auf π(C). Nach Lemma 1.4 entspricht Konvergenz in (π(C), τ) der Konvergenz
bezüglich aller Abbildungen π(C)→ R, L 7→ L(r) für r ∈ C.

Lemma 1.7. Der topologische Raum (π(C), τ) ist kompakt.
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Beweis. Wir identifizieren (π(C), τ) mit einer abgeschlossenen Teilmenge vonX =
∏
r∈C

[0, nr]

versehen mit der Produkttopologie t, wobei die natürlichen Zahlen nr ∈ N wie in Lemma
1.6 gewählt seien. Nach dem Satz von Tychonoff ist (X, t) kompakt. Wir definieren die
Abbildung

ϕ : (π(C), τ)→ (X, t), L 7→ (L(r))r∈C.
Dann ist ϕ injektiv, da C − C = R[x1, . . . , xn] nach Lemma 1.4 gilt.
Sei l = (lr)r∈C ∈ X der Grenzwert eines Netzes (ϕ(Lα))α∈A in (X, t). Wir setzen

L : R[x1, . . . , xn]→ R, r 7→ L(r) = lim
α
Lα(r).

Für r ∈ C existiert der Grenzwert nach Wahl der Lα ∈ π(C) für α ∈ A. Wegen C − C =
R[x1, . . . , xn], der Linearität der Lα für α ∈ A und der Grenzwertsätze für Netze existiert
der Grenzwert für alle r ∈ R[x1, . . . , xn]. Damit ist die Abbildung L wohldefiniert. Die
Linearität der Lα und die Grenzwertsätze haben auch unmittelbar die Linearität von L
zur Folge. Insbesondere gilt L(1) = limα Lα(1) = 1 sowie L(r) = limα Lα(r) ≥ 0 für alle
r ∈ C, sodass L ∈ π(C). Aus L(r) = limα Lα(r) = lr für r ∈ C folgt ϕ(L) = l, sodass
imϕ ⊂ X abgeschlossen und damit als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge
kompakt ist.
Da Konvergenz in der Produkttopologie komponentenweiser Konvergenz entspricht und

τ die schwache Topologie der Punktauswertungen auf C ist, folgt, dass

ϕ̃ : (π(C), τ)→ (imϕ, t|imϕ), L 7→ ϕ(L)

ein Homöomorphismus ist. Somit ist (π(C), τ) kompakt, weil die Kompaktheit von imϕ
in der Relativtopologie erhalten bleibt.

Bemerkung 1.8. Es sei L : R[x1, . . . , xn]→ R eine lineare Abbildung.

(i) Die Menge {L(p); p ∈ C} ist genau dann nach oben beschränkt, wenn L(p) ≤ 0 für
alle p ∈ C gilt.

(ii) Die Menge {L(p); p ∈ C} ist genau dann nach unten beschränkt, wenn L(p) ≥ 0 für
alle p ∈ C gilt.

(iii) Ist L(1) = 0 und die Menge {L(p); p ∈ C} nach oben oder nach unten beschränkt,
so gilt L = 0.

Beweis. Zum Beweis von (i) sei A ∈ R, sodass L(p) ≤ A für alle p ∈ C. Wir nehmen an,
dass ein r ∈ C existiert, sodass L(r) > 0 ist. Dann ist die Menge {L(tr); t ≥ 0} nicht
nach oben beschränkt, was der Voraussetzung widerspricht, da tr ∈ C für alle t ≥ 0. Die
umgekehrte Richtung ist klar.
Die Aussage in (ii) folgt unmittelbar aus dem ersten Teil, wenn man diesen auf die

Linearform −L anwendet.
Zum Beweis des dritten Teils genügt es die Behauptung in dem Fall zu zeigen, dass
{L(p); p ∈ C} nach unten beschränkt ist. Der andere Fall kann durch Betrachtung der
Linearform −L darauf zurückgeführt werden.
Sei also {L(p); p ∈ C} nach unten beschränkt, also L(p) ≥ 0 für alle p ∈ C aufgrund des

zweiten Teils. Fixiere p ∈ C und wähle eine natürliche Zahl N ∈ N, sodass N − p ∈ C ist.
Dann gilt 0 ≤ L(N − p) = −L(p) ≤ 0, da p ∈ C und somit 0 ≤ L(p) ≤ 0.
Dies ergibt L(p) = 0 für alle p ∈ C und damit L = 0, da C nach Lemma 1.4 ein

erzeugender Kegel ist.
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Wir werden später den Satz von Krein-Milman anwenden und zeigen nun, dass die
Extremalpunkte von π(C) nicht nur Linearformen sind.

Lemma 1.9. Sei L ∈ π(C) ein Extremalpunkt. Dann ist L multiplikativ.

Beweis. Aufgrund von Lemma 1.4 reicht es L(pq) = L(p)L(q) für p, q ∈ C zu zeigen. Wir
fixieren p ∈ C und wählen np ∈ N wie in Lemma 1.6. Nach eventuellem Vergrößern von
np können wir np ∈ N∗ und 0 ≤ L(p) < np annehmen.
Wir unterscheiden die beiden möglichen Fälle L(p) = 0 und L(p) > 0.
Ist L(p) = 0, dann definiere L1 : R[x1, . . . , xn] → R durch L1(r) = L(pr) für alle

r ∈ R[x1, . . . , xn]. Dann ist L1 eine lineare Abbildung mit L1(1) = L(p) = 0 und L1(r) ≥ 0
für r ∈ C, da pr ∈ C ist. Aus Bemerkung 1.8 folgt dann L1 = 0, sodass insgesamt
L(pq) = L1(q) = 0 = L(p)L(q) gilt.
Sei nun L(p) > 0. Für α = L(p)/np gilt 0 < α < 1. Definiere L1 : R[x1, . . . , xn] → R

durch L1(r) = α−1L(pr/np) und L2 : R[x1, . . . , xn] → R durch L2(r) = (1 − α)−1L((1 −
p/np)r) für r ∈ R[x1, . . . , xn]. Für die Linearformen L1, L2 gilt L1(1) = 1 und L1(r) ≥ 0
für alle r ∈ C, da pr/np ∈ C, sowie L2(1) = 1 und L2(r) ≥ 0 für r ∈ C, da (1− p/np) ∈ C
nach Wahl von np (Das Vergrößern ändert daran aufgrund der Konvexität des Kegels C
nichts.) und somit (1− p/np)r ∈ C für alle r ∈ C. Insgesamt gilt also L1, L2 ∈ π(C).
Aus L = αL1 + (1 − α)L2 folgt damit insbesondere L = L1, da L ein Extremalpunkt

von π(C) ist. Damit erhält man: L(q) = L1(q) = α−1L(pq/np) und schließlich L(pq) =
npαL(q) = L(p)L(q).

Der nächste Satz zeigt, dass jedes Element von π(C) ein darstellendes Maß besitzt.

Satz 1.10. Für jedes L ∈ π(C) existiert ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaß
µ auf KC, das L(p) =

∫
KC

p|KC dµ für alle p ∈ R[x1, . . . , xn] erfüllt.

Beweis. Ist L0 ∈ π(C) ein Extremalpunkt, so ist L0 nach Lemma 1.9 multiplikativ. Wir
definieren ci = L0(xi) und c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn, sodass L0(p) = p(c) für alle p ∈
R[x1, . . . , xn] gilt. Die Ungleichung 0 ≤ L0(p) = p(c) für alle p ∈ C, die aus der Definition
von π(C) in Definition 1.5 folgt, liefert c ∈ KC und damit

|L0(p)| = |p(c)| ≤ ‖p‖KC

für alle p ∈ R[x1, . . . , xn]. Die Supremumsnorm ist endlich, da KC nach Lemma 1.3 kom-
pakt ist und Polynomfunktionen bezüglich der euklidischen Topologie auf Rn stetig sind.

Ist L ∈ π(C) von der Form L =
N∑
j=1

λjLj, wobei N ∈ N∗, λ1, . . . , λN ≥ 0,
N∑
j=1

λj = 1 und

L1, . . . , LN Extremalpunkte von π(C) sind, dann gilt

|L(p)| ≤
N∑
j=1

λj|Lj(p)| ≤ ‖p‖KC
N∑
j=1

λj = ‖p‖KC

für alle p ∈ R[x1, . . . , xn] wegen des ersten Teils.
Die Menge π(C) ist konvex und nach Lemma 1.7 auch kompakt, deshalb folgt aus

dem Satz von Krein-Milman, dass π(C) gleich dem Abschluss der konvexen Hülle seiner
Extremalpunkte ist. Aus diesem Grund liefern die ersten beiden Teile

|L(p)| ≤ ‖p‖KC für alle L ∈ π(C), p ∈ R[x1, . . . , xn].
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Aus |L(p)| ≤ ‖p‖KC folgt aufgrund der Linearität von L, dass L(p) = L(r) für p, r ∈
R[x1, . . . , xn] mit r|KC = p|KC gilt. Damit ergibt sich, dass L ein wohldefiniertes, stetiges,
R-lineares Funktional auf den Polynomfunktionen auf KC definiert:

L̃ : ({p|KC ; p ∈ R[x1, . . . , xn]}, ‖ · ‖KC)→ R, L̃(p|KC) = L(p)

Dieses Funktional kann eindeutig zu einem stetigen, linearen Funktional L′ auf C(KC,R)
fortgesetzt werden, da die Polynomfunktionen nach dem Satz von Stone-Weierstraß in den
reellwertigen, stetigen Funktionen auf KC bezüglich der Supremumsnorm dicht liegen.
Der Rieszsche Darstellungssatz liefert nun die Existenz eines eindeutig bestimmten,

regulären Borelmaßes µ ∈M(KC,R) mit ‖µ‖ = ‖L′‖ = 1, sodass

L′(f) =
∫
KC
f dµ

für alle f ∈ C(KC,R) ist. Insbesondere gilt für alle p ∈ R[x1, . . . , xn]:

L(p) =
∫
KC
p|KC dµ.

Nach der Hahn-Jordan-Zerlegung für signierte Maße existieren positive Borelmaße
µ+, µ− ∈ M+(KC), sodass µ = µ+ − µ− gilt. Für die Variationsnorm von µ erhält man
‖µ‖ = µ+(KC) + µ−(KC). Aus µ(KC) =

∫
KC

1 dµ = L(1) = 1 folgt

µ+(KC)− µ−(KC) = µ(KC) = 1 = ‖µ‖ = µ+(KC) + µ−(KC),

und damit 0 = µ−(KC) ≥ µ−(A) ≥ 0 für alle Borelmengen A ⊂ KC, da µ− ein positives
Maß ist.
Somit erhält man µ− = 0 und µ = µ+ ist folglich ein positives Maß mit µ(KC) = 1, also

ein Wahrscheinlichkeitsmaß.

Nun haben wir alle Hilfsaussagen bereitgestellt, um Theorem 1.1 beweisen zu können.

Beweis von Theorem 1.1. Sei L : R[x1, . . . , xn] → R eine lineare Abbildung und L ≥ 0
auf C. Ist L(1) = 0, dann folgt aus Bemerkung 1.8 L = 0 und wir können µ = 0 wählen.
Sei also L(1) > 0. In diesem Fall gilt L′ = L/L(1) ∈ π(C), sodass nach Satz 1.10 ein
Wahrscheinlichkeitsmaß ν ∈ M+(KC) existiert, dass L′(p) =

∫
KC
p|KC dν für alle p ∈

R[x1, . . . , xn] erfüllt. Dann gilt: L(p) =
∫
KC
p|KCL(1) dν =

∫
KC
p|KC dµ, wobei µ = L(1)ν

gesetzt wurde.
Für die umgekehrte Richtung sei die Linearform L : R[x1, . . . , xn] → R durch ein po-

sitives Borelmaß µ auf KC darstellbar und p ∈ C, dann gilt p ≥ 0 auf KC und damit
L(p) =

∫
KC
p|KC dµ ≥ 0.

Zum Beweis der Eindeutigkeit beachten wir, dass jedes darstellende Maß nach Bemer-
kung 1.2 regulär ist, weil KC Hausdorffsch und nach Lemma 1.3 kompakt ist sowie eine ab-
zählbare Basis der Topologie auf KC existiert. Wenn die Linearform L : R[x1, . . . , xn]→ R
zwei darstellende Maße besitzt, so stimmen die durch Integration bezüglich dieser Ma-
ße gegebenen Funktionale nach dem Satz von Stone-Weierstraß bereits auf den stetigen,
reellwertigen Funktionen überein. Damit müssen die Maße nach dem Rieszschen Darstel-
lungssatz schon identisch sein, weil sie regulär sind.
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In der nächsten Bemerkung werden wir ein erstes Beispiel für einen konvexen Kegel
geben, der den Voraussetzungen von Theorem 1.1 genügt, und in einem Spezialfall den
Satz von Haviland aus diesem Resultat folgern können.

Bemerkung 1.11. (a) Im ersten Schritt des Beweises von Satz 1.10 wurde mitgezeigt,
dass den multiplikativen Linearformen in π(C), insbesondere den Extremalpunkten
von π(C), genau die Diracmaße bezüglich Punkten in KC entsprechen. Da für eine
multiplikative Linearform L : R[x1, . . . , xn]→ R stets L(1) = 1 gilt, sind die darstel-
lenden Maße der multiplikativen, auf C nichtnegativen Linearformen genau solche
Diracmaße.

(b) Für eine nichtleere, kompakte Teilmenge K ⊂ Rn ist

C = Pos(K) = {p ∈ R[x1, . . . , xn]; p ≥ 0 auf K} ⊂ R[x1, . . . , xn]

ein archimedischer, konvexer Kegel mit 1 ∈ C, CC ⊂ C und K = KC.

(c) Der Satz von Haviland besagt, dass für eine abgeschlossene Teilmenge K ⊂ Rn und
eine lineare Abbildung L : R[x1, . . . , xn]→ R die Existenz eines darstellenden Maßes
auf K äquivalent zu L(f) ≥ 0 für alle f ∈ R[x1, . . . , xn] mit f ≥ 0 auf K ist. Ist K
kompakt und nichtleer, so folgt die Aussage direkt aus Theorem 1.1. Der allgemeine
Fall wird in Abschnitt 3.2 von [12] bewiesen.

Beweis. (b) Es ist offensichtlich C ⊂ R[x1, . . . , xn] ein konvexer Kegel mit 1 ∈ C und
CC ⊂ C. Zum Beweis der Archimedizität von C sei p ∈ R[x1, . . . , xn]. Dann existiert
eine natürliche Zahl N ∈ N, sodass N ≥ sup

x∈K
p(x) ist, da das Supremum aufgrund der

Kompaktheit von K endlich ist. Damit gilt N − p(x) ≥ 0 für alle x ∈ K und somit
N − p ∈ C. Aus p ≥ 0 auf K für jedes p ∈ C folgt K ⊂ KC. Nehmen wir an, es
existiere ein x ∈ KC\K. Dann ist d : KC → R, y 7→ dist(y,K) eine stetige Funktion
auf KC mit δ = d(x) > 0. Weil KC kompakt ist, existiert nach dem Satz von Stone-
Weierstraß ein q ∈ R[x1, . . . , xn], sodass ‖q|KC − (−d)‖KC < δ/4 gilt. Aus d = 0 auf K
folgt p = q + δ/2 ≥ 0 auf K, also p ∈ C. Da nach Annahme x ∈ KC liegt, folgt p(x) ≥ 0.
Dies liefert den Widerspruch

δ ≤ q(x) + δ

2 + d(x) ≤ δ

2 + |q(x) + d(x)| ≤ δ

2 + ‖q|KC + d‖KC <
3
4δ.

Damit gilt KC = K.
(c) Es sei C = Pos(K). Dann erfüllt C nach (b) die Voraussetzungen von Theorem 1.1

und es gilt K = KC. Damit folgt der Satz von Haviland aus Theorem 1.1.

Unter geeigneten Voraussetzungen lässt sich für das darstellende Maß die Lage der
kleinsten abgeschlossenen Menge, deren Komplement eine Nullmenge ist, eingrenzen. Zu-
nächst zeigen wir, dass eine solche Menge stets existiert.
Sei X ein separabler metrischer Raum, µ ∈M+(X) ein positives Borelmaß und

U = {U ;U ⊂ X offen, µ(U) = 0}.

Dann existiert nach dem Satz von Lindelöf eine Folge (Ui)i∈N in U, sodass⋃
(U ;U ∈ U) =

⋃
i∈N

Ui
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ist. Daher folgt für V = ⋃(U ;U ∈ U) aus der Sub-σ-Additivität des Maßes µ, dass

0 ≤ µ(V ) = µ
(⋃

(U ;U ∈ U)
)

= µ

⋃
i∈N

Ui

 ≤ ∞∑
i=0

µ(Ui) = 0

gilt. Somit ist V die größte offene Teilmenge von X, die eine µ-Nullmenge ist. Man nennt
die Menge supp(µ) = X\V den Träger von µ, dies ist also die kleinste abgeschlossene
Menge, deren Komplement eine µ-Nullmenge ist.
Nun können wir das versprochene Kriterium für die Lage des Trägers des darstellenden

Maßes formulieren.

Satz 1.12. Seien C ⊂ R[x1, . . . , xn] ein archimedischer, konvexer Kegel mit 1 ∈ C, CC ⊂ C
und K = KC 6= ∅, L : R[x1, . . . , xn] → R eine lineare Abbildung mit L ≥ 0 auf C, µ das
darstellende Maß auf K und r ∈ R[x1, . . . , xn].

(i) Falls L(rp) ≥ 0 für alle p ∈ C, dann gilt supp(µ) ⊂ {a ∈ K; r(a) ≥ 0}.

(ii) Falls L(r) = 0 und die Menge {L(rp); p ∈ C} nach oben oder unten beschränkt ist,
dann gilt supp(µ) ⊂ {a ∈ K; r(a) = 0}.

Beweis. Definiere L′ : R[x1, . . . , xn] → R durch L′(p) = L(rp) für alle p ∈ R[x1, . . . , xn].
Dann ist L′ linear.
Es sei L′(p) ≥ 0 für alle p ∈ C. Nach Theorem 1.1 existiert dann ein positives Borelmaß

µ′ auf K mit ∫
K
p|K dµ′ = L′(p) = L(rp) =

∫
K
pr|K dµ

für alle p ∈ R[x1, . . . , xn]. Aus dem Satz von Stone-Weierstraß folgt damit∫
K
f dµ′ =

∫
K
fr|K dµ

für alle f ∈ C(K,R). Die durch die Integration bezüglich der Maße r|Kµ, µ′ ∈ M(K,R)
gegebenen stetigen Funktionale auf C(K,R) stimmen somit überein, sodass nach dem
Rieszschen Darstellungssatz µ′ = r|Kµ gelten muss. Es sei B = {s ∈ K; r(s) < 0} ⊂ K.
Die Positivität der Maße µ′ und µ hat zur Folge

0 ≤ µ′(B) =
∫
B
r|K dµ ≤ 0,

da r < 0 auf B ist. Somit gilt µ(B) = 0. Weil r|K : K → R stetig ist, ist B ⊂ K offen.
Damit kann der Träger von µ höchstens kleiner als das Komplement von B sein:

supp(µ) ⊂ K\B = {s ∈ K; r(s) ≥ 0}.

Dies zeigt den ersten Teil.
Es sei nun L′(1) = 0 und die Menge {L′(p); p ∈ C} nach oben oder unten beschränkt.

Dann folgt aus Bemerkung 1.8, dass L′ = 0 ist und damit aus dem Satz von Stone-
Weierstraß

0 =
∫
K
fr|K dµ

für alle f ∈ C(K,R) gilt. Dann liefert der Rieszsche Darstellungssatz r|Kµ = 0. Betrachtet
man die offenen Teilmengen B+ = {s ∈ K; r(s) > 0} ⊂ K und B− = {s ∈ K; r(s) <

17



0} ⊂ K, so liefert ein Argument wie in (i) µ(B+) = µ(B−) = 0 und schließlich wie oben
supp(µ) ⊂ K\B+ sowie supp(µ) ⊂ K\B−. Daraus folgt

supp(µ) ⊂ K\(B+ ∪B−) = {s ∈ K; r(s) = 0}.

Nach Bemerkung 1.8(ii) ist die Vorausetzung von Teil (i) des vorherigen Satzes äquiva-
lent dazu, dass die Menge {L(rp); p ∈ C} nach unten beschränkt ist.

1.2 Vasilescus Resultate
In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die beiden in [17] betrachteten Aussagen über die
Existenz eines darstellenden Maßes in Theorem 1.1 enthalten sind.
Zunächst definieren wir für eine endliche Menge von Polynomen mit kompaktem Posi-

tivitätsbereich eine Menge von Polynomen, auf der die Nichtnegativität der Linearform
notwendig und hinreichend für die Existenz eines darstellenden Maßes ist, wenn man
zusätzlich fordert, dass die von der endlichen Teilmenge und dem Einselement erzeugte
Algebra der Polynomring ist.

Bemerkung 1.13. Es sei P = {p1, . . . , pm} ⊂ R[x1, . . . , xn] mit KP ⊂ Rn kompakt.
Wegen der Kompaktheit von KP ist mj = ‖pj‖KP < ∞. Setze p̂j = m−1

j pj, falls mj > 0,
und p̂j = pj für mj = 0 für j = 1, . . . ,m. Wir definieren P̂ = {0, 1, p̂1, . . . , p̂m} und

∆P =
{
r1 · · · rk; k ∈ N, rj ∈ P̂ ∪ (1− P̂)

}
.

Wir wollen mit Alg(q1, . . . , qs) die von q1, . . . , qs ∈ R[x1, . . . , xn] erzeugte Teilalgebra
von R[x1, . . . , xn] bezeichnen, das heißt

Alg(q1, . . . , qs) =

 ∑
α∈Ns,1≤|α|≤r

aαq
α; r ∈ N, aα ∈ R

 , (1.1)

wobei q = (q1, . . . , qs) ∈ R[x1, . . . , xn]s gesetzt wurde und damit qα = qα1
1 · · · qαs

s für alle
α ∈ Ns gilt.

Satz 1.14. Sei P = {p1, . . . , pm} ⊂ R[x1, . . . , xn] eine endliche Teilmenge, sodass KP ⊂
Rn eine nichtleere, kompakte Teilmenge und Alg(1, p1, . . . , pm) = R[x1, . . . , xn] sind.
Eine Linearform L : R[x1, . . . , xn]→ R besitzt genau dann ein darstellendes Maß µ auf

KP , wenn L ≥ 0 auf ∆P ist. In diesem Fall ist das darstellende Maß eindeutig bestimmt.

Beweis. Es sei C der von ∆P erzeugte konvexe Kegel, also

C =
{

k∑
i=0

αiri; k ∈ N, α0, . . . , αk ≥ 0, r0, . . . , rk ∈ ∆P
}
⊂ R[x1, . . . , xn].

Wir zeigen, dass C die Voraussetzungen von Theorem 1.1 erfüllt.
Aus P̂ ⊂ ∆P ⊂ C folgt 1 ∈ C.

Sei p =
k∑
i=0

αiri, q =
l∑

j=0
βjsj ∈ C mit r0, . . . , rk, s0, . . . , sl ∈ ∆P und α0, . . . , αk, β0, . . . , βl ≥

0. Dann liefert

pq =
(

k∑
i=0

αiri

) l∑
j=0

βjsj

 =
k∑
i=0

l∑
j=0

αiβjrisj ∈ C
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die Inklusion CC ⊂ C.
Sei A = {r0 · · · rk; k ∈ N, r0, . . . , rk ∈ P̂}. Dann gilt für

p ∈ R[x1, . . . , xn] = Alg(1, p1, . . . , pm) = Alg(1, p̂1, . . . , p̂m),

dass p ∈ LH(A), sei etwa

−p = α1f1 + . . .+ αkfk − β1g1 − . . .− βlgl,

wobei f1, . . . , fk, g1, . . . , gl ∈ A und α1, . . . , αk, β1, . . . , βl < 0.
Falls gi = r0 · · · rk mit r0, . . . , rk ∈ P̂ für ein i ∈ {1, . . . , l} ist, so gilt:

1− gi = 1− r0 · · · rk = (1− r0) + r0(1− r1) + . . .+ r0 · · · rk−1(1− rk) ∈ C.

Wähle eine natürliche Zahl N ∈ N, sodass N > β1 + . . . + βl. Für diese natürliche Zahl
N gilt:

N − p = (α1f1 + . . .+ αkfk) + (β1(1− g1) + . . .+ βl(1− gl)) + (N − (β1 + . . .+ βl)) ∈ C.

Somit ist C archimedisch.
Aus P ⊂ C folgt unmittelbar KC ⊂ KP . Für die umgekehrte Inklusion sei a ∈ KP ,

das heißt p(a) ≥ 0 für alle p ∈ P . Es genügt zu zeigen, dass p(a) ≥ 0 für ein beliebiges
p ∈ ∆P gilt. Für r ∈ P̂ gilt 0 ≤ r(t) ≤ 1 für t ∈ KP .Aus diesem Grund gilt insbesondere
1 − r(a) ≥ 0. Da die Positivität für die restlichen Elemente von ∆P damit sofort folgt,
gilt p(a) ≥ 0 und somit KP ⊂ KC.
Damit sind die Voraussetzungen von Theorem 1.1 erfüllt. Da die Nichtnegativität von L

auf ∆P äquivalent zur Nichtnegativität von L auf C ist, folgt die Behauptung aus Theorem
1.1.

Ein zweites Resultat soll die Situation beschreiben, in der die zweite Voraussetzung
R[x1, . . . , xn] = Alg(1, p1, . . . , pm) nicht gegeben ist. Für die Formulierung dieses Satzes
ist die folgende Notation notwendig.

Bemerkung 1.15. Es sei P = {p1, . . . , pm} ⊂ R[x1, . . . , xn] eine endliche Teilmenge mit
KP ⊂ Rn kompakt und P̂ sei definiert wie in Bemerkung 1.13.
Definiere ak = inf{xk; (x1, . . . , xn) ∈ KP} sowie bk = sup{xk; (x1, . . . , xn) ∈ KP} für

k = 1, . . . , n. Weiterhin setze für k = 1, . . . , n p̂m+k(x) = (xk − ak)/(bk − ak) falls ak < bk
sowie p̂±m+k(x) = ±(xk − ak) falls bk = ak.
Schließlich sei P̃ = P̂ ∪ {p̂m+k; k = 1, . . . , n, falls ak < bk}, P̃0 = {1, p̂±m+k; k =

1, . . . , n, falls ak = bk} sowie

∆̃P =
{
q1 · · · qk(1− r1) · · · (1− rl)h1 · · ·hu; k, l, u ∈ N∗, qi, ri ∈ P̃ , hi ∈ P̃0

}
.

Im Beweis des nächsten Satzes wird KP = KP̃ mitbewiesen.

Das folgende Resultat ist in dieser Situation das Analogon zu Satz 1.14. Die Positivität
der Linearform muss nun statt auf ∆P auf der “größeren” Menge ∆̃P vorausgesetzt werden.

Satz 1.16. Sei P = {p1, . . . , pm} ⊂ R[x1, . . . , xn] mit KP ⊂ Rn kompakt und nichtleer.
Die Linearform L : R[x1, . . . , xn] → R besitzt genau dann ein darstellendes Maß µ auf

KP , wenn L ≥ 0 auf ∆̃P ist. In diesem Fall ist das darstellende Maß eindeutig bestimmt.
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Wie im Beweis von Satz 1.14 wird die Behauptung auf Theorem 1.1 zurückgeführt.

Beweis. Es sei C der von ∆̃P erzeugte konvexe Kegel. Dann gilt

C =
{

k∑
i=0

αiri; k ∈ N, α0, . . . , αk ≥ 0, r0, . . . , rk ∈ ∆̃P
}
⊂ R[x1, . . . , xn].

Wir überprüfen die Voraussetzungen von Theorem 1.1.
Es gilt 1 ∈ ∆̃P ⊂ C. Außerdem ist CC ⊂ C, da ∆̃P unter Multiplikation abgeschlossen

ist.
Um die Archimedizität von C zu beweisen, beobachten wir zunächst, dass die Men-

ge A =
{
q1 · · · qkh1 · · ·hu; k, u ∈ N∗, q1, . . . , qk ∈ P̃ , h1, . . . , hu ∈ P̃0

}
unter Multiplikation

abgeschlossen ist, sodass LH(A) ⊂ R[x1, . . . , xn] eine Unteralgebra ist. Da die Unteral-
gebra LH(A) die Monome x1, . . . , xn und 1 enthält, gilt LH(A) = R[x1, . . . , xn]. Es sei
p ∈ R[x1, . . . , xn] ein beliebiges Polynom. Aufgrund der vorherigen Beobachtung existie-
ren α1, . . . , αr, β1, . . . , βs > 0 und f1, . . . , fr, g1, . . . , gs ∈ A, sodass

−p = α1f1 + . . .+ αrfr − β1g1 − . . .− βsgs
gilt. Weil für h ∈ P̃0\{1} auch −h ∈ P̃0\{1} ist, können wir ohne Beschränkung der
Allgemeinheit annehmen, dass die Polynome g1, . . . , gs nur Produkte von Elementen in P̃
sind. Für ein i ∈ {1, . . . , s} sei gi = r0 · · · rk mit r0, . . . , rk ∈ P̃ . Dann gilt

1− gi = 1− r0 · · · rk = (1− r0) + r0(1− r1) + . . . r0 · · · rk−1(1− rk) ∈ C.

Fixiere ein N ∈ N mit N > β1 + . . .+ βs. Dann folgt aus

N − p = (α1f1 + . . .+ αrfr) + (β1(1− g1) + . . .+ βs(1− gs)) + (N − (β1 + . . .+ βs)) ∈ C

die Archimedizität von C.
Es bleibt noch KP = KC zu zeigen. Die Inklusion KC ⊂ KP folgt aus P ⊂ C. Zum

Beweis der zweiten Inklusion sei c ∈ KP , also p(c) ≥ 0 für alle p ∈ P . Für h ∈ P̃0 gilt
h = 1 oder h(c) = 0 und für q ∈ P̃ gilt 0 ≤ q ≤ 1 auf KP . Dies liefert p(c) ≥ 0 für alle
p ∈ ∆̃P und somit auch für alle p ∈ C.
Die Nichtnegativität von L auf ∆̃P ist äquivalent zur Nichtnegativität von L auf C,

sodass die Behauptung aus Theorem 1.1 folgt.

1.3 Positivstellensatz
Als Korollar zu Theorem 1.1 ergibt sich folgender Positivstellensatz:
Korollar 1.17. Ist C ⊂ R[x1, .., xn] ein archimedischer, konvexer Kegel, sodass 1 ∈ C,
CC ⊂ C und KC 6= ∅ sind, dann gilt für p ∈ R[x1, .., xn]:

Ist p > 0 auf KC, dann ist p ∈ C.
Für den Beweis werden wir einen algebraischen Trennungssatz verwenden, der nach

einer Definition formuliert werden kann:
Definition 1.18. Sei X ein R-Vektorraum und M ⊂ X eine nichtleere, konvexe Teil-
menge. Ein Punkt m ∈ M heißt algebraisch innerer Punkt von M , falls für alle x ∈ X
ein ε > 0 existiert, sodass

m+ εx ∈M.

Die Menge M i aller algebraisch inneren Punkte von M heißt algebraisches Inneres von
M .
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Analog zu einem Argument aus [10] zeigen wir, dass ein konvexer Kegel C ⊂ R[x1, . . . , xn]
mit 1 ∈ C genau dann archimedisch ist, wenn 1 im algebraischen Inneren liegt.
Sei C archimedisch und q ∈ R[x1, .., xn]. Dann existiert eine natürliche Zahl N ∈ N∗,

sodass N+q = N−(−q) ∈ C und damit auch 1+ 1
N
q = 1

N
(N+q) ∈ C, da C abgeschlossen

bezüglich der Multiplikation mit positiven reellen Zahlen ist.
Für die andere Richtung sei q ∈ R[x1, .., xn]. Wir wählen ein ε > 0, sodass 1+ε(−q) ∈ C.

Die archimedische Eigenschaft der natürlichen Zahlen liefert die Existenz eines N ∈ N
mit N ≥ 1

ε
. Dann ist N − q = (N − 1

ε
) + 1

ε
(1− εq) ∈ C.

Satz 1.19. Sei X ein R-Vektorraum und seien K1, K2 ⊂ X zwei konvexe Mengen mit
Ki

1 6= ∅, K2 6= ∅ und Ki
1 ∩ K2 = ∅. Dann existieren eine Linearform L : X → R und

eine Konstante λ ∈ R, sodass
L(y) ≤ λ ≤ L(x)

für alle x ∈ K1, y ∈ K2 und L(x) > λ für alle x ∈ Ki
1 gilt.

Wir werden diesen algebraischen Trennungssatz auf einen Trennungssatz aus der Theo-
rie der lokalkonvexen topologischen Vektorräume zurückführen. Der erste Teil des folgen-
den Beweises ist eine Abwandlung eines Beweises aus [17].

Beweis. Wir betrachten auf X die lokalkonvexe Topologie τ , deren Nullumgebungsbasis
aus allen absorbierenden, absolut konvexen, nichtleeren Teilmengen von X besteht.
Zuerst zeigen wir, dass für eine nichtleere, konvexe Teilmenge A ⊂ X die Identität

Ai = Int(A) gilt, wobei Int(A) das Innere von A bezüglich der Topologie τ bezeichnet.
Sei a ∈ Ai. Definiere U = (A − a) ∩ (a − A). Dann gilt 0 ∈ U und U ist als Schnitt

zweier konvexer Mengen konvex. Da auch U = −U gilt, ist U absolut konvex. Ist x ∈ X
beliebig, so existieren ε1, ε2 > 0, sodass a− ε1x ∈ A und a+ ε2x ∈ A liegen. Aufgrund der
Konvexität von A sind dann x1 = a−εx ∈ A und x2 = a+εx ∈ Amit ε = min{ε1, ε2} > 0.
Damit erhält man x = (a − x1)/ε ∈ (a − A)/ε und x = (x2 − a)/ε ∈ (A − a)/ε, folglich
gilt x ∈ U/ε, also ist U absorbierend. Somit ist U eine Nullumgebung und a + U ⊂ A,
also a ∈ Int(A).
Ist a ∈ Int(A) und x ∈ X beliebig, dann existiert eine absorbierende, absolut konvexe,

nichtleere Teilmenge U ⊂ X mit a + U ⊂ A sowie ein % > 0, sodass x ∈ %U ist, etwa
x = %y für y ∈ U . Dann gilt a+ x/% = a+ y ∈ a+ U ⊂ A und damit a ∈ Ai.
Nun beweisen wir die Existenz einer Linearform L : X → R und einer reellen Zahl

λ ∈ R mit den gewünschten Eigenschaften.
Es seienKi

1 = Int(K1) undK2 wie in der Voraussetzung. Dann sindKi
1,K2 konvexe, dis-

junkte Teilmengen von X und Ki
1 ist offen bezüglich der Topologie τ . Die Trennungssätze

für lokalkonvexe topologische Vektorräume liefern die Existenz einer stetigen Linearform
L : X → R und λ ∈ R, sodass L(x) ≤ λ < L(y) für x ∈ K2 und y ∈ Ki

1.
Wir nehmen an, dass ein a ∈ K1 mit L(a) < λ existiert. Wähle b ∈ Ki

1. Dann existiert
ein t0 ∈ (0, 1) mit L(t0a + (1− t0)b) = λ. Setze a′ = t0a + (1− t0)b. Für x ∈ X existiert
εx > 0 mit b + εxx ∈ K1. Dann gilt a′ + εx(1− t0)x = t0a + (1− t0)(b + εxx) ∈ K1, weil
K1 konvex ist. Damit folgt a′ ∈ Ki

1 im Widerspruch zu L(a′) = λ.

Ein alternativer Beweis wird in § 17.1(3) in [11] gegeben. Mit Hilfe des algebraischen
Trennungssatzes können wir nun den Beweis von Korollar 1.17 führen.

Beweis von Korollar 1.17. Ist p /∈ C, so liefert Satz 1.19 die Existenz einer Linearform
L : R[x1, . . . , xn] → R und einer reellen Zahl λ ∈ R mit L(p) ≤ λ ≤ L(x) für alle x ∈ C
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und λ < L(1), da der Kegel C konvex ist und als archimedischer Kegel den algebraisch
inneren Punkt 1 ∈ C besitzt.
Existiert ein r ∈ C mit L(r) < 0, so folgt der Widerspruch

L(p) ≤ L(tr) = tL(r) t→∞−→ −∞.

Damit gilt L ≥ 0 auf C sowie L 6= 0, da L(p) < L(1) ist, sodass Theorem 1.1 die
Existenz eines darstellenden Maßes µ 6= 0 auf KC für die Linearform L liefert.
Da µ ein positives Maß und p > 0 auf KC ist, gilt

0 ≤
∫
KC
p|KC dµ = L(p) ≤ λ ≤ L(0) = 0,

weil 0 ∈ C ist.
Aufgrund der Positivität von p auf KC folgt daraus p = 0 µ-fast überall auf KC, was

ein Widerspruch zu p > 0 auf KC und µ 6= 0 ist.

Wie wir im Beweis von Satz 1.14 gesehen haben, erfüllt der von ∆P erzeugte konvexe
Kegel die Voraussetzungen von Theorem 1.1, wenn P = {p1, . . . , ps} ⊂ R[x1, . . . , xn]
eine endliche Teilmenge ist, sodass KP ⊂ Rn nichtleer, kompakt und die von 1, p1, . . . , ps
erzeugte Algebra gleich dem Polynomring R[x1, . . . , xn] ist. Damit ist Theorem I.3.1 in
[17] ein Spezialfall von Korollar 1.17, wenn C der von ∆P erzeugte konvexe Kegel ist. In
dieser Situation kann mit Korollar 1.17 die Struktur der auf KC strikt positiven Polynome
beschrieben werden.
Als weiteres Resultat werden wir in Korollar 2.12 Schmüdgens Positivstellensatz fol-

gern.

22



2 Schmüdgens Theorem
In diesem Kapitel zeigen wir, dass Schmüdgens Theorem ein weiterer Spezialfall von
Theorem 1.1 ist. Dazu sind einige Vorbereitungen notwendig, da der Beweis insbesondere
Krivines Nullstellensatz benötigt. Dieses Resultat wird im ersten Abschnitt bewiesen.
Darüberhinaus beweisen wir Schmüdgens Positivstellensatz als Folgerung aus dem Po-

sitivstellensatz des letzten Abschnitts.

2.1 Krivines Positivstellensatz
Der Beweis des Positivstellensatzes von Krivine benötigt Tarskis Transferprinzip, das wir
allerdings nur zitieren möchten.

Satz 2.1 (Tarskis Transferprinzip). Sei (F,≤) eine angeordnete Körpererweiterung von
(R,≤) und es existiere ein Punkt a = (a1, . . . , an) ∈ F n, der ein endliches System von po-
lynomiellen Gleichungen und Ungleichungen mit Koeffizienten in R erfüllt. Dann existiert
ein Punkt b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn, der die selben Gleichungen und Ungleichungen erfüllt.

Ein Beweis dieser Aussage findet sich in Theorem 11.2.4 in [12].
Bevor wir den Positivstellensatz beweisen werden, sind einige Hilfsaussagen bereitzu-

stellen. Die Aussagen und Beweise im folgenden Abschnitt orientieren sich, wenn nicht
anders vermerkt, an [12].
Im Folgenden sei F ein Körper mit char(F ) 6= 2 und A ein kommutativer Ring mit 1.
Eine Präordnung von A ist eine Teilmenge T ⊂ A mit T + T ⊂ T , TT ⊂ T und a2 ∈ T

für alle a ∈ A.
Eine Teilmenge P ⊂ A heißt Ordnung von A, falls P + P ⊂ P , PP ⊂ P sowie

P ∪ −P = A, P ∩ −P = {0}.
Jede Ordnung ist eine Präordnung, denn ist a ∈ A, dann gilt a ∈ P oder −a ∈ P und

somit a2 = aa ∈ P oder a2 = (−a)(−a) ∈ P .

Lemma 2.2. Sei T ⊂ F eine Präordnung und f ∈ F\T .
Dann existiert eine bezüglich Inklusion maximale Präordnung P ⊂ F , sodass f /∈ P

und T ⊂ P . Die Präordung P ist eine Ordnung.

Beweis. Sei Γ = {P ⊂ F ;P Präordnung, f /∈ P, T ⊂ P}. Dann ist Γ bezüglich der
Mengeninklusion partiell geordnet und nicht leer, da T ∈ Γ.
Ist (Pλ)λ∈Λ eine Kette in Γ, dann besitzt P ′ = ⋃

λ∈Λ Pλ die Eigenschaften f /∈ P ′, T ⊂ P ′

und a2 ∈ P ′ für alle a ∈ F . Sind f, g ∈ P ′, so existiert ein λ0 ∈ Λ mit f, g ∈ Pλ0 . Weil Pλ0

ein Präordnung ist, gilt f + g, fg ∈ Pλ0 ⊂ P ′. Somit gilt P ′ ∈ Γ und das Zornsche Lemma
liefert die Existenz einer maximalen Präordnung P ∈ Γ.
Weil P eine Präordnung ist, genügt es P ∪ −P = F und P ∩ −P = {0} zu zeigen.
Wegen f /∈ P zeigt die Darstellung f =

(
f+1

2

)2
+ (−1)

(
f−1

2

)2
, dass auch −1 nicht in P

liegt.
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Die Formeln

(a1 − fb1) + (a2 − fb2) = (a1 + a2)− f(b1 + b2),
(a1 − fb1)(a2 − fb2) = (a1a2 + b1b2f

2)− f(a1b2 + a2b1)

für a1, a2, b1, b2 ∈ P zeigen, dass P − fP eine Präordnung ist. Aus

a = a− f(02) ∈ P − fP

für alle a ∈ P und
−f = 02 − f(12)

folgt zusammen mit der Maximalität von P bezüglich der Mengeninklusion, dass −f ∈ P
ist. Denn sonst würde folgen, dass f ∈ P − fP ist, etwa f = a− fb für a, b ∈ P . Daraus
folgt f(1 + b) = a und wegen −1 /∈ P also 1 + b 6= 0 ergibt sich der Widerspruch

f = a

1 + b
= a(1 + b)

( 1
1 + b

)2
∈ P.

Sei g ∈ F und g /∈ P . Analog zum obigen Argument sieht man, dass P + gP eine
Präordung ist und P ( P + gP gilt. Die Maximalität von P impliziert f ∈ P + gP , etwa
f = a+ gb mit a, b ∈ P , sodass −bg = a+ (−f) ∈ P gilt, weil −f ∈ P . Wegen f /∈ P gilt
a− f 6= 0 und somit b 6= 0. Damit folgt

−g = a− f
b

= (a− f)b
(1
b

)2
∈ P.

Damit haben wir gezeigt, dass P ∪ −P = F ist.
Sei g ∈ P ∩ −P . Die Annahme g 6= 0 liefert den Widerspruch

−1 = g(−g)
(

1
g

)2

∈ P.

Also ist auch P ∩ −P = {0}.

Ist a ⊂ A ein Ideal und A/a der Quotientenring, dann ist die Quotientenabbildung
ψ : A→ A/a ein surjektiver Ringhomomorphismus.
Eine Teilmenge S ⊂ A heißt multiplikativ, falls 1 ∈ S und mit f, g ∈ S auch fg ∈ S

gilt. Dann definiert

(r1, s1) ∼ (r2, s2) :⇔ ∃u ∈ S mit u(r1s2 − r2s1) = 0

eine Äquivalenzrelation auf A × S. Die Restklasse [(r1, s1)] wird mit r1
s1

bezeichnet. Die
Menge der Restklassen S−1A = A×S/ ∼ wird vermöge der wohldefinierten Verknüpfungen

r1

s1
+ r2

s2
= r1s2 + r2s1

s1s2
r1

s1

r2

s2
= r1r2

s1s2

zu einem kommutativen Ring mit 1.
Ist A ein Integritätsring, dann ist S = A\{0} multiplikativ und S−1A stimmt mit dem

Quotientenkörper Q(A) überein.
Für ein Primideal p ist S = A\p multiplikativ. In diesem Fall schreiben wir Ap für

S−1A. Der Übergang von A zu Ap heißt die Lokalisierung von A in p.
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Proposition 2.3. (a) Es gibt eine bezüglich der Mengeninklusion ordnungserhaltende
Bijektion zwischen der Menge der Ideale b ⊂ A, die a enthalten, und den Idealen
b̄ ⊂ A/a. Dieselbe Aussage gilt für die Primideale von A, die a enthalten, und die
Primideale von A/a.

(b) Für ein Primideal p ⊂ A stehen die Primideale von Ap in Bijektion zu den Prim-
idealen von A, die in p enthalten sind.

Beweis. (a) Man kann zeigen, dass ψ̃ : {b̄; b̄ ⊂ A/a Ideal} → {b; b ⊂ A Ideal mit a ⊂
b}, b̄ 7→

−1
ψ (b̄) eine bijektive Abbildung ist und dass das Bild der Einschränkung von ψ̃

auf die Primideale in A/a genau die Primideale in A sind, die a enthalten.
(b) siehe Corollary 3.13 in [3].

Für ein Ideal I ⊂ A nennt man
√
I = {a ∈ A; es gibt ein m ∈ N mit am ∈ I}

das Radikal von I. Dann ist
√
I ⊂ A ein Ideal, denn ist am ∈ I und f ∈ A, so gilt

(fa)m = fmam ∈ I und für am, bn ∈ I ist auch (a + b)m+n = ∑m+n
i=0

(
n
i

)
aibm+n−i ∈ I, da

i ≥ m oder m + n − i ≥ n (Der binomische Lehrsatz gilt in beliebigen kommutativen
Ringen mit 1).
Das Nullradikal R ist definiert als die Menge aller nilpotenten Elemente von A, daher

gilt R =
√
{0}.

Die Beweise der Aussagen (a) und (b) der folgenden Proposition sind [3] entnommen,
die Beweise der übrigen Teile [12].

Proposition 2.4. Sei I ⊂ A ein Ideal.

(a) Das Nullradikal ist der Durchschnitt aller Primideale von A.

(b)
√
I ist der Durchschnitt aller Primideale, die über I liegen.

(c) Für jedes Primideal p, das über I liegt, existiert ein minimales über I liegendes
Primideal p′ mit p′ ⊂ p.

(d) Wenn p ein minimales über I liegendes Primideal und a ∈ p ist, dann existiert ein
b ∈ A\p und ein n ∈ N, sodass anb ∈ I ist.

Beweis. (a) Es bezeichneR′ den Durchschnitt aller Primideale von A. Ist f ∈ A nilpotent,
etwa fm = 0 für ein m ∈ N und p ein Primideal von A. Dann gilt fm = 0 ∈ p, also f ∈ p,
weil p ein Primideal ist. Folglich gilt f ∈ R′.
Für die umgekehrte Richtung nehmen wir an, dass f nicht nilpotent sei und bezeichnen

mit Γ die Menge aller Ideale a mit fm /∈ a für alle m ∈ N. Diese ist durch die Men-
geninklusion partiell geordnet und nicht leer, da {0} ∈ Γ. Für eine Kette (pλ)λ∈Λ in Γ ist
die Vereingung q = ∪λ∈Λpλ erneut ein Ideal, denn 0 ∈ q und sind a, b ∈ q, c ∈ A, dann
existiert ein λ0 ∈ Λ mit a, b ∈ pλ0 und damit a + b, ac ∈ pλ0 ⊂ q. Wegen fm /∈ q für
m ∈ N ist q ∈ Γ und damit existiert nach dem Zornschen Lemma ein maximales Element
p ∈ Γ. Wir zeigen nun, dass p ein Primideal ist. Sind a, b /∈ p, so ist p strikt in p + (a)
und in p+ (b) enthalten, diese Ideale gehören also nicht zu Γ. Deshalb existieren k, l ∈ N,
sodass fk ∈ p + (a) und f l ∈ p + (b), etwa fk = p1 + a1 und f l = p2 + b1 mit p1, p2 ∈ p
und a1 ∈ (a), b1 ∈ (b). Dann gilt fk+l = (p1p2 + p1b1 + p2a1) + a1b1 ∈ p + (ab). Somit ist
p + (ab) /∈ Γ und daraus folgt ab /∈ p. Somit ist p ein Primideal mit f /∈ p.
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(b) Beachte Proposition 2.3 (a) und wende Teil (a) auf A/I an.
(c) Es sei Γ = {q ⊂ A; q Primideal, I ⊂ q ⊂ p}. Dann gilt p ∈ Γ. Wir betrachten

auf Γ die partielle Ordnung, die durch die umgekehrte Mengeninklusion gegeben ist. Für
eine beliebige Familie von Idealen ist der Durchschnitt ein Ideal. Somit ist für eine Kette
(pλ)λ∈Λ von Primidealen der Schnitt q = ∩λ∈Λpλ erneut ein Ideal und sind f, g ∈ A
mit fg ∈ q, dann ist f ∈ pλ oder g ∈ pλ für jedes λ ∈ Λ. Angenommen g /∈ q, dann
existiert λ0 ∈ Λ mit g /∈ pλ0 . Es folgt g /∈ pλ für alle pλ ⊂ pλ0 , folglich f ∈ pλ für alle
pλ ⊂ pλ0 . Für die restlichen pλ gilt dies aufgrund von pλ ⊃ pλ0 auch. Damit gilt f ∈ q. Das
Bilden des Durchschnitts erhält die Inklusionsbeziehungen, sodass q ∈ Γ und deshalb ein
Maximum der Kette (pλ)λ∈Λ bezüglich der umgekehrten Mengeninklusion ist. Aus dem
Zornschen Lemma folgt die Existenz eines minimalen Primideals p′ mit den gewünschten
Eigenschaften.

(d) Es bezeichne ψ : A → A/I die Quotientenabbildung und p1 = ψ(p) das Bild des
minimalen Primideals p. Dann ist p1 ein Primideal. Die Minimalität von p besagt, dass
es kein von p verschiedenes Primideal in A gibt, das zwischen I und p liegt. Damit folgt
aus Proposition 2.3 (a), dass kein Primideal in A/I existiert, das strikt in p1 enthalten
ist. Wir lokalisieren nun A/I in p1. Dann ist p2 = {p

s
; p ∈ p1, s ∈ (A/I)\p1} ⊂ (A/I)p1

ein Primideal. Proposition 2.3 (b) liefert, dass p2 das einzige Primideal in (A/I)p1 ist. Mit
Teil (a) erhält man

√
{0} = p2. Es gilt ã = ψ(a) ∈ p1 und ã

1 ∈ p2. Aus diesem Grund
existiert m ∈ N mit

(
ã
1

)m
= 0. Es folgt

(
ã
1

)m
∼ 0

1 , sodass b̃ ∈ (A/I)\p1 mit b̃ãm = 0
existiert. Deshalb gibt es b ∈ A\p mit b̃ = ψ(b). Aus b̃ãm = 0 erhält man bam ∈ I.

Ist B ein weiterer kommutativer Ring mit 1, ϕ : A → B ein Ringhomomorphismus
mit ϕ(1) = 1 und S ⊂ B eine Präordnung, dann ist −1

ϕ (S) eine Präordnung in A. Für
eine Präordnung T ⊂ A nennt man die kleinste Präordnung in B, die ϕ(T ) enthält, die
Fortsetzung E von T nach B bezüglich ϕ.
Ist M ⊂ A multiplikativ abgeschlossen und 1 ∈M , so ist

P (M) =
{

k∑
i=0

b2
i si; k ∈ N, b0, . . . , bk ∈ B, s0, . . . , sk ∈M

}
(2.1)

die kleinste Präordnung in A, die M enthält.
Weil ϕ(T ) multiplikativ abgeschlossen und 1 ∈ ϕ(T ) ist, gilt:

E = P (ϕ(T )) =
{

k∑
i=0

b2
iϕ(si); k ∈ N, b0, . . . , bk ∈ B, s0, . . . , sk ∈ T

}
.

Proposition 2.5. Ist A ein Integritätsring und F = Q(A) sein Quotientenkörper sowie
T ⊂ A eine Präordnung mit T ∩ −T = {0} und ψ : A ↪→ F die kanonische Inklusion,
dann ist die Fortsetzung E von T nach F bezüglich ψ eine echte Teilmenge von F .

Beweis. Ein allgemeines Element r ∈ E hat nach Gleichung (2.1) die Gestalt r =∑
i

(
ai

bi

)2
si für ai, bi ∈ A, bi 6= 0 und si ∈ T . Definiert man b = Πibi, dann gilt b 6= 0, weil

A ein Integritätsring ist. Für s = ∑
i (aiΠj 6=ibj)2 si, gilt r = s

b2 , also kann ein beliebiges
Element von E in der Form s/b2 mit s ∈ T und b ∈ A\{0} geschrieben werden.
Wir zeigen nun E ( F , indem wir die Annahme −1 ∈ E zum Widerspruch führen.

Seien s ∈ T und b ∈ A\{0} mit −1 = s/b2. Dann folgt −b2 = s ∈ T und damit
b2 ∈ T ∩ −T = {0}, da alle Quadrate Elemente von T sind. Die Tatsache, dass A ein
Integritätsring ist, liefert den Widerspruch b = 0.
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Es sei T ⊂ A eine Präordnung und 2 eine Einheit in A, also 1
2 ∈ A. Ein Ideal I ⊂ A

heißt T -konvex, falls mit s1, s2 ∈ T und s1 + s2 ∈ I auch s1, s2 ∈ I gilt.

Proposition 2.6. Es sei T ⊂ A eine Präordnung, I = T ∩ −T . Dann gilt:

(a) I ist ein Ideal und T -konvex.

(b) T = A ist äquivalent zu −1 ∈ T .

(c) Ist p ⊂ A ein minimales über I liegendes Primideal, dann ist p T -konvex.

Beweis. (a) Es gilt 0 ∈ T ∩−T und sind f, g ∈ T ∩−T , dann ist f+g ∈ T und −(f+g) =
(−f) + (−g) ∈ T . Für f ∈ A und g ∈ T ∩ −T folgt: fg =

(
f+1

2

)2
g +

(
f−1

2

)2
(−g) ∈ T

sowie −fg =
(
f+1

2

)2
(−g) +

(
f−1

2

)2
g ∈ T.

Es seien f, g ∈ T und f + g ∈ T ∩ −T , dann ist −(f + g) ∈ T und damit −f =
g + (−(f + g)) ∈ T , sodass f ∈ T ∩ −T und g = (f + g) + (−f) ∈ T ∩ −T folgt.
(b) Es ist nur eine Richtung zu beweisen: Sei −1 ∈ T . Dann ist 1 ∈ I und damit I = A,

weil I nach Teil (a) ein Ideal ist. Aus I = T ∩ −T folgt T = A.
(c) Seien s1, s2 ∈ T und s1 + s2 ∈ p. Nach Proposition 2.4 (d) existieren ein m ∈ N

und ein u /∈ p, sodass u(s1 + s2)m ∈ I und damit u2(s1 + s2)m ∈ I ist. Der binomische
Lehrsatz liefert

u2(s1 + s2)m =
m∑
i=0

u2
(
m

i

)
si1s

m−i
2 .

Jeder der Summanden auf der rechten Seite liegt in T , da
(
m
i

)
∈ N ist. Weil I nach Teil (a)

T -konvex ist, gilt u2
(
m
i

)
si1s

m−i
2 ∈ I für i = 0, . . . ,m. Für i = m erhält man u2sm1 ∈ I ⊂ p

und damit s1 ∈ p, denn p ist ein Primideal und u /∈ p. Der Fall i = 0 liefert analog
s2 ∈ p.

Für P = {p1, . . . , ps} ⊂ R[x1, . . . , xn] bezeichne TP die von P erzeugte Präordnung, das
heißt

TP =
{

k∑
i=0

q2
i ri; k ∈ N, q0, . . . , qk ∈ R[x1, . . . , xn], r0, . . . , rk ∈M

}
, (2.2)

wobei M = {pα;α ∈ Ns} mit p = (p1, . . . , ps) ∈ R[x1, . . . , xn]s ist. Nun haben wir alle
Hilfsmittel an der Hand, um Krivines Positivstellensatz zu beweisen.

Satz 2.7 (Positivstellensatz). Es sei P ⊂ R[x1, . . . , xn] eine endliche Teilmenge, K =
KP ⊂ Rn sowie T = TP ⊂ R[x1, . . . , xn] wie oben definiert und f ∈ R[x1, . . . , xn]. Dann
gilt

(i) f > 0 auf K genau dann, wenn Polynome p, q ∈ T existieren, sodass pf = 1 + q,

(ii) f ≥ 0 auf K genau dann, wenn eine natürliche Zahl m ∈ N und Polynome p, q ∈ T
existieren, sodass pf = f 2m + q,

(iii) f = 0 auf K genau dann, wenn eine natürliche Zahl m ∈ N existiert, sodass −f 2m ∈
T ,

(iv) K = ∅ genau dann, wenn −1 ∈ T .
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Die vier Teile des Positivstellensatzes sind äquivalent. Im Folgenden werden wir nur Teil
(i) des Positivstellensatzes benötigen. Deshalb zeigen wir die Äquivalenz von (i) und (iv)
sowie die Gültigkeit von (iv). Ein Beweis der Äquivalenz der restlichen Aussagen findet
sich in [12].

Beweis. (iv)⇒(i): Sei pf = 1 + q mit p, q ∈ T . Dann gilt pf > 0 auf K, da q ≥ 0 auf K
ist. Daraus folgt f > 0 auf K, weil p ≥ 0 auf dieser Menge ist.
Sei umgekehrt f > 0 auf K. Betrachte P ′ = P ∪ {−f}. Dann gilt KP ′ = ∅, da f > 0

auf K und KP ′ ⊂ K, somit −1 ∈ TP ′ . Wegen TP ′ = TP − fTP existieren p, q ∈ TP mit
−1 = q − fp also pf = 1 + q.
(i)⇒(iv): Wegen K = KT liefert −1 ∈ T unmittelbar K = ∅. Um die umgekehrte

Richtung zu beweisen, sei K = ∅, sodass −1 > 0 auf K ist. Damit existieren p, q ∈ T mit
p(−1) = 1 + q, somit −1 = p+ q ∈ T .
Wir zeigen jetzt die Gültigkeit der Äquivalenz in (iv). Wie oben gesehen, folgt aus
−1 ∈ T direkt K = ∅. Sei zum Beweis der umgekehrten Implikation K = ∅. Wir nehmen
an, dass −1 /∈ T . Damit ist T∩−T ( R[x1, . . . , xn] und T∩−T ist nach Proposition 2.6 (a)
ein Ideal. Weil jedes Ideal in einem kommutativen Ring mit Eins in einem maximalen Ideal
enthalten ist, existiert nach Proposition 2.4 ein minimales Primideal p ⊂ R[x1, . . . , xn],
dass über T∩−T liegt. Da p ein Primideal ist, ist R[x1, . . . , xn]/p ein Integritätsring, sodass
wir den Quotientenkörper F = Q(R[x1, . . . , xn]/p) betrachten können. Wir betrachten die
Abbildungen

R
ϕ1
↪→ R[x1, . . . , xn] ϕ2→ R[x1, . . . , xn]/p ϕ3

↪→ F = Q (R[x1, . . . , xn]/p)

r 7→ r q 7→ q + p = q̄ q̄ 7→ q̄

1̄ .

Da p ein echtes Ideal ist, ist ϕ2 ◦ϕ1 injektiv und somit auch ϕ = ϕ3 ◦ϕ2 ◦ϕ1. Folglich ist
R ↪→ F eine Körpererweiterung.
Weil p nach Proposition 2.6 (c) T -konvex ist, besitzt die Fortsetzung T0 = ϕ2(T ) von T

nach R[x1, . . . , xn]/p die Eigenschaft T0∩−T0 = {0}. Damit sind die Voraussetzungen von
Proposition 2.5 erfüllt und aus dieser folgt, dass die Fortsetzung T1 von T0 nach F eine
echte Präordnung ist. Proposition 2.6 (b) besagt −1 /∈ T1, sodass Lemma 2.2, angewendet
auf T1 und f = −1, die Existenz einer Ordnung P1 ⊂ F mit T1 ⊂ P1 impliziert.
Für a, b ∈ F schreiben wir a ≤ b genau dann, wenn b− a ∈ P1. Auf diese Weise wird F

zu einem angeordneten Körper.
Da −1

ϕ (P1) ⊂ R eine Ordnung ist, die eindeutige Ordnung auf R, ist (F,≤) eine ange-
ordnete Körpererweiterung von (R,≤).
Wir zeigen, dass ein Element a = (a1, . . . , an) ∈ F n existiert, sodass pi(a) ≥ 0 für

i = 1, . . . , s.
Setze ai = x̄i = xi + p ∈ F für i = 1, . . . , n. Für ein beliebiges g ∈ R[x1, . . . , xn],

etwa g = ∑
α∈J cαx

α mit einer endlichen Teilmenge J ⊂ Nn und cα ∈ R für alle α ∈ J ,
bezeichne ḡ = ϕ3 ◦ ϕ2(g) das Bild von g in F , dann gilt:

ḡ =
∑
α∈J

c̄αx̄
α =

∑
α∈J

cαx̄
α1
1 · · · x̄αn

n = g(a)

Aus diesem Grund genügt es zu zeigen, dass p̄i ≥ 0 für i = 1, . . . , s. Aus pi ∈ T folgt
p̄i = ϕ3 ◦ ϕ2(pi) ∈ ϕ3 ◦ ϕ2(T ) ⊂ T1 ⊂ P1 und damit p̄i ≥ 0 für i = 1, . . . , s. Damit gelten
für a = (a1, . . . , an) ∈ F n die Ungleichungen pi(a) ≥ 0 für i = 1, . . . , s.
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Weil (F,≤) eine angeordnete Körpererweiterung von (R,≤) ist, können wir Tarskis
Transferprinzip in Satz 2.1 anwenden. Dieses liefert die Existenz eines b ∈ Rn mit pi(b) ≥ 0
für i = 1, . . . , s. Somit gilt b ∈ K im Widerspruch zu K 6= ∅.

2.2 Schmüdgens Theorem
Eine Präordnung T ⊂ A in einem kommutativen Ring mit Eins heißt archimedisch, falls
für jedes a ∈ A eine natürliche Zahl N ∈ N existiert, sodass N − a ∈ T .
Wir wollen nun ein Resultat von Wörmann zeigen, das im Beweis von Schmüdgens

Theorem garantieren wird, dass die Voraussetzungen von Theorem 1.1 erfüllt sind.

Satz 2.8. Für eine endliche Teilmenge P = {p1, . . . , ps} ⊂ R[x1, . . . , xn] sind äquivalent:

(i) TP ist archimedisch.

(ii) KP ist kompakt.

Hierbei seien die Bezeichnungen wie in Satz 2.7 gewählt.

Für den Beweis benötigen wir noch ein Kriterium, um zu entscheiden, wann eine Prä-
ordnung in R[x1, . . . , xn] archimedisch ist.

Lemma 2.9. Sei T ⊂ R[x1, . . . , xn] eine Präordnung. Dann sind die folgenden Aussagen
äquivalent:

(i) T ist archimedisch.

(ii) Es existiert ein N ∈ N, sodass N −
n∑
i=1

x2
i ∈ T .

Beweis. Der Beweis folgt [12].
Da nur die Richtung (ii)⇒ (i) zu zeigen ist, gelte (ii). Wir dürfen natürlich annehmen,

dass N ≥ 1 ist. Nutzt man die Eigenschaften einer Präordnung, so ergibt sich:

N − x2
i =

N − n∑
j=1

x2
j

+
n∑
j=1
j 6=i

x2
j ∈ T.

Darüberhinaus liefern die Eigenschaften einer Präordung:

N − xi = 1
2
(
(N − 1) +

(
N − x2

i

)
+ (xi − 1)2

)
∈ T

N + xi = 1
2
(
(N − 1) +

(
N − x2

i

)
+ (xi + 1)2

)
∈ T.

Als nächstes zeigen wir, dass die Menge

A = {p ∈ R[x1, . . . , xn];∃N ∈ N : N − p ∈ T,N + p ∈ T} ⊂ R[x1, . . . , xn]

ein Unterring ist.
Es gilt offensichtlich 0, 1 ∈ T . Sind p, q ∈ A, etwa np, nq ∈ N, sodass np ± p ∈ T und

nq ± q ∈ T sind, dann gilt:

(np + nq)− (p− q) = (np − p) + (nq + q) ∈ T
(np + nq) + (p− q) = (np + p) + (nq − q) ∈ T,
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folglich p− q ∈ A. Damit ist A eine additive Untergruppe.
Es bleibt die Abgeschlossenheit von A unter der Multiplikation zu zeigen. Es seien a, b ∈

A. Aufgrund der Identität ab = 1
4 ((a+ b)2 − (a− b)2) genügt es die Abgeschlossenheit

gegenüber Quadrieren zu beweisen. Sei N ∈ N so gewählt, dass N+a ∈ T und N−a ∈ T .
Dann gilt N2 + a2 ∈ T und N2 − a2 = (N + a)(N − a) ∈ T .
Wir beenden den Beweis, indem wir zeigen, dass A = R[x1, . . . , xn] ist.
Weil sich jede nichtnegative reelle Zahl als Quadrat einer reellen Zahl schreiben lässt,

gilt R+
0 ⊂ T und damit R ⊂ A. Da außerdem x1, . . . , xn ∈ A ist und A ⊂ R[x1, . . . , xn]

ein Unterring ist, folgt A = R[x1, . . . , xn].

Beweis von Satz 2.8. Der Beweis folgt [12].
Wir setzen T = TP und K = KP .
Sei T archimedisch. Die Menge K ist als Schnitt über Urbilder abgeschlossener Mengen

unter stetigen Funktionen abgeschlossen. Es gilt K = KT und es existiert eine natürliche
Zahl N ∈ N mit N − ∑n

i=1 x
2
i ∈ T . Aus N − ‖x‖2 ≥ 0 auf K folgt ‖x‖2 ≤ N für alle

x ∈ K. Damit ist K auch beschränkt und nach Heine-Borel kompakt.
Sei für die umgekehrte Richtung K = KP kompakt. Dann existiert ein k ∈ N, sodass

k −∑n
i=1 x

2
i > 0 auf K ist. Aus dem Positivstellensatz 2.7 folgt die Existenz von p, q ∈ T

mit p (k −∑n
i=1 x

2
i ) = 1 + q. Damit gilt:

(1 + q)
(
k −

n∑
i=1

x2
i

)
= p

(
k −

n∑
i=1

x2
i

)2

∈ T. (2.3)

Es sei T ′ die Präordnung in R[x1, . . . , xn], die von P ′ = P ∪ {k −∑n
i=1 x

2
i } erzeugt wird.

Es gilt: T ′ = T + (k − ∑n
i=1 x

2
i )T . Wegen k − ∑n

i=1 x
2
i ∈ T ′ folgt aus Lemma 2.9, dass

T ′ archimedisch ist. Insbesondere existiert eine positive, natürliche Zahl m ∈ N∗, sodass
m−q ∈ T ′ ist. Diesesm können wir gerade wählen. Dann gibt es t1, t2 ∈ T mitm−q = t1+
(k−∑n

i=1 x
2
i )t2. Aus Gleichung (2.3) folgt (m−q)(1+q) = t1(1+q)+p(k−∑n

i=1 x
2
i )2t2 ∈ T .

Somit folgt (m− q)(1 + q) ∈ T und daraus erhält man

m+ m2

4 − q = (m− q)(1 + q) +
(
m

2 − q
)2
∈ T.

Gleichung (2.3) liefert:

T 3 k
(
m+ m2

4 − q
)

+ (1 + q)
(
k −

n∑
i=1

x2
i

)
+ q

n∑
i=1

x2
i = k

(
m+ m2

4

)
+ k −

n∑
i=1

x2
i

= k

(
m2

4 +m+ 1
)
−

n∑
i=1

x2
i = k

(
m

2 + 1
)2
−

n∑
i=1

x2
i = N −

n∑
i=1

x2
i ,

wobei N = k
(
m
2 + 1

)2
∈ N gesetzt wurde.

Damit ist N −∑n
i=1 x

2
i ∈ T und nach Lemma 2.9 ist T archimedisch.

Nun können wir Schmüdgens Theorem als Korollar zu Theorem 1.1 beweisen:

Korollar 2.10 (Schmüdgen). Sei P = {p1, . . . , ps} ⊂ R[x1, . . . , xn], sodass KP ⊂ Rn

nichtleer und kompakt ist. Sei T = TP definiert wie in Gleichung (2.2). Dann sind für
eine lineare Abbildung L : R[x1, . . . , xn]→ R äquivalent:

(i) L ≥ 0 auf T .
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(ii) L besitzt ein darstellendes Maß µ auf KP .

Beweis. Es genügt, die Implikation (ii) ⇒ (i) zu zeigen. Sei also L ≥ 0 auf T . Da T eine
Präordnung ist, gilt 1 ∈ T , T + T ⊂ T und TT ⊂ T . Außerdem zeigt Gleichung (2.2)
die Abgeschlossenheit gegenüber der Multiplikation mit nichtnegativen reellen Zahlen.
Satz 2.8 liefert die Archimedizität von T , sodass T die Voraussetzungen von Theorem 1.1
erfüllt. Damit folgt die Behauptung aus Theorem 1.1.

Bemerkung 2.11. Aus Proposition 2.6 (b) und Krivines Positivstellensatz (Satz 2.7)
folgt, dass KP genau dann nichtleer ist, wenn T = R[x1, . . . , xn] ist. In diesem Fall erfüllt
allerdings nur L = 0 die Bedingung (i) aus Schmüdgens Theorem.

Nun führen wir Schmüdgens Positivstellensatz auf den “abstrakten” Positivstellensatz
in Korollar 1.17 zurück.

Korollar 2.12 (Schmüdgens Positivstellensatz). Sei P = {p1, . . . , ps} ⊂ R[x1, . . . , xn]
eine Teilmenge mit kompakter Positivstellenmenge K = KP ⊂ Rn.
Dann gilt für p ∈ R[x1, . . . , xn]:

Aus p > 0 auf K folgt p ∈ TP .

Beweis. In dem Fall, dass K die leere Menge ist, gilt nach vorheriger Bemerkung TP =
R[x1, . . . , xn] und es ist nichts zu zeigen. Ansonsten folgt aus Satz 2.8, dass TP archime-
disch ist und damit die Voraussetzungen von Theorem 1.1 erfüllt, sodass sich die Behaup-
tung aus Korollar 1.17 mit C = TP folgt.
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3 Subnormale Operatoren
Dieses Kapitel beinhaltet die Anwendung der Ergebnisse über Momentenprobleme in
der Theorie der subnormalen Operatorentupel. Dazu werden im ersten Abschnitt eini-
ge Grundlagen zu subnormalen Operatoren und positiven, operatorwertigen Maßen zu-
sammengestellt. Der zweite Abschnitt behandelt dann die Übertragung der Resultate aus
Abschnitt I.4 in [17] auf die in dieser Arbeit betrachtete Verallgemeinerung. Dabei werden
die Ergebnisse aus Kapitel 1 verwendet. Zum Schluss werden wir noch einige Beispiele für
subnormale Operatoren geben.
Im gesamten Kapitel sei H ein Hilbertraum über den komplexen Zahlen.

3.1 Grundlagen
Ein Tupel von Operatoren S = (S1, . . . , Sn) ∈ L (H)n heißt vertauschend, wenn

SiSj = SjSi für i, j = 1, . . . , n

gilt. In diesem Fall sagt man auch: S ist ein Tupel kommutierender Operatoren.

Definition 3.1. Es sei S = (S1, . . . , Sn) ∈ L (H)n ein Tupel kommutierender Operatoren.

(i) S heißt subnormal, falls ein Hilbertraum K ⊃ H und ein Tupel N = (N1, . . . , Nn) ∈
L (K)n kommutierender, normaler Operatoren existieren, sodass H invariant unter
N1, . . . , Nn ist und Si = Ni|H für i = 1, . . . , n ist. Das Operatorentupel N heißt
normale Erweiterung von S.

(ii) Für ein subnormales Tupel S heißt eine normale Erweiterung N minimale normale
Erweiterung, falls K der einzige reduzierende Teilraum von N ist, der H enthält.

Die Betrachtung subnormaler Operatorentupel geht auf Takasi Itô in [9] zurück. Genau
wie im eindimensionalen Fall (siehe [5]) beweist man den folgenden Satz.

Satz 3.2. Für jedes subnormale Operatorentupel ist die minimale normale Erweiterung
bis auf unitäre Äquivalenz eindeutig bestimmt.

Es sei X ein topologischer Raum und B(X) seine Borel-σ-Algebra.

Definition 3.3. Eine Abbildung E : B(X)→ L (H) heißt operatorwertiges Maß auf X,

wenn für jede Folge disjunkter Mengen (Bi)i∈N in B(X) und B =
∞⋃
i=0

Bi

〈E(B)x, y〉 =
∞∑
i=0
〈E(Bi)x, y〉 (3.1)

für alle x, y ∈ H gilt, das heißt, dass die Reihe
∞∑
i=0

E(Bi) in der schwachen Operatortopo-

logie gegen E(B) konvergiert.
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Wir wollen nun zeigen, dass die Reihe
∞∑
i=0

E(Bi) sogar in der starken Operatortopolo-

gie gegen E(B) konvergiert. Der Satz von Orlicz-Pettis (Corollary 4 in Kapitel I.4 von
[6]) besagt, dass für eine Folge (xn)n∈N in einem Banachraum B aus der schwachen Kon-
vergenz der Reihe ∑∞j=0 xnj

für jede Teilfolge (xnj
)j∈N die unbedingte Konvergenz der

Reihe ∑∞n=0 xn folgt, das heißt, dass für jede Bijektion π : N → N die Reihe ∑∞n=0 xπ(n)
in der Norm konvergiert. Ist (Bi)i∈N eine Folge disjunkter Mengen in B(X), so ist auch
jede Teilfolge eine Folge disjunkter Mengen. Daher besagt Gleichung (3.1) nach dem Satz
von Riesz-Fréchet, dass für festes x ∈ H die Folge (E(Bi)x)i∈N im Banachraum H der
Voraussetzung des Satzes von Orlicz-Pettis genügt. Somit gilt

∞∑
i=0

E(Bi)x = E(B)x

für alle x ∈ H.
Die nächste Definition führt zwei wichtige Arten von operatorwertigen Maßen ein.

Definition 3.4. Es sei E : B(X)→ L (H) ein operatorwertiges Maß auf X.
Dann heißt E

• positiv, falls E(∅) = 0, E(X) = 1 und E(B) ≥ 0 für alle B ∈ B(X) gilt.

• Spektralmaß, falls E(∅) = 0, E(X) = 1, E(B1 ∩ B2) = E(B1)E(B2) und E(B) =
E(B)∗ für alle B,B1, B2 ∈ B(X) gilt.

Man beachte, dass für ein Spektralmaß E und für alle B ∈ B(X) der Operator E(B)
eine Orthogonalprojektion ist, sodass jedes Spektralmaß auch ein positives, operatorwer-
tiges Maß ist.
In Analogie zum Träger eines positiven Maßes möchten wir den Träger eines positiven,

operatorwertigen Maßes einführen. Dazu sei X nun ein separabler metrischer Raum und
E : B(X)→ L (H) ein positives, operatorwertiges Maß auf X. Dann wird für jedes x ∈ H
durch

µx : B(X)→ [0,∞), µx(A) = 〈E(A)x, x〉
ein positives Borelmaß µx auf X definiert. Es sei

U = {U ;U ⊂ X offen, E(U) = 0}.

Nach dem Satz von Lindelöf existiert eine Folge (Ui)i∈N in U, sodass

V =
⋃

(U ;U ∈ U) =
⋃
i∈N

Ui

ist und damit
0 ≤ 〈E(V )x, x〉 = µx(V ) ≤

∞∑
i=0

µx(Ui) = 0

für alle x ∈ H gilt. Damit ist V die größte offene Teilmenge von X mit E(V ) = 0. Erneut
definiert man den Träger von E als die Menge supp(E) = X\V . Der Träger ist die kleinste
abgeschlossene Menge mit E(X\ supp(E)) = 0.

Lemma 3.5. In der obigen Situation gilt:

supp(E) =
⋃
x∈H

supp(µx).
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Beweis. Wir setzen V = X\ supp(E) und W = X\⋃x∈H supp(µx). Damit ist die Behaup-
tung äquivalent zu V = W .
Aus E(V ) = 0 folgt µx(V ) = 0 und daraus supp(µx) ⊂ X\V = supp(E) für alle x ∈ H.

Aufgrund der Abgeschlossenheit von supp(E) liefert dieses Argument
⋃
x∈H

supp(µx) ⊂ supp(E),

also W ⊃ V .
Für die umgekehrte Inklusion beachte, dass aus W ⊂ X\ supp(µx) die Ungleichung

0 ≤ µx(W ) ≤ µx(X\ supp(µx)) = 0 für alle x ∈ H folgt. Also gilt E(W ) = 0. Weil
W ⊂ X eine offene Teilmenge ist, folgt daraus W ⊂ V .

Als nächstes soll zu einem Tupel vertauschender, normaler Operatoren ein Spektralmaß
assoziiert werden. Zur Vorbereitung benötigen wir das folgende Resultat, das in Theorem
12.16 in [14] bewiesen wird.

Satz 3.6 (Fuglede-Putnam-Rosenblum). Es seien M , N , T ∈ L (H), M , N normal und
MT = TN . Dann gilt: M∗T = TN∗.

Ein wichtiger Spezialfall dieses Satzes ist der FallM = N . Dann gilt für einen normalen
Operator N ∈ L (H) und einen Operator T ∈ L (H), dass N∗T = TN∗ aus NT =
TN folgt. Diese Tatsache wird im Folgenden an vielen Stellen ohne explizite Erwähnung
verwendet.
Es sei N = (N1, . . . , Nn) ∈ L (H)n ein vertauschendes Tupel normaler Operatoren.

Dann folgt aus dem vorherigen Satz, dass die unitale C∗-Algebra C∗(N) ⊂ L (H), die
von N1, . . . , Nn erzeugt wird, kommutativ ist. Die Menge

∆C∗(N) = {λ;λ : C∗(N)→ C nichttriviales, multiplikatives, lineares Funktional}

nennt man den Gelfandraum von C∗(N). Darüberhinaus bezeichne N̂i die Gelfandtrans-
formierte

N̂i : ∆C∗(N) → C, λ 7→ λ(Ni)

von Ni für i = 1, . . . , n. Es sei N̂ = (N̂1, . . . , N̂n). Dann heißt σ(N) = N̂(∆C∗(N)) ⊂ Cn das
gemeinsame Spektrum von N [8]. Wir werden diese Menge im Folgenden einfach als das
Spektrum des normalen Tupels N bezeichnen. Aus der Kompaktheit von ∆C∗(N) bezüglich
der schwach-*-Topologie und der Stetigkeit von N̂ folgt die Kompaktheit von σ(N) ⊂ Cn.
Der folgende Satz, dessen Beweis sich in Anhang D von [1] befindet, ist eine Variante

des Spektralsatzes für Tupel von kommutierenden normalen Operatoren.

Satz 3.7. Sei N = (N1, . . . , Nn) ∈ L (H)n ein vertauschendes Tupel normaler Operato-
ren. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Spektralmaß E auf σ(N), sodass

Ni =
∫
σ(N)

zi dE für i = 1, . . . , n

und die Abbildung
π : C(σ(N))→ L (H), f 7→

∫
σ(N)

f dE

ein isometrischer, involutiver Algebrenhomomorphismus mit π(1) = 1 ist.

35



In der Situation des vorherigen Satzes entspricht π dem stetigen Funktionalkalkül für
Tupel normaler Operatoren und wir schreiben f(N) = π(f) für Funktionen f ∈ C(σ(N)).

Lemma 3.8. Es sei (Sα)α∈Nn ein Familie von Operatoren in L (H) mit S0 = 1 und
K ⊂ Rn eine kompakte Teilmenge.
Für jedes x ∈ H existiere ein positives Borelmaß µx auf K, sodass

〈Sγx, x〉 =
∫
K
tγ dµx (3.2)

für alle γ ∈ Nn gilt.
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes positives, operatorwertiges Maß E auf K, das

Sγ =
∫
K
tγ dE

für alle γ ∈ Nn erfüllt.

Beweis. Der Beweis orientiert sich an [10]. Da die Abbildungen

H×H → C, (x, y) 7→ 〈Sγx, y〉

Sesquilinearformen sind, folgt aus den Polarisationsgleichungen

〈Sγx, y〉 = 1
4

3∑
i=0

ik
〈
Sγ(x+ iky), (x+ iky)

〉

= 1
4

3∑
i=0

ik
∫
K
tγ dµ(x+iky)

=
∫
K
tγ d

(
1
4

3∑
i=0

ikµ(x+iky)

)
(3.3)

für alle γ ∈ Nn und x, y ∈ H. Wir definieren die Abbildung

µ : H×H →M(K,C), (x, y) 7→ 1
4

3∑
i=0

ikµ(x+iky).

Aufgrund der Endlichkeit und damit Regularität der Maße µx für x ∈ H folgt aus der
Sesquilinearität der linken Seite von Gleichung (3.3) mit dem Satz von Stone-Weierstraß
und dem Rieszschen Darstellungssatz, dass µ die Eigenschaften µ(αx+βy, z) = αµ(x, z)+
βµ(y, z) und µ(x, αy + βz) = ᾱµ(x, y) + β̄µ(x, z) für x, y, z ∈ H und α, β ∈ C besitzt.
Damit ist für eine nichtnegative, beschränkte und messbare Funktion f : K → C die
Abbildung

H×H → C, (x, y) 7→
∫
K
f dµ(x, y)

sesquilinear und aufgrund der Positivität von µx = µ(x, x) für x ∈ H auch positiv semi-
definit. Somit ist sie eine hermitesche Form, sodass aus der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung∣∣∣∣∫

K
f dµ(x, y)

∣∣∣∣2 ≤ ∣∣∣∣∫
K
f dµ(x, x)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫
K
f dµ(y, y)

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖2
∞µx(K)µy(K) = ‖f‖2

∞‖x‖2‖y‖2

für alle x, y ∈ H folgt. Für alle Borelmengen A ⊂ K ist wegen

|µ(x, y)(A)| =
∣∣∣∣∫
K
χA dµ(x, y)

∣∣∣∣ ≤ ‖x‖‖y‖
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für alle x, y ∈ H die Abbildung H×H → C, (x, y) 7→ µ(x, y)(A) sesquilinear und stetig.
Es existiert also nach dem Satz von Lax-Milgram ein eindeutig bestimmter Operator EA ∈
L (H), sodass 〈EAx, y〉 = µ(x, y)(A) für alle x, y ∈ H ist. Wegen 〈EAx, x〉 = µx(A) ≥ 0
für alle x ∈ H ist der Operator EA positiv. Dann besitzt die Abbildung

E : B(K)→ L (H), A 7→ EA

die Eigenschaften E(K) = 1 und E(∅) = 0. Für eine Folge disjunkter Mengen (Ai)i∈N in
B(K) und x, y ∈ H gilt〈

E

( ∞⋃
i=0

Ai

)
x, y

〉
= µ(x, y)

( ∞⋃
i=0

Ai

)
=
∞∑
i=0

µ(x, y)(Ai) =
∞∑
i=0
〈E(Ai)x, y〉,

sodass E ein positives, operatorwertiges Maß ist. Für x, y ∈ H und γ ∈ Nn ergibt sich

〈Sγx, y〉 =
∫
K
tγ dµ(x, y) =

∫
K
tγ d〈E(t)x, y〉

aus Gleichung (3.3). Dies bedeutet nach der Definition des Integrals bezüglich eines posi-
tiven, operatorwertigen Maßes, dass

Sγ =
∫
K
tγ dE

für alle γ ∈ Nn gilt.
Zum Beweis der Eindeutigkeit beachte man zunächst, dass die Maße µx für jedes x ∈ H

durch Gleichung (3.2) nach dem Satz von Stone-Weierstraß und dem Rieszschen Dar-
stellungssatz aufgrund ihrer Regularität eindeutig bestimmt sind. Für eine Borelmenge
A ⊂ K ist E(A) ∈ L (H) selbstadjungiert, sodass E(A) nach den Polarisationsglei-
chungen eindeutig durch 〈E(A)x, x〉 = µx(A) für alle x ∈ H bestimmt. Somit folgt die
Eindeutigkeit von E(A) aus der Eindeutigkeit der Maße µx.

Es sei S ∈ L (H)n ein subnormales Operatorentupel mit der minimalen normalen
Erweiterung N ∈ L (K)n auf einem Hilbertraum K ⊃ H. Dann bezeichne σn(S) das
Spektrum von N . Wir nennen σn(S) das Normalenspektrum von S. Diese Festlegung ist
wohldefiniert, weil die minimale normale Erweiterung bis auf unitäre Äquivalenz eindeutig
bestimmt ist und damit die Spektren aller minimalen normalen Erweiterungen überein-
stimmen.
Zum Schluss dieses Abschnitts geben wir ein Subnormalitätskriterium und eine Aus-

sage über die Lage des Normalenspektrum eines subnormalen Operatorentupels an. Die
Resultate werden im nächsten Abschnitt verwendet.
Satz 3.9. Es sei S = (S1, . . . , Sn) ∈ L (H)n ein Tupel vertauschender Operatoren.

(a) Das Tupel S ist genau dann subnormal, wenn eine kompakte Menge K ⊂ Rn und
ein positives, operatorwertiges Maß E : B(K)→ L (H) existieren, sodass

S∗γSγ =
∫
K
tγ dE

für alle γ ∈ Nn ist.

(b) In der Situation von Teil (a) gilt für das Normalenspektrum

σn(S) ⊂
{
z ∈ Cn;

(
|z1|2, . . . , |zn|2

)
∈ K

}
.

Beweis. (a) Korollar 2.16 in [10].

(b) Satz 2.18 in [10].
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3.2 Subnormalitätskriterien
In diesem Abschnitt werden wir die Ergebnisse aus Kapitel 1 in der Theorie der subnor-
malen Operatoren anwenden. Dazu legen wir zunächst einige Bezeichnungen fest.
Für ein formales Polynom p(z̄, z) = ∑

α,β cα,β z̄
αzβ ∈ C[z̄1, . . . , z̄n, z1, . . . , zn] in den

Unbekannten z̄1, . . . , z̄n, z1, . . . , zn und ein vertauschendes Tupel von Operatoren T =
(T1, . . . , Tn) ∈ L (H)n wollen wir

p(T ∗, T ) =
∑
α,β

cα,βT
∗αT β

definieren, wobei Tα = Tα1
1 · · ·Tαn

n für alle α ∈ Nn gesetzt wird. Mit den Bezeichnungen

MTj
: L (H)→ L (H), X 7→ T ∗j XTj

für j = 1, . . . , n setzen wir MT = (MT1 , . . . ,MTn), wobei es sich um ein Tupel kommutie-
render Operatoren auf L (H) handelt, weil mit T = (T1, . . . , Tn) auch T ∗ = (T ∗1 , . . . , T ∗n)
ein vertauschendes Operatorentupel ist. Dann ist die Abbildung

C[x1, . . . , xn]→ L (L (H)), p =
∑
α

aαx
α 7→ p(MT ) =

∑
α

aαM
α
T

ein wohldefinierter, unitaler Algebrenhomomorphismus.
Im Folgenden werden wir an einigen Stellen die Abbildung

τ : Cn → Rn, (z1, . . . , zn) 7→
(
|z1|2, . . . , |zn|2

)
= (z̄1z1, . . . , z̄nzn)

verwenden. Diese Abbildung ist offensichtlich stetig und für eine kompakte Teilmenge
K ⊂ Rn ist −1

τ (K) ⊂ Cn beschränkt und abgeschlossen, also kompakt.
Für ein Polynom p = ∑

α aαx
α ∈ C[x1, . . . , xn] sei definitionsgemäß p◦ τ = ∑

α aαz̄
αzα ∈

C[z̄1, . . . , z̄n, z1, . . . , zn]. Dann gilt für ein Tupel T = (T1, . . . , Tn) ∈ L (H)n kommutieren-
der Operatoren

(p ◦ τ)(T ∗, T ) =
∑
α

aαT
∗αTα = p(MT )(1).

Ist N ∈ L (H)n ein vertauschendes Tupel normaler Operatoren, so gilt

(p ◦ τ)(N∗, N) = π(p ◦ τ)

für p ∈ C[x1, . . . , xn], wobei π : C(σ(N))→ L (H) der stetige Funktionalkalkül von N ist
und p ◦ τ auf der rechten Seite für die Funktion σ(N)→ C, z 7→ p(τ(z)) steht.
Im nächsten Satz sei C ⊂ R[x1, . . . , xn] ein archimedischer, konvexer Kegel, sodass

1 ∈ C, CC ⊂ C und K = KC ⊂ Rn nichtleer ist.

Theorem 3.10. Das vertauschende Operatortupel T ∈ L (H)n hat genau dann eine nor-
male Erweiterung N ∈ L (K)n auf einem Hilbertraum K ⊃ H, deren Spektrum in −1

τ (K)
liegt, wenn (p ◦ τ)(T ∗, T ) ≥ 0 für alle p ∈ C ist.
In dieser Situation gibt es ein eindeutig bestimmtes positives, operatorwertiges Maß

FT : B(K)→ L (H) mit
T ∗γT γ =

∫
K
tγ dFT

für alle γ ∈ Nn.
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(i) Ist r ∈ R[x1, . . . , xn] ein Polynom mit ((rp) ◦ τ)(T ∗, T ) ≥ 0 für alle p ∈ C, so ist
supp(FT ) ⊂ {x ∈ K; r(x) ≥ 0}.

(ii) Ist r ∈ R[x1, . . . , xn] ein Polynom mit (r ◦ τ)(T ∗, T ) = 0 und ist N die minimale
normale Erweiterung von T , so gilt supp(FT ) ⊂ {x ∈ K; r(x) = 0} und (r ◦
τ)(N∗, N) = 0.

Beweis. Es sei N eine normale Erweiterung von T und E : B(L) → L (K) die triviale
Fortsetzung des Spektralmaßes von N auf L = −1

τ (K) ⊃ σ(N) . Für jedes Polynom
p =

∑
α

aαx
α ∈ C und jeden Vektor y ∈ H gilt:

〈(p ◦ τ)(T ∗, T )y, y〉 =
∑
α

aα‖Tαy‖2

=
∑
α

aα‖Nαy‖2

=
〈(∑

α

aαN
∗αNα

)
y, y

〉

=
∫
L

∑
α

aαz̄
αzα d〈E(z)y, y〉

=
∫
K
p(x) dµ(x) ≥ 0,

wobei µ das Bildmaß des positiven Maßes 〈E(·)y, y〉 bezüglich der messbaren Abbildung
τ : L→ K ist. Damit sind die Operatoren (p ◦ τ)(T ∗, T ) ∈ L (H) für p ∈ C definitionsge-
mäß positiv.
Wir betrachten nun die umgekehrte Richtung und definieren für jedes y ∈ H die Line-

arform
Ly : R[x1, . . . , xn]→ R, p 7→ 〈(p ◦ τ)(T ∗, T )y, y〉.

Dies ist wohldefiniert, da die Polynome nur reelle Koeffizienten besitzen und die auftre-
tenden Operatoren stets selbstadjungiert sind. Darüberhinaus gilt nach Voraussetzung
Ly(p) ≥ 0 für alle p ∈ C.
Daher liefert Theorem 1.1 für jedes y ∈ H die Existenz eines positiven Borelmaßes µy

auf K, welches insbesondere

〈T ∗αTαy, y〉 = Ly(xα) =
∫
K
xα dµy(x)

für alle α ∈ Nn erfüllt.
Lemma 3.8, angewendet auf die Familie (T ∗αTα)α∈Nn , liefert die Existenz eines eindeu-

tigen positiven, operatorwertigen Maßes FT : B(K)→ L (H) auf K, das

T ∗αTα =
∫
K
tα dFT

für alle α ∈ Nn erfüllt. Aus Satz 3.9(a) folgt die Subnormalität von T und aus Satz 3.9(b)
die Inklusion

σn(T ) ⊂
{
z ∈ Cn;

(
|z1|2, . . . , |zn|2

)
∈ K

}
= −1
τ (K).

Zum Beweis von (i) sei nun r ∈ R[x1, . . . , xn] mit ((rp) ◦ τ)(T ∗, T ) ≥ 0 für alle p ∈ C.
Aus Ly(rp) ≥ 0 für alle p ∈ C folgt dann mit Satz 1.12, dass supp(µy) ⊂ {s ∈ K; r(s) ≥ 0}
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gilt. Damit liefert Lemma 3.5 supp(FT ) ⊂ {s ∈ K; r(s) ≥ 0}, weil die rechte Seite eine
abgeschlossene Menge ist.
Es sei r ∈ R[x1, . . . , xn] wie im Teil (ii). Für p ∈ C gilt dann ((pr) ◦ τ)(T ∗, T ) =

p(MT )r(MT )(1) = p(MT )(r ◦ τ)(T ∗, T ) = 0. Wie im vorherigen Absatz folgt aus Satz 1.12
und Lemma 3.5 für den Träger von FT die Inklusion supp(FT ) ⊂ {s ∈ K; r(s) = 0}. Es
sei N ∈ L (K)n die minimale normale Erweiterung von T auf einem Hilbertraum K ⊃ H.
Damit liefert Satz 3.9

σ(N) = σn(T ) ⊂ {z ∈ Cn; τ(z) ∈ supp(FT )}
⊂ {z ∈ Cn; τ(z) ∈ K und r(τ(z)) = 0} .

Dann gilt r(τ(z)) = 0 für alle z ∈ σ(N). Damit folgt aus einer Bemerkung, die Theorem
3.10 vorausgeht, dass

(r ◦ τ)(N∗, N) = π(r ◦ τ) = π(0) = 0

ist, wobei π : C(σ(N))→ L (K) den stetigen Funktionalkalkül und auf der rechten Seite
r ◦ τ die Funktion σ(N)→ C, z 7→ r(τ(z)) bezeichnet.

In einer anderen Situation folgt aus Lemma 3.8 folgender Darstellungssatz. Wie im vor-
herigen Theorem soll C ⊂ R[x1, . . . , xn] einen archimedischen, konvexer Kegel bezeichnen,
der 1 ∈ C, CC ⊂ C und K = KC 6= ∅ erfüllt.

Theorem 3.11. Es sei Γ = (Γα)α∈Nn eine Folge beschränkter, selbstadjungierter Opera-
toren auf H mit Γ0 = 1 und

LΓ : R[x1, . . . , xn]→ L (H), p(x) =
∑
α

cαx
α 7→ LΓ(p) =

∑
α

cαΓα.

Dann existiert genau dann ein positives, operatorwertiges Maß FΓ auf K, das

LΓ(p) =
∫
K
p|K dFΓ

für alle p ∈ R[x1, . . . , xn] erfüllt, wenn LΓ(p) ≥ 0 für alle p ∈ C ist.
In diesem Fall ist das positive, operatorwertige Maß FΓ eindeutig bestimmt und es gilt:

(i) Wenn ein r ∈ R[x1, . . . , xn] existiert, sodass LΓ(rp) ≥ 0 für alle p ∈ C ist, dann gilt:
supp(FΓ) ⊂ {s ∈ K; r(s) ≥ 0}.

(ii) Wenn ein r ∈ R[x1, . . . , xn] existiert, sodass LΓ(rp) = 0 für alle p ∈ C ist, dann gilt:
supp(FΓ) ⊂ {s ∈ K; r(s) = 0}.

Beweis. Wenn ein positives, operatorwertiges Maß FΓ auf K existiert, sodass LΓ(p) =∫
K
p|K dFΓ für alle p ∈ R[x1, . . . , xn] ist, dann gilt für jedes y ∈ H und jedes p ∈ C

〈LΓ(p)y, y〉 =
∫
K
p|K d〈FΓ(·)y, y〉 ≥ 0,

da 〈FΓ(·)y, y〉 : B(K)→ C, A 7→ 〈FΓ(A)y, y〉 für alle y ∈ H ein positives Maß definiert.
Für die umgekehrte Richtung sei nun LΓ(p) ≥ 0 für alle p ∈ C. Weil Γα für jedes α ∈ Nn

ein selbstadjungierter, linearer Operator ist, ist für jedes y ∈ H durch

LyΓ : R[x1, . . . , xn]→ R, p 7→ 〈LΓ(p)y, y〉
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eine wohldefinierte Linearform gegeben. Diese besitzt nach Theorem 1.1 ein darstellendes
Maß µy auf K, da LyΓ(p) = 〈LΓ(p)y, y〉 ≥ 0 für alle p ∈ C gilt. Damit folgt die erste
Behauptung aus Lemma 3.8.
Zum Beweis des Zusatzes sei nun FΓ ein positives, operatorwertiges Maß auf K, sodass

LΓ(p) =
∫
K
p|K dFΓ für alle p ∈ R[x1, . . . , xn] ist. Die Eindeutigkeit des Maßes FΓ folgt

ebenfalls aus Lemma 3.8.
Zunächst nehmen wir an, dass ein r ∈ R[x1, . . . , xn] existiert, sodass LΓ(rp) ≥ 0 für alle

p ∈ C ist. Dann folgt aus Satz 1.12 und Lemma 3.5

supp(FΓ) ⊂ {s ∈ K; r(s) ≥ 0}.

Für den letzten Teil sei r ∈ R[x1, . . . , xn], sodass LΓ(rp) = 0 für alle p ∈ C ist. Damit
liefern Satz 1.12 und Lemma 3.5 die Behauptung.

Nun wollen wir eine Klasse von endlichen Teilmengen des Polynomrings betrachten,
deren Positivitätsbereich kompakt ist. Dies wird uns zu einer Vereinfachung des Subnor-
malitätskriteriums in Theorem 3.10 führen.
Beispiel 3.12. Wir betrachten eine Familie von Polynomen {p1, . . . , pm} ⊂ R[x1, . . . , xn]
der Gestalt

pj(x) = 1−
n∑
k=1

cjkxk

für j = 1, . . . ,m mit den Eigenschaften

(i) cjk ≥ 0 für j = 1, . . . ,m und k = 1, . . . , n,

(ii) für jedes k ∈ {1, . . . , n} existiert ein j ∈ {1, . . . ,m}, sodass cjk 6= 0.
Weiterhin setzte P = {p1, . . . , pm, x1, . . . , xn}. Dann ist K = KP ⊂ Rn kompakt und
Alg(1, p1, . . . , pm, x1, . . . , xn) = R[x1, . . . , xn].

Beweis. Wegen x1, . . . , xn ∈ P gilt K ⊂
(
R+

0

)n
. Für jedes k ∈ {1, . . . , n} wähle ein

jk ∈ {1, . . . ,m}, sodass cjkk > 0 ist. Für c = (c1, . . . , cn) ∈ K folgt aus pjk(c) ≥ 0 die
Ungleichung

0 ≤ 1−
n∑
i=1

cjkici ≤ 1− cjkkck

und damit 0 ≤ ck ≤ c−1
jkk

für k = 1, . . . , n. Folglich ist

K ⊂
n∏
i=1

[
0, c−1

jii

]
,

sodass K als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge kompakt ist.
Aus 1, x1, . . . , xn ∈ Alg(1, p1, . . . , pm, x1, . . . , xn) folgt die zweite Behauptung.

In der Situation dieses Beispiels lassen sich die Voraussetzungen von Theorem 3.10
abschwächen.
Proposition 3.13. Sei T ∈ L (H)n ein Tupel vertauschender Operatoren. Dann besitzt
T genau dann eine normale Erweiterung N ∈ L (K)n auf einem Hilbertraum K ⊃ H mit
σ(N) ⊂ −1

τ (K), wenn

pα(MT )(1) = p1(MT )α1 · · · pm(MT )αm(1) ≥ 0

für alle α = (α1, . . . , αm) ∈ Nm ist.
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Beweis. Die Aussage soll auf Theorem 3.10 zurückgeführt werden, dazu werden zunächst
dessen Voraussetzungen verifiziert.
Es sei C der konvexe Kegel, der von den Polynomen xβpα1

1 (x) · · · pαm
m (x) für β ∈ Nn und

α = (α1, . . . , αm) ∈ Nm erzeugt wird. Dann gilt offensichtlich 1 ∈ C, CC ⊂ C sowie KC ⊂
KP . Aus c = (c1, . . . , cn) ∈ KP folgt cβp1(c)α1 · · · pm(c)αm ≥ 0 für alle α = (α1, . . . , αm) ∈
Nm und β ∈ Nn und daraus KP ⊂ KC. Weiterhin ist 0 ∈ KC.
Sei ∆P die wie in Bemerkung 1.13 zu P = {p1, . . . , pm, x1, . . . , xn} gebildete Teilmenge

von R[x1, . . . , xn]. Zum Beweis der Archimedizität von C genügt es ∆P ⊂ C zu zeigen.
Dann enthält C auch den von ∆P erzeugten konvexen Kegel, der wie im Beweis von Satz
1.14 gesehen archimedisch ist. Mit der Notation aus Bemerkung 1.13 genügt es 1− p̂j ∈ C
für j = 1, . . . ,m und 1− x̂i ∈ C für i = 1, . . . , n zu beweisen. Aus p̂j = pj folgt

1− p̂j = 1− pj =
n∑
k=1

cjkxk ∈ C

aufgrund von Eigenschaft (i) für j = 1, . . . ,m. Sei mi = ‖xi‖K und ei der kanonische i-te
Basisvektor im Rn für i = 1, . . . , n. Für i ∈ {1, . . . , n} ist ci = max{c1i, . . . , cmi} > 0. Dann
ist c−1

i ei ∈ K und damit mi ≥ c−1
i > 0. Da mi ≤ c−1

ji für alle j ∈ {1, . . . ,m} mit cji > 0
im Beweis von Beispiel 3.12 gezeigt wurde, folgt mi = c−1

i , sodass man x̂i = m−1
i xi = cixi

für i = 1, . . . , n erhält. Für i ∈ {1, . . . , n} wähle ein ji ∈ {1, . . . ,m} mit cjii = ci, dann
folgt

1− x̂i = 1−m−1
i xi = 1− cixi = pji +

n∑
k=1
k 6=i

cjikxk ∈ C.

Somit erfüllt der konvexe Kegel C die Voraussetzungen von Theorem 3.10.
Für i = 1, . . . , n ist MTi

: L (H) → L (H), X 7→ T ∗i XTi eine positive Abbildung,
da MTi

(S∗S) = T ∗i S
∗STi = (STi)∗(STi) für S ∈ L (H) gilt. Damit ist Mβ

T für alle
β ∈ Nn eine positive Abbildung. Somit ist pα(MT )(1) ≥ 0 für alle α ∈ Nm äquivalent zu
Mβ

T p
α(MT )(1) ≥ 0 für alle α ∈ Nm und alle β ∈ Nn. Die zweite Aussage gilt wiederum

genau dann, wenn (q ◦ τ)(T ∗, T ) = q(MT )(1) ≥ 0 für alle q ∈ C ist, weil C der konvexe
Kegel ist, der von den Polynomen xβpα1

1 · · · pαm
m für β ∈ Nn und α = (α1, . . . , αm) ∈ Nm

erzeugt wird. Aus diesem Grund liefert Theorem 3.10 die Behauptung.

Proposition 3.14. Es seien p1, . . . , pm ∈ R[x1, . . . , xn] wie in Beispiel 3.12 und T =
(T1, . . . , Tn) ∈ L (H)n ein vertauschendes Tupel mit

(pj ◦ τ)(T ∗, T ) = 0

für j = 1, . . . ,m. Dann ist T subnormal und für die minimale normale Erweiterung
N ∈ L (K)n auf einem Hilbertraum K ⊃ H gilt ebenfalls

(pj ◦ τ)(N∗, N) = 0

für j = 1, . . . ,m.

Beweis. Wir setzen p = (p1, . . . , pm) ∈ R[x1, . . . , xn]m. Aus pj(MT )(1) = (pj ◦ τ)(T ∗, T ) =
0 für j = 1, . . . ,m folgt

pα(MT )(1) = 0
für alle α ∈ Nn mit |α| ≥ 1. Weil p0(MT )(1) = 1 ≥ 0 ist, folgt aus Proposition 3.13 die
Subnormalität von T .
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In dieser Situation liefert Theorem 3.10 für die minimale normale Erweiterung N die
Relationen

(pj ◦ τ)(N∗, N) = 0

für j = 1, . . . ,m.

Mit dieser Proposition können wir die Subnormalität zweier wichtiger Klassen von Ope-
ratoren zeigen und damit zwei Resultate von Athavale [2] reproduzieren.
Wir erinnern daran, dass ein Operator S ∈ L (H) genau dann eine Isometrie ist, wenn

S∗S = 1 ist. Ein vertauschendes Tupel T = (T1, . . . , Tn) ∈ L (H)n heißt sphärische
Isometrie, falls

n∑
i=1

T ∗i Ti = 1

ist. Das folgende Korollar zu Proposition 3.14 sagt unter anderem, dass es sich bei sphä-
rischen Isometrien um subnormale Operatoren handelt.

Korollar 3.15. Es sei T = (T1, . . . , Tn) ∈ L (H)n ein vertauschendes Operatorentupel.

(a) Ist T eine sphärische Isometrie, dann ist T subnormal und für die minimale normale
Erweiterung N = (N1, . . . , Nn) ∈ L (K)n auf einem Hilbertraum K ⊃ H gilt:

1 =
n∑
i=1

N∗i Ni =
n∑
i=1

NiN
∗
i .

(b) Sind T1, . . . , Tn Isometrien, dann ist T subnormal und für die minimale normale
Erweiterung N = (N1, . . . , Nn) ∈ L (K)n auf einem Hilbertraum K ⊃ H gilt für
i = 1, . . . , n die Relation

1 = N∗i Ni = NiN
∗
i .

Beweis. Teil (a) folgt direkt aus Proposition 3.14 im Fall m = 1 mit p = 1 − ∑n
i=1 xi.

Die Relation für die minimale normale Erweiterung folgt aus Proposition 3.14 und der
Normalität von N .
Zum Beweis von Teil (b) wendet man Proposition 3.14 auf die Polynome pi = 1 − xi

für i = 1, . . . , n an und nutzt die Normalität von N .

Ein vertauschendes Tupel S = (S1, . . . , Sn) ∈ L (H)n nennt man sphärisch unitär,
wenn

1 =
n∑
i=1

S∗i Si =
n∑
i=1

SiS
∗
i

gilt. Damit zeigt Teil (a) des vorangegangenen Korollars, dass die minimale normale Er-
weiterung einer sphärischen Isometrie sphärisch unitär ist.
Weil ein Operator U ∈ L (H) mit

U∗U = UU∗ = 1

unitär ist, folgt aus Teil (b) des vorherigen Korollars, dass die minimale normale Er-
weiterung eines Tupels kommutierender Isometrien ein Tupel kommutierender, unitärer
Operatoren ist. Als Spezialfall erhält man das wohlbekannte Resultat, dass eine Isometrie
zu einem unitären Operator fortgesetzt werden kann.
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Korollar 3.16. Es seien

S1 = (S11, . . . , S1n1) ∈ L (H)n1 , . . . , Sm = (Sm1, . . . , Smnm) ∈ L (H)nm

sphärische Isometrien, sodass SijSkl = SklSij für i, k = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , ni und
l = 1, . . . , nk gilt. Dann ist S = (S11, . . . , S1n1 , S21, . . . , Sm1, . . . , Smnm) ∈ L (H)n mit
n = n1 + . . .+ nm subnormal. Für die minimale normale Erweiterung

N = (N11, . . . , N1n1 , N21, . . . , Nm1, . . . , Nmnm) ∈ L (K)n

auf einem Hilbertraum K ⊃ H sind

N1 = (N11, . . . , N1n1) ∈ L (K)n1 , . . . , Nm = (Nm1, . . . , Nmnm) ∈ L (K)nm

sphärisch unitär.

Beweis. Wir setzen m0 = 0 und mi = n1 + . . . + ni für i = 1, . . . , n. Wir betrachten für
j = 1, . . . ,m die Polynome

pj = 1−
mj∑

i=mj−1+1
xi ∈ R[x1, . . . , xn].

Da S1, . . . , Sm sphärische Isometrien sind, gilt (pj ◦ τ)(S∗, S) = 0 für j = 1, . . . ,m, sodass
aus Proposition 3.14 die Subnormalität von S folgt. Den Zusatz über die minimale normale
Erweiterung liefert ebenfalls Proposition 3.14 zusammen mit der Normalität von N .

In der Situation von Korollar 3.16 nennt man (S1, . . . , Sm) ein Tupel vertauschender
sphärischer Isometrien.
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4 Archimedische, konvexe Kegel im
Polynomring

In diesem Kapitel wollen wir die Beispiele von konvexen Kegeln C ⊂ R[x1, . . . , xn], die wir
in dieser Arbeit gesehen haben und die die Voraussetzungen von Theorem 1.1 erfüllen,
zusammenstellen. Der konvexe Kegel C muss die Eigenschaften

(i) 1 ∈ C,

(ii) CC ⊂ C,

(iii) C ist archimedisch,

(iv) KC ⊂ Rn nichtleer,

besitzen.
In Bemerkung 1.11 hatten wir gesehen, dass für eine nichtleere, kompakte Menge K ⊂

Rn die Menge C = Pos(K) = {p ∈ R[x1, . . . , xn]; p ≥ 0 auf K} ⊂ R[x1, . . . , xn] ein solcher
Kegel ist und darüberhinaus stets K = KC gilt.
Sei P = {p1, . . . , pm} ⊂ R[x1, . . . , xn] eine endliche Teilmenge, für die der Positivitäts-

bereich KP = {x ∈ Rn; pj(x) ≥ 0 für j = 1, . . . ,m} ⊂ Rn kompakt und nichtleer ist. Ist

Alg(1, p1, . . . , pm) = R[x1, . . . , xn], (4.1)
so hatten wir im Beweis von Satz 1.14 gesehen, dass der von der Menge

∆P =
{
r0 · · · rk; k ∈ N und r0, . . . , rk ∈ P̂ ∪ (1− P̂)

}
erzeugte konvexe Kegel die Eigenschaften (i) bis (iv) besitzt. Hierbei besteht P̂ aus den
“Normalisierungen” der Polynome p1, . . . , pm über KP (Die Details sind in Bemerkung
1.13 aufgeführt). Eine Variante dieses Ergebnisses, bei der man die Bedingung (4.1) ab-
schwächen kann, ist in Bemerkung 1.15 und Satz 1.16 enthalten.
Für eine endliche Teilmenge P = {p1, . . . , pm} ⊂ R[x1, . . . , xn] kann man die von dieser

Menge erzeugte Präordnung

TP =
{

k∑
i=0

q2
i ri; k ∈ N, q0, . . . , qk ∈ R[x1, . . . , xn], r0, . . . , rk ∈M

}

betrachten. Hierbei sei M = {pα;α ∈ Nm} mit p = (p1, . . . , pm). Im Beweis zu Korollar
2.10 wurde gezeigt, dass TP ein konvexer Kegel mit 1 ∈ TP und TPTP ⊂ TP ist. Weiterhin
besagt Satz 2.8, dass TP genau dann archimedisch ist, wenn KP kompakt ist.
Zum Beweis des Subnormalitätskriteriums in Proposition 3.13 hatten wir in Beispiel

3.12 Polynome der Form

pj = 1−
n∑
k=1

cjkxk ∈ R[x1, . . . , xn]
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für j = 1, . . . ,m betrachtet, sodass cjk ≥ 0 für j = 1, . . . ,m und k = 1, . . . , n sind
sowie für jedes k ∈ {1, . . . , n} ein jk ∈ {1, . . . ,m} existiert mit cjkk > 0. Im Beweis von
Proposition 3.13 hatten wir uns überlegt, dass der von der Menge {xβpα;α ∈ Nm, β ∈ Nn}
erzeugte konvexe Kegel in R[x1, . . . , xn] die Eigenschaften (i) bis (iv) erfüllt. Dabei sei
p = (p1, . . . , pm).
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Symbolverzeichnis
Alg(q1, . . . , qs) Teilalgebra von R[x1, . . . , xn], die von q1, . . . , qs ∈ R[x1, . . . , xn]

erzeugt wird, siehe Gleichung (1.1), Seite 18

C Menge der komplexen Zahlen

C[z̄1, . . . , z̄n, z1, . . . , zn] Vektorraum der formalen Polynome in den Unbekannten z̄1, . . . , z̄n,
z1, . . . , zn mit komplexen Koeffizienten

imϕ Bild der Abbildung ϕ

‖f‖K Supremumsnorm der Funktion f : K → C über der Menge K

B(X) Borel-σ-Algebra des topologischen Raums X

L (H) Vektorraum der stetigen, linearen Operatoren auf dem Hilbert-
raum H

N Menge der natürlichen Zahlen, beginnend bei 0

R Menge der reellen Zahlen

R[x1, . . . , xn] Vektorraum der formalen Polynome in den Unbekannten x1, . . . , xn
mit reellen Koeffizienten

supp(µ) Träger des positiven Borelmaßes µ, Seite 17

supp(E) Träger des positiven, operatorwertigen Maßes E, Seite 34

C(X) Vektorraum der stetigen, komplexwertigen Funktionen auf dem
topologischen Raum X

C(X,R) Vektorraum der stetigen, reellwertigen Funktionen auf dem to-
pologischen Raum X

KP Positivitätsbereich von P ⊂ R[x1, . . . , xn], siehe Gleichung (0.2),
Seite 7

M(X,C) Vektorraum der komplexen Borelmaße auf dem topologischen
Raum X

M(X,R) Vektorraum der signierten Borelmaße auf dem topologischen Raum
X

M+(X) Menge der positiven, endlichen Borelmaße auf dem topologischen
Raum X

Mr(X,R) Vektorraum der signierten, regulären Borelmaße auf dem topolo-
gischen Raum X
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TP Präordnung, die von der endlichen Teilmenge P ⊂ R[x1, . . . , xn]
erzeugt wird, siehe Gleichung (2.2), Seite 27
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