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Einleitung

Fiir eine abgeschlossene Teilmenge K C R™ besteht das K-Momentenproblem darin, die
Familien reeller Zahlen (7, )aen» zu charakterisieren, fiir die ein darstellendes Mafl auf K
existiert, das heifit ein positives Borelma8l u € M (K), sodass z* € L*(K,B(K), ) und

Yo :/ x®dp (0.1)
K

fur alle « € N gilt. (Mit M*(X) sei die Menge der positiven Borelmafle auf dem topo-
logischen Raum X und mit B(X) die Borel-o-Algebra von X bezeichnet.)

Indem man zu einer Familie reeller Zahlen (74 )aene die Linearform L: R[zq, ..., z,] —
R betrachtet, die durch L(z®) = 7, fir alle @ € N™ und lineare Fortsetzung definiert
wird, erhalt man eine aquivalente Definition des darstellenden Mafles. Man sagt, dass zu
der Linearform L ein darstellendes Maf§ auf der abgeschlossenen Menge K C R"™ existiert,
wenn es ein positives Borelmafl y € MT(K) gibt, sodass p|x € L'(K,B(K), 1) und

L(p) = /KP|K dp

fir alle p € Rxy,...,z,] gilt. Hierbei sind Elemente von Rz, ..., z,| formale Polyno-

me, die eindeutig in Form einer endlichen Linearkombination p = Z cox™ mit reellen
aeNn

Koeffizienten ¢, € R geschrieben werden koénnen. Ein Polynom p € R|zy,...,z,| kann

eindeutig mit der Funktion R” — R, x — p(x) identifiziert werden (Durch Auswertung
geeigneter Vielfachen der partiellen Ableitungen im Nullpunkt kann man die Koeffizienten
zurlickgewinnen, siehe etwa Lemma 1.2 in [10]). Die Einschrédnkung dieser Polynomfunk-
tion auf die Menge K C R™ bezeichnen wir mit p|x. Im Folgenden werden wir fir das
K-Momentenproblem stets die zweite Betrachtungsweise wahlen.

In dieser allgemeinen Situation wird die Frage nach der Existenz eines darstellenden
Mafles durch den Satz von Haviland beantwortet. Ist L: R[zy,...,z,] — R eine lineare
Abbildung, so besagt der Satz von Haviland, dass die offensichtlich notwendige Bedingung
L(p) > 0 fir alle p € Rlzy,...,z,] mit p > 0 auf K auch hinreichend fiur die Existenz
eines darstellenden Mafles auf K ist.

Ist K C R" eine kompakte, semi-algebraische Menge, so kann die Menge der Polynome,
auf der die Nichtnegativitdt der Linearform fiir die Existenz eines darstellenden Mafles
iiberpriift werden muss, verkleinert werden. Fiir die Definition von semi-algebraischen
Mengen bendétigen wir die folgende Notation.

Fiir eine Teilmenge P C R[xy,...,z,] von Polynomen definieren wir den Positivitats-
bereich von P als die Menge

Kp={z €R"p(z) > 0firallep e P} =) (})1([0, 0));p € P) C R™. (0.2)

Der Positivitatsbereich Kp ist, wie das zweite Gleichheitszeichen aufgrund der Stetigkeit
der Polynomfunktionen zeigt, eine abgeschlossene Teilmenge des R™.



Eine abgeschlossene Teilmenge K C R™ nennen wir semi-algebraisch, wenn eine endliche
Menge P C Rz, ..., z,| existiert, fiir die K = Kp gilt.

Es sei nun P C Rlzy,...,x,] eine endliche Teilmenge, sodass Kp C R™ kompakt
ist. Ist P = {p1,...,ps}, so betrachtet Schmiidgen in [I5] die Menge S = {¢*p*;q €
Rlzy,...,x,],a € N*}, wobei p = (p1,...,ps) und p® = pi* - - p2 fiir = (q,...,q5) €
N*® ist. Er zeigt, dass die Nichtnegativitét einer Linearform L: R[zy,...,x,] - R auf S
aquivalent zur Existenz eines darstellenden Mafles auf Kp ist. Dieses Kriterium wird
Schmiidgens Theorem genannt. In [I7] assoziiert Vasilescu zu der Menge P eine an-
dere kanonisch gebildete Testmenge Ap, auf der die Nichtnegativitit einer Linearform
L: R[xy,...,z,] = R dquivalent zur Existenz eines darstellenden Mafles auf Kp ist.

Diese beiden Fille haben die Gemeinsamkeit, dass der von S beziehungsweise Ap er-
zeugte konvexe Kegel im Polynomring archimedisch ist, das heift, dass fiir jedes Polynom
r € Rzy,...,x,] eine natiirliche Zahl N € N existiert, sodass N — r in diesem Kegel
enthalten ist. Weiterhin ist die Nichtnegativitit einer linearen Abbildung auf einer dieser
Mengen aquivalent zur Nichtnegativitat auf dem entsprechenden konvexen Kegel. Auf-
grund dieser Beobachtung werden wir in dieser Arbeit ein Resultat beweisen, das die
Nichtnegativitidt auf einem archimedischen, konvexen Kegel C C R|xy,...,z,], der das
Einselement in R[zy, ..., x,] enthilt und multiplikativ abgeschlossen ist, verlangt und die
Existenz eines darstellenden Mafles auf K¢ liefert. Diese Menge ist automatisch kompakt
und stimmt in den angesprochenen Situationen mit Kp tiberein. Beim Beweis werden wir
uns an der Argumentationslinie von Vasilescu in [17] orientieren.

In [I5] beweist Schmiidgen dariiberhinaus, dass ein Polynom r € R|xy,..., z,], dass
auf der Menge Kp strikt positiv ist, schon im von S erzeugten konvexen Kegel enthalten
ist. Dieses Ergebnis ist als Schmiidgens Positivstellensatz bekannt. Ein solches Polynom

m
lasst sich also in der Form r = Zq?p"” mit einer natiirlichen Zahl m € N, Polynomen

=0
Qo - - - s qm € Rlzy, ..., x,] und Multiindizes ay, ..., a,, € N® schreiben. Wir zeigen, dass
das entsprechende Resultat richtig bleibt, wenn man den von S erzeugten konvexen Kegel
durch einen archimedischen, konvexen Kegel C wie oben und Kp durch K¢ ersetzt.

Die Kriterien fiir die Existenz eines darstellendes Mafes einer Linearform auf R[xq, . .., z,]
kénnen zum Beweis von Subnormalitdtskriterien verwendet werden. Ein Tupel von Ope-
ratoren 7' = (T1,...,T,) € Z(H)" auf einem Hilbertraum # heifit vertauschend, wenn
T;T; =1T;T; fur 1,5 = 1, ..., n gilt. Ein solches Tupel nennt man subnormal, wenn ein Hil-
bertraum X D H und ein vertauschendes Tupel normaler Operatoren N = (Ny,..., N,) €
Z(K)™ existieren, sodass H ein invarianter Teilraum von Ny,..., N, ist und T; = N;|
firc=1,...,n gilt. Ist K C R™ kompakt und gilt fiir das Spektrum der normalen Erwei-
terung o(N) C {z € C™; (|21]%, ..., |2a|*) € K}, so existiert ein positives, operatorwertiges
Mal E: B(K) — Z(H), das

T = / t° dE
K

fir alle « € N™ erfiillt. Ist T' € £ (H)™ vertauschend und existiert fiir jeden Vektor = € H
ein Maf p, € M (K) mit

(T**T%x, x) = / t* dpy
K

fur alle @« € N”, so ist T" subnormal. Durch L,(t*) = (T**Tx,z) und lineare Fortset-
zung wird fir jeden Vektor x € H eine Linearform L,: Rlzy,...,z,] — R definiert.
Aus Kriterien fiir die Existenz der Mafle p, erhélt man auf diese Weise Kriterien fiir die
Subnormalitéit eines vertauschenden Operatorentupels. Damit zeigen wir, dass sphérische
Isometrien und Tupel vertauschender Isometrien subnormale Operatoren sind.



Die vorliegende Arbeit beginnt im néchsten Kapitel mit dem Beweis des angesprochenen
Resultats, dass die Nichtnegativitéit einer Linearform auf einem archimedischen, konvexen
Kegel C C R[xy,...,z,| wie oben dquivalent zur Existenz eines darstellenden Mafles auf
K ist. Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels werden dann Vasilescus Ergebnisse abgelei-
tet. Am Ende des Kapitels wird gezeigt, dass ein Polynom, das strikt positiv auf K¢ ist,
bereits in C liegt. Das zweite Kapitel fiihrt Schmiidgens Theorem und Schmiidgens Posi-
tivstellensatz auf das Existenzkriterium beziehungsweise den Positivstellensatz im ersten
Kapitel zuriick. Dazu werden einige Ergebnisse der kommutativen Algebra benutzt, da
insbesondere Krivines Positivstellensatz benotigt wird. Im dritten Kapitel werden subnor-
male Operatoren behandelt. Nach einer Zusammenstellung einiger grundlegender Fakten
iiber subnormale Operatoren werden die Ergebnisse angewendet, um Subnormalitétskri-
terien und die Subnormalitdt unter anderem der genannten Beispiele zu beweisen. Das
letzte Kapitel beinhaltet eine Zusammenstellung der Beispiele von archimedischen, kon-
vexen Kegeln, die in dieser Arbeit betrachtet werden.
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1 Momentenprobleme

Im folgenden Kapitel werden wir zunéchst ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
fir die Existenz eines darstellenden Mafles fiir eine Linearform auf dem Polynomring
beweisen.

Die Ergebnisse des ersten Abschnitts sind eine Verallgemeinerung der Resultate aus Ab-
schnitt 1.2 in [I7]. Aus diesem Grund orientieren sich die Beweise an den entsprechenden
Stellen in [17]. Im zweiten Abschnitt werden die Resultate in [I7] aus ihrer Verallgemeine-
rung gefolgert. Das Hauptresultat des dritten Abschnitts ist ein Positivstellensatz, dessen
Beweis einen algebraischen Trennungssatz verwendet, der auf den Trennungssatz aus der
Theorie der lokalkonvexen Vektorraume zuriickgefithrt wird. Aus diesem Positivstellensatz
wird im néchsten Kapitel Schmiidgens Positivstellensatz folgen.

1.1 Darstellbarkeitskriterium

Fir eine Linearform L: R[zq,...,2,] — R und eine abgeschlossene Teilmenge F' C R"
verstehen wir unter einem darstellenden Maf$ auf F' ein positives Borelmafl p € M*(F),
sodass p € LY(F,B(F), 1) und

L(p) =/Kp|p dp

fir alle p € R[zy, ..., x,] gilt. Ist F¥ C R™ kompakt, so ist die erste Bedingung automatisch
erfiillt.

Eine konvexe Teilmenge C C R[zy,...,z,] nennt man einen konveren Kegel, wenn mit
a > 0und p € C auch ap € C liegt. Damit ist ein konvexer Kegel abgeschlossen gegeniiber
Linearkombinationen mit nichtnegativen Koeffizienten.

Ein konvexer Kegel C C R|xy, ..., ] heiit archimedisch, wenn fur jedes p € Rz, ..., z,)
eine naturliche Zahl N € N existiert, sodass N — p € C ist.

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist das folgende Theorem:

Theorem 1.1. Sei C C R[zy,...,x,] ein archimedischer, konvexer Kegel mit 1 € C,
C-CCCund K¢ # 2.
Dann ezistiert fir eine Linearform L: Rlxy, ..., z,] = R genau dann ein darstellendes

Maf p auf K¢, wenn L > 0 auf C ist.
In diesem Fall ist das darstellende Maf$ eindeutig bestimmt.

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, méchten wir noch zwei Resultate aus der Maf3-
theorie zitieren, die wir im Verlauf dieses Abschnitts bendtigen werden.

Bemerkung 1.2. Es sei X ein kompakter Hausdorffraum. Der Rieszsche Darstellungs-
satz besagt, dass die Abbildung

M,(X,R) = C(X,RY, p+s L, mit L,: C(X,R) >R, f r—>/ £ du
X
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ein wohldefinierter, isometrischer Isomorphismus zwischen dem Banachraum der requld-
ren, signierten Borelmafle M,.(X,R) auf X mit der Variationsnorm und dem topologi-
schen Dualraum der stetigen, reellwertigen Funktionen auf X mit der Supremumsnorm
ist (Theorem 7.3.5 in [{)]).

Auf lokalkompakten Hausdorffraumen mit abzdhlbarer Basis ist jedes positive Borelmays,
das auf kompakten Mengen endlich ist, reguldr (Proposition 7.2.3 in [4]).

Der Beweis von Theorem [I.1] gliedert sich in mehrere vorbereitende Resultate. Fiir den
Rest dieses Abschnitts sei C ein konvexer Kegel, der die Voraussetzungen von Theorem
[T erfillt.

Lemma 1.3. Die Teilmenge Ko C R™ ist kompakt.

Beweis. Der Beweis folgt [12].

Sei p = 22+ ...+ 2. Dann existiert aufgrund der Archimedizitéit von C eine natiirliche
Zahl N € N, sodass N —p € C ist. Dann gilt (N — p)(z) = N — ||z[|> > 0 fiir alle
r € Kc und damit ||z||* < N, sodass K¢ beschrénkt ist. AuBerdem ist K¢ abgeschlossen
als Schnitt von Urbildern einer abgeschlossenen Menge unter stetigen Funktionen, sodass

der Satz von Heine-Borel die Kompaktheit von K¢ liefert. O]
Einen konvexen Kegel D C Rz, ..., z,| nennt man erzeugender Kegel von Rxy, . .., ],
wenn

D—D=R[xq,...,2,]

gilt.

Lemma 1.4. Der konvexe Kegel C ist ein erzeugender Kegel von R[xq,. .., x,].

Beweis. Sei p € R[xq,...,x,]. Die Archimedizitat von C liefert die Existenz einer natiir-
lichen Zahl N € N, sodass N — p € C ist. Damit gilt: p=N — (N —p) € C —C. O

Definition 1.5. Es sei w(C) die Menge aller linearen Abbildungen L: R[xy,...,z,] = R
mit L(1) =1 sowie L(p) > 0 fir alle p € C.

Die so definierte Teilmenge 7(C) C Rlxy,...,z,|" des algebraischen Dualraums ist
konvex.

Lemma 1.6. Fir jedes r € C existiert einn, € N, sodass 0 < L(r) < n, fir alle L € 7(C)
gilt.

Beweis. Sei r € C fixiert. Dann folgt 0 < L(r) direkt aus der Definition von 7(C). Da C
archimedisch ist, existiert ein natiirliche Zahl n, € N, sodass n, — r € C gilt. Somit ist
0<L(n.—r)=n,— L(r),da L(1) =1 fir alle L € 7(C) und damit L(r) < n,. O

Im Folgenden betrachten wir den algebraischen Dualraum R[zy, . .., z,]* mit der schwa-
chen Topologie, die von allen Punktauswertungen erzeugt wird. Auf diese Weise erhalten
wir einen Hausdorffschen lokalkonvexen topologischen Vektorraum. Sei 7 die Relativto-
pologie auf 7(C). Nach Lemma entspricht Konvergenz in (7(C),7) der Konvergenz
beziiglich aller Abbildungen 7(C) — R, L — L(r) fir r € C.

Lemma 1.7. Der topologische Raum (7(C), ) ist kompakt.

12



Beweis. Wir identifizieren (7(C), 7) mit einer abgeschlossenen Teilmenge von X = [][0, n,]
reC
versehen mit der Produkttopologie ¢, wobei die natiirlichen Zahlen n, € N wie in Lemma

gewéhlt seien. Nach dem Satz von Tychonoff ist (X, ¢) kompakt. Wir definieren die
Abbildung
o: (m(C), 1) = (X,t), L (L(r))rec-

Dann ist ¢ injektiv, da C — C = Rz, ..., z,] nach Lemma gilt.
Sei | = (I;)rec € X der Grenzwert eines Netzes (¢(La))aca in (X, t). Wir setzen

L:Rlxy,...,z,) >R, r+— L(r) = li(llrnLa(r).

Fir r € C existiert der Grenzwert nach Wahl der L, € 7(C) fir « € A. Wegen C —C =
Rlz1,...,x,], der Linearitat der L, fiir o« € A und der Grenzwertsétze fiir Netze existiert
der Grenzwert fir alle r € R[xy,...,z,]. Damit ist die Abbildung L wohldefiniert. Die
Linearitat der L, und die Grenzwertsiatze haben auch unmittelbar die Linearitit von L
zur Folge. Insbesondere gilt L(1) = lim, L,(1) = 1 sowie L(r) = lim, L,(r) > 0 fiir alle
r € C, sodass L € w(C). Aus L(r) = lim, L,(r) = [, fir r € C folgt p(L) = [, sodass
imp C X abgeschlossen und damit als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge
kompakt ist.

Da Konvergenz in der Produkttopologie komponentenweiser Konvergenz entspricht und
7 die schwache Topologie der Punktauswertungen auf C ist, folgt, dass

‘:5: (W(C)vT) — (imgpaﬂimg@)a L QO(L)

ein Homéomorphismus ist. Somit ist (7(C),7) kompakt, weil die Kompaktheit von im¢p
in der Relativtopologie erhalten bleibt. O

Bemerkung 1.8. FEs sei L: R[xy,...,z,] = R eine lineare Abbildung.

(i) Die Menge {L(p);p € C} ist genau dann nach oben beschrankt, wenn L(p) < 0 fir
alle p € C gilt.

(ii) Die Menge {L(p);p € C} ist genau dann nach unten beschrankt, wenn L(p) > 0 fir
alle p € C gilt.

(iii) Ist L(1) = 0 und die Menge {L(p);p € C} nach oben oder nach unten beschrinkt,
so gilt L = 0.

Beweis. Zum Beweis von (i) sei A € R, sodass L(p) < A fiir alle p € C. Wir nehmen an,
dass ein r € C existiert, sodass L(r) > 0 ist. Dann ist die Menge {L(¢r);t > 0} nicht
nach oben beschrinkt, was der Voraussetzung widerspricht, da ¢r € C fiir alle t > 0. Die
umgekehrte Richtung ist klar.

Die Aussage in (ii) folgt unmittelbar aus dem ersten Teil, wenn man diesen auf die
Linearform —L anwendet.

Zum Beweis des dritten Teils geniigt es die Behauptung in dem Fall zu zeigen, dass
{L(p);p € C} nach unten beschrankt ist. Der andere Fall kann durch Betrachtung der
Linearform —L darauf zuriickgefiithrt werden.

Sei also {L(p); p € C} nach unten beschrankt, also L(p) > 0 fir alle p € C aufgrund des
zweiten Teils. Fixiere p € C und wahle eine natiirliche Zahl N € N, sodass N — p € C ist.
Dann gilt 0 < L(N —p) = —L(p) <0, da p € C und somit 0 < L(p) < 0.

Dies ergibt L(p) = 0 fur alle p € C und damit L = 0, da C nach Lemma ein
erzeugender Kegel ist. O]
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Wir werden spéater den Satz von Krein-Milman anwenden und zeigen nun, dass die
Extremalpunkte von 7(C) nicht nur Linearformen sind.

Lemma 1.9. Sei L € 7(C) ein Extremalpunkt. Dann ist L multiplikativ.

Beweis. Aufgrund von Lemma reicht es L(pq) = L(p)L(q) fir p,q € C zu zeigen. Wir
fixieren p € C und wihlen n, € N wie in Lemma [I.6] Nach eventuellem Vergrofern von
n, kénnen wir n, € N* und 0 < L(p) < n, annchmen.

Wir unterscheiden die beiden méglichen Félle L(p) = 0 und L(p) > 0.

Ist L(p) = 0, dann definiere Li: R[xy,...,x,] — R durch Li(r) = L(pr) fir alle
r € R[xy,...,x,]. Dann ist L eine lineare Abbildung mit L,(1) = L(p) = 0und Ly(r) > 0
fir r € C, da pr € C ist. Aus Bemerkung [I.§] folgt dann L; = 0, sodass insgesamt
L(pa) = Li(q) = 0 = L(p)L(q) gt

Sei nun L(p) > 0. Fiir o = L(p)/n, gilt 0 < a < 1. Definiere L;: Rlzy,...,2,] = R
durch Li(r) = a™'L(pr/n,) und Ly: R[zy,...,z,] — R durch Ly(r) = (1 — o) ' L((1 —
p/ny)r) fur r € Rlzy, ..., x,]. Fir die Linearformen Ly, Ly gilt L1(1) = 1 und Ly(r) > 0
fir alle r € C, da pr/n, € C, sowie Ly(1) =1 und Lo(r) > 0 fiir r € C, da (1 — p/n,) € C
nach Wahl von n, (Das Vergroern éndert daran aufgrund der Konvexitét des Kegels C
nichts.) und somit (1 — p/n,)r € C fiir alle r € C. Insgesamt gilt also Ly, Ly € 7(C).

Aus L = oLy + (1 — a) Ly folgt damit insbesondere L = L;, da L ein Extremalpunkt
von 7(C) ist. Damit erhdlt man: L(q) = Li(q) = o *L(pg/n,) und schlieBlich L(pq) =
npal(q) = L(p)L(q). O

Der néchste Satz zeigt, dass jedes Element von 7(C) ein darstellendes Maf besitzt.

Satz 1.10. Fir jedes L € w(C) existiert ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf
p auf Ke, das L(p) = / plr. dp fir alle p € Rlay, ..., z,)] erfillt.
Kc

Beweis. Ist Ly € 7(C) ein Extremalpunkt, so ist Lo nach Lemma multiplikativ. Wir
definieren ¢; = Lo(z;) und ¢ = (¢1,...,¢,) € R”, sodass Lo(p) = p(c) fur alle p €
Rlzy,...,z,] gilt. Die Ungleichung 0 < Ly(p) = p(c) fiir alle p € C, die aus der Definition
von 7(C) in Definition [1.5| folgt, liefert ¢ € K¢ und damit

[Lo(p)] = Ip(c)] < [lpllxc

fir alle p € R[zy, ..., x,]. Die Supremumsnorm ist endlich, da K¢ nach Lemma kom-
pakt ist und Polynomfunktionen beziiglich der euklidischen Topologie auf R™ stetig sind.
N N

Ist L € w(C) von der Form L =Y X;L;, wobei N € N*, Aj,..., Ay >0, > \; =1 und
j=1 Jj=1
Ly, ..., Ly Extremalpunkte von 7(C) sind, dann gilt

|<ZA|L |<HPIIKCZA Pl e

fir alle p € Rz, ..., z,| wegen des ersten Teils.

Die Menge 7(C) ist konvex und nach Lemma auch kompakt, deshalb folgt aus
dem Satz von Krein-Milman, dass 7(C) gleich dem Abschluss der konvexen Hiille seiner
Extremalpunkte ist. Aus diesem Grund liefern die ersten beiden Teile

|L(p)| < |Ipllx. fur alle L € 7(C),p € Rlxy,. .., x,].

14



Aus |L(p)| < ||pllk. folgt aufgrund der Linearitdt von L, dass L(p) = L(r) fir p,r €
R[z1, ..., x,] mit 7|k, = p|k. gilt. Damit ergibt sich, dass L ein wohldefiniertes, stetiges,
R-lineares Funktional auf den Polynomfunktionen auf K. definiert:

[N’: ({p|Kc;p S R[xh s an]}7 ” ' HKC) — R,E(lec) = L(p)

Dieses Funktional kann eindeutig zu einem stetigen, linearen Funktional L" auf C'(K¢, R)
fortgesetzt werden, da die Polynomfunktionen nach dem Satz von Stone-Weierstrafl in den
reellwertigen, stetigen Funktionen auf K¢ beziiglich der Supremumsnorm dicht liegen.

Der Rieszsche Darstellungssatz liefert nun die Existenz eines eindeutig bestimmten,
reguldren BorelmaBes u € M (K¢, R) mit ||u]] = ||L|| = 1, sodass

L) = [ fap
K¢
fir alle f € C'(K¢,R) ist. Insbesondere gilt fiir alle p € Rz, ..., 2,]:

L(p) =/ plx. dp.
K

Nach der Hahn-Jordan-Zerlegung fiir signierte Mafle existieren positive Borelmafle
pt,u= € MT(Ke), sodass p = pt — p~ gilt. Fir die Variationsnorm von g erhilt man

lill = 1 (Be) + p (Ke). Aus p(Ke) = [ Vdp= L(1) =1 folgt

pt(Ke) — p (Ke) = p(Ke) = 1= ||ull = p* (Ke) 4+ p~ (Ke),

und damit 0 = p~ (K¢) > p (A) > 0 fir alle Borelmengen A C K¢, da p~ ein positives
Maf ist.

Somit erhélt man g~ = 0 und p = p™ ist folglich ein positives Mafl mit u(K¢) = 1, also
ein Wahrscheinlichkeitsmaf. O

Nun haben wir alle Hilfsaussagen bereitgestellt, um Theorem beweisen zu konnen.

Beweis von Theorem [ 1. Sei L: R[xy,...,x,] — R eine lineare Abbildung und L > 0
auf C. Ist L(1) = 0, dann folgt aus Bemerkung L = 0 und wir kénnen p = 0 wéhlen.
Sei also L(1) > 0. In diesem Fall gilt L' = L/L(1) € ©(C), sodass nach Satz ein

Wahrscheinlichkeitsmal v € M™*(K¢) existiert, dass L'(p) = / plk, dv fur alle p €
K

Rlzy, ..., z,] erfillt. Dann gilt: L(p) = /K plr.L(1) dv = /K Pli. du, wobei p = L(1)v
C C

gesetzt wurde.
Fir die umgekehrte Richtung sei die Linearform L: R[zy,...,z,] — R durch ein po-
sitives Borelmafl p auf K¢ darstellbar und p € C, dann gilt p > 0 auf K und damit

L(p) = /K Plie dp = 0.

Zum Becweis der Eindeutigkeit beachten wir, dass jedes darstellende Mafl nach Bemer-
kung [T.2 regular ist, weil K¢ Hausdorffsch und nach Lemma[I.3 kompakt ist sowie eine ab-
zahlbare Basis der Topologie auf K¢ existiert. Wenn die Linearform L: R[xq,...,z,] = R
zwei darstellende Mafle besitzt, so stimmen die durch Integration beziiglich dieser Ma-
e gegebenen Funktionale nach dem Satz von Stone-Weierstrafl bereits auf den stetigen,
reellwertigen Funktionen iiberein. Damit miissen die Mafle nach dem Rieszschen Darstel-
lungssatz schon identisch sein, weil sie regular sind. O]
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In der néchsten Bemerkung werden wir ein erstes Beispiel fiir einen konvexen Kegel
geben, der den Voraussetzungen von Theorem geniigt, und in einem Spezialfall den
Satz von Haviland aus diesem Resultat folgern konnen.

Bemerkung 1.11. (a) Im ersten Schritt des Beweises von Satz wurde mitgezeigt,
dass den multiplikativen Linearformen in w(C), insbesondere den Eztremalpunkten
von 7(C), genau die Diracmafe beziglich Punkten in K¢ entsprechen. Da fir eine
multiplikative Linearform L: Rlzy, ..., x,] — R stets L(1) = 1 gilt, sind die darstel-
lenden Maf$e der multiplikativen, auf C nichtnegativen Linearformen genau solche
Diracmafe.

(b) Fiir eine nichtleere, kompakte Teilmenge K C R™ ist
C=Pos(K)={peRlzy,...,z,);p>0auf K} CRlzy,...,z,]
ein archimedischer, konvexer Kegel mit 1 € C, CC C C und K = K.

(c¢) Der Satz von Haviland besagt, dass fiir eine abgeschlossene Teilmenge K C R™ und
eine lineare Abbildung L: Rz, ..., x,| — R die Ezistenz eines darstellenden Mafles
auf K dquivalent zu L(f) > 0 fir alle f € Rlzy,...,x,] mit f >0 auf K ist. Ist K
kompakt und nichtleer, so folgt die Aussage direkt aus Theorem[1.1]. Der allgemeine
Fall wird in Abschnitt 3.2 von [12] bewiesen.

Beweis. (b) Es ist offensichtlich C C R[zy,...,z,] ein konvexer Kegel mit 1 € C und

CC C C. Zum Beweis der Archimedizitdt von C sei p € R[zy,...,z,]. Dann existiert
eine natiirliche Zahl N € N, sodass N > sup p(z) ist, da das Supremum aufgrund der
zeK

Kompaktheit von K endlich ist. Damit gilt N — p(z) > 0 fir alle z € K und somit
N —p € C. Aus p > 0 auf K fir jedes p € C folgt K C K¢. Nehmen wir an, es
existiere ein # € K¢\K. Dann ist d: Ko — R, y — dist(y, K) eine stetige Funktion
auf K¢ mit § = d(z) > 0. Weil K kompakt ist, existiert nach dem Satz von Stone-
Weierstra$ ein ¢ € Rlzy, ..., x,], sodass ||¢|x, — (—d)|| k. < 0/4 gilt. Aus d = 0 auf K
folgt p =g+ /2 > 0 auf K, also p € C. Da nach Annahme z € K¢ liegt, folgt p(x) > 0.
Dies liefert den Widerspruch

) ) J 3
0 < q(x) + 5 +d(z) < 5+ la(2) +d@)] < 5+ llalxe +dllxe < 0.
Damit gilt Ko = K.
(c) Es sei C = Pos(K). Dann erfillt C nach (b) die Voraussetzungen von Theorem
und es gilt K = K¢. Damit folgt der Satz von Haviland aus Theorem [I.1] O

Unter geeigneten Voraussetzungen lasst sich fiir das darstellende Mafl die Lage der
kleinsten abgeschlossenen Menge, deren Komplement eine Nullmenge ist, eingrenzen. Zu-
nachst zeigen wir, dass eine solche Menge stets existiert.

Sei X ein separabler metrischer Raum, u € M1 (X) ein positives Borelmafl und

U={U;U C X offen, u(U) = 0}.
Dann existiert nach dem Satz von Lindelof eine Folge (U;);en in 4, sodass

U ey = U

€N
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ist. Daher folgt fiir V = U(U;U € ) aus der Sub-o-Additivitat des Mafles p, dass

0<pu(V)=p(JU;Ues) =p (U Ui) < iu(Ui) =0

1€N

gilt. Somit ist V' die grofite offene Teilmenge von X, die eine p-Nullmenge ist. Man nennt
die Menge supp(p) = X\V den Triger von p, dies ist also die kleinste abgeschlossene
Menge, deren Komplement eine p-Nullmenge ist.

Nun kénnen wir das versprochene Kriterium fiir die Lage des Trégers des darstellenden
Mafes formulieren.

Satz 1.12. Seien C C Rlxy, ..., x,] ein archimedischer, konvexer Kegel mit1 € C, CC C C
und K = K¢ # @, L: R[xq,...,2,] = R eine lineare Abbildung mit L > 0 auf C, u das
darstellende MafS auf K und r € Rz, ..., z,).

(i) Falls L(rp) > 0 fir alle p € C, dann gilt supp(p) C {a € K;r(a) > 0}.

(ii) Falls L(r) = 0 und die Menge {L(rp);p € C} nach oben oder unten beschrinkt ist,
dann gilt supp(p) C {a € K;r(a) = 0}.

Beweis. Definiere L': Rz, ..., x,] — R durch L'(p) = L(rp) fiir alle p € Rlzy,...,z,)].
Dann ist L’ linear.

Es sei L'(p) > 0 fir alle p € C. Nach Theorem existiert dann ein positives Borelmafl
p' auf K mit

/ plx dp’ = L'(p) = L(rp) = / prix du
K K

fir alle p € Rlzy, ..., z,]. Aus dem Satz von Stone-Weierstraf} folgt damit

/deu’z/Kfr\Kdu

fir alle f € C(K,R). Die durch die Integration beziiglich der Mafle r|xpu, ' € M(K,R)
gegebenen stetigen Funktionale auf C'(K,R) stimmen somit tiberein, sodass nach dem
Rieszschen Darstellungssatz ;1 = r|xp gelten muss. Es sei B = {s € K;r(s) < 0} C K.
Die Positivitdt der Mafle ' und p hat zur Folge

0 <4/'(B) =/ Tl dp <0,
B

da r < 0 auf B ist. Somit gilt u(B) = 0. Weil r|x: K — R stetig ist, ist B C K offen.
Damit kann der Trager von p hochstens kleiner als das Komplement von B sein:

supp(p) C K\B = {s € K;r(s) = 0}.

Dies zeigt den ersten Teil.

Es sei nun L'(1) = 0 und die Menge {L/(p);p € C} nach oben oder unten beschrankt.
Dann folgt aus Bemerkung 1.8 dass L' = 0 ist und damit aus dem Satz von Stone-
Weierstrafl

0:/ frix du
K

fir alle f € C(K,R) gilt. Dann liefert der Rieszsche Darstellungssatz r|xp = 0. Betrachtet
man die offenen Teilmengen BT = {s € K;r(s) > 0} C K und B~ = {s € K;r(s) <
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0} C K, so liefert ein Argument wie in (i) u(B*) = u(B~) = 0 und schlieflich wie oben
supp(p) € K\B™ sowie supp(u) C K\B~. Daraus folgt

supp(u) C K\(BTUB™) ={s € K;r(s) =0}.
O]

Nach Bemerkung[1.8[ii) ist die Vorausetzung von Teil (i) des vorherigen Satzes dquiva-
lent dazu, dass die Menge {L(7p); p € C} nach unten beschrankt ist.

1.2 Vasilescus Resultate

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die beiden in [17] betrachteten Aussagen tiber die
Existenz eines darstellenden Mafles in Theorem [L.T] enthalten sind.

Zunachst definieren wir fiir eine endliche Menge von Polynomen mit kompaktem Posi-
tivitatsbereich eine Menge von Polynomen, auf der die Nichtnegativitidt der Linearform
notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines darstellenden Mafles ist, wenn man
zusétzlich fordert, dass die von der endlichen Teilmenge und dem Einselement erzeugte
Algebra der Polynomring ist.

Bemerkung 1.13. Es sei P = {p1,...,pm} C Rlzy,...,x,] mit Kp C R" kompakt.
Wegen der Kompaktheit von Kp ist mj = ||pj|lx, < 0o. Setze p; = m; 'p;, falls m; > 0,
und p; = p; firm; =0 fir j =1,...,m. Wir definieren P = {0,1,P1,...,Pm} und

Afp:{Tl"'Tk;k’EN,TjEﬁU(l—,ﬁ)}.

Wir wollen mit Alg(qy,...,qs) die von ¢i,...,qs € Rlzy,...,x,] erzeugte Teilalgebra
von R[zy,...,x,] bezeichnen, das heifit

Alg(qr,...,qs) = { Z anq®;r € Nya, € R} , (1.1)

a€eNs 1<|a|<r

wobei ¢ = (q1,...,qs) € Rlxy,...,z,]° gesetzt wurde und damit ¢* = ¢7" - - - ¢% fur alle
a € N* gilt.

Satz 1.14. Sei P = {p1,...,pm} C Rlx1,...,z,] eine endliche Teilmenge, sodass Kp C
R™ eine nichtleere, kompakte Teilmenge und Alg(1,p1,...,pm) = Rlzq, ..., x,] sind.

FEine Linearform L: Rlzq, ..., x,] — R besitzt genau dann ein darstellendes Maf$ 1 auf
Kp, wenn L > 0 auf Ap ist. In diesem Fall ist das darstellende Majf$ eindeutig bestimmt.

Beweis. Es sei C der von Ap erzeugte konvexe Kegel, also

k
C = {Zairi;kEN,ao,...,ak ZO,TO,...,TkEAp} C Rlzy, ..., x,].

i=0
Wir zeigen, dass C die Voraussetzungen von Theorem [L.1] erfiillt.
Aus P C Ap C C folgt 1 € C.
k I

Seip:Zairi,q:ZﬂjsjECmitro,...,rk,so,...,sl6Apundom,...,&k,ﬂo,...,ﬁl2
1=0 7=0

0. Dann liefert
k l k1
pPq = <Z CYZ'T’Z) (Z 53‘5]‘) = Z Z aiﬁjrisj c C
i=0 j=0

i=0 j=0
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die Inklusion CC C C. A
Sei A={rg---rp;k € N,rg,...,r, € P}. Dann gilt fiir

pE R[[L’l, cee >$n] = Alg(l,pl, cee apm) = Alg(Lﬁl? cee Jam)?

dass p € LH(A), sei etwa

—p=aifi+...+apfr —Bigi — ... — B,

wobei f1,..., fe, g1, gt € Aund o, ... o, B, B <O
Falls g; =197 mit ro,...,7r, € P fir ein ¢ € {1,...,1} ist, so gilt:

l—g=1—rg--rme=0—=ro)+ro(l—r1)+... 419 11(1 —1%) €C.

Wihle eine nattirliche Zahl N € N, sodass N > 31 + ... + ;. Fr diese natiirliche Zahl
N gilt:

N—-p=(afi+...+apfi) +(B(l-—g)+...+61=g) +(N—=(Bi+...+5)) €C.

Somit ist C archimedisch.

Aus P C C folgt unmittelbar Ko C Kp. Fir die umgekehrte Inklusion sei a € Kp,
das heifit p(a) > 0 fir alle p € P. Es geniigt zu zeigen, dass p(a) > 0 fir ein beliebiges
p € Ap gilt. Fiir r € P gilt 0 < r(¢) < 1 fiir t € Kp.Aus diesem Grund gilt insbesondere
1 —r(a) > 0. Da die Positivitét fiir die restlichen Elemente von Ap damit sofort folgt,
gilt p(a) > 0 und somit Kp C K.

Damit sind die Voraussetzungen von Theorem [1.1]erfiillt. Da die Nichtnegativitat von L
auf Ap aquivalent zur Nichtnegativitit von L auf C ist, folgt die Behauptung aus Theorem

L1l O

Ein zweites Resultat soll die Situation beschreiben, in der die zweite Voraussetzung
Rlzy,...,z,] = Alg(1,p1,...,pm) nicht gegeben ist. Fir die Formulierung dieses Satzes
ist die folgende Notation notwendig.

Bemerkung 1.15. Es sei P = {p1,...,pm} C Rlxy,...,z,] eine endliche Teilmenge mit
Kp C R™ kompakt und P sei definiert wie in Bemerkung .

Definiere a, = inf{xyg; (x1,...,2,) € Kp} sowie by = sup{zg; (x1,...,2,) € Kp} fir
k=1,...,n. Weiterhin setze firk =1,...,n ppmir(x) = (2 — ag)/(bp — ax) falls a < by,
sowie i (v) = (v — ag) falls by, = ay..

SchlieBlich sei P = P U {pmi;k = 1,...,n, falls ax < b}y, Py = {1, 3k =

1,...,n, falls ap = by} sowie
Ap = {Q1"'Qk(1 —r1)-(L=r)hy - hysk lu € N* g,y € P, h; € 750}-
Im Beweis des ndchsten Satzes wird Kp = Kp mitbewiesen.

Das folgende Resultat ist in dieser Situation das Analogon zu Satz[I.14] Die Positivitét
der Linearform muss nun statt auf Ap auf der “gréfleren” Menge Ap vorausgesetzt werden.

Satz 1.16. Sei P = {p1,...,pm} C Rlzy,...,z,] mit Kp CR" kompakt und nichtleer.
Die Linearform L: Rlxy, ..., x,] — R besitzt genau dann ein darstellendes Mafs ju auf
Kp, wenn L > 0 auf Ap ist. In diesem Fall ist das darstellende Maf eindeutig bestimmdt.
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Wie im Beweis von Satz wird die Behauptung auf Theorem zuriickgefiihrt.

Beweis. Es sei C der von Ap erzeugte konvexe Kegel. Dann gilt

k
C= {Zam;k eN,ag,...,a, >0,70,...,7 € Ap} C Rz, ..., 2]
=0

Wir iiberpriifen die Voraussetzungen von Theorem

Es gilt 1 € Ap C C. AuBerdem ist CC C C, da Ap unter Multiplikation abgeschlossen
ist.

Um die Archimedizitdt von C zu beweisen, beobachten wir zunachst, dass die Men-
ge A = {ql coeqrhy e chg k,u e N g, o, q € Poha, .o hy € 730} unter Multiplikation
abgeschlossen ist, sodass LH(A) C R[zy,...,x,] eine Unteralgebra ist. Da die Unteral-
gebra LH(A) die Monome x1,...,z, und 1 enthdlt, gilt LH(A) = R[zy,...,x,]. Es sei
p € R[xy,...,x,] ein beliebiges Polynom. Aufgrund der vorherigen Beobachtung existie-
ren aq, ..., B1,...,0, >0und fi,..., fr,01,...,9s € A, sodass

—p=a1fi+...+a.fr— 191 — ... — Bsgs

gilt. Weil fir h € Py\{1} auch —h € P,\{1} ist, kénnen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dass die Polynome gy, ..., g; nur Produkte von Elementen in P
sind. Fiir ein i € {1,...,s} sei g; = ro-- -7, mit ro, ..., € P. Dann gilt

l—gi=1—r¢g--rg=0—719)+r0(l—r)+...70--1_1(1 —7%) €C.
Fixiere ein N € N mit N > ; 4+ ...+ (. Dann folgt aus
N-p=(afit...+af)+Bul—g)+. ... +0:(1—g) +(N—(B+...+5)) €C

die Archimedizitdt von C.

Es bleibt noch Kp = K¢ zu zeigen. Die Inklusion Ko C Kp folgt aus P C C. Zum
Beweis der zweiten Inklusion sei ¢ € Kp, also p(c) > 0 fiir alle p € P. Fiir h € Py, gilt
h =1 oder h(c) = 0 und fir ¢ € P gilt 0 < ¢ < 1 auf Kp. Dies liefert p(c) > 0 fir alle
p € Ap und somit auch fiir alle p € C.

Die Nichtnegativitat von L auf Ap ist aquivalent zur Nichtnegativitat von L auf C,

sodass die Behauptung aus Theorem [1.1] folgt. O

1.3 Positivstellensatz

Als Korollar zu Theorem ergibt sich folgender Positivstellensatz:

Korollar 1.17. Ist C C R[xy,..,2,] ein archimedischer, konvezer Kegel, sodass 1 € C,
CC C C und K¢ # @ sind, dann gilt fir p € Rlzy, .., x,]:
Ist p > 0 auf K¢, dann ist p € C.

Fiir den Beweis werden wir einen algebraischen Trennungssatz verwenden, der nach
einer Definition formuliert werden kann:

Definition 1.18. Sei X ein R-Vektorraum und M C X eine nichtleere, konvexe Teil-
menge. Ein Punkt m € M heifit algebraisch innerer Punkt von M, falls fir alle v € X
ein € > 0 existiert, sodass

m+ex € M.

Die Menge M* aller algebraisch inneren Punkte von M heifit algebraisches Inneres von
M.
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Analog zu einem Argument aus [10] zeigen wir, dass ein konvexer Kegel C C R[xy, ..., z,)
mit 1 € C genau dann archimedisch ist, wenn 1 im algebraischen Inneren liegt.

Sei C archimedisch und ¢ € Rz, .., x,]. Dann existiert eine natiirliche Zahl N € N*,
sodass N +q = N —(—¢) € C und damit auch 14 +¢ = ~ (N +¢) € C, da C abgeschlossen
beziiglich der Multiplikation mit positiven reellen Zahlen ist.

Fiir die andere Richtung sei ¢ € Rz, .., z,]. Wir wihlen ein € > 0, sodass 1+¢(—q) € C.
Die archimedische Eigenschaft der natiirlichen Zahlen liefert die Existenz eines N € N
mit N > 1 Dannist N —¢= (N —1)+1(1-eq) eC.

Satz 1.19. Sei X ein R-Vektorraum und seien Ky, Ky C X zwei konvere Mengen mit
Ki #+ @, Ky # @ und K} N Ky, = @. Dann ezistieren eine Linearform L: X — R und
eine Konstante A € R, sodass

L(y) <A < L)

fiir alle x € Ky, y € Ky und L(z) > X fiir alle z € K} gilt.

Wir werden diesen algebraischen Trennungssatz auf einen Trennungssatz aus der Theo-
rie der lokalkonvexen topologischen Vektorrdume zuriickfithren. Der erste Teil des folgen-
den Beweises ist eine Abwandlung eines Beweises aus [17].

Beweis. Wir betrachten auf X die lokalkonvexe Topologie 7, deren Nullumgebungsbasis
aus allen absorbierenden, absolut konvexen, nichtleeren Teilmengen von X besteht.

Zuerst zeigen wir, dass fiir eine nichtleere, konvexe Teilmenge A C X die Identitéit
A® = Int(A) gilt, wobei Int(A) das Innere von A beziiglich der Topologie T bezeichnet.

Sei a € A’. Definiere U = (A —a) N (a — A). Dann gilt 0 € U und U ist als Schnitt
zweier konvexer Mengen konvex. Da auch U = —U gilt, ist U absolut konvex. Ist x € X
beliebig, so existieren 1,9 > 0, sodass a —e1x € A und a+ ez € A liegen. Aufgrund der
Konvexitét von A sind dann 7 = a—ex € Aund 25 = a+ex € Amit e = min{e, e} > 0.
Damit erhédlt man x = (a — 21)/e € (a — A)/e und = = (x93 — a)/e € (A — a)/e, folglich
gilt = € Ule, also ist U absorbierend. Somit ist U eine Nullumgebung und a + U C A,
also a € Int(A).

Ist a € Int(A) und = € X beliebig, dann existiert eine absorbierende, absolut konvexe,
nichtleere Teilmenge U C X mit a + U C A sowie ein o > 0, sodass z € pU ist, etwa
r=opyfiryeU. Danngilt a+z/o0=a+y € a+ U C A und damit a € A"

Nun beweisen wir die Existenz einer Linearform L: X — R und einer reellen Zahl
A € R mit den gewlinschten Eigenschaften.

Es seien K} = Int(K7) und K, wie in der Voraussetzung. Dann sind K}, K, konvexe, dis-
junkte Teilmengen von X und K7 ist offen beziiglich der Topologie 7. Die Trennungssitze
fiir lokalkonvexe topologische Vektorraume liefern die Existenz einer stetigen Linearform
L: X - Rund X\ € R, sodass L(x) <\ < L(y) fir x € Ky und y € Kj.

Wir nehmen an, dass ein a € K; mit L(a) < \ existiert. Wéhle b € K}. Dann existiert
ein ty € (0,1) mit L(toa + (1 — tg)b) = A. Setze a’ = toa + (1 — t9)b. Fir x € X existiert
g, > 0 mit b+ e,z € K. Dann gilt @’ + ,(1 — tg)x = toa + (1 — to) (b + e,x) € K, weil
K konvex ist. Damit folgt o’ € K} im Widerspruch zu L(a’) = . O

Ein alternativer Beweis wird in § 17.1(3) in [II] gegeben. Mit Hilfe des algebraischen
Trennungssatzes konnen wir nun den Beweis von Korollar fithren.

Beweis von Korollar[L17. Tst p ¢ C, so liefert Satz die Existenz einer Linearform
L: Rzy,...,z,] — R und einer reellen Zahl A € R mit L(p) < XA < L(z) fir alle z € C
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und A < L(1), da der Kegel C konvex ist und als archimedischer Kegel den algebraisch
inneren Punkt 1 € C besitzt.
Existiert ein r € C mit L(r) < 0, so folgt der Widerspruch

L(p) < L(tr) = tL(r) =% —cc.

Damit gilt L > 0 auf C sowie L # 0, da L(p) < L(1) ist, sodass Theorem die
Existenz eines darstellenden Mafles i1 # 0 auf K¢ fiir die Linearform L liefert.
Da p ein positives Mafl und p > 0 auf K¢ ist, gilt

0< [ pliedp=L(p) <A< L(0) =0,
K¢

weil 0 € C ist.
Aufgrund der Positivitiat von p auf K¢ folgt daraus p = 0 u-fast iiberall auf K¢, was
ein Widerspruch zu p > 0 auf K¢ und p # 0 ist. O

Wie wir im Beweis von Satz [I.14] gesehen haben, erfiillt der von Ap erzeugte konvexe
Kegel die Voraussetzungen von Theorem , wenn P = {p1,...,ps} C Rlzy,...,z,)
eine endliche Teilmenge ist, sodass Kp C R"™ nichtleer, kompakt und die von 1, py,...,ps
erzeugte Algebra gleich dem Polynomring Rz, ..., z,]| ist. Damit ist Theorem 1.3.1 in
[T7] ein Spezialfall von Korollar , wenn C der von Ap erzeugte konvexe Kegel ist. In
dieser Situation kann mit Korollar die Struktur der auf K¢ strikt positiven Polynome
beschrieben werden.

Als weiteres Resultat werden wir in Korollar 2.12] Schmiidgens Positivstellensatz fol-
gern.
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2 Schmiidgens Theorem

In diesem Kapitel zeigen wir, dass Schmiidgens Theorem ein weiterer Spezialfall von
Theorem ist. Dazu sind einige Vorbereitungen notwendig, da der Beweis insbesondere
Krivines Nullstellensatz benotigt. Dieses Resultat wird im ersten Abschnitt bewiesen.

Dariiberhinaus beweisen wir Schmiidgens Positivstellensatz als Folgerung aus dem Po-
sitivstellensatz des letzten Abschnitts.

2.1 Krivines Positivstellensatz

Der Beweis des Positivstellensatzes von Krivine benotigt Tarskis Transferprinzip, das wir
allerdings nur zitieren mochten.

Satz 2.1 (Tarskis Transferprinzip). Sei (F, <) eine angeordnete Korpererweiterung von
(R, <) und es existiere ein Punkt a = (aq, . ..,a,) € F™, der ein endliches System von po-
lynomiellen Gleichungen und Ungleichungen mit Koeffizienten in R erfullt. Dann ezistiert
ein Punkt b = (by,...,b,) € R™, der die selben Gleichungen und Ungleichungen erfillt.

Ein Beweis dieser Aussage findet sich in Theorem 11.2.4 in [12].

Bevor wir den Positivstellensatz beweisen werden, sind einige Hilfsaussagen bereitzu-
stellen. Die Aussagen und Beweise im folgenden Abschnitt orientieren sich, wenn nicht
anders vermerkt, an [12].

Im Folgenden sei F' ein Korper mit char(F) # 2 und A ein kommutativer Ring mit 1.

Eine Priordnung von A ist eine Teilmenge T'C Amit T+ T C T, TT C Tund a? €T
fir alle a € A.

Eine Teilmenge P C A heifit Ordnung von A, falls P+ P C P, PP C P sowie
PU—-P=A Pn—-P={0}.

Jede Ordnung ist eine Praordnung, denn ist a € A, dann gilt a € P oder —a € P und
somit a*> = aa € P oder a® = (—a)(—a) € P.

Lemma 2.2. Sei T' C F eine Priordnung und f € F\T.

Dann ezistiert eine beziglich Inklusion mazximale Praordnung P C F, sodass f ¢ P
und T'" C P. Die Priordung P ist eine Ordnunyg.

Beweis. Sei I' = {P C F; P Praordnung, f ¢ P,T7 C P}. Dann ist I' beztiglich der
Mengeninklusion partiell geordnet und nicht leer, da 7' € I

Ist (Py)aea eine Kette in I', dann besitzt P’ = Uycp Py die Eigenschaften f ¢ P/, T C P’
und a? € P’ fiir alle a € F. Sind f, g € P, so existiert ein \g € A mit f,g € P,. Weil Py,
ein Praordnung ist, gilt f+g¢, fg € P\, C P'. Somit gilt P’ € I" und das Zornsche Lemma
liefert die Existenz einer maximalen Praordnung P € T'.

Weil P eine Praordnung ist, geniigt es P U —P = F und PN —P = {0} zu zeigen.

Wegen f ¢ P zeigt die Darstellung f = (%)2 +(—1) (%)2, dass auch —1 nicht in P
liegt.
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Die Formeln

(a1 = fbr) + (a2 — fb2) = (a1 + az) — f(b1 + b2),
(a1 — fb1)(as — fba) = (aras + bibaf?) — f(aibs + asby)
fir ay, as, by, by € P zeigen, dass P — fP eine Priaordnung ist. Aus
a=a— f(0*) € P—fP
fir alle @ € P und
—f =0~ f(1?)
folgt zusammen mit der Maximalitat von P beziiglich der Mengeninklusion, dass —f € P

ist. Denn sonst wiirde folgen, dass f € P — fP ist, etwa f = a — fb fir a,b € P. Daraus
folgt f(1+b) = a und wegen —1 ¢ P also 1 + b # 0 ergibt sich der Widerspruch

a

f=

=a(l+0b) (1—11—5)2 e P

Sei g € F und g ¢ P. Analog zum obigen Argument sieht man, dass P + gP eine
Préordung ist und P C P + gP gilt. Die Maximalitat von P impliziert f € P+ gP, etwa
f=a+gbmit a,be P, sodass —bg = a+ (—f) € P gilt, weil —f € P. Wegen f ¢ P gilt
a — f # 0 und somit b # 0. Damit folgt

—g:a;f:(a—f)b(llj)ZGP.

Damit haben wir gezeigt, dass P U —P = F ist.
Sei g € PN —P. Die Annahme g # 0 liefert den Widerspruch

—1=g(-g) <1>2 S

g
Also ist auch PN —P = {0}. O

Ist a C A ein Ideal und A/a der Quotientenring, dann ist die Quotientenabbildung
1: A — AJa ein surjektiver Ringhomomorphismus.

Eine Teilmenge S C A heilit multiplikativ, falls 1 € S und mit f,g € S auch fg € S
gilt. Dann definiert

(r1,81) ~ (12, 82) < Ju € S mit u(ryisy —resy) =0

eine Aquivalenzrelation auf A x S. Die Restklasse [(ry, s1)] wird mit £ bezeichnet. Die
Menge der Restklassen S™1A = Ax.S/ ~ wird vermdge der wohldefinierten Verkniipfungen

T n Ty  T1S2+ 7128

51 592 5182
T1 T2 rire

S1 S92 N S1S52
zu einem kommutativen Ring mit 1.
Ist A ein Integritatsring, dann ist S = A\ {0} multiplikativ und S~ A stimmt mit dem
Quotientenkorper Q(A) iiberein.
Fir ein Primideal p ist S = A\p multiplikativ. In diesem Fall schreiben wir A, fir
S~ A. Der Ubergang von A zu A, heifit die Lokalisierung von A in p.
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Proposition 2.3. (a) Es gibt eine beziglich der Mengeninklusion ordnungserhaltende
Bijektion zwischen der Menge der Ideale b C A, die a enthalten, und den Idealen
b C A/a. Dieselbe Aussage gilt fiir die Primideale von A, die a enthalten, und die
Primideale von A/a.

(b) Fiir ein Primideal p C A stehen die Primideale von A, in Bijektion zu den Prim-
idealen von A, die in p enthalten sind.

Beweis. @ Man kann zeigen, dass ¢: {b;b C A/a Ideal} — {b;b C A Ideal mit a C

_ T -
b},b6 — 1 (b) eine bijektive Abbildung ist und dass das Bild der Einschrankung von
auf die Primideale in A/a genau die Primideale in A sind, die a enthalten.

[(b)] siehe Corollary 3.13 in [3]. O

Fur ein Ideal I € A nennt man
VI ={a € A; es gibt e¢in m € N mit ™ € I}

das Radikal von I. Dann ist VI C A ein Ideal, denn ist ™ € I und f € A, so gilt
(fa)™ = fma™ € I und fiir a™,b" € I ist auch (a + b)™" = Y74 (7)a’b™ = € I, da
i > m oder m +n —i > n (Der binomische Lehrsatz gilt in beliebigen kommutativen
Ringen mit 1).

Das Nullradikal R ist definiert als die Menge aller nilpotenten Elemente von A, daher
gilt 9%t = \/{0}.

Die Beweise der Aussagen und @ der folgenden Proposition sind [3] entnommen,
die Beweise der tibrigen Teile [12].

Proposition 2.4. Sei I C A ein Ideal.
(a) Das Nullradikal ist der Durchschnitt aller Primideale von A.

(b) VT ist der Durchschnitt aller Primideale, die iiber I liegen.

(c) Fir jedes Primideal p, das tber I liegt, existiert ein minimales tber I liegendes
Primideal p' mit p’ C p.

(d) Wenn p ein minimales tber I liegendes Primideal und a € p ist, dann existiert ein
be A\p und ein n € N, sodass a™b € I ist.

Beweis. @Es bezeichne R’ den Durchschnitt aller Primideale von A. Ist f € A nilpotent,
etwa f™ = 0 flir ein m € N und p ein Primideal von A. Dann gilt f™ =0 € p, also f € p,
weil p ein Primideal ist. Folglich gilt f € R'.

Fiir die umgekehrte Richtung nehmen wir an, dass f nicht nilpotent sei und bezeichnen
mit [' die Menge aller Ideale a mit f™ ¢ a fir alle m € N. Diese ist durch die Men-
geninklusion partiell geordnet und nicht leer, da {0} € I'. Fir eine Kette (py)aea in I ist
die Vereingung q = Uyeapa erneut ein Ideal, denn 0 € q und sind a,b € q, ¢ € A, dann
existiert ein A\g € A mit a,b € p), und damit a + b,ac € p), C q. Wegen ™ ¢ q fir
m € Nist q € I' und damit existiert nach dem Zornschen Lemma ein maximales Element
p € I'. Wir zeigen nun, dass p ein Primideal ist. Sind a,b ¢ p, so ist p strikt in p + (a)
und in p + (b) enthalten, diese Ideale gehoren also nicht zu I'. Deshalb existieren &, € N,
sodass f* € p+ (a) und f' € p+ (b), etwa f¥ = p; +a; und f' = py + by mit p;,py € p
und a; € (a), by € (b). Dann gilt f**' = (pips + p1by + poay) + a1by € p + (ab). Somit ist
p + (ab) ¢ T und daraus folgt ab ¢ p. Somit ist p ein Primideal mit f ¢ p.
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[(b)] Beachte Proposition [2.3)[(a)] und wende Teil [(a)] auf A/I an.

Es sei I' = {q C A;q Primideal,/ C q C p}. Dann gilt p € I'. Wir betrachten
auf I' die partielle Ordnung, die durch die umgekehrte Mengeninklusion gegeben ist. Fir
eine beliebige Familie von Idealen ist der Durchschnitt ein Ideal. Somit ist fiir eine Kette
(pr)rea von Primidealen der Schnitt q = Nyeapy erneut ein Ideal und sind f,g € A
mit fg € q, dann ist f € py, oder g € p, fir jedes A\ € A. Angenommen g ¢ ¢, dann
existiert Ao € A mit g ¢ p,,. Es folgt g ¢ p, fiir alle py C p,,, folglich f € p, fir alle
py C py,. Fir die restlichen py gilt dies aufgrund von py D p,, auch. Damit gilt f € q. Das
Bilden des Durchschnitts erhélt die Inklusionsbeziehungen, sodass q € I' und deshalb ein
Maximum der Kette (py)aea beziiglich der umgekehrten Mengeninklusion ist. Aus dem
Zornschen Lemma folgt die Existenz eines minimalen Primideals p’ mit den gewtinschten
Eigenschaften.

[(d)] Es bezeichne ¢: A — A/I die Quotientenabbildung und p; = ¢ (p) das Bild des
minimalen Primideals p. Dann ist p; ein Primideal. Die Minimalitat von p besagt, dass
es kein von p verschiedenes Primideal in A gibt, das zwischen I und p liegt. Damit folgt
aus Proposition @, dass kein Primideal in A/I existiert, das strikt in p; enthalten
ist. Wir lokalisieren nun A/l in p;. Dann ist po = {Z;p € p1,s € (A/I)\p:1} C (A/]),,
ein Primideal. Proposition [2.3|[(b)|liefert, dass ps das einzige Primideal in (A/T),, ist. Mit
Teil |(a)| erhédlt man \/@ = py. Es gilt @ = ¢(a) € p; und ¢ € p,. Aus diesem Grund

existiert m € N mit (%)m = 0. Es folgt (%)m ~ 9 sodass b € (A/I)\p; mit ba™ = 0

1°

existiert. Deshalb gibt es b € A\p mit b = 1(b). Aus ba™ = 0 erhilt man ba™ € I. O

Ist B ein weiterer kommutativer Ring mit 1, ¢: A — B ein Ringhomomorphismus
mit (1) = 1 und S C B eine Praordnung, dann ist Zpl(S) eine Praordnung in A. Fir
eine Praordnung 7' C A nennt man die kleinste Praordnung in B, die ¢(T") enthélt, die
Fortsetzung E von T' nach B beziiglich ¢.

Ist M C A multiplikativ abgeschlossen und 1 € M, so ist

k
P(M) = {Zb?si;k e N by,...,bp € B,sg,...,S € M} (2.1)
i=0
die kleinste Praordnung in A, die M enthélt.

Weil ¢(T) multiplikativ abgeschlossen und 1 € ¢(T) ist, gilt:

k
E=P(p(T)) = {beg&(si);k €N, by,...,br € B,sg,...,s, € T}.
i=0

Proposition 2.5. Ist A ein Integrititsring und F = Q(A) sein Quotientenkérper sowie
T C A eine Priordnung mit T N =T = {0} und ¢: A — F die kanonische Inklusion,
dann ist die Fortsetzung E von T nach F beziiglich 1 eine echte Teilmenge von F.

Beweis. Ein allgemeines Element r € FE hat nach Gleichung (2.1) die Gestalt r =

> (%)2 s; fir a;,b; € A, by # 0 und s; € T. Definiert man b = I1;b;, dann gilt b # 0, weil

A ein Integritatsring ist. Fur s = ), (al-H#ibj)Q si, gilt 7 = 3, also kann ein beliebiges
Element von F in der Form s/b% mit s € T und b € A\{0} geschrieben werden.

Wir zeigen nun £ C F, indem wir die Annahme —1 € E zum Widerspruch fithren.
Seien s € T und b € A\{0} mit —1 = s/b?. Dann folgt —0* = s € T und damit
b* € TN —T = {0}, da alle Quadrate Elemente von T sind. Die Tatsache, dass A ein
Integritatsring ist, liefert den Widerspruch b = 0. [
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Es sei T C A eine Praordnung und 2 eine Einheit in A, also % € A Einldeal I C A

heifit T-konvez, falls mit s;,so € T und s; + s € I auch sy, s € I gilt.
Proposition 2.6. Es sei T' C A eine Prdaordnung, [ =T N —T. Dann gilt:

(a) I ist ein Ideal und T-konvez.

(b) T = A ist dquivalent zu —1 € T.

(c) Ist p C A ein minimales uber I liegendes Primideal, dann ist p T-konver.

Beweis. (a) Esgilt 0 € TN—T und sind f,g € TN—T,dannist f+g € T und —(f+g) =
3 2 2
(—=f)+(—g) €eT.Fir f € Aund g € TN T folgt: fg = (%) g+ (%) (—g) €T
2 2
sowie —fg = (%) (—g) + (%) geT.

Es seien f,g € T und f+g € TN =T, dann ist —(f + g) € T und damit —f =
g+ (=(f+9g))eT,sodass fe TN—=Tund g = (f +g)+ (—f) € TN =T folgt.

(b) Es ist nur eine Richtung zu beweisen: Sei —1 € 7. Dann ist 1 € [ und damit [ = A,
weil I nach Teil @ ein Ideal ist. Aus I =T N =T folgt T = A.

(c) Seien s1,s2 € T und s + s € p. Nach Proposition [2.4][(d)] existieren ein m € N
und ein u ¢ p, sodass u(s; + s9)™ € I und damit u?(s; + s2)™ € I ist. Der binomische
Lehrsatz liefert

u(s1+s2)" =D u? (7) st Tt

=0

Jeder der Summanden auf der rechten Seite liegt in T, da (T) € Nist. Weil I nach Teil (a)

T-konvex ist, gilt u? (T) stsh ' € I fiir i =0,...,m. Fiir i = m erhilt man v?s € I C p
und damit s; € p, denn p ist ein Primideal und u ¢ p. Der Fall i = 0 liefert analog
So € P. ]

Fir P = {p1,...,ps} C Rlxy,...,x,] bezeichne Tp die von P erzeugte Praordnung, das
heif3t

k
TP = {Zq?ri;kENaqu--qu ER[xlv"wxn]?rOa"'vrk GM}, (22)
i=0

wobei M = {p*; o € N°} mit p = (p1,...,ps) € Rlzy,...,x,]° ist. Nun haben wir alle
Hilfsmittel an der Hand, um Krivines Positivstellensatz zu beweisen.

Satz 2.7 (Positivstellensatz). Es sei P C Rlxy,...,x,| eine endliche Teilmenge, K =
Kp C R™ sowie T'=Tp C Rlxy,...,x,] wie oben definiert und f € Rlxy,...,x,]. Dann
gilt

(i) f >0 auf K genau dann, wenn Polynome p,q € T existieren, sodass pf =1+ q,

(ii) f >0 auf K genau dann, wenn eine natirliche Zahl m € N und Polynome p,q € T
existieren, sodass pf = f*™ +q,

(iii) f =0 auf K genau dann, wenn eine natirliche Zahl m € N existiert, sodass — f*™ €
T,

(iv) K = @ genau dann, wenn —1 € T
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Die vier Teile des Positivstellensatzes sind aquivalent. Im Folgenden werden wir nur Teil
(i) des Positivstellensatzes bendtigen. Deshalb zeigen wir die Aquivalenz von (i) und (iv)
sowie die Giiltigkeit von (iv). Ein Beweis der Aquivalenz der restlichen Aussagen findet
sich in [12].

Beweis. (iv)=-(i): Sei pf = 1+ ¢ mit p,q € T. Dann gilt pf > 0 auf K, da ¢ > 0 auf K
ist. Daraus folgt f > 0 auf K, weil p > 0 auf dieser Menge ist.

Sei umgekehrt f > 0 auf K. Betrachte P’ = P U {—f}. Dann gilt Kp. = @, da f >0
auf K und Kpr C K, somit —1 € Tp.. Wegen Tpr = Tp — fTp existieren p,q € Tp mit
—1l=q— fpalsopf=1+4q.

(i)=(iv): Wegen K = Ky liefert —1 € T unmittelbar K = @. Um die umgekehrte
Richtung zu beweisen, sei K = &, sodass —1 > 0 auf K ist. Damit existieren p,q € T mit
p(=1)=14¢q,somit —1=p+qeT.

Wir zeigen jetzt die Giiltigkeit der Aquivalenz in (iv). Wie oben gesehen, folgt aus
—1 € T direkt K = @. Sei zum Beweis der umgekehrten Implikation K = @. Wir nehmen
an, dass —1 ¢ T. Damit ist TN—7 C R[zq, ..., x,] und TN—T ist nach Proposition [2.6](a)]
ein Ideal. Weil jedes Ideal in einem kommutativen Ring mit Eins in einem maximalen Ideal
enthalten ist, existiert nach Proposition ein minimales Primideal p C R[xy,...,x,],
dass tiber TN—1T liegt. Da p ein Primideal ist, ist R[xy, ..., z,]|/p ein Integrititsring, sodass
wir den Quotientenkorper F' = Q(R|x1, ..., x,|/p) betrachten konnen. Wir betrachten die
Abbildungen

R Rz, .. 20 B Ry, ... x0]/p S F=QR[x,...,2.]/p)
T q—q+p=q q_r—>%

Da p ein echtes Ideal ist, ist @9 0 1 injektiv und somit auch ¢ = 30 @y 0 ¢q. Folglich ist
R — F' eine Korpererweiterung.

Weil p nach Proposition T-konvex ist, besitzt die Fortsetzung Ty = @o(T) von T'
nach R[zy, ..., z,]/p die Eigenschaft ToN—T, = {0}. Damit sind die Voraussetzungen von
Proposition erfiillt und aus dieser folgt, dass die Fortsetzung 77 von Ty nach F' eine
echte Priaordnung ist. Proposition @ besagt —1 ¢ T1, sodass Lemma , angewendet
auf 77 und f = —1, die Existenz einer Ordnung P, C F' mit 77 C P, impliziert.

Fir a,b € F schreiben wir a < b genau dann, wenn b — a € P;. Auf diese Weise wird F
zu einem angeordneten Korper.

Da Zpl(Pl) C R eine Ordnung ist, die eindeutige Ordnung auf R, ist (F, <) eine ange-
ordnete Kérpererweiterung von (R, <).

Wir zeigen, dass ein Element a = (ay,...,a,) € F™ existiert, sodass p;(a) > 0 fir
1=1,...,s.

Setze a; = T; = x; +p € F fiur i = 1,...,n. Fir ein beliebiges g € Rlzy,...,x,],
etwa g = Y ey Car® mit einer endlichen Teilmenge J C N” und ¢, € R fiir alle a € J,
bezeichne g = 3 0 ¢o(g) das Bild von ¢ in F', dann gilt:

=Y CI% =) @t zom = g(a)

acJ acJ

Aus diesem Grund gentigt es zu zeigen, dass p; > 0 fir ¢ = 1,...,s. Aus p; € T folgt
Di = w30 pa(pi) € w30 po(T) C Ty C Py und damit p; > 0 fir i = 1,...,s. Damit gelten
fir a = (ay,...,a,) € F™ die Ungleichungen p;(a) > 0 firi =1,...,s.
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Weil (F, <) eine angeordnete Kérpererweiterung von (R, <) ist, konnen wir Tarskis
Transferprinzip in Satz[2.1]anwenden. Dieses liefert die Existenz eines b € R™ mit p;(b) > 0
firt=1,...,s. Somit gilt b € K im Widerspruch zu K # &. n

2.2 Schmiidgens Theorem

Eine Praordnung 7' C A in einem kommutativen Ring mit Eins heift archimedisch, falls
fiir jedes a € A eine natiirliche Zahl N € N existiert, sodass N —a € T.

Wir wollen nun ein Resultat von Wormann zeigen, das im Beweis von Schmiidgens
Theorem garantieren wird, dass die Voraussetzungen von Theorem erfillt sind.

Satz 2.8. Fir eine endliche Teilmenge P = {p1,...,ps} C Rlxy,...,x,] sind dquivalent:
(i) Tp ist archimedisch.
(ii) Kp ist kompakt.

Hierbei seien die Bezeichnungen wie in Satz[2.7 gewdhlt.

Fiir den Beweis benotigen wir noch ein Kriterium, um zu entscheiden, wann eine Pra-
ordnung in R[zy, ..., z,] archimedisch ist.

Lemma 2.9. Sei T C R[xy,...,x,] eine Priordnung. Dann sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

(i) T ist archimedisch.

n
(ii) Es existiert ein N € N, sodass N =Y a7} € T.
i=1

Beweis. Der Beweis folgt [12].

Da nur die Richtung (ii) = (i) zu zeigen ist, gelte (ii). Wir durfen natiirlich annehmen,
dass N > 1 ist. Nutzt man die Eigenschaften einer Praordnung, so ergibt sich:

N -z} = (N—Zx?) +> 2} eT.
j=1 j=1
J#i

Dariiberhinaus liefern die Eigenschaften einer Préaordung:
_ 1 2 2
N—:)si—5((N—1)+(N—$i>+(wi—1) JerT

N—I—x,-:;((N—l)—F(N—xf)—l—(xi—Fl)z) eT.

Als néachstes zeigen wir, dass die Menge
A={peR[xy,...,2,;AINEN:N—peT N+peT} CRlxy,...,z,)

ein Unterring ist.
Es gilt offensichtlich 0,1 € T'. Sind p,q € A, etwa n,,n, € N, sodass n, £p € T und
nq £ q € T sind, dann gilt:
(np+ng)—p—q)=p—p)+(ng+q) €T
(np+ng) +(p—q) = (np+p) +(ng—q) €T,

29



folglich p — ¢ € A. Damit ist A eine additive Untergruppe.

Es bleibt die Abgeschlossenheit Von A unter der Multiplikation zu zeigen. Es seien a, b €
A. Aufgrund der Identitét ab = 1 ((a 4 b)? — (a — b)?) geniigt es die Abgeschlossenheit
gegeniiber Quadrieren zu bewelsen Sei N € N so gewéhlt, dass N+ae€Tund N—a e T.
Dann gilt N> +a? € T und N? —a* = (N +a)(N —a) € T.

Wir beenden den Beweis, indem wir zeigen, dass A = Rz, ..., z,] ist.

WEeil sich jede nichtnegative reelle Zahl als Quadrat einer reellen Zahl schreiben lasst,
gilt Rf € T und damit R C A. Da aulerdem x1,...,z, € A ist und A C Ry, ..., 2,]
ein Unterring ist, folgt A = R[zq,...,x,]. ]

Beweis von Satz[2.8 Der Beweis folgt [12].

Wir setzen T'=Tp und K = Kp.

Sei T" archimedisch. Die Menge K ist als Schnitt iiber Urbilder abgeschlossener Mengen
unter stetigen Funktionen abgeschlossen Es gilt K = K7 und es existiert eine natiirliche
Zahl N € Nmit N — 3" 22 € T. Aus N — ||z|> > 0 auf K folgt ||z|* < N fir alle
x € K. Damit ist K auch beschrédnkt und nach Heine-Borel kompakt.

Sei fiir die umgekehrte Richtung K = Kp kompakt. Dann existiert ein £ € N, sodass
k— " 2? >0 auf K ist. Aus dem Positivstellensatz [2.7] folgt die Existenz von p,q € T
mit p (k — Y0, 27) = 1 + ¢. Damit gilt:

(1+44q) (k: Zx>:p<k—gx?>2ef (2.3)

Es sei T" die Préordnung in R[xl, ooy xy), die von PP = PU{k — XF , 27} erzeugt wird.
Es gilt: 7" = T + (k — X1, a?)T. Wegen k— ", 22 € T folgt aus Lemma [2.9] dass
T archimedisch ist. Insbesondere existiert eine positive, natiirliche Zahl m € N*, sodass
m—q € T" ist. Dieses m konnen wir gerade wihlen. Dann gibt es t1,15 € T mit m—q = t;+
(k—Y" | 2?)ty. Aus Gleichung folgt (m—q)(1+q) = t1(1+q)+p(k—>1" 22ty € T.
Somit folgt (m — ¢)(1 + ¢) € T und daraus erhélt man

2

m+7Z—q:(m—Q)(l—irq)%—(n;—q)QET.

Gleichung ([2.3) liefert:

m2 n m2 n
T9k<m+4—q> (1+q) <k: Zx>+q2mf:k<m+4>+k—2x?

wobei N =k (m + 1)2 E N gesetzt wurde.
Damit ist N — > ; 22 € T und nach Lemma [2.9) m ist T" archimedisch. ]

Nun kénnen wir Schmiidgens Theorem als Korollar zu Theorem beweisen:
Korollar 2.10 (Schmiidgen). Sei P = {p1,...,ps} C Rlzy,...,z,], sodass Kp C R"
nichtleer und kompakt ist. Sei T = Tp definiert wie in Gleichung (2.2)). Dann sind fir
eine lineare Abbildung L: Rxy, ..., x,] = R dquivalent:

(i) L>0 aufT.
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(ii) L besitzt ein darstellendes Mafi p auf Kp.

Beweis. Es gentigt, die Implikation (ii) = (i) zu zeigen. Sei also L > 0 auf 7. Da T eine
Préaordnung ist, gilt 1 € T, T+ T C T und TT C T. AuBerdem zeigt Gleichung
die Abgeschlossenheit gegentiber der Multiplikation mit nichtnegativen reellen Zahlen.
Satz liefert die Archimedizitat von 7', sodass T' die Voraussetzungen von Theorem
erfillt. Damit folgt die Behauptung aus Theorem [I.1] m

Bemerkung 2.11. Aus Proposition @ und Krivines Positivstellensatz (Satz
folgt, dass Kp genau dann nichtleer ist, wenn T = R|xy, ..., z,| ist. In diesem Fall erfillt
allerdings nur L = 0 die Bedingung (i) aus Schmidgens Theorem.

Nun fiithren wir Schmiidgens Positivstellensatz auf den “abstrakten” Positivstellensatz
in Korollar [LI7 zuriick.

Korollar 2.12 (Schmiidgens Positivstellensatz). Sei P = {p1,...,ps} C Rlxy,...,z,)
eine Teilmenge mit kompakter Positivstellenmenge K = Kp C R™.
Dann gilt firp € Rlzq, ..., x,]:

Aus p > 0 auf K folgt p € Tp.

Beweis. In dem Fall, dass K die leere Menge ist, gilt nach vorheriger Bemerkung Tp =
Rlz1,...,z,] und es ist nichts zu zeigen. Ansonsten folgt aus Satz dass Tp archime-
disch ist und damit die Voraussetzungen von Theorem erfiillt, sodass sich die Behaup-
tung aus Korollar mit C = Tp folgt. O
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3 Subnormale Operatoren

Dieses Kapitel beinhaltet die Anwendung der Ergebnisse iiber Momentenprobleme in
der Theorie der subnormalen Operatorentupel. Dazu werden im ersten Abschnitt eini-
ge Grundlagen zu subnormalen Operatoren und positiven, operatorwertigen Maflen zu-
sammengestellt. Der zweite Abschnitt behandelt dann die Ubertragung der Resultate aus
Abschnitt 1.4 in [I7] auf die in dieser Arbeit betrachtete Verallgemeinerung. Dabei werden
die Ergebnisse aus Kapitel [I| verwendet. Zum Schluss werden wir noch einige Beispiele fiir
subnormale Operatoren geben.
Im gesamten Kapitel sei H ein Hilbertraum tiber den komplexen Zahlen.

3.1 Grundlagen

Ein Tupel von Operatoren S = (S1,...,5,) € ZL(H)" heifit vertauschend, wenn

SiS; =98 furi,j=1,...,n
gilt. In diesem Fall sagt man auch: S ist ein Tupel kommutierender Operatoren.
Definition 3.1. Es sei S = (S1,...,5,) € L(H)" ein Tupel kommutierender Operatoren.

(i) S heifst subnormal, falls ein Hilbertraum K O H und ein Tupel N = (Ny,...,N,) €
Z(K)" kommutierender, normaler Operatoren existieren, sodass H invariant unter
Ni,...,N, ist und S; = N;|y firi = 1,...,n ist. Das Operatorentupel N heifst
normale Erweiterung von S.

(ii) Fir ein subnormales Tupel S heif$t eine normale Erweiterung N minimale normale
Erweiterung, falls KC der einzige reduzierende Teilraum von N ist, der H enthdlt.

Die Betrachtung subnormaler Operatorentupel geht auf Takasi It6 in [9] zuriick. Genau
wie im eindimensionalen Fall (siche [5]) beweist man den folgenden Satz.

Satz 3.2. Fir jedes subnormale Operatorentupel ist die minimale normale Erweiterung
bis auf unitire Aquivalenz eindeutig bestimmd.

Es sei X ein topologischer Raum und 8(X) seine Borel-o-Algebra.
Definition 3.3. Eine Abbildung E: B(X) — Z(H) heifit operatorwertiges Mafl auf X,

wenn fir jede Folge disjunkter Mengen (B;)ien in B(X) und B = U B;
i=0

(E(B)z,y) = Y (E(Bi),y) (3.1)

1=0

fur alle x,y € H gilt, das heifst, dass die Reihe Z E(B;) in der schwachen Operatortopo-
i=0
logie gegen E(B) konvergiert.
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Wir wollen nun zeigen, dass die Reihe Z E(B;) sogar in der starken Operatortopolo-

gie gegen E(B) konvergiert. Der Satz VO;I OOrlicz—Pettis (Corollary 4 in Kapitel 1.4 von
[6]) besagt, dass fiir eine Folge (z,)nen in einem Banachraum B aus der schwachen Kon-
vergenz der Reihe Y22, x,, fiir jede Teilfolge (7,;)jen die unbedingte Konvergenz der
Reihe 3707, x, folgt, das heiit, dass fiir jede Bijektion 7: N — N die Reihe 3707 ;2
in der Norm konvergiert. Ist (B;);en eine Folge disjunkter Mengen in B(X), so ist auch
jede Teilfolge eine Folge disjunkter Mengen. Daher besagt Gleichung nach dem Satz
von Riesz-Fréchet, dass fur festes © € H die Folge (E(B;)x);eny im Banachraum H der
Voraussetzung des Satzes von Orlicz-Pettis gentigt. Somit gilt

ZE(BZ)x = E(B)x
i=0
fir alle z € H.

Die néachste Definition fiithrt zwei wichtige Arten von operatorwertigen Maflen ein.

Definition 3.4. Fs sei E: B(X) — Z(H) ein operatorwertiges Maf§ auf X .
Dann heifit £

e positiv, falls E(@) =0, E(X) =1 und E(B) >0 fir alle B € B(X) gilt.
e SpektralmaB, falls E(@) =0, E(X) =1, E(B1N By) = E(By)E(By) und E(B) =
E(B)* fir alle B, By, By € B(X) gilt.

Man beachte, dass fir ein Spektralma8 £ und fiir alle B € 8(X) der Operator E(B)
eine Orthogonalprojektion ist, sodass jedes Spektralmafl auch ein positives, operatorwer-
tiges Maf3 ist.

In Analogie zum Tréger eines positiven Mafles mochten wir den Trager eines positiven,
operatorwertigen Mafles einfithren. Dazu sei X nun ein separabler metrischer Raum und
E:B(X) — Z(H) ein positives, operatorwertiges Mafl auf X. Dann wird fiir jedes © € H
durch

Mz SB(X) — [07 OO), Nm(A) = <E<A>(L’,l’>

ein positives Borelmafl u, auf X definiert. Es sei
U={U;U C X offen, E(U) = 0}.
Nach dem Satz von Lindelof existiert eine Folge (U;);en in 4, sodass

v=u;uew=U

iEN
ist und damit

0 < (E(V)z,2) = polV) < imw ~0

fir alle x € H gilt. Damit ist V' die grofite offene Teilmenge von X mit F (V') = 0. Erneut
definiert man den Triger von E als die Menge supp(E) = X\ V. Der Trager ist die kleinste
abgeschlossene Menge mit E(X\ supp(£)) = 0.

Lemma 3.5. In der obigen Situation gilt:

supp(E) = | supp(pa)-
xEH
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Beweis. Wir setzen V = X\ supp(£) und W = X\U, ¢y supp(u,). Damit ist die Behaup-
tung aquivalent zu V= W.

Aus E(V) = 0 folgt u, (V) = 0 und daraus supp(u,) C X\V = supp(E) fir alle z € H.
Aufgrund der Abgeschlossenheit von supp(F) liefert dieses Argument

U supp(u) C supp(E),
TEH

also W DO V.

Fir die umgekehrte Inklusion beachte, dass aus W C X\ supp(u,) die Ungleichung
0 < p(W) < pp(X\supp(p,)) = 0 fir alle x € H folgt. Also gilt E(W) = 0. Weil
W C X eine offene Teilmenge ist, folgt daraus W C V. O]

Als néchstes soll zu einem Tupel vertauschender, normaler Operatoren ein Spektralmafl
assoziiert werden. Zur Vorbereitung benotigen wir das folgende Resultat, das in Theorem
12.16 in [I4] bewiesen wird.

Satz 3.6 (Fuglede-Putnam-Rosenblum). Es seien M, N, T € £(H), M, N normal und
MT =TN. Dann gilt: M*T ='TN*.

Ein wichtiger Spezialfall dieses Satzes ist der Fall M = N. Dann gilt fiir einen normalen
Operator N € Z(H) und einen Operator T' € Z(H), dass N*T' = TN* aus NT =
TN folgt. Diese Tatsache wird im Folgenden an vielen Stellen ohne explizite Erwdhnung
verwendet.

Es sei N = (Ny,...,N,) € Z(H)" ein vertauschendes Tupel normaler Operatoren.
Dann folgt aus dem vorherigen Satz, dass die unitale C*-Algebra C*(N) C Z(H), die
von Ni,..., N, erzeugt wird, kommutativ ist. Die Menge

Ac+ny = {A; A1 C"(N) — C nichttriviales, multiplikatives, lineares Funktional }

nennt man den Gelfandraum von C*(N). Dariiberhinaus bezeichne N; die Gelfandtrans-
formierte

Ni: Ageny — C, A A(N))

A A

von N; firi=1,...,n.Essei N = (Ny,..., N,). Dann heift o(N) = N(Ac+(ny) € C* das
gemeinsame Spektrum von N [§]. Wir werden diese Menge im Folgenden einfach als das
Spektrum des normalen Tupels N bezeichnen. Aus der Kompaktheit von Ag-(ny beziiglich

der schwach-*-Topologie und der Stetigkeit von N folgt die Kompaktheit von o(N) c C”.
Der folgende Satz, dessen Beweis sich in Anhang D von [I] befindet, ist eine Variante
des Spektralsatzes fiir Tupel von kommutierenden normalen Operatoren.

Satz 3.7. Sei N = (Ny,...,N,) € Z(H)" ein vertauschendes Tupel normaler Operato-
ren. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Spektralmaf E auf o(N), sodass

M:/‘zﬂEﬂM:ann
o(N)
und die Abbildung

m: C(o(N)) - Z(H), f~— )de

o(N

ein isometrischer, involutiver Algebrenhomomorphismus mit w(1) = 1 ist.

35



In der Situation des vorherigen Satzes entspricht © dem stetigen Funktionalkalkiil fiir
Tupel normaler Operatoren und wir schreiben f(N) = 7w (f) fir Funktionen f € C'(a(V)).

Lemma 3.8. Es sei (Su)aenn €in Familie von Operatoren in £ (H) mit Sp = 1 und
K C R"™ eine kompakte Teilmenge.
Fiir jedes x € H existiere ein positives Borelmaf$ p, auf K, sodass

(S,z, ) = /K £ dye, (3.2)

fur alle v € N™ gilt.
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes positives, operatorwertiges Maf E auf K, das

sz/KtVdE

fur alle v € N™ erfillt.

Beweis. Der Beweis orientiert sich an [I0]. Da die Abbildungen
HXxH—C, (r,y)— (S,z,y)

Sesquilinearformen sind, folgt aus den Polarisationsgleichungen

Mw

(Syx,y) = i <S (z +i*y), (z + zky)>

Il
o

[

Mw

/t d,u x+iky)

( > i) 3:3)

fir alle v € N* und z,y € H. Wir definieren die Abbildung

@
Il
o

I

MZHXH—)M(Ka(C)? J,’y ZZ H(ztiky)-

Aufgrund der Endlichkeit und damit Regularitiat der Mafle p, fiir € H folgt aus der
Sesquilinearitét der linken Seite von Gleichung mit dem Satz von Stone-Weierstrafl
und dem Rieszschen Darstellungssatz, dass p die Eigenschaften pu(ax+ 0y, 2) = ap(z, )+
Bu(y,z) und p(x, ay + Bz) = au(x,y) + Bu(z, 2) fir 2,y, 2 € H und a,f € C besitzt.
Damit ist fiir eine nichtnegative, beschrinkte und messbare Funktion f: K — C die
Abbildung

HxH—-C, (z,y)~ /deu(fv,y)
sesquilinear und aufgrund der Positivitat von u, = p(z,x) fir x € H auch positiv semi-

definit. Somit ist sie eine hermitesche Form, sodass aus der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung

fdu(z, y) Fdp(e,2)| || fdulyy)| < ke (K (K) = [ 5121 llylI*
ot vt <[ antan | s i)

fiir alle z,y € H folgt. Fiir alle Borelmengen A C K ist wegen

(o) A)] = | [ xadate,v)] < ol o]
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fir alle z,y € H die Abbildung H x H — C, (z,y) — p(x,y)(A) sesquilinear und stetig.
Es existiert also nach dem Satz von Lax-Milgram ein eindeutig bestimmter Operator 4 €
ZL(H), sodass (Eax,y) = p(x,y)(A) fiur alle z,y € H ist. Wegen (Eax,x) = u,(A) >0
fir alle x € H ist der Operator F4 positiv. Dann besitzt die Abbildung

E:B(K)—ZL(H), A— E,4

die Eigenschaften E(K) =1 und E(@) = 0. Fiir eine Folge disjunkter Mengen (4;);en in
B(K) und z,y € H gilt

(£(0a) ) =nte) (0 4) = S uteaa) = (A1),

sodass F ein positives, operatorwertiges Maf3 ist. Fiir ,y € H und v € N” ergibt sich

(S.y) = [ € dulay) = [ 0 a(B@)Y)

aus Gleichung (3.3). Dies bedeutet nach der Definition des Integrals beztiglich eines posi-
tiven, operatorwertigen Mafles, dass

sz/KtvdE

fir alle v € N” gilt.

Zum Beweis der Eindeutigkeit beachte man zunéchst, dass die Mafle p,, fiir jedes x € H
durch Gleichung nach dem Satz von Stone-Weierstrafl und dem Rieszschen Dar-
stellungssatz aufgrund ihrer Regularitit eindeutig bestimmt sind. Fiir eine Borelmenge
A C K ist E(A) € Z(H) selbstadjungiert, sodass E(A) nach den Polarisationsglei-
chungen eindeutig durch (E(A)x,z) = p,(A) fir alle x € H bestimmt. Somit folgt die
Eindeutigkeit von E(A) aus der Eindeutigkeit der MaBe fi,. O

Es sei S € Z(H)™ ein subnormales Operatorentupel mit der minimalen normalen
Erweiterung N € Z(K)" auf einem Hilbertraum X D #H. Dann bezeichne 0,(S) das
Spektrum von N. Wir nennen o0,,(S) das Normalenspektrum von S. Diese Festlegung ist
wohldefiniert, weil die minimale normale Erweiterung bis auf unitire Aquivalenz eindeutig
bestimmt ist und damit die Spektren aller minimalen normalen Erweiterungen iiberein-
stimmen.

Zum Schluss dieses Abschnitts geben wir ein Subnormalitdtskriterium und eine Aus-
sage iiber die Lage des Normalenspektrum eines subnormalen Operatorentupels an. Die
Resultate werden im néchsten Abschnitt verwendet.

Satz 3.9. Es sei S = (S1,...,5,) € L(H)" ein Tupel vertauschender Operatoren.

(a) Das Tupel S ist genau dann subnormal, wenn eine kompakte Menge K C R™ und
ein positives, operatorwertiges Mafi E: B(K) — L (H) existieren, sodass

5757 = [ 1aE
K
fiir alle v € N™ ist.
(b) In der Situation von Teil (a) gilt fir das Normalenspektrum
on(S) c {zeCh (ol |l?) € K}
Beweis. (a) Korollar 2.16 in [10].
(b) Satz 2.18 in [10].
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3.2 Subnormalitatskriterien

In diesem Abschnitt werden wir die Ergebnisse aus Kapitel [I] in der Theorie der subnor-
malen Operatoren anwenden. Dazu legen wir zunachst einige Bezeichnungen fest.

Fiir ein formales Polynom p(z,2) = 3,5¢a 327" € Clz1,..., %0, 21,...,2,] in den
Unbekannten zy,...,2,,21,...,2, und ein vertauschendes Tupel von Operatoren T =
(T1,...,T,) € Z(H)" wollen wir

p(T*,T) = cogTT"
aMB

definieren, wobei 7% = 17 - - - T fiir alle & € N" gesetzt wird. Mit den Bezeichnungen
Mrp: Z(H) — Z(H), X = T; XT,

fir j =1,...,n setzen wir My = (My,, ..., Mr,), wobei es sich um ein Tupel kommutie-
render Operatoren auf .Z(H) handelt, weil mit 7' = (T3,...,T,) auch T* = (17,...,T})
ein vertauschendes Operatorentupel ist. Dann ist die Abbildung

Clry,...,zy] = L(ZL(H)), p=)_ aax® = p(Mr) = acMf

ein wohldefinierter, unitaler Algebrenhomomorphismus.
Im Folgenden werden wir an einigen Stellen die Abbildung

7:C" > R", (21,...,2,) — (|21|2,...,|Zn|2) = (Z121,- -+, ZnZn)

verwenden. Diese Abbildung ist offensichtlich stetig und fiir eine kompakte Teilmenge

K C R" ist ?(K ) C C" beschrankt und abgeschlossen, also kompakt.

Fiir ein Polynom p = >, aqx® € Clxy,. .., x,] sei definitionsgeméB por = -, a,2%2 €
Clz1, .-+, Zn, 21y - - -, 2n). Dann gilt fir ein Tupel T' = (T3, ...,T,) € Z(H)" kommutieren-
der Operatoren

(por)(T".T) = ¥ auT"T" = p(My)(1).

Ist N € Z(H)" ein vertauschendes Tupel normaler Operatoren, so gilt
(poT)(N",N)=m(porT)

fir p € Clzy,...,x,], wobei m: C(o(N)) — L (H) der stetige Funktionalkalkiil von NV ist
und p o 7 auf der rechten Seite fiir die Funktion o(N) — C, 2z~ p(7(2)) steht.
Im néchsten Satz sei C C R[zy,...,x,] ein archimedischer, konvexer Kegel, sodass

1eC,CC CcCund K = Ke C R™ nichtleer ist.

Theorem 3.10. Das vertauschende Operatortupel T' € £ (H)™ hat genau dann eine nor-

male Erweiterung N € Z(K)" auf einem Hilbertraum IC O H, deren Spektrum in _7'1(K)
liegt, wenn (po7)(T*,T) > 0 fir alle p € C ist.
In dieser Situation gibt es ein eindeutig bestimmtes positives, operatorwertiges Maf
Fr:B(K)— Z(H) mit
T = [ 0 akr
K

fur alle v € N™.
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(i) Ist r € Rlxy, ..., 2z, ein Polynom mit ((rp) o 7)(T*,T) > 0 fir alle p € C, so ist
supp(Fr) C {z € K;r(x) = 0}.

(ii) Ist r € Rlzy,...,x,] ein Polynom mit (r o 7)(T*,T) = 0 und ist N die minimale
normale Erweiterung von T, so gilt supp(Fr) C {x € K;r(x) = 0} und (r o
T)(N*,N) =0.

Beweis. Es sei N eine normale Erweiterung von 7" und E: B(L) — Z(K) die triviale
Fortsetzung des Spektralmafies von N auf L = }l(K ) D o(N) . Fir jedes Polynom

p=> a,z® € C und jeden Vektor y € H gilt:

((por) (T, T)y,y) Zaa]\Tay\|2

= ZaaHN“y\|2

_ <(; aaN*O‘NO‘> y,y>
:/Lzajaazaz“ d(E(2)y,y)
:/Kp(x) dp(z) > 0,

wobei p das Bildma$ des positiven MaBes (E(-)y, y) beziiglich der messbaren Abbildung
7: L — K ist. Damit sind die Operatoren (po7)(T*,T) € £ (H) fir p € C definitionsge-
méafl positiv.
Wir betrachten nun die umgekehrte Richtung und definieren fiir jedes y € H die Line-
arform
L,:Rlzy,....,x,) >R, p—={(por)(T",T)y,y).

Dies ist wohldefiniert, da die Polynome nur reelle Koeffizienten besitzen und die auftre-
tenden Operatoren stets selbstadjungiert sind. Dartiberhinaus gilt nach Voraussetzung
Ly(p) > 0 fiir alle p € C.

Daher liefert Theorem fir jedes y € H die Existenz eines positiven Borelmafles 1,
auf K, welches insbesondere

(TTy.y) = L") = [ 2 day(a)

fir alle o« € N™ erfiillt.
Lemma , angewendet auf die Familie (T**T),enn, liefert die Existenz eines eindeu-
tigen positiven, operatorwertigen Mafles Fr: B(K) — Z(H) auf K, das

Trapa / o dFp
K

fiir alle @ € N erfiillt. Aus Satz[3.9(a) folgt die Subnormalitéit von 7" und aus Satz [3.9|b)
die Inklusion
ou(T) C {zeC (lal.... |al?) € K} = 7 (K).

Zum Beweis von (i) sei nun r € R[zy,..., 2, mit ((rp) o 7)(T*,T) > 0 fur alle p € C.
Aus L, (rp) > 0 fiir alle p € C folgt dann mit Satz|1.12] dass supp(p,) C {s € K;r(s) > 0}
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gilt. Damit liefert Lemma supp(Fr) C {s € K;r(s) > 0}, weil die rechte Seite eine
abgeschlossene Menge ist.

Es sei r € Rlzy,...,x,] wie im Teil (ii). Fir p € C gilt dann ((pr) o 7)(T*,T) =
p(Mp)r(Mr)(1) = p(Mg)(ro7)(T*,T) = 0. Wie im vorherigen Absatz folgt aus Satz
und Lemma [3.5| fiir den Trager von Fr die Inklusion supp(Fr) C {s € K;r(s) = 0}. Es
sei N € Z(K)™ die minimale normale Erweiterung von 7" auf einem Hilbertraum K O H.
Damit liefert Satz [3.9)

o(N)=0,(T) C {z € C";7(2) € supp(Fr)}
Cc{zeC"7(z2) € K und r(7(2)) =0} .

Dann gilt r(7(z)) = 0 fiir alle z € o(N). Damit folgt aus einer Bemerkung, die Theorem
[3.10] vorausgeht, dass
(ro7)(N*,N)=m(ror)=n(0)=0

ist, wobei 7: C'(0(N)) — Z(K) den stetigen Funktionalkalkiil und auf der rechten Seite
r o7 die Funktion o(N) — C, =z~ r(7(z)) bezeichnet. O

In einer anderen Situation folgt aus Lemma folgender Darstellungssatz. Wie im vor-
herigen Theorem soll C C Rz, ..., x,] einen archimedischen, konvexer Kegel bezeichnen,
der 1 € C,CC C Cund K = K¢ # @ erfiillt.

Theorem 3.11. Es sei I' = (I'y)aenn eine Folge beschrinkter, selbstadjungierter Opera-
toren auf H mit I'o =1 und

Lr: Rlzy,...,z,] = L(H), plx)=> caz® = Lr(p) = cala.
Dann existiert genau dann ein positives, operatorwertiges Maf Fr auf K, das

Lr(p) Z/KP|K dFr

fir alle p € Rlxy, ..., x| erfillt, wenn Lr(p) > 0 fir alle p € C ist.
In diesem Full ist das positive, operatorwertige Mafl FT eindeutig bestimmt und es gilt:

(i) Wenn einr € Rlxy, ..., x,] ezistiert, sodass Ly(rp) > 0 fir alle p € C ist, dann gilt:
supp(fr) C {s € K;r(s) > 0}.

(ii) Wenn einr € Rlzy, ..., x,] existiert, sodass Lr(rp) = 0 fir alle p € C ist, dann gilt:
supp(Fr) C {s € K;r(s) = 0}.

Beweis. Wenn ein positives, operatorwertiges Mafl Fr auf K existiert, sodass Lr(p) =
/ p|lx dFy fir alle p € R[zq, ..., x,] ist, dann gilt fir jedes y € H und jedes p € C
K
(Lr(p)y,y) = /Kp|z< d(Fr()y, y) = 0,
da (Fr()y,y): B(K) - C, A~ (Fr(A)y,y) fur alle y € H ein positives Maf definiert.
Fiir die umgekehrte Richtung sei nun Lp(p) > 0 fir alle p € C. Weil T, fur jedes a € N”

ein selbstadjungierter, linearer Operator ist, ist fiir jedes y € H durch

Li: Rz, ...,z = R, p—= (Lr(p)y,y)
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eine wohldefinierte Linearform gegeben. Diese besitzt nach Theorem ein darstellendes
Ma$ p, auf K, da L{(p) = (Lr(p)y,y) > 0 fiir alle p € C gilt. Damit folgt die erste
Behauptung aus Lemma [3.8

Zum Beweis des Zusatzes sei nun Fr ein positives, operatorwertiges Mafl auf K, sodass

Lr(p) = /Kp]K dFr fir alle p € Rxy,...,z,] ist. Die Eindeutigkeit des Mafles FT- folgt

ebenfalls aus Lemma [3.8
Zunichst nehmen wir an, dass ein r € R[zy, ..., x,] existiert, sodass Lr(rp) > 0 fir alle
p € C ist. Dann folgt aus Satz und Lemma 3.5

supp(£T) C {s € K;r(s) = 0}.

Fir den letzten Teil sei r € R[xy,...,x,], sodass Lp(rp) = 0 fir alle p € C ist. Damit
liefern Satz und Lemma [3.5] die Behauptung. O

Nun wollen wir eine Klasse von endlichen Teilmengen des Polynomrings betrachten,
deren Positivititsbereich kompakt ist. Dies wird uns zu einer Vereinfachung des Subnor-
malitatskriteriums in Theorem [B.10 fithren.

Beispiel 3.12. Wir betrachten eine Familie von Polynomen {p1,...,pm} C Rlxy,. .., z,)
der Gestalt

pi(z) =1~ Z CjkTk
k=1
fir 3 =1,...,m mit den Figenschaften
(i) ¢jp>0firj=1,....,mundk=1,...,n,
(ii) fir jedes k € {1,...,n} existiert ein j € {1,...,m}, sodass cj; # 0.

Weiterhin setzte P = {p1,...,Dm,21,...,2n}. Dann ist K = Kp C R" kompakt und
Alg(L,p1, ooy Dy @1y - oy Tp) = Rz, . o0 2y

Beweis. Wegen x1,...,x, € P gilt K C (Rf{)n. Fir jedes k € {1,...,n} wahle ein
gk € {1,...,m}, sodass ¢;,r > 0 ist. Fur ¢ = (¢1,...,¢,) € K folgt aus p;, (c) > 0 die
Ungleichung

n
0 S 1-— chkici S 1-— Cj. kCk
i=1

und damit 0 < ¢, < C;,jc fir k =1,...,n. Folglich ist

K cTI[ocl],
i=1
sodass K als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge kompakt ist.
Aus 1,24,...,2, € Alg(1,p1, ..., Pm, 1, ..., x,) folgt die zweite Behauptung. H

In der Situation dieses Beispiels lassen sich die Voraussetzungen von Theorem [3.10
abschwéchen.

Proposition 3.13. Sei T € Z(H)" ein Tupel vertauschender Operatoren. Dann besitzt
T genau dann eine normale Erweiterung N € L (K)" auf einem Hilbertraum K O H mit

o(N) C }I(K), wenn
p*(Mp)(1) = p1(Mg)® -+ po(Mg)*™ (1) > 0

fir alle a = (aq, ..., q,,) € N™ ist.
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Beweis. Die Aussage soll auf Theorem zuriickgefiihrt werden, dazu werden zunéchst
dessen Voraussetzungen verifiziert.

Es sei C der konvexe Kegel, der von den Polynomen xz°p{*(z) - - - p&m () fiir 3 € N* und
a=(ag,...,q,) € N™ erzeugt wird. Dann gilt offensichtlich 1 € C, CC C C sowie K¢ C
Kp. Aus ¢ = (cy,...,c,) € Kp folgt ¢Ppy(c)® -+ pp(c)® > 0 fiir alle a = (o, ..., ) €
N und 8 € N™ und daraus Kp C K¢. Weiterhin ist 0 € Ke.

Sei Ap die wie in Bemerkung zu P ={p1,...,Dm,%1,...,2,} gebildete Teilmenge
von Rlzy,...,z,]. Zum Beweis der Archimedizitit von C geniigt es Ap C C zu zeigen.
Dann enthélt C auch den von Ap erzeugten konvexen Kegel, der wie im Beweis von Satz
gesehen archimedisch ist. Mit der Notation aus Bemerkung geniigt es 1 —p; € C
firj=1,...,mund 1 —2; € C firi = 1,...,n zu beweisen. Aus p,; = p; folgt

n
1—ﬁj:1—pj:chkxk€C
k=1

aufgrund von Eigenschaft (i) fiir j = 1,...,m. Sei m; = ||z;||x und e; der kanonische i-te
Basisvektor im R” fiiri = 1,...,n. Fir¢ € {1,...,n}ist ¢; = max{cy;, ..., ¢m;} > 0. Dann
ist c;lei € K und damit m; > c;l > 0. Dam; < cj’i1 fur alle j € {1,...,m} mit ¢;; > 0

im Beweis von Beispiel gezeigt wurde, folgt m; = ¢; ! sodass man #; = m; Loy = ey
far ¢ = 1,...,n erhélt. Far ¢ € {1,...,n} wéhle ein j; € {1,...,m} mit ¢;,; = ¢;, dann
folgt
1—2=1—m;'a; = 1—cixi:pji+chikxk e C.
o
Somit erfiillt der konvexe Kegel C die Voraussetzungen von Theorem [3.10]

Fir ¢ = 1,...,n ist Mg,: L(H) — L(H), X — T;XT, eine positive Abbildung,
da My (S*S) = TrS*ST, = (ST,)*(ST;) fir S € Z(H) gilt. Damit ist M5 fiir alle
f € N™ eine positive Abbildung. Somit ist p®(M7)(1) > 0 fir alle « € N™ dquivalent zu
M2p*(Mr)(1) > 0 fiir alle @ € N™ und alle 5 € N". Die zweite Aussage gilt wiederum
genau dann, wenn (g o 7)(T*,T) = q(Mr)(1) > 0 fiir alle ¢ € C ist, weil C der konvexe
Kegel ist, der von den Polynomen z°p{" ---p2» fiir 3 € N* und o = (ay,...,q,,) € N®
erzeugt wird. Aus diesem Grund liefert Theorem die Behauptung. O

Proposition 3.14. Es seien py,...,pm € Rlzy,...,x,] wie in Beispiel und T =
(Th,...,T,) € L(H)" ein vertauschendes Tupel mit

(pj oT)(T",T) =0

fir 5 = 1,...,m. Dann ist T subnormal und fir die minimale normale Erweiterung
N € Z(K)" auf einem Hilbertraum K O H gilt ebenfalls

(b o TN, N) =0
firj=1,...,m.

Beweis. Wir setzen p = (p1,...,pm) € Rlzq, ..., 2,]". Aus pj(Mr)(1) = (pjor)(T*,T) =
0 fir j =1,...,m folgt
p*(Mr)(1) =

0
fir alle o € N mit |o| > 1. Weil p°(M7)(1) = 1 > 0 ist, folgt aus Proposition die
Subnormalitat von 7.
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In dieser Situation liefert Theorem fiir die minimale normale Erweiterung N die
Relationen
(ijT)(N*,N) =0

firj=1,...,m. O

Mit dieser Proposition kénnen wir die Subnormalitit zweier wichtiger Klassen von Ope-
ratoren zeigen und damit zwei Resultate von Athavale [2] reproduzieren.

Wir erinnern daran, dass ein Operator S € Z(H) genau dann eine Isometrie ist, wenn
S*S = 1 ist. Ein vertauschendes Tupel T = (T1,...,T,) € Z(H)" heiit spharische
Isometrie, falls

> TTi=1
=1

ist. Das folgende Korollar zu Proposition [3.14] sagt unter anderem, dass es sich bei sphé-
rischen Isometrien um subnormale Operatoren handelt.

Korollar 3.15. Es sei T = (11,...,T,) € ZL(H)" ein vertauschendes Operatorentupel.

(a) IstT eine sphdrische Isometrie, dann ist T subnormal und fir die minimale normale
Erweiterung N = (Ny, ..., N,) € ZL(K)" auf einem Hilbertraum I D H gilt:

1=1 1=1

(b) Sind Ty,...,T, Isometrien, dann ist T subnormal und fir die minimale normale
Erweiterung N = (Ny,...,N,) € Z(K)" auf einem Hilbertraum K O H gilt fir
1 =1,...,n die Relation

Beweis. Teil (a) folgt direkt aus Proposition imFall m = 1mitp =1—-Y", ;.
Die Relation fiir die minimale normale Erweiterung folgt aus Proposition und der
Normalitdt von N.

Zum Beweis von Teil (b) wendet man Proposition auf die Polynome p; = 1 — z;
fir i = 1,...,n an und nutzt die Normalitdt von N. O

Ein vertauschendes Tupel S = (S51,...,S5,) € Z(H)" nennt man sphdrisch unitdir,
wenn
1= 5/8=> 5,5
i=1 i=1

gilt. Damit zeigt Teil (a) des vorangegangenen Korollars, dass die minimale normale Er-
weiterung einer sphérischen Isometrie spharisch unitér ist.
Weil ein Operator U € £ (H) mit

U'U=0U"=1

unitar ist, folgt aus Teil (b) des vorherigen Korollars, dass die minimale normale Er-
weiterung eines Tupels kommutierender Isometrien ein Tupel kommutierender, unitarer
Operatoren ist. Als Spezialfall erhalt man das wohlbekannte Resultat, dass eine Isometrie
zu einem unitaren Operator fortgesetzt werden kann.
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Korollar 3.16. Es seien
S1=(S11y-+-,5m) € L(H)™, ..., Sm = (Sm1y -+, Smny) € ZL(H)™
sphdrische Isometrien, sodass S;;Sw = SwSi fir i,k = 1,...,m, j = 1,...,n; und
[l = 1,...,ng gilt. Dann ist S = (S11,.--,S1n,, 521, Sm1s- - Smn,,) € L(H)™ mit
n=ny+ ...+ ny subnormal. Fir die minimale normale Erweiterung
N = (N117‘ . '7N1n17N217‘ . 'Jth' . ‘JNmTLm> € g(lc)n
auf einem Hilbertraum IC O H sind

N1 - (Nll,...,N1n1> - g(]C)nl,,Nm - (ley--‘;Nmnm) € g(IC)nm

sphdrisch unitdr.

Beweis. Wir setzen mg = 0 und m; = ny + ...+ mn; fir i = 1,...,n. Wir betrachten fiir
j=1,...,m die Polynome
™m;
pi=1— > 1z eRmy,...,z,)
i:mj_1+1

Da Sy, ..., Sy, spharische Isometrien sind, gilt (p; o7)(S*,S) =0 fir j = 1,...,m, sodass
aus Proposition[3.14] die Subnormalitit von S folgt. Den Zusatz tiber die minimale normale
Erweiterung liefert ebenfalls Proposition zusammen mit der Normalitat von N. [

In der Situation von Korollar nennt man (Si,...,Sy,) ein Tupel vertauschender
spharischer Isometrien.

44



4 Archimedische, konvexe Kegel im
Polynomring

In diesem Kapitel wollen wir die Beispiele von konvexen Kegeln C C Rz, ..., x,], die wir
in dieser Arbeit gesehen haben und die die Voraussetzungen von Theorem erfiillen,
zusammenstellen. Der konvexe Kegel C muss die Eigenschaften

(i) 1 eC,

(ii) CC cC,
(iii) C ist archimedisch,
(iv) K¢ C R™ nichtleer,

besitzen.

In Bemerkung hatten wir gesehen, dass fiir eine nichtleere, kompakte Menge K C
R™ die Menge C = Pos(K) = {p € R[z1,...,2,);p > 0auf K} C R[xy,...,x,| ein solcher
Kegel ist und dariiberhinaus stets K = K¢ gilt.

Sei P ={p1,...,pm} C Rlzy,...,x,] eine endliche Teilmenge, fiir die der Positivitéts-
bereich Kp = {z € R";p;(x) >0 fir j =1,...,m} C R kompakt und nichtleer ist. Ist

Alg(1,p1, .. pm) = Rlzy, ..., 2y, (4.1)
so hatten wir im Beweis von Satz gesehen, dass der von der Menge

Ap:{ro---rk;k‘ENundro,...,rk675U(1—75)}

erzeugte konvexe Kegel die Eigenschaften (i) bis (iv) besitzt. Hierbei besteht P aus den
“Normalisierungen” der Polynome py, ..., p,, iber Kp (Die Details sind in Bemerkung
aufgefithrt). Eine Variante dieses Ergebnisses, bei der man die Bedingung ab-
schwichen kann, ist in Bemerkung und Satz enthalten.

Fiir eine endliche Teilmenge P = {p1,...,pn} C R[zy,...,z,] kann man die von dieser
Menge erzeugte Praordnung

k
Tp = {quri;kEN,qo,...,qk € Rlxy, ..., x|, 70,5 Tk GM}

i=0
betrachten. Hierbei sei M = {p*;a € N} mit p = (py,...,pm). Im Beweis zu Korollar
wurde gezeigt, dass Tp ein konvexer Kegel mit 1 € T und TpTp C Tp ist. Weiterhin
besagt Satz 2.8, dass Tp genau dann archimedisch ist, wenn Kp kompakt ist.

Zum Beweis des Subnormalitatskriteriums in Proposition hatten wir in Beispiel
Polynome der Form

n
p; = 1—chkxk € Rlzy, ..., z,)
k=1
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fir j = 1,...,m betrachtet, sodass ¢;5, > 0 fir j = 1,...,mund k = 1,...,n sind
sowie fiir jedes k € {1,...,n} ein j, € {1,...,m} existiert mit ¢, > 0. Im Beweis von
Proposition hatten wir uns iiberlegt, dass der von der Menge {2°p®;a € N™, 3 € N"}
erzeugte konvexe Kegel in R[zy,...,x,] die Eigenschaften (i) bis (iv) erfiillt. Dabei sei

b= (pla s 7pm)
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Symbolverzeichnis

Alg(q,...,qs) Teilalgebra von R[zy,...,x,], die von qi,...,qs € Rlzy,..., z,]
erzeugt wird, siehe Gleichung (1.1]), Seite

C Menge der komplexen Zahlen

Clz1, .-+ Zn, 21, - - -, 2] Vektorraum der formalen Polynome in den Unbekannten 2, . .., Z,,
z1, ..., 2, mit komplexen Koeffizienten

imp Bild der Abbildung ¢

| £l Supremumsnorm der Funktion f: K — C iiber der Menge K

B(X) Borel-o-Algebra des topologischen Raums X

Z(H) Vektorraum der stetigen, linearen Operatoren auf dem Hilbert-
raum H

N Menge der natiirlichen Zahlen, beginnend bei 0

Menge der reellen Zahlen

Rlzy, ..., z,) Vektorraum der formalen Polynome in den Unbekannten x4, ..., z,
mit reellen Koeffizienten

supp(p) Tréger des positiven BorelmafBles i, Seite
supp(F) Trager des positiven, operatorwertigen Mafles F/, Seite
C(X) Vektorraum der stetigen, komplexwertigen Funktionen auf dem

topologischen Raum X

C(X,R) Vektorraum der stetigen, reellwertigen Funktionen auf dem to-
pologischen Raum X

Kp Positivitdtsbereich von P C Rz, ..., z,], siche Gleichung (00.2)),
Seite [1

M(X,C) Vektorraum der komplexen Borelmafle auf dem topologischen
Raum X

M(X,R) Vektorraum der signierten Borelmafle auf dem topologischen Raum
X

M*(X) Menge der positiven, endlichen Borelmafle auf dem topologischen
Raum X

M, (X,R) Vektorraum der signierten, reguléren Borelmafle auf dem topolo-

gischen Raum X
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Préordnung, die von der endlichen Teilmenge P C Rz, ...

erzeugt wird, siehe Gleichung ({2.2)), Seite
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