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Einleitung

Das Studium von Kontraktionen auf Hilbertraumen hat im letzten Jahrhundert einige
grofie Fortschritte gemacht. So konnte B. Sz.-Nagy in [13] zeigen, dass jede Kontraktion
eine unitare Dilatation besitzt.

Es existiert also zu jeder Kontraktion 7" € L(H) auf einem Hilbertraum H, ein
Hilbertraum K D H und ein unitérer Operator U € L(K) auf K, mit

T = PyU|y,

wobei Py die orthogonale Projektion von K auf H ist.

Aus dieser Aussage kann man einfach die von Neumannsche Ungleichung, die John
von Neumann mit einer anderen Beweismethode erstmals 1950 in [I5] bewies, folgern.
Nach dieser gilt fiir jedes Polynom p € C|z] und jede Kontraktion 7" € L(H), dass

(D) < lIpllo,

wobei ||-||p die Supremumsnorm auf der Einheitskreisscheibe bezeichnet.
Der Versuch die Ungleichung in der naheliegenden Weise

Ip(D)] < lIpllom, (0.1)

auf den mehrdimensionalen Fall, also fiir alle p € C|zy, ..., z,] und vertauschenden Tu-
pel T € L(H)", zu verallgemeinern, fiihrt jedoch nur im Fall n = 2 zum Erfolg (siehe
[1]). Fiir den hoherdimensionalen Fall, d.h. n > 3 kann man Gegenbeispiele finden, die
diese Ungleichung im Allgemeinen wiederlegen. Eines der ersten Gegenbeispiele hierzu
findet man in [14]. Die Ubertragung des Beweises fiir n = 1 auf diese héhere Dimen-
sionen scheitert, da man im hoherdimensionalen Fall im Allgemeinen keine unitéren
Dilatationen eines vertauschenden Tupels von Kontraktionen findet.

Mit Hilfe eines stirkeren Kontraktionsbegriffes, der sogenannten Zeilenkontraktion,
kann man dieses Problem beheben. Eine Zeilenkontraktion ist ein vertauschendes Tupel
T = (Ty,...,T,,) € L(H)" von Operatoren, so dass

N TT <idy

i=1
gilt. Im Eindimensionalen ist diese Definition aquivalent dazu, dass T" eine Kontraktion
ist.

Fiir eine solche Zeilenkontraktion kann man nun passende Dilatationsséitze, wie es
in der Arbeit von Jochen Haupenthal [§] geschehen ist, formulieren. Diese Resultate
besagen, dass fiir das Tupel T' € L(H)" ein Hilbertraum K O H, eine Indexmenge J,
eine Zerlegung K = @j%” (B) & Ky und eine sphérisch unitéres Tupel W € L(Ky)"

j€

existieren, so dass
T, = Pul(® M..) & Wil
j



Hierbei bezeichnet #(B) den komplexwertigen Drury-Arveson Raum, den wir im er-
sten Kapitel einfihren werden und M, = (M,,, ..., M., ), das Tupel der Multiplikatio-
nen mit den Koordinatenfunktionen, den sogenannten n-Shift auf dem Drury-Arveson
Raum.

Zwar bleibt auch fiir Zeilenkontraktionen im Allgemeinen falsch, jedoch kann
man die von Neumannsche Ungleichung umformulieren, und fiir Zeilenkontraktionen
in der Variante

Ip(T)[| < [lp(M2) ||

beweisen.

Betrachtet man nun Zeilenkontraktionen mit bestimmten Relationen, so mochte
man, dass sich diese Relationen auf die Dilatationen, also den n-Shift tibertragen.
Falls die Relationen in Form eines homogenen Ideals vorliegen, also gilt p(T") = 0 fiir
alle p in einem homogenen Ideal I C C[zy,..., 2,], so kann man im Modellsatz der
Zeilenkontraktionen den n-Shift durch die Einschrankung des n-Shiftes auf das orthog-
onale Komplement des Ideales im Drury-Arveson Raumes ersetzen

S = (Si)iz1 = (Pr@erM.,

A B)oI)iz1-

Es ergibt sich also
T; = Pu((€DS:) & Wi)|n.
jeJ

Wobei das Tupel W in diesem Fall nur ein vertauschendes Tupel von Operatoren ist,
so dass .

Z WW? =idg,

i=1
gilt.
Dass das Tupels W spharisch unitar ist, ist bisher nur eine Vermutung.

Diese Arbeit beschaftigt sich damit einen Beweis fiir den gerade erwahnten Modell-
satz fiir Zeilenkontraktionen mit polynomiellen Relationen zu finden. Hierzu werden
wir im ersten Kapitel einige Grundlagen einfiithren, wozu das Konzept eines funk-
tionalen Hilbertraumes, insbesondere des Drury-Arveson Raumes zahlt. Auflerdem
stellen wir einige Theorie tiber Zeilenkontraktionen, die Calkin-Algebra und iiber Dar-
stellungen auf einem Hilbertraum zur Verfiigung.

Im zweiten Kapitel werden wir dann einige wichtigen Resultate in der Theorie der
vollstdndig positiven Abbildungen zitieren, die wir im Beweis des Modellsatzes noch
benétigen werden. Dies sind unter anderem der Arvesonschen Fortsetzungssatz und
der Stinespringsche Dilatationssatz.

Im letzten Kapitel wenden wir uns dann dem Modellsatz zu. Diesen werden wir
formulieren und danach in den beiden letzten Abschnitten beweisen. Dabei werden
wir im vorletzten Abschnitt zuerst eine vollstdndig kontraktive, vollstdndig positive
Abbildung

p: S — L(H), p(S)q(S™) = p(T)q(T")

konstruieren, wobei .# das von S erzeugte Operatorsystem beschreibt.
Diese werden wir anschliefend mit Hilfe des Arvesonschen Fortsetzungssatzes zu einer



vollsténdig positiven Abbildung ® auf dem gesamten L(.77(B)o1) fortsetzen. Zu dieser
finden wir unter Zuhilfenahme des Stinespringschen Dilatationssatzes einen Hilber-
traum K D H und einen C*-Algebrenhomomorphismus

m: L(A(B)oI) — L(K),

mit
(I)(a) = PHT('(G,)’H
fir alle a € L(2(B) © I). Damit folgt insbesondere

T; = Pum(S)|n-

Da es sich bei dem C*-Algebrenhomomorphismus 7 um eine Darstellung handelt,
werden wir im letzten Abschnitt einige Theorie iiber Darstellungen auf 7 anwenden
und koénnen somit den Raum K und die Abbildung 7 so zerlegen, dass wir die oben
beschriebene Form des Modellsatzes fiir Zeilenkontraktionen mit polynomiellen Rela-
tionen erhalten.
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1 Grundlagen

1.1 Funktionale Hilbertraume

Zuerst fithren wir das Konzept des funktionalen Hilbertraumes ein. Sei dazu im Fol-
genden H ein Hilbertraum und A eine beliebige Menge. Unter idy verstehen wir im
Folgenden die identische Abbildung auf H, also idy: H — H, h + h. Die Menge aller
Abbildungen von H nach A bezeichnen wir wie gewdhnlich mit H*, also

H™ = {f|f: A — H ist eine Abbildung}.

Definition 1.1.1. Fin Hilbertraum F C H” heifit funktional, falls fir alle A\ € A die
Punktauswertungen
oh:F—H, [~ f(\)

stetig sind.

Zur Untersuchung von funktionalen Hilbertraumen sind positiv definite Abbildungen
von zentraler Bedeutung, weshalb wir nun zunéchst definieren was eine positiv definiten
Abbildungen ist.

Definition 1.1.2. FEine Abbildung K: A x A — L(H), die fir alle endlichen Folgen
(A, in A und (hy)?y in H

n

Z (K (Xiy Aj)hj, hi) >0

ij=1
erfulllt, heif$t positiv definit.
Bemerkung 1.1.3. a) Identifiziert man C = L(C), indem man jede stetig, lineare

Abbildung auf C als Multiplikation mit einem Element aus C ansieht, so heifit
eine Funktion K: A x A — C positiv definit genau dann, wenn

n

Z <K(/\l, )\j)Zj, Zi> > 07

ij=1
fir alle endlichen Folgen (\;); in A und (z;)}, in C.

b) Eine Abbildung K: A x A — L(H) ist genau dann positiv definit, wenn alle
endlichen Operatormatrizen

(K(Ni, )iy € L(H™)

ij=1

positive Operatoren auf H™ definieren. Da diese selbstadjungiert sind, folgt, dass
positiv definite Abbildungen K (A, u)* = K(u, A) fir alle A\, u € A erfiillen.



Die Beweise der folgenden Sétze finden sich im ersten Kapitel der Diplomarbeit von
Barbian [4].

Satz 1.1.4. Sei F C H® ein Hilbertraum. Es sind dquivalent:

(i) Der Raum F ist ein funktionaler Hilbertraum.

(ii) Es ezistiert eine Abbildung K: A x A — L(H) mit:
— Firallex € H und p € A gilt: K(-,p)x € F
— Firallexe H,pe Aund f e F gilt: (f, K(-,p)x)r = (f(p),2)n.

In diesem Fall ist die Abbildung K eindeutig bestimmt, als K(\, ) = 6,07, und wird
reproduzierender Kern von F genannt.

Diesen Satz findet man mit Beweis auf Seite 7f. der Diplomarbeit von C. Barbian
[

Der reproduzierende Kern eines funktionalen Hilbertraumes hat folgende Eigen-
schaften:

Lemma 1.1.5. Sei F C H® ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern
K, soist K positiv definit und F ist der Abschluss der Linearen Hiille aller Abbildungen
der Form K(-,p)z, (n€ N,z € H).

Nun sind wir in der Lage uns aus einer beliebigen positiv definiten Abbildung einen
funktionalen Hilbertraum zu konstruieren.

Satz 1.1.6. Sei K: A x A — L(H) positiv definit, so existiert genau ein funktionaler
Hilbertraum Fx C H® mit reproduzierendem Kern K.

Als Letztes betrachten wir noch einen Satz iiber das Hilbertraum-Tensorprodukt
eines funktionalen Hilbertraumes mit dem zugrundeliegenden Hilbertraum. Dieses
Ergebnis wird im néchsten Abschnitt noch bendtigt.

Satz 1.1.7. Sei K: A x A — C positiv definit. Dann ist auch die Abbildung

positiv definit und es existiert ein eindeutig bestimmter unitirer Operator
Vi FxkQH _>FKH mit
Vif@z)=f =,

fiir alle f € Frx und v € H.



1.2 Der Drury Arveson Raum

In diesem Kapitel werden wir nun einen speziellen funktionalen Hilbertraum einfiihren,
den Drury-Arveson Raum. Dieser Raum spielt in der Konstruktion unseres Beweises
des Modellsatzes eine grofle Rolle und wir werden daher einige seiner Eigenschaften
untersuchen.

Sei dazu n € N, ||-|| die euklidische Norm und B = {z € C"|||z|]| < 1} die offene
euklidische Einheitskugel. Fir o € N” sei |a| = Zaz, al =11 a;! sowie v, = |al/al.
Wie iiblich ist fiir z € C" die Potenz 2 deﬁmert als 2 =11,z

Definition 1.2.1. Die Menge

HB,H) =4 S aa2aq € H, (Z ”““”2>

aeN? aeN” Vo

ist zusammen mait den tiblichen Verknipfungen und dem Skalarprodukt
as ba
(¥ st Sy <y Ll
aeN? aeN? A (B,H) aeN? Vo
ein Hilbertraum und heifst Drury-Arveson Raum.

Fir den komplexwertigen Drury-Arveson Raum, also falls H = C ist, schreibt man
auch J(B), anstatt .72 (B, C).
Auflerdem sei die Abbildung K definiert durch

K:BxB— LH), (z,w)w (1-{zw) " idy.

Im ersten Teil des Kapitels werden wir zeigen, dass der Hilbertraum (B, H) ein
funktionaler Hilbertraum ist, indem wir K als seinen reproduzierenden Kern identi-
fizieren. Wir beginnnen mit einigen wichtigen Gleichungen.

Proposition 1.2.2. Seien z,w € B. Es gilt die Gleichung

(1- = > Va2 w® (1.1)

aeNn

und insbesondere folgt

(L= 1=l = > 7ale (1.2)

aeN?

Beweis: Sei x = (xy,...,x,) € C" mit | > ;| < 1. Mit dem Satz iiber die geometrische
i=1
Reihe ergibt sich

(1-%a) - (Ea) -S( £ mn)
i—1 k=0 \i=1 k=0 \i1,..ix=1



Wir wollen nun die innere Summe so umschreiben, dass wir sie mit den Multiexpo-
nenten o € N™ ausdriicken konnen. Weil in einem Summanden genau k verschiedene
r;; vorkommen, hat der Exponent Betrag k. Da die Summe alle i; von 1 bis n durch-
lauft, kommen alle Exponenten |a|= k vor. Da in der oberen Summe die Reihenfolge
eine Rolle spielt, bei der Potenz £ allerdings nicht, miissen wir nun noch abzahlen wie
oft die einzelnen Potenzen x® fiir |a|= k vorkommen. Diese Anzahl betragt

() (o) (5

B k! (k—aq)! (k — (la] — ap))!
arl(k — aq)! al(k — ag — ap)! a,!(k —|a|)!
jal=k laf! _ |o! _
e o;! ol “

und die Summe lasst sich daher schreiben als

(1—Z)=§( 3 wn---xik)%zwa: S

k=0 \i1,...,ix=1 k=0 |a|=k aeN"?

n

Setzen wir nun x; = 2;w;, so beschreibt die Summe " z;w; gerade das Skalarpro-
i=1

dukt auf C". Beachtet man, dass z,w € B und wendet man die Cauchy-Schwarzsche

Ungleichung an, so ergibt sich

n
> zwi] = [z, w)| < 2] - lwll < 1,
i=1
wodurch die Voraussetzung von oben erfiillt ist. Durch Einsetzen erhalt man das
Gewtinschte.
Die zweite Formel folgt nun, wenn wir w = z setzen:

(L= 1) == () = ¥ s = X vl

aeN" aeN”

]

Damit kénnen wir folgende schéne Eigenschaft des Drury-Arveson Raumes beweisen.

Proposition 1.2.3. Alle Funktionen im Drury-Arveson Raum sind holomorphe H -
wertige Operatoren auf der offenen n-dimensionalen euklidischen Finheitskugel.
Beweis: Sei f = Y an,z® € (B, H) beliebig. Wir zeigen nun, dass f auf der offenen

acNn
euklidischen Einheitskugel holomorph ist. Sei dazu z € B, also ||z]| < 1.

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert zusammen mit Formel (|1.2)) aus Propo-
sition [1.2.2)

CEN:HH%ZQH = agn (&%) (Va2

1 1

laal*\* a2
(Z > Yalz”f?
aeNn Vo aeNn

A1 (1= 127 < oo,

IA




Daher konvergiert f punktweise auf B. Da jede punktweise konvergente Potenzreihe
auf B kompakt gleichméfig konvergiert, erhalten wir durch

fiB—= A (BH), z— > a,z"

aeN"?
eine holomorphe, lineare H wertige Funktion, so dass fir o € N”

o5(0)

al

Ao =

O

Um nun weiter zu zeigen, dass der Drury-Arveson Raum ein funktionaler Hilber-
traum mit reproduzierendem Kern K ist, weisen wir zunachst nach, dass K die Eigen-
schaften eines reproduzierenden Kernes erfiillt.

Proposition 1.2.4. Firw € B, x € H und f € (B, H) gilt
l<(WQU)x < J%?(lgvfi) und Qf7]<(UQU)x>Jf(BJ¥):: <f(lu>7$>ff

Beweis: Nach Proposition folgt mit Formel (1.1)) fir w, 2 € Bund x € H beliebig,
dass

K(z,w)z = (1- <Z,w>)_1idH( )=(1 —< w)) e
= Z Vo 2 W Z Vo TW)

aeN”

Dadurch kénnen wir die Norm von K (-, w)z berechnen. Falls diese endlich ist, so liegt
K(-,w)z im Drury-Arveson Raum. Durch Anwendung der Formel (|1.2)) und dadurch
dass w € B ergibt sich hierfiir

[Yaz@?|? o
IKCwzl= Y = > vl

aENn Vo aENn
= |lz)*(1 = [Jw|*)™" < oco.

Kommen wir zum zweiten Teil des Satzes. Sei also f = Y a,2* € (B, H). Es
aeNm

ergibt sich

(f, K(w)x) e s,m) = Z M

a€eNn Vo

= > (a.w*, x)y

aeN"

= (> aqw®,z)y

aeN?

::<f(u0ax>H-



Damit kénnen wir nun unsere anfangliche Aussage als einfache Folgerung aus Satz

1.4 formulieren.

Satz 1.2.5. Der Drury-Arveson Raum (B, H) ist ein funktionaler Hilbertraum mit
reproduzierendem Kern K.

Beweis: Offensichtlich ist der Drury-Arveson Raum J#(B, H) eine Teilmenge von H5,
da er sogar nur holomorphe H-wertige Funktionen beschreibt (Proposition [1.2.3]).
Um nun Satz anzuwenden, zeigen wir, dass fir K die Abbildungen

K(,w)x e (B, H)
sind, fir alle x € H, w € B und

(f, K('aw)x>%(B,H) = (f(w), z)n,

fur alle x € H, w € B ist.

Nach Proposition besitzt K diese Eigenschaften, und daher ist nach Satz
der Drury-Arveson Raum (B, H) ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzieren-
dem Kern

K:BxB— LH), (z,w)w (1-{zw) " idg.
O]

Durch Anwendung von Satz[1.1.7 erhalten wir nun eine unitire Abbildung zwischen
dem H-wertigen Drury-Arveson Raum 7 (B) und dem Hilbertraum-Tensorprodukt des
komplexwertigen Drury-Arveson Raums mit dem Hilbertraum H. Daher gilt folgendes
Korollar.

Korollar 1.2.6. Sei 5(B) ® H das Hilbertraum-Tensorprodukt des komplexwertigen
Drury-Arveson Raums mit dem Hilbertraum H, so sind die beiden Riume 7€ (B) @ H
und (B, H) isometrisch isomorph unter dem kanonischen unitiren Operator

V. A (B)® H— (B, H)
mit
Vifor) =[x,
fur alle f € Fx und x € H.

Wir werden diese Charakterisierung des Drury-Arveson Raumes (B, H) in der
Arbeit noch benutzen, indem wir ihn mit dem Hilbertraum-Tensorprodukt ¢ (B) ® H
identifizieren.

Kommen wir nun zu einem im Folgenden noch wichtigen abgeschlossenen Unterraum
des Drury-Arveson Raumes. Sei dazu I C C|zy, .., 2,] ein Ideal im Polynomring in n
Variablen. Da der Polynomring offensichtlich als eine Teilmenge des Drury-Arveson
Raumes aufgefasst werden kann, kann man das orthogonale Komplement von I im
Drury-Arveson Raum definieren:

Fi=HB)ol=#B) clc#DB).

10



Dieses bildet wieder einen Hilbertraum und kann durch die Identifizierung des H-
wertigen Drury-Arveson Raumes als Tensorprodukt, auch in diesem einfach betrachtet
werden:

FIQRQHC A#(B)oH=ABH).
AuBerdem sei von nun an die Abbildung Pg2: 7 (B) — .7 7 die orthogonale Projektion
auf den Unterhilbertraum %7 mit Bild in .Z}.

1.3 Zeilenkontraktion und der n-Shift

In diesem Abschnitt wollen wir nun die Zeilenkontraktionen einfiithren, fiir die wir spater
den Modellsatz formulieren werden. Auflerdem werden wir den Begriff des n-Shiftes
erldutern, der im spéteren Verlauf der Arbeit noch von grofler Bedeutung ist.

Die orthogonale Projektion von .7 (B, H) auf den Unterraum der konstanten Funk-
tionen wird im Folgenden beschrieben durch

PN A (B H) = A(BH), Y a2 = .0

Definition 1.3.1. Ein Tupel T € L(H)™ vertauschender, stetiger, linearer Operatoren,
so dass

ST < idy,

i=1
heifit Zeilenkontraktion oder auch (n-Kontraktion).

In einigen Fallen ist es einfacher eine aquivalente Charakterisierung von Zeilenkon-
traktionen nachzurechnen. Diese liefert der nachfolgende Satz.

Satz 1.3.2. Sei T € L(H)" ein Tupel vertauschender, stetig, linearer Operatoren, dann
sind dquivalent:

(i) Das Tupel T ist eine Zeilenkontraktion,
(ii) Die Abbildung
Q: H" — H, (Zlfi)?zl — Zﬂﬁz

=1

ist kontraktiv.
Beweis: Betrachten wir also die Abbildung
o: H* — H, (z;), — ZszZ
i=1

Wir zeigen zunéchst, dass die zu ¢ adjungierte Abbildung durch

o' H— H", v (T/x),

)

11



gegeben ist. Fir x € H, y = (y;)7., € H" ergibt sich

(@), )i = (@ 0(0)) i = <x,§nyi>H

= Z x Tyz Z<7—;*$ yz

=1 =1

da fir (a;)iiy, (bi)izy € H" ((ai)isy, (bi)imy) am = ;(Qi,bi>H gilt.

Damit haben wir die Form von ¢* bewiesen. Nun zeigen wir, dass
pp’ <idy < el < 1.
Sei idg — ™ positiv, also
0 < A{(idy —pp*)(), 2) = (x,2) = (P (), ¥)u

= [lz|* = {¢"(z), ¢" (2))
= [l2* = ll™ ()|

Dies ist dquivalent dazu, dass ¢* eine Kontraktion ist, was gleichbedeutend zur Aussage
ist, dass ¢ eine Kontraktion ist.

Auflerdem gilt
pp* =Y LT},

=1

woraus die Aquivalenz folgt. O

Ein sehr wichtiges Beispiel einer Zeilenkontraktion ist der n-Shift auf dem Drury-
Arveson Raum. Dazu definieren wir uns zunéchst die Multiplikationsoperatoren mit
den Koordinatenfunktionen und fassen diese dann zum n-Shift zusammen.

Wir beweisen zunéchst folgende Gleichung.

Proposition 1.3.3. Seii € {1,...,n}, a € N" so dass a > ¢; mit e; = (0;5)7_,, also
a; > 1. Es gilt

")/Ol_ez

= — <1 (1.3)
Vo |a|
Beweis: Mit der Definition der 7, folgt
|a—e;l! |af! 1
Ya—e; _ (a—e;)! _ (|O{| - ].)'O{' ] ! M _ &
Yo Ll (a—e)llal! — Zjall & a
O

Somit kénnen wir die erste wichtige Aussage tiber die Multiplikationsoperatoren mit
den Koordinatenfunktionen formulieren.

12



Lemma 1.3.4. Fir allet =1, ...,n ist die Abbildung

M #(B,H) — (B, H),
[z f

stetig, linear und kontraktiv. Auferdem gilt

Mf (Z aazo‘> = Z Ao 22TE = Z Ao—e; 2" (1.4)

a€eNn aeN” aze;

Beweis: Sei i € {1,...,n} beliebig und f = Y a,2z* € (B, H).
aeN™

Formel (1.4)) folgt durch Ausfithren der Multiplikation von f mit z;.
Zeigen wir nun die Wohldefiniertheit von M. Dazu missen wir zeigen, dass M/ f die
gegebene Summierbarkeitsbedingung erfiillt, also dass || M zlj fll < oo. Mit der Formel

(1.3)) erhalten wir

f||2 Z Haa e Z Haa e ? Yo Ja—ei
a>e; P N
_ Z Haa eill* Yar Ja—ei _ Z laa—e, 7@'
a>e; Ja—ei  Ta a>e; Ja—e o
2
< 3 el ppe
aenn o

Da M ZH offensichtlich linear ist folgt aus dieser Rechnung auch die Stetigkeit und Kon-
traktivitat von M. O

Nun konnen wir den n-Shift definieren.

Definition 1.3.5. Das Tupel M = (M, ..., M) e L(o¢ (B, H))" heift n-Shift oder
n-dimensionaler Shift.

Bemerkung 1.3.6. Fiir den Fall H = C, also fiir den C-wertigen Drury-Arveson
Raum, schreiben wir auch M., anstatt ML und M, anstatt MC. AuBlerdem gilt durch
den Isomorphismus aus Korollar _ 6 fir H beliebig, dass M i =M, ®idy.

Im nachsten Lemma betrachten wir nun die Wirkung des zu M ZH adjungierten Op-
erators.

Lemma 1.3.7. Fir f = Y an2* € (B, H) und alle i =1, ...n gilt

aeN”

(M) = 3 a2

aeNn? Vate;

Beweis: Seien f = Y an,2%g= > bo,z* € (B, H). Als erstes zeigen wir, dass die
aeNn aeNn
rechte Seite der Gleichung in #7(B, H) liegt um dann zu zeigen, dass

. Ya
(M f.9) ey = (Y ﬁaa—&-el “ 9) #B.H),
OtENn (0% o&7]
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woraus direkt das gewtinschte folgt. Mit Hilfe der Formel (|1.3)) ergibt sich

ol 2
Z |7aj:eiaa+ei|| _ Z Vo ||a’06+5i|2 _ Z Ya—e; aa||2
a€eNn Ya aenNn Yate;  Tote; a>e; Yo Ya
2
o; |la
=y fellell e oo
a>e; CY| Yo

sodass

(M2 £, 9) e,y = (f ME g) e (s,m)
= < Z aazaa Z bafeiza>,}f(B,H)

aeNn? a>e;

3 (o ba—e;) 1
a>e; Ve

Z <aa+eia ba)H k

aeNn Yate; Yo
< Ve

=3 =

aeN" Ta

Aote;s ba > H

fya (073
= (Y. —aate;2%, 9) e B.1)-
aENn ’704+6i

Wir kénnen damit folgern, dass der n-Shift eine Zeilenkontraktion ist.
Satz 1.3.8. Der n-Shift ist eine n-Kontraktion auf 7 (B, H).

Beweis: Da die Multiplikationsoperatoren M. ZH einer Multiplikation mit z; entsprechen
und diese kommutativ ist, ist der n-Shift ein vertauschendes Tupel.
Bleibt noch die Eigenschaft einer Zeilenkontraktion zu zeigen. Wir werden dazu zeigen,

dass id »(B,H) — i M., M, die orthogonale Projektion auf den Unterraum der konstan-
i=1

ten Funktionen in (B, H) ist.
Fir alle f = Y a,z® € (B, H) gilt nach Lemma [1.3.7] und mit Formel {)

aeN”?

ZMZzMz*Zf:ZMzz Z Ja aa+eizo‘

i=1 i=1 aEeNn late;
n
. Va—e; a
= o?
i=1 a>e; Vo
n
o N
ST Y Y
i=1 a>e; ol
o
> aaz® = ag,..0)
aeNn?
=[—a0,.90
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n
Da Projektionen positiv sind, ist somit id x5 mz) —>- M., M, positiv, und damit folgt,
i=1

dass der n-Shift eine Zeilenkontraktion ist. O]

Bemerkung 1.3.9. Fir den n-Shift sei M} definiert als das Tupel der Adjungierten
der Multiplikatoren mit den Koordinatenfunktionen, also M = (M )i ;. Da das Tupel
M, vertauschend ist, ist auch das Tupel M} vertauschend.

Fiir diese Arbeit von groler Bedeutung ist die Einschrénkung des n-Shifts auf den
Unterhilbertraum .%?. Dieses Tupel bezeichnen wir mit S = (S;)%, € L(.Z?)" und es
gilt

S - (Sl, ,Sn) - (PJ{»;IZMleyIQ, -~-aP§12Mzn 92]2) (15)

Genauso wie eben fiir den n-Shift definieren wir das Tupel
5= (5))ic, = (Pe2 M7 | 22)ily

Man beachte, dass diese Gleichung gilt, da die Einschrankung einer Funktion auf einen
Unterraum durch Verkniipfen mit der Adjungierten der entsprechenden Projektion auf
diesen Unterraum dargestellt werden kann.

Um einige wesentlichen Eigenschaften dieser Tupel zu formulieren, bendtigen wir
folgende Proposition.

Proposition 1.3.10. Fir das Tupel S = (S;)}_, € L(F})" aus gilt
Sij = P??MszzA?IQ und

5= M

2
Fi

fir alle j, k € {1,...,n}

Beweis: Seien j, k € {1,...,n} beliebig. Nach Voraussetzung ist I ein Ideal im Poly-
nomring und, da z; ein Element des Polynomrings ist, liegt die Multiplikation von
z; mit einem Element aus [ in I. Da die Abbildung M., eine Multiplikation mit z;
darstellt, folgt also

M. iel,

fir alle 2 € I.

Sei nun i € I C 4 (B) ein Element im Abschluss von I im Drury-Arveson Raum, so
existiert eine Folge (i;)ien, die gegen i konvergiert und somit kann man, da M., stetig
ist, schlieflen, dass

M.;i = M., zliglo i = lliglo M. €. (1.6)
Nach der Definition von .%#? kann der Drury-Arveson Raum geschrieben werden als

#B) =7l
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Somit kénnen wir M, (h) mit h € 5 (B) schreiben als
M_.h = fin+ tjn,
mit f;, € F7 und i, € I woraus fir h € #(B) mit Hilfe von Formel
PyaM, M, jh = Pp2 M., (fin +ijn) = Pe2 M., (fin) + Pr2 M., ijn
= P2 M., (fjn) = Pp2 M., Pz2 M, h,

und daher
Pﬁ'\?MZksz = ng[QMZkuIZMZJ

folgt. Dies liefert die erste Aussage des Satzes beweisen kénnen.
SkSj = Pz2M, P32 Pz2 M., | 52 = Pz2 M, Pz2 M., | 52

Fiir die zweite Formel des Satzes miissen wir zeigen, dass der Raum .%#? invariant
unter Anwendung von M;‘j ist, also dass M* f L I fiir alle f € Z?. Fiir beliebiges

f € Z%und i € I erhalten wir mit Formel(]1.6)
<M,:jfa Z> = <f7 MZJ'L> =0,

da f 1L 1.
Damit ergibt sich direkt
Sj =Pz M7 |72 = M | 72

Wir kommen nun zu der wichtigsten Folgerung hieraus.
Satz 1.3.11. Das Tupel S € L(.F}) ist eine Zeilenkontraktion auf F?.
Beweis: Mit Proposition [I.3.10]und damit, dass M, ein vertauschendes Tupel ist, folgt
SkSj = PzaM, M| 52 = Pp2a M. M, | 572 = S;Sk

fiur alle j,k € {1,...,n}. Somit ist S ein vertauschendes Tupel. Die Stetigkeit und
Linearitat tibertragt sicht von den entsprechenden Eigenschaften von M,.

Um nun zu folgern, dass S eine Zeilenkontraktion ist, benutzen wir Satz [I.3.2] Sei
dazu

pr: AB) — HB), (w)y - Y Mz,

i=1
Da M, eine Zeilenkontraktion ist, gilt dass ||@a|| < 1. Fir die Abbildung

n
Vs f?n — ff, () — ZSixi
i=1

gilt somit
lesll = 1D Pez M| 2]l = [|1Pr2 (D M)
i=1 i=1

Damit ist auch S nach Satz [1.3.2] eine Zeilenkontraktion. O]

z2|l = 1Pr2omlz2| < llouml < 1.
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Bemerkung 1.3.12. Da Zeilenkontraktionen vertauschende Tupel von Operatoren
sind, kann man sie in Polynome in n-Variablen einzusetzen und somit eine Abbildung
auf H erhalten.

Diese Eigenschaft von Zeilenkontraktionen wird im Verlauf der Arbeit eine grofle
Rolle spielen, da die Zeilenkontraktionen, die wir betrachten werden, polynomielle
Relationen erfiillen, also p(T) = 0 fur alle p € I fiir ein geeignetes Ideal I C C|z]
gilt.

Bei einem Tupel von vertauschenden Operatoren ist offensichtlich auch das Tupel
der adjungierten Operatoren vertauschend, sodass auch p(7™) eine Abbildung auf H
definiert.

Es ist fiir uns von groflem Interesse p(M,), p(M}), p(S) und p(S*) zu betrachten.
Auch Produkte p(M,) - p(M}) werden wir untersuchen, und es gilt dabei folgende
Formel.

Satz 1.3.13. Fir alle o, B € N gilt
S*S = Pea MM 52

Beweis: Die Formel ergibt sich nun als einfache Folgerung der Formeln aus Proposition
L3I0
S5 = T, Pz M2 22117, P M| 22
= Pf?(H?—lMa»i) @‘Q(H? 1*M>k ﬁi)
= Pz (I M) (I M2%)| 72
= P2 (M2 M:)| 5.

]

Bemerkung 1.3.14. Beim Beweis des Modellsatzes wird der von diesen Monomen
erzeugte Unterraum . = LH{S*S*’|a, f € N"} C L(.Z}) eine wichtige Rolle spie-
len. Diese Menge ist offensichtlich ein Unterraum und fiir den gilt, dass 1 € . und
7 ist *-abgeschlossen, also fiir alle s € . ist auch s* € .. Einen solchen Un-
terraum nennt man auch Operatorsystem, was bei der Anwendung der Arvesonschen
Fortsetzungssatzes von Bedeutung ist, womit wir uns im zweiten Kapitel noch néher
beschaftigen werden.

Bemerkung 1.3.15. Aus der Identifikation M¥ = M, ®idy folgt eine dhnliche Iden-
tifikation fiir die Einschrankung von M auf .7 f 2o H

PraouM:! | 520 = (Pr2Ms|52) ® idy = Si ® idpy.
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1.4 Die Calkin Algebra

Eine der wichtigsten Quotientenalgebren, die es in der Funktionalanalysis gibt, ist die
sogenannte Calkin-Algebra, welche die Algebra der stetigen, linearen Operatoren auf
einem Hilbertraum modulo des Ideals der kompakten Operatoren auf diesem Hilber-
traum ist. Da die Calkin-Algebra auch in dieser Arbeit von Bedeutung ist, werden
wir sie in diesem Abschnitt einfithren und betrachten. Dazu werden wir zuerst einige
Satze tiber Ideale und Quotientenalgebren auffithren, um dann die Calkin-Algebra als
C*-Algebra einfithren zu konnen.

Beginnen wir mit einem Satz, nach dem in jedem Ideal lokal, abzéhlbare, approx-
imierende Rechts-Einsen existieren.

Lemma 1.4.1. Sei A eine C*-Algebra und Z C A ein Ideal in A.
Dann existiert fir alle x € T ein Net (ey)aen von selbstadjungierten Elementen in Z,

die
i) Sp(ex) C[0,1] fir alle A € A,
i) }\13|]:ce)\ —z||=0

erfillen.

Den Beweis des Lemmas kann man im Buch von Arveson [2, S.10 f.] nachlesen.

Hieraus kann man direkt folgern, dass jedes Ideal *-abgeschlossen ist.

Korollar 1.4.2. Jedes abgeschlossene Ideal T C A in einer C*-Algebra A ist selbstad-
jungiert und ist somit selbst eine C*-Algebra.

Beweis: Sei also z € Z. Nach Lemma existiert eine approximierende Eins fiir z,
also ein Netz (e))rea mit ey = €3 fir alle A € A und }\irﬁﬂxe,\ —z| = 0.
€

Auflerdem gilt
limllo*ex — a° | = lim "5 — || =l (rer — 2)°|
=1i —z| = 0.
lim|lzey — ]
Daher konvergiert x*e) gegen x*. Da Z ein Ideal ist, ist x*e), € Z, und mit der
Abgeschlossenheit von Z folgt somit, dass x* wieder in Z liegt. O]

Nun kénnen wir eine wichtige Aussage iiber Quotientenalgebren treffen. Wir kénnen
nun namlich folgern, dass eine Quotientenalgebra A/Z aus einer C*-Algebra A und
einem Ideal Z wieder eine C*-Algebra bildet.

Satz 1.4.3. Sei A eine unitale C*-Algebra und T C A ein abgeschlossenes Ideal in A.
Die Quotientenalgebra A/ mit den ublichen Verkniipfungen und der induzierten Norm
und Involution bildet eine C*-Algebra.
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Beweis: Durch die Aussage des Korollars folgt die Wohldefiniertheit der Involu-

tion in der Quotientenalgebra. Auch die Norm ||[a]|| = 12% ||a + ]| ist wohldefiniert, da
7 abgeschlossen ist und mit der Selbstadjungiertheit von Z folgt auch ||[al]|| = ||[a]*].

Damit bildet die Quotientenalgebra A/Z mit den induzierten Verkniipfungen, Norm
und Involution eine Banach-*-Algebra.
Es bleibt also nur zu zeigen, dass

lalI* = [la]*[a] (1.7)

fir alle a € A.
Sei also a € A beliebig und e € A das neutrale Element der Multiplikation.
Dass die Linke Seite von Gleichung grofer gleich der rechten Seite ist, folgt direkt
mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.
Die Giiltigkeit der zweiten Richtung in Gleichung zu zeigen ist etwas aufwéandiger.
Wir definieren die Menge U = {u € Z|u = u*, Sp(u) C [0,1]}. Nun zeigen wir, dass
fir die Norm auf A/Z gilt:

il = inf la = au.

Dass die linke Seite kleiner gleich der rechten Seite ist, folgt direkt aus der Definition,
da mit u auch au in Z liegt.
Um nun auch die andere Richtung zu zeigen, gentigt es fiir jedes z € Z ein Netz (u))aea
zu finden, so dass
la + z|| > inf|la — au,||.
AEA

Sei z € T beliebig und (uy)xea nun die approximierende Eins aus Lemma fir z,
so gilt wegen ), dass ||e — uy|| < 1 fir alle A € A. Damit folgt, dass

la + z|| = liriqeiAan(a + z)(e —uy)||
- lir/{g\nfﬂa(e —uy + 2z(e —wy)|
= liminf[|(a — auy) + (2 — zu,)]|
= hrAnEiAan(a —auy)||
> inf{la — auy|].

Es folgt also
lla]ll = inflla — aul].
Wir erhalten mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung somit

2 _ (: o 2 _ - 2
HalllF = (inf[la — aul])” = inf[la(e —u)]|

. ko

infll(e —u)*a’ale —u)|

< inf |le — u|| inf ||a*a(e — u)||
uelU uelU

< inf|ja*a — a”aul|
uclU

= [lfa*al|l = [[[al"[alll-
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Nun koénnen wir die Calkin-Algebra fiir einen beliebigen Hilbertraum H definieren.
Diese ist nach dem letzten Satz eine C*-Algebra, da die Menge der kompakten Oper-
atoren ein abgeschlossenes Ideal in der C*-Algebra der stetigen, linearen Operatoren
bildet.

Definition 1.4.4. Die Quotienten-Algebra
C(H) = L(H)/K(H)
heifit Calkin-Algebra.

Bemerkung 1.4.5. Im spateren Verlauf der Arbeit werden wir die Calkin-Algebra
iiber dem Hilbertraum %7 betrachten, also C(F}) = L(F})/K(Z}?). Dabei inter-
essieren uns vor allem die Elemente [S;].
Nach einer Vermutung von Arveson ist das Tupel S wesentlich normal (Problem 2 [3]
S.78]), das heifit, dass

S;Sf — SrS; € K(F}1).
Falls das Tupel S wesentlich normal ist, so ist das Tupel [S] = ([S4], ..., [Sn]) demnach

ein vertauschendes Tupel normaler Operatoren in der Calkin-Algebra C(.%#7).

AuBerdem gilt fiir das Tupel [S] folgende Gleichung.

Satz 1.4.6. Fiir das Tupel [S] = ([S1], ..., [Sn]) € C(F}?)™ von Operatoren in der Calkin-
Algebra C(F?) gilt die Gleichung

n

> [Si[S7] = [id ).

i=1

Beweis: Nach dem Beweis von Satz|1.3.8)ist die Abbildung id 5y — iMZM;k die or-
i=1

thogonale Projektion auf die konstanten Funktionen in ' (B). Mit Hilfe der Eigenschaft
des Tupels S aus Satz[1.3.13] kann man folgern, dass

n

n
. \ : .
idgz =Y SiS; = Pr2idyes) |52 — ) Pr2 M M | 52
i=1 =1

= Py (idf(lg) -y, M;)

=1 gz?

_ A (B)
= Pz Pl |72

Also ist jdjg? — f: S;S; die Einschrankung der orthogonale Projektion auf die konstanten
i=1

Funktionen, was der orthogonale Projektion auf die konstanten Funktionen in .}
entspricht. Da Projektionen kompakt sind, gilt somit in der Calkin-Algebra

7] = |32 5:57)
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1.5 Darstellungen

Im Beweis des Modellsatzes, den wir im spateren auffithren werden, ist die Konstruktion
einer bestimmten Darstellung von grofler Bedeutung. Daher ist es enorm wichtig die
Eigenschaften und das Verhalten von Darstellungen zu untersuchen. Beginnen wir mit
der Definition einer Darstellung und der wichtigsten Eigenschaft einer Darstellung.

Definition 1.5.1. Sei A eine C*-Algebra und H ein Hilbertraum. FEin C*-Algebren-
homomorphismus w: A — L(H) heifst Darstellung von A auf H
Fine Darstellung w: A — L(H) heifit nicht-entartet, falls die Menge der Operatoren
7(A) trivialen Nullraum besitzt, d.h. null(r(A) = {0}.
Dabei bezeichne
null(M) = () Ker(m)

meM
den Nullraum von M fir eine Teilmenge M C L(H).

Bemerkung 1.5.2. Folgende Schreibweise wird eingefiihrt, um den Abschluss der lin-
earen Hiille kiirzer zu schreiben:

\/ {k} = LH{k[k € K}.

keK

Eine wichtige Charakterisierung von nicht-entarteten Darstellungen liefert das fol-
gende Lemma.

Lemma 1.5.3. Sei 7 eine Darstellung von A auf H. Dann ist m genau dann nicht-

entartet, falls
\/ {n(a)h} = H.

a€AheH
Beweis: Damit p = 7(a) € n(A) auch p* = 7(a*) € 7(A) liegt, gilt die Aquivalenzkette

7 nicht-entartet < (] Ker(p) = {0}
pEm(A)

& () Im(p)* ={0}
pEm(A)

& () Im(p)-={0}

pem(A)
& (U Imp)" = {0}
peEm(A)
< LH{r(a)hla € A,h € H} = H.

O

Arveson zeigt [2, S.19ff.], dass jede nicht-entartete Darstellung von einer C*-Unter-
algebra B C K(H) der kompakten Operatoren in H auf auf einen Hilbertraum K
unitér aquivalent zu einem Vielfachen der identischen Darstellung ist. Genauer gilt
der folgende Satz.
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Satz 1.5.4. Seien H, K Hilbertraume, B eine C*-Unteralgebra von K(H) und
m: B — L(K) eine nicht-entartete Darstellung von B auf K. Dann existiert eine
Indexmenge I und eine Zerlequng

K=K, {0}#KCK (icl),

i€l

von K in w-invariante (also invariant unter w(B)) Unterraume derart, dass fir jedes
1 € I ein abgeschlossener B-invarianter Unterraum H; C H existiert und eine unitdire
Abbildung U;: K; — H; so, dass

m(B)

K = UZ*B

m,Ui
qgilt.

Diesen Satz findet man mit Beweis zum Beispiel in [2] auf S.19 ff..

Falls man anstatt einer Darstellung einer echten Unteralgebra B eine Darstellung
auf allen kompakten Operatoren K(H) betrachtet, so miissen die Unterrdume H; aus
obigem Satz invariant unter allen kompakten Operatoren sein. Dies gilt aber nur fir
die trivialen Unterrdume H und {0}. Da H; im Satz nicht der Nullraum sein darf,
ergibt sich H; = H fir alle i € I.

Es gilt folgendes Korollar.

Korollar 1.5.5. Seien H, K Hilbertraume und 7: K(H) — L(K) eine nicht-entartete
Darstellung der kompakten Operatoren auf K. Dann existiert eine Indexmenge I und
etne Zerlequng
K=K, {0}#K CK (icl),
iel
von K in mw-invariante Unterrdume derart, dass fir jedes i € I eine unitdre Abbildung
U;: K; — H existiert, so dass

m(B)|k: = Ui BU;
fir alle B € K(H) gilt.

Wenn man nun eine Darstellung auf den kompakten Operatoren betrachtet, kommt
nattirlich die Frage auf, ob man diese zu einer Darstellung von ganz L(H) fortsetzen
kann.

Im Allgemeinen kann die Darstellung einer C*-Unteralgebra einer C*-Algebra A
nicht eindeutig zu einer Darstellung von ganz A fortgesetzt werden. Falls es sich
allerdings um eine nicht-entartete Darstellung von einem Unterideal handelt, so geht
dies allerdings schon.

Satz 1.5.6. Sei H ein Hilbertraum, A eine C*-Algebra und T C A ein Ideal in A, so
hat jede nicht-entartete Darstellung w: T — L(H) eine eindeutige Fortsetzung zu einer
nicht-entarteten Darstellung 7: A — L(H).

Sind zwei nicht-entartete Darstellungen von I dquivalent, so sind es auch die Fortset-
zungen.

Auch den Beweis dieses Satzes kann man in dem Buch von Arveson [2, S.16] finden.
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Bemerkung 1.5.7. Wir betrachten nun den umgekehrten Fall, der im spateren Verlauf
der Arbeit noch wichtig wird. Sei nun also A eine C*-Algebra, 7 eine Darstellung von
A auf H und Z C A ein Ideal in A. In diesem Fall kann man einen abgeschlossenen
Unterraum H7 von H definieren als

Hy = \/ (x(i)H).

1€l

Dieser ist invariant unter 7(A), da Z ein Ideal in A bildet. Auch sein Komplement
Hy ist invariant unter 7(A), da m(A) C*-Algebra ist. Man kann H also schreiben als
direkte Summe

H = Hr @ Hy,

der m-invarianten Unterriume Hz und Hi. Einen solchen m-invarianten abgeschlosse-
nen Teilraum, fiir den auch das orthogonale Komplement m-invariant ist, nennt man
auch reduzierenden Teilraum fiir 7. Zu dem reduzierenden Teilraum Hz, kénnen nun
folgende Darstellungen definiert werden:

Tyt A— L(Hz) o 7(x)|n,

und
Tyt A= L(HF) x> ()| s -

Man erhalt die nicht-entartete Darstellung 7y, auch als eindeutige Fortsetzung ihrer
Einschrankung auf Z (Satz , wodurch sie also eindeutig bestimmt ist. Die Darstel-
lung Tt erfiilllt dagegen die Bedingung Tt |7 = 0, und induziert damit eine Darstel-
lung der Algebra A/Z auf H7. Die urspriingliche Darstellung kann man nun in diese
beiden Darstellungen zerlegen und schreiben als:

7(z) = i1y (€) @ T = (@) 11y B s

Auf dieser Zerlegung einer Darstellung 7 fufit auch der Modellsatz. Wir werden
im Beweis als erstes, durch Anwendung des Arvesonschen Fortsetzungssatzes und des
Stinespringschen Dilatationssatzes, eine Darstellung der C*-Algebra L(.#?) finden, die
die von uns geforderte Eigenschaften erfiillt, und diese dann wie oben beschrieben
in ihre Anteile unter dem Ideal K(.#}) zerlegen, deren Wirkung wir dann separat
betrachten konnen.

23



24



2 Satze zu positiven Operatoren und
vollstandig positiven Abbildungen

In diesem Kapitel wollen wir nun einige Hilfssétze einfithren, die im spéteren Verlauf
der Arbeit von grofler Bedeutung sind. Dazu zéhlen unter anderem der Aversonsche
Fortsetzungssatz und der Stinespringsche Dilatationssatz.

Seien dazu H ein Hilbertraum, 7' € L(H)" eine Zeilenkontraktion, I C C[zy, ..., z,]
ein homogenes Ideal im Polynomring in n Variablen, S = (Pz2M.,|#2), die Ein-
schrinkung des n-Shifts auf .#7? und . = LH{S*S*"|a, 3 € N"}.

2.1 Konvergenz monoton fallender Folgen

Als erstes benotigen wir einen Satz iiber die Konvergenz von monoton fallenden Folgen
positiver Operatoren. Dazu wiederholen wir zunéchst die Definition einer der wichtig-
sten lokalkonvexen Topologien auf L(H), die starke Operatortopologie.

Definition 2.1.1. Seien die Halbnormen (p.)zen definiert als
pe: L(H) = C, T+ p(T)=|Tx|.

Die von diesen Halbnormen erzeugte lokalkonvexe Topologie heifit starke Operator-
topologie (SOT).

Bemerkung 2.1.2. Ein Netz in L(H) konvergiert genau dann in der starken Opera-
tortopologie, wenn es punktweise konvergiert. Daher wird die starke Operatortopologie
auch die Topologie der punktweisen Konvergenz genannt.

Kommen wir nun zu dem bereits angesprochenem Satz iiber die Konvergenz monoton
fallender Folgen positver Operatoren in der starken Operator Topologie.

Satz 2.1.3. Sei (T},)nen €ine monoton fallende Folge positiver Operatoren in L(H).
Dann konvergiert (T,,)nen punktweise gegen ein positiver Operator T in L(H). Es gilt
also:

T'=50T—-1mT, € L(H) ist ein positiver Operator

Diesen Satz findet man als Lemma 1.8 mit Beweis auf Seite 17f. in [6].
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2.2 Der Arvesonsche Fortsetzungssatz

In vielen Bereichen der Funktionalanalysis spielen Fortsetzungsséatze eine bedeutende
Rolle, so auch in dieser Arbeit. Der von uns bendtigte Fortsetzungssatz fiir vollstandig
positive Abbildungen stammt von William Arveson. In dieser Arbeit werden wir den
Satz nur zitieren, einen Beweis hierfiir findet man zum Beispiel in [9, S.81f.]. Zunéchst
miissen wir allerdings noch einige grundlegenden Definitionen ansprechen um die Aus-
gangssituation zu verstehen.

Da das Konzept eines Operatorsystems in einer C*-Algebra zum formulieren des
Arvesonschen Fortsetzungssatzes wichtig ist, fithren wir als erstes die Definition eines
Operatorsystems auf.

Definition 2.2.1. Sei A eine C*-Algebra.

1) FEine Teilmenge S C A mit den Eigenschaften
e S ist ein Unterraum von A,
e 1S,
e S ist *~abgeschlossen, das heifst, dass fir alle s € S auch s* € S ist,
heifit Operatorsystem in A.

2) Die Menge aller n-dimensionalen Matrizen mit Fintrigen in A
M, (A) = {(ai;)ij=lai; € A}
heif$t n-dimensionale Matrixalgebra uber A

Bemerkung 2.2.2. i) Die Matrixalgebra M, (A) ist zusammen mit der nattrlichen
Addition, der normalen Matrixmultiplikation und der Involution

(ai,j)?,jzl* = (a;,i)?,jzl
eine *-Algebra.

Man kann die Matrixalgebra auch in eindeutigem Wege zu einer C*-Algebra
machen. Hierfiir identifiziert man die zugrundeliegenden C*-Algebra A unter
einem bijektiven C*-Algebrenhomomorphismus 7 mit einer C*-Unteralgebra von
L(H) (Satz von Gelfand-Naimark [2, S.34]).

Ein Element (a, ;)7 ,=, der Matrixalgebra M, (A) operiert dann auf H" = @;_, H

1=1 9
durch
n

(aij)ije1((hi)izy) = (Z W(ai,j)(hj)>

j=1 i=1
Man kann dann dann zeigen, dass M,,(A) unter dieser Darstellung mit der obigen
Multiplikation und Involution eine abgeschlossenen *-Unteralgebra von L(H™)

darstellt und mit der durch diese Darstellung induzierten Norm eine C*-Algebra
bildet.
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ii) Die Definition der Matrixalgebra macht auch fiir Operatorsysteme S C A Sinn.
In diesem Fall bildet M,,(S) einen Unterraum von M, (A) und da S ein Opera-
torsystem bildet, bildet auch M, (S) in der C*-Algebra M,,(A) ein Operatorsys-
tem.

Nun befinden wir uns in der Position vollstédndig positive Abbildungen auf einem Op-
eratorsystem zu definieren, welche wir mit Hilfe des Arvesonschen Fortsetzungssatzes
auf die gesamte zugrundeliegende C*-Algebra fortsetzen konnen.

Definition 2.2.3. Seien A,C C*-Algebren, S C A ein Operatorsystem, M,(S) die
n-dimensionale Matrizalgebra auf S.
Fiir eine lineare Abbildung ¢: S — C, definieren wir fir n € N die Abbildung

On: Mp(S) = My(B), (aij)i—1 = (Haiz))ij=1-
Die Abbildung ¢ heifst
i) n-positiv, falls ¢,, positiv ist,
i) vollstandig positiv, falls ¢, positv ist fir alle n € N,
iii) vollstandig beschrénkt, falls ||¢|| = sup,en ¢n endlich ist,
iv) vollstandig kontraktiv, falls ||}l < 1.
Nun kénnen wir den Arvesonschen Fortsetzungssatz formulieren.

Satz 2.2.4 (Arvesonscher Fortsetzungssatz). Ist A eine C*-Algebra, S C A ein Oper-
atorsystem und

v: S — L(H)

eine vollstindig positive Abbildung, so existiert eine vollstandig positive Abbildung
¢: A— L(H), so dassp=d|s.
Den Beweis findet man zum Beispiel im Buch von Paulsen [9] auf S.81f.

In unserem Szenario handelt es sich um die C*-Algebra A = L(.#?) und das Op-
eratorsystem .. Wir werden eine vollstindig positive Abbildung ¢: . — L(H) mit
©(p(S)) = p(T) konstruieren und diese mit Hilfe des Arvesonschen Fortsetzungssatzes
dann zu einer vollstéindig positiven Abbildung ¢: L(#?) — L(H) fortsetzen, um auf
diese dann den Stinespringschen Dilatationssatz, der im néchsten Abschnitt betrachtet
wird, anzuwenden.
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2.3 Der Stinespringsche Dilatationssatz

Wir haben geschen, dass eine vollstandig positive Abbildung ¢: S — L(H) auf einem
Operatorsystem S C A immer eine Fortsetzung ¢: A — L(H) besitzt, die wiederum
vollstdndig positiv ist. Nun findet man nach dem Stinespringschen Dilatationssatzes
zu dieser vollstandig positiven Abbildung auf der C*-Algebra A einen Hilbertraum K,
einen stetigen Operator V: H — K, dessen Norm durch die Norm des Bildes der 1
unter ¢ bestimmt ist, und einen unitalen C*-Homomorphismus

m: A— L(K), sodass ¢(a) = V*r(a)V fir alle a € A.

Fassen wir dies im Stinespringschen Dilatationssatz zusammen.

Satz 2.3.1 (Stinespringscher Dilatationssatz). Sind H ein Hilbertraum, A eine unitale
C*-Algebra und ¢: A — L(H) eine vollstandig positive Abbildung, so existieren ein
Hilbertraum K, ein unitaler C*-Homomorphismus

m: A— L(K)
und ein beschrinkter Operator V: H — K mit ||V]|? = ||¢(14)||, so dass
od(a) =Vir(a)V

fiir alle a € A. Ist ¢ unital, so ist V' damit isometrisch und man kann den Hilbertraum
H mit seinem Bild unter V identifizieren, so dass

¢(a) = Pum(a)|u
fiir alle a € A

Auch diesen Beweis findet man im Buch von Paulsen [9, S.43ff.].

Auf unser Szenario tibertragen, bedeutet das, dass zu der vollstandig positven, uni-
talen Abbildung ¢: L(#}) — L(H), die wir durch den Arvesonschen Fortsetzungssatz
erhalten haben, ein Hilbertraum K D H und ein unitaler C*-Homomorphismus
7. L(F}?) — L(K) existieren, so dass

d(a) = Pym(f)|g, firalle f € .F} gilt.
Dadurch erhalten wir im Endeffekt einen C*-Homomorphismus 7 mit

p(T)p(T™) = Pum(p(S)p(S™))|u-
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3 Der Modellsatz und sein Beweis

Kommen wir nun zum Ziel dieser Arbeit, dem Beweises des Modellsatzes fiir Zeilenkon-
traktionen mit polynomiellen Relationen.

Legen wir dazu zunédchst die Ausgangssituation fest.
Seien n € N, T € L(H)" eine Zeilenkontraktion, I C Clzq, ..., 2z,| ein homogenes
Ideal im Polynomring in n Variablen, M der n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum
H(B,H), M, der n-Shift auf dem C-wertigen Drury-Arveson Raum 5 (B), S =
(Pz2M.,| #2)i-, die Einschrankung des n-Shifts auf F? und ¥ = LH{S*S*|a, €
N"}.

Bevor wir nun den Modellsatz aufschreiben, definieren wir zunachst, was wir unter
einer Zeilenkontraktion mit polynomiellen Relationen verstehen. Auflerdem definieren
wir spharisch unitares Tupel.

Definition 3.0.2. 1) Fine Zeilenkontraktion T erfillt die polynomiellen Relatio-
nen, die durch das Ideal I gegeben sind, falls

p(T)=0 (3.1)
fir alle p € 1.

2) FEin vertauschendes Tupel W € L(H)", dessen Eintrige normale Operatoren sind,
und das die Gleichung

ST WW = idy
=1

erfullt, heiffit sphérisch unitar.

Im Folgenden werden wir die Abhédngigkeit der Relationen von dem Ideal I un-
terdriicken, und nur noch von einer Zeilenkontraktion mit polynomiellen Relationen
reden.
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3.1 Der Modellsatz

Formulieren wir also nun den Modellsatz, fiir den wir in den darauf folgenden Ab-
schnitten einen Beweis geben werden.

Satz 3.1.1 (Modellsatz). Sei I C Clzy, ..., z,| ein homogenes Ideal im Polynomring
und T € L(H)" eine Zeilenkontraktion mit polynomiellen Relationen (3.1]).

Dann existieren ein Hilbertraum K D H, ein Unterraum Ky, C K, eine Indexmenge
J, eine Zerlegung

K = (@y‘f) P Ko

jeJ

von K, sowie ein vertauschendes n-Tupel W € L(Ky)", so dass

nene((@5) )
- ((@s) )

SOW W = id,.

i=1

fir alle i € {1,...,n} und

Falls das Tupel S wesentlich normal ist, so ist W ein sphdrisch unitdres Tupel.

Bemerkung 3.1.2. Eine berithmte Vermutung von Arveson, die man in Problem 2 in
[3, S.78] findet, besagt, dass S fir jedes homogene Ideal I C C|z] wesentlich normal
ware. Dann ware W in jedem Fall ein sphérisch unitares Tupel.

Nachdem wir nun den Modellsatz formuliert haben, werden wir in den néchsten
beiden Abschnitten seinen Beweis erarbeiten. Dazu werden wir im nédchsten Abschnitt
eine Darstellung von L(.#}) auf einen Hilbertraum K konstruieren, die als Dilatation
aus einer Abbildung entsteht, die Polynome in S auf die entsprechenden Polynome
in T abbildet. Im darauffolgenden Abschnitt werden wir diese Darstellung dann tiber
einen reduzierenden Teilraum als Summe einer nicht-entarteten Darstellung und einer
Darstellung schreiben, deren Kern aus den lompakten Operatoren besteht. Indem wir
die Wirkung dieser beiden Teile betrachten erhalten wir den gewiinschten Modellsatz.

31



3.2 Konstruktion des Algebrenhomomorphismus

Der erste Teil des Beweises besteht aus der Konstruktion des gesuchten C*-Algebren-
homomorphismus. Dazu konstruieren wir zunéchst eine vollsténdig kontraktive, voll-
standig positive Abbildung p, die p(p(S)q(S*)) = p(T)q(T™*) erfiillt. Diese kann man
anschlieend durch Anwendung des Arvesonschen Fortsetzungssatzes zu einer voll-
stindig positiven, unitalen Abbildung ®: L(#?) — L(H) fortsetzen, und diese dann
mit dem Stinespringschen Dilatationssatzes zu dem C*-Homomorphismus

7. L(Z}?) — L(K) auf einen geeigneten Hilbertraum K D H dilatieren.

Beginnen wir dazu mit etwas Theorie tiber Konjugationen.

Definition 3.2.1. Fir A € L(H, K) heifit die Abbildung Cx: L(H) — L(K)
X — AX A* Konjugation mit A.

Bemerkung 3.2.2. 1. Sei Cy: L(H;) — L(H2) und Cp: L(H3) — L(H,), so gilt:
Ca(CB) = Caop-
2. C4 ist vollstandig positiv.

Beweis von 2.: Sei n € N, X € M,(L(H)) positiv, so gilt X = BB* fir ein B in
M, (L(H)).
Damit erhalt man:

A 0 A* 0
(Ca(Xia)) kg1 = (AXi A"y = BB*
0 0 A*
A 0 A 0
iy Bl B >0
0 A 0 A

]

Da auch endliche Summen von positiven Elementen wieder positiv sind, ist auch die
im folgenden Korollar definierte Abbildung vollstandig positiv.

Korollar 3.2.3. Die Abbildung
or: L(H) — L(H)

=1

ist vollstandig positiv.

Betrachtet man nun Potenzen dieser Abbildung, so kann man, wie schon im Beweis
von Proposition gesehen, die entstehende Summe schreiben als

0’% - Z CTil-uTik = Z YaCre = Z YaCro. (3.2)

i1 yeein=1 la|=k la|=k

Als Summe positiver Abbildungen sind die Potenzen von o7 somit immer noch pos-
itive Operatoren und es gilt das folgende Lemma.
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Lemma 3.2.4. Die Folge (0% (idy))ren konvergiert punktweise gegen einen positiven
Operator Asor in L(H).

Beweis: Da idy eine positive Abbildung und % ein positiver Operator ist, ist ok (idy)
positiv, und es gilt
oh(idy) = Y 7 TT*.

|a|=k

Auflerdem folgt, da T" € L(H)"™ eine Zeilenkontraktion ist und daher idy — iTZTZ* >0,
i=1

somit
o (idy) — 5 (idy) = o (idg) — oo (idy)) = oh(idy) — ok (Z TT)
=1
= ok <¢dH — ZY}T;‘) >0,
=1

und daher ist % (idy) eine monoton fallende Folge positiver Operatoren.
Satz impliziert die Existenz eines positiven Operators A, 7, so dass ok (idg)
punktweise gegen A, 1 konvergiert. Auierdem erhalten wir ||A 7| < ||o%(idy)|| = 1.

Somit erhélt man fiir eine Zeilenkontraktion 7" einen positiven Operator
A H — H,  Asz=S0T - lim ok (idg).
—00

]

Mit diesem Operator kann man nun eine wichtige Eigenschaft einer Zeilenkontraktion
definieren.

Definition 3.2.5. Fine Zeilenkontraktion T € L(H)"™ heifst rein, falls Ao = 0 ist.

Lemma 3.2.6. Fiir Dy = (idy — SSTiTF)3 st die Abbildung
=1

)

lﬁrify'——$aﬁg(6,}{)
T —> Z Yo (DT x) 2%

aeN”

eine wohldefinierte, stetige, lineare Kontraktion mit ||Krx|]* = ||z||* — (Ae 1, z) fiir
alle x € H. Ist T eine Zeilenkontraktion mit Relationen , so gilt:

Kr: H— F}QH.
Beweis: Fiir den ersten Teil des Satzes reicht es zu zeigen, dass ||Krz||* = ||z|]* —

(A rz, ) < ||2||? fir alle 2 € H, da daraus folgt, dass K7a € (B, H) und Kr somit
wohldefiniert, stetig und kontraktiv ist. Die Linearitat folgt direkt aus der Definition.
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Sei also x € H beliebig. Mit Hilfe der Formel (3.2]) erhalten wir

. o (DT )2
HKTl'Hz _ H Z 7a<DTTa .%)ZaHz o Z ||7 ( T )H
a€ENn a€ENn Yo
= > Y(DrT*z, DT z) = Y 7 (T*(Dr)*T* x, z)
aceNn? OZGN”
- < Z ’YaCTO‘(D%) hm Z Z '7040T°‘ >
a€Nn < j= =0 |a|=j
k k n
J — T
]}Lrgo; o (D3)x, 1) klgg)z:: 1 (idy ;Tsz )z, )

( lim ZU% idy) — o (idy )z, ) = <11m (idg — ok (idy))x, x)

kgxn
Jj=

= (z,x) — (Ao, T).

Kommen wir nun zur zweiten Aussage des Satzes. Es reicht zu zeigen, dass die
Bildvektoren von K7 senkrecht auf den Tensoren in I @ H steht. Daftir miissen wir
zunachst die Formel

KrT; = M Ky (3.3)

zeigen.
Sei also h € H. Es ergibt sich nach der Definition der Adjungierten in Lemma

MT Kb = MT 3" 4o (DrT**h)2*
acN"

= Z ’Y,y_(: (7a+eiDTTa+ei*h>Za
a€eNn 1T

= 3 (DT TR

aeN?

= KT7h.

Benutzen wir nun fiir g,h € H und p € I die Tauschformel (3.3|) so erhalten wir

(Krg, (p(M.)Lrs) @ h) = (Krg, p(M)(1e5 © h))

= (p(MI)' Krg, 105 @ h) = (M) Krg, 105 ® h)
= (Krp(17)g, Lrs) @ h) = (Krp(T)*g, Lrs) @ h)

— 0,

(Krg,p® h) =

nach der Eigenschaft .

Da das Tensorprodukt [ @ H von Elementen der Form p® h aufgespannt wird, konnen
wir aus obiger Rechnung folgern, dass das Bild von K7 senkrecht auf I @ H steht und
daher in .#? @ H liegt. O

Bemerkung 3.2.7. Eine Zeilenkontraktion 7' € L(H)" ist genau dann rein, wenn Krp
eine Isometrie ist.
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Lemma 3.2.8. Sei T' eine reine Zeilenkontraktion mit polynomiellen Relationen.
a) Die Abbildung
p: L(F}) — L(H), Xv+— KiX®idy)Kr
ist vollstandig kontraktiv, vollstindig positiv, stetig, unital und linear.

b) Die Abbildung p erfillt

p( Z aagS“S*ﬁ): Z aaBT“T*B

|al,[BI<k laf,|B1<k
fir alle Familien (aag)a,pen von komplexen Zahlen.

Beweis:  a) Die Abbildung

R: L(F}) — L(FI]QH), X+ — XQidy

ist ein *~Homomorphismus und ist daher vollstindig positiv, vollstdndig kontrak-
tiv und unital. Verkniipft man diesen *-Homomorphismus mit der Konjugation
mit K7 so entsteht nach dem Beispiel auf Seite 28 in [9] eine vollstandig positive,
vollstandig kontraktive, unitale Abbildung. Daher ist p = Cgz o R vollstandig
positiv, vollstandig kontraktiv und unital. Die Stetigkeit und Linearitét folgt, da

sowohl R also auch Cp: stetig und linear sind.

b) Aus Bemerkung |1.3.15| und Proposition [1.3.10| schlieft man, dass
S @idy = (S; @ idy)* = M§*|3,~I2®H

ist.
Mit Formel aus dem Beweis von Lemma folgt

(S;* ®idy) Ky = M Ky = KT}

Durch Adjungieren dieser Gleichung erhilt man
K5(S; ®idy) = T, K}

fur alle ¢ € {1,...,n}.

Dies ergibt induktiv

p(5°8*%) = Kx(5* @ idy) (S @ idy)Kr
= K3(S ®idy)*(S* ®idy )’ Kr
= TK: KT = 177

Die Linearitéit von p liefert die Behauptung.
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Damit haben wir die Funktion p fiir reine Zeilenkontraktionen konstruiert. Nun
konstruieren wir im Folgenden die Funktion noch fiir Zeilenkontraktionen, die nicht
rein sind, indem wir sie als Grenzwert von p fiir reine Zeilenkontraktionen darstellen.

Lemma 3.2.9. Sei T eine Zeilenkontraktion mit polynomiellen Relationen, dann ist
fir alle 0 < r < 1 das Tupel T eine reine Zeilenkontraktion, die dieselben poly-
nomiellen Relationen erfillt.

Beweis: Das Tupel rT" bildet wieder eine Zeilenkontraktion, da

SorTi(rT) = Y T < ST <idy.
=1 i

=1 =1

Die Reinheit der Zeilenkontraktion 7" folgt aus

lovz |l = llovr(ida)ll = 113 rT(rT)*| = |7* DI < r* < 1,
i=1 i=1
da somit A7 = SOT — klim ok (idy) = 0.
—00
Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass rT', die polynomiellen Relationen (3.1)) erfillt,
also dass p(rT") = 0 fur alle p € I. Da I homogen ist, geniigt es dies fiir alle homogenen

Polynome in I nachzurechnen, weil diese das Ideal erzeugen. Sei also p= > a,2* € [
|a|=k
homogen vom Grad k € N, so ergibt sich

p(rT) = Z ao(rT) = Z agrlITe = ok Z a, T = r*p(T) = 0,
|a|=k |a|=k |a|=k
wobei im letzten Schritt einging, dass 7" die polynomiellen Relationen (3.1)) erfallt. [
Lemma 3.2.10. Sei T eine Zeilenkontraktion mit polynomiellen Relationen. Die Ab-

bildungen
pr: L(F}) — L(H) X — K7(X ®@idy)K,r

konvergieren auf . fiir r gegen 1 gegen eine vollstindig kontraktive, vollstindig posi-
tive, unitale, stetige, lineare Abbildung p, mit

A aasSeS ) = S ansTOT.
leel,|BI<k el BI<F
Beweis: Es gilt nach Lemma [3.2.8] dass
b Y s S) = Y aus( T GT) = Y rellagror
e, BI<F o], BI<k o], BI<k
fir alle 0 < r < 1.
Daher konvergiert (p,)o<r<1 fiir 7 gegen 1 punktweise auf . gegen eine Abbildung
p: S — LH) p( Y au3S*SP)= Y 7T’
o], BI<k leel,|BI<K

Nach Definition ist p linear und unital, und als punktweiser Grenzwert von voll-
standig positiven, vollstandig kontraktiven Abbildungen ist p auch vollstdndig positiv
und vollstdndig kontraktiv. Da ||p,|| < 1 ist, gilt auch, dass ||p|]| < 1 und daher lasst
sich p vollstindig positiv, vollstindig kontraktiv und stetig auf . fortsetzen. [
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Nun kénnen wir das Hauptresultat dieses Abschnittes fest halten.

Lemma 3.2.11. Sei T eine Zeilenkontraktion mit polynomiellen Relationen, so ex-
istiert ein Hilbertraum K D H wund ein C*-Algebrenhomomorphismus 7: L(F}) —
L(K), so dass

T; = Pun(Si)|u
und
T7 =7 (S9)|m

)

Beweis: Da .7 ein Operatorsystem ist, ldsst sich der Arvesonsche Fortsetzungssatz
auf die in Lemma konstruierte vollstdndig kontraktive, vollstandig positive,
unitale, stetige, lineare Abbildung p anwenden.

Wir erhalten somit eine vollstdndig positive, unitale Abbildung

O L(F2) — L(H),

die p fortsetzt. Nun liefert der Stinespringschen Dilatationssatz [2.3.1) da ® unital ist,
die Existenz eines Hilbertraums K D H und eines C*-Algebrenhomomorphismus

7 L(F}) — LK),

so dass

fir alle a € L(F}).
Auflerdem ist

und damit insbesondere

fir alle : =1, ..., n gilt.

Fir die letze Aussage des Satzes miissen wir noch die Wirkung von 7 auf dem
urspriinglichen Hilbertraum H C K betrachten. Man kann hierbei erkennen, dass H
invariant ist unter der Algebra {m(p(S*))|p € C[z1, ..., 2n] }

Lemma 3.2.12. Der Hilbertraum H C K ist invariant unter den Operatoren m(p(S))*
mit p € Clzy, ..., z,], d.-h. dass 7(p(S))*(H) C H fir alle p € C[zy, ..., 2]

Beweis von[3.2.12: Sei Py: K — H die Projektion auf den Unterhilbertraum H mit
Bild in H und P : K — K die Projektion auf den Teilraum H mit Bild in K. Der
Operator Pj;: H — K ist dann die Inklusionsabbildung von H in K. Sei auBlerdem
p € Clzy, ..., 2, ein Polynom in n Variablen. Da p(S)p(S)* € . ist, gilt

Pur(p(S)) P (p(S)") Py = p(p(S))p(p(S)")
= p(p(S)p(S)")
= Pum(p(S)p(S)") Py
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Also
Pyn(p(S)) Py m(p(S)*) Py = Pum(p(S)p(S)*) P (3.4)

Fuar
X = Pya(p(S)") Py — n(p(S)") Py (3.5)

erhilt man nun unter Benutzung, dass PX eine Projektion ist,

XX = (Pgr(p(8)) Py — w(p(S))Py)" (P w(p(S)") Py — m(p(S)) Pyy)
= (Pum(p(S)") Py ) (P (p(S)") Py — w(p(S)*) Pry)
— (Pum(p(S)")") (P m(p(8)") Py — m(p(S)") Pry)
= Pun(p(S)) P m(p(S)") Py — Pum(p(S)) Pr w(p(S)") Py
— Py (p(8)) P m(p(S)") Piy + Prm(p(8))m(p(S)") Pry
= 0= Pyn(p(S)) P w(p(S))Ppy + Purn(p(S))m(p(S)") Py
= 0= Pym(p(S))m(p(S)") P + Pum(p(S))m(p(S)") Py
= 0,

wobei im vorletzten Schritt Formel (3.4)) eingegangen ist.
Damit folgt, dass ||X]|> = 0 und somit auch X = 0, was nach (3.5)) bedeutet, dass
P r(p(S))|u = P m(p(S)") Py = m(p(S)") Py = m(p(S)")|u,

was die gewiinschte Aussage zeigt. O]

Kommen wir nun zum Beweis des Lemmas [3.2.17] zurtick:
Mit Hilfe des Hilfslemmas [3.2.12] kénnen wir nun folgern, dass

T = (Ppm(Si)|m)" = Pum(S:)" g = 7(S])|u.
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3.3 Die Zerlegung in reduzierende Teilrdaume

Im Folgenden wollen wir nun die Darstellung 7, die wir im letzten Abschnitt kon-
struiert haben, wie bereits in Bemerkung angesprochen, in Teildarstellungen auf
dem reduzierenden Teilraum Ky (.#}), der im Folgenden K heiflen wird, und seinem
Komplement zerlegen. Danach werden wir die Wirkung dieser beiden Teildarstellungen
betrachten und konnen damit schlieflich den Modellsatz beweisen.

Kommen wir zunachst zur Zerlegung der Darstellung 7.

Satz 3.3.1. Sei 7 die in Lemma |5.2.11| eingefiihrte Darstellung von L(.Z?) auf den
Hilbertraum K.

a) Die beiden Unterraume

Ko=KoK = () Ker(r(a))
acK(F2)

sind mw-invariant. Somit ist Ky ein reduzierender Teilraum fir .

b) Die induzierte Darstellung
T K(F7) = LK), mi(z) = 7(@)|x,
ist nicht-entartet.
Beweis: a) Sei b € L(F}). Da K(#}) ein Ideal ist, gilt
w(b)m(a)k = w(ba)k € K
fir alle a € K(#}) und alle k € K. Daher gilt
m(b)(7(a)K) C Ky

fir alle a € KC(#})), und damit ist

a€k(F3?) acK(F2)

weil 7(b) linear und stetig ist.
Hiermit haben wir die Invarianz von K unter m(L(.%})) gezeigt. Man kann weit-

ergehend erkennen, dass damit auch die Invarianz des orthogonalen Komplementes von
K, folgt. Seien dazu b € L(Z?), hy € H; und hy L H; beliebig.

(m(b)ho, h1) = (ho, (b)*h1) = (ho,7(b*)h1) =0,

da mit b auch b* in L(.#}) liegt und H; m-invariant ist. Somit ist K & K; auch
m-invariant.
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Um die Invarianz von K; zu folgern, brauchen wir daher nur noch zu zeigen, dass
Ky in obiger Form das orthogonale Komplement von K; in K ist.

KoK =Ko | \/ n(a)(K)

aek(F3?)

= [ (Ken(kK)

aeK(ZF32)

= 1 (Kelmr(a)

ack(F2)

= (1 (Ker(r(a")))

aek(F})

= [ (Ker(r(a))),

a€K(F2)
da mit a € K(Z}) auch a* € K(F}).

b) m; ist nach a) wohldefiniert, da K; m-invariant ist. Da die Menge der kompakten
Operatoren eine C*-Algebra bildet (1.4.2) und m ein C*-Algebrenhomomorphismus
ist, ist 7 eine Darstellung.

Sei weiter nun k£ € K; und

m(a)k = m(a)|x, =0
fiir alle a € K(F}), so ist auch
m(a)k =0

fir alle a € K(F?), woraus k € Ker(rn(a)) fir alle a € K(.Z?) folgt.
Daher liegt k£ in Ky N K7 und die Orthogonalitat von Ky und K; liefert £ = 0.
Somit ist m; eine nicht-entartete Darstellung. O]

Das Anwenden von Korollar[1.5.5|auf die gegebene Situation ergibt folgendes Lemma.

Lemma 3.3.2. a) Seim die in|3.3.1p) eingefiihrte nicht-entartete Darstellung von
K(Z?) auf Ky, so existiert eine Indexmenge I und eine Zerlequng

Ki=@K, {0}#K,CK(iel)

iel
von Kj in mi-invariante Unterrdume K; so, dass fiir jedes i € I eine unitdre
Abbildung U;: K; — F} existiert, mit

m(a)|k, = U aU;
fiir alle a € K(Z}).

b) Die direkte Summe U der in a) erhaltenen unitdren Abbildungen, ist selbst unitar,

mit
i€l i€l i€l
m(a) = U*(@a)U
el

fiir alle a € K(Z}).
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Beweis: a) Wende Korollar auf die Situation aus Satz an.

b) Da die direkte Summe unitarer Abbildungen wieder unitar ist, ist U unitar. Aufler-
dem gilt fiir alle a € K(F#), dass

m(a) = G?(m(a)
L B(Urati)
= (El? UZ‘)(G? a)(EBI Ui)

=U*(EPa)l.

il

]

Korollar 3.3.3. a) Es existiert eine eindeutige, nicht-entartete Fortsetzung von my
auf L(F?), die wir 7, nennen, und es gilt:

k0 L(FP) = L(Ky), aw— 7(a)lk, = U (Pa)l.

il

b) Die Darstellung
Tro: L(FF) — L(Ky), aw m(a)|k,

erfillt mg, (IK(F})) = 0.
Beweis: a) Die Abbildungen
A: L(F}F) — L(Ky), aw 7(a)|k,,

B: L(F}) = L(K1), a—U(@Pa)U

i€l
sind offenbar Darstellungen von L(.Z?) und es gilt A k(#2) = Bli(z2) = m nach Lemma

1
3-3.2 Nach Satz besitzt 7 eine eindeutige Fortsetzung auf L(%7?). Dies liefert
die Behauptung.

b) Die Aussage folgt unmittelbar aus der Definition von K.
O

Die Darstellung 7k, induziert also einen unitalen C*-Homomorphismus von der
Calkin-Algebra C(.#7) nach L(K))

©: C(F}) = L(F) [K(F}) = L(K), 2] = (@) ko
Lemma 3.3.4. Die Abbildung

©: C(F}) = L(F1)/K(F]) = LK), [z] = 7(2)]xq
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definiert einen C*-Homomorphismus, so dass das Tupel W mit W; = ®([S;]) fir (i =
1,...,n) vertauschend ist und

Y WW; =idg,

i=1
gilt. Falls das Tupel S wesentlich normal ist, so ist W = (W;)_, ein sphdrisch unitdres
Tupel.

Beweis: Zum Beweis der Wohldefiniertheit seien a € L(Z7?) und k € K(Z}?). Dann
erhilt man mit Korollar 8.3.3

m(a+k)|x, = 7(a)[o + (k) |y = 7(a) -

Damit ist ®([a]) wohldefiniert. Beachtet man, dass S ein vertauschendes Tupel ist,
siche Satz [I.3.11} so ergibt sich, dass W auch ein vertauschendes Tupel bildet, da

WiW; = &([Si])®([S;]) = @([5:55]) = @([S][Si]) = W;W;

gilt. Die néchste Eigenschaft des Tupels W, folgt direkt aus Satz [1.4.6]

n

S W = i:@([smasm 3 a((5.5])

i=1 =1

= (Y 5i57)) = B(lids]) = i,

i=1

Sei S nun wesentlich normal, also S;S; — SiS; € K(F}) fir i = 1,...,n, so erhilt
man wie in Bemerkung [1.4.5] dass [S] ein vertauschendes Tupel normaler Operatoren
ist. Dann ergibt sich:

WiW; = o([S:]) e ([Si]") = @([9:5;]) = ([S{][Si]) = Wi Wi

1

Also ist W sphérisch unitar. ]
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3.4 Beweis des Modellsatzes

Nachdem wir nun alle Vorarbeit geleistet haben, konnen wir den Modellsatz durch
Zusammenfassung unserer bisherigen Ergebnisse beweisen.

Beweis des Modellsatzes[3.1.1: Nach Lemma [3.2.17] existiert zu der Zeilenkontraktion
T, die die polynomiellen Relationen aus (3.1)) erfiillt, ein Hilbertraum K D H und ein
C*-Algebrenhomomorphismus 7: L(#}?) — L(K), mit

T, = Pum(S)|u

und

7

Den Hilbertraum K koénnen wir, nach Satz [3.3.1], als direkte Summe der Teilrdume
K, und K, schreiben.
Indem wir nun, durch die im Lemma b) gegebene Abbildung, den Unterraum

K| mit dem isometrisch isomorphen Raum @ .Z?, fiir eine geeignete Indexmenge J,
j€J
identifizieren, so erhalten wir die Zerlegung

K= (@9}2)@[(@

jeJ
Unter Benutzung von Korollar [3.3.3] kann man 7 auf dieser Zerlegung schreiben als

T = (@idﬂ‘?) D Tk, -

jeJ

Mit Lemma existiert ein vertauschendes Tupel W € L(K,)™ von Operatoren
auf Ky, mit

Y WiW} = idx,,
i=1
so dass g, (S;) = W,;. Hiermit kénnen wir die Formeln aus Lemma [3.2.11] schreiben,

als

T, = Pu((ED Si) @ W))|u

jeJ
und

Ty = (D S) & Wilu,

jeJ
fur alle i € {1,...,n}.
Falls das Tupel S wesentlich normal ist, so ist W = (W;)", nach Lemma ein
sphéarisch unitdares Tupel.

Dies schlieBt den Beweis des Modellsatzes [3.1.1] ab. O
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