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Vorwort

In der Operatorentheorie ist es hiaufig von Nutzen, einen Operator auf einen grofieren
Raum zu erweitern. Dadurch erhiilt dieser Operator gegebenenfalls bessere oder beson-
dere Figenschaften. Ein Beispiel hierfiir ist das bekannte Theorem von Sz.-Nagy [SNF70],
welches besagt, dass jede Kontraktion auf einem Hilbertraum H eine Dilatation zu einem
unitéren Operator auf einem Hilbertraum K O H besitzt.

Operatoren mit besonderen Eigenschaften sind zum Beispiel solche, fiir die spezielle
Funktionalkalkiile (siehe Definition 1.2) existieren. Erfiillt beispielsweise ein Operator
T € B(H) auf einem Hilbertraum H einfache algebraische Bedingungen, zum Beispiel
T*T =TT* oder T* = T, so lasst sich auf die Existenz eines Funktionalkalkiils schlieflen.
Interessant sind auch die Operatoren der Klasse [£(T)] (siehe Definition 1.4). Colojoara
und Foiag [CF68| charakterisieren Operatoren dieser Klasse auf einem Banachraum X
als invertierbare Operatoren, die einer Wachstumsbedingung der Form

T[] < Cln[™ (0 € Z\{0})
(mit Konstanten C' > 0, m € N) oder

M

Rz 1| < 77—
|| (Za )H_H*‘ZHH—H

O<|1—z|]|<1)

(mit Konstanten M > 0,n € N) geniigen. Andere Charakterisierungen finden wir auch
in [LNOO].

Wann l&sst sich nun ein Operator zu einem £(T)-skalaren Operator erweitern, d.h. wann
ist ein Operator £(T)-subskalar? In den Arbeiten von Didas ([Did00] und [Did98]) bie-
ten sich uns notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die £(T)-Subskalaritéit eines
Operators T auf einem Banachraum X. Ein Frage, die in diesen Arbeiten offen bleibt,
ist, ob ein £(T)-subskalarer Operator T' durch ein polynomielles Wachstum der Potenzen

|T™|| < CnP und m(T™)™' < Cn?  (n € N)

(mit Konstanten C' > 0,p,¢ > 0) charakterisiert werden kann.(Fiir die Definition von
m(T) siehe Definition 1.7.)

Diese bei Didas offen gebliebene Frage werden wir in Korollar 5.3 dieser Arbeit positiv
beantworten:

FEin Operator T € B(X) ist genau dann E(T)-subskalar, wenn es Konstanten
C >0 und p,q > 0 gibt so, dass

|T™|| < CnP und m(T™)~' < Cnd

fiir alle n € N,

Desweiteren werden wir in Satz 7.1 der vorliegenden Arbeit eine fiir die £(T)-Subskalari-
tat hinreichende Bedingung eines Operators T' in Termen des Wachstums der Resolvente
und der Existenz einer analytischen Linksinversen von T' — z mit z € D geben:



Sei T € B(X) mit o(T) C D so, dass Konstanten C > 0 und p > 0 exzistieren
mit
(T —2)7 Y <C(lz| —1)7P fiirl <|z| < 2.

Ezistieren ¢ > 0 und eine analytische Funktion L : 1D — B(X) so, dass

L(z)(T — z) = 1p(x)

und
[ L(2)]| < C(1 = |2])77 fir 2] <1,

dann ist T ein E(T)-subskalarer Operator.

Diese Arbeit ist in sieben Abschnitte gegliedert. Nachdem wir in Abschnitt 1 grund-
legende Begriffe eingefithrt und uns bekannte Begriffe wieder ins Gedéchtnis gerufen
haben, widmen wir uns in Abschnitt 2 den oben bereits erwihnten Charakterisierungen
E(T)-skalarer Operatoren.

In Abschnitt 3 benutzen wir den Begrifl des Minimalmodul, um die Ergebnsisse aus
Abschnitt 2 zu iibertragen auf den Fall £(T)-subskalarer Operatoren. Wir werden sehen,
dass die Bedingungen

|77 < CnP und m(T™)~! < Cn? (n €N) (P)
sowie
|R(z,T)|| < C(lz] =)=t fir 1<|z|/<2

und (R)
m(z—T) ' <C(—|z))° fiur |z] <1

mit geeigneten Konstanten C, K > 0 und p,q,s,t > 0 fir die £(T)-Subskalaritiit not-
wendig sind.

Um nun zu zeigen, dass die Bedingung (P) auch hinreichend ist, konstruieren wir in
Abschnitt 4 invertierbare Fortsetzungen mit vorgegebenen Wachstumsbedingungen auf
geeignete Banachriume. Ahnliche Konstruktionen lassen sich auch in [Rea84], [Rea88],
[Rea87] und [BYO1] finden.

Mit Hilfe dieser Konstruktion zeigen wir in Abschnitt 5, dass £(T)-subskalare Operato-
ren durch die Bedingung (P) charakterisiert werden kdnnen.

In Abschnitt 6 werden wir anhand eines Beispieles sehen, dass Bedingung (R) nicht hin-
reichend fiir die £(T)-Subskalaritiit eines Operators T ist.

Zu guter Letzt werden wir in Abschnitt 7 dieser Arbeit eine hinreichende Bedingung fiir
die £(T)-Subskalaritéit eines Operators T' in Termen des Wachstums der Resolvente und
der Existenz einer analytischen Linksinversen von T' — z auf der offenen Einheitskreis-
scheibe D formulieren.

Die Behauptungen, Sétze und Konstruktionen aus den Abschnitten 4, 5, 6 und 7 gehen
zum groBten Teil auf die Arbeiten von Badea und Miiller ([BMO05] und [BMO6]) zuriick.

Abschlielend mochte ich diese Gelegenheit nutzen um noch einigen Personen zu danken.
Als erstes danke ich meinem Erstpriifer Prof. Dr. Jorg Eschmeier, der mein Interesse an



der Funktionalanalysis geweckt und mich bei der Erstellung dieser Arbeit hervorragend
betreut hat. Desweiteren danke ich Dr. Christoph Barbian und Dominik Faas die mir
bei Fragen zur Seite standen sowie Kevin Everard und Manuel Kaluza fiir das Korrek-
turlesen. Zu guter Letzt danke ich meiner Familie und meiner Freundin Kim fiir die
Unterstiitzung wihrend meines Studiums und wahrend des Erstellens dieser Arbeit.
Primstal, den 2. Dezember 2008
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1 Erste Begriffskldrungen

Eine C-Algebra A heifit Banachalgebra, wenn A versehen ist mit einer Norm | - || so,
dass (A, | - ||) ein Banachraum und die Norm submultiplikativ ist in dem Sinne, dass
lab]l < flal/l|o]

fiir alle a,b € A ist.
Ein Beispiel fiir eine solche Banachalgebra ist die Menge B(X) der stetig linearen Ope-
ratoren auf einem Banachraum X mit den {iblichen algebraischen Operationen und der
Norm

[0 B = [0.00), |T] = sup [ Talx.

z€X,[|lzllx <1

FEine C-Algebra A heifit topologische Algebra, wenn auf ihr eine Topologie 7 definiert
ist, so dass die Addition, skalare Multiplikation und Multiplikation stetig beziiglich 7
sind.
Fine spezielle Klasse topologischer Algebren sind die Fréchet-Algebren. Fine Fréchet-
Algebra ist eine Algebra A {iber R (oder C) versehen mit einer Topologie 7 so, dass A
als Vektorraum versehen mit der Topologie 7 ein Fréchetraum ist und die Multiplikation
von A beziiglich 7 stetig ist. Ein Beispiel ist die C-Algebra C'*°(C) aller beliebig oft dif-
ferenzierbaren komplexwertigen Funktionen auf C, versehen der Topologie der kompakt
gleichméfigen Konvergenz aller Ableitungen. Diese Algebra bezeichnen wir im Folgen-
den mit £(C).
Um mehr iiber lokalkonvexe Raume und Fréchetriume zu erfahren, sei hiermit auf
[Wer00] Kapitel VIII verwiesen.
Fiir eine auf einer Teilmenge Q2 C C definierte C-wertige Funktion f bezeichnen wir mit

supp(f) ={z € Q: f(2) # O}C
den Trager von f.

Definition 1.1. Eine Algebra A von C-wertigen Funktionen dber €2 heifit zuldssig, wenn
die folgenden Bedingungen erfillt sind:

i) Fs sind 1,z € A, wobei z die Funktion Q2 — C, z +— z bezeichnet.

i1) Fiir jede endliche, offene Uberdeckung Uy, . ..U, von C existieren Funktionen
fiooesfn € Amit 0 < f; <1 firl <i<mn, 1=fi+...4 fr auf Q und
supp(f;) C U; fir alle 1 <1i < n.

i11) Fiir alle f € A und A € C\supp(f) gehort die Funktion

12 e Q24N

Y V(z) =14 2

zu A.



Definition 1.2. Sei A eine zulissige Algebra. Wir bezeichnen einen Operator T € B(X)
als A-skalar, falls ein Algebrenhomomorphismus ® : A — B(X) existiert mit ®(1) =

1p(x)y und ®(z) = T. Hierbei bezeichne 1 die konstante Funktion z — 1 und z. In diesem
Falle heifit ® ein A-Kalkiil (oder einfach Funktionalkalkiil) fir T.

Beispiel 1.3. a) Ist T € B(H) ein normaler Operator auf einem Hilbertraum H, so ist
T ein C(o(T))-skalarer Operator.

b) Ist T € B(X) kompakt, so ist T ein A-skalarer Operator mit
A={f € C(C):3Us D> o(T)offen mit f|y, € O(Uy)}

und dem A-Kalkiil
& A B(X), [ (flu,)(T).

Die bereits oben erwihnte Algebra £(C) ist eine zulissige Algebra. Ihre Topologie wird
durch die Halbnormen

[fllnxe = sup  [Df(2)]

la] <n

ze K
erzeugt, wobei n € Ny und K C C kompakt sind. Hierbei sei fiir o« = (s,t) € N3 wie
iiblich D*f = %(z). Es lisst sich leicht nachpriifen, dass es sich hierbei um eine

Fréchet- Algebra handelt.
Auch bei der Algebra

EM)={f:T—C: foexp(i-): R — C ist C*° — Funktion}

versehen mit der von den Halbnormen

dr -
%f(en)

Ifln=" sup (n € Np)
0<k<n

teR

erzeugten Topologie handelt es sich um eine Fréchet-Algebra.

Definition 1.4. Sei nun A = E(C) oder E(T) und T € B(X). Dann heifst T von der
Klasse A, in Zeichen T € [A], wenn es einen stetigen A-Kalkil ® far T gibt.

Finen solchen stetigen A-Kalkiil bezeichnet man auch als Spektraldistribution fir T.
Operatoren der Klasse [£(C)] heiflen auch verallgemeinert skalare Operatoren (siehe etwa
[CF68]). Operatoren der Klasse [£(T)] werden wir im Folgenden einfach als £(T)-skalar
bezeichnen.

Die Stetigkeit des Funktionalkalkiils ¢ : £(C) — B(X) ist dquivalent zur Existenz von
n € Ny, C' > 0, K C C kompakt mit

(NI < Clfllnx



fiir alle f € £(C). Die minimale natiirliche Zahl n, zu der C' und K wie oben existieren,
heifit die Ordnung von ¢ (geschrieben ord(®)). Analog definiert man die Ordnung einer
Spektraldistribution @ : £(T) — B(X).

Finen stetig linearen Operator m : X — Y gzwischen zwei Banachrdumen X und Y
bezeichnen wir als topologische Einbettung, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt mit

Clla|l < [lmz|

fiir alle x € X. Ein Operator m € B(X,Y) ist genau dann eine topologische Finbettung,
wenn 7 injektiv mit abgeschlossenem Bild ist (sieche Lemma 1.9), oder #quivalent, wenn
7 einen topologischen Isomorphismus X — 7(X) induziert.

Definition 1.5. Sei X ein Banachraum. Ein Operator T € B(X) heifit £(T)-subskalar,
wenn er dhnlich zu der Einschrinkung eines E(T)-skalaren Operators ist, das heifst,
wenn es einen E(T)-skalaren Operator S € B(Y) auf einem Banachraum Y und eine
topologische Einbettung m: X — Y gibt mit S7==nT.

Bevor wir uns nun Charakterisierungen £(T)-skalarer Operatoren widmen, erinnern wir
an einige elementare Begriffe und Ergebnisse aus der Spektraltheorie.

Definition 1.6. Sei A eine Banachalgebra mit Fins. Wir definieren das Spektrum eines
Elementes a € A durch

oMa) = {\ € C: X\ — a ist nicht invertierbar in A} .
Die Resolventenmenge eines Elementes a € A definieren wir durch
A A
p(a) = C\o"(a).

Ist es offensichtlich, in welcher Algebra wir das Spektrum bzw. die Resolventenmenge
bilden, so lassen wir den oberen Index weg.

Fiir zwei Banachriume bezeichne B(X,Y') die Menge aller stetig lienaren Operatoren
von X nach Y. Auflerdem fiithren wir fiir Operatoren auf Banachriumen folgende Be-
zeichnungen ein.

Definition 1.7. Seien X,Y Banachriume und T € B(X), A € B(X,Y) stetig lineare
Operatoren. Wir definieren

(a) die Resolvente von T im Punkt X € p(T) durch
RAT)=M\=T)",
(b) den Spektralradius von T als

r(T) = max{|\| : A € o(T)},



(¢) den Minimalmodul von A als

m(A) = inf{|[Ac] : 2 € X, o] = 1}

(d) und das approximative Punktspektrum von T durch

oap(T)={A€C:m(A-T)=0}.

Fiir das approximative Punktspektrum gelten folgende Inklusionen.

Lemma 1.8. Sei T € B(X) ein stetig linearer Operator auf einem Banachraum X .
Dann gilt
0o (T) C ogp(T) C o(T).

Beweis. Die rechte Inklusion ist klar. Fiir die linke Inklusion sei A € do(T'). Dann gibt
es eine Folge (A, )nen aus p(T), die gegen A konvergiert und fiir die gilt

lim |[R(\, T)| = 0.

Nach dem Prinzip der gleichméfligen Beschrinktheit finden wir ein x € X so, dass
immerhin noch fiir eine Teilfolge (A, ) von (), gilt

lim ||R(Ap,,T)x| = occ.
k—oo '

Wir setzen
y R(/\nk, T)x
k= Thy T
[ R(An,,, T)x||

Dann ist ||yx|| = 1 und

@—n%:u—mwm+(m@fmm)i”'

Also ist A € 04p(T). O

Der Minimalmodul eines Operators besitzt wichtige Figenschaften, die wir im folgenden
Lemma n&her beschreiben.

Lemma 1.9. Seien X,Y, Z nicht triviale Banachrdume.
a) Fir T € B(X,Y) gilt

m(T) = max{a >0 : a||z| < ||Tz| fir alle z € X}.
b) Ist S € B(Y,Z) invertierbar, so gilt

m(S) = ||S~1| L.




¢)

d)

Fiir Operatoren S € B(Y,Z) und T € B(X,Y) gilt

m(ST) > m(S)m(T).

Ein Operator T € B(X,Y) ist genau dann injektiv mit abgeschlossenem Bild, wenn
m(T) > 0.

Beweis. a) Wir definieren

A={a>0:|Te| = o]}

Zunéchst folgt aus
[T || < [|7°]]|]x]] (z € X)

dass die Menge A beschriinkt ist. Sei weiter (ap,)nen eine Folge aus A, die gegen «
konvergiert. Dann gilt

anlzl] < [Tl
fiir alle n € N und somit auch
allz]| = Tim aylz]| < Tz,

Daraus erhalten wir, dass die Menge auch abgeschlossen, also kompakt ist. Somit
existiert das Maximum. Zur Abkiirzung bezeichnen wir dieses Maximum mit M.
Dann gilt fiir alle x € X mit ||z|| =1

[T)| > Ml|| = M,

folglich
m(T) > M.

Die umgekehrte Ungleichung folgt direkt aus der Tatsache, dass fiir z € X\{0} die
Abschitzung

m(T)|=l] = mf{[[Ty[| : [yl = 13|
T
< Nzl = I T|]
]

gilt.

Fiir alle y € Y gilt
lyll = 1S~ Syl < 1S~ HHISyl.

Daraus folgt
IS~H | < 1Syl

fir alle y € Y und wir erhalten

ISTHITH < m(S).

10



Andererseits gilt fiir y € Y\{0}, dass
1Syll = m(S)lyll = m(S)|S~*Syll

und somit

4 Sy
1> E
= mi(5) H TSyl H

Da S surjektiv ist, erhalten wir
1> m(S)[S7]
und schlieflich
IS7HITH > m(S).
Sei x € X. Dann gilt
[ST] = mS) T = m(S)m(T)| .

Aus Teil a) folgt nun
m(ST) > m(S)m(T).

Sei m(T') > 0. Angenommen T sei nicht injektiv. Dann gibt es ein x € X mit = # 0
so, dass
Tx =0,

also
v

]

0

ist. Dies liefert m(7T") = 0 und somit einen Widerspruch. Also ist 7" injektiv.
Desweiteren sei
To: X — ran(T), Tox = Tx.

Dann ist Tj offensichtlich bijektiv und stetig. Fiir die Umkehrabbildung gilt
ol = 1Ty | < m(T) | Ty ]l
Daraus folgt
1Ty ]l < m(T) ™"

und damit ist To_l stetig. Somit ist Ty ein topologischer Isomorphismus und folglich
ran(T) C Y ein Banachraum, insbesondere abgeschlossenen.
Fiir die Riickrichtung sei T' € B(X) injektiv und ran(T) C Y abgeschlossen. Dann
ist

To: X — ran(T), Toxr =Tz
ein bijektiver stetig linearer Operator zwischen Banachraumen. Nach dem Prinzip
der stetigen Inversen ist die Umkehrabbildung T()_1 cran(T) — X stetig und es gilt

lz]| = 1Tg ' Tl < Col| T

11



Daraus folgt
[ Txz]| = Coll=|

und wegen Teil a)
m(T) > 0.

Die Resolvente eines Operators konnen wir wie folgt entwickeln.
Lemma 1.10. Sei T € B(X). Dann gilt:

a) Fir [N > ||T| ist RAT) = >, )\Z—:l
n€Np

b) R(z,T) konvergiert gegen O fiir |z| — oo.

Beweis. a) Fiir |A| > |7 gilt

()\T)_I:/l\<17):>l.

Da 1El <4 folgt mit der Neumann-Reihe

B
1 T ‘
/\<1_)\> 772)\“ Zmﬂ

Nach dem Weierstraschen Majorantenkriterium konvergiert diese Reihe kompakt
gleichmiflig auf {A € C: |A\| > ||T||}. Ebenfalls ist die Reihe auf {\ € C: |A\| > r} fiir
r > ||T| gleichméaBig konvergiert.

b) Die obige Reihendarstellung impliziert, dass fiir |z| > ||T|| gilt

1 /|7 I 1 jz—o
[zl ZZ( D = pim

1=

Lemma 1.11. Sei T € B(X) mit o(T) C T und sei |A| < 1. Dann gilt
o Z )\T‘LT*(’IH*l)
n€Np

Beweis. Sei @ der holomorphe Funktionalkalkiil fiir 7. Dann gilt

R(/\,T):()\—T)1:<I><)\iz>.

12



Da [A| < 1 ist, finden wir eine reelle Zahl r mit [A| < r < 1. Dann gilt fiir r < [z < L,
dass |%} < @ < 1 und daher

1 1
_ _ A" —(n—i—l).
ey 2

z

Hierbei konvergiert die Reihe nach dem WeierstraBBschen Majorantenkriterium fiir alle
r<|z| < % gleichméfig. Da der holomorphe Kalkiil stetig ist, folgt die Behauptung. [

2 Charakterisierungen von £(T)-skalaren Operatoren

In diesem Abschnitt wollen wir die bereits angesprochenen Charakterisierungen £(T)-
skalarer Operatoren beweisen.

Wie wir auch in [Did98] nachlesen konnen, erhalten wireinen £(T)-Kalkiil fiir einen
Operator T € B(X) auf einem Banachraum X mit einem polynomiellen Wachstum,

~

indem wir in der Fourier-Entwicklung > f(p)z? einer Funktion f € £(T) die Funktion
PEZ
z durch den Operator T ersetzen. Wir bilden also Reihen der Form

1) =3 F)r.

DPEL

Um zu zeigen, dass diese Reihen wohldefiniert sind und einen Funktionalkalkiil fiir T°
definieren, bendtigen wir folgendes Lemma.

Lemma 2.1. Sei f € E(T) mit Fourierentwicklung

1) =Y Fp)e?,

pEL
wobes
2
~ 1 . ‘
Fo) = 5 [ 1) e
T
0
Dann ist die Famzlie R
(f p)pm>
pEL

beschrinkt fir jedes m € Ng.

13



Beweis. Sei m € N. Mit partieller Integration gilt fiir p € Z:

27
~ 1 . .
o) = 5 [ s e
2w
0
L[ 1 1 Ta
- - fipt it - el it\) | ,—ipt 1t
2T [ ipe fle )L +2T ip ) dt (f(e )) ¢
-— 0
=0 da f(e*) 2m-periodisch
971'
1 1 )
S B

2 (ip)™ ) dtm

Daraus folgt, dass
1

1 1
F(p)| < o o ZTIIfIIm—IIfIImW

Hilfreich ist auch noch ein weiteres Lemma aus der Funktionentheorie.

Lemma 2.2. Sei U C C offen und f € O(U). Desweiteren sei~y : [a,b] — U mit a,b € R
und a < b eine C'-Funktion. Dann gilt fir t € [a,b] die Formel

(for)(t) = F(v(®) -+ (t).

Beweis. Wir wissen, dass fir eine holomorphe Funktion f € O(U) und fiir zg € U

d 0
@f(zo) = %f(zu)

und q 9
%f(zo) = —ia*yf(zo)

gilt. Daraus erhalten wir mittels der reellen Kettenregel

Fen'® = SO0+ E oo T

= ( t))(sfﬁv)()ﬂf( ()(37)'(t)
= SOy

d%’y

Eine erste Charakterisierung £(T)-skalarer Operatoren liefert uns der nichste Satz.

14



Satz 2.3. Sei T € B(X) mit o(T) C T. Dann sind dquivalent:

(i) T ist E(T)-skalar.

(i) Es existieren M >0 und n € N mit ||[RO\,T)|| < W Jfir 0 < |1 —|M|| < 1.
(i4i) Es existieren C >0 und m € N mit |T*|| < C - |k|™ fir k € Z\{0}.
Beweis. (i) = (i) :
Sei ¢ : £(T) — B(X) ein stetiger Algebrenhomomorphismus wie in der Definition £(T)-
skalarer Operatoren und sei 0 < |1 — |A|| < 1. Dann ist A ¢ T, also auch X ¢ o(7"), und

es existiert eine offene Umgebung U D T, so dass A ¢ U. Somit ist R(A\,T) = (A —T) !
definiert und lésst sich schreiben als

IR T)| = H‘D </\iz)

wobei n = ord(®). Nach Definition der Halbnormen gilt fiir ein f € £(T)

b
n

A—z

Def. von ord(®) H 1

dk "
= s |Gt
teR
0<k<n
Setzen wir die Funktion )
f:U—=C,z—
A—2z

ein, so erhalten wir mit Lemma 2.2 durch elementares Nachrechnen und Induktion

d" ity pn(eit)
an ) = e

wobei pp(2) ein Polynom n-ten Grades ist. Da dieses Polynom beschrinkt ist firr z € T,
erhalten wir

I PP B
Aoz, =t ;;11;& P S TR PYERs!
0<k<n

und daher mit M = C -}

1

RN | <M. —m——
1RO < M - s

fiir 0 < |1 —|A|| < 1.



(i) = (iii) :
1) Sei k € Nund 0 < e < 1. Es gilt:

1 M
Rz, T)|| <M - = . 1
A T FE Al W

Dann folgt mit dem holomorphen Funktionalkalkiil und der Standardabschétzung fiir
Integrale:

17| 1 1 K (1) (1 4 g)k+1
et o | 2 TR s M S
8D1+5(0)
Fir k> 2(n+ 1) gilt mit e = #—1—}’1):
k+1
: _ntl
ey (L )
(kf(nJrl))
—(n 7(k+1)
M (W) o e~ (nt1)
prmng /. R
N O
T-(n+1)/k

Also gibt es eine Konstante C; > 0 mit
HTkH < CI . k_n-i—l
fir alle k € N.

2) Sei k € Nund 0 < € < 1. Wie oben folgt:

Tk 1 1
IT*) _ s / o R(5.T)dz + / 2 FR(z,T)dz

kT gntl | 2
6+D2H7-”(0) @7D1_5(0)

~~

=:A =:

~~

Wie in dem Beweis zu Bemerkung 1.10 gesehen ist die Neumannsche Reihe

R(zT) =) 7
=0

gleichméflig konvergent auf 9 Do) (0). Daher gilt

' dz
— l —
A= Z T / Skl T 0.

'R0 aDayry (0)
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Weiter gilt

B=— / 2 *R(z,T)dz
8+D1_.(0)
und somit
| T=F|| 1 1 / 1 1 1
= —R(z,T)dz|| < M - . .
AR T i | Py ok (2. T)dz|| < (1_e)F 1 (ke)ntt
8+Dy_(0)
. n 1 -
Mit € = WJFHJ folgt
—k
T L
-+l ) ot L (bt \ T
( o k+(n+1)) k+n+1
k-1 nt1\ P n+1
_ o (EEEEUY ) ey
k n+1 (n+ 1)nt!

Deswegen erhalten wir auch hier eine Konstante Cs > 0 mit
IT4)| < Cy - kot
fitr alle k£ € N. Mit C' = max{C},C2} und m = n + 1 folgt
T < C- k™
fiir alle k € Z\{0}.

(191) = (1):
Sei nun f € £(T). Es ist wohlbekannt, dass wir f als Fourierreihe schreiben kénnen:

27
f(z) = Zﬂk)zk, wobei f(k) = % /f(eit) ekt gy
keZ 0

Wir zeigen nun, dass die Abbildung ¥ : £(T) — B(X), ¥(f) = > f(k)Tk einen stetigen
keZ

E(T)-Kalkiil definiert: R

Seien f,g € £(T). Wie im Beweis zu Lemma 2.1 gesehen, gilt | f(p)| < ||f|lme|p| "2

fiir alle p € Z. Daraus folgt

STUFEUTH| < 32 I lhsalkl 20k

keZ keZ

[l - C D |7 < o0,

keZ

17



Somit ist die Reihe R
()= fk)T*

keZ
konvergent und W ist wohldefiniert. Offensichtlich ist W linear mit W(1) = 1 B(x) und
V(z) = T. Wie oben gesehen gilt

ol < S IFmilz

pEL

< C Z P12 | 1/ e

peZ\{0}
2
2

< C§||f||m+27

also ist W stetig. Bleibt noch die Multiplikativitéit zu zeigen. Fiir f,g € £(T) ist fg € E(T)
und es gilt

(f9)(z) = Falq)2". (2)

g€

Andererseits ist jedoch

f(2)-9(z) = (D T | (D )"

pEL g€
= > | D Fwialg)2”
pEZ \ gEZ

Verschieben wir hier den Index g ~» ¢ — p, so &ndert sich nichts an der inneren Reihe
und wir erhalten

J(2)-92) =" [ Y Fw)gla — )=
pEZ \qE€Z

Wenden wir nun den Satz von Fubini (auf ¢}(Z) = LY(Z,P(Z), 11), wobei u das ZghlmaB
ist) an, so erhalten wir

F(@)a(z) =D D F)ala—p) | 2 (3)

q€L \pEL
Da die Fourierentwicklung eindeutig ist, folgt nun aus (2) und (3), dass fiir ¢ € Z
Fala) =" F(p)dla —p)
pEL

ist, also folgt
W(fg) =V (f)p(g).

18



Sei A= E(C) oder £(T) und sei ¢ : A — B(X) ein stetiger Algebrenhomomorphismus.
Wir definieren uns den Triiger supp(®) von ¢ als die kleinste abgeschlossene Menge
F C C so, dass ®(f) = 0 fiir alle f € A mit supp(f) N F = (). Die Existenz einer solchen
Menge folgt aus dem n#chsten Satz.

Satz 2.4. Sei ®: A — B(X) ein stetiger Algebrenhomomorphismus. Dann gilt

supp(®) = o (9(2)).

Beweis. Sei f € A mit supp(f) N o (P(N)) = 0. Nach [CF68], Theorem 3.5.4 ist die
Funktion
E— D (fe) (fe wie in Definition 1.1)

auf C\supp(f) analytisch. Offensichtlich gilt

(Elp) — PP (fe) =2 (€ =N fe) = 2(f)
fiir € € C\supp(f). Daraus erhalten wir
P (fe) = R(& 2(N)2(f)
fiir € € p(®(N)) N (C\supp(f)). Durch h: C — B(X),

[ REBO)G) fir € p(@(N)
h@‘{ & (J) fir ¢ C\supp(/)

ist eine ganze Funktion definiert mit

lim_|[A(&)]| = 0.

|§l—o0

Nach dem Satz von Liouville gilt ~(&) = 0 fiir alle £ € C. Also gilt auch ® (f¢) = 0 auf
C\supp(f), insbesondere ®(f) = 0. Sei F' C A eine abgeschlossene Menge mit ®(f) =0
fiir alle f € A mit supp(f) N F = @ und sei G eine offene Umgebung von F. Sei G; C C
offen, so dass G1 N F = () und G U G = C. Dann gibt es Funktionen f, f; € A so, dass

ngvflglv

supp(f) C G, supp(f1) C Gy

und
f+fh=1

Daher erhalten wir
supp(l — f) = supp(f1) C Gy

und deshalb
supp(l — f)NF = 0.
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Also ist
0= (1 — ) = &(1) — (/).
das heifit
(f) = 2(1) = 1px).
Da supp(f) C G ist, ist die Funktion f¢ € A fiir alle (¢ € C\G. Es gilt
P (fe) €lpx) — P(N) = (Elpx) — PP (fe) = P (§ = A)fe) = ©(f) = 1p(x)
und somit ist £ € p(P(N)). Folglich ist
o(®(N\) CG.
Da G beliebig war, gilt nun
a(®(\)) C ﬂ(G : G D F offen) = F.

Damit haben wir gezeigt, dass o(®(z)) die kleinste abgeschlossene Menge F' C C ist mit
supp(f)NF = (. O]

Bemerkung 2.5. Aus Satz 2.4 folgt insbesondere, dass fir f € A mit
supp(1 — ) 0 o(®(2)) = 0

qilt

Weitere Charakterisierungen £(T)-skalarer Operatoren liefert der folgende Satz.
Satz 2.6. Sei S € B(X). Dann sind dquivalent:

(i) S ist E(T)-skalar,

(i) S ist £(C)-skalar mit o(S) C T,
(iii) S ist invertierbar und es existieren C' > 0, p,q > 0 so, dass

1S < CnP und ||~ < Cnf.
fiir alle n € N,
(iv) o(S) C T und es existieren K >0, s,t >0 so, dass
IS = 2)7H < K (2] = 1)7° fiir 1 < |2| <2

und
1(S = 2)7H | < K(1 = |2])7" fiir 2] < 1.
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Beweis. (i) = (i1):
Sei ¢ : £(T) — B(X) ein stetiger Algebrenhomomorphismus wie in der Definition £(T)-
skalarer Operatoren. Wir definieren

v E(C) — B(X), ¥(f) = &(f|r)-

Dann ist W wohldefiniert, linear, multiplikativ und stetig mit ¥(1) = l1p(x), ¥(2) = S
und somit ein £(C)-Kalkiil fiir S.
Ist A ¢ T, so liegt die Funktion z — )\—iz in £(T) und es gilt

@(Al )(A—S)_QJ(/\] )(I)(/\—z)_@(l)_l,;()Q_..._(/\—S)<I></\1_Z>.

—Z — 2

Somit ist A — S invertierbar.
(i) = (iii):
Sei & : £(C) — B(X) ein stetiger Kalkiil mit ord(®) = n. Dann existieren C' > 0 und
K C C kompakt mit

(NIl < Clflnx
fiir alle f € £(C). Wir fixieren ein g € £(C) mit g(z) = 0 fiir 2| < 1 und supp(1—g) C D
und setzen

My = sup [(D%) (2)] < oc.
ol <n
z2eC

Sei weiter A € C mit 0 < |1 — |A[] =r < 1. Setze

QM@=g<z;A>

fiir z € C. Dann ist g\ € £(C) mit g»(2)|p
bereits mit Bemerkung 2.5

i) <l

oy = 0 und supp(1 —gx) N'T = 0. Somit folgt

[

—Z

n, K

Setzen wir nun h = 2. Fiir |o| < n erhalten wir
0 ;o= Al<5
af_1 : —
(Dah)(z): D (Afz) 5 |)\ Z|Z’I“

> () (Aiz) (DVga) (2) 5 B <lz—Al<r
pt+r=a

Wegen der Abschitzung

1 1 2n+1
af - — eyt n!
’D <)\z>’ 7|u|'|)\_z|\a|+1 S”',,.|a\+1




fir |X — 2| > § und

— < My—

1 1
rlol rlol

(D) (2)] = \(D%) (%)

r

fiir z € C gibt es eine von A unabhéngige Konstante Ms > 0 mit

1
,r.n—i-l

((D%R) (2)] < M2

fiir |a] <mn und z € C. Daraus erhalten wir also mit K/ = C'Ms

RO < k'— = K (1)
DI < Ko = e

fiir 0 < |1 —|A|| < 1. Und somit folgt wie in Satz 2.3 die Behauptung.
(191) = (iv):
Aus (ii7) folgt zunéchst, dass

r(S) = lim [|S™]% < lim (CnP)w =1

und

r(S71) = lim S*”H% < lim (qu)717 =1.
n—ee n—oo

Also ist o(S) € D und ﬁ = o(S!) ¢ D und damit ¢(S) C T. Die Bedingung
(#91) impliziert offensichtlich die Bedingung (#i) aus Satz 2.3. (Wir kénnen fiir m jede
natiirliche Zahl mit m > max{p, ¢} wéhlen.) Nach Satz 2.3 gibt es eine Konstante M > 0

und ein N € N mit
M

, < ——

fiir 0 < |1 —|z|| < 1. Hieraus folgt offensichtlich die Giiltigkeit von (iv).

(iv) = (i) :

Diese Implikation ist ebenfalls klar nach Satz 2.3. O

3 Wichtige Folgerungen fiir £(T)-subskalare Operatoren

Sei T' € B(X) ein £(T)-subskalarer Operator, das heifit es gibt eine topologische Einbet-
tung 7 : X < Y in einen Banachraum Y und einen £(T)-skalaren Operator S € B(Y)
mit St = 7T. Wir bemerken, dass in diesem Falle 7(X) C Y ein beziiglich S invarianter
abgeschlossener Teilraum ist.

Folgerung 3.1. Sei T wie oben. Dann gilt:

a) Es existieren C > 0 und p,q > 0 mait

IT™| < CnP und m(T™) " < Cnd. (P)

22



b) Es existieren C > 0 und p,q > 0, so dass

[B(z, T)|| < K(|z| = 1)77 Jir 1 < |z <2

und (R)

m(z —T) P < K1 — |2))7 fiir |2] < 1.

Beweis. a) Nach Satz 2.6 (iii) gilt fiir die Erweiterung S von T, dass es Konstanten
K > 0 und p,¢g > 0 gibt, so, dass

[S™|| < KnP und ||S7T"|| < Knf
—_————— —_————
(1) (11)
fiir alle n € N. Daraus ergibt sich mit Yy = 7(X)

_ n _ G ,
1T = llm =t (Shy)" el < [l |- el - 157 < CPn?
mit €' = = || K.
Weiter gilt
1T = |7~ (Shyy)" me
n 1.9 ¢) _ .
> m(r (Sly)" el > mrm(S™ )m(r)||2|
196 m(r~Hm(r) (7

)
=" gy el = ma m(m) KT |

157

und somit
m(T™) "t < C"nd

mit C” = (m(7r_1)m(7r))_1 K. Setze C = max{C’,C"}. Somit folgt (P).

b) Fiir alle z € C gilt
z—T =71z~ Sly)~.

Da nach [Con90], Theorem 5.4, die Zusammenhangskomponenten von p(S) entweder
disjunkt sind zu o(Sly;) oder ganz in o(S|y;) enthalten sind, gilt

O’(S|YO) cDh
und
(2 Shw) ' =(z-9) "%
fiir [z] > 1. Seien K > 0 und p, g > 0 wie in Bedingung (iv) von Satz 2.6 zu dem E(T)-

skalaren Operator S € B(Y') gewihlt. Dann folgt fiir 1 < |z| < 2 die Abschiitzung

[e=D7 = 27 (2= )" o) 7
(I 1K) (12l = 1),

IN
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Sei |z| < 1. Da fir z € X gilt

Iz =Ty = |l7~(z = S)ma| > m(x~Hm(m)m(z — 5)||z|
= m(x Hm(r ; T
m(r~Ym(r
> T (4 e,
folgt die Abschéitzung
m(r~Hm(x
m(z =) 2 T (g e

O]

Die Bedingungen (P) und (R) sind also notwendig fiir die £(T)-Subskalaritét eines
Operators T € B(X). Es stellt sich nun die Frage, welche dieser Bedingungen auch
hinreichend dafiir ist, dass ein Operator £(T)-subskalar ist. Dazu widmen wir uns in
den nichsten beiden Abschnitten den Arbeiten von Badea und Miiller ([BMO05] sowie
[BMOG6]).

4 Wachstumsbedingungen und Erweiterungen eines Operators

Wir betrachten zuerst allgemein Elemente einer Banachalgebra und untersuchen hin-
reichende Bedingungen fiir die Existenz einer grofleren Algebra, in der die Elemente
invertierbar sind. Wie iiblich sei fiir jede positive Zahl ¢ > 0 im Folgenden

6 = OQ.
Definition 4.1. Sei A eine Banachalgebra mit Fins und u € A. Wir definieren
dA(u) = inf {|juz| : z € A, |jz| = 1}.
Bemerkung 4.2. Fir A= B(X) und fir T € B(X) gilt

dBX(TY = m(T).

Beweis. Man beachte, dass gilt
dPXNT) = m(Lr),

wobei

Lr:B(X)— B(X),S—TS
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der Operator der Linksmultiplikation mit T ist.
Fiir x € X und u € X’ bezeichnen wir mit x ® v € B(X) den durch

2@ u(€) = (€ uyr

definierten Operator. Wir fixieren v € X’ mit ||u|| = 1 und definieren
0: X - B(X),x— xQu.

Dann sind die Vertikalen in dem vertauschenden Diagramm

B(X) " B(X)
(S} ©
x L. x

Isometrien. Also ist
dBXN(Ty = m(Ly) <m(T).

Die umgekehrte Ungleichung erhalten wir aus der Beobachtung, dass
TS = sup{|| TS|  [l«f] = 1}

sup{m(T)|[ S| : [lz] = 1}
m(T)||S]

Y

fiir alle S € B(X) gilt. O

Diese Gleichheit zwischen dem Minimalmodul m(T") und dPX)(T) fiir einen Operator
T lasst die Frage zu, ob wir auch fiir eine beliebige Banachalgebra A und die Abbildung
d*(-) analoge Aussagen wie iiber den Minimalmodul in Lemma 1.9 beweisen kénnen.

Lemma 4.3. Sei A eine Banachalgebra und u,v € A. Dann gilt:
a) dA(u) = max{a € [0,00) : |uz| > o|z|| Yz < A}.
b) Ist v € A invertierbar, so gilt
dA(w) = [l
¢) duv) > dA(u)d?(v).
Beweis. Wegen
dMu) = m(Ly)

(L, Operator der Linksmultiplikation mit ) folgen alle Behauptungen dirket aus Lemma
1.9. O



Der folgende Satz liefert uns eine erste Bedingung fiir die Existenz grofierer Banachal-
gebren zu Elementen einer vorgegebenen Banachalgebra und der Invertierbarkeit der
FElemente in dieser.

Satz 4.4. Sei A cine kommutative Banachalgebra mit Eins und u € A. Weiter sei
(¢j)jen €in submultiplikative Folge in (0,00), das heifit civj < ¢; - ¢; fiir alle i,j € N.
Genau dann ¢ibt es eine unitale Banachalgebra B D A mit derselben FEins so, dass u
invertierbar in B ist mit ||u|| < ¢; fir alle j € N, wenn

oo
laoll < ejlla; — aj-rull
j=1

fir alle Folgen (aj)jeNo in A mit a; = 0 fir fast alle j € N. In diesern Fall kann man B
kommautativ wihlen.

Beweis. Zur Vereinfachung schreiben wir im Folgenden f; = a; — aj_ju fir j > 1.
Sei B O A eine Erweiterung so, dass u invertierbar in B ist und ||[u™7| < ¢; fur alle
j € N. Sei (“J')jeNo eine Folge in A mit a; = 0 fiir alle j > n. Schreiben wir

n

ag = — E aju’ — aj_lu_(J_D

j=1
als Teleskopsumme, so erhalten wir

n

laoll = |> (a5 — a; 1u)u™

Jj=1

n ) n
= Do ru| <D el
j=1 =1

> .
Fiir die Riickrichtung setzen wir ¢y = 1. Sei C die Menge aller Potenzreihen ) aj27 in
Jj=0
einer Verdénderlichen z mit Koeffizienten a; € A so, dass

oo
> llagle; < oo
j=0

Versehen mit der punktweisen Addition und der Multiplikation, die durch

o0 o0 o0

e | el | = . k
E a;jxT E bjx! | = g g abj | ©
7=0 j=0 k=0 \i+j=k

gegeben ist, sowie der durch

o0 . o
> al|[ = lagle
=0 =0
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definierten Norm, wird C zu einer kommutativen Banachalgebra, siehe etwa Example
2.13 in [Dal00]. Die Abbildung

[o @]
A—C,a— E a;x’
7=0

mit ap = a und a; = 0 fiir 7 > 0 definiert einen isometrischen Homomorphismus unitaler
Banachalgebren. Vermoge dieser Isometrie lésst sich A als abgeschlossene Unteralgebra
von C auffassen. Sei J das von 14 — uz erzeugte, abgeschlossene Ideal und sei B =C/J.
Sei p : A — B die Komposition der Einbettung A < C und der Quotientenabbildung
C — C/J. Dann gilt

pu) - (z+J) = (u+J)(z+J)=ux+J
= ur+(la—uz)+J=1x1+J=1p

und somit ist p(u) invertierbar in B mit dem Inversen (x 4 J). Desweiteren gilt
(r+ )" =a"+J

und somit, da die Quotientenabbildung Norm < 1 hat, folgt ||(z + J)"||z < ||="|lc = cn.
Fs geniigt also zu zeigen, dass p eine Isometrie ist. Nach Definition der Norm auf der
Quotientenalgbra B gilt offensichtlich

[p(a)lls = lla+ J|5 < |lallc = [|a]| 4

Angenommen es gibe ein a* € A so, dass ||p(a*)||g < |[a*||4a. Nach der Definition der
Quotientennorm
la+ Jlls = inf Jla+ clle
ceJ

und des Infimums gibt es Elemente a; € A so, dass

o0
la*la > lla® + (1 —uz) Zaj:cJHc
=0

o0 o0
= "+ a2’ = uaatc
=0 J=0
o0 o0
= |la*z% 4 apz® + Zaj:cj - Z ua;177||c
=1 =1
o
= cola* +aolla+ Y cjlla; — aj_tulla
j=1

co=1 ) s .
> la*]la — llaolla + > esll £l
j=1
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o0
Also gilt |lagl| > > ¢l f;]l. Da die Menge der Potenzreihen mit a; = 0 fiir fast alle
=1

J € N dicht in C ist, kénnen wir annehmen, dass nur endlich viele a; # 0 sind. Dies
fithrt uns zu einem Widerspruch. Also kann es kein solches a* € A geben und somit gilt
llp(a)||s = ||a||l4 fiir alle a € A. O

Wir haben also eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir Elemente einer Ba-
nachalgebra gefunden, dass es eine groflere Banachalgebra gibt, in der die Elemente
invertierbar sind und die Potenzen des Inversen vorgegebene Wachstumsbedingungen
erfitllen. Unser Ziel ist es nun zusétzliche Bedingungen an die Folge (¢;)jen zu stellen,
unter welchen das Kriterium aus Satz 4.4 fiir die Existenz einer solchen grofieren Algebra
automatisch erfiillt ist.

Definition 4.5. Sei A eine unitale Banachalgebra und u € A. Weiter sei (cj) .oy in
(0,00) eine submultiplikative Folge. Wir sagen, dass die Folge (Cj)jeN die Eigenschaft

(%) beziiglich u besitzt, wenn es eine Folge (kj)jeNo in Ny gibt mit 0 = kg < k1 < ... und

1 )
Cj > (dA(ukl)dA(qu’kl)...dA(u,’“nH*/fn)) = |

fir allen € Ng und k,, < j < kpy1-
Die Bedingung (x) ermoglicht die folgende niitzliche Umformulierung von Satz 4.4.

Satz 4.6. Sei A eine kommutative unitale Banachalgebra und u € A. Sei (Cj)jeN eine
submultiplikative Folge in (0,00), die die Bedingung (%) fir u erfillt. Dann gibt es eine
kommutative Banachalgebra B O A, so dass u in B invertierbar ist mit |u™7| < ¢; fiir
alle 5 € N.

Beweis. Setze co = 1. Sei (aj) ;cy, eine Folge in A mit a; = 0 fiir fast alle j € N. Wir

schreiben f; = a; — aj_ju fiir j > 0. Dann gilt d4(u™) < Hum”(‘i—ﬁl‘

‘ und somit

laall < & (u™) " uar (5)

fiir alle m,l € Ng. Also ist

(5)
laoll = d*(™) lagu®|
< A (Jlaout —aruB T e flag - — ag |+ g )
< a4 ) (IS U2+ i)+ a4 () .

Da die Folge (Cj)j oy die Bedingung () beziiglich u erfiillt, gilt die Abschétzung
ky

laoll <D eillfll +dA (™) a, . (6)

j=1
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Mithilfe der Ungleichung (5) lésst sich nun abschéitzen

dA(u) Hlag, || < dA () a0 T uf Ry ).
Indem man wieder benutzt, dass die Folge (¢;) ;c die Eigenschaft (x) beziiglich u besitzt,
erhélt man wie oben die Abschitzung

ko
dA WPy Mag < 0 el 5l dA by T A W) T ag, .
j=k1+1

Wendet man diese Schritte nun induktiv an, so erhélt man
o0
laoll < e;llf5ll-
j=1

Damit haben wir gezeigt, dass u und die Folge (Cj)jeN die in Satz 4.4 angegebene
Abschétzung erfiillen. Nach diesem Satz existiert eine kommutative Banachalgebra B D
A so, dass u invertierbar in B ist mit ||u~7|| < ¢; fiir alle j € N. O

Eine wichtige Arbeit in diesem Gebiet stammt von Arens [Are58]. Er bewies, dass zu
Elementen u € A eciner Banachalgebra A mit d*(u) > 0 eine Banachalgebra B O A
derart existiert, dass u invertierbar in B ist. Desweiteren folgt aus seiner Konstruktion,
dass |u~7|| < (d*(u))™ fiir alle j € N. Dieses Resultat von Arens, lisst sich aus Satz
4.6 folgern: .

Sei A eine Banachalgebra und u € A mit d4(u) > 0. Wir setzen ¢; = (d4(u)) ™ fiir alle
j € N. Dann ist

e = (¢4 () " = (¢4 w) 7 (¢ w) T = e

fiir alle 7,7 € N. Desweiteren ist k, = n fiir alle n € Ny eine streng monoton wachsende
Folge natiirlicher Zahlen und fiir alle k,, < j < k41 gilt

(dA(u))_j _ (d_A(u))—kl (d.A(u))—(kQ—kl) . (dA(u))—(kn_._l—kn)

4.3 -1
e e A Ched) I L

-1 .
S G a0 () BNV () B )

Somit erfiillt die Folge (c¢;);en die Bedingung () beziiglich « und nach Satz 4.6 ist das
Ergebnis von Arens bewiesen.
Folgendes Lemma aus der Spektraltheorie ist niitzlich fiir unser weiteres Vorgehen.

Lemma 4.7. Sei R eine Banachalgebra mit Finselement 1 und sei A C R eine abge-
schlossene Unteralgebra mit 1 € A. Dann gilt fiir alle z € A

oR(z) C o (x).
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Beweis. Sei © € A beliebig und sei A € o%(z). Dann ist A1 — x nicht invertierbar in R.
Angenommen Al — z sei invertierbar in A. Dann gibt es ein w € A mit

(Al — 2)w =1 =w(Al — x).

Da aber w € A C R, wire A1 — z invertierbar in R. Dies ist ein Widerspruch zu unserer
Voraussetzung. O

Im Folgenden werden wir uns die Banachalgebra B(X) der stetig linearen Operatoren
auf einem Banachraum X n#her betrachten.

Satz 4.8. Sei T € B(X) und (¢;);cy wn (0,00) eine submultiplikative Folge, die die
Bedingung (x) beziglich T erfillt. Dann gibt es einen Banachraum Y O X und einen
invertierbaren Operator S € B(Y') mit

(i) Slx =T,
(i)
(ii) |S7| < ¢; fiir alle j € N und
(iv) o(S) C o(T).

S| < ||IT7]| fiir alle j €N,

Beweis. Sei A die von T und R(\, T) fiir alle A € p(T) erzeugte abgeschlossene Unter-
algebra von B(X). Dann ist A offensichtlich kommutativ, denn 7' vertauscht mit allen
seinen Resolventen und alle Resolventen von T vertauschen. Auerdem enthilt A die

Eins, denn
D)7 41(0)

Beachte hierzu, dass sich dieses Integral als Grenzwert von Riemannsummen in R(\, T)
darstellen lisst und dass diese Riemannsummen in A liegen. Desweiteren ist offensichtlich

oA(T) = aBX)(T). (7)
Sei B=A& X. Wir definieren eine Multiplikation auf 5 durch
(A x)(A @)= AA @ (Ax + A'x) (A, A e Aym,2’ € X)

und eine Norm durch

(A )] = [Alla+ ]

Diese Multiplikation und diese Norm machen B zu einer kommutativen Banachalge-
bra mit Eins und A zu einer abgeschlossenen Unteralgebra vermoge der isometrischen
Einbettung

ji A B A— (A®0).

Fiir n € N gilt
dB(T" & 0) = dBX)(T™) = m(T™),
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denn

BTre0) = nf{|(T"e0)(Se)|:|Sez| =S|+ || =1}

S=0
< b {77 ¢ 2] = 1} = m(T™).

Andererseits gilt fiir x € X und S € A mit ||S|| + ||z|| = 1 nach Bemerkung 4.2

TS|+ Tl = (TSI +m(T) ]|
m(T").

Zusammen mit Bemerkung 4.2 impliziert dies die ldentitét
dB(T™ & 0) = m(T™) = dPX)(T™).

Daher erfiillt die Folge (¢;);cy die Bedingung (x) beziiglich (7' 0) als Element der
kommutativen unitalen Banachalgebra B = A% X und nach Satz 4.6 existiert eine unitale
kommutative Banachalgebra C O B mit der selben Eins so, dass (T' & 0) invertierbar in
C ist mit ||(T & 0) 77| < ¢; fiir alle j € N.

Seinun S : C — C, Sc = (T&0)c. Dann ist S invertierbar mit |57 || < ¢; fiir alle j € N.
Identifizieren wir « € X mit (0@ z) € B C C, dann gilt

SOez) =Te0)0sr) =0T

und wir erhalten S|y = 7. Somit haben wir eine invertierbare Erweiterung von T' ge-
funden. Auflerdem sieht man, dass

Sle=(T®0)Yc=(T!®0)c

gilt und somit ' _ ,
1571 = 177 @ Off = I7”]-

Letztendlich erhalten wir auch, dass

7 hom.

BT D oAy TS B a0 Y o¢(T e 0),

Fiir A ¢ o%(T @ 0) existiert ein u € C, so dass (T 0) — Nu = l¢ = u((T ©0) — \).
Dann gilt fiir alle ¢ € C

w(S = ANe=u((T®0)—Nec=c
und somit ist R : C — C, Rec = uc die Inverse zu S — \. Daraus erhalten wir

o(T) > 6“(T & 0) D a(S).
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Unser néchstes Ziel wird es nun sein, eine submultiplikative Folge (c¢;); positiver Zahlen
zu finden, die der Bedingung () beziiglich T' geniigt und zusétzlich noch die Ungleichung
c; < Cy° fiir alle 5 € N mit geeineten €' > 0 und s > 0 erfiillt.

In Korollar 5.3 werden wir uns eine solche Folge konstruieren. (Beachte hierzu Definition
4.14 und Bemerkung 4.15.) Diese Konstruktion ist jedoch sehr aufwendig und liefert uns
interessante zusétzliche Frgebnisse. Zur Vorbereitung fithren wir im folgenden Unterab-
schnitt eine Klasse spezieller Banachriume ein.

4.1 Erweiterungen auf SQ,(X)-Rdume

Die Réume die wir einfithren woolen, sind die sogenannten SQ,(X)-Réume fiir einen
Banachraum X. Ebenfalls werden wir invertierbare Erweiterungen mit vorgegebenem
Potenzwachstum auf solche SQ,(X)-Réume betrachten. Wir werden zudem sehen, dass
wir Operatoren auf Hilbertrdumen wieder zu Operatoren auf Hilbertrdumen erweitern
zu kénnen.

Definition 4.9. Sei p > 1 und X ein Banachrawm. Ein Banachraum Y heiffit ein
SQp(X)-Raum, wenn er isomorph zu einem Quotienten eines abgeschlossenen Teilraums
eines Ultraproduktes von LP(Q, u, X)-Raumen fir irgendwelche Mafrdaume (§2, ) ist.

Sei F ein beliebiger Banachraum und p > 1. Fiir eine n x n-Matrix A = (a;;) mit
komplexen Eintrigen definieren wir

p\ 1/p

n n n
|Alp, = sup Z Z(lijej :el...enEE,ZHe]—Hpgl

i=1 ||j=1 j=1

Bemerkung 4.10. (a) Sei X ein Banachraum. Dann ist ein Banachraum Y genau
dann ein SQp(X)-Raum, wenn fir jedes n € N und jede komplexe n x n-Matriz A
qilt

IA]

py <[4

X"
(b) Ist H ein Hilbertraum, so ist jeder SQo(H )-Raum insbesondere ein Hilbertraum.
Beweis. (a) Theorem 3.2 in [LM96]

(b) Nach [Lan83] Chapter XI, §1, ist ein L*(, u, H) wieder ein Hilbertraum. Des-
weiteren gilt wegen [Pis86] Chapter 8 b und Proposition 2.3, dass Ultraprodukte
von Hilbertriumen wieder Hilbertrdume sind. Da nun Quotienten abgeschlossener

Teilrdume von Hilbertraumen wieder Hilbertraume sind, folgt die Behauptung.
O

Wir suchen hinreichende Bedingungen dafiir, dass ein gegebener Operator eine Erweite-
rung auf einen SQ,(X)-Raum besitzt.
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Lemma 4.11. Seien x1,...,25 > 0 und p > 1. Dann gilt
P
n n
-1
S| e (S0
j=1 j=1

Beweis. Seien x1,...,2n, > 0 und p > 1. Dann gilt mit der Holder-Ungleichung

Tl 1.2 I
n T9 129 1 )
Z T = : - = '
j=1 '
Ty ) 1.2, . 1 . Tn »
R _ P Weiter of
wobei i 1 bzw. ¢ = T Weiter gilt
! 1 SN N\ (/) o\ /P
€2
_ 1 »
- () () e (S
: : =1 =1 =1
! q Tn P
Potengzieren wir mit p, so erhalten wir schlieflich die Behauptung. O

Folgerung 4.12. Seip > 1 und X ein Banachraum. Dann gilt

1
stllal? = [b]” < lla —bff?
fir alle a,b € X.

Beweis. Mit n =2, x1 = ||a — b|| und x2 = ||b|| folgt direkt aus der Dreiecksungleichung
und Lemma 4.11, dass

1
2p—1

1 [
lall? < = (la = bll + [BI)” < 5,=72"~ (@ — BII” + [1BII")

und somit

st llall” = 1" < lla —b”.

O]

Der folgende Satz (Theroem 3.1 in [BMO05]) ist von zentraler Bedeutung in dieser Arbeit.
Er formuliert Bedingungen an einen Operator T' € B(X), die es gestatten,ihn zu einem
invertierbaren Operator auf einen SQ,(X)-Raum Y O X erweitern zu kénnen.

Satz 4.13. Seic= (Cj)jeN eine submultiplikative Folge positiver Zahlen, seien M,p > 1
und sei T € B(X) ein stetiger Operator auf einem Banachraum X . Dann gilt:
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(a) Ist m: X — Y ein stetig linearer Operator in einen Banachraum Y mit
lz|| < M||w(x)| fir alle x € X und ist S € B(Y') invertierbar mit St = 7T und

n n
S STr(y| < | D] Ayl
j=1 j=1
fiir alle n € N und yq,...,y, € X, dann gilt fir je endlich viele Vektoren

TyTO,T1yeee 3 Tn—1 € X

mit
T'e =x0g+Tx1+ ... Tn_lafn_]

die Ungleichung

l]lP < MP(eh llwoll” + cpyllzall® + -+ llna]P).

(b) Folgt fiir je endlich viele Vektoren x,xg,x1,..., 201 € X mit
T'e=x9+Tr1+...T" \op 1
die Ungleichung
lz]” < MP(ep llzoll” + cp_y lz2 [P + . + Fllzn 1 [P),
dann gibt es umgekehrt einen stetig linearen Operator m: X — Y in einen SQp(X)-

Raum (Y.|-|) mit

|
12607 = [T < lz]

fiir alle x € X und einen invertierbaren Operator S € B(Y') mit
(i) Sm=n=T,
(i) S]] < |T7|| und [|S77|| < ¢; fiir alle j €N,

(ii) o(S) C o(T),

fiv) | 32 =i (y,)
7=1

< (2:1C§|y]|p) fiir je endlich viele y1,...yn € X.
J:
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Beweis. (a) Sei T"x = xg+Tx1 + ...+ T tz,_q. Dann gilt

lell < Mlx(a)] = M|S™S ()] = M|S"x(T"x)|

n—1 n—1
= M|S7m Y Tia; || =M (S| D Sin(ay)
j=0 j=0

n—1
= M ZS_(n_j)ﬂ'(;Ij)
=0

1,
1 /p

M Cnjllz |

3
|

IN

o,
Il
o

ngenommem 1"t = xg +1'x1 + ... 1" "xy_1 1mpliziert
b) A ™ T Tt implizi
P < MP(chllwoll” + cnallea P + - - + Fllzna 7).

Fiir zyg = T™x erhalten wir
1
Tzl > —||=|.
7l > 57—l

Also ist jeder Operator T" injektiv.

Die folgende Konstruktion geht zuriick auf [BY01], Theorem 3.3.

Wir nennen zwei Paare (x,t) und (y,s) in Xo = X & Z Hquivalent (geschrieben
(x,t) ~ (y,8)), falls ein m € Ny existiert mit s+m, t+m € Ny und TST™" g = Tty
Offensichtlich ist diese Relation reflexiv und symmetrisch. Um zu zeigen, dass diese
Relation transistiv und somit eine Aquivalenzrelation ist, geniigt es zu bemerken,
dass fiir je drei Paare (x,t), (v, s), (z,7) € Xo mit (x,t) ~ (y,s) und (y, s) ~ (z,7)
ein m € Ny existiert mit

Ts—l—mx — Tt—l—my’ Tr—i-my — TS+mZ

und dass in diesem Fall

TT+(S+2m)l‘ — qrtmtstm, _ pttmtrtm Tittmtstm Tt+(s+2m)z

y:

gilt. Sei X7 die Menge aller Aquivalenzklassen X7 = Xo/ ~ und sei [z, t] die Aqui-
valenzklasse des Paares (x,t) € Xo.
Fir alle v € X, t € Z gilt

(x,t) ~ (Tz,t+ 1), (8)

denn fiir m € Ny mit £ + m € Ny ist auch t +m + 1 € Ngund
Ty = TH™(Tg).

Insbesondere gibt es in jeder Klasse [x,t] mit ¢ < O einen Vertreter (T~ tz,0). Wir
konnen also im Folgenden immer annehmen, dass ¢ € Ny ist. Aus (8) folgt sofort,



dass [0,0] = [0, s] fiir alle s € Z.

Wir definieren Verkniipfungen auf dem Raum X; durch
+: Xy x X1 — Xy, [, 8] + [y, 8] = [Tz + Ty, s + 1],

falls ¢, s € Ny und
Cx X1 — Xy, a- [z, t] = [ax,t].
Seien (z/,t') ~ (x,t) und (y/,s") ~ (y,s) mit ¢,t',s,8 € Ny. Dann existiert ein
m € Ny so, dass
Tt +mm — Tt+m.”I,‘/ und T3 +my — Ts—i-my/.

Dann gilt

Ts’+t’+m (TS.L + Tty) _ T.s’+t’+s+mw + Ts’+t’+t+my
Tstitmts’ o plttstmtt! y = Tstttm (Ts’ '+ Tt’y/).

Somit stehen (T5z + Tty, s 4+ t) und (T%'z' + Ty, s' +t') in Relation zueinander.
Die Operationen sind also wohldefiniert.
Weiter gilt fir [x,t], [y, s], [z,7] € X1 mit r,s,t € Ngund o, 3 € C

T2+ Thy, t + 5]
Thy +Tow, s +1) = [y, s] + [x. 1],
x ]+ [Ty + T°z, 5+ 1]

[z, t]+ [y s] = |
[
[
[T + Ty + T2t + 5 + 7]
[
[
[

[z,t] + ([y, s] + [2.7])

TSz + Tly, t + 5] + [z,7] = ([, t] + [y, s]) + [z, 7],

[z,t] +[0,0] = [T+ T%,t] = [x,1],

[©,t] + [~z, 1] T (—x) + Ttx,t +t] = [0,2t] = [0, 0],

(+ Bz, t] = Jox+ Pu.i] © [Tt + T Bx, t + t] = [ax, t] + [Ba, 1],
afv.t] +ly,s]) = a[T°w+T,t+ ]

[T5ax + Tt oy, t + 5] = [ox, 1] + [oy, $].

Diese Gleichungen zeigen, dass X1 versehen mit obigen Operationen zu einem Vek-
torraum wird.
Setze ¢g = 1. Wir wollen nun zeigen, dass

1/p
|2 Xy = [0,00), [ 8] =inf {3 aglPef s n € No. > [ 5] = [, 1]
j=0 7=0

eine Norm auf X definiert. Diese Abbildung ist wohldefiniert, da fir [z,¢] € X1 mit
t € Ny gilt
[xaﬂ = [070] + [0 1} t...+ [Oet_ 1} + [l"/t]‘

36



AuBlerdem gilt offensichtlich |A[x, ]| = |A||[x, ]| fiir alle A € C und [z, ] € X;.
Seien nun [z,1], [y, s] € X1 mit den Zerlegungen
[,t] = > [z}, j] und [y, s] = >_[yj,j]. Dann folgt wegen der Minkowski-Ungleichung,
J J
dass
1/p 1/p 1/p

[z, ]+ [y, 5] < Zl\ijryjl\pC? < ZII%II”C{? + leyj\lpclj
J J J

Bilden wir das Infimum tiiber alle solchen Zerlegungen von [z, ] und [y, s], so erhalten
wir die Dreiecksungleichung fiir | - |.
Bleibt noch die Definitheit zu zeigen. Nehmen wir uns hierfiir ein x € X, ein t € Ny

und eine Zerlegung
n
[, t] = lwj -

J=0

Dann gilt

0y -
: Z JCC n LZ Tn ].T e J .
Nach Definition der équivalenzrelation existiert ein [ € Ny mit

T'rL-H Tt.CL'O Z TTL-H JTt

Da T* injektiv ist, folgt

n n—1
T™(x — Thag) =Y T T w; =Y Ty,
j=1 =0

mit y,—; = T"x; fiir j = 1,...n. Nach Folgerung 4.12 gilt mit a = x und b = T,
dass

ool — 1ol < o — Tl
und somit
. .
erlele < MP (S I | < a3 gl

7=0 7=0

Da dies fiir alle Zerlegungen von [z, t] gilt, kdnnen wir nun folgern, dass

1
[z, ]| =

| — 2(p_1)/pjb1”Tt|| HT)H
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Damit ist gezeigt, dass | - | eine Norm auf X; definiert.
Die Abbildung 7 : X — Xj, x +— [x,0] definiert eine topologische Einbettung von
X nach X;. Offensichtlich gilt

()| < [|]].

Der vorhergehende Abschnitt zeigt zudem, dass fiir alle x € X gilt

m(x)] = [[, 0] [l]]-

> 2(p— 1)/p M
Wir definieren eine lineare Abbildung durch
S: X1 — Xy, Sz, t] = [z, t—1].

Die Abbildung S ist wohldefiniert, denn seien (x,t), (y,s) € Xo dquivalent, dann
gibt es ein m € N so, dass t +m, s +m € Ng und 75Tz = Ty, Setze n = m + 1.
Dann gilt s — 14+ n,t — 1 +n € Ny sowie

Tsfl—l—'n,aj — Ts—&—m Tf—i—m Tf 1+nJ

Daraus folgt die Aquivalenz von (z,t — 1) und (y,s — 1).
Seien [x,t], [y, s] € X1 mit ¢, s € Ng. Dann gilt

Sz, ] + [y, 8]) = ST +Tly,t+s] = [Tz + Ty, t + s — 1]
= [T e + Tyt + 5] = [T, t] + [Ty + 8]

Somit ist S linear.
Offensichtlich ist S invertierbar mit

ST, t] = [2,t 4 1]

fiir alle [x,1] € X;.

Ebenso gilt nach Gleichung (8), dass Stz = [x, —1] = [Tx,0] = 7Tz fir alle v € X
und somit gilt ST = 7T.

Nach Gleichung (8) gilt

[Tiz,t] = |z,t—j] =8z, ﬂ

- S] zn: Tk:a Z S] .L'k,
k=0
= Z[Tjwk,k}

k=0
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n

fiir jede Darstellung [z, t] = ) [z, k] eines Elementes [z,t] € X7 und jedes j € Ny.

k=0
Somit erhalten wir
Sz, P = [Tz, 1P

< inf {ZCZHTJCCkVJ :n € No, [SL‘,t] = Z[:Ck?k]}
k=0 k=0

< |17 |pmf{z l|zellP s n€ No, [z, 6] = [k k;}

k=0 k=0
= | T7||[z. £]".

Also gilt ||S7]] < || T

M:

Desweiteren sei [z,t] € X7 mit der Zerlegung [x,t] = > [x;,j]. Dann gilt fiir jedes

7=0

s € Ny

n
o, t+ 5] = S *[e,t] = Y [tj,5 + s].
7=0

Folglich gilt dann auch

n

[zt + s]P <Yl P

7=0

Da die Folge (c;) ;o submultiplikativ ist, gilt nun

n
S, P < & [ Y Sl )P
=0
Bilden wir das Infimum iiber alle Zerlegungen von [z, t], so erhalten wir ||S™%] < ¢

fiir alle s € N.
Firn € Nund z1,...,z, € X folgt

n n

ZSijﬁ(wj) :Z L], Z'LJJ
7=1

j=1 j=1
und somit
D STz <Yl
j=1 i=1

Wir bezeichnen die Vervollstéindigung von X als Y. Damit ist ¥ ein Banachraum
beziiglich der Norm | - |. Den Operator S erweitern wir zu einem stetig linearen
Operator auf Y, welchen wir ebenfalls mit S bezeichnen. Die oben fiir S bewiesenen
Eigenschaften tibertragen sich offensichtlich auf die eindeutige stetig lineare Fortset-
zung von S.
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Wir zeigen, dass Y ein SQp(X)-Raum ist.
Sei hierzu

A= (aij)i ;=

eine n X n-Matrix mit komplexen Eintréigen und ||A[/, x = 1. Desweiteren seien
[zj,t;] € Xq fiir j =1,...,n mit den Zerlegungen
n@@)
[mjat]'} = Z |:“)1(/])7V:| .
v=0

Wir definieren m = max{n(j)}:j=1,...,n} und setzen w$ =0 fiir alle v > n(y)

und fiir alle j =1,...,n
Es gilt
P P
n n n n m n m n )
3 S| = {33l =30[3” |3 i
i=1 |j=1 i=1 |j=1v=0 i=1 |v=0 | j=0

p

m n

2|t o] -$s >

M:

.
l
MR

v=0

&> llw|

Mg

v=0 j:l
n -
= S e
j=1v=0

Bilden wir nun das Infimum {iber alle moglichen Zerlegungen von [zj,t;] mit j =
1,...,n, so erhalten wir

p

n n
E :auxw J E :

i=1 |j=1

n

Da X dicht in Y liegt, folgt aus obiger Abschitzung, dass

Z Z%@ < Zugup

i=1 [j=1

fir alle &;,...,&, € Y und somit auch ||A]/,y < 1. Daher ist nach Bemerkung 4.10
Y ein SQ,(X)-Raum.

Um den Beweis zu beenden, zeigen wir, dass o(S) C o(T"). Sei hierzu A ¢ o(T). Wir

definieren
L: Xy — X1, Llz,t] = [(T — X\) "'z, 1].
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Dann ist L wohldefiniert, denn fiir (z,t) ~ (y, s) gibt es ein m € Ny mit
Tt+my — Ts+m$.
Dann gilt aber auch, da (T — A)~! und T kommutieren, dass
T (T — N)"le = (T — N7 ™e = (T — \) 71T my = TH™Y(T — \) 7y,

Daher gilt (T —X)~'z,t) ~ (T =Xy, s).
Fiir [z,t] € X1 mit ¢t > 1 gilt

(S =Nz, t] = [z, t—1]=Da,t] = [Tl — T a,t +t— 1]
= [TYT — N, t+t—1]
= [(T = N=x,t].

Daraus folgt
L(S = Nz, t] = L(T — N, t] = [z,t] = (S = N[(T — N) Lz, t] = (S — \) L[z, 1]

und somit

L(S =) = lpixy = (5= A L.

Insbesondere ist L linear. Offensichtlich ist L auch stetig, denn hat [z, ] eine Zerle-

gung
[, 8] = "l K,
=0

J
soist [(T — \)7ta,t] = Y. [(T — \)~lag, k]. Daraus folgt
j=0
L PP <> IT = N7 PlalPef = T = N7THP D P
=0 =0

also ||L|| < |(T — A)7!||. Die Abbildung L hat also eine stetig lineare Fortsetzung
auf Y, die wir ebenfalls mit I. bezeichnen. Da X1 C Y dicht ist, gilt die Identitit
L(S=XNE=E&=(5—MNLE fir alle £ € Y. Also ist A ¢ o(S). Damit ist auch die
Eigenschaft (iii) bewiesen.

O

Unser néchstes Ziel ist es, dass in Teil b) von Satz 4.13 formuliert Kriterium fiir die
Existenz geeigneter invertierbarer Fortsetzungen in eine Form zu bringen, die fiir unsere

Anwendungen niitzlicher ist.
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Definition 4.14. Sei T € B(X) ein Operator und p > 1. Set (¢;) ;o eine submultipli-
kative Folge in (0, 00).

a) Die Folge (¢;). erfillt die Bedingung (x), beziiglich T definitionsgemdfs, wenn es eine
17 p
Folge (k) cx, i No mit 0 =ko < ki < ... gibt, so dass
2(n+1)(p71> i k (=1
P il — k) P ;
i > e ]
m(Tk)ym(Tk2—k1) .. m(Tkn+1—kn)

fiir alle n € Ny und k,, < 7 < kpy1.

b) Die Folge (c;). erfillt die Bedingung (x)s beziiglich T, wenn es eine Folge (k;
174 7
in Ng mit 0 = ko < k1 < ... gibt, so dass

J€Np

2 (o1 — K
6 > (kn+1 )

||T/€n+1*.7' I
= m(Tkl)m/(Tkg_kl) L m(Tkn+1_kn)

fir alle n € Ng und ky, < j < kp41.

Bemerkung 4.15. Sei T' € B(X) und (¢;) ey ein submultiplikative Folge in (0,00).
(a) Die Bedingung (x)1 entspricht der Bedingung (x) aus Definition 4.5 mit A = B(X).

(b) Erfillt die Folge (cj)jGN die Bedingung (x), fir T mit p € [1,00], so erfillt sie die
Bedingung (x)q fir T firl < g <p < occ. Insbesondere erfillt (Cj)jeN die Bedingung

().

Beweis zu (b). Die Funktion
p—1
p
ist stetig differenzierbar fiir alle p > 1 und ist wegen

d p—l) 1
— (= )==>0
@( P p?

fiir alle p > 1 monoton wachsend. Aulerdem gilt lim,_,~ 7%1 = 1. Also folgt fiir

p—

I1<g<p<oo,

dass

O]

Die folgende Beobachtung wird es uns erlauben, Satz 4.13 zur Konstruktion £(T)-skalarer
Fortsetzungen zu benutzen.
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Lemma 4.16. Sei 1 < p < o0 und (Cj)]—eN eine submultiplikative Folge positiver Zahlen,
die die Bedingung (), fir T € B(X) erfillt. Dann gilt

2|7 < (cpllzollP + ey llwall” + .. + efllwn-llP),

falls
T'r =axo+Txy+...T" ‘o .

Beweis. Sei die Folge (kn)nen, wie in Definiton 4.14 gew#hlt und sei kn, < m < kp41.
Es gentigt zu zeigen, dass die Aussage fiir Zerlegungen der Form

Thn1 g — xo+Tx1+ ... Thnt 71:5;%“,1

gilt. Denn sei
Ty =yo+Tyr+ ... T™ ym_1,

so erhalten wir
Tkn+1y =04+...0+ Tkn+1—my0 4 Tk71+1—m+1y1 4. Tk"“_lym_L

Sei also
Kn+1 .. kn+1—1
TFHly =g+ Txr+ ... T Thpyq—1-

Durch Anwendung von Folgerung 4.12 und Bemerkung 1.9 erhalten wir

feng1—1 p
k k —j
lzollP = || TF+ie — Y Tren Ty
i=1
k)n k‘n+1_1 P
k —k k E kn—j E k —J
— TRn+1—Fn TFn gy — Trn Jmkn+1—j _ TFn+1 Jxkn-{-l—j
j=1 =kl
1 kn p k17,+1_1 p
k —k, k E kn—7j § k. ]
Z 2p71,m(T n+1 n)p T nop Tkn ]Ik‘n+1*j _ TFn+1 ]xkn+1*j
j=1 j=kn+1

Wenden wir Lemma 4.11 auf den hinteren Summanden an und bringen ihn auf die andere
Seite der Ungleichung, so erhalten wir

kgt —1
|zoll” + (Bng1 — kn — 1)P1 Y TP, 7
j=kn+1
1 o - ’
> Fm(Tan_kn)p Tkng — ZTkn_]xkﬂH*j
j=1
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Wie oben kénnen wir
k. kn—j ip
HT T — E T mkmﬂ*]”
Jj=1
nach unten abschéitzen. Durch endliches Iterieren diesen Schrittes erhalten wir die Un-

gleichung

kn,+1 -1

- knt1—7
lzoll? + (Fn1 — ko — 1P7H > 7o+ TPy, 517
j:kn+1

n v
1 _ _ _
+ Z [<2P1> m(Tk"H Fon "o m(Tk"i”H kniuﬂ)p(knﬂ/—kl —knu)? !
v=1

kn—u+1

D et ETT

J=kn—v+1

1 n+1
> (21)_]> m(Tk"*‘*k”)p .. .'rrL(TkQ*kl)p’rrb(Tkl b [l

Da (c¢j); nach Voraussetzung die Bedingung (x),, fiir 7" erfiillt, folgt

n — — — k’n—u+1
P I\n+1—v k. — k. P 1 p
P vt =25 Rl =24 e

P
m/(Tk'nfu+l_knfu)p . m‘(Tkl)p n+17J ||

v=0 Jj=kn—v+1
n—v+41 kn+1

n k
< DY ekl =D Sl 57
Jj=1

v=0j=kp_,+1

und dies zeigt unsere Behauptung. O

5 Subskalare Operatoren und die Bedingung (P)

Die Resultate in Abschnitt 4.1 ermdglichen uns, eine Erweiterung S eines Operators
T € B(X) auf einem SQ,(X)-Raum zu finden, fiir die wir die Norm aller ganzzahligen
Potenzen von S kontollieren kénnen. Durch Konstruktion einer entsprechenden Folge
(¢j)jen, erzielen wir unser gewiinschtes Resultat.

Folgerung 5.1. i) Seip > 1, T € B(X) und sei (¢j) ;o eine submultiplikative Folge
positiver Zahlen, die die Bedingung (%), fir T erfillt. Dann gibt es einen SQp(X)-
Raum (Y,|-1]), eine topologische Finbettung w: X <Y mit

[l

o-1)/p < r(z)] < ||z

fir alle x € X und einen invertierbaren Operator S € B(Y') so, dass St = «T,
IS < |T7|I, |77 < ¢ fir alle j € N und o(S) C o(T). Wir konnen zusdtzlich
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erreichen, dass

n n
S oSTr(yp | < | Y] ElyslP
j=1 J=1
fir je endlich viele Vektoren yi,...yn, € X gilt.

i) Sei T € B(H) und sei (cj) oy eine submultiplikative Folge positiver Zahlen, die die
Bedingung (x)o fir T erfillt. Dann gibt es einen SQ2(H)-Raum (K,| - |), welcher
nach Bemerkung 4.10 ein Hilbertraum ist, eine topologischen Einbettungm: H — K

" o]

x

— < |m(x)| £ ||z

M < @l < el
fir alle x € H und einen invertierbaren Operator S € B(K) so, dass St = nT,
1S9 < || T, |1S77| < ¢j fir j € N und o(S) C o(T). Ebenfalls kdnnen wir hier
erreichen, dass

wl=

n

> S5y < | D Ellysl
j=1

j=1
fiir je endlich viele Vektoren yi,...yn, € X gilt.

Beweis. i) Nach Lemma 4.16 impliziert
T'e =x9+Tx1 + .. .Tn_]xn,1
immer, dass
2] < (R llzoll” + ey P + .. + i llzn—a [[7)-
Fiir M = 1 haben wir also alle Voraussetzungen aus Satz 4.13 (b). Somit folgt die

Behauptung.

ii) Analog obigem Teil mit p = 2 folgt die Behauptung.
O

Bemerkung 5.2. In Folgerung 5.1 i) konnen wir erreichen, dass die topologische FEin-
bettung w: H — K isometrisch wird.

Beweis. Sei || - || die Hilbertraumnorm auf A und |- | die Hilbertraumnorm auf K wie
in der Folgerung 5.1 ii).

Sei P die Orthogonalprojektion auf w(H). Wir definieren uns eine weitere Norm auf K
durch

. oy 1
ull] = (7~ Pull® + | — P)ul?)?
fiir alle v € K. Dann gilt fiir alle u € K

lu| = |Pu+ (I —Pul=|rr"Pu+ (I — P)ul
Pl + (1 = Phul < [|a= Pull + (1 = P)ul < V2][Jul]].
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Weiter gilt
. on L
llalll = (== Pul® + (T = P)ul?)*
1
< (o= Pul® + Jul?)®
1 1
< (Im PPl + [ul?)® = (Il PP + 1) 2 Jul.

Somit sind |- | und ||| - ||| &quivalente Hilbertraumnormen auf K > H und der Operator
S € B((K, ||| -1|])) ist eine £(T)-skalare Erweiterung von 7'. Insbesondere gilt

[l ()] = Il
fiir alle z € H. Also ist w: (H,| - ||) — (K,||| - |||) eine Isometrie. O

Mit dieser Vorarbeit lidsst sich nun folgendes Korollar beweisen:

Korollar 5.3. Fin Operator T € B(X) ist genau dann E(T)-subskalar, wenn es Kon-
stanten C' > 0 und p,q > 0 gibt so, dass T' die polynomielle Wachstumsbedingung (P)
aus Folgerung 8.1 erfillt.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung (P) fiir die A(T)-Subskalaritit wurde bereits
in der Folgerung 3.1 (a) gezeigt..
Fiir die umgekehrte Richtung sei nun T' € B(X) so, dass es ein C' > 0, s > 0 gibt mit

va(T) = max{||T"|,m(T") "'} < Cn?

fiir alle n € N. Sei € > 0. Dann ist lim,_, :;’ﬁ% = (0. Wihle k; > e* so, dass

va(T) < n+e/0 (9)
fiir alle n > k1. Sei M = max{2k; ||T7|| - m(T*)~1:0 < j < k1}. Fiir alle x € X ist
T ]l 2 1T ]| = m(T*) ||

und somit
M > ||T% - m(TF) "t > 1.

Setzen wir @ = 6s + e+ 3 und ¢; = M(j + 1)® fir j > 1 dann gilt fir 4,5 € N, dass
a>0 M>1
CGiri=M@G+i+1)* < MGE+1D)%E+1D)* < MG+1D*M@E+1)* = c¢je.
Die Folge (c¢j)jen ist also submultiplikativ. Setze k,, = k%Wl fir n € N. Fiir 0 < j < kg

gilt _
hkym(TH) L | TP || < M < ¢;. (10)

Sei nun n € N und k, < j < kp41. Wir definieren

dj = 2" (kngy — ky)m(TF) "l (TR =R =1 (TR =hn ) =1 Phnea =] |
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s+e/6

i) Fir kpg1 — j > ky folgt, da p— p monoton wachsend auf [0, co) ist, mit (9)

T < (Rpger — )40 < M ()70
Somit gilt wegen (9)

di < kpor(kika .. ko) T/ M (ki )51/
M2 e 1 (kiks . kpgtkngr )70,

i) Falls k11 — 7 < k1, so gibt es ein ¢ € N mit 0 < ¢ < ky so, dass k,+1 — 7 = k1 — 1.
Nach (10) folgt nun

; M
Tkl < —
H H B 2k1m,(Tk1)—1

Ebenfalls wegen (9) ist

1
dj S 2nk?n+1 (k?g e kn+1)s+8/6ﬂ1kfl

< M2y (kiko . k)50

< M2k (kiks - Ky kg )* T/,

Insgesamt folgt also fiir alle k, < j < kj41, dass
dj < M2 ki (kiks . . kg1 kngr )78,

Offensichtlich gilt 2" 'log k1 < log j und es folgt

22 n n n
2" 1 (kka . kpgtkngr) /0 < logj | k3" (kiks.. k3" k3" )5+e/6,
log k1
Wegen ki > e ist log k1 > 4. Ebenfalls ist
7 2_7‘71

und somit folgt

2

24 3 n n g . n— on\ g
<1ogk110ga> B (kiky . KRS < (log ) (k)2 (KT

n— C;
< j(k% 1)2+6s+5 §j65+8+3 < M]

Zusammengefasst erhalten wir

2n+1 (k'n—H - kn)

kn—i—l_j .
m(Tkl)m(TkQ—kl) N m(Tkn+1_kn) ||T H S C]
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fir alle k,, < j < kpy1. Die Folge (¢;) sen erfiillt also die Bedingung (*)oo beziiglich T
und somit nach Bemerkung 4.15 auch fiir jedes beliebige p > 1 die Bedingung ().
Nach der Folgerung 5.1 existiert nun zu 7' € B(X) ein invertierbarer Operator S auf
einem SQp(X)-Raum Y mit

S <) <y

und '
IS < ¢j = M(j + 1)%FF?
fiir alle j € N. Nach Satz 2.6 ist S € B(Y) ein £(T)-skalarer Operator. Desweiteren
existiert nach Folgerung 5.1 eine topologische Einbettung 7 : X < Y mit S7 = «T.
Somit ist T' ein £(T)-subskalarer Operator.
O

Bemerkung 5.4. Wir kénnen erreichen, dass die topologische Einbettung m: X — Y
isometrisch wird, indem wir p = 1 wdhlen.

Bemerkung 5.5. Sei H ein Hilbertraum und T € B(H) ein E(T)-subskalarer Operator.
Die Konstruktion im Beweis zu Korollar 5.3 zeigt, dass ein E(T)-skalarer Operator S €
B(K) auf einem Hilbertraum K und eine topologische Finbettung w : H — K existieren,

so dass St = 7T ist. Beachte dazu, dass nach Bemerkung 4.10 jeder SQ2(H )-Raum ein
Hilbertraum ist. Nach Bemerkung 5.2 kann man 7 in diesem Fall als 1sometrie wihlen.

Es stellt sich nun die Frage, ob auch die Umkehrung der Folgerung 3.1 (b) gilt. Eine
Antwort darauf liefert der néichste Abschnitt.

6 Subskalare Operatoren und die Bedingung (R)
In Folgerung 3.1 haben wir gesehen, dass zu jedem £(T)-subskalaren Operator Konstan-

ten C' > 0 und p, ¢ > 0 existieren so, dass die Abschiitzungen

|R(z,T)|| < C(lz] — 1)t fir 1<]z|<2
und (R)
m(z—T)"L<C —|2])7¢ fiir |z] <1

gelten. In diesem Abschnitt wollen wir jedoch zeigen, dass Eigenschaft (R) nicht hinrei-
chend ist fiir die £(T)-Subskalaritat von T ist. Doch auch hier fithren wir zunéchst noch
ein paar Bezeichnungen ein.

Definition 6.1. a) Fin Operator T € B(X) heifst zerlegbar, wenn fiir alle offenen Uber-
deckungen C = U UV abgeschlossene Unterrdume Z,Y C X existieren mit:
(i)) TY CY, TZ C Z
(ii)) X =Y +Z
(iti)) o(T|y) CU,0(T|z) CV
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b) FEin Operator T € B(X) hat Bishops Eigenschaft (3), wenn fir alle offenen Mengen
U C C der Operator Ty : O(U. X) — OWU, X), Ty (f)(z) = (T — 2)f(2) injektiv mit

abgeschlossenem Bild ist.

¢) Ein Operator T € B(X) erfillt die Beurlingsche Bedingung (B) falls

o~ logmax {|| 77|, m(T)~'}

Z 2 < 0.

n=1

Bemerkung 6.2. (a) In [AE97] wird gezeigt: Ein Operator T € B(X) hat genau dann
Bishops FEigenschaft (3), wenn er subzerlegbar ist , d.h. dhnlich zur Finschrinkung
eines zerlegbaren Operators.

(b) In [CF68] wird gezeigt: Ist T € B(X) invertierbar mit
o0
log |[77]]
Z 1 _|_n2 < 00,
n=-—00
so ist S zerlegbar.

(c) Aus [BMOS5], Theorem 4.5, zusammen mit (a) und (b), folgt, dass Operatoren, die
die Beurlingsche Bedingung (B) erfiillen, die Figenschaft (3) besitzen.

Fiir den Minimalmodul ergeben sich noch folgende niitzliche Abschéitzungen.

Lemma 6.3. Se: T € B(X) ein stetiger Operator auf einem Banachraum X und sei
z € C\ogp(T). Dann existiert einy € X mit ||ly|| =1 so, dass

(T = 2)yll < 2m(T — z).

Beweis. Es gilt m(T — z) > 0 und es folgt
2m(T — z) > m(T — z) = inf{||(T — 2)z| : ||z|| = 1}
Nach Definition des Infimums existiert nun ein y € X mit ||y|| = 1 so, dass
(T — 2)yll < 2m(T — 2).
O

Lemma 6.4. Sei T € B(X) ein stetiger Operator auf einem Banachraum X . Dann gilt
fiir jede kompakte Menge K C C\oap(T)

inf m(T —z) > 0.
2€K
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Beweis. Angenommen inlf( m(T — z) = 0. Dann gibt es eine Folge (2 )nen in K mit
ze

lim m(T — z,) = 0.

n—oo

Da K kompakt ist, kann man durch Ubergang zu einer Teilfolge erreichen, dass (2n)nen
gegen einen Punkt z € K konvergiert. Nach Lemma 6.3 existiert eine Folge (xy,)nen in
X mit ||z,|| =1 und

(T = zn)zn || < 2m(T — 2,)

fiir alle n € N. Daraus folgt
1T = 2)nll < 1T — 20l + (20 — 2)all < 2m(T — 20) + 20 — 2] 2 0.

Da ||z,| = 1 fir alle n € N ist, folgt nun, dass entweder T' — z nicht injektiv ist, oder
kein abgeschlossenes Bild hat. Dies ist ein Widerspruch zu z € K. O

Im folgenden Beispiel konstruieren wir einen Operator, der die Bedingung (R) erfiillt,
jedoch nicht £(T)-subskalar ist.

Beispiel 6.5. Sei X = ¢g der Banachraum aller komplexzen Nullfolgen versehen mit der
Supremumsnorm,

”(xn)nENH = sup |xn|
neN

Es eaistiert ein T € B(X) so, dass
(i) Il =1, 0ap(T) =T, o(T) =D,
(it) |(T —2) M < (lz] = )7 fiir 1 < [2] <2,

)73 fir 2] < 1,

(iii) fir eine gecignete Konstante C > 0 gilt m(T — 2)"t < C(1 — |z
(iv) T nicht E(T)-subskalar ist und

(v) T die Eigenschaft (3) hat.
Insbesonderere ist die Figenschaft (R) nicht hinreichend fir die €(T)-Subskalaritit.
Beweis. Sei eq, eo, ... die Standardbasis von cg. Fiir n € N definieren wir
_ 610g2 (n+2)—log?(n+3)

Wn,

Sei T' € B(X) der gewichtete Shift mit Te,, = wpen 41 fiir n € N, Um zu zeigen, dass T'
die gewiinschten Eigenschaften hat, gehen wir in verschiedenen Schritten vor.

Behauptung 1: Die Folge (wy,), ist monoton wachsend mit lim w, = 1.
n—oo
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Beweis. Offensichtlich gilt fiir alle n € N, dass 0 < w,, < 1.
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert fiir alle n € N ein x = x(n)
sodassn+2 <z <n-+3und

1
log?(n +2) —log*(n + 3) = =2 08T (11)
x

Die Funktion g(x) = —210% ist wegen ¢'(x) = —21_315# > 0 fiir x > e monoton
wachsend. Also ist log®(n + 2) — log?(n + 3) monoton wachsend fiir n € N mit

lim (log?(n + 2) —log?(n + 3)) = 0.
n—0o0

Behauptung 1 impliziert, dass

[o.@)
IT| = sup ||Twl|= sup [|T) wnen]
llzll=1 [Ed [ S—
oo
= sup ||Z;L'nTenH
lzll=1 =
= sup sup |xpwy| = 1.
|lz]|=1 neN

Also folgt fiir 1 < |z] < 2, dass

1 o 1
fir - = |- e
n=0

|2 =1

<

Dies zeigt (ii).
Sei n € N beliebig. Dann gilt fiir alle k € N

T”ek = WpWk+1 -+« - Wk4n—1€k+n-

Behauptung 2: Es gilt
m(T) = inf{|w,| : n € N}.

Beweis. Offensichtlich gilt
m(T) = 1inf{||Tz| : ||z]| = 1} < inf{||Te,]| : n € N} = inf{||w,|: n € N}.

Fiir die andere Ungleichung seien © € X mit ||z|| = 1 und € > 0. Wir fixieren ein k € N
so, dass |zp_1| > 1 —e. Dann gilt

ITz| = sup [(Tw)n| = sup [wn||zg—1]
neN neN
> |wgllze—1| > [we|(1 — )
> inf{|w,| :n € N}(1 —¢)

Dieser Term konvergiert fiir € — 0 gegen inf{|w,| : n € N} und es folgt, da x beliebig
mit ||| = 1 war, die Aussage. O
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Sei n € N beliebig. Dann ist die Folge (wy)reny monoton wachsend und somit ist die
Folge (wiwgs1 - - - Wptn—1)ken ebenfalls monoton wachsend. Zusammen mit Behautpung
2 liefert dies

m(T") = iIéf Wi+ oo Wty 1 = W] ... W

6log2 3—log? 4610g2 4—log?5 610g2(n—i—2)—10g2(n—i-3)
n+2 . i
log2(7)log2(+1)
3

29 1,02
— ei= _ elog 3—log”(n+3)

3log3
(n + 3)10g(n+3) )

Angenommen, es giibe nun ein C' > 0 und ein ¢ > 0 so, dass m(T™) "1 < Cn? fiir alle
n € N. Dann miisste die Folge

an =

m(T™) ™1
nd
fiir alle n € N beschriankt sein. Allerdings gilt
nlogn

—_ . n
=patlen oo,

nd

Somit gilt auch

310g3 1
(s 3yt (n + 3)los(n+3)
an = = - — w7
nd 3log 3nq

was zu einem Widerspruch fiihrt. Daher erfiillt 7' keine polynomielle Wachstumsbedin-
gung (P) und ist deswegen nach Korollar 3.1 nicht £(T)-subskalar. Wir haben also (iv)
gezeigt.

Behautpung 3: Es gilt o(T) =D

Beweis. Die Inklusion o(T) C D ist klar wegen ||T| = 1. Fiir die andere Inklusion sei
z € D\{0}. Wir zeigen nun, dass (z — T') nicht surjektiv ist. Angenommen es existiere
ein © = (Tg)ken € ¢ 80, dass e; = (z — T)x. Dann gilt

e1=(z—T)x = (2T — Wk_1Tk_1)keN,

wobei g = wg = 0. Dies fiihrt zu

1
x = —
z
und w1
T — ko1ok—l (l{‘ > 2)
z
Induktiv sieht man, dass
k—1
T = H w; |z~
Jj=1
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Da |z| < 1 und wy — 1 fiir £ — oo, existiert ein N € N so, dass wy > |2| fir K > N.Also
ist fir £ > N die Ungleichung

|~
Bl
|
—
g
<

|z =

™
N

o,
Il
-

/j:

Erfiillt. Die Folge (|xg|)r ist somit ab dem Index N monoton wachsend. Folglich kann
x = (7x)k keine Nullfolge gewesen sein. Somit ist D\{0} C o(7T). Da das Spektrum eines
Operators kompakt ist, ist auch D C o(T). O

|5Bk+1|-

Ly
Il
_

A

x| =
.::1;?
W\E

Es gilt, dass

3log3 L/n log 3\ 1/ log(n + 3)
_ — alog3 s —_oV" " Y oe(n + &
( (n+3)) (5 ) exp ( p og(n + 3))

(n + 3)los
1/n 2
(31°g3) / oxp <log (n+ 3)) .

n
Da ,
1 2 <
lim 08 (3 _
n—00 n
folgt
, 1/n log? 3
lim m(T")l/” = lim <3l°g3> exp (_og(n—f—)) =1.
n—oo n—00 n
—_——— -
—1 e

Deswegen gilt nach [MZ83], Theorem 3 in Section 4, dass
oap(T) C C\D.
Zusammen mit der Aussage
00(T) C ogp(T) C o(T)
und Behauptung 3 folgt

Oap(T) =T
und wir erhalten (i).
Da
[T < 1,
folgt
2. log(max{||T™ |, m(T™)~1}) B >, log ((n+3)log(n+3)/3log3)
Z n2 - Z n2
n=l1 n=1
> log?(n +3) — log?3
-yl el
n
n=1
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Also erfiillt T' die Beurlingsche Bedingung (B). Nach Bemerkung 6.2 besitzt T' Bishops

Eigenschaft (3). Also gilt (v).

Bleibt noch (iii) zu zeigen.

Behauptung 4: lim (—wn)®
n—

oo Wn+1—Wn

=0.

Beweis. Sei n € N. Durch Anwenden des Mittelwertsatzes finden wir ein z = x(n) mit
n+2 <x <n-+ 3 so, dass gilt

2 loe? 2 loe?
Wpgl — W = elog (n+3)—log*(n+4) elog (n+2)—log=(n+3)

— elog2 z—log?(z+1) (210g$ . 210g(x + 1)) )

T z+1

Wenden wir erneut den Mittelwertsatz an, so finden wir ein y = y(z) mit z <y <z +1
so, dass

Wn41 — Wy =€

log? x—10g2(55+1) 210g;c - 210g(w + ]) _ 726,10g2 z—logQ(JJ-‘rl) 1— ]Ogy
T x+1 y2

Mit einem n+ 2 <z’ <n+ 3 wie in (11) folgt

_olo 2(77+2)—ln ‘2(n,+3) 3 .
0wy ) (o iamm s ) (log?(n+2) — log*(n +3))°
nggc Wp41 — Wy nl—I>I<>lo _2610g2 z—log?(z+1) l—lggy
)
_ (71)3 1 lim (log®(n + 2) — log*(n + 3))3
- 2 ] noo 1-logy
o2
1 <72 log =’ ) 3
= - lim ~—~ 7~ :
Yy
2 1 3 ..
= —4lim L tim 2%

n—oo 12 n—oo /(1 — logy)
O

Behauptung 5: Es gibt ein r € (0,1) so, dass m(T — z) > (1 — |2])? fiir alle z € D mit
|z| > r.

Beweis. Wihle ein ng € N so, dass

(1 —wy)? < 1
W41 — Wy 16

fiir alle n > ng. Zu diesem ng wihlen wir ein r mit % <r <1, sodass

r—(1 —7‘)3 > Why-
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Angenommen es géibe ein A € D mit [A| > r so, dass
m(T — ) < (1 —|A)2.

Dann gibt es ein & = (zn)neny € X mit ||z| = sup,, |za| = 1 und |(T = Nz| < (1 —|A])3.
Da
(T — Nz = (= Az, wiw) — ATo, waTy — AT3,. . .),

erhalten wir

Allz1] < (1= AD? und sup [wpay — Aznia| < (1= [AD?. (12)
neN
Wir zeigen nun, dass dies nicht moglich ist.
Aus der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt

sup |wy, |Tn| — |Al|Tnt1|| < sup lwpz, — Azpea| < (1 — \)\\)3.
n n

Indem wir A durch |A| und die Folge (zy,)nen durch die Folge (|z,|)nen ersetzen, kénnen
wir annehmen, dass A > 0 und alle x,, > 0 sind.

Wir schreiben a = (1 — A)3. Sei m € N mit x,, = 1 und x; < 1 fiir alle j < m. Nach
Konstruktion gilt z; < (1i\>‘)3 < 1. Also muss m > 2 sein. Wre wm,—1 < A — a so miisste
nach (12) die Ungleichung

a > |Wmo1Zm—1 — AZm| = Al — Win—1Zm—1 > A — (A — @) Tp—1
= A—a)(l—zp-1)+a>a

gelten. Dies ist ein Widerspruch. Folglich gilt
W1 > X — a. (13)
Nehmen wir nun an, dass w,;, < A+ «. Dann ist
Wy, — Win—1 < 2a

und

Da \ > % und somit
(1=X)—(1=XN*=(1=MAN2-)\) >

folgt nun
(1 — wp)? - (I-X—a)® (1-X—(1-X)?)?3 -
Wy — W1 2a N 2(1 —\)3 ~ 16

Also ist m — 1 < ng und es gilt

)\—a:)\—(l—)\)g27"—(1—7“)3>wn0zwm,l.



Dies widerspricht jedoch (13). Somit ist
W > A+ a. (14)

Weil W Tm — ATmt1| < a und x,, = 1 ist, folgt nun Ax,,11 > wy, — a und somit

Wy, — G

Tm41 > 2 > 17
was wiederum der Annahme ||z|| = 1 widerspricht.
Somit gilt
m(T —z) > (1—|2|)?
fir alle z € D mit |z| > r. O

Wegen Lemma 6.4 ist C' = inf{m(T — z) : |z| <r} > 0. Daher gilt
m(T —z) > C">C'(1—|z|)3
fiir alle |z| < . Setzen wir C' = min{1,C"}, so erhalten wir
m(T —z) > C(1— |2])3
fiir alle z € D. Somit haben wir (iii) gezeigt und unser Beispiel ist bewiesen. O

Satz 6.6. Sei X ein separabler Banachraum und w: cg — X eine topologische Einbet-
tung. Dann gibt es ein R € B(X) und ein C > 0 so dass

(i) o(R) =D,

(i) |(R—2)7" < C(lz| =)~ fir 1 < 2] <2,
(iii) m(R—z)"' < C(L — |2))"3 fir |2] < 1,

(iv) R ist nicht £(T)-subskalar,

(v) R hat Eigenschaft (8)

Beweis. Nach [BP58] ist Y = 7(¢p) C X topologisch komplementiert, das heifit es gibt
einen abgeschlossenen Teilraum Z C X so,dass X =Y & 7. Sei T' € B(cg) der in Beispiel
6.5 konstruierte Operator und R € B(X) der stetig lineare Operator mit Rrx = 7Tz
fiir x € g und Rz = z fir z € Z. Dann hat R die geforderten Eigenschaften. O

Somit haben wir die Frage aus dem vorherigen Abschnitt mit nein beantwortet. Aus
dem polynomiellen Wachstum der Resolvente und des Minimalmoduls nahe der Ein-
heitskreislinie 1isst sich nicht die £(T)-Subskalaritiit eines Operators folgern.
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7 Langsam wachsende Linksinverse und £(T)-Subskalaritit

In Korollar 5.3 haben wir gesehen, dass die Bedingung (F) sowohl notwendig als auch
hinreichend fiir die £(T)-Subskalaritit eines Operators 7' € B(X) auf einem Banach-
raum X ist. Im vorhergehenden Abschnitt haben wir gezeigt, dass die Bedingung (R)
nur notwendig hierfiir ist.

In diesem Abschnitt wollen wir zu einem Operator 7' € B(X) auf einem Banachraum
X eine fiir die £(T)-Subskalaritit hinreichende Bedingung in Termen von dem Wachs-
tum der Resolvente und der Existenz einer analytischen Linksinversen von T — z mit
vorgegebenen Wachstumsbedingungen formulieren.

Satz 7.1. Sei T € B(X) mit o(T) C D so, dass Konstanten C > 0 und p > 0 existieren
mat
(T —2)7Y < C(lz| = 1)7P fir1 < |z| < 2.

Ezistieren g > 0 und eine analytische Funktion L : D — B(X) so, dass
L(z)(T — z) = 1B(X)

und

L)l < O — [2[)™7 fiir |2] < 1, (15)
so ist T' ein E(T)-subskalarer Operator.

Bemerkung 7.2. Die Ungleichung (15) impliziert, dass fir |z| <1 und x € X gilt
lz[l = [[L()T = 2)z|| < C(1 = )T - 2)zll,
was sich wmschreiben ldsst zu
(T = 2)z|| > C7H(1 = [2])||].

Daraus folgt
m(T — z) > CH1 — |2|)2.

Beweis zu Satz 7.1: Wie im Beweis zu Satz 2.3 (i4) = (44i) gesehen, impliziert

(T — z)*1|| <C(z| =1 Pfirl <z <2,
dass
T < M -nP

fiir alle n € N mit einem geeigneten M > 0.
Sei 0 < R < 1 beliebig. Wir entwickeln L in seine Taylorreihe und schreiben

o
L0
L(z)=> L2, z€D, wobei L, = V,” e B(X).
v=0 :

o7



Nach den Cauchyungleichungen fiir die Taylorkoeflizienten gilt fiir n € N:

. — 15
max{||L(z)| : |z| = R} (S) o. 1

| < - -
||[V|| = Rv R¥(1 — R)4

Sei f:(0,1) = R,7+— r7¥(1 —r)~% Wegen

d Fr) = —or 0D ) (1 )t = vrqr—v i 0
gl ) =—vr T qr T = (1 - )@
<
genau dann, wenn
>
v
-
<Vvtr
ist, nimmt die Funktion f im Punkt » = VL_W ihr absolutes Minimum auf (0,1) an. Wir

folgern, dass

|L,,|§c.<'/> -(1— ) |
v+gq vV+yq

—V
Weiter gilt, dass <<Uj’rq) ) eine monoton wachsende Folge ist, mit
v

Fiir v > q ist

—q q ¢ q q
(o) ) =) -6
v+q q q q
Fiir alle 2 < v < ¢ erhalten wir

—q q q
(ste) (2 ) e
v+q q q
2 q
K—C’eq-max{<> ,1}
q

IL,] < K- o2

Dann folgt mit

dass

fiir alle v > 2. Auflerdem ist

gy = LT —2) =Y L2"(T — 2) = LoT + Y (LT — Ly—1) 2
v=0 v=1

fiir alle |z| < 1. Daraus kénnen wir folgern, dass

LT = 1B(X) und L, T =L, 1

o8



fiir alle » € N und somit
LT = L, 1T = ... = LoT = 1p(x).

Sei x € X mit ||z|| = 1. Dann gilt wegen

lell = [ T[] < | Lo [T ],
dass fiir alle v > 2

m(T") > |Ly_1|| ' > K v —-1)7>K W

Mit einer geeigneten Konstanten p > 0 gilt

1T < pn? und (m(T™))~" < pnf
fiir alle n € N. Nach Korollar 5.3 ist 7" ein £(T)-subskalarer Operator. O]

Im Hilbertraum-Fall ist das in Satz 7.1 gegebene Kriterium auch notwendig fiir die £(T)-
Subskalaritét.

Satz 7.3. Sei H ein Hilbertraum und T € B(H) mit o(T) C D.
Der Operator T ist E(T)-subskalar genau dann, wenn es C > 0.p,q > 0 und eine
analytische Funktion L : D — B(H) gibt so, dass

(i) (T —2)7" < C(lz] = D)7 fir 1 < 2] <2,
(1) L(z)(T — 2) = 1g(my fir || <1,
(i) | L(2)|| < C(1—[2])79 fir |z] < 1.

Beweis. SeiT € B(H) ein £(T)-subskalarer Operator. Nach Bemerkung 5.5 gibt es einen
Hilbertraum K, eine Isometrie 7 : H — K und einen £(T)-skalaren Operator S € B(K)
mit

Stx =1Tx

fiir alle z € H. Im Folgenden identifizieren wir H mit dem abgeschlossenen Teilraum
mH C K vermdge der Isometrie . Nach 2.6 existieren Konstanten C > 0 sowie p,q > 0
so, dass

(S — z)_1|| <C(lz] 1) Plirl<|z| <2

und
(S — z)’1|| <O —|z]) 2 fir 2] < 1

ist. Daraus folgt nun

I — =) < O

z| —1)7Pfirl < |z| <2

Definieren wir

L:D— B(H), L(z)x = Py(S—2)"'z
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fiir € H, so ist L analytisch und es gilt

ILG) < IS —2) " < -2~

fiir [2| < 1. Die Identitéat L(z)(T — 2) = 1pg) auf D folgt aus T — 2z = (S — 2)|5.
Die Riickrichtung des Beweises folgt unmittelbar aus Satz 7.1. O

Wir haben also eine hinreichende Bedingung in Termen des Wachtums der Resolven-
te und der Existenz einer analytischen Linksinversen mit vorgeschriebendem Wachtum
fiir die £(T)-Subskalaritit gefunden. Diese Bedingung ist zudem notwendig fiir £(T)-
subskalare Operatoren auf Hilbertrdumen. Fine Frage die offen bleibt: Ist diese Bedin-
gung auch notwendig fiir die £(T)-Subskalaritét von Operatoren auf Banachraumen?
Zudem kennen wir kein zu Beispiel 6.5 analoges Gegenspiel eines Operators auf einem
Hilbertraum, der der Bedingung (R) geniigt, jedoch nicht £(T)-subskalar ist.
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