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EinleitungEine der gro�en Leistungen der Funktionalanalysis des letzten Jahrhunderts istder Beweis der Existenz der minimalen unit�aren bzw. isometrishen Dilatation vonKontraktionen durh Sz.-Nagy ([SNF70℄, Kapitel 1).Dieser Satz hat eine Vielzahl von Konsequenzen, etwa folgt unmittelbar die G�ultig-keit der bekannten von Neumannshen Ungleihung:Sei T eine Kontraktion �uber einem Hilbertraum H und p ein Polynom. Dann giltkp(T )k � kpk1;D ;wobei D die o�ene Kreissheibe in C bezeihnet.Eng verbunden mit der Existenz von isometrishen Dilatationen ist das Commutant-Lifting-Theorem, das es gestattet, jeden Operator, der zwei Kontraktionen ver-tausht, normerhaltend zu einem Operator fortzusetzen, der die minimalen isome-trishen Dilatationen dieser Kontraktionen vertausht.Eine m�oglihe Anwendung des Commutant-Lifting-Theorems ist zum Beispiel eineinfaher Beweis des klassishen Interpolationssatzes von Nevanlinna und Pik:Gegeben seien endlih viele Punkte z1; : : : ; zn in der Einheitskreissheibe D von Csowie komplexe Werte w1; : : : ; wn. Es existiert dann und nur dann eine durh 1beshr�ankte holomorphe Funktion � auf D , die das Interpolationsproblemf(zi) = wi f�ur alle i = 1; : : : ; nl�ost, wenn die Matrix �1� wiwj1� zizj �ni;j=1positiv semide�nit ist.Nun stellt sih die Frage der Verallgemeinerung dieser Ergebnisse auf den mehr-dimensionalen Fall, und zun�ahst ben�otigt man eine ad�aquate Verallgemeinerungdes Kontraktionsbegri�es. Eine M�oglihkeit besteht darin, von einem Tupel ver-taushender Kontraktionen T 2 L(H)n auszugehen. Eine Dilatation w�are dannein Tupel U 2 L(K)n vertaushender isometrisher bzw. unit�arer Abbildungen aufeinem gr�o�eren Hilbertraum K, so da� die GleihheitT  = PHU jH ( 2 Nn0 )erf�ullt ist. Ando zeigte f�ur den Fall n = 2 die Existenz minimaler isometrisherbzw. unit�arer Dilatationen ([And63℄). Von Parrott ([Par70℄) stammt jedoh einGegenbeispiel, das zeigt, da� f�ur n � 3 im allgemeinen keine unit�aren Dilatationen1



2 EINLEITUNGeines vertaushenden Tupels von Kontraktionen mehr existieren. Au�erdem wurdevon Varopoulos ([Var74℄) gezeigt, da� f�ur hinreihend gro�es n die von Neumann-she Ungleihung f�ur ein Tupel von vertaushenden Kontraktionen sowohl �uber demPolyzylinder als auh �uber der Kugel falsh ist.Einen Ausweg aus diesem Dilemma bietet die Einf�uhrung eines st�arkeren Kontrak-tivit�atsbegri�es:Ein vertaushendes Tupel T 2 L(H)n hei�t sph�arishe Kontraktion, falls die Un-gleihung nXi=1 T �i Ti � 1Hgilt.Nat�urlih ist damit jede sph�arishe Kontraktion ein Tupel von Kontraktionen. VonM�uller und Vasilesu ([MV93℄) stammt nun ein Modellsatz, der es gestattet, je-de sph�arishe Kontraktion T 2 L(H)n, die eine zus�atzlihe C0�-Bedingung erf�ullt,als Einshr�ankung des R�ukw�artsshiftes auf einen invarianten Teilraum in einemgeeigneten Raum H-wertiger holomorpher Abbildungen darzustellen:Ist H2n der funktionale Hilbertraum �uber der Einheitskugel Bn im C n , dessen repro-duzierender Kern durh �n(z; w) = 11� hz; wigegeben ist, und bezeihnet Mzi die Multiplikationen mit den Koordinatenfunktionenauf H2n, dann existiert eine Isometrie V : H ! H2n 
H, so da� die Identit�atV Ti = (M�zi 
 1H)V (1 � i � n)gilt.In neuerer Zeit wurden auh spezielle Commutant-Lifting-S�atze bewiesen, die eserlauben, einen Operator X 2 L(N ), der auf einem f�ur alle M�zi 
 1H invariantenTeilraum N von H2n 
H de�niert ist und dessen Adjungierte die Operatoren(M�zi 
 1H)jN (1 � i � n)vertausht, normerhaltend zu einem Operator Y auf H2n 
 H zu liften, der dieOperatoren M�zi 
 1H vertausht.Kombiniert man nun den obigen Modellsatz und das spezielle Commutant-Lifting-Ergebnis, erh�alt man eine Art von Commutant-Lifting f�ur sph�arishe Kontraktio-nen, die die C0�-Bedingung erf�ullen, wobei das Tupel Mz 
 1H an die Stelle derisometrishen Dilatation tritt, also eine Verallgemeinerung des eindimensionalenCommutant-Lifting-Theorems, die durhaus von praktishem Nutzen ist.Von Varopoulos wurde ebenfalls gezeigt, da� f�ur gro�es n die von NeumannsheUngleihung niht nur f�ur Tupel von Kontraktionen, sondern auh f�ur sph�arisheKontraktionen ihre G�ultigkeit �uber der Einheitskugel verliert. Es liegt nun nahe,eine Norm zu de�nieren, die eine von Neumannshe Ungleihung erlaubt:



EINLEITUNG 3F�ur eine auf Bn holomorphe Funktion f und einen beliebigen unendlihdimensio-nalen separablen Hilbertraum sei die duale Shurnorm durhkfkS� = supfkf(rT �)k ; 0 < r < 1 ; T 2 L(H)n sph�arishe Kontraktion gde�niert. Man zeigt, da� diese De�nition unabh�angig von der Wahl von H ist. Derduale Shurraum besteht nun de�nitionsgem�a� aus den holomorphen Funktionen,deren duale Shurnorm endlih ist.Von Drury ([Dru78℄) wurde erstmals eine Verbindung zwishen dem dualen Shur-raum und dem Multiplierraum von H2n hergestellt, und durh Eshmeier und Puti-nar ([EP℄) wurde ihre �Ubereinstimmung bewiesen.Ziel dieser Arbeit ist es nun unter anderem, diese Resultate f�ur andere funktionaleHilbertr�aume als H2n zu etablieren. Von zentraler Bedeutung ist dabei die Erkennt-nis, da� sih die Bedingung 1H � nXi=1 T �i Ti � 0;die eine sph�arishe Kontraktion auszeihnet, sehr einfah durh den reproduzieren-den Kern von H2n beshreiben l�a�t, denn bezeihnetn(z; w) = �n(z; w);und LT� bzw. RT die Tupel der Links- bzw. Rehtsmultiplikationen, dann gilt1H � nXi=1 T �i Ti = 1n (LT� ; RT )(1H);wobei die rehte Seite auh dann Sinn ergibt, wenn wir n etwa durh die Abbildung(z; w) 7! K(z; w)mit geeigneten allgemeineren Kernen K ersetzen.Da in dieser Arbeit durhgehend alle Ergebnisse vektorwertig formuliert werden,geben wir im ersten Kapitel eine Zusammenfassung aller ben�otigten S�atze aus derTheorie funktionaler Hilbertr�aume von E-wertigen Funktionen und ihrer Multi-plierr�aume (wobei wir uns auf den Fall beshr�anken, da� E ein Hilbertraum ist).Das zweite Kapitel widmet sih einer allgemeinen angepa�ten De�nition eines (dua-len) Shurraumes.Im dritten Kapitel stehen solhe funktionalen Hilbertr�aume im Vordergrund, derenreproduzierender Kern K nullstellenfrei ist und die Bedingung1� 1K positiv de�niterf�ullt. Solhe R�aume bezeihnen wir als Nevanlinna-Pik-R�aume und ihre Kerneals Nevanlinna-Pik-Kerne. Als Standardbeispiel dient der bereits oben betrahteteKern �n.Das erste Hauptresultat der Arbeit ist Satz 3.12, der f�ur eine gro�e Klasse vonNevanlinna-Pik-R�aumen, die sih unter anderem dadurh auszeihnen, da� das



4 EINLEITUNGInverse ihres reproduzierenden Kernes ein Polynom in z; w ist, die Gleihheit vonMultiplierraum und dualem Shurraum etabliert.Im vierten Kapitel wird die Struktur von solhen funktionalen Hilbertr�aumen un-tersuht, deren Kerne Potenzen von Nevanlinna-Pik-Kernen sind (und damit selbstniht mehr notwendig Nevanlinna-Pik-Kerne), da solhe R�aume in nat�urliher Wei-se auftreten, wie etwa der aus der Funktionentheorie bekannte Hardyraum mitreproduzierendem Kern �nn. Das zweite Hauptergebnis dieser Arbeit ist dann einCommutant-Lifting-Resultat (Satz 4.10) f�ur diese Klasse funktionaler Hilbertr�aume,das als Spezialfall sowohl das Commutant-Lifting-Ergebnis von Eshmeier und Pu-tinar ([EP℄) als auh dasjenige von Ambrozie und Timotin ([ATa℄) enth�alt.Als Folgerung aus dem Commutant-Lifting-Theorem erh�alt man dann sofort eineL�osung des Nevanlinna-Pik-Problems. Durh Sarason wurde der klassishe Satz vonNevanlinna und Pik erstmals in den Kontext funktionaler Hilbertr�aume ger�ukt:Und zwar versteht man den Raum H1(D ), innerhalb dessen man interpolierenm�ohte, als Multiplieralgebra des Hardyraumes H2 auf der Kreisshreibe in C und�uberf�uhrt die Fragestellung in das Problem, Multiplier des funktionalen Hilbertrau-mes, der aus den Einshr�ankungen der Elemente von H2 auf eine Teilmenge Y vonD besteht, normerhaltend zu Multipliern des ganzen Raumes H2 fortzusetzen. Diesist jedoh leiht zu bew�altigen, wenn man ein Commutant-Lifting-Theorem wie Satz4.10 zur Verf�ugung hat. Wir zeigen in Kapitel 4, Abshnitt 3, da� in Nevanlinna-Pik-R�aumen diese Form der Nevanlinna-Pik-Interpolation m�oglih ist.Abshlie�end wird in Kapitel 4 eine Variante des Satzes von Beurling-Lax-Halmosbewiesen, wie er spezieller in [GRS℄ gezeigt wurde. Wir beantworten dabei eine in[MT00℄ aufgeworfene, o�ene Frage.Kapitel 5 widmet sih dann der Verallgemeinerung des Modellsatzes, wie er obenbeshrieben wurde. Unter Benutzung der Tatsahe, da� sih jeder Nevanlinna-Pik-Raum in kanonisher Weise mit einem Teilraum des Raumes H2n identi�zieren l�a�t,folgt unser Modellsatz bereits aus dem Ergebnis von M�uller und Vasilesu und stelltinsbesondere eine Verallgemeinerung des in [Pot96℄ im Kontext positiver regul�arerPolynome bewiesenen Modellsatzes dar.Das sehste und letzte Kapitel geht shlie�lih auf die in [Pot96℄ betrahtete Situa-tion ein, und reformuliert die in der vorliegenden Arbeit bewiesenen Resultate inder dort eingef�uhrten Notation. Insbesondere erhalten wir ein Commutant-Lifting-Ergebnis f�ur die Klasse der (P;m)-positiven Operatoren, die in [Pot96℄ als Verall-gemeinerung der sph�arishen Kontraktionen vorgeshlagen wurden.Mein Dank gilt Herrn Prof. Dr. J. Eshmeier f�ur das interessante Thema und diegeduldige Betreuung. Mein Dank gilt auh Herrn Dipl. Math. Mihael Didas f�ur vielefruhtbare fahlihe Diskussionen sowie Frau Ute Staemmler f�ur das Korrekturlesenmeiner Arbeit.Shlie�lih danke ih meinen Eltern, die mih w�ahrend des letzten Jahres sowohlmoralish als auh �nanziell unterst�utzt haben.



NotationenAn dieser Stelle erkl�aren wir einige Notationen und Symbole, die durhgehend inder vorliegenden Arbeit verwendet werden.� Alle vorkommenden Vektorr�aume haben die Menge der komplexen Zah-len C als Grundk�orper. F�ur zwei normierte R�aume X und Y bezeihnetL(X ;Y) den Raum aller stetigen linearen Abbildungen von X nah Y .Abk�urzend verwenden wir auh L(X ) anstatt L(X ;X ). F�ur eine MengeM � X sei WM die abgeshlossene lineare H�ulle von M in X . Fernersind Teilr�aume von normierten R�aumen grunds�atzlih per De�nition ab-geshlossen. F�ur einen normierten Raum X sei 1X immer die identisheAbbildung von X nah X . Kern und Bild einer linearen Abbildung T be-zeihnen wir mit ker T und ran T .� Wir bezeihnen mit{ 
� das �-Tensorprodukt{ 
2 das Hilbertraumtensorprodukt{ 
̂2; 
̂� die vervollst�andigten Tensorprodukte.Abk�urzend shreiben wir H 
G f�ur das vervollst�andigte Hilbertraumten-sorprodukt von zwei Hilbertr�aumen H und G, also H 
G = H
̂2G. FallsH0 � H und G0 � G zwei abgeshlossene Teilr�aume sind, so ist H0 
G0der Abshlu� des algebraishen Tensorproduktes von H0 und G0 in derTopologie von H
G (�aquivalent: die Vervollst�andigung des algebraishenTensorproduktes H0 
G0).� In einem Hilbertraum H steht PM immer f�ur die Orthogonalprojektionauf einen abgeshlossenen Teilraum M von H . F�ur eine Teilmenge M ei-nes Hilbertraumes H ist M? das orthogonale Komplement von M in H .� Es bezeihnet D die o�ene Einheitskreissheibe in C und Bn die o�eneEinheitskugel in C n .� F�ur eine o�ene Menge U � C n ist O(U) die Menge der holomorphen Funk-tionen auf U . Ist X ein Banahraum, bezeihnet O(U;X ) die Menge derX -wertigen holomorphen Funktionen auf U .5



6 NOTATIONEN� Ferner ist f�ur U � CN die Menge ~U de�niert als~U = fz ; z 2 Ug:F�ur eine Abbildung f : U ! C sei~f : ~U ! C ; ~f(z) = f(z):F�ur eine Abbildung f : U ! L(E ; E�) (E ; E� Hilbertr�aume) sei~f : ~U ! L(E�; E) ; ~f(z) = f(z)�:Somit ist f analytish genau dann, wenn ~f es ist.� F�ur einen Multiindex  2 Nn0 shreiben wirjj = nXi=1 i und ! = 1! � : : : � n!sowie f�ur z 2 C n z = z11 � : : : � znn :F�ur eine vollst�andige Auistung der in der Arbeit verwendeten Symbole verweisenwir auf das Symbolverzeihnis am Ende der Arbeit.



KAPITEL 1Hilbertr�aume vektorwertiger Funktionen1. GrundlagenIm folgenden bezeihne X eine Menge und E einen Hilbertraum.Definition 1.1. Ein Hilbertraum H � EX hei�t funktional, falls f�ur jedes � 2 Xdie Punktauswertung Æ� : H ! E ; f 7! f(�)stetig ist.Satz 1.2. Sei H � EX ein Hilbertraum. Dann sind �aquivalent:(i) H ist funktional.(ii) Es existiert eine Abbildung K : X �X ! L(E) mit folgenden Eigenshaften:� F�ur x 2 E und � 2 X liegt die Abbildung � 7! K(�; �)x in H.� Es ist hf;K(�; �)xi = hf(�); xi f�ur alle x 2 E, � 2 X und f 2 H.In diesem Fall ist K eindeutig bestimmt und hei�t reproduzierender Kern von H.beweis. Es gelte (i). F�ur � 2 X sei Æ� die stetige lineare AbbildungÆ� : H ! E ; f 7! f(�):Dann de�niert K : X �X ! L(E) ; (�; �) 7! Æ�Æ��eine Abbildung mit folgenden Eigenshaften:� F�ur x 2 E und � 2 X ist K(�; �)x = Æ��x 2 H.� F�ur x 2 E und � 2 X ist hf;K(�; �)xi = hÆ�f; xi = hf(�); xi.Also ist K wie gew�unsht.Es gelte nun (ii). Sei � 2 X . MitkK(�; �)xk2 = hK(�; �)x; xi� kK(�; �)k kxk2 (x 2 E)erh�alt man kÆ�(f)k = supx2E;kxk�1 jhf(�); xij= supx2E;kxk�1 jhf;K(�; �)xij� kfk kK(�; �)k 12 (f 2 H):7



8 1. HILBERTR�AUME VEKTORWERTIGER FUNKTIONENAlso ist Æ� stetig mit kÆ�k � kK(�; �)k 12 , und H ist funktional.Es bleibt die Eindeutigkeitsaussage zu zeigen: Seien also K; ~K wie oben. Dann giltf�ur f 2 H; � 2 X; x 2 Ehf;K(�; �)xi = hf(�); xi = hf; ~K(�; �); xiund somit K(�; �)x = ~K(�; �)x (� 2 X; x 2 E), also K = ~K. �Wir vereinbaren ferner folgende Shreibweise: F�ur x 2 E und � 2 X bezeihneK�;x 2 H die Abbildung X ! E ; � 7! K(�; �)x. Das folgende Lemma fa�t einigewihtige Eigenshaften funktionaler Hilbertr�aume und ihrer reproduzierenden Kernezusammen.Lemma 1.3. Sei H � EX ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem KernK und Punktauswertung Æ� (� 2 X).(a) Seien �; � 2 X ; x; y 2 E. Es gilt K(�; �) = Æ�Æ�� . Insbesondere ist K(�; �) einpositiver Operator, und es giltK(�; �)� = K(�; �)kK(�; �)k � kÆ�k kÆ�kkK(�; �)k = kÆ�k2kK(�; �)k2 � kK(�; �)k kK(�; �)kjhK(�; �)x; yij2 � hK(�; �)x; xihK(�; �)y; yikK�;xk � kÆ�k kxk:(b) Die Menge fK�;x ; � 2 X; x 2 Eg ist total in H.() Es ist H = W�2X ran(Æ��).(d) Falls X ein topologisher Raum und X; E beide separabel sind und f�ur alle x 2 Xdie Abbildung X ! H ; � 7! K�;x stetig ist, ist H separabel.(e) Sei X � C n o�en. Dann sind �aquivalent:(i) H � O(X; E).(ii) Die Abbildung ~ : X ! L(H; E) ; � 7! Æ� ist holomorph.(iii) Die Abbildung C : X � ~X ! L(E) ; C(z; w) = K(z; w) ist holomorph.beweis.(a) Folgt aus dem Beweis von Satz 1.2.(b) Sei f 2 H mit hf;K�;xi = 0 f�ur alle � 2 X ; x 2 E . Dann isthf(�); xi = hf;K�;xi = 0 (� 2 X ; x 2 E);also f = 0.() Es ist LH(S(ran Æ�� ; � 2 X)) = LHfK(�; �)x ; � 2 X ; x 2 Eg diht in H.(d) Seien X0 � X; E0 � E abz�ahlbare dihte Teilmengen. Wir zeigen zun�ahst: F�uralle � 2 X ; x 2 E ; � > 0 existieren �0 2 X0 ; x0 2 E0 mit kK�;x�K�0;x0k < �.



1. GRUNDLAGEN 9Man w�ahle zuerst x0 2 E0 mit kx � x0k < �2kÆ�k+1 und dann �0 2 X0 mitkK�;x0 �K�0;x0k < �2 (Stetigkeit der Abbildung � 7! K�;x0). Dann giltkK�;x �K�0;x0k � kÆ�k kx� x0k+ kK�;x0 �K�0;x0k < �:Sei nun f 2 H ; � > 0. Dann existieren endlihe Folgen (�i)ni=1 ; (xi)ni=1 mitkf � nXi=1K�i;xik < �2 :F�ur alle i existieren nun �i 2 X0 ; yi 2 E0 mit kK�i;xi �K�i;yik < �2n . Danngilt kf � nXi=1K�i;yik � kf � nXi=1K�i;xik+ nXi=1 kK�i;xi �K�i;yik < �:Also ist fPni=1K�i;yi ; n 2 N ; �i 2 X0 ; yi 2 E0g � H diht und abz�ahlbar.(e) Es gelte (i). F�ur festes f 2 H ist o�enbar die AbbildungX ! E ; � 7! ~(�)f = f(�)analytish, nah dem Satz von Banah-Steinhaus also auh die Abbildung ~selbst, also folgt (ii). Damit ist auh die AbbildungX � ~X ! L(E) ; C(z; w) = (z)~(w)analytish. Falls (iii) gilt, so istLHfK(�; �)x ; � 2 X ; x 2 Eg � O(X; E):Aufgrund der Stetigkeit von K sieht man, da� die Topologie der kompaktgleihm�a�igen Konvergenz auf X gr�ober ist als die Normtopologie auf H. Dennf�ur jede Folge (fn)n2N in H mit fn �! f 2 H folgtkfn � fk1;L � kfn � fk sup�2L kK(�; �)k 12� kfn � fk kKk 121;L�L �! 0 (L � X kompakt):Da LHfK(�; �)x ; � 2 X ; x 2 Eg � H diht liegt, mu� shon H � O(X; E)gelten, was den Ringshlu� vervollst�andigt. �Nun f�uhren wir den Begri� der positiven De�nitheit L(E)-wertiger Abbildungen aufX � X ein, der in dieser Arbeit eine zentrale Rolle spielt. Wir werden sehen, da�solhe positiv de�niten Abbildungen genau die reproduzierenden Kerne funktionalerHilbertr�aume E-wertiger Funktionen auf X sind.Definition 1.4. Eine Abbildung K : X �X ! L(E) hei�t positiv de�nit, falls f�uralle endlihen Folgen (�i) in X, (xi) in EXi;j hK(�j ; �i)xi; xji � 0gilt.



10 1. HILBERTR�AUME VEKTORWERTIGER FUNKTIONENO�ensihtlih ist eine Abbildung K : X � X ! L(E) genau dann positiv de�nit,wenn f�ur alle Folgen (�i)ni=1 in X der Operator0BB� K(�1; �1) � � � K(�1; �n)... . . . ...K(�n; �1) � � � K(�n; �n) 1CCA 2 L(En)positiv ist. Im Fall E = C ist eine Abbildung K : X �X ! C genau dann positivde�nit, falls f�ur alle endlihen Folgen (�i) in X die Matrix (K(�i; �j))i;j positivsemide�nit ist.Bemerkung. F�ur eine positiv de�nite Abbdildung K : X �X ! L(E) gilt immerK(�; �)� = K(�; �) (�; � 2 X);denn f�ur �; � 2 X ist der Operator K(�; �) K(�; �)K(�; �) K(�; �) ! 2 L(E � E)positiv, insbesondere selbstadjungiert, und es gilt K(�; �) K(�; �)K(�; �) K(�; �) ! =  K(�; �) K(�; �)K(�; �) K(�; �) !� =  K(�; �)� K(�; �)�K(�; �)� K(�; �)� ! ;woraus sofort die Behauptung folgt.Wir zeigen nun, da� reproduzierende Kerne von funktionalen Hilbertr�aumen positivde�nit sind.Satz 1.5. Sei H � EX ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern K.Dann ist K positiv de�nit.beweis. Seien (�i) � X ; (xi) � E endlihe Folgen. Dann istXi;j hK(�j ; �i)xi; xji = Xi;j hK�i;xi ;K�j ;xj i= hXi K�i;xi ;Xj K�j ;xj i= kXi K�i;xik2� 0: �Umgekehrt geh�ort zu jeder positiv de�niten Abbildung K : X �X ! L(E) ein ein-deutig bestimmter funktionaler Hilbertraum H � EX mit reproduzierendem KernK, was im skalarwertigen Fall (E = C ) von Aronszajn [Aro50℄ gezeigt wurde.Satz 1.6. Sei K : X �X ! L(E) positiv de�nit. Dann gibt es genau einen funk-tionalen Hilbertraum H � EX mit reproduzierendem Kern K.



1. GRUNDLAGEN 11beweis. Da die Familie fK(�; �)x ; � 2 X ; x 2 Eg in H total sein mu�, setzenwir H0 = LHfK(�; �)x ; � 2 X ; x 2 Eg= f nXi=1K(�; �i)xi ; n 2 N ; �i 2 X ; xi 2 Eg:Wir de�nieren nun auf H0 ein Skalarprodukt gem�a� der Formelh nXi=1K(�; �i)xi; mXj=1K(�; �j)yji = nXi=1 mXj=1hK(�j ; �i)xi; yji:Das ist wohlde�niert; denn giltnXi=1K(�; �i)xi = ~nXi=1K(�; ~�i)~xi und mXj=1K(�; �j)yj = ~mXj=1K(�; ~�j)~yj ;so erh�alt man unter Benutzung der Gleihheit K(�; �)� = K(�; �) (�; � 2 X) diegew�unshte Unabh�angigkeit von der Wahl der Darstellung:nXi=1 mXj=1hK(�j ; �i)xi; yji = nXi=1hxi; mXj=1K(�j ; �i)�yji= nXi=1hxi; mXj=1K(�i; �j)yji= nXi=1hxi; ~mXj=1K(�i; ~�j)~yji= nXi=1 ~mXj=1hK(~�j ; �i)xi; ~yji= ~mXj=1h nXi=1K(~�j ; �i)xi; ~yji= ~mXj=1h ~nXi=1K(~�j ; ~�i)~xi; ~yji= ~nXi=1 ~mXj=1hK(~�j ; ~�i)~xi; ~yji:O�enbar ist h�; �i sesquilinear und aufgrund der positiven De�nitheit von K positivsemide�nit. Ferner gilt f�ur f =Pni=1K(�; �i)xi 2 H0 mit hf; fi = 0jhf(�); yij2 = jh nXi=1K(�; �i)xi; yij2= jhf;K(�; �)yij2� hf; fihK(�; �)y;K(�; �)yi= 0 (� 2 X ; y 2 E);da f�ur positiv semide�nite Sesquilinearformen die Cauhy-Shwarzshe Ungleihunggilt. Somit folgt f = 0, also de�niert h�; �i ein Skalarprodukt undkfk2 = hf; fi (f 2 H0)



12 1. HILBERTR�AUME VEKTORWERTIGER FUNKTIONENeine Norm auf H0.Nah Konstruktion gilt f�ur f =Pni=1K(�; �i)xi 2 H0 und � 2 X ; y 2 Ehf;K(�; �)yi = nXi=1hK(�; �i)x; yi = hf(�); yi;und die Abbildung Æ� : H0 ! E ; f 7! f(�) ist stetig mit kÆ�k � kK(�; �)k 12 , dennkÆ�fk = supy2E;kyk�1 jhf(�); yij� supy2E;kyk�1 kfk kK(�; �)yk= kfk supy2E;kyk�1hK(�; �)y; yi 12� kfk kK(�; �)k 12 (� 2 X ; f 2 H0):Nun bezeihne (H; h�; �i) die Vervollst�andigung von H0. Wir behaupten, da� die ste-tigen Fortsetzungen der Abbildungen Æ� auf H, die wir ebenfalls mit Æ� bezeihnenwollen, H zu einem Hilbertraum von Funktionen mahen. Dazu m�ussen wir siher-stellen, da� niht zwei vershiedene Elemente von H die gleihe Funktion de�nieren,also zeigen, da� die lineare Abbildungj : H ! EX ; f 7! (� 7! Æ�(f))eine Einbettung, sprih injektiv ist. Sei also f 2 H, so da� Æ�(f) = 0 f�ur alle � 2 X .Wir m�ussen zeigen, da� shon f = 0 gilt. Dazu w�ahlen wir eine Folge (fn) in H0,die in H gegen f konvergiert. Nat�urlih ist (fn) dann eine Cauhyfolge in H0 undes ist fn(�) �! 0 f�ur alle � 2 X aufgrund der Stetigkeit von Æ�. Wir w�ahlen nunDarstellungen der fn fn = mnXi=1K(�; �(n)i )x(n)i :Dann gilt hfp; fqi = hfp; mqXj=1K(�; �(q)j )x(q)j i= mqXj=1hfp(�(q)j ); x(q)j i p�! 0f�ur jedes q 2 N. Sei also nun � > 0. Wir �nden zun�ahst n0 2 N, so da�kfp � fqk < �p2 f�ur alle p; q � n0gilt. Zu n0 �nden wir nah dem eben Gesagten n1 2 N, so da� jhfp; fn0ij < �24 f�uralle p � n1 gilt. Wir erhalten somit f�ur alle p � maxfn0; n1gkfpk2 � kfpk2 + kfn0k2= kfp � fn0k2 + 2Rehfp; fn0i� kfp � fn0k2 + 2jhfp; fn0ij< �2:Also ist kfk = lim kfpk = 0, also f = 0, was zu zeigen war.



1. GRUNDLAGEN 13Also ist H, identi�ziert mit ran j, ein Hilbertraum von E-wertigen Funktionenauf X , der aufgrund der Stetigkeit der Punktauswertungen auh funktional ist.O�ensihtlih ist K der reproduzierende Kern von H.Es bleibt die Eindeutigkeit von H zu zeigen. Seien also(H1; h�; �i1) und (H2; h�; �i2) � EXfunktionale Hilbertr�aume mit reproduzierendem Kern K. Dann istH0 = LHfK(�; �)x ; � 2 X ; x 2 Eg � H1;H2diht und h�; �i1 und h�; �i2 stimmen o�enbar auf H0 �uberein. Man sieht, da� dannH1 = H2 gelten mu�, denn ist f 2 H1, dann existiert eine Folge (fn) in H0 mitfn �! f in H1. Dann ist (fn) eine Cauhyfolge in H0, also existiert g 2 H2 mitfn �! g in H2. Es folgt f�ur alle � 2 X :hf(�); yi = limhfn;K(�; �)yi1 = limhfn;K(�; �)yi2 = hg(�); yi (y 2 E):Also gilt shon f = g 2 H2. Umgekehrt folgt H2 � H1, und ebenso sieht man, da�auh die Normen �ubereinstimmen. �Die bijektive Korrespondenz zwishen funktionalen Hilbertr�aumen und positiv de-�niten Abbildungen erlaubt es, Resultate �uber Kerne funktionaler Hilbertr�aumeauf positiv de�nite Abbildungen anzuwenden, wovon im folgenden stillshweigendGebrauh gemaht wird. Nun formulieren wir ein Lemma, das in dieser Arbeit oftbenutzt wird, da es den Umgang mit positiv de�niten Abbildungen erheblih er-leihtert.Lemma 1.7. Seien G;G1; G2 Hilbertr�aume, gi : X ! L(G;Gi) (i = 1; 2) Abbil-dungen. Dann sind �aquivalent:(i) Es existiert eine Kontraktion � : G1 ! G2 mit �(g1(�)x) = g2(�)x f�ur alle� 2 X ; x 2 G.(ii) Die Abbildung  : X � X ! L(G) ; (�; �) = g1(�)�g1(�) � g2(�)�g2(�) istpositiv de�nit.In diesem Fall gilt: � ist isometrish auf D = Wfg1(�)x ; � 2 X ; x 2 Gg genaudann, wenn  = 0 ist.beweis. Es gelte (i). Seien (�i) � X ; (xi) � G endlihe Folgen. Dann istXi;j h(�j ; �i)xi; xji = Xi;j hg1(�i)xi; g1(�j)xji � hg2(�i)xi; g2(�j)xji= kXi g1(�i)xik2 � k�Xi g1(�i)xik2� 0 , weil k�k � 1:Gelte umgekehrt (ii). Dann gilt f�ur alle endlihen Folgen (�i) � X ; (xi) � GkXi g2(�i)xik � kXi g1(�i)xik:



14 1. HILBERTR�AUME VEKTORWERTIGER FUNKTIONENDaraus folgt sofort, da� es eine wohlde�nierte kontraktive lineare Abbildung� : D =_fg1(�)x ; � 2 X ; x 2 Gg ! G2mit �(g1(�)x) = g2(�)x (� 2 X ; x 2 G)gibt.Indem man �jD? = 0 setzt, erh�alt man die gew�unshte Abbildung �.Die R�ukrihtung des Zusatzes ist klar. Sei umgekehrt � isometrish auf D. Dannfolgt insbesondere h(�; �)x; xi = 0 (� 2 X ; x 2 E):Da nah Lemma 1.3 (�; �) selbstadjungiert ist, folgt daraus, da� (�; �) = 0 ist.Damit ist (nah Lemma 1.3)k(�; �)k2 � k(�; �)k k(�; �)k = 0 (�; � 2 X);was zu zeigen war. �Lemma 1.8.(a) Die positiv de�niten Abbildungen von X � X nah L(E) bilden in L(E)X�Xeinen spitzen konvexen Kegel.(b) (Faktorisierungssatz) Sei K : X � X ! L(E) positiv de�nit. Dann existierenein Hilbertraum F und eine Abbildung k : X ! L(E ;F), so da�� K(�; �) = k(�)�k(�) (�; � 2 X)� F = W�2X ran(k(�)):In diesem Fall ist das Paar (F ; k) eindeutig bis auf unit�are �Aquivalenz.() (Produktsatz) Seien K : X �X ! L(E) ; K 0 : X �X ! L(E 0) positiv de�niteAbbildungen. Dann ist auh die AbbildungK 
K 0 : X �X ! L(E 
 E 0) ; (�; �) 7! K(�; �)
K 0(�; �)positiv de�nit.beweis.(a) O�ensihtlih, bis auf die Spitzheit. Sei also K : X �X ! L(E) positiv de�nit,so da� auh �K positiv de�nit ist. Daraus folgt unmittelbar, da� K(�; �) = 0f�ur alle � 2 X . Nah der Cauhy-Shwarzshen Ungleihung f�ur positiv de�niteAbbildungen aus Lemma 1.3 ist dann shonkK(�; �)k2 � kK(�; �)k kK(�; �)k = 0 (�; � 2 X);also K = 0.(b) Sei F � EX der funktionale Hilbertraum mit reproduzierendem Kern K undsei Æ� : F ! E die Punktauswertung in � 2 X . Sei dann k(�) = Æ�� f�ur � 2 X .Dann folgt die Behauptung aus Lemma 1.3.



1. GRUNDLAGEN 15Zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage zeigt man leiht mit Hilfe von Lemma1.7, da� eine unit�are Abbildung U : F ! F 0 mitU(k(�)x) = k0(�)x (� 2 X ; x 2 E)existiert, wann immer (F ; k) und (F 0; k0) zwei Faktorisierungen von K sind.() Seien k : X ! L(E ;F), k0 : X ! L(E 0;F 0) Faktorisierungen von K;K 0. Seien(�i) � X ; (xi) � E 
 E 0 endlihe Folgen. Dann giltXi;j hK 
K 0(�j ; �i)xi; xji = Xi;j h(k(�j)� 
 k0(�j)�)(k(�i)
 k0(�i))xi; xji= kXi (k(�i)
 k0(�i))xik2� 0: �Nun sind wir in der Lage, die Abbildungen von X nah E , die in einem bestimm-ten funktionalen Hilbertraum liegen, durh eine positive De�nitheitsbedingung zuharakterisieren.Dazu f�uhren wir folgende Shreibweise ein: f�ur �; � 2 E sei� � � : E ! E ; x 7! �hx; �ider zu �; � geh�orige Rang-Eins-Operator. O�enbar ist f�ur jede Funktion f : X ! Edie Abbildung X �X ! L(E) ; (�; �) 7! f(�)� f(�)positiv de�nit.Satz 1.9. Sei H � EX ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern Kund sei f : X ! E eine Abbildung.(a) Es sind �aquivalent:(i) Die Abbildung f liegt in H und kfk � 1.(ii) Die Abbildung : X �X ! L(E) ; (�; �) 7! K(�; �)� f(�)� f(�)ist positiv de�nit.(b) Es sind �aquivalent:(i) Die Abbildung f liegt in H.(ii) Es existiert ein  � 0, so da� die Abbildung : X �X ! L(E) ; (�; �) 7! 2K(�; �)� f(�)� f(�)positiv de�nit ist.In diesem Fall ist kfk = minf � 0 ;  positiv de�nit g.beweis.



16 1. HILBERTR�AUME VEKTORWERTIGER FUNKTIONEN(a) Der Beweis basiert auf Lemma 1.7. Es sei Æ� die Punktauswertung in � 2 X .Wir de�nieren g1 : X ! L(E ;H) ; g1(�) = Æ��sowie g2 : X ! L(E ; C ) ; g2(�)x = hx; f(�)i:Damit gilt o�enbarg2(�)�(�) = � f(�) (� 2 C ; � 2 X):Dann ist (i) �aquivalent zu folgender Aussage (i)0:Es existiert eine Kontraktion � : H ! C mit�(g1(�)x) = g2(�)x (� 2 X ; x 2 E):Denn falls (i) gilt, w�ahlt man � = h�; fi. Gilt (i)0, so existiert nah dem Satz vonFr�ehet-Riesz ein g 2 H mit � = h�; gi und kgk � 1. Damit gilt f�ur � 2 X ; x 2 Ehx; f(�)i = �(Æ��x) = hÆ��x; gi = hx; g(�)i;also f = g 2 H und kfk = kgk � 1.Ferner ist o�ensihtlih(�; �) = g1(�)�g1(�)� g2(�)�g2(�) (�; � 2 X):Die �Aquivalenz von (i)0 und (ii) folgt nun gerade aus Lemma 1.7.(b) Von (i) nah (ii) gelangen wir mit  = kfk. Gelte umgekehrt (ii). Falls  = 0ist, dann mu� shon f(�) � f(�) = 0 f�ur alle � 2 X , also f = 0 gelten. Wirsetzen also  > 0 voraus. Dann ist die Abbildung : X �X ! L(E) ; (�; �) 7! K(�; �)��1 f(�)���1 f(�)�positiv de�nit, also nah (a) 1f 2 H mit k 1fk � 1, also f 2 H mit kfk � .Daraus folgt sofort der Zusatz. �



2. MULTIPLIER FUNKTIONALER HILBERTR�AUME 172. Multiplier funktionaler Hilbertr�aumeEin Anliegen dieser Arbeit ist es, die Multiplierklasse bestimmter funktionaler Hil-bertr�aume zu harakterisieren. Daher werden an dieser Stelle einige allgemeine Re-sultate �uber Multiplier funktionaler Hilbertr�aume bewiesen.Im folgenden seien X eine Menge, E1; E2 Hilbertr�aume und H1 � EX1 ; H2 � EX2funktionale Hilbertr�aume mit reproduzierenden Kernen K1 bzw. K2.Definition 1.10.(a) Wir nennenM(H1;H2) = f� : X ! L(E1; E2) ; � � f 2 H2 f�ur alle f 2 H1gdie Multiplierklasse von H1;H2. Im Falle H := H1 = H2 shreiben wir M(H)statt M(H;H).(b) F�ur � 2M(H1;H2) bezeihneM� : H1 ! H2 ; f 7! � � fdie Multiplikation mit Symbol �.Bemerkung. Sei � 2M(H1;H2). Es gilt(a) M� 2 L(H1;H2).(b) M��(K2(�; �)y) = K1(�; �)(�(�)�y) (� 2 X ; y 2 E2).beweis. (a) Die Linearit�at vonM� ist o�ensihtlih. Wir zeigen, da� der Graphvon M� abgeshlossen ist. Sei (fn) eine Folge in H1 mit fn �! f 2 H1 undM�fn �! g 2 H2. Unter Benutzung der Stetigkeit der Punktauswertung siehtman (M�f)(�) = �(�)f(�)= �(�) limn fn(�)= limn ((M�fn)(�))= �limn M�fn� (�)= g(�) (� 2 X):Damit ist g =M�f , und nah dem Graphensatz ist M� stetig.(b) Es gilthM��(K2(�; �)y); fi = hy; �(�)f(�)i= h�(�)�y; f(�)i= hK1(�; �)(�(�)�y); fi (f 2 H1 ; � 2 X ; y 2 E2);was zu zeigen war. �Bemerkung. M(H1;H2) wird mit der von L(H1;H2) induzierten Norm zu einemnormierten Raum.



18 1. HILBERTR�AUME VEKTORWERTIGER FUNKTIONEN�Ahnlih wie in Satz 1.9 sind wir jetzt in der Lage, Multiplier durh die positive De-�nitheit einer zugeh�origen Abbildung zu harakterisieren, was den Ausgangspunktf�ur sp�atere Untersuhungen der Multiplierklasse darstellt.Satz 1.11. Sei � : X ! L(E1; E2) eine Abbildung.(a) Es sind �aquivalent:(i) � 2M(H1;H2) und kM�k � 1.(ii) Die Abbildung : X �X ! L(E2)(�; �) 7! K2(�; �)� �(�)K1(�; �)�(�)�ist positiv de�nit.(b) Es sind �aquivalent:(i) � 2M(H1;H2).(ii) Es existiert ein  � 0, so da� die Abbildung : X �X ! L(E2)(�; �) 7! 2K2(�; �) � �(�)K1(�; �)�(�)�positiv de�nit ist.In diesem Fall ist kM�k = minf � 0 ;  positiv de�nit g.beweis.(a) Es seien Æ(1)� bzw. Æ(2)� die Punktauswertungen von H1 bzw. H2. Ferner seieng1 : X ! L(E2;H2) ; g1(�) = Æ(2)� �und g2 : X ! L(E2;H1) ; g2(�) = Æ(1)� ��(�)�:Dann ist (�; �) = g1(�)�g1(�)� g2(�)�g2(�) (�; � 2 X);und (i) ist �aquivalent zu der Aussage (i)0:Es existiert eine Kontraktion � : H2 ! H1 mit�(g1(�)y) = g2(�)y (� 2 X ; y 2 E2):Denn falls (i) gilt, setzt man � =M��. Dann ist f�ur � 2 X ; y 2 E2�(g1(�)y) =M��(K2(�; �)y) = K1(�; �)(�(�)�y) = g2(�)y:Gilt umgekehrt (i)0, so ist f�ur � 2 X ; x 2 E2 ; f 2 H1h�(�)f(�); xi = hf; g2(�)xi= h��f; g1(�)xi= h(��f)(�); xi;also � � f = ��f 2 H2 f�ur alle f 2 H1, somit ist dann � 2 M(H1;H2) undkM�k = k�k � 1. Die �Aquivalenz von (i)0 und (ii) folgt wieder aus Lemma 1.7.



3. EINSCHR�ANKUNGEN FUNKTIONALER HILBERTR�AUME 19(b) Wenn (i) gilt, w�ahle man  = kM�k; falls M� = 0 ist, folgt n�amlih�(�)K1(�; �)�(�)�x = �M�M��K(�; �)x� (�)= 0 (�; � 2 X ; x 2 E2):Gelte nun umgekehrt (ii). Ist  > 0, folgt aus der positiven De�nitheit derAbbildung  mit dem eben Gezeigten, da� 1� 2 M(H1;H2) mit kM 1�k � 1,also � 2 M(H1;H2) und kM�k � . Gilt (ii) mit  = 0, dann gilt (ii) erst rehtf�ur alle  > 0. Dann ist kM�k �  f�ur alle  > 0, also kM�k = 0. Der Zusatz istnun o�ensihtlih. �3. Einshr�ankungen funktionaler Hilbertr�aumeEs seien im folgenden H � EX ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendemKern K und Y � X eine beliebige Teilmenge. O�ensihtlih sind Einshr�ankungenpositiv de�niter Funktionen wieder positiv de�nit, also ist die AbbildungKY : Y � Y ! L(E) ; KY = KjY�Yreproduzierender Kern eines funktionalen Hilbertraumes HY , dessen Eigenshaftenwir in diesem Abshnitt untersuhen werden. Es wird sih herausstellen, da� sihHY in kanonisher Weise mit dem TeilraumH(Y ) =_fK(�; �)x ; � 2 Y ; x 2 Egvon H identi�zieren l�a�t.Satz 1.12.(a) Die Einshr�ankungsabbildung� : H ! HY ; f 7! fjYist eine wohlde�nierte Kontraktion.(b) F�ur � 2 Y und x 2 E gilt��(KY (�; �)x) = K(�; �)x;die Abbildung �� ist isometrish, und es ist ran�� = H(Y ). Insbesondere ist �surjektiv und HY l�a�t sih isometrish mit H(Y ) identi�zieren.() Es gilt H = ker��H(Y ). Wir bezeihnen mit P die Orthogonalprojektion vonH auf (ker�)?. Dann ist das folgende Diagramm kommutativH �����! HYP??y ??y��(ker�)? H(Y )Insbesondere gilt ��� = P und ��� = 1HY . HY ist also isometrish isomorphzum orthogonalen Komplement des Kerns der Einshr�ankung von X auf Y . Esgilt kfjY kHY = inffkgkH ; g 2 H mit gjY = fjY g;



20 1. HILBERTR�AUME VEKTORWERTIGER FUNKTIONENwobei das In�mum angenommen wird, das hei�t, man kann jedes f 2 HY norm-erhaltend zu einem g 2 H fortsetzen.beweis.(a) Sei f 2 H. Dann ist nah Satz 1.9 die AbbildungX �X ! L(E) ; (�; �) 7! kfk2K(�; �)� f(�)� f(�)positiv de�nit. Dann ist erst reht die Einshr�ankung dieser Abbildung auf Y �Ypositiv de�nit, also folgt wieder mit Satz 1.9, da� fjY 2 HY mit kfjY k � kfk.Das zeigt die Wohlde�niertheit und die Kontraktivit�at von �.(b) F�ur � 2 Y ; x 2 E gilth��(KY (�; �)x);K(�; �)yiH = hKY (�; �)x; (K(�; �)y)jY iHY= hx;K(�; �)yiE= hK(�; �)x;K(�; �)yiH (� 2 X ; y 2 E):F�ur f 2 HY gilt nunh(��f)(�); xi = h��f;K(�; �)xi= hf;KY (�; �)xi= hf(�); xi (� 2 Y ; x 2 E);also ��f(�) = f(�) f�ur alle � 2 Y , sprih ��� = 1HY . Somit ist �� eine Isometrieund hat abgeshlossenes Bild, so da� ran�� = H(Y ) gelten mu�. O�ensihtlihist � surjektiv.() Klar. �W�ahrend wir also die Funktionen in HY genau als die Einshr�ankungen von Funk-tionen in H betrahten k�onnen, tri�t dies auf die zugeh�origen Multiplier im all-gemeinen niht notwendigerweise zu. Es gilt lediglih eine Inklusion. Und zwarist f�ur zwei funktionale Hilbertr�aume H1 � EX1 ;H2 � EX2 und f�ur einen Mul-tiplier � 2 M(H1;H2) nah Satz 1.11 nat�urlih �jY 2 M((H1)Y ; (H2)Y ) mitkM�jY k � kM�k. Wir werden sp�ater sehen, da� f�ur gewisse funktionale Hilber-tr�aume eben doh auh die andere Inklusion erf�ullt ist.4. C -wertige positiv de�nite AbbildungenWie bereits angedeutet, enth�alt das bisher Gesagte den Fall komplexwertiger positivde�niter Abbildungen als Spezialfall verm�oge der Identi�zierungenC ! L(C ) ; z 7! (w 7! w � z) L(C ) ! C ; � 7! �(1);bzw. allgemeinerF ! L(C ;F) ; x 7! (w 7! w � x) L(C ;F) ! F ; � 7! �(1);wobei F einen Hilbertraum bezeihnet.



4. C-WERTIGE POSITIV DEFINITE ABBILDUNGEN 21In diesem skalaren Kontext l�a�t sih der Faktorisierungssatz aus Lemma 1.8 auhin folgender Form formulieren, von der wir in dieser Arbeit oft Gebrauh mahenwerden.Satz 1.13. Sei K : X �X ! C positiv de�nit. Dann existieren ein Hilbertraum F ,eine Abbildung d : X ! F , so da�� K(�; �) = hd(�); d(�)i (�; � 2 X)� F = Wfd(�) ; � 2 Xg.In diesem Fall ist das Paar (F ; d) eindeutig bis auf unit�are �Aquivalenz. Man kann Fals den funktionalen Hilbertraum mit reproduzierendem Kern K w�ahlen. In diesemFall ist d(�) = K(�; �) (� 2 X).Aufgrund seiner h�au�gen Verwendung im folgenden geben wir hier auh die skalareUmformulierung von Lemma 1.7 an.Lemma 1.14. Seien G1; G2 Hilbertr�aume, gi : X ! Gi (i = 1; 2) Abbildungen.Dann sind �aquivalent:(i) Es existiert eine Kontraktion � : G1 ! G2 mit �(g1(�)) = g2(�) f�ur alle� 2 X.(ii) Die Abbildung  : X � X ! C ; (�; �) = hg1(�); g1(�)i � hg2(�); g2(�)i istpositiv de�nit.In diesem Fall gilt: � ist isometrish auf D = Wfg1(�) ; � 2 Xg genau dann, wenn = 0 ist.beweis. W�ahle G = C in Lemma 1.7 und benutze obige Identi�zierungen. �Weiter sei bemerkt, da� der in Lemma 1.8 angegebene Produktsatz sih auf einenklassishen Satz von Shur reduziert, der besagt, da� das Produkt komplexwertigerpositiv de�niter Abbildungen wieder positiv de�nit ist.Satz 1.15. Seien K1;K2 : X � X ! C und K3 : X � X ! L(E) positiv de�nit.Dann sind auh die punktweisen Produkte K1 �K2 bzw. K1 �K3 positiv de�nit.Von besonderer Bedeutung im Verlauf dieser Arbeit sind "elementare\ Hilbertr�aumevektorwertiger Funktionen.Wir bezeihnen einen funktionalen Hilbertraum HE � EX als elementar, falls derreproduzierende Kern KE von HE von der Form KE = K � 1E mit einem skalarenKern K ist, also KE(�; �)x = K(�; �) � x (�; � 2 X ; x 2 E) gilt. Es bezeihne Hden zu K geh�orenden funktionalen Hilbertraum C -wertiger Funktionen.In diesem Fall l�a�t sih HE in kanonisher Weise mit H
 E identi�zieren.beweis. Es existiert eine eindeutige isometrishe Abbildung H
 E ! HE mitK(�; �)
 x 7! KE(�; �)x;



22 1. HILBERTR�AUME VEKTORWERTIGER FUNKTIONENdenn f�ur endlihe Folgen (�i) � X ; (xi) � E giltkXi KE(�; �i)xik2 = Xi;j K(�j ; �i)hxi; xji= Xi;j hK(�; �i);K(�; �j)ihxi; xji= kXi K(�; �i)
 xik2;und LHfK(�; �) ; � 2 Xg liegt diht in H. Diese Abbildung hat o�ensihtlihabgeshlossenes dihtes Bild, ist also surjektiv. �Unter dieser Identi�zierung gilt f�ur f 
 x 2 H
 E(f 
 x)(�) = f(�)x:Man sieht weiter leiht ein, da� f�ur jeden Multiplier � 2 M(H) die AbbildungX ! L(E) ; � 7! �(�)1E ;die wir analog mit � 
 1E bezeihnen wollen, ein Multiplier auf HE ist. Verm�ogeobiger Identi�zierung gilt dann o�enbarM�
1E =M� 
 1E und damit kM�
1Ek = kM�k:An dieser Stelle wollen wir abshlie�end zeigen, da� in vielen nat�urlihen Situationendie Multipliernorm die Supremumsnorm dominiert.Bemerkung. Es sei K : X �X ! C positiv de�nit und es gelteK(�; �) 6= 0 (� 2 X):Es seiH � CX der vonK erzeugte funktionale Hilbertraum und E ; E� seien beliebigeHilbertr�aume. Sei � 2M(H
 E ;H
 E�). Dann giltkM�k � k�k1;Xund M(H
 E ;H
 E�) ist vollst�andig.beweis. Sei � 2 X und Y = f�g. Dann ist �jY 2 M((H
E)Y ; (H
E�)Y ) mitkM�k � kM�jY k. Da Y einelementig ist und K(�; �) > 0 gilt, ist nah Satz 1.11�jY 2M((H
 E)Y ; (H
 E�)Y ) genau dann, wenn der Operator2 � 1E� � �(�)�(�)� 2 L(E�)f�ur geeignetes  � 0 positiv ist. Das kleinste  � 0, f�ur das das der Fall ist, ist jedoh = k�(�)k. Dann mu� shon kM�jY k = k�(�)k gelten.Wir zeigen nun die Vollst�andigkeit vonM(H
E ;H
E�). Sei (�)n2N eine Cauhy-folge in M(H
 E ;H
 E�). Dann existierenA = limn!1M�n in L(H
 E ;H
 E�)



4. C-WERTIGE POSITIV DEFINITE ABBILDUNGEN 23und f�ur � 2 X �(�) = limn!1�n(�) in L(E ; E�);da (�n(�))n2N nat�urlih nah dem oben Gezeigten eine Cauhyfolge in L(E ; E�) ist.Es ergibt sih Af(�) = � limn!1M�nf� (�)= limn!1(�n(�)f(�))= �(�)f(�) (f 2 H 
 E ; � 2 X):Also liegt f�ur f 2 H 
 E auh � � f in H 
 E�, also � 2 M(H 
 E ;H 
 E�) undA =M�. �Sp�ater werden wir sehen, da� die Multipliernorm sehr oft eht gr�o�er als die Supre-mumsnorm ist.





KAPITEL 2De�nition und grundlegende Eigenshaften derShurklasseIm folgenden Kapitel werden wir die Shurklasse und die duale Shurklasse einf�uhrenund grundlegende Eigenshaften untersuhen. Sp�ater wird sih dann unter gewissenZusatzbedingungen die duale Shurklasse als Einheitskugel des Multiplierraumesfunktionaler Hilbertr�aume identi�zieren lassen.1. Ein Kalk�ul holomorpher operatorwertiger FunktionenIm folgenden seien W , X , Y , Z Banahr�aume. Sei T = (T1; : : : ; Tn) 2 L(X )n einTupel von Operatoren. Wir nennen T einen vertaushenden Multioperator (kurz:.m.o.), falls die Komponenten von T vertaushen. Wir shreiben �(T ) f�ur dasgemeinsame Spektrum von T nah Taylor.F�ur einen vertaushenden Multioperator T 2 L(X )n mit �(T ) � U , U � C n o�en,bezeihne � : O(U)! L(X ) ; f 7! f(T )den Funktionalkalk�ul nah Taylor. Wir geben nun zun�ahst eine M�oglihkeit an,einen Funktionalkalk�ul f�ur L(Y ;Z)-wertige holomorphe Funktionen zu de�nieren.Dazu sei 	 : O(U)
� L(Y ;Z)! L(X
̂!Y ;X
̂!Z)(! = 2, falls X ;Y ;Z Hilbertr�aume, ! = � sonst) die eindeutig bestimmte stetiglineare Abbildung, die das DiagrammO(U) 
� L(Y ;Z) 	����! L(X
̂!Y ;X
̂!Z)x?? x??(f;S)7!f(T )
SO(U)� L(Y ;Z) O(U) � L(Y ;Z)kommutativ maht. Die Existenz dieser Abbildung ist gew�ahrleistet, da die Abbil-dung O(U)� L(Y ;Z)! L(X
̂!Y ;X
̂!Z) ; (f; S) 7! f(T )
 So�ensihtlih stetig bilinear ist. Die Stetigkeit von 	 folgt nun aus der universellenEigenshaft des �-Tensorprodukts.	 l�a�t sih nun o�ensihtlih stetig auf O(U)
̂�L(Y ;Z) fortsetzen. Diese Fortset-zung bezeihnen wir ebenfalls mit 	. 25



26 2. DEFINITION UND GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN DER SCHURKLASSEBekanntlih existiert ein eindeutig bestimmter topologisher IsomorphismusO(U)
̂�L(Y ;Z)! O(U;L(Y ;Z))mit f 
 S 7! (z 7! f(z)S) (f 2 O(U) ; S 2 L(Y ;Z)):Um unn�otige Notationen zu vermeiden, bezeihnen wir die Komposition von 	 mitdieser Identi�kation ebenfalls mit 	, was uns den gew�unshten Funktionalkalk�ulliefert. Wie im Fall des skalaren Kalk�uls shreiben wir mit f 2 O(U;L(Y ;Z))abk�urzend f(T ) anstelle von 	(f).Dieser Kalk�ul ist in folgender Weise vertr�aglih mit den punktweisen Komposi-tionen: Seien f 2 O(U;L(Z ;W)) und g 2 O(U;L(Y ;Z)). Dann ist siher fg 2O(U;L(Y ;W)) und es gilt (fg)(T ) = f(T )g(T );wie man leiht auf Elementartensoren nahrehnet.Es gilt au�erdem (1
 1Y)(T ) = 1X 
 1Y = 1X
̂!Y :Ist insbesondere f 2 O(U;L(Y ;Z)) in jedem Punkt z 2 U invertierbar, und be-zeihnet 1f : U ! L(Z ;Y) die holomorphe Abbildung z 7! f(z)�1, so gilt1f (T )f(T ) = 1X
̂!Y und f(T ) 1f (T ) = 1X
̂!Z :Ferner bemerken wir, da� dieser Kalk�ul operatorwertiger Funktionen tats�ahliheine Erweiterung des bekannten holomorphen Funktionalkalk�uls darstellt. Sei f�urf 2 O(U) die L(C )-wertige holomorphe Abbildung g gegeben durhg(z)(�) = f(z) � � (z 2 U ; � 2 C );also g = f 
 1C . Dann ist nah De�nition des Kalk�ulsg(T ) = (f 
 1C )(T ) = f(T )
 1C ;was unter kanonisher Identi�zierung �aquivalent zu f(T ) ist. Abshlie�end erw�ahnenwir zwei Eigenshaften dieses Kalk�uls, von denen wir sp�ater regen Gebrauh mahenwerden.� Sei f 2 O(U;L(Y ;Z)), und sei z 2 U . Wir bezeihnen mit z � 1X dasvertaushende Tupel (zi � 1X )ni=1. Dann ist �(z � 1X ) = fzg, und es giltf(z � 1X ) = 1X 
 f(z). Da beide Seiten dieser Gleihheit stetig linear in fsind, gen�ugt es, sie f�ur Elementartensoren der Form f0
S mit f0 2 O(U),S 2 L(Y ;Z) nahzupr�ufen. Durh Taylorentwiklung um z sieht man, da�f0(z � 1X ) = f0(z)1X gilt, alsof(z � 1X ) = f0(z � 1X )
 S = f0(z)1X 
 S = 1X 
 f(z);was zu zeigen war.



2. VERALLGEMEINERTE SPH�ARISCHE KONTRAKTIONEN 27� Falls X ;Y ;Z Hilbertr�aume sind, k�onnen wir zu f 2 O(U;L(Y ;Z)) eineAbbildung ~f 2 O( ~U;L(Z ;Y)) de�nieren durh ~f(z) = f(z)� (beziehungs-weise ~f(z) = f(z), falls f skalarwertig ist). Dann gilt ~f(T �) = f(T )�. Wieoben gen�ugt es, dies skalarwertig nahzupr�ufen. Nun de�niert die Abbil-dung O(U)! L(X ) ; � 7! ~�(T �)�einen Funktionalkalk�ul f�ur T , der dem spektralen Abbildungssatz gen�ugt,was man leiht nahrehnet. Aus der Eindeutigkeit des holomorphen Kalk�uls(vergleihe [EP96℄, Satz 5.2.4) folgt, da� dieser Kalk�ul shon mit demTaylorshen Kalk�ul f�ur T �ubereinstimmt.2. Verallgemeinerte sph�arishe KontraktionenF�ur ein vertaushendes Tupel T 2 L(H)n (H ein Hilbertraum) bezeihnen wir mitT � das Tupel (T �1 ; : : : ; T �n). Somit ist T vertaushend genau dann, wenn T � es ist.F�ur S 2 L(H) sei RS : L(H)! L(H) ; X 7! XSLS : L(H)! L(H) ; X 7! SXdie Rehts- bzw. Linksmultiplikation mit S. O�ensihtlih ist f�ur jeden vertaushen-den Multioperator T 2 L(H)n das Tupel(LT� ; RT ) = (LT1� ; : : : ; LTn� ; RT1 ; : : : ; RTn) 2 L(L(H))2nselbst ein vertaushendes Tupel.Man kann zeigen ([Es88℄), da� in diesem Fall�(LT� ; RT ) = �(T )f � �(T )gilt. Somit l�a�t sih das Tupel (LT� ; RT ) verm�oge des analytishen Funktional-kalk�uls in Funktionen einsetzen, die auf einer Umgebung von �(T )f ��(T ) holomorphsind. Das motiviert die folgende De�nition:Definition 2.1. Seien U � C n o�en,  2 O(U � ~U) und H ein beliebiger Hilbert-raum.(a) Sei T 2 L(H)n ein vertaushendes Tupel. Dann hei�t T strikt (; U)-positiv,falls �(T ) � ~U und (LT� ; RT )(1H) � r1Hf�ur ein r > 0 gilt.(b) Es seiC0(H; ; U) = fT 2 L(H)n .m.o ; T strikt (; U)-positivg:



28 2. DEFINITION UND GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN DER SCHURKLASSE3. Die ShurnormDie bekannte von Neumannshe Ungleihung besagt, da� f�ur jede Kontraktion T 2L(H) (H ein Hilbertraum) und f�ur jedes Polynon p 2 C [z℄kp(T )k � kpk1;Dgilt, wobei D die o�ene Einheitskreissheibe in C bezeihnet.Das liefert eine Charakterisierung der k � k1;D -Norm holomorpher Funktionen aufD ; es gilt n�amlih f�ur jeden Hilbertraum Hkfk1;D = supfkf(T )k ; T 2 L(H) ; kTk < 1g (f 2 O(D )):(man beahte, da� das Spektrum einer strikten Kontraktion vollst�andig in D liegt).Denn o�enbar ist f�ur z 2 D der Operator z � 1H eine strikte Kontraktion auf H mitf(z � 1H) = f(z) � 1H .Umgekehrt existiert f�ur jede Funktion f 2 H1(D ) eine Folge von Polynomen(pn)n2N, die kompakt gleihm�a�ig auf D gegen f konvergiert und kpnk1;D � kfk1;Df�ur alle n 2 N erf�ullt (siehe [Con81℄, Proposition 4.15 und Proposition 4.16). Manerh�altkf(T )k = limn!1 kpn(T )k � supn2Nkpnk1;D � kfk1;D (T 2 L(H) ; kTk < 1);was die G�ultigkeit der obigen Darstellung beweist.Eine von Neumannshe Ungleihung ist in vielen Situationen w�unshenswert, da sieunter anderem Existenz und Kontraktivit�at bestimmter Funktionalkalk�ule garan-tiert. Von Varopolous ([Var74℄, Theorem 2) wurde gezeigt, da� eine von Neumann-she Ungleihung von der Form kp(T )k � kpk1;Bn ;wobei T eine sph�arishe Kontraktion �uber einem Hilbertraum und p ein Polynomin n Variablen ist, f�ur gro�e n falsh ist. Im Anhang geben wir einen Beweis, da�die von Neumannshe Ungleihung in dieser Form f�ur alle n � 2 sheitert.Es liegt nun nahe von der k � k1-Norm zu Normen �uberzugehen, die eine von Neu-mannshe Ungleihung erlauben. Dabei ersetzen wir den Begri� der strikten Kon-traktion durh die oben eingef�uhrte allgemeiner gefa�te strikte (; U)-Positivit�ateines Tupels.Im folgenden bezeihnen E , E� Hilbertr�aume.Definition 2.2. Sei U � C n o�en,  2 O(U � ~U).(a) F�ur f 2 O( ~U;L(E ; E�)) sei die Shurnorm (bez�uglih ) de�niert durhkfkS;;U = supfkf(T )k ; H separabler Hilbertraum ; T 2 C0(H; ; U)g:(b) F�ur f 2 O(U;L(E ; E�)) sei die duale Shurnorm (bez�uglih )kfkS�;;U = supfkf(T )k ; H separabler Hilbertraum ; T � 2 C0(H; ; U)g:



3. DIE SCHURNORM 29Bemerkung.(a) Im Falle n = 1, U = D , (z; w) = 1 � zw (z; w 2 D ) ist nah obiger Vorbe-merkung f�ur f 2 O(D )kfkS;;U = kfkS�;;U = kfk1;D :(b) Im Falle U = Bn , (z; w) = 1�Pni=1 ziwi stimmt die hier vorgestellte De�nitionder (dualen) Shurnorm mit derjenigen in [EP℄ �uberein, was ausf�uhrlih inKapitel 6 dieser Arbeit gezeigt wird.() Allgemein mu� (auh wenn U = ~U ist) keine Gleihheit von k � kS;;U undk�kS�;;U gelten, wie etwa im Fall U = Bn , (z; w) = 1�Pni=1 ziwi (z; w 2 Bn )in [EP℄, Korollar 6.6, gezeigt wurde.Definition 2.3. Sei U � C n o�en,  2 O(U � ~U).(a) Es sei S(; U; L(E ; E�)) = ff 2 O( ~U;L(E ; E�)) ; kfkS;;U <1gder Shurraum bzw.S�(; U; L(E ; E�)) = ff 2 O(U;L(E ; E�)) ; kfkS�;;U <1gder duale Shurraum.(b) Weiter bezeihnen wir als Shurklasse S1(; U; L(E ; E�)) (bzw. als duale Shur-klasse S�1 (; U; L(E ; E�))) die normabgeshlossenen Einheitskugeln der entspre-henden R�aume.Bemerkung.(a) O�enbar sind der Shurraum und der duale Shurraum Vektorr�aume, die durhdie (duale) Shurnorm halbnormiert sind.(b) Es gilt f�ur f 2 O(U;L(E ; E�))kfkS�;;U = supfkf(T )k ; H separabler Hilbertraum ; T � 2 C0(H; ; U)g= supfk ~f(T �)k ; H separabler Hilbertraum ; T � 2 C0(H; ; U)g= supfk ~f(T )k ; H separabler Hilbertraum ; T 2 C0(H; ; U)g= k ~fkS;;U ;wobei wir die oben angesprohene Gleihheit f(T �) = ~f(T )� benutzt haben.Da die Abbildung f 7! ~f selbstinvers ist, wird ersihtlih, da� durhS�(; U; L(E ; E�))! S(; U; L(E�; E)) ; f 7! ~fein antilinearer isometrisher Isomorphismus de�niert wird.Satz 2.4. Sei U � C n o�en,  2 O(U � ~U). Es gelte zus�atzlih (z; z) > 0 f�ur allez 2 U . Dann ist die (duale) Shurnorm eine Norm, die die k�k1-Norm majorisiert,und der (duale) Shurraum ist vollst�andig bez�uglih dieser Norm.



30 2. DEFINITION UND GRUNDLEGENDE EIGENSCHAFTEN DER SCHURKLASSEbeweis. Wir zeigen zun�ahst, da� f�ur z 2 ~U und einen beliebigen Hilbertraumdas Tupel z � 1H = (zi � 1H)ni=1 strikt (; U)-positiv ist. O�enbar ist �(z � 1H) =fzg � ~U . Ferner istL(zi�1H )� = zi � 1L(H) und Rzi�1H = zi � 1L(H) (1 � i � n):Daher ist ((L(zi�1)�H ; Rzi�1H ))(1H ) = (z; z) � 1L(H)(1H) = (z; z) � 1H . Nah Vor-aussetzung ist (z; z) > 0 und damit z � 1H strikt (; U)-positiv.Also folgt f�ur f 2 O( ~U;L(E ; E�))kfkS;;U = supfkf(T )k ; H separabler Hilbertraum ; T 2 C0(H; ; U)g� supfkf(z � 1H)k ; H separabler Hilbertraum; z 2 ~Ug= supfk1H 
 f(z)k ; H separabler Hilbertraum; z 2 ~Ug= supfkf(z)k ; z 2 ~Ug= kfk1;~U :Man sieht, da� S(; U; L(E ; E�)) � H1( ~U;L(E ; E�)) gilt, wennH1( ~U;L(E ; E�)) denRaum der beshr�ankten holomorphen Funktionen auf ~U mit Werten in L(E ; E�)bezeihnet.Es bleibt die Vollst�andigkeit des Shurraumes zu zeigen. Dazu sei (fk) eine k�kS;;U-Cauhyfolge. Dann ist (fk) insbesondere eine k � k1; ~U -Cauhyfolge.Da H1( ~U;L(E ; E�)) vollst�andig ist, existiert eine Funktion f 2 H1( ~U;L(E ; E�)),so da� (fk) gleihm�a�ig auf ~U gegen f konvergiert.Sei nun � > 0 und k0 2 N so, da� kfk � flkS;;U < � f�ur alle k; l � k0 gilt. Also istkfk(T )� fl(T )k < �f�ur alle k; l � k0, alle separablen Hilbertr�aume H und alle T 2 C0(H; ; U). Da (fk)insbesondere kompakt gleihm�a�ig auf ~U gegen f konvergiert, folgt f�ur alle k � k0,alle separablen Hilbertr�aume H und alle T 2 C0(H; ; U)kfk(T )� f(T )k = liml!1 kfk(T )� fl(T )k � �:F�ur alle k � k0 ist also kfk � fkS;;U � �, also ist f 2 S(; U; L(E ; E�)) und (fk)konvergiert auh in der Shurnorm gegen f .Die entsprehenden Behauptungen �uber den dualen Shurraum folgen durh Dua-lisierung (vergleihe Bemerkung nah De�nition 2.3). Wir sehen dabei, da� insbe-sondere auh S�(; U; L(E ; E�)) � H1(U;L(E ; E�)) gilt. �



KAPITEL 3Multiplier auf Nevanlinna-Pik-R�aumenDieses Kapitel widmet sih einer speziellen Klasse von Hilbertr�aumen komplexwerti-ger Funktionen, die eine zus�atzlihe Positivit�atsbedingung erf�ullen, den Nevanlinna-Pik-R�aumen. Sp�ater werden wir sehen, da� diese R�aume eine abstrakte Form derNevanlinna-Pik-Interpolation erlauben. Das erste Ziel wird es sein, Charakterisie-rungen der Multiplierklasse dieser R�aume zu �nden.Definition 3.1. Eine positiv de�nite Abbildung K : X�X ! C hei�t Nevanlinna-Pik-Kern, falls K nullstellenfrei ist und die AbbildungX �X ! C ; (�; �) 7! 1� 1K(�; �)ebenfalls positiv de�nit ist.Ein funktionaler Hilbertraum H � CX hei�t Nevanlinna-Pik-Raum, wenn seinreproduzierender Kern ein Nevanlinna-Pik-Kern ist.Bemerkung.(a) Sei K ein Nevanlinna-Pik-Kern, und sei F ein Hilbertraum, d : X ! F eineFaktorisierung von 1� 1K , also1� 1K(�; �) = hd(�); d(�)i (�; � 2 X):Dann gilt kd(�)k2 = 1� 1K(�; �) < 1 (� 2 X):(b) Wann immer d : X ! F (F ein Hilbertraum) eine Abbildung ist mit kd(�)k < 1f�ur alle � 2 X , so wird durhK : X �X ! C ; (�; �) 7! (1� hd(�); d(�)i)�1ein Nevanlinna-Pik-Kern de�niert. Wegen jhd(�); d(�)ij � kd(�)kkd(�)k < 1ist die obige Abbildung wohlde�niert, und es istK(�; �) = 1Xj=0hd(�); d(�)ijpositiv de�nit als Summe und Produkt positiv de�niter Funktionen. Nun istX �X ! C ; (�; �) 7! 1� 1K(�; �) = hd(�); d(�)io�ensihtlih positiv de�nit, was K zu einem Nevanlinna-Pik-Kern maht.31



32 3. MULTIPLIER AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMEN() Nat�urlih k�onnen wir F als den funktionalen Hilbertraummit reproduzierendemKern 1� 1K w�ahlen. Ist d : X ! F eine beliebige Faktorisierung von 1� 1K , dannbesteht aufgrund der Eindeutigkeit der Faktorisierung der von 1� 1K erzeugtefunktionale Hilbertraum genau aus den Funktionendf : X ! C ; � 7! hf; d(�)i (f 2 F):Wir werden jetzt sehen, da� Nevanlinna-Pik-R�aume immer die konstanten Funk-tionen und folglih ihre Multiplieralgebra enthalten.Lemma 3.2.(a) Nevanlinna-Pik-R�aume enthalten immer die konstante Funktion 1, und es giltk1k � 1. Insbesondere ist f�ur Nevanlinna-Pik-R�aume M(H) � H, und M(H)ist vollst�andig .(b) Sei H � CX ein Nevanlinna-Pik-Raum mit reproduzierendem Kern K, und seid : X ! F eine Faktorisierung von 1� 1K . Dann ist f�ur f 2 F die Abbildungdf : X ! C ; � 7! hf; d(�)iein Multiplier auf H mit kMdfk � kfk. Wenn wir F als den funktionalenHilbertraum mit reproduzierendem Kern 1� 1K w�ahlen, ist df = f (f 2 F), undes ergeben sih folgende InklusionenF �M(H) � H:() F�ur � 2 X ist K(�; �) 2 M(H).(d) Es sei A die von den Abbildungen dd(�) = (1 � 1K )(�; �) (� 2 X) erzeugteunitale Algebra komplexwertiger Funktionen auf X. Dann liegt A diht in H.Insbesondere liegt also M(H) diht in H. Fassen wir also F wieder als denfunktionalen Hilbertraum mit Kern 1� 1K auf und shreiben AF f�ur die von Ferzeugte unitale Algebra komplexwertiger Funktionen, so istA � AF �M(H) � Hund AH = AFH =M(H)H = H:beweis.(a) Das folgt mit Satz 1.9 daraus, da� die AbbildungX �X ! C ; (�; �) 7! K(�; �)� 1 = K(�; �)(1� 1K (�; �))als Produkt der positiv de�niten Funktionen K und 1� 1K selbst positiv de�nitist. Die Vollst�andigkeit vonM(H) ergibt sih nun mit der Bemerkung am Endedes ersten Kapitels, da f�ur Nevanlinna-Pik-Kerne nat�urlih immerK(�; �) > 0 (� 2 X)erf�ullt ist.



3. MULTIPLIER AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMEN 33(b) Nah Satz 1.11 ist zu zeigen, da� die AbbildungX �X ! C ; (�; �) 7! K(�; �)(1� df (�)df (�))positiv de�nit ist. Wir nehmen ohne Einshr�ankung an, da� kfk = 1 gilt. Dannk�onnen wir eine Orthonormalbasis (fi)i2I von F �nden, die f enth�alt. WirsehenK(�; �)(1� df (�)df (�)) = K(�; �)(1�Xi2I hfi; d(�)ihd(�); fii)+K(�; �)( Xi2I;fi 6=fhfi; d(�)ihd(�); fii)= K(�; �)(1� hd(�); d(�)i)+K(�; �)( Xi2I;fi 6=fhfi; d(�)ihd(�); fii)= 1 +K(�; �)( Xi2I;fi 6=fhfi; d(�)ihd(�); fii);was positiv de�nit ist als Summe und Produkt positiv de�niter Abbildungen.() Durh Reihenentwiklung von K(�; �) sehen wirK(�; �) = 1Xj=0hd(�); d(�)ij = 1Xj=0 dd(�)(�)j (� 2 X):Nun ist f�ur alle j 2 N die Abbildung djd(�) ein Multiplier mitkMdjd(�)k � kd(�)kj :Somit konvergiert die Reihe 1Xj=0Mdjd(�)absolut in der Multipliernorm. DaM(H) vollst�andig ist, konvergiert obige Reihein M(H), de�niert also einen Multiplier, der punktweise mit K(�; �) �uberein-stimmt, also ist K(�; �) 2 M(H).(d) Eben wurde gezeigt, da� f�ur � 2 XNXj=0Mdjd(�) N�!MK(�;�) in M(H)gilt, also konvergiert erst reht die Folge0� NXj=0 djd(�)1AN2Nin H gegen K(�; �). Das hei�t, Elemente der Form K(�; �) k�onnen in der Normvon H durh Elemente aus A approximiert werden, also gilt das auh f�ur dielineare H�ulle der K(�; �) (� 2 X), also f�ur alle Elemente aus H. �



34 3. MULTIPLIER AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMEN1. Die frational transformIn Satz 1.11 wurde bereits eine universelle Charakterisierung von Multipliern funk-tionaler Hilbertr�aume gegeben. In diesem Abshnitt wollen wir eine weitere Dar-stellung von Multipliern auf Nevanlinna-Pik-R�aumen untersuhen. Wir betrahtendie folgendeSituation (A). Sei H � CX ein Nevanlinna-Pik-Raum mit reproduzierendemKern K, d : X ! F sei eine Faktorisierung von 1� 1K , also�1� 1K� (�; �) = hd(�); d(�)i (�; � 2 X):F�ur einen beliebigen Hilbertraum K de�nieren wir die AbbildungZK : X ! L(F 
K;K) ; ZK(�)�x = d(�) 
 x (� 2 X ; x 2 K):Ferner seien E und E� zwei beliebige Hilbertr�aume.F�ur jedes � 2 X ist ZK(�) stetig mitkZK(�)k = kZK(�)�k = kd(�)k < 1:Wir k�onnen die Abbildung � 7! ZK(�)� zusammen mit dem Hilbertraum F 
 Knat�urlih auh als Faktorisierung des Kernes (1 � 1K ) � 1K au�assen (siehe Lemma1.8), denn man kann leiht nahpr�ufen, da�ZK(�)(� 
 x) = h�; d(�)i � x = d�(�)x (� 2 X ; � 2 F ; x 2 K)gilt; also ist bei festgehaltenem � 2 X und � 2 F die AbbildungK ! K ; x 7! ZK(�)(� 
 x)nihts anderes als die Multiplikation mit d�(�), und es giltZK(�)ZK(�)�x = hd(�); d(�)ix = (1� 1K )(�; �)x (�; � 2 X ; x 2 K):Satz 3.3. In Situation (A) sei � : X ! L(E ; E�) eine Abbildung. Dann sind �aqui-valent:(i) Es existieren ein Hilbertraum K und eine KontraktionU : K � E ! (F 
K)� E� ; U =  a b d !mit �(�) = d+ (1K � ZK(�)a)�1ZK(�)b:(ii) Die Abbildung : X �X ! L(E�) ; (�; �) 7! K(�; �)(1E� � �(�)�(�)�)ist positiv de�nit.(iii) � 2M(H
 E ;H
 E�) mit kM�k � 1.



1. DIE FRACTIONAL TRANSFORM 35beweis.Es gelte (i). Zun�ahst sei bemerkt, da� der Ausdruk�(�) = d+ (1K � ZK(�)a)�1ZK(�)bwohlde�niert ist, da mit U auh a eine Kontraktion ist, und ZK(�) f�ur alle � 2 Xeine strikte Kontraktion de�niert. O�ensihtlih gilt auh�(�)�x = d�x+ b�ZK(�)�(1K � a�ZK(�)�)�1�x (� 2 X ; x 2 E�):Es sei g(�) = (1K � a�ZK(�)�)�1� (� 2 X);also g(�) 2 L(E�;K). Das erf�ulltg(�)� a�ZK(�)�g(�) = (1K � a�ZK(�)�)g(�) = � (� 2 X);und somit g(�)x�(�)�x ! =  a� �b� d� ! ZK(�)�g(�)xx ! (� 2 X ; x 2 E�):Wir sehen, da� ein wohlde�nierter kontraktiver OperatorT : (F 
K)� E� ! K� Emit T  ZK(�)�g(�)xx ! =  g(�)x�(�)�x ! (� 2 X ; x 2 E�)existiert, n�amlih T = U�. Nah Lemma 1.7 ist dann � : X �X ! L(E�),(�; �) 7!  ZK(�)�g(�)1E� !� ZK(�)�g(�)1E� !� g(�)�(�)� !� g(�)�(�)� !positiv de�nit. Wir sehen, da��(�; �) = g(�)�ZK(�)ZK(�)�g(�) + 1E� � g(�)�g(�)� �(�)�(�)�= (1� 1K )(�; �)g(�)�g(�) + 1E� � g(�)�g(�)� �(�)�(�)�= 1E� � �(�)�(�)� � 1K (�; �)g(�)�g(�) (�; � 2 X)gilt. Ferner ist die Abbildung� : X �X ! L(E�) ; (�; �) 7! g(�)�g(�)o�ensihtlih positiv de�nit. Als Produkt und Summe von positiv de�niten Funk-tionen ist dann auh  = K � � + � positiv de�nit, was zu zeigen war.Gelte nun umgekehrt (ii). Es sei g : X ! L(E�;K) (K ein geeigneter Hilbertraum)eine Faktorisierung der positiv de�niten Funktion , also(�; �) = g(�)�g(�) (�; � 2 X):Durh Umformen erhalten wir1E� + hd(�); d(�)ig(�)�g(�) = g(�)�g(�) + �(�)�(�)� (�; � 2 X)



36 3. MULTIPLIER AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMENbeziehungsweise1E� + g(�)�ZK(�)ZK(�)�g(�) = g(�)�g(�) + �(�)�(�)� (�; � 2 X):Mit !(�) = ZK(�)�g(�) 2 L(E�;F 
K) (� 2 X)ist das gleihbedeutend damit, da� die AbbildungX �X ! L(E�) ; (�; �) 7!  !(�)1E� !� !(�)1E� !� g(�)�(�)� !� g(�)�(�)� !identish vershwindet, so da� nah Lemma 1.7 die AbbildungV : D =_f !(�)xx ! ; � 2 X ; x 2 E�g ! _f g(�)x�(�)�x ! ; � 2 X ; x 2 E�g !(�)xx ! 7!  g(�)x�(�)�x !wohlde�niert und unit�ar ist.Um die Aussage (i) zu zeigen, reiht es aus, U� auf dem Orthokomplement von Din (F 
K)�E� gleih Null und auf D gleih V zu setzen. Das maht U�, also auhU zu einer Kontraktion. MitU =  a b d ! und !(�) = ZK(�)�g(�) (� 2 X)sehen wir a� �b� d� ! ZK(�)�g(�)xx ! =  g(�)x�(�)�x ! (� 2 X ; x 2 E�);was folgende Identit�aten liefert:� (1� a�ZK(�)�)g(�) = � bzw. g(�) = (1K � a�ZK(�)�)�1� (� 2 X)� �(�)� = b�ZK(�)�g(�) + d� (� 2 X).Durh Einsetzen der ersten in die zweite Gleihung und Adjungieren erh�alt mannun sofort die gew�unshte Darstellung von �.Die �Aquivalenz von (ii) und (iii) wurde allgemeiner in Satz 1.11 gezeigt. �Bemerkung.



2. MULTIPLIER UND SCHURKLASSEFUNKTIONEN 37(a) Die KontraktionU =  a b d ! 2 L(K � E ; (F 
K)� E�);die wir im Beweis konstruiert haben, hat die Eigenshaft, da� U� eine partielleIsometrie mit dem InitialraumD =_f d(�) 
 gK(�)xx ! ; � 2 X ; x 2 E�gist, wenn wir gK(�) = (1K � a�ZK(�)�)�1� (� 2 X)setzen.(b) Man kann sogar zeigen, da� wir die Abbildung U nah eventueller Vergr�o�erungdes Hilbertraumes K als unit�aren Operator w�ahlen k�onnen. Da wir in dieserArbeit von dieser Tatsahe keinen Gebrauh mahen werden, geben wir hierkeinen Beweis.2. Multiplier und ShurklassefunktionenDie gerade bewiesene Darstellung von Multipliern auf Nevanlinna-Pik-R�aumen er-laubt es uns nun, Multiplier als Elemente einer durh den reproduzierenden Kernbestimmten dualen Shurklasse zu identi�zieren.Dazu ben�otigen wir einige Notationen.Situation (B). Sei D � C n o�en und sei H � O(D) ein Nevanlinna-Pik-Raummit reproduzierendem Kern K.� Es bezeihne k : D ! L(C ;F) (F ein geeigneter Hilbertraum) eine Fakto-risierung von (1� 1K ) � 1C .� Es sei  : ~D ! L(C ;F) ; (z) = k(z). Nah Lemma 1.3 und der Eindeu-tigkeitseigenshaft der Faktorisierung ist  holomorph.� Ferner sei C(z; w) = K(z; w) (z 2 D ;w 2 ~D). Dann ist C holomorph aufD � ~D.� Es sei d : D ! F de�niert durh d(z) = k(z)(1) (z 2 D), also ist�1� 1K� (z; w) = hd(w); d(z)i (z; w 2 D):� F�ur einen Hilbertraum K seiZK(z)�x = d(z)
 x = (k(z)
 1K)(1
 x) (z 2 D ; x 2 K):� E und E� seien beliebige Hilbertr�aume.Wir entnehmen Lemma 1.3, da� ein funktionaler Hilbertraum H � CD genau danneine Teilmenge von O(D) ist, wenn die Abbildung D � ~D ! C ; (z; w) 7! K(z; w)holomorph ist. Im Falle eines Nevanlinna-Pik-Raumes ist das nat�urlih �aquivalentdazu, da� D � ~D ! C ; (z; w) 7! (1 � 1K )(z; w) holomorph ist. Unter Ber�uk-sihtigung der Bemerkung nah De�nition 3.1 sehen wir, da� solhe holomorphen



38 3. MULTIPLIER AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMENNevanlinna-Pik-R�aume in nat�urliher Weise existieren, denn sobald d : D ! F (Fein Hilbertraum) eine antiholomorphe Funktion mit kd(z)k < 1 f�ur alle z 2 D ist,so wird durh (1� 1K )(z; w) = hd(w); d(z)i (z; w 2 D) ein Nevanlinna-Pik-Kern Kde�niert, so da� (z; w) 7! K(z; w) holomorph ist.O�ensihtlih ist in Situation (B) auh die Abbildung ZK holomorph, denn es gilt~ZK(z)x = ZK(z)�x = ((z)
 1K)(1
 x) (z 2 ~D ; x 2 K);also ist ~ZK holomorph, also auh ZK selbst. In diesem Kontext gibt es eine einfahereM�oglihkeit, die ( 1C ; D)-Positivit�at eines Tupels zu harakterisieren.Lemma 3.4. In Situation (B) sei T 2 L(H)n ein vertaushendes Tupel mit Spektrumin ~D. Es sind �aquivalent:(i) T ist strikt ( 1C ; D)-positiv.(ii) k(T )k < 1.(iii) F�ur jeden Hilbertraum K ist kZK(T �)k < 1.beweis. Wir werden die �Aquivalenz von (i) und (ii) folgern, indem wir zeigen,da� die Operatoren 1H � 1C (LT� ; RT )(1H) und (T )�(T ) unit�ar �aquivalent sind.Dazu zeigen wir zun�ahst die Kommutativit�at des folgenden DiagrammsO(D;L(F ; C )) �O( ~D;L(C ;F)) (f;g)7!f�g�������! O(D � ~D)(f;g)7!f(T�)g(T )??y ??yh 7!h(LT� ;RT )(1H)L(H 
 C ) T 7!j�1Tj������! L(H)wobei f � g die holomorphe AbbildungD � ~D ! C ; (z; w) 7! f(z)g(w)(1)und j 2 L(H;H
 C ) die unit�are Abbildung h 7! h
1 bezeihnet. Da o�ensihtlihalle Abbildungen in diesem Diagramm stetig linear bzw. bilinear sind, gen�ugt es,die Kommutativit�at f�ur Elementartensoren der Formf = f0 
A ; g = g0 
B (f0 2 O(D) ; g0 2 O( ~D) ; A 2 L(F ; C ) ; B 2 L(C ;F))zu �uberpr�ufen.Dazu ben�otigen wir die folgenden Identit�aten:f0(LT�) = Lf0(T�) und g0(RT ) = Rg0(T );die sih als Konsequenz der Eindeutigkeit des holomorphen Funktionalkalk�uls erge-ben (siehe [EP96℄, Satz 5.2.4), denn die AbbildungenO(D)! L(L(H)) ; u 7! Lu(T�) und O( ~D)! L(L(H)) ; v 7! Rv(T )de�nieren Funktionalkalk�ule f�ur LT� bzw. RT , die folgendem spektralen Abbil-dungssatz gen�ugen: Seien v1; : : : ; vm 2 O( ~D) und sei v = (vi)mi=1. Dann gilt�(Rv(T )) = �(v(T )) = v(�(T )) = v(�(RT ))(analog f�ur LT�), so da� der oben zitierte Eindeutigkeitssatz anwendbar ist.



2. MULTIPLIER UND SCHURKLASSEFUNKTIONEN 39Mit f � g(z; w) = f0(z)g0(w) � (AB)(1) (z 2 D ; w 2 ~D) ergibt sih(f � g)(LT� ; RT )(1H)h = (f0(LT�)g0(RT ) � (AB)(1)) (1H)h= Lf0(T�)Rg0(T )(1H)h � (AB)(1)= f0(T �)g0(T )h � (AB)(1)= j�1(f0(T �)
A)(g0(T )
B)jh= j�1f(T �)g(T )jh (h 2 H);womit die Kommutativit�at des Diagramms bewiesen ist.Shlie�lih sehen wir unter Benutzung der Identit�at ~(T �) = (T )�1H � 1C (LT� ; RT )(1H) = (~ � )(LT� ; RT )(1H)= j�1~(T �)(T )j= j�1(T )�(T )j;woraus unmittelbar die Behauptung folgt. Es bleibt die �Aquivalenz von (ii) und(iii) zu zeigen. Wir de�nierenYK(z) = k(z)� 
 1K = ~(z)
 1K (z 2 D);also ist YK 2 O(D;L(F 
K; C 
K)) und es gilt i ÆYK(z) = ZK(z) (z 2 D), wobeii : C 
K ! K ; (� 
 x) 7! �xist; denn bekanntlih ist i unit�ar mit i�(x) = 1
 x (x 2 K) und daher giltYK(z)�i�(x) = k(z)(1)
 x= d(z)
 x= ZK(z)�(x) (x 2 K):Nah Einsetzen von T � in ZK erhalten wirZK(T �) = (1H 
 i)YK(T �)= (1H 
 i)(~(T �)
 1K)= (1H 
 i)((T )� 
 1K);und es folgt kZK(T �)k = k(T )k, was den Beweis abshlie�t. �Wir ben�otigen ferner das folgende Lemma.Lemma 3.5. Seien Gi (i 2 f1 : : : 4g) Hilbertr�aume, und sei a b d ! 2 L(G1 �G2; G3 �G4)eine Kontraktion. Dann ist f�ur jede strikte Kontraktion Z : G3 ! G1 auhd+ (1G1 � Za)�1Zb 2 L(G2; G4)



40 3. MULTIPLIER AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMENeine Kontraktion.beweis. Sei y 2 G2. Wir setzen x = (1G1 � Za)�1Zby, also x 2 G1.Wegen Zax+ Zby = Za(1G1 � Za)�1Zby + Zby= (Za+ 1G1 � Za)(1G1 � Za)�1Zby= xgilt  xx+ dy ! =  Zax+ Zbyx+ dy ! =  Z 00 1G4 ! a b d ! xy ! ;und es folgt kxk2 + kx+ dyk2 � kxk2 + kyk2oder k(d+ (1G1 � Za)�1Zb)yk = kdy + xk � kyk;was zu zeigen war. �Wir k�onnen nun den angestrebten Satz formulieren.Satz 3.6. Es gelte Situation (B). Sei � 2 M(H
 E ;H
 E�) mit kM�k � 1. Dannliegt � in S�1 ( 1C ; D; L(E ; E�)).beweis. Nah Satz 3.3 �nden wir einen Hilbertraum K und eine KontraktionU =  a b d ! 2 L(K � E ; (F 
K)� E�);so da� �(z) = d+ (1K � ZK(z)a)�1ZK(z)b (z 2 D)gilt. Mit ZK ist dann auh � holomorph. Sei nun H ein beliebiger (separabler)Hilbertraum, und sei T � 2 C0(H; 1C ; D). Dann ergibt sih�(T ) = (1H 
 d) + (1H 
 )(1H
K � ZK(T )(1H 
 a))�1ZK(T )(1H 
 b):



2. MULTIPLIER UND SCHURKLASSEFUNKTIONEN 41Nun ist 1H 
 a 1H 
 b1H 
  1H 
 d ! 2 L((H 
K)� (H 
 E); (H 
F 
K)� (H
 E�))unit�ar �aquivalent zu U , also kontraktiv, und ZK(T ) 2 L(H
F
K;H
K) de�nierteine strikte Kontraktion nah Lemma 3.4.Nah Lemma 3.5 ist dann auh �(T ) eine Kontraktion, was zu zeigen war. �Um die Umkehrung von Satz 3.6 beweisen zu k�onnen, brauhen wir eine Zusatz-bedingung, die eine bessere Kontrollierbarkeit des spektralen Verhaltens von strikt( 1C ; D)-positiven Operatoren garantiert.Definition 3.7. Sei D � C n o�en, und sei K : D � D ! C ein Nevanlinna-Pik-Kern. K hei�t P-Nevanlinna-Pik-Kern, falls 1K ein Polynom in z; w ist. Einfunktionaler Hilbertraum H � CD hei�t P-Nevanlinna-Pik-Raum, falls sein repro-duzierender Kern ein P-Nevanlinna-Pik-Kern ist. In diesem Fall nennen wir Hmaximal, falls D = fz 2 C n ; 1K (z; z) > 0ggilt.Das folgende Lemma fa�t einige wihtige Merkmale von P-Nevanlinna-Pik-R�aumenzusammen, insbesondere sehen wir, da� f�ur einen P-Nevanlinna-Pik-Kern K dieAbbildung 1� 1K sh�one Faktorisierungseigenshaften hat.Lemma 3.8. Sei D � C n o�en.(a) SeiH � CD ein P-Nevanlinna-Pik-Raum mit reproduzierendem KernK. Dannexistiert eine Faktorisierung d = (di)Ni=1 : D ! CN (N 2 N) von 1� 1K mit derEigenshaft da� die Funktionen D ! C ; z 7! di(z) (1 � i � N) Polynomein z sind. Es gilt dann1� 1K (z; w) = hd(w); d(z)i (z; w 2 C n );und es istD � fz 2 C n ; 1K (z; z) > 0g = fz 2 C n ; kd(z)k < 1g;wobei Gleihheit genau dann gilt, wenn H maximal ist.(b) F�ur jedes Tupel p = (pi)Ni=1 (N 2 N) von Polynomen in n Ver�anderlihende�niertD �D ! C ; (z; w) 7! 1Xj=0 NXi=1 pi(w) ~pi(z)!j = 11� hp(w); p(z)ieinen P-Nevanlinna-Pik-Kern aufD = fz 2 C n ; k(p(z)k < 1g:



42 3. MULTIPLIER AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMEN() Sei H � CD ein P-Nevanlinna-Pik-Raum mit reproduzierendem Kern K undsei d : D ! CN eine Faktorisierung wie oben. Es seiD̂ = fz 2 C n ; kd(z)k < 1g � D:Dann kann K zu einem P-Nevanlinna-Pik-Kern K̂ auf D̂� D̂ fortgesetzt wer-den. Der zu K̂ geh�orende funktionale Hilbertraum Ĥ ist dann ein maximalerP-Nevanlinna-Pik-Raum.beweis.(a) Sei zun�ahst F 0 = LHf(1� 1K )(�; w) ; w 2 Dg:Dann existiert ein N 0 2 N, so da� F 0 ein Teilraum des Raumes der Polyno-me in n Variablen vom Grad h�ohstens N 0 ist, also endlihdimensional, alsovollst�andig (auh bez�uglih der im Beweis von Satz 1.6 de�nierten kanonishenNorm). F 0 ist somit shon der funktionale Hilbertraum mit reproduzierendemKern 1 � 1K . Sei Æz : F 0 ! C die Punktauswertung in z 2 D. Dann de�niertbekanntlih d0 : D ! F 0 ; z 7! Æ�z(1)zusammen mit F 0 eine Faktorisierung von 1� 1K , also(1� 1K )(z; w) = hd0(w); d0(z)i (z; w 2 D):Sei nun u : F 0 ! CN (N 2 N geeignet) unit�ar. Nat�urlih de�niert auhd = (di)Ni=1 : D ! F = CN ; z 7! u Æ d0(z)eine Faktorisierung von 1� 1K mitdi(z) = hei; d(z)i= hu�1ei; d0(z)i= (u�1ei)(z) (z 2 D);wobei ei den i-ten Einheitsvektor in CN bezeihnet. Darum liegen die Funktio-nen di (1 � i � N) in F 0, sind also Einshr�ankungen von Polynomen auf D.Die Abbildungen Cn � Cn ! C ; (z; w) 7! 1� 1K (z; w)und Cn � Cn ! C ; (z; w) 7! hd(w); d(z)isind holomorphe Abbildungen (sogar Polynome), die auf der o�enen MengeD� ~D �ubereinstimmen, sind also nah dem Identit�atssatz shon �uberall gleih.Die weiteren Behauptungen folgen aus der Gleihheitkd(z)k2 = hd(z); d(z)i = 1� 1K (z; z) (z 2 D):(b) Das ist klar.



2. MULTIPLIER UND SCHURKLASSEFUNKTIONEN 43() Es existieren N 2 N und Polynome (pi)Ni=1, so da�K(z; w) = 1Xj=0( NXi=1 pi(w) ~pi(z))j (z; w 2 D)gilt. Diese Reihe konvergiert nat�urlih auf ganz D̂. �Bemerkung. Man kann nat�urlih auh direkt mit Methoden der Linearen Algebrabeweisen, da� eine positiv de�nite Abbildung : C n � C n ! C ;die zus�atzlih ein Polynom in z und w ist, eine Faktorisierung der Formd : C n ! CN ; z 7! (pi(z))Ni=1mit geeignetem N 2 N und endlih vielen Polynomen pi besitzt.Ferner wird die folgende Aussage �uber das Taylorspektrum eines vertaushendenTupels ben�otigt.Lemma 3.9. Seien q = (qi)Ni=1 Polynome in n Ver�anderlihen, und sei T 2 L(H)nein vertaushendes Tupel (H ein Hilbertraum). Es bezeihne q(T ) die AbbildungH ! HN ; h 7! (qi(T )h)Ni=1:Dann gilt f�ur das Taylorspektrum von T�(T ) � fz 2 C n ; kq(z)k � kq(T )kg:beweis. Wir bezeihnen mit S das vertaushende N -Tupel (qi(T ))Ni=1. Wirzeigen zun�ahst, da� das gemeinsame approximative Punktspektrum ��(S) von Sin kq(T )k � BN enthalten ist. Dazu sei z 2 ��(S). Dann existiert eine Folge (hj) vonEinheitsvektoren in H , so da�(zi � Si)hj j�! 0 (1 � i � N)gilt. Es folgtNXi=1 jzij2 = NXi=1 kzihjk2� NXi=1(k(zi � qi(T ))hjk+ kqi(T )hjk)2= NXi=1(k(zi � qi(T ))hjk2 + 2k(zi � qi(T ))hjkkqi(T )hjk) + NXi=1 kqi(T )hjk2= NXi=1(k(zi � qi(T ))hjk2 + 2k(zi � qi(T ))hjkkqi(T )hjk) + kq(T )hjk2� NXi=1(k(zi � Si)hjk2 + 2k(zi � Si)hjkkSik) + kq(T )k2j�! kq(T )k2:



44 3. MULTIPLIER AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMENNun ist das Taylorspektrum �(S) von S in der polynomkonvexen H�ulle von ��(S)enthalten (vergleihe [SZ74℄). Da kq(T )k � BN polynomkonvex (sogar konvex) ist,ist �(S) � kq(T )k � BN . Nah dem spektralen Abbildungssatz istq(�(T )) = �(S) � kq(T )k � BN ;was behauptet war. �Wir legen nun folgende Situation fest.Situation (C). Sei D � C n o�en, und sei H ein maximaler P-Nevanlinna-Pik-Raum �uber D mit reproduzierendem Kern K. Mit der bereits fr�uher eingef�uhrtenNotation C : D � ~D ! C ; (z; w) 7! K(z; w)sehen wir, da� 1C ein Polynom ist. Seid : D ! CN ; z 7! (pi(z))Ni=1eine Faktorisierung von 1� 1K mit Polynomen pi (1 � i � N). Ferner seien E ; E�beliebige Hilbertr�aume.Damit folgt sofort1C (z; w) = 1� (1� 1K (z; w)) = 1� NXi=1 ~pi(z)pi(w) (z 2 D ; w 2 ~D):Wir k�onnen dann zu jedem kommutierenden Tupel T 2 L(H)n (H ein Hilbertraum),ohne Einshr�ankungen an sein Spektrum, verm�oge des polynomiellen Funktional-kalk�uls das Tupel (LT� ; RT ) in 1C einsetzen. Es gilt1C (LT� ; RT )(1) = 1� NXi=1 ~pi(T �)pi(T ) = 1� NXi=1 pi(T )�pi(T ):Das gestattet eine einfahere Charakterisierung ( 1C ; D)-positiver Tupel.Lemma 3.10. In Situation (C) sei H ein Hilbertraum und T 2 L(H)n ein vertau-shendes Tupel. Dann sind �aquivalent:(i) T ist strikt ( 1C ; D)-positiv.(ii) Die Abbildung p(T ) : H ! HN ; h 7! (pi(T )h)Ni=1 ist strikt kontraktiv.beweis. Nah obigen Vorbemerkungen ist die Implikation (i)) (ii) klar. F�urdie umgekehrte Rihtung bleibt zu zeigen, da� unter der Voraussetzung (ii) dasSpektrum von T in ~D enthalten ist. Das ist jedoh klar, da nah Lemma 3.9�(T ) � fz 2 C n ; k(pi(z)Ni=1k � kp(T )kg� fz 2 C n ; k(pi(z)Ni=1k < 1g= fz ; z 2 C n ; kd(z)k < 1g= ~Daufgrund der Maximalit�at von H gilt. �



2. MULTIPLIER UND SCHURKLASSEFUNKTIONEN 45Wir formulieren nun die Umkehrung von Satz 3.6.Satz 3.11. Es gelte Situation (C). Sei � 2 S�1 ( 1C ; D; L(E ; E�)). Dann ist� 2 M(H
 E ;H
 E�)und es gilt kM�k � 1.beweis. Aus notationstehnishen Gr�unden vertaushen wir die Rollen von Eund E�. Wir nehmen also an, da� � 2 S�1 ( 1C ; D; L(E�; E)) gilt.Wir wollen zeigen, da� die Abbildung : D �D ! L(E) ; (z; w) 7! K(z; w)(1� �(z)�(w)�)positiv de�nit ist. Denn nah Satz 1.11 folgt daraus die Behauptung.Wir w�ahlen eine Orthonormalbasis (ei)i2I von E . F�ur eine endlihe Teilmenge s � Isei Es = LHfei ; i 2 sg und Ps die Orthogonalprojektion von E auf Es. Die MengeF aller endlihen Teilmengen von I ist durh die Mengeninklusion gerihtet, (Ps)s2Fist dann ein Netz, welhes in der starken Operatortopologie gegen 1E konvergiert.(1) Wir bemerken zun�ahst, da� es gen�ugt, die folgende Aussage zu zeigen: F�ur alleendlihen Teilmengen 
 von D und alle s 2 F ist die Abbildung
;s : 
� 
! L(Es) ; (z; w) 7! K(z; w)Ps(1E � �(z)�(w)�)jEs = Ps(z; w)jEspositiv de�nit. Denn seien (zi)mi=1 � D und (xi)mi=1 � E endlihe Folgen. Sei
 = fz1; : : : ; zmg. Damit giltXi;j h(zj ; zi)xi; xji = lims2FXi;j h(zj ; zi)Psxi; Psxji= lims2FXi;j hPs(zj ; zi)Psxi; Psxji= lims2FXi;j h
;s(zj ; zi)Psxi; Psxji� 0:(2) Sei also 
 � D endlih, und sei s 2 F. Es sei V der Vektorraum aller Abbil-dungen von 
� ~
 nah L(Es), versehen mit der Supremumsnorm. Dann ist Vendlihdimensional, da 
 endlih und auh L(Es) endlihdimensional ist. FernerseiC = ff 2 V ; 
� 
! L(Es) ; (z; w) 7! K(z; w)f(z; w) positiv de�nit g:Somit ist C ein abgeshlossener spitzer konvexer Kegel in V . Die Abgeshlossen-heit folgt direkt aus der De�nition der Supremumsnorm. Zum Beweis der Spitz-heit sei f 2 C, so da� auh �f in C liegt. Da dann (z; w) 7! �K(z; w)f(z; w)positiv de�nit ist, folgt f�ur alle z 2 
 ; x 2 EshK(z; z)f(z; z)x; xi � 0 und hK(z; z)f(z; z)x; xi � 0;also hK(z; z)f(z; z)x; xi = 0. Mit der Cauhy-Shwarzshen Ungleihung (ver-gleihe Satz 1.3) folgt f�ur z; w 2 
 und x; y 2 EsjhK(z; w)f(z; w)x; yij2 � hK(z; z)f(z; z)y; yihK(w;w)f(w;w)x; xi = 0:



46 3. MULTIPLIER AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMENDa aber K(z; w) 6= 0 f�ur alle z; w 2 D ist, folgt f = 0. Nah De�nition liegt dieAbbildungh
;s : 
� ~
! L(Es) ; (z; w) 7! Ps(1� �(z)�(w)�)jEsin V . Wir m�ussen zeigen, da� h
;s 2 C gilt. Dazu verwenden wir ein Trennungs-argument. Wir zeigen, da� f�ur alle L 2 V 0 (stetiger Dualraum), die Re L(f) > 0f�ur f 2 Cnf0g erf�ullen, shon Re L(h
;s) � 0 folgt. Denn da V endlihdimensio-nal ist, existiert nah [Kle55℄, Satz 2.5, falls h
;s =2 C, eine stetige LinearformL auf V mit Re L(f) > 0 f�ur f 2 Cnf0g und Re L(h
;s) < 0. Sei also imfolgenden L 2 V 0 wie oben beshrieben.(3) Zu f 2 V de�nieren wirf� : 
� ~
! L(Es) ; (z; w) 7! f(w; z)�;also gilt f� 2 V und (f�)� = f . Ferner seiL1 : V ! C ; f 7! 12(L(f) + L(f�));also L1 2 V 0. F�ur f 2 V mit f = f� ist o�enbar L1(f) = Re L(f). Weiter sei Hder Raum aller Abbildungen von ~
 nah L(Es; C ), also istH endlihdimensional.Wir wollen nun H mit einem Skalarprodukt versehen. Zu f; g 2 H seif � g : 
� ~
! L(Es) ; (z; w) 7! f(z)�g(w);also f�g 2 V . Man rehnet nah, da� f�ur f; g 2 H die Identit�at f�g = (g�f)�gilt. Wir de�nieren nunh�; �i : H �H ! C ; hf; gi = L1(g � f)und behaupten, da� h�; �i ein Skalarprodukt auf H ist. Die Linearit�at im erstenArgument ist klar. Es gilt weiterhf; gi = L1(g � f)= 12(L(g � f) + L((g � f)�))= L1((g � f)�)= L1(f � g)= hg; fi (f; g 2 H):Somit ist h�; �i sesquilinear. Sei nun f 2 H . Dann ist die Abbildung
� 
! L(Es) ; (z; w) 7! f � f(z; w)positiv de�nit, denn f�ur endlihe Folgen (zi) � 
 und (xi) � Es giltXhf � f(zj ; zi)xi; xji = Xhf(zi)xi; f(zj)xji= kX f(zi)xik2� 0:Daher ist die Abbildung
� 
! L(Es) ; (z; w) 7! K(z; w)(f � f)(z; w)



2. MULTIPLIER UND SCHURKLASSEFUNKTIONEN 47positiv de�nit als Produkt zweier positiv de�niter Funktionen, also liegt f � fin C. Daher ist hf; fi = L1(f � f) = Re L(f � f) � 0;und aufgrund der Wahl von L gilt hf; fi = 0 genau dann, wenn f � f = 0 ist.Wegenjf(z)xj2 = hf(z)�f(z)x; xi = hf � f(z; z)x; xi (z 2 ~
 ; x 2 Es)ist das �aquivalent zu f = 0, weswegen h�; �i positiv de�nit ist. Mit diesem Ska-larprodukt ist H also ein Hilbertraum.(4) Die Multiplikationen mit den KoordinatenfunktionenTi : H ! H ; Ti(f)(z) = zif(z) (1 � i � n)sind stetig, da H endlihdimensional ist. Wir werden zeigen, da� das TupelT = (Ti)ni=1 strikt ( 1C ; D)-positiv ist. Sei also f 2 H . Dann giltNXi=1 ((pi � f)� (pi � f)) (z; w) = NXi=1 pi(z)f(z)�pi(w)f(w)= NXi=1 ~pi(z)pi(w)(f � f)(z; w)= (1� 1K )(z; w)(f � f)(z; w) (z; w 2 
):Somit ergibt sihK(z; w)(f � f � NXi=1(pi � f)� (pi � f))(z; w)= K(z; w)�f � f(z; w)� f � f(z; w) + 1K (z; w)(f � f)(z; w)�= f � f(z; w) (z; w 2 
):Wie wir bereits sahen, ist die Abbildung
� 
! L(Es) ; (z; w) 7! f � f(z; w)positiv de�nit, so da� f�f�PNi=1(pi �f)�(pi �f) in C liegt. Wir sehen au�erdem,da� f � f �PNi=1(pi � f)� (pi � f) = 0 genau dann gilt, wenn f � f(z; w) = 0f�ur alle z; w 2 
 ist, also genau dann, wenn f = 0 ist. Shlie�lih folgtkfk2 � NXi=1 kpi(T )fk2 = kfk2 � NXi=1 kpi � fk2= Re L((f � f)� NXi=1(pi � f)� (pi � f))> 0 ( falls f 6= 0):Da H endlihdimensional ist, folgt, da� die AbbildungH ! HN ; f 7! (pi(T )f)Ni=1Norm kleiner 1 hat, was nah Lemma 3.10 dazu �aquivalent ist, da� T strikt( 1C ; D)-positiv ist.



48 3. MULTIPLIER AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMEN(5) Wir zeigen nun einige Hilfsbehauptungen. Wir beobahten zun�ahst, da� f�uru 2 O( ~D) (u(T )f)(z) = u(z)f(z) (f 2 H ; z 2 ~
)gilt (man beahte, da� �(T ) � ~D ist). Zum Beweis �xieren wir z 2 ~
. Esbezeihne Æz : H ! L(Es; C ) die (automatish stetige) Punktauswertung inz und S bezeihne das vertaushende Tupel (zi � 1L(Es;C) )ni=1 2 L(L(Es; C ))n .O�enbar giltÆzTi(f) = zif(z) = SiÆz(f) (f 2 H ; 1 � i � n):Dann folgt aus der Vertaushungseigenshaft des holomorphen Kalk�uls(u(T )f)(z) = Æzu(T )(f) = u(S)Æz(f) = u(z)f(z) (f 2 H):Nun behaupten wir, da� f�ur u; v 2 O( ~D;L(E ; E�)), f; g 2 H und x; y 2 Efolgende Gleihheit gilt:hu(T )(f 
 x); v(T )(g 
 y)i = L1((z; w) 7! hu(w)x; v(z)yi(g � f)(z; w)):Da bei festgehaltenem f; g; x; y beide Seiten der Gleihung stetige sesquilineareAbbildungen in u; v de�nieren, gen�ugt es, die Behauptung f�ur Elementartenso-ren der Form u = u0 
 A ; v = v0 
 B (u; v 2 O( ~D) ; A;B 2 L(E ; E�)) zu�uberpr�ufen:hu(T )(f 
 x); v(T )(g 
 y)i= hu0(T )f; v0(T )gihAx;Byi= L1((v0(T )g)� (u0(T )f))hAx;Byi= L1 ((z; w) 7! (v0(T )g)(z)�(u0(T )f)(w)) hAx;Byi= L1((z; w) 7! v0(z)g(z)�u0(w)f(w))hAx;Byi= L1((z; w) 7! (g � f)(z; w)hu0(w)Ax; v0(z)Byi)= L1((z; w) 7! hu(w)x; v(z)yi(g � f)(z; w)):(6) Mit dem bisher Gezeigten k�onnen wir jetzt den Beweis abshlie�en. F�ur i 2 ssei fi 2 H de�niert durhfi : ~
! L(Es; C ) ; fi(z)x = hx; eii:Nah Voraussetzung gilt ~� 2 S1( 1C ; D; L(E ; E�)). Mit der eben gezeigten Hilfs-behauptung folgt0 � kXi2s fi 
 eik2 � k~�(T )(Xi2s fi 
 ei)k2= Xi2s hfi; fii � Xi;j2sh~�(T )(fi 
 ei); ~�(T )(fj 
 ej)i= Xi2s hfi; fii � Xi;j2sL1((z; w) 7! h~�(w)ei; ~�(z)eji(fj � fi)(z; w))= L1((z; w) 7! Xi;j2sh(1� ~�(z)� ~�(w))ei; eji(fj � fi)(z; w))= L1((z; w) 7! Xi;j2sh(1� �(z)�(w)�)ei; eji(fj � fi)(z; w)):



2. MULTIPLIER UND SCHURKLASSEFUNKTIONEN 49Shlie�lih giltXi;j2sh(1� �(z)�(w)�)ei; eji(fj � fi)(z; w)x= Xi;j2sh(1� �(z)�(w)�)ei; ejihx; eiiej= Xj2sh(1� �(z)�(w)�)Xi2s hx; eiiei; ejiej= Ps(1� �(z)�(w)�)x= h
;s(z; w)x (z 2 
 ; w 2 ~
 ; x 2 Es):Zusammengenommen ergibt sih also L1(h
;s) � 0. Wegenh�
;s(z; w) = h
;s(w; z)�= (Ps(1� �(w)�(z)�)jEs)�= (Ps(1� �(z)�(w)�)jEs)= h
;s(z; w) (z 2 
 ; w 2 ~
)gilt h
;s = h�
;s und folglih Re L(h
;s) = L1(h
;s) � 0, was zu zeigen war. �Aus Satz 3.6 und Satz 3.11 erhalten wir folgendes Ergebnis.Satz 3.12. Sei D � C n o�en, und sei H � CD ein maximaler P-Nevanlinna-Pik-Raum mit reproduzierendem Kern K. Es seiC(z; w) = K(z; w) (z 2 D ; w 2 ~D):Ferner seien E und E� beliebige Hilbertr�aume. Dann stimmen S�( 1C ; D; L(E ; E�))und M(H
 E ;H
 E�) als normierte R�aume �uberein.beweis. S�( 1C ; D; L(E ; E�)) undM(H
E ;H
E�) sind zwei normierte R�aumemit gleiher abgeshlossener Einheitskugel. Dann m�ussen sie auh als normierteR�aume �ubereinstimmen. �





KAPITEL 4Commutant-Lifting auf Nevanlinna-Pik-R�aumen1. Potenzen von Nevanlinna-Pik-KernenIm bisherigen Verlauf der Arbeit wurden Eigenshaften von Nevanlinna-Pik-Kernenund den zugeh�origen funktionalen Hilbertr�aumen betrahtet. Das Standardbeispieleines solhen Hilbertraumes ist der Raum H2n, der funktionale Hilbertraum mitreproduzierendem Kern�n : Bn � Bn ! C ; (z; w) 7! 11� hz; wi :Es treten in nat�urliher Weise jedoh auh funktionale Hilbertr�aume auf, derenKerne Potenzen von �n sind. Etwa ist der Abshlu� der Polynome in n Variablenin der Norm von L2(�), wobei � das Ober�ahenma� auf dem Rand der Kugelbezeihnet, via Poissontransformation gerade der Hardyraum, das hei�t der funk-tionale Hilbertraum �uber Bn mit Kern �nn. W�ahrend �n ein Nevanlinna-Pik-Kernist, ist dies f�ur Potenzen von �n niht mehr der Fall. Es ersheint daher sinnvoll,auh solhe funktionalen Hilbertr�aume in unsere �Uberlegungen mit einzubeziehen,deren reproduzierende Kerne Potenzen von Nevanlinna-Pik-Kernen sind.F�ur einen funktionalen Hilbertraum H � CX mit reproduzierendem KernK : X �X ! Cund m 2 N shreiben wirKm : X �X ! C ; (�; �) 7! K(�; �)m:Dann ist Km als Produkt von positiv de�niten Abbildungen wieder positiv de�nit,also reproduzierender Kern eines eindeutig bestimmten funktionalen Hilbertraums,den wir mit Hm bezeihnen.Wir notieren zun�ahst einige grundlegende Eigenshaften von funktionalen Hilbert-r�aumen, die zu Potenzen ein und desselben Kernes geh�oren.Lemma 4.1. Seien E ; E� Hilbertr�aume und l;m 2 N mit l � m.(a) Es sei H � CX ein funktionaler Hilbertraum. Dann istM(Hl 
 E ;Hl 
 E�) �M(Hm 
 E ;Hm 
 E�);und die EinbettungM(Hl 
 E ;Hl 
 E�) ,!M(Hm 
 E ;Hm 
 E�)ist kontraktiv. 51



52 4. COMMUTANT-LIFTING AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMEN(b) Sei H � CX nun ein Nevanlinna-Pik-Raum. Dann giltHl 
 E � Hm 
 E ;und die Einbettung Hl 
 E ,! Hm 
 Eist kontraktiv.beweis.(a) Ist  2 M(Hl
E ;Hl
E�) und K der reproduzierende Kern von H, so ist nahSatz 1.11 die AbbildungX �X ! L(E�) ; (�; �) 7! Kl(�; �)(kM k2M(Hl
E;Hl
E�) �  (�) (�)�)positiv de�nit. Es folgt, da� dann auh die AbbildungX �X ! C ; (�; �) 7! Km(�; �)(kM k2M(Hl
E;Hl
E�) �  (�) (�)�)als Produkt von positiv de�niten Abbildungen positiv de�nit ist, und nah Satz1.11 gilt kM kM(Hm
E;Hm
E�) � kM kM(Hl
E;Hl
E�):(b) Sei also f 2 Hl 
 E und K der reproduzierende Kern von H. Nah Satz 1.9 istdann die AbbildungX �X ! L(E) ; (�; �) 7! kfk2Hl
EKl(�; �)1E � f(�)� f(�)positiv de�nit. Dann ist aber auh die AbbildungX �X ! L(E) ; (�; �) 7! kfk2Hl
EKm(�; �)1E � f(�)� f(�)= kfk2Hl
E(Km(�; �) �Kl(�; �))1E + (kfk2Hl
EKl(�; �)1E � f(�)� f(�))= kfk2Hl
EKl(�; �)�1� 1K� (�; �)0�m�lXj=1 Kj(�; �)1A � 1E+ �kfk2Hl
EKl(�; �)1E � f(�)� f(�)�positiv de�nit als Summe und Produkt positiv de�niter Abbildungen. Nah Satz1.9 folgt, da� f 2 Hm 
 E ist und kfkHm
E � kfkHl
E gilt. �Fr�uher wurde bereits bewiesen, da� Nevanlinna-Pik-R�aume die konstanten Funk-tionen enthalten (folglih auh ihre Multiplieralgebra) und da� die Multiplieralge-bra sogar diht liegt. Das bleibt immer noh rihtig, wenn wir zu Potenzen vonNevanlinna-Pik-Kernen �ubergehen.Lemma 4.2. Sei H � CX ein Nevanlinna-Pik-Raum mit reproduzierendem KernK und m 2 N.(a) Es liegt H diht in Hm.(b) Jede dihte Teilmenge von H ist auh diht in Hm.



2. EIN COMMUTANT-LIFTING-THEOREM 53() Es sei A die von den Abbildungen (1 � 1K )(�; �) (� 2 X) erzeugte unitale Al-gebra komplexwertiger Funktionen. Ferner sei F der funktionale Hilbertraummit reproduzierendem Kern 1 � 1K und AF die von F in CX erzeugte unitaleAlgebra von Funktionen (vergleihe Lemma 3.2). Dann gelten die InklusionenA � AF �M(H) � H � Hmund A � AF �M(H) �M(Hm) � Hm;wobei alle angegebenen Teilmengen diht in Hm liegen.beweis.(a) Nah Lemma 3.2 sind die Abbildungen K(�; �) (� 2 X) Multiplier auf H. DaM(H) eine Algebra ist, ist LHfKm(�; �) ; � 2 Xg einerseits eine Teilmengevon M(H), also auh von H, liegt andererseits aber auh diht in Hm. Daszeigt, da� auh H shon diht in Hm liegt.(b) Das ist klar nah Teil (a) und der Stetigkeit der Inklusion H ,! Hm.() Folgt aus (b) und Lemma 3.2. �2. Ein Commutant-Lifting-TheoremBekanntlih sind Einshr�ankungen von Multipliern eines funktionalen Hilbertrau-mes H � EX (X eine Menge, E ein Hilbertraum) mit reproduzierendem Kern K aufeine Teilmenge Y � X Multiplier des zur Einshr�ankung KY geh�orenden Hilbert-raumes HY , wobei sih die Multipliernorm h�ohstens verkleinert. Das folgt direktaus Satz 1.11, da die Eigenshaft der positiven De�nitheit einer Abbildung beimEinshr�anken nat�urlih erhalten bleibt.Es stellt sih nun die Frage, ob die Umkehrung ebenfalls gilt, also ob sih Multipliervon HY (mit Kontrolle der Norm) zu Multipliern auf H fortsetzen lassen. Dieswerden wir nun f�ur Nevanlinna-Pik-R�aume positiv beantworten. Wir �xieren diefolgende Situation.Situation (D). Sei X eine Menge, und sei H � CX ein Nevanlinna-Pik-Raummit reproduzierendem Kern K. Es sei d : X ! F (F ein geeigneter Hilbertraum)eine Faktorisierung von 1� 1K , also1� 1K (�; �) = hd(�); d(�)i (�; � 2 X):F�ur einen beliebigen Hilbertraum K sei die Abbildung ZK : X ! L(F 
 K;K)de�niert durh ZK(�)�x = d(�) 
 x:Shlie�lih �xieren wir beliebige Hilbertr�aume E ; E� und m 2 N, m � 1.



54 4. COMMUTANT-LIFTING AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMENUm den Beweis des Commutant-Lifting-Satzes �ubersihtlih zu halten, zerteilenwir ihn in mehrere Lemmata. Zun�ahst versha�en wir uns einen Ersatz f�ur denShiftoperator.Lemma 4.3. Sei G ein Hilbertraum. Dann existiert eine eindeutige KontraktionSG;m 2 L(F 
 (Hm 
 G);Hm 
 G)mit S�G;m(Km(�; �)x) = d(�)
Km(�; �)x (� 2 X ; x 2 G):Es gilt SG;m(� 
 f) =Md�
1Gf (f 2 Hm 
 G ; � 2 F);wobei d� die Abbildung X ! C ; � 7! h�; d(�)ibezeihnet.beweis. Sei Æ� : Hm 
 G ! G die Punktauswertung in � (� 2 X). Ferner sei� : X ! L(G;F 
 (Hm 
 G)) ; �(�)x = d(�) 
Km(�; �)x:Dann ist nah Lemma 1.7 zu zeigen, da� die Abbildung : X �X ! L(G) ; (�; �) 7! Æ�Æ�� � �(�)��(�)positiv de�nit ist. Seien dazu (�i) � X und (xi) � G endlihe Folgen. Es giltXi;j h(�j ; �i)xi; xji = Xi;j Km(�j ; �i)hxi; xji � hd(�i); d(�j)iKm(�j ; �i)hxi; xji= Xi;j Km(�j ; �i) 1K (�j ; �i)hxi; xji= Xi;j Km�1(�j ; �i)hxi; xji� 0;da Km�1 positiv de�nit ist.Somit ist S�G;m wohlde�niert und kontraktiv, also auh SG;m.Der Zusatz ergibt sih aus der RehnunghSG;m(� 
 f)(�); xi = h� 
 f; S�G;mKm(�; �)xi= h�; d(�)ihf;Km(�; �)xi= hh�; d(�)if(�); xi (� 2 X ; f 2 Hm 
 G ; � 2 F ; x 2 G)und der shon fr�uher (Lemma 3.2) bewiesenen Tatsahe, da� d� ein Multiplier aufH mit kMd�k � k�k ist, also erst reht ein Multiplier auf Hm. �



2. EIN COMMUTANT-LIFTING-THEOREM 55Lemma 4.4. Sei G ein Hilbertraum. Dann existieren f�ur 0 � l � m KontraktionenPG;m;0 : Hm 
 G ! G ; Km(�; �)x 7! xund PG;m;l : Hm 
 G ! Hl 
 G ; Km(�; �)x 7! Kl(�; �)x (l � 1):Es gilt P �G;m;0x = 1
 xund f�ur l � 1 P �G;m;lf = f (f 2 Hl 
 G):beweis. Wir betrahten zun�ahst den Fall l = 0. Da Hm die konstanten Funk-tionen enth�alt, ist durhP �G;m;0 : G ! Hm 
 G ; x 7! 1
 xeine Kontraktion de�niert, denn es gilt k1k � 1. Dann ist auh PG;m;0 kontraktiv,und es gilthPG;m;0(Km(�; �)x); yi = hx; (1
 y)(�)i = hx; yi (� 2 X ; x; y 2 G);also PG;m;0(Km(�; �)x) = x (� 2 X ; x 2 G):F�ur den Fall 1 � l � m de�nieren wir P �G;m;l als die Einbettung vonHl
G inHm
G.Nah Lemma 4.1 de�niert das eine kontraktive Abbildung P �G;m;l : Hl
G ! Hm
G.Es folgt, da� dann auh PG;m;l kontraktiv ist; es gilthPG;m;lKm(�; �)x; fiHl
G = hKm(�; �)x; fiHm
G= hx; f(�)iG= hKl(�; �)x; fiHl
G (� 2 X ; x 2 G ; f 2 Hl 
 G);also PG;m;lKm(�; �)x = Kl(�; �)x (� 2 X ; x 2 G): �Bemerkung.(a) Falls die konstante Funktion 1 in Hm 
G Norm 1 hat, dann ist die AbbildungP �G;m;0PG;m;0 gerade die Projektion auf die konstanten Funktionen in Hm 
 G,denn sie ist o�enbar selbstadjungiert und es gilthPG;m;0P �G;m;0x; yiG = h1
 x;1
 yiHm
G= k1k2Hm
Ghx; yi (x; y 2 G);also PG;m;0P �G;m;0 = 1G , so da� dann P �G;m;0PG;m;0 auh idempotent ist. Es liegtnun nahe zu vermuten, da� auh f�ur l � 1 die Abbildungen PG;m;l Orthogo-nalprojektionen auf Hl 
 G als Teilraum von Hm 
 G sind. Diese Erwartungkann sih im allgemeinen aber shon deswegen niht erf�ullen, da nah Lemma



56 4. COMMUTANT-LIFTING AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMEN4.2 Hl 
 G als Menge diht in Hm 
 G liegt. Da Orthogonalprojektionen ab-geshlossene Bilder haben, m�u�te dann shon Hl 
 G = Hm 
 G (als Menge)gelten, was im allgemeinen niht erf�ullt ist, wie einfahe Beispiele zeigen.(b) Abk�urzend wollen wir im folgenden PG;m statt PG;m;0 shreiben.Definition 4.5. Es sei G ein Hilbertraum. Ein abgeshlossener Teilraum N vonHm 
 G hei�t� invariant, falls N invariant f�ur alle Operatoren Md�
1G (� 2 F) ist.� �-invariant, falls N invariant f�ur alle Operatoren M�d�
1G (� 2 F) ist.� reduzierend, wenn er invariant und �-invariant ist.Bemerkung. Sei G ein Hilbertraum.(a) Ein abgeshlossener Teilraum N � Hm
G ist invariant genau dann, wenn N?�-invariant ist.(b) Sei N � Hm 
 G invariant. Dann ist SG;m(F 
N ) � N .() Sei N � Hm 
 G �-invariant. Dann ist S�G;mN � F 
N .beweis.(a) Klar.(b) Sei � 2 F und f 2 N . Dann istSG;m(� 
 f) =Md�
1Gf 2 N ;also gilt SG;m(F 
N ) � N .() Sei N �-invariant. Dann ist N? invariant, und es giltSG;m(F 
N?) � N?:Wegen F 
N? = (F 
N )? folgt die Behauptung. �Definition 4.6. Sei G ein Hilbertraum, und sei N � Hm 
 G ein abgeshlossenerTeilraum. F�ur einen Operator Y 2 L(F 
N ;N ) de�nieren wir�Y : L(N )! L(N ) ; T 7! Y (1F 
 T )Y �und �Y : L(N )! L(N ) ; �Y = 1L(N ) � �Y :Wir zeigen nun einige Eigenshaften der gerade de�nierten Operatoren.Lemma 4.7. Sei G ein Hilbertraum und N � Hm 
 G ein �-invarianter Teilraum.Sei Y 2 L(F 
N ;N ) de�niert durh Y = PNSG;mjF
N .(a) Es gilt �pSG;m(T ) p�! 0 (SOT ) (T 2 L(Hm 
 G)):(b) Die Abbildung �Y ist positiv.



2. EIN COMMUTANT-LIFTING-THEOREM 57() Es gilt �pY (N) p�! 0 (SOT ) (N 2 L(N )):(d) Der Operator �Y ist injektiv.(e) Sei N 2 L(N ). Falls �Y (N) positiv ist, dann ist auh N positiv.(f) Sei N 2 L(N ) positiv und �Y (N) � 0. Dann ist N = 0.beweis.(a) Wir zeigen zun�ahst�pSG;m(T )(Km(�; �)x) p�! 0 (� 2 X ; x 2 G):Es giltk�pSG;m(T )(Km(�; �)x)k = kSG;m(1F 
 �p�1SG;m(T ))S�G;m(Km(�; �)x)k= kSG;m �d(�)
 �p�1SG;m(T )(Km(�; �)x)� k� kd(�)kk�p�1SG;m(T )(Km(�; �)x)k...� kd(�)kpkT (Km(�; �)x)k p�! 0 (� 2 X ; x 2 G);da kd(�)k < 1 f�ur � 2 X . Somit gilt die Behauptung auh f�ur die lineare H�ullevon fKm(�; �)x ; � 2 X ; x 2 Gg, die diht in Hm 
 G liegt. Wegenk�SG;mk � kSG;mk2 � 1ist die Folge (�pSG;m(T ))p2N durh kTk beshr�ankt und konvergiert punktweiseauf einer dihten Teilmenge gegen 0, also shon �uberall.(b) Sei N 2 L(N ), N � 0. Dann isth�Y (N)h; hi = hY (1F 
N)Y �h; hi= h(1F 
N 12 )Y �h; (1F 
N 12 )Y �hi� 0 (h 2 N );und somit �Y (N) � 0.() Wir zeigen, da� �pY (N) = PN�pSG;m(NPN )jN (p 2 N)gilt. Daraus folgt dann mit (a) die Behauptung. Zun�ahst folgt f�ur p = 1 unterBenutzung der Identit�aten Y � = (S�G;m)jN und 1F 
 PN = PF
N�Y (N)h = Y (1F 
N)Y �h= PNSG;m(1F 
N)S�G;mh= PNSG;m(1F 
N)(1F 
 PN )S�G;mh= PN�SG;m(NPN )h (h 2 N ):



58 4. COMMUTANT-LIFTING AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMENF�ur den Induktionsshlu� beobahten wir, da� PNSG;m(1F 
 PN ) = PNSG;mgilt, da N �-invariant ist. Somit ergibt sih�pY (N)h = PNSG;m(1F 
 �p�1Y (N))S�G;mh= PNSG;m(1F 
 PN�p�1SG;m(NPN ))S�G;mh= PNSG;m(1F 
 �p�1SG;m(NPN ))S�G;mh= PN�pSG;m(NPN )h (h 2 N ):(d) Es gelte �Y (N) = 0. Dann ist f�ur p 2 NN � �pY (N) = p�1Xq=0�qY (N)� �q+1Y (N)= p�1Xq=0�qY (N � �(N))= p�1Xq=0�qY�Y (N)= 0:Nah (b) konvergiert (�pY (N))p2N SOT gegen 0, also mu� auh N = 0 sein.(e) Mit �Y (N) � 0 folgt N � �Y (N). Mit der Monotonie von �Y folgt�pY (N) � �p+1Y (N) (p 2 N);also insbesondere N � �pY (N) (p 2 N):Da aber �pY (N) p�! 0 (SOT )gilt, mu� auh N � 0 gelten.(f) Sei jetzt N 2 L(N ) positiv mit �Y (N) � 0. Dann ist �Y (�N) � 0, also�N � 0, also N � 0. Wegen N � 0 mu� shon N = 0 gelten. �Lemma 4.8. (a) Sei G ein Hilbertraum und sei N � Hm 
 G ein �-invarianterTeilraum. Sei Y = PNSG;mjF
N :Dann gilt f�ur 0 � l � mhPG;m;lg; PG;m;lhi = h�m�lY (1N )g; hi (g; h 2 N ):(b) Seien N � Hm 
 E und N� � Hm 
 E� �-invariante Teilr�aume. Sei fernerN 2 L(N ;N�) ein Operator, so da�PN�Md�
1E�N = NPNMd�
1E jN (� 2 F)gilt. Es seien Y = PNSE;mjF
N und Y� = PN�SE�;mjF
N� :



2. EIN COMMUTANT-LIFTING-THEOREM 59Dann gilt f�ur 0 � l � mhPE;m;lN�g; PE;m;lN�hi = h�m�lY� (NN�)g; hi (g; h 2 N�):Insbesondere ist �m�lY� (NN�) positiv.beweis.Zum Beweis von (a) sehen wir zun�ahst, da� f�ur 0 � l � mh�m�lSG;m(1Hm
G)g; hi = hPG;m;lg; PG;m;lhi (g; h 2 Hm 
 G)gilt:h�m�lSG;m(1Hm
G)Km(�; �)x;Km(�; �)yi= h��m�l�1SG;m (1Hm
G)� SG;m(1F 
�m�l�1SG;m (1Hm
G))S�G;m�Km(�; �)x;Km(�; �)yi= h(�m�l�1SG;m (1Hm
G)Km(�; �)x;Km(�; �)yi�hd(�); d(�)ih�m�l�1SG;m (1Hm
G)Km(�; �)x;Km(�; �)yi= 1K (�; �)h�m�l�1SG;m (1Hm
G)Km(�; �)x;Km(�; �)yi...= ( 1K (�; �))m�lhKm(�; �)x;Km(�; �)yi= ( 1K (�; �))m�lKm(�; �)hx; yi= hKl(�; �)x;Kl(�; �)yiHl
G= hPG;m;lKm(�; �)x; PG;m;lKm(�; �)yiHl
G (�; � 2 X ; x; y 2 G):Da fKm(�; �)x ; � 2 X ; x 2 Gg in Hm 
 G total ist, folgt die Behauptung.Ferner gilt h�jY (1N )g; hi = h�jSG;m(1Hm
G)g; hi (g; h 2 N ; j 2 N);wie man nahrehnet:h�Y (1N )g; hi = hg; hi � hY (1F 
 1N )Y �g; hi= hg; hi � hPNSG;m(1F 
 1Hm
G)S�G;mg; hi= hg; hi � hSG;m(1F 
 1Hm
G)S�G;mg; hi= h�SG;m(1Hm
G)g; hi (g; h 2 N );wobei benutzt wurde, da� Y � = (S�G;m)jN gilt, da S�G;mN � F
N ist. Wir shlie�ennun induktiv; sei die Behauptung f�ur j � 1 gezeigt. Dann gilth(1F 
�j�1Y (1N ))x; yi = h(1F 
�j�1SG;m(1Hm
G))x; yi (x; y 2 F 
N );wie man auf Elementartensoren nahpr�uft. Shlie�lih ergibt sihh�jY (1N )g; hi = h�j�1Y (1N )g; hi � h(1F 
�j�1Y (1N ))Y �g; Y �hi= h�j�1SG;m(1Hm
G)g; hi � h(1F 
�j�1SG;m(1Hm
G))S�G;mg; S�G;mhi= h�jSG;m(1Hm
G)g; hi (g; h 2 N ):



60 4. COMMUTANT-LIFTING AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMENSomit ist Teil (a) gezeigt. Mit dem bisher Gesagten k�onnen wir nun Teil (b) desLemmas beweisen. Dazu zeigen wir, da��jY�(NN�) = N�jY (1N )N� (j 2 N)gilt. Wir leiten zun�ahst folgende Vertaushungsrelation her:Y�(1F 
N) = NY:Es reiht, dies auf Elementartensoren nahzupr�ufen.Y�(1F 
N)(� 
 h) = Y�(� 
Nh)= PN�Md�
1E�Nh= NPNMd�
1Eh= NPNSE;m(� 
 h)= NY (� 
 h) (� 2 F ; h 2 N ):Damit folgt unsere urspr�unglihe Behauptung durh einen einfahen Induktionsbe-weis. Es ist �Y�(NN�) = NN� � Y�(1F 
NN�)Y ��= NN� �NY Y �N�= N(1N � Y Y �)N�= N�Y (1N )N�;was die Induktion verankert. Der Induktionsshlu� erfolgt durh eine analoge Reh-nung.Damit ergibt sih mit Teil (a)h�m�lY� (NN�)g; hi = hN�m�lY (1N )N�g; hi= hPE;m;lN�g; PE;m;lN�hi (g; h 2 N�): �Lemma 4.9. Sei K ein Hilbertraum, und seiU : K � E ! (F 
K)� E� ; U =  a b d !eine Kontraktion.(a) Es sei gK : X ! L(E�;K) ; gK(�) = (1K � a�ZK(�)�)�1�:Dann ist die Abbildung	K;m : Hm 
 E� ! K ; Km(�; �)x 7! gK(�)xwohlde�niert und kontraktiv.



2. EIN COMMUTANT-LIFTING-THEOREM 61(b) Sei � : X ! L(E ; E�) de�niert durh�(�) = d+ (1K � ZK(�)a)�1ZK(�)b (� 2 X):Dann gelten die Identit�aten (vergleihe Satz 3.3)	K;m = a�(1F 
	K;m)S�E�;m + �PE�;mPE;mM�� = b�(1F 
	K;m)S�E�;m + d�PE�;m:beweis.(a) Sei also Æ� : Hm 
 E� ! E� die Punktauswertung in � 2 X . Nah Lemma 1.7ist zu zeigen, da� die Abbildung : X �X ! L(E�) ; (�; �) 7! Æ�Æ�� � gK(�)�gK(�)positiv de�nit ist. Wir w�ahlen also endlihe Folgen (�i) in X und (xi) in E�.Unter Benutzung der Identit�atgK(�)x = a�ZK(�)�gK(�)x + �x= � a� � � d(�) 
 gK(�)xx ! (� 2 X ; x 2 E�)und der Tatsahe, da� auh � a� � � kontraktiv ist, erhalten wirXi;j h(�j ; �i)xi; xji= Xi;j Km(�j ; �i)hxi; xji � kXi gK(�i)xik2� Xi;j Km(�j ; �i)hxi; xji � kXi  d(�i)
 gK(�i)xixi ! k2= Xi;j Km(�j ; �i)hxi; xji �0�Xi;j hd(�i); d(�j)ihgK(�i)xi; gK(�j)xji+ hxi; xji1A= Xi;j (Km(�j ; �i)� 1)hxi; xji �Xi;j (1� 1K )(�j ; �i)hgK(�i)xi; gK(�j)xji= Xi;j (1� 1K )(�j ; �i) ( mXl=1 Kl(�j ; �i))hxi; xji � hgK(�i)xi; gK(�j)xji!= Xi;j (1� 1K )(�j ; �i) (m�1Xl=1 Kl(�j ; �i))hxi; xji+ h(�j ; �i)xi; xji! :Umformen liefertXi;j 1K (�j ; �i)h(�j ; �i)xi; xji� Xi;j (1� 1K )(�j ; �i)(m�1Xl=1 Kl(�j ; �i))hxi; xji� 0;



62 4. COMMUTANT-LIFTING AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMENda sowohl 1 � 1K also auh Pm�1l=1 Kl positiv de�nit sind, und damit auh ihrProdukt. Also ist 1K  positiv de�nit, also auh  selbst als Produkt positivde�niter Abbildungen.(b) Es gen�ugt, die Gleihheiten f�ur alle Km(�; �)x (� 2 X ; x 2 E�) zu zeigen. Esgilt somit	K;m(Km(�; �)x) = gK(�)x= a�(d(�) 
 gK(�)x) + �x= a�(1F 
	K;m)S�E�;m(Km(�; �)x) + �PE�;m(Km(�; �)x)undPE;mM��(Km(�; �)x) = PE;m(Km(�; �)�(�)�x)= �(�)�x= b�ZK(�)�(1K � a�ZK(�)�)�1�x+ d�x= b�(d(�) 
 gK(�)x) + d�x= b�(1F 
	K;m)S�E�;m(Km(�; �)x) + d�PE�;m(Km(�; �)x):�Wir sind nun in der Lage, das Commutant-Lifting-Resultat zu beweisen, wie es imskalaren Fall f�ur m = 1 unter etwas st�arkeren Voraussetzungen in [ATa℄ bewiesenwurde.Satz 4.10. Seien N � Hm 
 E und N� � Hm 
 E� �-invariante Teilr�aume. SeiN 2 L(N ;N�) ein Operator, so da�PN�Md�
1E�N = NPNMd�
1E jN (� 2 F)bzw. �aquivalent dazu N�(M�d�
1E� )jN� =M�d�
1EN� (� 2 F)gilt. Es seien Y; Y� de�niert durhY = PNSE;mjF
N und Y� = PN�SE�;mjF
N� :Dann sind �aquivalent:(i) �m�1Y� (1N� �NN�) � 0.(ii) Es existiert � 2M(H
 E ;H
 E�) mit kM�k � 1 derart, da�PE;mN� = PE;m(M��)jN�gilt.(iii) Es existiert � 2M(H
E ;H
E�) mit kM�k � 1 derart, da� (M��)jN� = N�.(iv) Es existiert � 2 M(H
 E ;H
 E�) mit kM�k � 1 derart, da� N = PN�M�jNund M��N� � N .beweis. Wir weisen darauf hin, da� in den Aussagen (ii) bis (iv) die Abbildung� ein Multiplier in M(H
 E ;H
 E�) ist, so da� der zugeh�orige MultiplierM� : H
 E ! H
 E�



2. EIN COMMUTANT-LIFTING-THEOREM 63kontraktiv ist, jedoh liegt � nat�urlih auh in M(Hm 
 E ;Hm 
 E�), so da� dieAussagen durhaus sinnvoll sind.Es gelte nun (i). Wir bezeihnen mit � den nah Voraussetzung positiven Operator�m�1Y� (1N� �NN�). Nah Lemma 4.8 gilthPE�;mg; PE�;mhi � hPE;mN�g; PE;mN�hi= h�mY�(1N� �NN�)g; hi= h�m�1Y� (1N� �NN�)g; hi � hY�(1F 
�m�1Y� (1N� �NN�))Y �� g; hi= h� 12 g;� 12hi � h(1F 
 � 12 )Y �� g; (1F 
 � 12 )Y �� hi (g; h 2 N�):Nah Lemma 1.7 ist dann die AbbildungV : D =_f (1F 
 � 12 )Y �� hPE�;mh ! ; h 2 N�g ! _f � 12 hPE;mN�h ! ; h 2 N�g (1F 
 � 12 )Y �� hPE�;mh ! 7!  � 12 hPE;mN�h !wohlde�niert und unit�ar. Wir konstruieren nun eine KontraktionU 2 L(N� � E ; (F 
N�)� E�);indem wir U� = V auf D und U� = 0 auf D? setzen.Wir shreiben dannU =  a b d ! 2 L(N� � E ; (F 
N�)� E�)als Operatormatrix und behaupten, da�� : X ! L(E ; E�) ; � 7! d+ (1N� � ZN�(�)a)�1ZN�(�)bdas gesuhte Symbol ist. Nah Satz 3.3 de�niert � auf jeden Fall einen Multiplierin M(H
 E ;H
 E�) mit kM�k � 1.Aus der Matrixdarstellung von U gewinnen wir f�ur h 2 N� die folgenden Identit�aten� 12h = a�(1F 
 � 12 )Y �� h+ �PE�;mhPE;mN�h = b�(1F 
 � 12 )Y �� h+ d�PE�;mh:Wir wollen nun zeigen, da� � 12 auf N� mit der in Lemma 4.9 de�nierten zu Ugeh�orenden Abbildung 	N�;m 2 L(Hm 
 E�;N�) �ubereinstimmt. Dazu bilden wirdie Di�erenz M = � 12 �	N�;mjN� 2 L(N�);und wir sehen erneut mit Lemma 4.9, da�	N�;mjN� = a�(1F 
	N�;mjN�)Y �� + �PE�mjN�gilt, da Y �� = (S�E�;m)jN� ist. Somit istM = a�(1F 
M)Y ��



64 4. COMMUTANT-LIFTING AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMENund folglih (da ka�k � 1)M�M = Y�(1F 
M�)aa�(1F 
M)Y ��� Y�(1F 
M�M)Y �� :Das hei�t aber gerade, da� �Y�(M�M) � 0. Nat�urlih ist M�M positiv, so da�nah Lemma 4.7 M�M = 0, also M = 0 gelten mu�.Mit Lemma 4.9 erhalten wir nunPE;m(M��)jN� = b�(1F 
	N�;mjN�)Y �� + d�PE�;mjN�= b�(1F 
 � 12 )Y �� + d�PE�;mjN�= PE;mN�;also ist (ii) gezeigt.Gelte jetzt umgekehrt (ii).Wir bezeihnen mit � den Operator �m�1Y� (1N� �NN�). Zu � �nden wir nah Satz3.3 und anshlie�ender Bemerkung einen Hilbertraum K und eine KontraktionU =  a b d ! 2 L(K� E ; (F 
K)� E�)derart, da� �(�) = d + (1K � ZK(�)a)�1ZK(�)b (� 2 X) gilt und da� U� einepartielle Isometrie mit dem InitialraumD =_f d(�) 
 gK(�)xx ! ; � 2 X ; x 2 E�gist, wenn wir 	K;m und gK wie in Lemma 4.9 de�nieren. Wir wollen zeigen, da��Y�(PN�	�K;m	K;mjN� � �) = 0gilt. Nah Lemma 4.7 ist n�amlih �Y� injektiv, so da� dannh�h; hi = hPN�	�K;m	K;mh; hi = k	K;mhk2 � 0 (h 2 N�)gilt, also � � 0.Wir beobahten zun�ahst, da�f (1F 
	K;m)S�E�;mgPE�;mg ! ; g 2 Hm 
 E�g� _f (1F 
	K;m)S�E�;mKm(�; �)xPE�;mKm(�; �)x ! ; � 2 X ; x 2 E�g� _f d(�)
 gK(�)xx ! ; � 2 X ; x 2 E�g= D



2. EIN COMMUTANT-LIFTING-THEOREM 65gilt. Wir erhalten nun unter Benutzung der Tatsahe, da� U� auf D isometrish ist,mit Lemma 4.9 folgende Gleihheit:h	K;mg;	K;mhi+ hPE;mN�g; PE;mN�hi= h 	K;mgPE;mM��g ! ; 	K;mhPE;mM��h !i= h a� �b� d� ! (1F 
	K;m)Y �� gPE�;mg ! ; a� �b� d� ! (1F 
	K;m)Y �� hPE�;mh !i= h (1F 
	K;m)Y �� gPE�;mg ! ; (1F 
	K;m)Y �� hPE�;mh !i= h(1F 
	K;m)Y �� g; (1F 
	K;m)Y �� hi+ hPE�;mg; PE�;mhi (g; h 2 N�):Au�erdem erhalten wir mit Lemma 4.8hPE�;mg; PE�;mhi � hPE;mN�g; PE;mN�hi= h�mY�(1N� �NN�)g; hi= h�g; hi � h(1F 
 �)Y �� g; Y �� hi (g; h 2 N�):Aufsummieren dieser beiden Gleihungen liefert f�ur g; h 2 N�0 = h	K;mg;	K;mhi � h(1F 
	K;m)Y �� g; (1F 
	K;mY �� hi�h�g; hi+ h(1F 
 �)Y �� g; Y �� hi= h�Y�(PN�	�K;m	K;mjN�)g; hi � h�Y�(�)g; hi= h�Y�(PN�	�K;m	K;mjN� � �)g; hi:Somit ist �Y�(PN�	�K;m	K;mjN� � �) = 0, wie wir zeigen wollten.Wir haben also die �Aquivalenz von (i) und (ii) gezeigt. Die Implikation (iii) nah(ii) ist o�ensihtlih, ebenso wie die �Aquivalenz von (iii) und (iv). Es bleibt alsozu zeigen, da� (iii) aus (ii) folgt.Es war vorausgesetzt, da� f�ur alle � 2 F die VertaushungsrelationM�d�
1EN� = N�(M�d�
1E� )jN�gilt. Diese folgt dann nat�urlih auh f�ur die von den Abbildungen d� (� 2 F) inCX erzeugte unitale Algebra, die wir wie fr�uher mit AF bezeihnen, und die, wiein Lemma 4.2 gezeigt wurde, diht in Hm liegt. Es ist somithN�g; ( 
 x)i = hM�
1EN�g; P �E;mxi= hPE;mN�M�
1E�g; xi= hPE;mM��M�
1E�g; xi= hM��g;M
1E (1
 x)i= hM��g; ( 
 x)i (g 2 N� ;  2 AF ; x 2 E):



66 4. COMMUTANT-LIFTING AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMENDa AF � Hm diht liegt, ist nat�urlih auh f 
 x ;  2 AF ; x 2 Eg total inHm 
 E . Es folgt, wie behauptet, da� N� = (M��)jN� gilt. �Wir notieren shlie�lih einige Konsequenzen des Commutant-Lifting-Theorems.Bemerkung.(a) Im Falle m = 1 ist die Bedingung �m�1Y� (1 � NN�) � 0 �aquivalent dazu, da�N eine Kontraktion ist. Indem wir das Commutant-Lifting-Theorem auf dieKontraktion 1kNkN anwenden, k�onnen wir sogar erreihen, da� kM�k � kNkgilt.(b) Mit m = 1, N = H 
 E und N� = H 
 E� liefert uns Satz 4.10 insbesondere,da� fN 2 L(H
 E ;H
 E�) ; Md�
1E�N = NMd�
1E f�ur alle � 2 Fggenau die MultiplieralgebraM(H
 E ;H
 E�)ist. gilt, bzw. da� im skalaren Fall der Kommutant von M(H) gerade M(H)selbst ist.() Wir sahen bereits, da�M(H
 E ;H
 E�) �M(Hm 
 E ;Hm 
 E�) gilt. DurhSatz 4.10 k�onnen wir nun die Multiplier � 2M(Hm 
E ;Hm 
E�), die auh inM(H
 E ;H
 E�) liegen, genau durh die Positivit�atsbedingung�m�1SE�;m(1�M�M��) � 0harakterisieren.Korollar 4.11. Sei G ein Hilbertraum, und sei N � Hm
G ein (niht notwendigabgeshlossener) Teilraum. Dann sind �aquivalent:(i) N ist reduzierend.(ii) Es existieren ein Multiplier � 2 M(Hm 
 G), so da� M� die Orthogonalpro-jektion auf N ist.(iii) Es existieren ein Multiplier � 2 M(Hm 
 G) und eine OrthogonalprojektionQ 2 L(G), so da� ranM� = N gilt, und �(�) = Q (� 2 X) ist.Insbesondere sind die einzigen reduzierenden Teilr�aume von Hm die trivialen.beweis. Es gelte (i). Da N reduzierend ist, ist es insbesondere abgeshlossen.Sei PN die Orthogonalprojektion auf N . Dann erf�ullen PN und 1Hm
G �PN beidedie Voraussetzungen von Lemma 4.8 und Satz 4.10, denn es gilt f�ur � 2 FMd�
1GPN = PNMd�
1G ;wie man leiht nahrehnet. Ferner ist nah Lemma 4.8�m�1SG;m(1Hm
G � PNP �N ) = �m�1SG;m(1Hm
G � PN )= �m�1SG;m ((1Hm
G � PN )(1Hm
G � PN )�)



2. EIN COMMUTANT-LIFTING-THEOREM 67positiv. Nah dem Commutant-Lifting-Satz existiert ein Multiplier � 2 M(H
 G)derart, da� PN =M� gilt. Also gilt (ii).Da M� dann selbstadjungiert ist, folgt�(�)Km(�; �)x = (M�(Km(�; �)x)) (�)= �M��(Km(�; �)x)� (�)= Km(�; �)(�(�)�x) (�; � 2 X ; x 2 G):Da K nullstellenfrei ist, ist �(�) = �(�)� f�ur �; � 2 X , also folgt insbesondere�(�)� = �(�) (� 2 X), somit ist also � konstant. Au�erdem istM� eine Projektion;es gilt�(�)2x = �M2�(1
 x)� (�) = (M�(1
 x)) (�) = �(�)x (� 2 X ; x 2 G);und �(�) ist ebenfalls idempotent f�ur alle � 2 X . Also ergibt sih (iii).Wir wollen nun (ii) aus (iii) folgern. Dazu ist zu zeigen, da� f�ur � wie in (iii) dieMultiplikation M� eine Orthogonalprojektion sein mu�. Es gilt aber(M��(Km(�; �)x))(�) = Km(�; �)(�(�)�x)= Km(�; �)(Qx)= �(�)Km(�; �)x= (M�(Km(�; �)x))(�) (�; � 2 X ; x 2 G):Da fKm(�; �)x ; � 2 X ; x 2 Gg total in Hm 
 G ist, folgt M�� =M�. Ferner istM2�(f)(�) = �(�)2f(�) = Qf(�) =M�(f)(�) (� 2 X ; f 2 Hm 
 G);also ist M� idempotent. Wegen ranM� = N mu� M� shon die Orthogonalprojek-tion auf N sein.Shlie�lih folgt (i) aus (ii), denn es giltMd�
1G (N ) =Md�
1GM�(Hm 
 G) =M�Md�
1G (Hm 
 G) �M�(Hm 
 G) = NsowieM�d�
1G (N ) =M�d�
1GM��(Hm 
 G) =M��M�d�
1G (Hm 
 G) �M��(Hm 
 G) = N ;so da� N also reduzierend ist, denn als Bild einer Orthogonalprojektion ist es ins-besondere abgeshlossen.Der Zusatz folgt, da die einzigen Projektionen in L(C ) die trivialen sind. �



68 4. COMMUTANT-LIFTING AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMEN3. Nevanlinna-Pik-InterpolationDas klassishe Nevanlinna-Pik-Interpolationsproblem ist folgendes: Gegeben seienendlih viele Punkte z1; : : : ; zn 2 D , wobei D die o�ene Einheitskreissheibe in Cbezeihnet, und komplexe Zahlen w1; : : : ; wn 2 C . Wann existiert eine Funktion 2 H1(D ), die  (zi) = wi (i = 1; : : : ; n) und k k1 � 1 erf�ullt? Ein klassishesResultat von Nevanlinna und Pik besagt, da� das genau dann der Fall ist, wenndie Matrix �1� wiwj1� zizj �ni;j=1positiv semide�nit ist.Wir bezeihnen mit H2 den Hardyraum holomorpher Funktionen �uber D , also denfunktionalen Hilbertraum mit reproduzierendem Kern� : D � D ! C ; (z; w) 7! 11� zw :Wir formulieren nun obigen Sahverhalt in der Sprahe funktionaler Hilbertr�aume.Gegeben seien eine endlihe Teilmenge E � D und eine Funktion � : E ! C . Dannsind �aquivalent:(i) � ist ein Multiplier des funktionalen Hilbertraumes H2E mit kM�k � 1.(ii) Es existiert ein Multiplier  2M(H2) mit kM k � 1 und  jE = �.Die Implikation von (ii) nah (i) ist immer trivial. Umgekehrt sehen wir mitE = fz1; : : : ; zng und �(zi) = wi (i = 1; : : : ; n);da� (i) nah Satz 1.11 �aquivalent dazu ist, da� die AbbildungE �E ! C ; (z; w) 7! �(z; w)(1� �(z)�(w))positiv de�nit ist, was o�enbar �aquivalent dazu ist, da� die Matrix�1� wiwj1� zizj �ni;j=1 = ��(zi; zj)(1� �(zi)�(zj)�ni;j=1positiv de�nit ist. Ferner ist der Multiplierraum von H2 gerade H1(D ), so da� (ii)�aquivalent dazu ist, da� eine H1(D )-Funktion  mit k k1 � 1 existiert, die dasInterpolationsproblem l�ost ( jE = �). Dann folgt die Implikation f�ur endlihes Egerade aus dem klassishen Resultat von Nevanlinna und Pik.Dies motiviert die folgende De�nition.Definition 4.12. Seien H � EX und H� � EX� funktionale Hilbertr�aume (E ; E�beliebige Hilbertr�aume). Wir sagen, da� das Tupel (H;H�) die Nevanlinna-Pik-Interpolationseigenshaft hat, falls zu jeder Teilmenge Y � X und zu jedem Mul-tiplier � 2 M(HY ;H�Y ) ein Multiplier  2 M(H;H�) existiert mit  jY = � undkM k = kM�k.



3. NEVANLINNA-PICK-INTERPOLATION 69Mit Hilfe des in Satz 4.10 bewiesenen Commutant-Lifting-Resultats k�onnen wir nunzeigen, da� Nevanlinna-Pik-R�aume die Nevanlinna-Pik-Interpolationseigenshafthaben (was auh den Namen rehtfertigt).Satz 4.13. Seien E ; E� Hilbertr�aume, und sei H ein Nevanlinna-Pik-Raum. Dannhat das Tupel (H
 E ;H
 E�) die Nevanlinna-Pik-Interpolationseigenshaft.beweis. Sei Y � X , und sei � 2 M((H 
 E)Y ; (H 
 E�)Y ). Wir k�onnen ohneEinshr�ankung annehmen, da� kM�k = 1, sonst gehen wir zu dem Multiplier 1kM�k��uber. Es sei K der reproduzierende Kern von H undN = _fK(�; �)x ; � 2 Y ; x 2 Eg � H 
 EN� = _fK(�; �)x ; � 2 Y ; x 2 E�g � H
 E�:Da � ein Multiplier mit kM�k � 1 ist, ist die AbbildungY � Y ! L(E�) ; (�; �) 7! K(�; �)(1E� � �(�)�(�)�)positiv de�nit. Nah Lemma 1.7 existiert daher eine Kontraktion N 2 L(NN�) mitN�(K(�; �)x) = K(�; �)�(�)�x (� 2 X ; x 2 E�):Nah Satz 1.12 wissen wir, da� (H
E)Y und N sowie (H
E�)Y und N� isometrishisomorph sind (verm�oge der Einshr�ankungsabbildung). Unter dieser Identi�kationist N� o�enbar nihts anderes als die Adjungierte der Multiplikation mit �, wodurhwir N ebensogut h�atten de�nieren k�onnen.Wir zeigen nun, da� N und N� �-invariant sind. Sei dazu  2 M(H). Es giltM�
1EK(�; �)x = K(�; �)(�)x= (�)K(�; �)x 2 N (� 2 Y ; x 2 E):Nah De�nition von N folgt die Behauptung (entsprehend f�ur N�).Um das Commutant-Lifting-Theorem anwenden zu k�onnen, gen�ugt es zu zeigen,da� f�ur alle  2 M(H) NPNM
1E jN = PN�M
1E�Ngilt, oder �aquivalent, da� N�M�
1E� jN� =M�
1EN�ist.Aus Stetigkeitsgr�unden gen�ugt es nat�urlih, diese Identit�at auf der MengefK(�; �)x ; � 2 Y ; x 2 E�gzu zeigen. Sei also � 2 Y ; x 2 E�. Es ergibt sihM�
1EN�K(�; �)x = (�)K(�; �)�(�)�x= N�(K(�; �)(�)x)= N�M�
1E�K(�; �)x:



70 4. COMMUTANT-LIFTING AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMENNah Satz 4.10 �nden wir nun einen Multiplier  2M(H
 E ;H
 E�) mitkM k � 1 = kM�k und N� = (M� )jN� :Also ist K(�; �)�(�)�x = N�(K(�; �)x)(�)= M� (K(�; �)x)(�)= K(�; �) (�)�x (� 2 Y ; x 2 E�):Da K(�; �) 6= 0 f�ur alle � 2 X ist, folgt � =  jY . O�ensihtlih gilt dann auhkM k � kM�k, was den Beweis abshlie�t. �Dies gibt einen alternativen Beweis f�ur ein Resultat von Quiggin [Qui93℄, der zeigte,da� ein nullstellenfreier Kern K : X �X ! C die skalarwertige Nevanlinna-Pik-Eigenshaft (E = E� = C ) besitzt, wann immer eine Funktion f : X ! C existiert,so da� die Abbildungf 
 f � 1K : X �X ! C ; (�; �) 7! f(�)f(�)� 1K(�; �)positiv de�nit ist.Diese Bedingung verallgemeinert augensheinlih die Annahme, da� 1� 1K positivde�nit ist. Jedoh folgt das Resultat von Quiggin shon aus dem hier untersuhtenSpezialfall, da� 1� 1K positiv de�nit ist:Sei f : X ! C also eine Funktion, so da�f 
 f � 1Kpositiv de�nit ist. Dann mu� f o�enbar nullstellenfrei sein, denn es giltjf(�)j2 � 1K(�; �) > 0 (� 2 X):Der transformierte KerneK : X �X ! C ; (�; �) 7! f(�)K(�; �)f(�)hat dann o�enbar die Eigenshaft, da� die Abbildung 1� 1eK positiv de�nit ist, istalso ein Nevanlinna-Pik-Kern in unserem Sinne.Da die Abbildungen X �X ! C ; (�; �) 7! f(�)f(�)und X �X ! C ; (�; �) 7! 1f(�) 1f(�)o�enbar beide positiv de�nit sind, folgt mit Satz 1.11, da� f�ur beliebige Hilbertr�aumeE ; E� und eine Teilmenge Y � X die Multiplierr�aumeM((H
 E)Y ; (H
 E�)Y ) und M(( eH
 E)Y ; ( eH
 E�)Y )als normierte R�aume �ubereinstimmen, wenn H den von K und eH den von eK gene-rierten funktionalen Hilbertraum bezeihnen.



4. EIN ANALOGON ZUM SATZ VON BEURLING 71Nah dem oben Gezeigten hat das Tupel ( eH 
 E ; eH 
 E�) die Nevanlinna-Pik-Interpolationseigenshaft, also auh das Paar (H
E ;H
E�), was die Aussage vonQuiggin beweist.Aus einer neueren Arbeit von Agler [AM00℄ folgt nun auh die andere Implikation:Sei K : X�X ! C nullstellenfreier Kern des funktionalen Hilbertraumes H � CX .Falls f�ur beliebige Hilbertr�aume E ; E� das Tupel (H 
 E ;H 
 E�) die Nevanlinna-Pik-Interpolationseigenshaft hat, dann existiert eine Funktion f : X ! C , so da�die Abbildung f 
 f � 1K positiv de�nit ist.Dadurh wird auh die Erkenntnis plausibel, da� wir, obwohl wir im Besitz einesCommutant-Lifting-Theorems f�ur Potenzen von Nevanlinna-Pik-Kernen sind (Satz4.10), damit niht das Nevanlinna-Pik-Problem f�ur Potenzen von Nevanlinna-Pik-Kernen l�osen k�onnen, da f�ur diese im allgemeinen keine Funktion f : X ! Cexistiert, so da� f 
 f � 1Km positiv de�nit ist.4. Ein Analogon zum Satz von BeurlingBekanntlih besitzt der klassishe Hardyraum H2 �uber der Einheitskreissheibe Din C eine Reihe vershiedener Charakterisierungen. Die naheliegendste davon ist,ihn als die Menge aller auf D holomorphen Funktionen mit quadratsummierbarenTaylorkoeÆzienten, versehen mit der Hilbertraumnormk 1Xj=0 ajzjk2 = 1Xj=0 jaj j2;zu de�nieren. Nat�urlih ist der unilaterale ShiftS : H2 ! H2 ; Sf(w) = wf(w)eine stetige lineare Abbildung auf H2 (etwa weil die identishe Abbildung einenMultiplier auf H2 de�niert). Ein klassisher Satz von Beurling ([Hal67℄, Problem125) gibt nun eine vollst�andige Charakterisierung der invarianten Teilr�aume desShifts:Ein nihttrivialer abgeshlossener Unterraum N � H2 ist invariant unter S genaudann, wenn eine innere Funktion � existiert, das hei�t eine Funktion � in H1(D ),deren Randwerte �-fast �uberall Betrag 1 haben, so da�N = ran M� = � �H2gilt. Dabei bezeihnet � das normierte Ober�ahenma� auf �D . Zur Existenz desnihttangentialen Randwertes verweisen wir auf [Rud80℄, Kapitel 5.Es ist leiht zu sehen, da� die Multiplikation mit inneren Funktionen auf H2 eineIsometrie ist. Von Lax und Halmos stammt nun eine Verallgemeinerung des Resul-tates von Beurling (vergleihe dazu [RR85℄, Satz 1.12). Ein Operator S auf einembeliebigen Hilbertraum H hei�t nun Shift, wenn� S isometrish ist.� S�k k!1�! 0 (SOT ) gilt.



72 4. COMMUTANT-LIFTING AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMENEin Operator � 2 L(H) hei�t S-inner, wenn er mit S vertausht und partiell iso-metrish ist. Das Resultat lautet nun:Ein abgeshlossener Unterraum N � H ist invariant f�ur den Shift S genau dann,wenn ein S-innerer Operator � 2 L(H) existiert mit ran � = N .Wir beobahten insbesondere, da� wir in dieser allgemeineren Situation die Isome-trie des inneren Operators zugunsten der partiellen Isometrie aufgeben m�ussen.Motiviert durh diese Beobahtungen wollen wir nun einen �ahnlihen Satz in fol-gender Situation beweisen.Situation (E). Sei H � CX ein Nevanlinna-Pik-Raum mit reproduzierendemKern K, m 2 N, E ein Hilbertraum. Wir �xieren eine Faktorisierung d : X ! Fvon 1� 1K (F ein geeigneter Hilbertraum), das hei�t, es ist(1� 1K )(�; �) = hd(�); d(�)i (�; � 2 X):Weiter sei die Abbildung SE;m 2 L(F 
 (Hm 
 E);Hm 
 E) wie in Lemma 4.3erkl�art.Wir ben�otigen einige vorbereitende �Uberlegungen.Definition 4.14. Sei N 2 L(Hm 
 E) beliebig. Ein Paar (D; �) bestehend auseinem Hilbertraum D und einer Abbildung � 2 M(Hm 
 D;Hm 
 E) hei�t Fakto-risierung von N , falls N = M�M�� gilt. Eine Faktorisierung (D; �) hei�t minimal,falls zus�atzlih D =_f�(�)�x ; � 2 X ; x 2 Eggilt.Bemerkung. Sei N 2 L(Hm 
 E) ein Operator.(a) Sei (D; �) eine Faktorisierung von N . Dann giltkM�k2 = kNk und ran N � ran M� � ran N:(b) Seien (D; �) sowie (D0; �0) zwei Faktorisierungen von N . Dann existiert eineunit�are AbbildungU :_f�(�)�x ; � 2 X ; x 2 Eg !_f�0(�)�x ; � 2 X ; x 2 Egmit U�(�)� = �0(�)� (� 2 X);also insbesondere eine partielle Isometrie V : D ! D0, die isometrish ist, falls(D; �) minimal ist, und surjektiv, falls (D0; �0) minimal ist.beweis. Die Gleihheit kM�k2 = kNk in (a) ist klar. Ferner giltker M�� = ker N = ker N�;



4. EIN ANALOGON ZUM SATZ VON BEURLING 73wie man leiht veri�ziert (N ist notwendigerweise selbstadjungiert). Das ist �aquiva-lent dazu, da� ran M� = ran N gilt. Die Inklusion ran N � ran M� ist trivial.Zum Beweis von (b) zeigen wir, da� die Abbildung : X �X ! L(E) ; (�; �) = �(�)�(�)� � �0(�)�0(�)�vershwindet, denn es giltKm(�; �)(�; �)x = �M�M��Km(�; �)x�M�0M��0Km(�; �)x� (�)= (NKm(�; �)x �NKm(�; �)x) (�)= 0 (�; � 2 X ; x 2 E);und Km(�; �) 6= 0 f�ur �; � 2 X . Nah Lemma 1.7 folgt die Wohlde�niertheit undIsometrie der Abbildung U . Da U als Isometrie abgeshlossenes Bild hat, ist es auhsurjektiv. Die �ubrigen Behauptungen ergeben sih unmittelbar aus den De�nitionen.�Lemma 4.15. Sei N 2 L(Hm 
 E). Dann sind �aquivalent:(i) �mSE;m(N) ist ein positiver Operator.(ii) Es existiert eine Faktorisierung von N .(iii) Es existiert eine minimale Faktorisierung von N .beweis. Wir zeigen zun�ahst, da� (iii) aus (i) folgt. Dazu de�nieren wirA = (�mSE;m(N)) 12 2 L(Hm 
 E)und D = ranA. Es sei ferner � : X ! L(D; E) gegeben durh�(�) = Æ� ÆAjD;wobei Æ� : Hm 
 E ! Edie Punktauswertung in � 2 X bezeihnet. Es gilt dann o�ensihtlih �(�)� = AÆ��,also �(�)�x = A(Km(�; �)x) (� 2 X ; x 2 E):Es folgt



74 4. COMMUTANT-LIFTING AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMEN�(�)�(�)�x = Æ�A2(Km(�; �)x)= Æ� ��mSE;m(N)� (Km(�; �)x)= Æ� ��m�1SE;m(N)� SE;m(1F 
�m�1SE;m(N))S�E;m� (Km(�; �)x)= Æ� ��m�1SE;m(N)(Km(�; �)x) �Mdd(�)
1E�m�1SE;m(N)(Km(�; �)x)�= Æ��m�1SE;m(N)(Km(�; �)x)� hd(�); d(�)iÆ��m�1SE;m(N)(Km(�; �)x)= 1K(�; �)Æ� ��m�1SE;m(N)� (Km(�; �)x)...= 1Km(�; �)Æ�N(Km(�; �)x)= 1Km(�; �)Æ�NÆ��x;also �(�)�(�)� = 1Km(�; �)Æ�NÆ�� (�; � 2 X ; x 2 E):Wir haben nun zu zeigen, da� � tats�ahlih einen Multiplier de�niert. Die AbbildungX �X ! L(E) ; (�; �) 7! Km(�; �) (kNk � 1E � �(�)�(�)�)= Km(�; �)�kNk � 1E � 1Km(�; �)Æ�NÆ���= Æ� (kNk � 1Hm
E �N) Æ��ist positiv de�nit, da die Abbildung kNk�1Hm
E�N positiv ist, denn durh iteriertesAnwenden von Lemma 4.7 folgt aus der Positivit�at von �mSE;m(N), da� auh Npositiv ist. Also ist � 2M(Hm 
D;Hm 
 E).Nun gilt�M�M��(Km(�; �)x)� (�) = (M�(Km(�; �)�(�)�x)) (�)= �(�)Km(�; �)�(�)�x= Æ�NÆ��x= (N(Km(�; �)x)) (�) (�; � 2 X ; x 2 E);also M�M�� = N , da fKm(�; �)x ; � 2 X ; x 2 Eg in Hm 
 E total ist.Die behauptete Minimalit�at folgt aus der Konstruktion von �, denn es gilt_f�(�)�x ; � 2 X ; x 2 Eg = _fA(Km(�; �)x) ; � 2 X ; x 2 Eg= ran A= D:



4. EIN ANALOGON ZUM SATZ VON BEURLING 75Die Implikation von (iii) nah (ii) ist trivial. Gelte nun (ii). Der Operator M�gen�ugt gewi� der VertaushungsbedingungM�Md�
1D =Md�
1EM� (� 2 F);so da� nah Lemma 4.8 der Operator �mSE;m(M�M��) positiv ist. �Definition 4.16. Eine Abbildung � 2M(Hm
D;Hm
E) hei�t inner, wenn M�eine partielle Isometrie ist.Wir sind jetzt in der Lage, das zentrale Resultat zu formulieren.Satz 4.17. Sei N � Hm
E ein (niht notwendig abgeshlossener) Teilraum. Dannsind �aquivalent:(i) N ist invariant (insbesondere abgeshlossen), und die OrthogonalprojektionPN von Hm 
 E auf N erf�ullt die Positivit�atsbedingung �mSE;m(PN ) � 0.(ii) Es existieren ein Hilbertraum D und eine innere Abbildung� 2 M(Hm 
D;Hm 
 E);so da� N = ranM� und PN =M�M�� gilt.beweis. Die Implikation von (i) nah (ii) folgt unmittelbar mit Lemma 4.15.Denn damit erhalten wir einen Hilbertraum D und eine Abbildung� 2M(Hm 
D;Hm 
 E)mit M�M�� = PN . Da N = ran PN abgeshlossen ist, ist N = ran PN = ran M�(vergleihe die Bemerkung vor Lemma 4.15). Da M�M�� o�ensihtlih eine Projek-tion ist, ist M� eine partielle Isometrie, also � inner. Gelte umgekehrt (ii). Da M�eine partielle Isometrie ist, ist N = ranM� abgeshlossen. F�ur � 2 F giltMd�
1EN = Md�
1EM�(H
D)= M�Md�
1D (H
D)� M�(H
D)= N ;also ist N invariant. Nah Lemma 4.15 folgt dann�mSE;m(PN ) = �mSE;m(M�M��) � 0: �Wir werden nun zeigen, da� im Fall m = 1 die Positivit�atsbedingung �mSE;m(PN )des letzten Satzes automatish erf�ullt ist. W�ahrend, wie wir fr�uher (im Beweis zuKorollar 4.11) gesehen haben, Projektionen auf reduzierende Teilr�aume diese Bedin-gung auh f�ur m > 1 automatish erf�ullen, ist unklar, ob dies auh f�ur Projektionenauf invariante Teilr�aume rihtig ist.Lemma 4.18. Sei G ein Hilbertraum, und sei N � Hm
G ein invarianter Teilraum.Sei PN die Orthogonalprojektion auf N . Dann ist der Operator �SG;m(PN ) positiv.



76 4. COMMUTANT-LIFTING AUF NEVANLINNA-PICK-R�AUMENbeweis. Da N invariant ist, ist SG;m(F 
N ) � N ; somit giltPNSG;m(1F 
 PN ) = SG;m(1F 
 PN );und wir erhalten�SG;m(PN ) = PN � �SG;m(PN )= PN � SG;m(1F 
 PN )(1F 
 PN )S�G;m= PN � PNSG;m(1F 
 PN )(1F 
 PN )S�G;mPN= PN �1Hm
G � �SG;m(PN )�PN= PN ��SG;m(1Hm
G)�PN + PN ��SG;m(1Hm
G � PN )�PN ;was ein positiver Operator ist, da sowohl �SG;m(1Hm
G) als auh 1Hm
G � PNpositiv sind und �SG;m positiv ist. �Aus Satz 4.17 und Lemma 4.18 erhalten wir folgenden Satz vom Typ Beurling-Lax-Halmos, wie er in �ahnliher Form von [MT00℄ und [GRS℄ bewiesen wurde.Korollar 4.19. Sei N � H 
 E ein (niht notwendig abgeshlossener) Teilraum.Dann sind �aquivalent:(i) N ist invariant (insbesondere abgeshlossen).(ii) Es existieren ein Hilbertraum D und eine innere Abbildung� 2M(H
D;H
 E);so da� N = ranM� und PN =M�M�� gilt.In [MT00℄ wird dieser Satz f�ur eine etwas gr�o�ere Menge von reproduzierendenKernen direkt bewiesen, jedoh l�a�t sih das dort gezeigte Resultat zumindest imFall nullstellenfreier Kerne auh leiht aus Korollar 4.19 ableiten, was wir an dieserStelle jedoh niht beweisen werden.Abshlie�end beantworten wir eine o�ene Frage, die von MCullough und Trent in[MT00℄, Conjeture 5.1 aufgeworfen wurde.Dazu ben�otigen wir folgendes Lemma �uber die Verkettung partieller Isometrien.Lemma 4.20. Seien F;G;H Hilbertr�aume und A 2 L(G;H) sowie B 2 L(F;G)partielle Isometrien. Dann sind �aquivalent:(i) AB ist eine partielle Isometrie.(ii) B�(kerA) � ker(AB).(iii) (APranB)jkerA � 0.beweis. Bedingung (i) ist �aquivalent dazu, da� ABj(kerAB)? isometrish ist. Da(kerAB)? � (kerB)? gilt und B auf (kerB)? isometrish ist, ist das �aquivalentdazu, da� A auf B �(kerAB)?� isometrish ist. Das wiederum ist �aquivalent dazu,da� B �(kerAB)?� � (kerA)? gilt, was o�ensihtlih genau dann der Fall ist, wenn(ii) gilt. Die �Aquivalenz von (ii) und (iii) folgt einfah daraus, da� PranB = BB�gilt. �



4. EIN ANALOGON ZUM SATZ VON BEURLING 77Satz 4.21. Seien M � N � H 
 E invariante Teilr�aume. Seien D ein Hilber-traum und � 2 M(H 
 D;H 
 E) eine innere Funktion, so da� N = ran M� gilt(nah Korollar 4.19 existent). Dann existieren ein Hilbertraum D� und eine innereFunktion  2 M(H 
 D�;H 
 D), so da� � 2 M(H 
D�;H 
 E) inner ist undM = ran M� sowie PM =M� M�� gilt.beweis. Es bezeihne fM = M�1� (M) � H 
 D. Dann ist fM nat�urlih abge-shlossen und sogar invariant, denn ist � 2 F und f 2 fM, dann giltM�Md�
1Df =Md�
1EM�f 2 M;da M invariant ist. Nah Korollar 4.19 existieren ein Hilbertraum D� und eineinnere Funktion  2 M(H
D�;H
D), so da� fM = ran M und PfM =M M� gilt.Da M eine Teilmenge von ran M� ist, gilt M�(fM) =M und daherranM� = ranM�M =M�(fM) =M:Wir wollen nun zeigen, da� M�M eine partielle Isometrie ist. Nah Lemma 4.20gen�ugt es zu zeigen, da� (M�PfM)jkerM� � 0gilt. Doh das ist o�ensihtlih der Fall, da kerM� trivialerweise in fM enthaltenist. Somit ist M� eine partielle Isometrie, was zu zeigen war. �Das beantwortet Conjeture 5.1 in [MT00℄ im Spezialfall, da� 1� 1K positiv de�nitist, der dort betrahtete allgemeine Fall folgt jedoh v�ollig analog.





KAPITEL 5Modells�atze1. Der Raum H2N;mDas wohl am besten studierte Beispiel eines funktionalen Hilbertraumes ist derHardyraum �uber der Einheitskugel im CN . F�ur m � 1 de�nieren wir den RaumH2N;m als die Menge aller auf BN holomorphen Abbildungen, deren TaylorkoeÆzi-enten bez�uglih der Gewihte�m() = (m+ jj � 1)!!(m� 1)! ( 2 NN0 )quadratsummierbar sind, alsoH2N;m = ff = X2NN0 az ; X2NN0 1�m() ja j2 <1g:Die Gewihte �m() sind nihts anderes als die KoeÆzienten der Taylorentwiklungder Funktion Rn ! R ; x 7! � 11�Pni=1 xi�mum den Punkt 0. Es ist leiht zu sehen, da� H2N;m mit dem SkalarprodukthX2NN0 az ; X2NN0 bzi = X2NN0 1�m()abzu einem Hilbertraum wird, der sih verm�oge der AbbildungH2N;m ! l2(NN0 ) ; X2NN0 az 7! � a�m() 12 �2NN0mit dem Raum der quadratsummierbaren Folgen l2(NN0 ) identi�zieren l�a�t.Ferner liegt f�ur w 2 BN die Abbildung�N;m(�; w) : BN ! C ; z 7! � 11� hz; wi�m = X2NN0 �m()wz79



80 5. MODELLS�ATZEin H2N;m mit k�N;m(�; w)k2 = X2NN0 �m()jw j2 = � 11� jwj2�m :Es gilt f�ur f =P2NN0 az 2 H2N;mhf; �N;m(�; w)i = X2NN0 1�m()a�m()w= X2NN0 aw= f(w);was H2N;m zu einem funktionalen Hilbertraum mit reproduzierendem Kern�N;m : BN � BN ! C ; (z; w) 7! � 11� hz; wi�mmaht. Wir shreiben H2N statt H2N;1 und �N statt �N;1und stellen fest, da� �N ein P-Nevanlinna-Pik-Kern ist, denn es gilt(1� 1�N )(z; w) = NXi=1 ziwi (z; w 2 BN );was o�enbar positiv de�nit ist. Eine Faktorisierung von 1� 1�N istdN : BN ! CN ; z 7! z;und man sieht, da� H2N ein maximaler P-Nevanlinna-Pik-Raum ist. Wir weisenferner darauf hin, da� unter Benutzung der fr�uher f�ur Potenzen von Nevanlinna-Pik-Kernen eingef�uhrten Shreibweise�N;m = (�N )m = �mNsowie H2N;m = (H2N )mgilt. Wir bemerken au�erdem, da� der aus der Funktionentheorie bekannte Hardy-raum, das hei�t der funktionale Hilbertraum, der sih via Poissontransformation



2. EINBETTUNGSS�ATZE 81mit dem Abshlu� der analytishen Polynome in L2(�), wobei � das normalisierteOber�ahenma� auf �BN bezeihnet, identi�zieren l�a�t, der Raum H2N;N ist.F�ur einen beliebigen Hilbertraum E k�onnen wir ferner den Raum H2N;m 
 E be-trahten, also den funktionalen Hilbertraum mit reproduzierendem Kern �N;m � 1E .Man pr�uft leiht nah, da� es sih dabei gerade um den Raum aller E-wertigenholomorphen Funktionen auf BN handelt, deren TaylorkoeÆzienten bez�uglih derGewihte �m() absolut quadratsummierbar sind (in vollst�andiger Analogie zumskalaren Fall). Das Skalarprodukt auf H2N;m 
 E ist gegeben durhhX2NN0 xz; X2NN0 yzi = X2NN0 1�m() hx ; yi:2. Einbettungss�atzeWie wir bereits gesehen haben, sind f�ur m � 1 die R�aume H2N;m Standardbei-spiele funktionaler Hilbertr�aume, deren reproduzierende Kerne Potenzen von P-Nevanlinna-Pik-Kernen sind. Wir wollen nun zeigen, da� sih umgekehrt f�ur einenP-Nevanlinna-Pik-Raum H der Raum Hm als Teilraum von H2N;m mit geeigneterWahl von N 2 N au�assen l�a�t.Wir �xieren folgende Situation:Situation (F). Sei D � C n o�en und sei H ein P-Nevanlinna-Pik-Raum �uberD. Es sei K : D �D ! C der reproduzierende Kern von H, und seid : D ! CN ; d(z) = (pi(z))Ni=1eine Faktorisierung von 1� 1K mit geeigneten Polynomen pi (1 � i � N), das hei�t,es gilt (1� 1K )(z; w) = hd(w); d(z)i (z; w 2 D):Wir bezeihnen mit b 2 O(D; C N ) die Abbildungb : D ! CN ; z 7! d(z) = ( ~pi(z))Ni=1:Der oben angek�undigte Satz lautet nun:Satz 5.1. Sei m � 1. Dann ist die Kompositionsabbildung! : H2N;m ! Hm ; f 7! f Æ bwohlde�niert und kontraktiv. Die adjungierte Abbildung !� ist isometrish, und esgilt ran !� = H2N;m(b(D)). Es gilt die Identit�at!�Km(�; w) = �N;m(�; b(w)) (w 2 D):beweis. Sei f 2 H2N;m. Dann ist die AbbildungD �D ! C ; (z; w) 7! kfk2Km(z; w)� f(b(z))f(b(w))



82 5. MODELLS�ATZEpositiv de�nit, denn es giltkfk2Km(z; w)� f(b(z))f(b(w)) = kfk2� 11� hd(w); d(z)i�m � f(b(z))f(b(w))= kfk2�N;m(b(z); b(w))� f(b(z))f(b(w));was o�ensihtlih positiv de�nit ist, da die Abbildungb(D)� b(D)! C ; (z; w) 7! kfk2�N;m(z; w)� f(z)f(w)nah Voraussetzung positiv de�nit ist. Nah Satz 1.9 ist dann f Æ b 2 Hm mitkf Æ bk � kfk.Nun gilt hf; !�Km(�; w)i = hf Æ b;Km(�; w)i= f(b(w))= hf; �N;m(�; b(w))i (f 2 H2N;m ; w 2 D);also !�Km(�; w) = �N;m(�; b(w)) (w 2 D):Damit erhalten wirh!!�Km(�; z);Km(�; w)i = h�N;m(�; b(z)); �N;m(�; b(w))i= �N;m(b(w); b(z))= � 11� hb(w); b(z)i�m= � 11� hd(z); d(w)i�m= Km(w; z)= hKm(�; z);Km(�; w)i (z; w 2 D):Da fKm(�; w) ; w 2 Dg total in Hm ist, folgt !!� = 1Hm , also ist !� isometrish,hat also abgeshlossenes Bild, also ist ran !� = H2N;m(b(D)). �Nah Satz 1.12 ist der Raum H2N;m(b(D)) gerade das orthogonale Komplement desKernes der Einshr�ankungsabbdildung� : H2N;m ! (H2N;m)b(D) ; f 7! fjb(D):Wir erinnern daran, da� (H2N;m)b(D) den funktionalen Hilbertraum �uber b(D) be-zeihnet, der von der Einshr�ankung des Kernes �N;m auf b(D) � b(D) generiertwird. Da b(D) im allgemeinen eine "kleine\ Menge (sogar ein Graph) ist, ist, zu-mindest aus funktionentheoretishen Gr�unden, niht zu erwarten, da� b(D) eineEindeutigkeitsmenge f�ur Funktionen aus H2N;m ist. Das hei�t, � ist im allgemeinenniht injektiv, also ist H2N;m(b(D)) im Normalfall ein ehter Teilraum von H2N;m.Da sih die meisten Ergebnisse �uber den Raum H2N;m niht einfah auf Unterr�aume�ubertragen lassen, liefert die hier aufgezeigte Darstellung von Hm in H2N;m keinen



3. DER MODELLSATZ 83Ersatz f�ur Erforshung der P-Nevanlinna-Pik-R�aume, gestattet jedoh in manhenSituationen eine deutlihere Siht der Zusammenh�ange. Davon wollen wir im folgen-den Gebrauh mahen, um Modells�atze, wie sie in [MV93℄ und [Pot96℄ bewiesenwurden, in allgemeiner Form f�ur gewisse P-Nevanlinna-Pik-R�aume zu erhalten.3. Der ModellsatzDie einfahste Form des Modells, das wir beweisen wollen, ist die wohlbekannteoisometrishe Erweiterung von Kontraktionen:Zu jeder Kontraktion T �uber einem Hilbertraum H existieren ein Hilbertraum Kund eine unit�are Abbildung R 2 L(K) sowie eine Isometrie V : H ! (H2
H)�K,so da� V T = ((Mz 
 1H)� �R)Vgilt, wobei Mz die Multiplikation mit Mz auf dem Hardyraum H2 = H21;1 bezeih-net. Also ist jede Kontraktion unit�ar �aquivalent zu einer Einshr�ankung der Summeeines R�ukw�artsshiftes und eines unit�aren Anteils auf einen Teilraum, der invariantf�ur diese Summe ist.Falls die Folge (T k)k2N SOT gegen 0 konvergiert, dann kann man K = f0g w�ahlen,und T ist unit�ar �aquivalent zu einer Einshr�ankung des R�ukw�artsshifts auf H2
H .Von M�uller und Vasilesu stammt die mehrdimensionale Verallgemeinerung diesesSatzes. Der Begri� der Kontraktivit�at eines Operators geht dabei �uber in die so-genannte sph�arishe Kontraktivit�at. Ein vertaushendes Tupel T 2 L(H)n hei�tsph�arishe Kontraktion, wenn nXi=1 T �i Ti � 1Hgilt, oder �aquivalent, wenn die AbbildungH ! Hn ; h 7! (Tih)ni=1kontraktiv ist. Es treten ferner h�ohere Positivit�atsbedingungen auf. Es bezeihne�T 2 L(L(H)) die AbbildungL(H)! L(H) ; S 7! nXi=1 T �i STi:Dann hei�t eine Abbildung m-Kontraktion, falls die Abbildungen(1L(H) � �T )m(1H) und (1L(H) � �T )(1H)positiv sind. Damit sind die 1-Kontraktionen genau die sph�arishen Kontraktionen.Entsprehend hei�t ein Tupel sph�arish isometrish, fallsnXi=1 T �i Ti = 1Hbzw. (mit n(z; w) = �n(z; w)) 1n (LT� ; RT )(1H) = 0



84 5. MODELLS�ATZEgilt. Analog zum eindimensionalen Fall, wo ein Operator genau dann unit�ar ist, wenner isometrish und normal ist, hei�t ein Tupel sph�arish unit�ar, wenn es sph�arishisometrish und normal (das hei�t normal in jeder Komponente) ist. Ferner ersetzenVasilesu und M�uller den Raum H2 durh H2n;m und Mz durh das vertaushendeTupel (Mzi)ni=1 und erhalten den Modellsatz (zum Beweis siehe Theorem 9 und 11in [MV93℄).Satz 5.2. Sei T 2 L(H)n eine m-Kontraktion (m � 1). Dann existieren ein Hil-bertraum K und eine sph�arish unit�are Abbildung R = (Ri)ni=1 2 L(K)n sowie eineIsometrie V : H ! (H2n;m 
H)�K, so da�V Ti = ((Mzi 
 1H)� �Ri)V (1 � i � n)gilt. Gilt �kT (1H) k�! 0 (SOT );dann kann man K = f0g w�ahlen, und T ist unit�ar �aquivalent zu einer Einshr�ankungvon (Mz 
 1H)�.Situation (G). Es sei D � C n und H � CD ein maximaler Nevanlinna-Pik-Raummit reproduzierendem Kern K. Es bezeihne d : D ! CN (mit N 2 N geeignet)eine polynomielle Faktorisierung von 1� 1K , alsohd(w); d(z)i = (1� 1K )(z; w) (z; w 2 D);und d(z) = (pi(z))Ni=1 (z 2 D);wobei die pi Polynome sind. Es sei fernerb : D ! CN ; z 7! ( ~pi(z))Ni=1:Wie bisher sei C : D � ~D ! C de�niert durhC(z; w) = K(z; w) (z 2 D ; w 2 ~D):Wir �xieren nun m � 1. Es bezeihne ! die KompositionsabbildungH2N;m ! Hm ; f 7! f Æ baus Satz 5.1 und � die Einshr�ankungsabbildungH2N;m ! (H2N;m)b(D) ; f 7! fjb(D):Wir �xieren au�erdem einen Hilbertraum H und einen vertaushenden Multiopera-tor T 2 L(H)n, so da�� 1C (LT� ; RT )�m (1H) und 1C (LT� ; RT )(1H) � 0gilt, oder �aquivalent, da� das Tupel (pi(T ))Ni=1 eine m-Kontraktion ist. Es sei�T : L(H)! L(H) ; S 7! (1� 1C )(LT� ; RT )(S) = NXi=1 pi(T )�Spi(T ):



3. DER MODELLSATZ 85Es bezeihne ferner D(m)T 2 L(H) den DefektD(m)T = �(1L(H) � �T )m(1H)� 12 = � 1Cm (LT� ; RT )(1H)� 12 :Shlie�lih notieren wir f�ur einen Multiindex  2 NN0 die Abk�urzungen� p(z) = p1(z)1 � � � � � pN (z)N (z 2 C n )� ~p(z) = ~p1(z)1 � � � � � ~pN (z)N (z 2 C n )� p(T ) = p1(T )1 � � � � � pN (T )N :Wir konstruieren nun in Analogie zu M�uller und Vasilesu den zweiten Anteil desModells.Lemma 5.3.(a) Die Folge (�kT (1H))k2N konvergiert SOT gegen einen positiven Operator Q.(b) Es existieren ein Hilbertraum K, ein vertaushendes Tupel R 2 L(K)n sowieein stetiger linearer Operator V2 : H ! K, so da� gilt� 1C (LR� ; RR)(1H) = 0 (das Tupel (pi(R))Ni=1 ist eine sph�arishe Isometrie).� kV2hk2 = hQh; hi (h 2 H).� V2Ti = RiV2 (1 � i � n).beweis. Zum Beweis von (a) zeigen wir, da� die Folge (�kT (1H))k2N monotonfallend und nah unten durh 0 beshr�ankt ist, es gilt n�amlih�kT (1H)� �k+1T (1H) = �kT (1H � �T (1H))� 0;da 1H � �T (1H) nah Voraussetzung positiv und �T o�ensihtlih ein positiverOperator ist. Also gilt0 � �k+1T (1H) � �kT (1H) � 1H (k 2 N):Somit existiert ein Operator Q 2 L(H) mit 0 � Q � 1H , so da�(�kT (1H))k2N k�! Q (SOT ):Das beweist Teil (a).Sei nun M = ker Q. Es de�nierthg +M;h+Mi = hQg; hi (g; h 2 H)ein Skalarprodukt auf H=M . Wir bezeihnen mit V2 die kanonishe AbbildungH ! H=M ; g 7! g +M:Mit �kT (1H) = �(1� 1C )(LT� ; RT )�k (1H)= �1� 1C�k (LT� ; RT )(1H)



86 5. MODELLS�ATZEund (1� 1C )k(z; w) = X2NN0 ; jj=k �1()~p(z)p(w)erhalten wir kV2Tihk2 = hQTih; Tihi= limk h�kT (1H)Tih; Tihi= limk Xjj=k �1()h(p(T ))�p(T )Tih; Tihi= limk Xjj=k �1()kTip(T )hk2� kTik2 limk Xjj=k �1()h(p(T ))�p(T )h; hi= kTik2hQh; hi= kTik2kV2hk2 (h 2 H ; 1 � i � n):Das zeigt sofort, da� die AbbildungenRi : H=M ! H=M ; h+M 7! Tih+M (1 � i � n)wohlde�niert und stetig sind mit kRik � kTik.Wir bezeihnen nun mit K die Vervollst�andigung von H=M und ebenfalls mitRi (1 � i � n) und V2 die stetigen Fortsetzungen der entsprehenden Abbildungenauf K.Nah Konstruktion gilt V2Ti = RiV2 (1 � i � n);also erst reht V2pi(T ) = pi(R)V2 (1 � i � N):Es bleibt zu zeigen, da� das Tupel (pi(R))Ni=1 eine sph�arishe Isometrie ist. Zun�ahstgilt NXi=1 kpi(R)V2hk2 = NXi=1 kV2pi(T )hk2= NXi=1hQpi(T )h; pi(T )hi= NXi=1 limk h�kT (1H)pi(T )h; pi(T )hi= limk h NXi=1 pi(T )��kT (1H)pi(T )h; hi= limk h�k+1T h; hi= hQh; hi= kV2hk2 (h 2 H):



3. DER MODELLSATZ 87Da ranV2 � K diht liegt, folgt shon f�ur alle x 2 KNXi=1 kpi(R)xk2 = kxk2;was gerade bedeutet, da� das Tupel (pi(R))Ni=1 eine sph�arishe Isometrie ist. �Bemerkung. Das hier erhaltene Tupel (pi(R))Ni=1 ist gerade die sph�arishe Isome-trie, die man im Modell von M�uller und Vasilesu f�ur die sph�arishe Kontraktion(pi(T ))Ni=1 erh�alt.Wir behandeln nun den ersten Teil des Modells.Lemma 5.4.(a) Es existiert eine stetige lineare AbbildungU : H ! H2N;m 
H ; (Uh)(z) = X2NN0 �m()zD(m)T p(T )h:(b) Es sind �aquivalent:(i) ran U � H2N;m(b(D))
H.(ii) (ker�)
H � ker U�.In diesem Fall gilt f�ur die AbbildungV1 : H ! Hm 
H ; V1 = (! 
 1H)U� kV1hk2 = kUhk2 = khk2 � limh�kT (1H)h; hi (h 2 H).� V1pi(T ) = (M ~pi 
 1H)�V1.beweis. Zum Beweis von (a) verweisen wir auf [MV93℄, Lemma 8. Es istleiht einzusehen, da� die dort bez�uglih der m-Kontraktion (pi(T ))Ni=1 konstru-ierte Abbildung V gerade die hier de�nierte Abbildung U ist, wobei die unit�areIdenti�kation l2(NN0 )! H2N;m ; ()2NN0 7! X2NN0 �m() 12 zzu ber�uksihtigen ist. Wir erhalten so, da� U wohlde�niert ist, da�kUhk2 = khk2 � limh�kT (1H)h; hi (h 2 H)(wobei der Limes nah Lemma 5.3 existiert) undUpi(T ) = (Mzi 
 1H)�U (1 � i � N)gilt.Wir zeigen nun die �Aquivalenz der Aussagen (i) und (ii). Aus Satz 1.12 wissen wir,da� (ker �)? = H2N;m(b(D)) gilt. Wegen (ker �)? 
 H = (ker � 
 H)? und da(ker �
H)? abgeshlossen ist, ist (i) �aquivalent dazu, da� ran U � (ker �
H)?



88 5. MODELLS�ATZEgilt. Nun gilt aber auh ran U = (ker U�)?, woraus die Behauptung unmittelbarfolgt.Wenn nun (i) oder (ii) gilt, liegt das Bild von U im Initialraum der partiellenIsometrie ! 
 1H , so da�kV1hk2 = kUhk2 = khk2 � limk h�kT (1H)h; hi (h 2 H)gilt.Wir bemerken nun, da� nah Lemma 3.2 die Abbildungen ~pi = dei (1 � i � N),wobei ei der i-te Einheitsvektor in CN ist, nat�urlih Multiplier auf H, erst reht aufHm de�nieren, so da� die hier formulierte Aussage Sinn ergibt.Wir beweisen nun zun�ahst f�ur 1 � i � N die Identit�at!M�zijH2N;m(b(D)) =M�~pi!jH2N;m(b(D)):Es gilt n�amlih!M�zi(�N;m(�; b(w))) = !( ~pi(w)�N;m(�; b(w))= ~pi(w)Km(�; w)= M�~piKm(�; w)= M�~pi!(�N;m(�; b(w))) (w 2 D):Da f�N;m(�; b(w)) ; w 2 Dg nat�urlih total in H2N;m(b(D)) ist, folgt die Behauptungaus Stetigkeitsgr�unden.Damit erhalten wirV1pi(T ) = (! 
 1H)Upi(T )= (! 
 1H)(Mzi 
 1H)�U= (M ~pi 
 1H)�(! 
 1H)U= (M ~pi 
 1H)�V1 (1 � i � N);was den Beweis abshlie�t. �Wir wollen nun Situationen �nden, in denen die Bedingungen in Teil (b) von Lemma5.4 erf�ullt sind. Dazu benutzen wir, da� die Abbildungen b; d als Einshr�ankungenvon Tupeln von Polynomen eine nat�urlihe Fortsetzung auf ganz C n besitzen, diewir im folgenden ebenfalls mit b; d bezeihnen.Definition 5.5. Hm hei�t von au�en approximierbar, falls ein Netz (�i)i2I vonholomorphen Abbildungen�i : Ui ! BN (Ui � BN o�en)existiert, so da� gilt� (f Æ �i)jBN 2 H2N;m und (f Æ �i)jBN i�! f in H2N;m f�ur alle f 2 H2N;m.



3. DER MODELLSATZ 89� F�ur i 2 I existiert eine holomorphe Abbildung i : Di ! C n mit �i Æ b = b Æ  i, wobei Di = b�1(Ui) ist.Bemerkung.(a) In diesem Fall gilt automatishDi � fz 2 C n ; kd(z)k � 1g � D;denn falls kd(z)k � 1 ist, so ist b(z) 2 BN � Ui, also z 2 b�1(Ui) = Di.(b) F�ur alle i 2 I gilt  i(Di) � D, denn ist z 2 Di, dann ist b(z) 2 Ui und damitb Æ  i(z) = �i Æ b(z) 2 BN ;und da H maximal war, folgt  i(z) 2 D.Lemma 5.6.(a) Sei Hm von au�en approximierbar. Dann ist die Bedingung (ii) aus Teil (b) vonLemma 5.4 erf�ullt.(b) Es seien alle pi (1 � i � N) homogene Polynome. Dann ist Hm von au�enapproximierbar.beweis.(a) Wir zeigen zun�ahst: f�ur V � BN o�en, f 2 O(V ) mit fjBN 2 H2N;m und h 2 Hgilt U�(fjBN 
 h) = f(((pi(T ))Ni=1)�)D(m)T h:Dazu w�ahlen wir r > 1 so, da� rBN � V gilt. Da rBN ein vollst�andiger Rein-hardtbereih ist, existiert eine eindeutige Folge (a)2NN0 in C , so da�f(z) =X az (z 2 rBN )ist, wobei die Konvergenz kompakt gleihm�a�ig auf rBN ist. Da fjBN 2 H2N;mgilt, isthU�(fjBN 
 h); gi = hfjBN 
 h;X �m()z 
D(m)T p(T )gi= X hfjBN ; �m()zihh;D(m)T p(T )gi= X ah(p(T ))�D(m)T h; gi= hf(((pi(T ))Ni=1)�)D(m)T h; gi (g 2 H);denn als sph�arishe Kontraktion hat das Tupel (pi(T ))Ni=1 nah Lemma 3.9Spektrum in BN , und die angegebene Entwiklung von f konvergiert kompaktgleihm�a�ig auf einer Umgebung von BN . Sei nun f 2 ker� und h 2 H . Dann



90 5. MODELLS�ATZEgilt U�(f 
 h) = limi U�((f Æ �i)jBN 
 h)= limi (f Æ �i)(((pj(T ))Nj=1)�)D(m)T h= limi (f Æ �i Æ b)(T �)D(m)T h= limi (f Æ b Æ  i)(T �)D(m)T h= 0;denn f Æ b Æ  i = 0 auf Di und �(T �) � Di, da nah Lemma 3.9�(T �) � fz 2 C n ; kd(z)k � 1ggilt. Somit ist (ker�)
H � kerU�.(b) Es sei nun �j der Homogenit�atsgrad von pj (1 � j � N). Wir indizieren dasgesuhte Netz nun �uber das Intervall (0; 1) mit der gew�ohnlihen Ordnung. Mit� Ur = fz 2 CN ; (r�j zj)Nj=1 2 BN g,� �r(z) = (r�j zj)Nj=1 (z 2 Ur),� Dr = b�1(Ur),�  r(z) = r � z (z 2 Dr)sehen wir dann, da� Hm von au�en approximierbar ist. �Wir formulieren nun unseren Modellsatz.Satz 5.7. Es sei Hm von au�en approximierbar. Dann existieren ein HilbertraumK, eine Isometrie V : H ! (Hm 
H)�Ksowie ein vertaushendes Tupel R 2 L(K)n, so da� gilt� 1C (LR� ; RR)(1H) = 0� V pi(T ) = ((M ~pi 
 1H)� � pi(R)) V (1 � i � N).Falls (�kT (1H))k2N SOT gegen 0 konvergiert, dann kann man K = f0g w�ahlen.beweis. Lemma 5.3, Lemma 5.4, Lemma 5.6. �Wir setzen im folgenden voraus, da� f�ur alle m � 1 die R�aume Hm von au�enapproximierbar sind, oder der Einfahheit halber, da� alle pi homogene Polynomesind. Im allgemeinen kann man niht erwarten, einen Modellsatz f�ur die Kompo-nenten Ti (1 � i � n) zu erhalten, da die Koordinatenfunktionen zi nat�urlih keineMultiplier in dem zugrundeliegenden Raum H sein m�ussen. Es existiert jedoh eineSituation, in der dies der Fall ist und in der zus�atzlih gezeigt werden kann, da�das Tupel R sogar normal gew�ahlt werden kann, n�amlih wenn die AbbildungenD ! C ; z 7! zi (1 � i � n), eventuell mit einem skalaren Vorfaktor ai 6= 0, inder Menge der Polynome pi (1 � i � N) enthalten sind (insbesondere setzt dies



3. DER MODELLSATZ 91nat�urlih n � N voraus). Das ist im Fall der Kugel trivialerweise erf�ullt, aber auhin den in [Pot96℄ betrahteten Situationen.Wir ordnen nun die Polynome pi so an, da� p1; : : : ; pn den n Koordinatenfunktionenentsprehen.In diesem Fall liefert der eben gezeigte Modellsatz insbesondereV Ti = ((Mzi 
 1H)� �Ri)V (1 � i � n):Das vertaushende Tupel (pi(R))Ni=1 ist ja in jedem Fall eine sph�arishe Isometrie,also nah [Ath90℄, Proposition 2 insbesondere subnormal. Wir �nden also eineminimale normale Erweiterung W = (Wi)Ni=1 von (pi(R))Ni=1 �uber einem gr�o�erenHilbertraum G � K. Nah [Ath90℄, Proposition 2, ist dann auh das Tupel Wsph�arish isometrish. Da die Operatoren aiRi (1 � i � n) in dem Tupel (pi(R))Ni=1enthalten sind, sind sie ebenfalls subnormal, also auh das Tupel R = (Ri)ni=1. Seinun R0 = (R0i)ni=1 eine minimale normale Erweiterung von R �uber einem gr�o�erenHilbertraum K0. Dann ist das Tupel (pi(R0))Ni=1 2 L(K0)N eine minimale normaleErweiterung von (pi(R))Ni=1 und damit unit�ar �aquivalent zuW , also selbst sph�arishisometrish.Bezeihnen wir dann mit j : K ,! K0 die Inklusion, dann ist die AbbildungV 0 : H ! (Hm 
H)�K0 ; V 0 = (1Hm
H � j)Visometrish und erf�ullt die GleihheitV 0pi(T ) = ((M ~pi 
 1H)� � pi(R0)) V 0 (1 � i � N);was nihts anderes bedeutet, als da� wir das Tupel R auh normal h�atten w�ahlenk�onnen.





KAPITEL 6Der Fall positiver regul�arer Polynome1. �UberblikNeben den R�aumen H2N;m �uber der Einheitskugel im CN wurden in [Pot96℄ funk-tionale Hilbertr�aume studiert, deren reproduzierende Kerne durh positive regul�arePolynome gegeben sind, wobei sih die R�aume H2N;m als Spezialfall ergeben.Ein Polynom P = P2Nn0 az 2 C [z1 ; : : : ; zn℄ hei�t positives regul�ares Polynom,falls � alle nihtvershwindenden KoeÆzienten positiv sind.� P (0) = 0 gilt, das hei�t, der konstante Term ist 0.� alle linearen Terme niht vershwinden.Wir wollen nun wie in [Pot96℄ mit IP die Menge aller Multiindizes  2 Nn0 bezeih-nen, f�ur die a > 0 gilt, bezeihnen, und mit N die M�ahtigkeit von IP .Aufgrund dieser speziellen Gestalt eines positiven regul�aren Polynoms sind die Ko-eÆzienten �mP () der Taylorentwiklung von� 11� P (z)�m = X2Nn0 �mP ()z (m � 1)alle positiv.Es bezeihne ferner P = fz 2 C n ; P (jz1j2; : : : ; jznj2) < 1g;was ein vollst�andiger Reinhardtbereih ist, der die 0 enth�alt, wie man leiht nah-pr�uft. In [Pot96℄ werden nun f�ur einen Hilbertraum H R�aume H-wertiger holo-morpher FunktionenH2H(�mP ) = ff = X2Nn0 hz 2 O(P ; H) ; X2Nn0 1�mP ()khk2 <1gbetrahtet, was mit dem SkalarprodukthX hz ;X gzi =X 1�mP () hh ; gigerade der funktionale Hilbertraum mit reproduzierendem Kern93



94 6. DER FALL POSITIVER REGUL�ARER POLYNOMEP � P ! L(H) ; (z; w) 7! � 11� P (zw)�m � 1Hist. Nat�urlih ist KP;m : P � P ! C ; (z; w) 7! � 11� P (zw)�mder reproduzierende Kern von H2(�mP ) = H2C (�mP ). Damit ist mit der in dieserArbeit eingef�uhrten Shreibweise H2H(�mP ) = H2(�mP ) 
 H . Abk�urzend shreibenwir KP = KP;1.Wir werden nun sehen, da� H2(�1P ) ein maximaler P-Nevanlinna-Pik-Raum ist. Esist (1� 1KP )(z; w) = P (zw) =X azw (z; w 2 P);was positiv de�nit ist, da die KoeÆzienten von P alle positiv sind. In der Tat istdurh d : P ! CN ; z 7! (pa z)2IPeine polynomielle Faktorisierung von 1� 1KP gegeben. Wir w�ahlen eine Abz�ahlung� : f1; : : : ; Ng ! IP und shreibenpi(z) = pa�(i)z�(i) (z 2 P ; 1 � i � N);so da� dann d(z) = (pi(z))Ni=1 (z 2 P) gilt.Es ergibt sih kd(z)k2 = NXi=1 jpi(z)j2= X2IP a jz1j21 � � � jznj2n= P (jz1j2; : : : ; jznj2);so da� P = fz 2 C n ; kd(z)k < 1g gilt, was die behauptete Maximalit�at zeigt.In der Tat ist nun KP;m die Potenz des Nevanlinna-Pik-Kernes KP , so da� sihmit der fr�uher eingef�uhrten Bezeihnung KP;m = (KP )m ergibt.Abshlie�end sei erw�ahnt, da� sih o�ensihtlih f�urP (z) = NXi=1 zi (z 2 CN )P = BN und H2(�mP ) = H2N;m (m � 1) ergibt.



2. DIE SCHURKLASSE AUF H2(�1P ) 952. Die Shurklasse auf H2(�1P )Wie �ublih bezeihnen wir nun mit CP die AbbildungCP : P � P ! C ; (z; w) 7! KP (z; w)(man beahte, da� ~P = P gilt).In Anlehnung an die De�nitionen in [EP℄ werden wir nun f�ur den hier vorliegen-den Spezialfall eine leiht abgewandelte Charakterisierung der (dualen) Shurklassegeben.Mit den in [Pot96℄ und in dieser Arbeit eingef�uhrten Bezeihnungen erkennen wirleiht, da� ein vertaushendes Tupel T �uber einem Hilbertraum H genau dann(P;m)-positiv ist, wenn die Operatoren( 1CP )m(LT� ; RT )(1H) und 1CP (LT� ; RT )(1H)positiv sind.Lemma 6.1. Es seien H ein unendlihdimensionaler separabler Hilbertraum, E ; E�beliebige Hilbertr�aume und f 2 O(P ; L(E ; E�)). Dann giltkfkS; 1CP ;P = supfkf(rT )k ; T 2 L(H)n (P; 1)-positiv ; 0 < r < 1gkfkS�; 1CP ;P = supfkf(rT �)k ; T 2 L(H)n (P; 1)-positiv ; 0 < r < 1g:Die Shurnorm ist also insbesondere unabh�angig von der Wahl von H.beweis. Wir bemerken zun�ahst, da� f�ur einen (P; 1)-positiven MultioperatorT 2 L(H)n der Operator (rTi)ni=1 (0 < r < 1) strikt ( 1CP ;P)-positiv ist, was manleiht nahrehnet. Damit giltsupfkf(rT )k ; T 2 L(H)n (P; 1)-positiv ; 0 < r < 1g� supfkf(T )k ; T 2 C0(H; 1CP ;P)g� kfkS; 1CP ;P :Umgekehrt �xieren wir � > 0 beliebig und �nden nah De�nition der Shurnormeinen separablen Hilbertraum H 0 sowie ein Tupel T 0 2 C0(H 0; 1CP ;P) mitkfkS; 1CP ;P � kf(T 0)k � kfkS; 1CP ;P � �2 :Da eine Isometrie j : H 0 ! H existiert (H ist unendlihdimensional), folgt wie in[EP℄, da� das Tupel T = (jT 0i j�)ni=1 2 L(H)n zu der Klasse C0(H; 1CP ;P) geh�ort,



96 6. DER FALL POSITIVER REGUL�ARER POLYNOMEdenn es gilt(1� 1CP )(LT� ; RT )(1H) = X2Nn0 aT �T = j0�X2Nn0 aT 0�T 01A j�= j(1� 1CP )(LT 0 � ; RT 0)(1H0)j�� j r � 1H0j�� r � 1Hf�ur ein geeignetes 0 < r < 1. Nah Satz 3.9 hat das Tupel T shon automatishSpektrum in P und erf�ullt o�ensihtlihjT 0i = Tij (1 � i � n);so da� nah dem Vertaushungssatz f�ur den holomorphen Kalk�ul jf(T 0) = f(T )jfolgt. Es ergibt sih kf(T 0)k = kjf(T 0)k= kf(T )jk� kf(T )k;so da� kfkS; 1CP ;P � kf(T )k � kfkS; 1CP ;P � �2gilt. Ferner sind f�ur 0 < r < 1 die Abbildungenfr : P ! C ; z 7! f(rz) (0 < r < 1)holomorph und konvergieren kompakt gleihm�a�ig auf P gegen f . Wir �nden alsoein 0 < r < 1, so da� kf(T )� fr(T )k < �2 ist, so da� also giltkfkS; 1CP ;P � kfr(T )k+ �� supfkf(rT )k ; T 2 L(H)n (P; 1)-positiv ; 0 < r < 1g+ �;da T als strikt ( 1CP ;P)-positiver Operator nat�urlih auh (P; 1)-positiv ist. Da � > 0beliebig war, folgt die Behauptung. Analog f�uhrt man den Beweis f�ur die dualeShurnorm. �Nah Satz 3.12 gilt nunM(H2E(�1P ); H2E�(�1P )) = S�( 1CP ;P ; L(E ; E�));und mit obigem Lemma erhalten wir im SpezialfallP (z) = NXi=1 zi ; P = BNdie Resultate aus [EP℄.



3. COMMUTANT-LIFTING AUF H2(�mP ) 973. Commutant-Lifting auf H2(�mP )Wie wir bereits gesehen haben, ist der Raum H2(�1P ) ein maximaler P-Nevanlinna-Pik-Raum. Es ist durhd : P ! F = CN ; z 7! (paz)2IPeine polynomielle Faktorisierung von 1� 1KP gegeben.Aufgrund der positiven Regularit�at von P kommen alle linearen Terme in P vor,das hei�t, alle Einheitsvektoren ei 2 C n sind in der Menge IP enthalten.W�ahlen wir wie fr�uher eine Abz�ahlung� : f1 : : :Ng ! IP ;so �nden wir zu 1 � i � n also ein j(i) 2 f1 : : :Ng, so da� �(j(i)) = ei gilt. Damitergibt sih dej(i) (z) = hej(i); d(z)i= paeizi (z 2 P);sprih dej(i) ist bis auf einen Vorfaktor nihts anderes als die i-te Koordinatenfunk-tion. Da F = CN endlihdimensional ist, lassen sih alle Funktionend� : P ! C ; z 7! h�; d(z)i= NXl=1 �lpa�(l)z�(l) (� 2 CN )als Polynom in den Koordinatenfunktionen zi (1 � i � n) darstellen. Wir k�onnenalternativ sagen: Die von den Abbildungen d� (� 2 CN ) erzeugte Algebra komplex-wertiger Funktionen auf P ist die Algebra der auf P eingeshr�ankten Polynome inn Variablen.Im folgenden bezeihnen wir mit Mz das Tupel (Mzi)ni=1 2 L(H2(�mP ))n.Sei nun G ein Hilbertraum. Aufgrund des eben Gesagten wird sofort ersihtlih, da�ein abgeshlossener Teilraum N � H2(�mP ) 
 G genau dann invariant (�-invariant)ist, wenn er invariant f�ur das Tupel (Mzi 
 1G)ni=1 (�M�zi 
 1G�ni=1) ist.Unter Benutzung der Tatsahe, da� im Falle F = CN die R�aumeF 
 (H2(�mP )
 G) und (H2(�mP )
 G)Nunit�ar isomorph sind, erhalten wir folgende Formulierung des Commutant-Lifting-Resultats.Satz 6.2. Seien N � H2(�mP )
 E und N� � H2(�mP )
 E� f�ur die OperatorenM�zi 
 1E bzw. M�zi 
 1E� (1 � i � n)



98 6. DER FALL POSITIVER REGUL�ARER POLYNOMEinvariante Teilr�aume. Sei N 2 L(N ;N�) ein Operator, so da�PN�(Mzi 
 1E�)N = NPN (Mzi 
 1E)jN (1 � i � n)bzw. �aquivalent dazuN�(M�zi 
 1E�)jN� = (M�zi 
 1E)N� (1 � i � n)gilt.Es seien ferner Y = PN�(Mpaz 
 1E�)jN� 2 L(N�) ( 2 IP )sowie �(A) = A� X2IP YAY � (A 2 L(N�))de�niert. Dann sind �aquivalent:(i) �m�1(1N� �NN�) � 0.(ii) Es existiert � 2 M(H2(�1P ) 
 E ; H2(�1P ) 
 E�) mit kM�k � 1 derart, da�(M��)jN� = N�.(iii) Es existiert � 2 M(H2(�1P ) 
 E ; H2(�1P ) 
 E�) mit kM�k � 1 derart, da�N = PN�M�jN und M��N� � N .beweis. Zum Beweis bleibt zu bemerken, da� die hier de�nierte Abbildung �mit der Abbildung �Y� aus Satz 4.10 �ubereinstimmt. Dazu rehnet man nah, da�(mit einer geeigneten Abz�ahlung � der Menge IP )Y�(ei 
 g) = Y�(i)g (g 2 N� ; 1 � i � N)gilt. Dann wird obiger Satz ein Spezialfall des Commutant-Lifting-Theorems 4.10.�Im Fall des bekannten Hardyraumes �uber der Einheitskugel mitP (z) = nXi=1 zi und P = Bnerhalten wir mit m = n exakt das in [EP℄ gezeigte Commutant-Lifting-Ergebnis.Abshlie�end demonstrieren wir, wie man den Modellsatz, wie er in [Pot96℄ oderallgemeiner in Satz 5.7 bewiesen wurde, und das Commutant-Lifting-Resultat in6.2 zusammenf�uhren kann, um im Kommutanten bestimmter (P; 1)-positiver Tupelzu liften, was eine teilweise Verallgemeinerung des Commutant-Lifting-Satzes vonNagy und Foia�s (siehe [SN74℄, Kapitel 7) darstellt.Korollar 6.3.(a) F�ur ein vertaushendes Tupel T 2 L(H)n sind �aquivalent:



3. COMMUTANT-LIFTING AUF H2(�mP ) 99(i) T � ist (P;m)-positiv und es giltlimk!1(1� 1CP )k(LT ; RT�)(1H) = 0 (SOT):(ii) T ist unit�ar �aquivalent zur Kompression des TupelsMz 
 1H 2 L(H2(�mP )
H)nauf einen f�ur das Tupel M�z 
 1H invarianten Teilraum.(b) Seien N � H2(�1P ) 
 E und N� � H2(�1P ) 
 E� abgeshlossene Teilr�aume undinvariant f�urM�z
1E bzw.M�z
1E�. Seien S; T die Kompressionen vonMz
1Ebzw. Mz 
 1E� auf diese Teilr�aume. Ist dann X 2 L(N ;N�) eine Kontraktion,die S und T vertausht, so existiert eine KontraktionX̂ 2 L(H2(�1P )
 E ; H2(�1P )
 E�)mit� X̂�N� � N� X = PN�X̂jN� X̂(Mzi 
 1E) = (Mzi 
 1E�)X̂.beweis. Die Implikation (i) nah (ii) in (a) ist genau der in dieser Arbeitoder in [Pot96℄, Satz 2.2.6 bewiesene Modellsatz. Die Implikation von (ii) nah(i) folgt, da das Tupel M�z 
 1H (P;m)-positiv ist, und ebenso Einshr�ankungendieses Tupels auf Teilr�aume, die f�ur M�z 
 1H invariant sind. Teil (b) folgt aus demCommutant-Lifting-Resultat 6.2. �Bemerkung. Im Fall der Kugel, also fallsP (z) = nXi=1 zi und P = Bngilt, ist das Tupel Mz 
 1H sogar sph�arish isometrish. Im Fall m = n = 1 folgtdann aus obigem Korollar das bekannte Commutant-Lifting-Theorem von Nagy undFoia�s unter der Zusatzvoraussetzung, da� ((T �)k)k2N SOT gegen 0 konvergiert.





ANHANG ADie von Neumannshe Ungleihung �uber B nIn [Var74℄, Theorem 2 wurde gezeigt, da� f�ur jedes K � 0 ein n 2 N, ein Hil-bertraum H , ein Polynom q 6= 0 in n Variablen sowie ein vertaushendes TupelT 2 L(H)n existieren mit nXi=1 kTik2 � 1(insbesondere ist das Tupel damit eine sph�arishe Kontraktion) undkq(T )k � K kqk1;Bn :Allerdings blieb unklar, ob ein solhes Tupel f�ur jedes n � 3 gefunden werden kann.Im folgenden geben wir ein einfahes Beispiel f�ur das Sheitern der von Neumann-shen Ungleihung f�ur sph�arishe Kontraktionen auf der Einheitskugel im C n f�uralle n � 2. Wir orientieren uns dabei an einer Konstruktion von Drury ([Dru78℄)im Falle n = 2.F�ur alle n � 2 existieren ein Hilbertraum H und eine sph�arishe Kontraktion T�uber H, so da� f�ur alle K � 0 ein Polynom q in n Variablen existiert, daskq(T )k � K � kqk1;Bnerf�ullt.beweis. Wir w�ahlen H = H2n und T = M�z . Bekanntlih (vergleihe [EP℄) istM�z eine sph�arishe Kontraktion. Wir de�nieren ferner eine Folge von Polynomenqk durh qk(z) = �nn2 � z1 � : : : � zn�k :Durh Standardverfahren der reellen Analysis sieht man, da�kqkk1;Bn = 1 (k 2 N)gilt. Ferner ist o�enbar qk 2M(H2n), also liegt qk auh in H2n und es giltkqkk2 = (k!)n(kn)!nnknah De�nition der Norm in H2n. Nah der Stirlingshen Formel gilt f�ur gro�e k(k!)n(kn)!nnk � �p2�k �ke �k�np2�nk �kne �nk nnk= 1pn (2�k)n�12 :101



102 A. DIE VON NEUMANNSCHE UNGLEICHUNG �UBER BnSomit divergiert die Folge (kqkk)k2N gegen unendlih, falls n � 2 ist. Wir �ndenalso f�ur K � 0 ein k 2 N, so da� kqkk � K gilt. Mit q = qk erhalten wirkq(T )k = k~q(Mz)k= kq(Mz)k= kMqk� kMq(1)k= kqk� K= K kqk1;Bnwie gew�unsht. �
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