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Einleitung

Eine der groflen Leistungen der Funktionalanalysis des letzten Jahrhunderts ist
der Beweis der Existenz der minimalen unitidren bzw. isometrischen Dilatation von
Kontraktionen durch Sz.-Nagy ([SNF70], Kapitel 1).

Dieser Satz hat eine Vielzahl von Konsequenzen, etwa folgt unmittelbar die Giiltig-

keit der bekannten von Neumannschen Ungleichung:

Sei T eine Kontraktion iber einem Hilbertraum H und p ein Polynom. Dann gilt
PO < llplloo,ps

wobei D die offene Kreisscheibe in C bezeichnet.

Eng verbunden mit der Existenz von isometrischen Dilatationen ist das Commutant-
Lifting-Theorem, das es gestattet, jeden Operator, der zwei Kontraktionen ver-
tauscht, normerhaltend zu einem Operator fortzusetzen, der die minimalen isome-
trischen Dilatationen dieser Kontraktionen vertauscht.

Eine mogliche Anwendung des Commutant-Lifting-Theorems ist zum Beispiel ein
einfacher Beweis des klassischen Interpolationssatzes von Nevanlinna und Pick:

Gegeben seien endlich viele Punkte z1, ..., zy, in der Einheitskreisscheibe D von C
sowie komplexe Werte wy,...,w,. Es existiert dann und nur dann eine durch 1

beschrinkte holomorphe Funktion ¢ auf D, die das Interpolationsproblem

f(z) =w; firalei=1,...,n

J— n
<]. — ’LU{lUj)
1-— ZiZj ij=1

Nun stellt sich die Frage der Verallgemeinerung dieser Ergebnisse auf den mehr-

lost, wenn die Matriz

positiv semidefinit ist.

dimensionalen Fall, und zunéchst benttigt man eine addquate Verallgemeinerung
des Kontraktionsbegriffes. Eine Moglichkeit besteht darin, von einem Tupel ver-
tauschender Kontraktionen T € L(H)"™ auszugehen. Eine Dilatation wére dann
ein Tupel U € L(K)™ vertauschender isometrischer bzw. unitdrer Abbildungen auf
einem grofleren Hilbertraum K, so dal die Gleichheit

T7"=PyU%\m (v €NG)

erfiillt ist. Ando zeigte fiir den Fall n = 2 die Existenz minimaler isometrischer
bzw. unitirer Dilatationen ([And63]). Von Parrott ([Par70]) stammt jedoch ein

Gegenbeispiel, das zeigt, daf fiir n > 3 im allgemeinen keine unitiren Dilatationen
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2 EINLEITUNG

eines vertauschenden Tupels von Kontraktionen mehr existieren. Auflerdem wurde
von Varopoulos ([Var74]) gezeigt, da$ fiir hinreichend groes n die von Neumann-
sche Ungleichung fiir ein Tupel von vertauschenden Kontraktionen sowohl iiber dem
Polyzylinder als auch iiber der Kugel falsch ist.

Einen Ausweg aus diesem Dilemma bietet die Einfiihrung eines stirkeren Kontrak-
tivitédtsbegriffes:

Ein vertauschendes Tupel T € L(H)™ heif$t sphirische Kontraktion, falls die Un-
gleichung

zn: TiT; < 1y

i=1

gilt.

Natiirlich ist damit jede sphérische Kontraktion ein Tupel von Kontraktionen. Von
Miiller und Vasilescu ([MV93]) stammt nun ein Modellsatz, der es gestattet, je-
de sphiérische Kontraktion 7' € L(H)", die eine zusétzliche Cy.-Bedingung erfiillt,
als Einschrinkung des Riickwirtsshiftes auf einen invarianten Teilraum in einem
geeigneten Raum H-wertiger holomorpher Abbildungen darzustellen:

Ist H2 der funktionale Hilbertraum iiber der Einheitskugel B, im C", dessen repro-

duzierender Kern durch
(z0) = -7
kn(z,w) = ————
e 1—(z,w)
gegeben ist, und bezeichnet M, die Multiplikationen mit den Koordinatenfunktionen

auf H2, dann existiert eine Isometrie V : H — H2 ® H, so daf§ die Identitdt
VI; = (M;, ® 1)V (1<i<n)
gilt.

In neuerer Zeit wurden auch spezielle Commutant-Lifting-Sétze bewiesen, die es
erlauben, einen Operator X € L(N), der auf einem fiir alle M} ® 1y invarianten
Teilraum N von H2 @ H definiert ist und dessen Adjungierte die Operatoren

Mz ® lg)y (1<i<n)

vertauscht, normerhaltend zu einem Operator Y auf H2 ® H zu liften, der die
Operatoren M L ®lg vertauscht.

Kombiniert man nun den obigen Modellsatz und das spezielle Commutant-Lifting-
Ergebnis, erhdlt man eine Art von Commutant-Lifting fiir sphirische Kontraktio-
nen, die die Cy.-Bedingung erfiillen, wobei das Tupel M, ® 1y an die Stelle der
isometrischen Dilatation tritt, also eine Verallgemeinerung des eindimensionalen

Commutant-Lifting-Theorems, die durchaus von praktischem Nutzen ist.

Von Varopoulos wurde ebenfalls gezeigt, da fiir groBes n die von Neumannsche
Ungleichung nicht nur fiir Tupel von Kontraktionen, sondern auch fiir sphérische
Kontraktionen ihre Giiltigkeit {iber der Einheitskugel verliert. Es liegt nun nahe,

eine Norm zu definieren, die eine von Neumannsche Ungleichung erlaubt:
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Fiir eine auf B, holomorphe Funktion f und einen beliebigen unendlichdimensio-

nalen separablen Hilbertraum sei die duale Schurnorm durch

171
definiert. Man zeigt, daf$ diese Definition unabhdngig von der Wahl von H ist. Der

g« =sup{||f(rT")||; 0<r<1, T e L(H)" sphirische Kontraktion }

duale Schurraum besteht nun definitionsgemdf§ aus den holomorphen Funktionen,
deren duale Schurnorm endlich ist.

Von Drury ([Dru78]) wurde erstmals eine Verbindung zwischen dem dualen Schur-
raum und dem Multiplierraum von H2 hergestellt, und durch Eschmeier und Puti-
nar ([EP]) wurde ihre Ubereinstimmung bewiesen.

Ziel dieser Arbeit ist es nun unter anderem, diese Resultate fiir andere funktionale
Hilbertriume als H2 zu etablieren. Von zentraler Bedeutung ist dabei die Erkennt-
nis, daf} sich die Bedingung

1y — Xn:Ti*Ti > 0,

i=1
die eine sphirische Kontraktion auszeichnet, sehr einfach durch den reproduzieren-
den Kern von H?2 beschreiben 148t, denn bezeichnet

Yn(2,w) = Kn(2,),

und Lp~ bzw. Rp die Tupel der Links- bzw. Rechtsmultiplikationen, dann gilt
- 1
lg =) T;T; = 7—(LT*,RT)(1H),
i=1 "

wobei die rechte Seite auch dann Sinn ergibt, wenn wir +,, etwa durch die Abbildung
(z,w) = K(z,0)
mit geeigneten allgemeineren Kernen K ersetzen.

Da in dieser Arbeit durchgehend alle Ergebnisse vektorwertig formuliert werden,
geben wir im ersten Kapitel eine Zusammenfassung aller benétigten Sétze aus der
Theorie funktionaler Hilbertrdume von &-wertigen Funktionen und ihrer Multi-

plierrdume (wobei wir uns auf den Fall beschrinken, daf§ £ ein Hilbertraum ist).

Das zweite Kapitel widmet sich einer allgemeinen angepafiten Definition eines (dua-

len) Schurraumes.

Im dritten Kapitel stehen solche funktionalen Hilbertriume im Vordergrund, deren
reproduzierender Kern K nullstellenfrei ist und die Bedingung

1
1-— 174 positiv definit

erfiillt. Solche Rdume bezeichnen wir als Nevanlinna-Pick-Riume und ihre Kerne
als Nevanlinna-Pick-Kerne. Als Standardbeispiel dient der bereits oben betrachtete

Kern «,,.

Das erste Hauptresultat der Arbeit ist Satz 3.12, der fiir eine grofie Klasse von

Nevanlinna-Pick-Riumen, die sich unter anderem dadurch auszeichnen, daf§ das
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Inverse ihres reproduzierenden Kernes ein Polynom in z,% ist, die Gleichheit von

Multiplierraum und dualem Schurraum etabliert.

Im vierten Kapitel wird die Struktur von solchen funktionalen Hilbertridumen un-
tersucht, deren Kerne Potenzen von Nevanlinna-Pick-Kernen sind (und damit selbst
nicht mehr notwendig Nevanlinna-Pick-Kerne), da solche Rdume in natiirlicher Wei-
se auftreten, wie etwa der aus der Funktionentheorie bekannte Hardyraum mit
reproduzierendem Kern k'. Das zweite Hauptergebnis dieser Arbeit ist dann ein
Commutant-Lifting-Resultat (Satz 4.10) fiir diese Klasse funktionaler Hilbertrdume,
das als Spezialfall sowohl das Commutant-Lifting-Ergebnis von Eschmeier und Pu-
tinar ([EP]) als auch dasjenige von Ambrozie und Timotin ([ATa]) enthilt.

Als Folgerung aus dem Commutant-Lifting-Theorem erhilt man dann sofort eine
Losung des Nevanlinna-Pick-Problems. Durch Sarason wurde der klassische Satz von
Nevanlinna und Pick erstmals in den Kontext funktionaler Hilbertriume geriickt:
Und zwar versteht man den Raum H (D), innerhalb dessen man interpolieren
mochte, als Multiplieralgebra des Hardyraumes H? auf der Kreisschreibe in C und
tiberfiihrt die Fragestellung in das Problem, Multiplier des funktionalen Hilbertrau-
mes, der aus den Einschrinkungen der Elemente von H? auf eine Teilmenge Y von
D besteht, normerhaltend zu Multipliern des ganzen Raumes H? fortzusetzen. Dies
ist jedoch leicht zu bewiltigen, wenn man ein Commutant-Lifting-Theorem wie Satz
4.10 zur Verfligung hat. Wir zeigen in Kapitel 4, Abschnitt 3, da} in Nevanlinna-
Pick-Raumen diese Form der Nevanlinna-Pick-Interpolation moglich ist.

Abschliefflend wird in Kapitel 4 eine Variante des Satzes von Beurling-Lax-Halmos
bewiesen, wie er spezieller in [GRS] gezeigt wurde. Wir beantworten dabei eine in
[MTO00] aufgeworfene, offene Frage.

Kapitel 5 widmet sich dann der Verallgemeinerung des Modellsatzes, wie er oben
beschrieben wurde. Unter Benutzung der Tatsache, daf} sich jeder Nevanlinna-Pick-
Raum in kanonischer Weise mit einem Teilraum des Raumes H?2 identifizieren lift,
folgt unser Modellsatz bereits aus dem Ergebnis von Miiller und Vasilescu und stellt
insbesondere eine Verallgemeinerung des in [Pot96] im Kontext positiver regulirer

Polynome bewiesenen Modellsatzes dar.

Das sechste und letzte Kapitel geht schliellich auf die in [Pot96] betrachtete Situa-
tion ein, und reformuliert die in der vorliegenden Arbeit bewiesenen Resultate in
der dort eingefiihrten Notation. Insbesondere erhalten wir ein Commutant-Lifting-
Ergebnis fiir die Klasse der (P, m)-positiven Operatoren, die in [Pot96] als Verall-
gemeinerung der sphirischen Kontraktionen vorgeschlagen wurden.

Mein Dank gilt Herrn Prof. Dr. J. Eschmeier fiir das interessante Thema und die
geduldige Betreuung. Mein Dank gilt auch Herrn Dipl. Math. Michael Didas fiir viele
fruchtbare fachliche Diskussionen sowie Frau Ute Staemmler fiir das Korrekturlesen
meiner Arbeit.

Schliefllich danke ich meinen Eltern, die mich wihrend des letzten Jahres sowohl

moralisch als auch finanziell unterstiitzt haben.



Notationen

An dieser Stelle erkldren wir einige Notationen und Symbole, die durchgehend in

der vorliegenden Arbeit verwendet werden.

o Alle vorkommenden Vektorrdume haben die Menge der komplexen Zah-
len C als Grundkorper. Fiir zwei normierte Ridume X und ) bezeichnet
L(X,Y) den Raum aller stetigen linearen Abbildungen von X nach Y.
Abkiirzend verwenden wir auch L(X) anstatt L(X,X). Fiir eine Menge
M C X sei \| M die abgeschlossene lineare Hiille von M in X. Ferner
sind Teilrdume von normierten Raumen grundsétzlich per Definition ab-
geschlossen. Fiir einen normierten Raum X" sei 1 immer die identische
Abbildung von & nach X. Kern und Bild einer linearen Abbildung 7" be-

zeichnen wir mit ker T und ran T'.

e Wir bezeichnen mit

— ®, das m-Tensorprodukt

— ®- das Hilbertraumtensorprodukt

— &9,®, die vervollstindigten Tensorprodukte.
Abkiirzend schreiben wir H ® G fiir das vervollstindigte Hilbertraumten-
sorprodukt von zwei Hilbertriumen H und G, also H ® G = H®,G. Falls
Hy C H und Gy C G zwei abgeschlossene Teilrdume sind, so ist Hy ® G
der Abschluf} des algebraischen Tensorproduktes von Hy und Gy in der
Topologie von H ® G (dquivalent: die Vervollstindigung des algebraischen
Tensorproduktes Hy ® Go).

e In einem Hilbertraum H steht Pj; immer fiir die Orthogonalprojektion
auf einen abgeschlossenen Teilraum M von H. Fiir eine Teilmenge M ei-

nes Hilbertraumes H ist M+ das orthogonale Komplement von M in H.

e Es bezeichnet D die offene Einheitskreisscheibe in C und B,, die offene
Einheitskugel in C”.

e Fiir eine offene Menge U C C" ist O(U) die Menge der holomorphen Funk-
tionen auf U. Ist X' ein Banachraum, bezeichnet O(U, X') die Menge der
X-wertigen holomorphen Funktionen auf U.
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e Ferner ist fiir U ¢ CV die Menge U definiert als
U={z; zeU}.
Fiir eine Abbildung f : U — C sei
f:U=C, f(z) =@
Fiir eine Abbildung f: U — L(€, &) (€, Hilbertrdume) sei
f:U = LELE), f2) =)

Somit ist f analytisch genau dann, wenn f es ist.

e Fiir einen Multiindex v € Nj schreiben wir

n
Y=Y v und A=yl
i=1

sowie fiir z € C?

Y — 1, et
2 =2 Zn".

Fir eine vollstdndige Auflistung der in der Arbeit verwendeten Symbole verweisen
wir auf das Symbolverzeichnis am Ende der Arbeit.



KAPITEL 1

Hilbertriaume vektorwertiger Funktionen

1. Grundlagen

Im folgenden bezeichne X eine Menge und & einen Hilbertraum.

DEFINITION 1.1. Ein Hilbertraum H C X heifit funktional, falls fiir jedes X\ € X
die Punktauswertung

oA H—=E, fr=f(N)
stetig ist.

SaTz 1.2. Sei H C £X ein Hilbertraum. Dann sind dquivalent:

(i) H ist funktional.

(ii) Es existiert eine Abbildung K : X x X — L(&) mit folgenden Eigenschaften:
o Firze& und p € X liegt die Abbildung A — K(\,p)x in H.
o Esist (f, K(-,pu)x) = {(f(u),z) firalex € &, p € X und f € H.

In diesem Fall ist K eindeutig bestimmt und heifst reproduzierender Kern von H.

BEWEIS. Es gelte (7). Fiir p € X sei §, die stetige lineare Abbildung
u:H—-E, frfp).
Dann definiert
K:XxX = L(E), (A\p) = 0\,
eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

o Firz €& und p € X ist K(-,p)z =0, € H.
o Fir o € & und p e X ist (f, K, 1)2) = (5, f,2) = (F(1), ).

Also ist K wie gewiinscht.
Es gelte nun (ii). Sei p € X. Mit

1K wall® = (K(u,p)w, z)
< K@zl (€8

erhalt man

110, (NI sup  [(f(u), )]

z€E,|lx||<1

sup |<f;K(;N)$>|
z€E,||l]|<1

WA IE (w2 (F € H).

7
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8 1. HILBERTRAUME VEKTORWERTIGER FUNKTIONEN

Also ist §,, stetig mit ||9,]] < K (1, )||2, und # ist funktional.

Es bleibt die Eindeutigkeitsaussage zu zeigen: Seien also K, K wie oben. Dann gilt
firfeH,peX,zel

und somit K (-, p)z = K(,p)z (n€ X,z € &), also K = K. O

Wir vereinbaren ferner folgende Schreibweise: Fiir x € £ und p € X bezeichne
K, . € H die Abbildung X — £, A~ K (A, p)z. Das folgende Lemma fafit einige
wichtige Eigenschaften funktionaler Hilbertrdume und ihrer reproduzierenden Kerne

Zusamiern.

LEMMA 1.3. Sei H C X ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern
K und Punktouswertung 6, (1€ X).

(a) Seien \,p € X , m,y € £. Es gilt K(\, p) = 6x0;, . Insbesondere ist K (), \) ein

positiver Operator, und es gilt

KA p* = K(A)
IE Il < N0l [0l
KON = 16l
KA wIP < KO NIHTE (1, )
(KX wa,y)? < (K (g, w)z,z) (KA Ny, y)
1Kzl < 1104l 1z]]-

(b) Die Menge {K, . ; 1€ X,z € E} ist total in H.
(c) Esist H =\ ,cxran(dy,).
(d) Falls X ein topologischer Raum und X, £ beide separabel sind und fir alle v € X
die Abbildung X — H , p— K, . stetig ist, ist H separabel.
(e) Sei X C C" offen. Dann sind dquivalent:
(i) HC O(X,E).
(it) Die Abbildung ¢: X — L(H,E) , A dy ist holomorph.
(iii) Die Abbildung C : X x X — L(E) , C(z,w) = K(z,W) ist holomorph.

BEWEIS.

(a) Folgt aus dem Beweis von Satz 1.2.
(b) Sei f € H mit (f, K, ) =0firalle p € X , z € £. Dann ist

(f(u)7$>:<f7Ku7w>:0 (HEXa ;UEE),

also f = 0.
(c) Esist LH(J(ran d;, ; p € X)) = LH{K(-,p)z ; p € X , z € E} dicht in H.
(d) Seien Xg C X, &y C & abzidhlbare dichte Teilmengen. Wir zeigen zuniichst: Fiir
allepe X, z €&, e > 0existieren pg € Xo , o € o mit || Ky o —Kpug ol <€
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Man wihle zuerst o € & mit ||z — zo|| < W und dann py € Xo mit
"
1K 2o — Kpo,eoll < 5 (Stetigkeit der Abbildung p+— K, .,). Dann gilt

1Kz = Ko,z | < 104l llz = zoll + 1K 20 = Ko ,zoll <.

Sei nun f € H , € > 0. Dann existieren endliche Folgen (u;)7; , (z;), mit

- €
1 =Y Kpraill < 5
i=1

Fiir alle i existieren nun \; € Xo , y; € & mit Ky, o, — Ky, 4| < 5. Dann

gilt

< €.

||f - ZK)\i,yi
i=1

Alsoist {0 | Kxys s nEN, N € Xg , yi € &} C H dicht und abzéhlbar.
(e) Es gelte (i). Fiir festes f € H ist offenbar die Abbildung

n n
< ||f_ZKui,wi +Z||Kui,xi _KAi,yi
i=1 i=1

X—=E&, A=eN)f=f(N)

analytisch, nach dem Satz von Banach-Steinhaus also auch die Abbildung ¢
selbst, also folgt (i7). Damit ist auch die Abbildung

XxX = L(E), Cz,w) = c(2)é(w)
analytisch. Falls (i) gilt, so ist
LH{K(,pz; pne X,z e} COXE).

Aufgrund der Stetigkeit von K sieht man, dafl die Topologie der kompakt
gleichméBigen Konvergenz auf X grober ist als die Normtopologie auf . Denn
fiir jede Folge (fn)nen in H mit f,, — f € H folgt

1
I fn = flloo,r < 1 fn = fII sup || K (1, w)||2
reL

AN

1
1 fn = FINIENS £y — 0 (L C X kompakt).

Da LH{K(-,p)r ; p€ X , v € £} C H dicht liegt, mufl schon # C O(X,¢E)
gelten, was den Ringschluf} vervollstindigt.

O

Nun fiihren wir den Begriff der positiven Definitheit L(E)-wertiger Abbildungen auf
X x X ein, der in dieser Arbeit eine zentrale Rolle spielt. Wir werden sehen, dafl
solche positiv definiten Abbildungen genau die reproduzierenden Kerne funktionaler
Hilbertrdume £-wertiger Funktionen auf X sind.

DEFINITION 1.4. Eine Abbildung K : X x X — L(E) heifit positiv definit, falls fir
alle endlichen Folgen (\;) in X, (z;) in &

Z(K(AJ’,M)%‘,%’) >0

4,

gilt.



10 1. HILBERTRAUME VEKTORWERTIGER FUNKTIONEN

Offensichtlich ist eine Abbildung K : X x X — L(£) genau dann positiv definit,

wenn fiir alle Folgen (\;)?; in X der Operator

K\, N) - KA, A\
: o € L(E™)
KM\, N) - KA, A\)

positiv ist. Im Fall £ = C ist eine Abbildung K : X x X — C genau dann positiv
definit, falls fiir alle endlichen Folgen (A;) in X die Matrix (K(Ai, A;)), ; positiv
semidefinit ist.

BEMERKUNG. Fiir eine positiv definite Abbdildung K : X x X — L(€) gilt immer
K\ p)"=K(pA) (A\peX),
denn fiir A, u € X ist der Operator

K\ K\ p)
K(p,A)  K(p,p)

positiv, insbesondere selbstadjungiert, und es gilt

( KON K\ p) ) _ ( KON KO\ p) ) _ ( KON K (A )
K@) K(pwp) ) \ KA Kp) | ) ’

woraus sofort die Behauptung folgt.

) ELE®E)

Wir zeigen nun, daf} reproduzierende Kerne von funktionalen Hilbertriumen positiv
definit sind.

SaTZ 1.5. Sei H C EX ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern K .
Dann ist K positiv definit.

BEWEIS. Seien (A;) C X, (2;) C € endliche Folgen. Dann ist

Z(K(/\ja)‘i)xiaxj> = Z(Kki,miaKAj7wj>
i,j 1)
(ZK&',M:ZK)\]‘@J')
2 J
= ||ZK)\i7Iz’||2
i

0.

v

O

Umgekehrt gehort zu jeder positiv definiten Abbildung K : X x X — L(£) ein ein-
deutig bestimmter funktionaler Hilbertraum # C £% mit reproduzierendem Kern
K, was im skalarwertigen Fall (£ = C) von Aronszajn [Aro50] gezeigt wurde.

SaTz 1.6. Sei K : X x X — L(E) positiv definit. Dann gibt es genau einen funk-
tionalen Hilbertraum H C £X mit reproduzierendem Kern K.
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BEWEIS. Da die Familie {K(-,u)z; p € X, x € £} in H total sein muB, setzen
wir
Ho = LH{K(,pz; peX,z€el}
n
{ZK(-,/M)QI,' imeN, € X, 2, €&}

i=1

Wir definieren nun auf Hy ein Skalarprodukt gemifl der Formel

n
<ZK wz;ZK s H5)Yj) ZZ (15, Ai)wiy yj)-
i=1

j=1 i=1 j=1
Das ist wohldefiniert; denn gilt

m

ZK(-,)\i)xi :ZK(-,S\ )Z; und ZK S5y = ZK
i=1 i=1

j=1
so erhilt man unter Benutzung der Gleichheit K (A, p)* = K(u, A) (A p € X) die
gewiinschte Unabhéngigkeit von der Wahl der Darstellung:

ZZ NJ: xzay3> = Z<wi7ZK(Nj>)‘z
i=1 j=1 i=1 j=1
n m
= D i Y K )ys)
=1 j=1

= Y@ Y K i)i)
j=1

i=1
n m

= ZZ l»tj7 x,,y;)
i=1 j=1

= Z(ZK(ﬂj,)\i)xiagj>
j=1 i=1

.
I
-
-
I
-

Il
-
iy

(K (i1, No)Ei, §j)-

I
M-
7

-
Il
_

<
Il
-

Offenbar ist (-,-) sesquilinear und aufgrund der positiven Definitheit von K positiv
semidefinit. Ferner gilt fiir f = Y1 | K (-, u;)z; € Ho mit (f, f) =0

[(F), PP = I(Z KA pi)zi, y)l?

<f7f><K(7>‘)y7K(7>‘)y>
0 MNeX,yef),

IN

da fiir positiv semidefinite Sesquilinearformen die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
gilt. Somit folgt f = 0, also definiert (-,-) ein Skalarprodukt und

1P = (£, ) (f € Ho)
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eine Norm auf Hy.

Nach Konstruktion gilt fiir f =" | K(-,pu;)z; € Hound A€ X , y € €
n

(LK) =Y (KX pa)z,y) = (F(N),v),

i=1

und die Abbildung 6y : Ho — &£, f — f()) ist stetig mit ||6x]] < [[K (X, A)||2, denn

16 fl = sup [(F(N), )]
y€e&,llylI<1
< sup KGNyl
y€e&,llylI<1
= |Ifll sup (KA N)y,y)3
y€e&,llylI<1
< WAHIEANIE (Ae X, f e Ho).

Nun bezeichne (H, (-, -)) die Vervollstindigung von Hy. Wir behaupten, dafl die ste-
tigen Fortsetzungen der Abbildungen §y auf H, die wir ebenfalls mit §) bezeichnen
wollen, H zu einem Hilbertraum von Funktionen machen. Dazu miissen wir sicher-
stellen, daf3 nicht zwei verschiedene Elemente von #H die gleiche Funktion definieren,

also zeigen, daf} die lineare Abbildung
JiH=EX, f (A aa(f)
eine Einbettung, sprich injektiv ist. Sei also f € H, so daB §,(f) = 0 fiir alle A € X.

Wir miissen zeigen, dafl schon f = 0 gilt. Dazu wihlen wir eine Folge (f,) in Ho,
die in H gegen f konvergiert. Natiirlich ist (f,,) dann eine Cauchyfolge in Ho und
es ist fn(\) — 0 fiir alle A € X aufgrund der Stetigkeit von d§y. Wir wéhlen nun
Darstellungen der f,

=Y KA,
i=1

Dann gilt

(o f) = (For D K(ND)al?)
j=1

mgq

= Y (0,2 20

j=1

fiir jedes ¢ € N. Sei also nun € > 0. Wir finden zunéchst ng € N, so dafl

6 e
||fp_fq||<ﬁ fiir allep,anO

gilt. Zu no finden wir nach dem eben Gesagten ny € N, so daBl [(f,, fn,)| < % fiir

alle p > ny gilt. Wir erhalten somit fiir alle p > max{ng,n;}

1507 < Nl + I o I
1fp = fuolI” + 2Re{fp, fuo)
1fp = Froll” + 2/(£p, fuo)]

< €

AN

IN

Also ist || f|] = lim||f,]] = 0, also f =0, was zu zeigen war.
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Also ist H, identifiziert mit ran j, ein Hilbertraum von &-wertigen Funktionen
auf X, der aufgrund der Stetigkeit der Punktauswertungen auch funktional ist.
Offensichtlich ist K der reproduzierende Kern von .

Es bleibt die Eindeutigkeit von #H zu zeigen. Seien also
(H1, (1) und (Ha, (-,-)2) C EX
funktionale Hilbertriume mit reproduzierendem Kern K. Dann ist
Ho =LH{K(,p)z; pe X,z €&} CHi,Ha

dicht und (-, -); und (-,-)> stimmen offenbar auf Hy iiberein. Man sieht, dafl dann
Hi = Ho gelten muB, denn ist f € #H;, dann existiert eine Folge (f,) in Ho mit
fn — f in Hy. Dann ist (f,) eine Cauchyfolge in Hy, also existiert g € Ho mit
fn — g in Ha. Es folgt fiir alle A € X:

(F(A), ) = lim(fr, K(-, My = Lm(fp, K (-, N)y)2 = (g(A),y)  (y € ).
Also gilt schon f = g € Hs. Umgekehrt folgt Hs C H1, und ebenso sieht man, dafl

auch die Normen iibereinstimmen.

O

Die bijektive Korrespondenz zwischen funktionalen Hilbertrdumen und positiv de-
finiten Abbildungen erlaubt es, Resultate {iber Kerne funktionaler Hilbertriume
auf positiv definite Abbildungen anzuwenden, wovon im folgenden stillschweigend
Gebrauch gemacht wird. Nun formulieren wir ein Lemma, das in dieser Arbeit oft
benutzt wird, da es den Umgang mit positiv definiten Abbildungen erheblich er-
leichtert.

LEmMMA 1.7. Seien G,G1,G2 Hilbertrgume, g; : X — L(G,G;) (i = 1,2) Abbil-
dungen. Dann sind dquivalent:

(i) Es ezistiert eine Kontraktion I' : G1 — G2 mit I'(g1(A)z) = g2(N)x fiir alle
AeX,zed.

(it) Die Abbildung v : X x X = L(G) , v(A\, 1) = g1(A\)"g1(n) — g2(A)"g2(p) ist
positiv definit.

In diesem Fall gilt: T ist isometrisch auf D = \[{g1(MN)z ; A € X , x € G} genau

dann, wenn v = 0 ist.

BEWEIS. Es gelte (i). Seien (A;) C X , (z;) C G endliche Folgen. Dann ist

Z('}/O‘ﬁ)\i)mial'j) = Z(gl(Ai)xi:gl(Aj)xﬁ_<92(>‘i)$i792(>‘j)xj>
I Zgl(&)willz - ||1ﬂ2:gl(>\i)$i||2

0, weil [|T| < 1.

vV

Gelte umgekehrt (ii). Dann gilt fiir alle endlichen Folgen (\;) C X , (2;) C G
1Y g2zl < 11D g1l
i i
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Daraus folgt sofort, daf3 es eine wohldefinierte kontraktive lineare Abbildung
F:D:\/{gl()\)x; AeX , zeG}— Gy
mit
M (V1) = (e A eX, 7€0)
gibt.
Indem man I'|p+ = 0 setzt, erhélt man die gewiinschte Abbildung I'.
Die Riickrichtung des Zusatzes ist klar. Sei umgekehrt I' isometrisch auf D. Dann
folgt insbesondere
(YA XNz, z) =0 NeX, zef).

Da nach Lemma 1.3 v(\, \) selbstadjungiert ist, folgt daraus, dafl v(\,A) = 0 ist.
Damit ist (nach Lemma 1.3)

Iy < ISy (e, Il =0 (A, 1 € X),

was zU zeigen war.

LEMMA 1.8.

(a) Die positiv definiten Abbildungen von X x X nach L(&) bilden in L(E)X*X
einen spitzen konveren Kegel.
(b) (Faktorisierungssatz) Sei K : X x X — L(E) positiv definit. Dann existieren
ein Hilbertraum F und eine Abbildung k : X — L(E,F), so daf§
o« KOwu) = k)" k() (A€ X)
o F =V ey ran(k(u). __
In diesem Fall ist das Paar (F,k) eindeutig bis auf unitire Aquivalenz.
(¢) (Produktsatz) Seien K : X x X = L(€) , K': X x X — L(&") positiv definite
Abbildungen. Dann ist auch die Abbildung

KK :XxX 3 LE®E), (A\p) =Ko K\ p

positiv definit.

BEWEIS.

(a) Offensichtlich, bis auf die Spitzheit. Sei also K : X x X — L(€) positiv definit,
so dafl auch —K positiv definit ist. Daraus folgt unmittelbar, dafi K(A,A) =0
fiir alle A € X. Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir positiv definite
Abbildungen aus Lemma, 1.3 ist dann schon

I )P < JTEOSVIE (1,0l =0 (A, € X)),

also K =0.

(b) Sei F C £ der funktionale Hilbertraum mit reproduzierendem Kern K und
sei 0y : F — & die Punktauswertung in A € X. Sei dann k(\) = 63 fir A € X.
Dann folgt die Behauptung aus Lemma 1.3.
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Zum Beweis der Eindeutigkeitsaussage zeigt man leicht mit Hilfe von Lemma
1.7, daB eine unitire Abbildung U : F — F' mit

UkNz)=k'Nz AeX,z€ef)

existiert, wann immer (F, k) und (F', k') zwei Faktorisierungen von K sind.
(c) Seien k : X — L(E,F), k' : X — L(E', F') Faktorisierungen von K, K'. Seien

(M) C X, (z;) C € ®E endliche Folgen. Dann gilt

D UK @ K' (N, A)zi,z;) = Y (k)" @ K (\))(k(A) @ K ()i, ;)

ij ij

= ||Z(k(/\i)®kl()\i))wi”2
0.

v

O

Nun sind wir in der Lage, die Abbildungen von X nach &, die in einem bestimm-
ten funktionalen Hilbertraum liegen, durch eine positive Definitheitsbedingung zu
charakterisieren.

Dazu fithren wir folgende Schreibweise ein: fiir &,n € £ sei
Eon:&—=&, v &,n)

der zu £, n gehorige Rang-Eins-Operator. Offenbar ist fiir jede Funktion f: X — &
die Abbildung

XxXLE), A\p)—fN)o f(u)

positiv definit.

SATZ 1.9. Sei H C EX ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern K
und sei f: X — & eine Abbildung.

a) Es sind dquivalent:

(a)
(i) Die Abbildung f liegt in H und || f]| < 1.
(i) Die Abbildung

VXXX = LE), A\p)= KA p) - f(A)o f(u)

ist positiv definit.
(b) Es sind dquivalent:
(i) Die Abbildung f liegt in H.
(ii) Es existiert ein ¢ > 0, so daf$ die Abbildung

Ye: X XX = L), (\p) = KA p) — f(A)© f(p)

positiv definit ist.
In diesem Fall ist ||f|| = min{c > 0 ; 7. positiv definit }.

BEWEIS.
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Der Beweis basiert auf Lemma 1.7. Es sei d, die Punktauswertung in A € X.
Wir definieren
gr: X = L(EH) , g1(A) =63
sowie
g2: X = L(E,C) , g2(N)a = (z, f(N))-
Damit gilt offenbar
22N () =CfA) (CeC, rAeX).

Dann ist () dquivalent zu folgender Aussage (i)'
Es existiert eine Kontraktion I' : H — C mit

Llgi(Nz) = g2(Nz (A€ X, z €€).

Denn falls (7) gilt, wihlt man I" = (-, f). Gilt (¢)’, so existiert nach dem Satz von
Fréchet-Rieszein g € Hmit I' = (-, g) und ||g|] < 1. Damit gilt fir A € X , z € £

(z, f(A)) =T(632) = (63, 9) = (z,9(N),
also f =g € H und ||| = gl] < 1.
Ferner ist offensichtlich
Y1) =01 (M) 91(p) — 2(N)"g2() (A, p € X).
Die Aquivalenz von (i)’ und (i) folgt nun gerade aus Lemma 1.7.
Von (i) nach (i¢) gelangen wir mit ¢ = || f||. Gelte umgekehrt (i7). Falls ¢ = 0
ist, dann muf} schon f(A) ® f(A) = 0 fiir alle A € X, also f = 0 gelten. Wir

setzen also ¢ > 0 voraus. Dann ist die Abbildung
1 1
VXXX LE) L (o) o KO = (270) © (2700

positiv definit, also nach (a) 1f € H mit [|2f]] < 1, also f € H mit || f|| < c.

Daraus folgt sofort der Zusatz.
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2. Multiplier funktionaler Hilbertraume

Ein Anliegen dieser Arbeit ist es, die Multiplierklasse bestimmter funktionaler Hil-
bertrdume zu charakterisieren. Daher werden an dieser Stelle einige allgemeine Re-

sultate tiber Multiplier funktionaler Hilbertriume bewiesen.

Im folgenden seien X eine Menge, &1, &> Hilbertrdume und H; C Slx , Ha C 55(
funktionale Hilbertriume mit reproduzierenden Kernen K; bzw. Ks.

DEFINITION 1.10.

(a) Wir nennen
M(Hl,Hg) = {¢ X — L(gl,gz) ; ¢ . f € Ho f’l'l:T‘ alle f € 7‘[1}
die Multiplierklasse von H1,Hs. Im Falle H := Hy = Ho schreiben wir M(H)
statt M(H,H).
(b) Fiir ¢ € M(H1,H2) bezeichne
M¢27‘[1 —>H2 N f»—)(;ﬁf
die Multiplikation mit Symbol ¢.

BEMERKUNG. Sei ¢ € M(H1,Hz). Es gilt

(a) M¢> S L(Hl,Hz).
(b) MZ(K:(-,py) = Ki(,m)(o(p)*y) (B€ X, y€&y).

BEWEIS. (a) Die Linearitit von My ist offensichtlich. Wir zeigen, daf der Graph
von My abgeschlossen ist. Sei (f,) eine Folge in H; mit f, — f € H; und
Mg fn, — g € Hy. Unter Benutzung der Stetigkeit der Punktauswertung sieht
man

OLHK) = dAFO)
= 6 lim £V

= lim ((Myfn)(N))

- (lirrbnMd)fn) \)
= ) (hex)

Damit ist g = My f, und nach dem Graphensatz ist M, stetig.
(b) Es gilt

(MG(Ka(wy), £ = (v, (u)f(u))

= < (,[},)(QS(,U) )7 > (fEHla;u‘eXayegZ)a

was zu zeigen war.

O

BEMERKUNG. M (H1,Hz) wird mit der von L(H1,Hs) induzierten Norm zu einem

normierten Raum.
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Ahnlich wie in Satz 1.9 sind wir jetzt in der Lage, Multiplier durch die positive De-
finitheit einer zugehorigen Abbildung zu charakterisieren, was den Ausgangspunkt
fiir spétere Untersuchungen der Multiplierklasse darstellt.

Sarz 1.11. Sei ¢ : X — L(&1,E2) eine Abbildung.

a) Es sind dquivalent:

(a)
(i) ¢ € M(H1,H2) und || My| < 1.
(i) Die Abbildung

v: X xX —= L&)
()‘uu) = KZ(Aap’) - QS(A)KI (/\;M)Qs(/i)*

ist positiv definit.
b) Es sind dquivalent:
( q
(i) ¢ € M(Hi,Hz).
(ii) Es existiert ein ¢ > 0, so daf$ die Abbildung

Ye: X xX — L(&)
()‘uu) = CZKZ()‘HU) - QS(A)KI ()\,,U)(f)(l/z)*
positiv definit ist.
In diesem Fall ist ||My|| = min{c > 0 ; ~. positiv definit }.

BEWEIS.

(a) Es seien 6&1) bzw. 6&2) die Punktauswertungen von #; bzw. H,. Ferner seien
g1: X = L&, Ha) , g1(A) = 6

und

—

920 X = L&, 1) 5 g2(N) =61 (V)"
Dann ist
YA ) =a(N)g1(p) — g2(N)"g2(n) (N, € X),

und (7) ist dquivalent zu der Aussage (i)'
Es existiert eine Kontraktion I' : Hy — H; mit

Llgt(Ny) = 92Ny (A€ X, y€&).
Denn falls (i) gilt, setzt man I' = My. Dann ist fir A € X , y € &
L(g1(Ny) = MG(I(- Ny) = Ki(-, ) (¢(N)7y) = g2(N)y-
Gilt umgekehrt (i), soist fir N\e X , z € & ,f € Hy
(N fA),z) = (f,9:(N))
= (I"f, (V=)
((T*)A), @),

also ¢ - f = T*f € H, fiir alle f € Hy, somit ist dann ¢ € M(Hy,Hz) und
|My|| = ||T|| < 1. Die Aquivalenz von (i)' und (i) folgt wieder aus Lemma 1.7.
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(b) Wenn (4) gilt, wihle man ¢ = ||Mgy||; falls My = 0 ist, folgt ndmlich
SNEL (A wo(w)e = (MpMZK(-, Nz) (A)
= 0 (MpeX,zeb).
Gelte nun umgekehrt (i7). Ist ¢ > 0, folgt aus der positiven Definitheit der
Abbildung 7. mit dem eben Gezeigten, dal ¢ € M(H, H,) mit 1M1yl <1,
also ¢ € M(Hi1,H2) und || M| < c. Gilt (i7) mit ¢ = 0, dann gilt (#¢) erst recht

fiir alle ¢ > 0. Dann ist ||My]|| < c fiir alle ¢ > 0, also ||My|| = 0. Der Zusatz ist
nun offensichtlich.

3. Einschrinkungen funktionaler Hilbertriume

Es seien im folgenden H C £X ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem
Kern K und Y C X eine beliebige Teilmenge. Offensichtlich sind Einschrankungen
positiv definiter Funktionen wieder positiv definit, also ist die Abbildung

Ky:YXY—)L(g),KY:K‘YxY

reproduzierender Kern eines funktionalen Hilbertraumes Hy, dessen Eigenschaften
wir in diesem Abschnitt untersuchen werden. Es wird sich herausstellen, daf} sich
Hy in kanonischer Weise mit dem Teilraum

HY)=\/{K(,pz; peY , ze&}

von H identifizieren 1af3t.
SaTz 1.12.

(a) Die FEinschrinkungsabbildung
p:H—=>Hy, f=fiy
ist eine wohldefinierte Kontraktion.
(b) FirpeY undz €& gilt
p(Ky (-, p)z) = K(, p)z,

die Abbildung p* ist isometrisch, und es ist ranp* = H(Y'). Insbesondere ist p
surjektiv und Hy lift sich isometrisch mit H(Y') identifizieren.

(¢) Es gilt H = kerp ® H(Y'). Wir bezeichnen mit P die Orthogonalprojektion von
H auf (kerp)t. Dann ist das folgende Diagramm kommutativ

H — s Uy
| [
(kerp)™ == H(Y)

Insbesondere gilt p*p = P und pp* = 1u,. Hy ist also isometrisch isomorph

zum orthogonalen Komplement des Kerns der Einschrinkung von X aufY . Es
gilt
W iy llzy = inf{llglls ; g € H mit gy = fiy},
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wobei das Infimum angenommen wird, das heifst, man kann jedes f € Hy norm-

erhaltend zu einem g € H fortsetzen.

BEWEIS.

(a) Sei f € H. Dann ist nach Satz 1.9 die Abbildung
XxX = LE), A= IFIPKEOXu) = F(N) © f(u)

positiv definit. Dann ist erst recht die Einschrinkung dieser Abbildung auf Y xY
positiv definit, also folgt wieder mit Satz 1.9, dal fjy € Hy mit || fiy|l < [|f]].
Das zeigt die Wohldefiniertheit und die Kontraktivitdt von p.
(b) FirpeY , xz € € gilt
(P (Ky (o), K(,Nyyu = (Ky(,pz, (K(, )‘)y)\Y>HY
= (iL“, K(N’; /\)y>5
Fir f € Hy gilt nun

((p*Hw),zy = (p*f,K(:,p)z)
= <f7 KY(;H):B>
= (f(u),z) (LeY ,ze€f),

also p* f(u) = f(u) fir alle u € Y, sprich pp* = 1y, . Somit ist p* eine Isometrie
und hat abgeschlossenes Bild, so dafl ranp* = H(Y") gelten muf}. Offensichtlich
ist p surjektiv.

(c) Klar.

O

Wihrend wir also die Funktionen in Hy genau als die Einschrankungen von Funk-
tionen in ‘H betrachten konnen, trifft dies auf die zugehorigen Multiplier im all-
gemeinen nicht notwendigerweise zu. Es gilt lediglich eine Inklusion. Und zwar
ist fiir zwei funktionale Hilbertrdume H; C Elx,’Hg C 55( und fiir einen Mul-
tiplier ¢ € M(H1,Hz2) nach Satz 1.11 natiirlich ¢y € M((Hi)y, (H2)y) mit
1M, 1| < [|Mg]]. Wir werden spéter sehen, daf§ fiir gewisse funktionale Hilber-
trdume eben doch auch die andere Inklusion erfiillt ist.

4. C-wertige positiv definite Abbildungen
Wie bereits angedeutet, enthilt das bisher Gesagte den Fall komplexwertiger positiv
definiter Abbildungen als Spezialfall vermoge der Identifizierungen
C>LO, 2z~ (w—w-2) L(C) = C, ¢— ¢(1),
bzw. allgemeiner
F—-LCF),z— (w—w-zx) L(C,F) = F, ¢ — o(1),

wobei F einen Hilbertraum bezeichnet.
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In diesem skalaren Kontext l&8t sich der Faktorisierungssatz aus Lemma 1.8 auch
in folgender Form formulieren, von der wir in dieser Arbeit oft Gebrauch machen
werden.

SATz 1.13. Sei K : X x X — C positiv definit. Dann existieren ein Hilbertraum F,
eine Abbildung d : X — F, so dafl

o K(\,p) =(d(p),d(\)) (A\peX)
o F=\{d(p) ; pe X}

In diesem Fall ist das Paar (F,d) eindeutig bis auf unitire Aquivalenz. Man kann F
als den funktionalen Hilbertraum mit reproduzierendem Kern K wdhlen. In diesem
Fall ist d(\) = K(-,\) (A € X).

Aufgrund seiner hiufigen Verwendung im folgenden geben wir hier auch die skalare
Umformulierung von Lemma 1.7 an.

LeEmMMA 1.14. Seien G1,Gy Hilbertriume, g; : X — G; (i = 1,2) Abbildungen.

Dann sind dquivalent:

(i) Es ewxistiert eine Kontraktion T' : G1 — G2 mit T'(g1(\)) = g2(N\) fiir alle
AeX.

(it) Die Abbildung v : X x X = C, v(A\, 1) = (91(p), 91(N)) — (92(n), 92(N)) ist
positiv definit.

In diesem Fall gilt: T ist isometrisch auf D = \[{g1(\) ; X € X} genau dann, wenn
v =0 ust.

BEWEIS. Wéahle G = C in Lemma 1.7 und benutze obige Identifizierungen. O

Weiter sei bemerkt, dal der in Lemma 1.8 angegebene Produktsatz sich auf einen
klassischen Satz von Schur reduziert, der besagt, dal das Produkt komplexwertiger
positiv definiter Abbildungen wieder positiv definit ist.

Sarz 1.15. Seien K1, Ky : X X X = C und K3 : X x X — L(E) positiv definit.
Dann sind auch die punktweisen Produkte Ky - Ko bzw. Ky - K3 positiv definit.

Von besonderer Bedeutung im Verlauf dieser Arbeit sind ,,elementare* Hilbertriume
vektorwertiger Funktionen.

Wir bezeichnen einen funktionalen Hilbertraum He C £ als elementar, falls der
reproduzierende Kern K¢ von Hg von der Form Kg = K - 1g¢ mit einem skalaren
Kern K ist, also Kg(A\, p)e = K(\p) -z (\p € X, x €&) gilt. Es bezeichne H
den zu K gehorenden funktionalen Hilbertraum C-wertiger Funktionen.

In diesem Fall 148t sich H¢e in kanonischer Weise mit H ® £ identifizieren.

BEWEIS. Es existiert eine eindeutige isometrische Abbildung H ® & — He mit

K('uu) T = KE('::“)wa
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denn fiir endliche Folgen (u;) C X, (z;) C & gilt

1D KeComaill® = 3K (g i) i )

1,3

= Z(K(-,,ui),K(';Hj»(xivxj)

i,J

= | ZK(':M) ® xil|?,
i

und LH{K(-,p) ; p € X} liegt dicht in H. Diese Abbildung hat offensichtlich
abgeschlossenes dichtes Bild, ist also surjektiv. d

Unter dieser Identifizierung gilt fiir f@ ez € H® E
(for)(A) = f(M.
Man sieht weiter leicht ein, daf} fiir jeden Multiplier ¢ € M(H) die Abbildung
X = L&), A= d(N)1g,

die wir analog mit ¢ ® 1¢ bezeichnen wollen, ein Multiplier auf H¢ ist. Vermoge
obiger Identifizierung gilt dann offenbar

Mypg1, = My ® 1g und damit || Mg, || = [[Mg]]-

An dieser Stelle wollen wir abschlieflend zeigen, daf in vielen natiirlichen Situationen

die Multipliernorm die Supremumsnorm dominiert.

BEMERKUNG. Es sei K : X x X — C positiv definit und es gelte
KMAN)#0 (Ae X).

Essei # C CX der von K erzeugte funktionale Hilbertraum und &, £, seien beliebige
Hilbertrdume. Sei ¢ € M(H ® £, H ® &,). Dann gilt

M| > ll$llo0,x

und M(H ® E,H ® E,) ist vollstéindig.

BEWEIS. Sei A € X und Y = {A}. Dann ist ¢|y € M((H®E)y,(H®E\)y) mit
|Mpl| > || Mg, ||. Da' Y einelementig ist und K (A, A) > 0 gilt, ist nach Satz 1.11
Py € M(H® &)y, (H® E)y) genau dann, wenn der Operator

¢ le. — d(N)$(N)" € L(Es)

fiir geeignetes ¢ > 0 positiv ist. Das kleinste ¢ > 0, fiir das das der Fall ist, ist jedoch
¢ = ||¢(M)|l. Dann muf schon || My, [| = [[¢(N)]] gelten.

Wir zeigen nun die Vollstandigkeit von M(H ® E,H ® E4). Sei (@) nen eine Cauchy-
folge in M(H ® £, H ® £x). Dann existieren

A= lim My, in LHL®E, H®E)

n—oo
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und fiir A € X
6(\) = lim 6,(\) in L(E,E.),
n—oo
da (¢n(N))nen natiirlich nach dem oben Gezeigten eine Cauchyfolge in L(E, E,) ist.
Es ergibt sich

af) = (lim My, £) (N
Tim (6, (0 F(V)
dNf(A) (FEH®E, e X).

Also liegt fir f € H®E auch ¢- fin H®E,, also ¢ € M(H® E,H ® E,) und
A= M, O

Spiter werden wir sehen, dafl die Multipliernorm sehr oft echt grofler als die Supre-

mumsnorm ist.






KAPITEL 2

Definition und grundlegende Eigenschaften der

Schurklasse

Im folgenden Kapitel werden wir die Schurklasse und die duale Schurklasse einfiihren
und grundlegende Eigenschaften untersuchen. Spéter wird sich dann unter gewissen
Zusatzbedingungen die duale Schurklasse als Einheitskugel des Multiplierraumes
funktionaler Hilbertraume identifizieren lassen.

1. Ein Kalkiil holomorpher operatorwertiger Funktionen

Im folgenden seien W, X, Y, Z Banachridume. Sei T' = (T1,...,T,) € L(X)" ein
Tupel von Operatoren. Wir nennen T einen vertauschenden Multioperator (kurz:
c.m.o.), falls die Komponenten von T vertauschen. Wir schreiben o(7') fiir das
gemeinsame Spektrum von 7" nach Taylor.

Fiir einen vertauschenden Multioperator T' € L(X)" mit o(T) C U, U C C" offen,
bezeichne

®:0U) = LX), f— f(T)

den Funktionalkalkiil nach Taylor. Wir geben nun zuné&chst eine Moglichkeit an,
einen Funktionalkalkiil fiir L(), Z)-wertige holomorphe Funktionen zu definieren.
Dazu sei

U:OU) @, LY, 2) = LX®,V, X, 2Z)

(w = 2, falls X, Y, Z Hilbertrdume, w = 7 sonst) die eindeutig bestimmte stetig

lineare Abbildung, die das Diagramm

OU) ®: LY, 2) ——— L(X%,Y, X®,2)
T T(f,swfm@s
OU) x LY, 2) —— OU) x LY, 2)

kommutativ macht. Die Existenz dieser Abbildung ist gewihrleistet, da die Abbil-
dung

OU) x LY, 2) = L(X®,Y, X0, 2) , (f,S) = f(T)® S
offensichtlich stetig bilinear ist. Die Stetigkeit von ¥ folgt nun aus der universellen
Eigenschaft des w-Tensorprodukts.
¥ 148t sich nun offensichtlich stetig auf O(U)®,L(), Z) fortsetzen. Diese Fortset-
zung bezeichnen wir ebenfalls mit .

25
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Bekanntlich existiert ein eindeutig bestimmter topologischer Isomorphismus
O(U)®-L(Y, 2) = O(U, L(Y, 2))
mit
f@S—(zm f(2)S) (feO), SeL(),Z2)).
Um unnétige Notationen zu vermeiden, bezeichnen wir die Komposition von ¥ mit
dieser Identifikation ebenfalls mit ¥, was uns den gewiinschten Funktionalkalkiil

liefert. Wie im Fall des skalaren Kalkiils schreiben wir mit f € O(U,L(Y, 2Z))
abkiirzend f(7T') anstelle von ¥(f).

Dieser Kalkiil ist in folgender Weise vertriglich mit den punktweisen Komposi-
tionen: Seien f € O(U,L(Z,W)) und g € O(U,L(Y, Z)). Dann ist sicher fg €
O(U,L(Y,W)) und es gilt

(f9)(T) = f(T)g(T),
wie man leicht auf Elementartensoren nachrechnet.
Es gilt auflerdem

1@1p)T) =1lx @1y =1yg 5.

Ist insbesondere f € O(U,L(Y,Z)) in jedem Punkt z € U invertierbar, und be-
zeichnet 7 : U — L(Z,Y) die holomorphe Abbildung z — f(2)~", so gilt

(T f(T) =1xg,y und f(T)2(T) = 1xg, z-

=
=

Ferner bemerken wir, dafl dieser Kalkiil operatorwertiger Funktionen tatséichlich
eine Erweiterung des bekannten holomorphen Funktionalkalkiils darstellt. Sei fiir
f € O(U) die L(C)-wertige holomorphe Abbildung g gegeben durch

9()(Q) =f(2)-¢ (€U, (€0,

also ¢ = f ® 1¢. Dann ist nach Definition des Kalkiils

9(T) = (f@ 1c)(T) = f(T) ® 1,

was unter kanonischer Identifizierung #quivalent zu f(T') ist. Abschliefend erwiihnen
wir zwel Eigenschaften dieses Kalkiils, von denen wir spéter regen Gebrauch machen

werden.

e Sei f € O(U,L(Y,Z2Z)), und sei z € U. Wir bezeichnen mit z - 1 das
vertauschende Tupel (z; - 1x)? ;. Dann ist o(z - 1x) = {2}, und es gilt
f(z+1x) = 1x ® f(z). Da beide Seiten dieser Gleichheit stetig linear in f
sind, geniigt es, sie fiir Elementartensoren der Form fo ® S mit fo € O(U),
S € L(Y, 2) nachzupriifen. Durch Taylorentwicklung um z sieht man, dafl
fo(z - 1x) = fo(z)1x gilt, also

was zu zeigen war.
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e Falls X,), Z Hilbertrdume sind, kénnen wir zu f € O(U, L(Y, 2)) eine
Abbildung f € O(U, L(Z,Y)) definieren durch f(z) = f(2)* (bezichungs-
weise f(z) = f(2), falls f skalarwertig ist). Dann gilt f(T7™*) = f(T)*. Wie
oben geniigt es, dies skalarwertig nachzupriifen. Nun definiert die Abbil-
dung

OU) = L(X) , ¢ = (T")*
einen Funktionalkalkiil fiir T', der dem spektralen Abbildungssatz geniigt,

was man leicht nachrechnet. Aus der Eindeutigkeit des holomorphen Kalkiils
(vergleiche [EP96], Satz 5.2.4) folgt, daff dieser Kalkiil schon mit dem
Taylorschen Kalkiil fiir 7' ibereinstimmt.

2. Verallgemeinerte sphirische Kontraktionen

Fiir ein vertauschendes Tupel T' € L(H)™ (H ein Hilbertraum) bezeichnen wir mit
T* das Tupel (T, ..., 7). Somit ist T' vertauschend genau dann, wenn T* es ist.

Fir S € L(H) sei

Rs:L(H)— L(H) , X = XS
Ls:L(H) - L(H) , X — 85X

die Rechts- bzw. Linksmultiplikation mit S. Offensichtlich ist fiir jeden vertauschen-
den Multioperator T' € L(H)™ das Tupel

(Ly<,Rr) = (L1y+,...,L1,+,Ryy,...,Rr,) € L(L(H))*"
selbst ein vertauschendes Tupel.

Man kann zeigen ([Esc88]), daf} in diesem Fall

U(LT*,RT) = U(T)X O'(T)

gilt. Somit 148t sich das Tupel (Lp-, Ry) vermoge des analytischen Funktional-

kalkiils in Funktionen einsetzen, die auf einer Umgebung von ¢(T")x o(T") holomorph
sind. Das motiviert die folgende Definition:

DEFINITION 2.1. Seien U C C* offen, v € O(U x U) und H ein beliebiger Hilbert-

raum.

(a) Sei T € L(H)" ein vertauschendes Tupel. Dann heifst T strikt (v, U )-positiv,
falls

O'(T) C U und ’)/(LT*,RT)(lH) >rlyg

fir ein v > 0 gilt.
(b) Es sei

Co(H,v,U) = {T e€L(H)" ccm.o; T strikt (v,U)-positiv}.
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3. Die Schurnorm

Die bekannte von Neumannsche Ungleichung besagt, daf fiir jede Kontraktion 7" €
L(H) (H ein Hilbertraum) und fiir jedes Polynon p € C[z]

(D) < lIplloo

gilt, wobei DD die offene Einheitskreisscheibe in C bezeichnet.

Das liefert eine Charakterisierung der || - ||co,p-Norm holomorpher Funktionen auf

D; es gilt ndmlich fiir jeden Hilbertraum H
1 lloep = sup{||F(D)I| ; T € L(H) , ||IT|| <1} (f € OD)).

(man beachte, daf das Spektrum einer strikten Kontraktion vollstindig in D liegt).

Denn offenbar ist fiir z € D der Operator z - 1y eine strikte Kontraktion auf H mit
f(z-1y) = f(2) - 1n.

Umgekehrt existiert fiir jede Funktion f € H°(D) eine Folge von Polynomen
(Pn)nen, die kompakt gleichméBig auf D gegen f konvergiert und ||pp||co,p < || flloo,»
fiir alle n € N erfiillt (sieche [Con81], Proposition 4.15 und Proposition 4.16). Man
erhalt

IF@) = lm [loa(T)] < sup [palloep < Ifllep (T € LH) , [T < 1),
neN

was die Giiltigkeit der obigen Darstellung beweist.

Eine von Neumannsche Ungleichung ist in vielen Situationen wiinschenswert, da sie
unter anderem Existenz und Kontraktivitdt bestimmter Funktionalkalkiile garan-
tiert. Von Varopolous ([Var74], Theorem 2) wurde gezeigt, daf} eine von Neumann-
sche Ungleichung von der Form

1T < llpllsc 2.

wobei T eine sphérische Kontraktion {iber einem Hilbertraum und p ein Polynom
in n Variablen ist, fiir grofe n falsch ist. Im Anhang geben wir einen Beweis, daf}

die von Neumannsche Ungleichung in dieser Form fiir alle n > 2 scheitert.

Es liegt nun nahe von der || - ||co-Norm zu Normen iiberzugehen, die eine von Neu-
mannsche Ungleichung erlauben. Dabei ersetzen wir den Begriff der strikten Kon-
traktion durch die oben eingefiihrte allgemeiner gefafite strikte (v, U)-Positivitit
eines Tupels.

Im folgenden bezeichnen &, &, Hilbertraume.

DEFINITION 2.2. Sei U C C* offen, v € O(U x U).

a) Fir f € O(U, L(E,E,)) sei die Schurnorm (beziglich ~) definiert durch
Y
1 flls,v,u = sup{||f(T)|| ; H separabler Hilbertraum , T € Co(H,v,U)}.
(b) Fir f € O(U,L(E,Ex)) sei die duale Schurnorm (beziglich v)
| flls*~,u =sup{||f(D)|| ; H separabler Hilbertraum , T* € Co(H,~y,U)}.
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BEMERKUNG.

(a) Im Fallen =1, U =D, v(z,w) =1— 2w (z,w € D) ist nach obiger Vorbe-
merkung fiir f € O(D)

1flls..0 = flls+ 0 = I flloo,p-

(b) Im Falle U = B, v(z,w) = 1—Y_." | z;w; stimmt die hier vorgestellte Definition
der (dualen) Schurnorm mit derjenigen in [EP] iiberein, was ausfiihrlich in
Kapitel 6 dieser Arbeit gezeigt wird.

(c) Allgemein muf} (auch wenn U = U ist) keine Gleichheit von || - ||s..r und
IN
in [EP], Korollar 6.6, gezeigt wurde.

s*,y,u gelten, wie etwaim FallU = B,,, y(z,w) = 1->1" | zzw; (z,w € By,)

DEFINITION 2.3. Sei U C C* offen, v € O(U x U).
(a) Es sei
S U, L(E,E)) = {f € OU,L(&,£)) ; Ifllsu < oo}
der Schurraum bzw.
S*(7, U, L(E,8.)) ={f € O(U, L(£,&.)) 5 |Iflls=y.0 < o0}

der duale Schurraum.

(b) Weiter bezeichnen wir als Schurklasse Sy (v,U, L(E,E4)) (bzw. als duale Schur-
klasse Sy (v,U, L(E,E4))) die normabgeschlossenen Einheitskugeln der entspre-
chenden Rdume.

BEMERKUNG.

(a) Offenbar sind der Schurraum und der duale Schurraum Vektorrdume, die durch
die (duale) Schurnorm halbnormiert sind.
(b) Es gilt fiir f € O(U, L(&,Ey))
flls<~o = sup{l|f(T)|l; H separabler Hilbertraum , T* € Co(H,~,U)}
= sup{||f(T")|| ; H separabler Hilbertraum , T* € Co(H,~,U)}
= sup{||f(T)|| ; H separabler Hilbertraum , T € Co(H,~,U)}

= fllsv,

wobei wir die oben angesprochene Gleichheit f(7*) = f(T)* benutzt haben.
Da die Abbildung f f selbstinvers ist, wird ersichtlich, da durch

S* ('77 U; L(ga g*)) - 8(77 U; L(g*a 5)) ’ f = f
ein antilinearer isometrischer Isomorphismus definiert wird.

SATZ 2.4. Sei U C C* offen, v € O(U x U). Es gelte zusitzlich v(z,%) > 0 fiir alle
z € U. Dann ist die (duale) Schurnorm eine Norm, die die ||-||co-Norm magjorisiert,

und der (duale) Schurraum ist vollstandig beziglich dieser Norm.
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BEWEIS. Wir zeigen zuniichst, daf fiir z € U und einen beliebigen Hilbertraum
das Tupel z - 1y = (2 - 1g)™, strikt (v, U)-positiv ist. Offenbar ist o(z - 1) =
{z} C U. Ferner ist

Ly =Zi-lpmyund Reapy =2 - 1pgy (1 <0 <n).
Daher ist y((L(z;1)5,, Rei14))(1e) = Y(Z,2) - 1oy (1w) = (%, 2) - 1. Nach Vor-
aussetzung ist y(Z, z) > 0 und damit z - 1y strikt (v, U)-positiv.
Also folgt fiir f € O(U, L(E,E,))
[flls,v,u = sup{||f(T)||; H separabler Hilbertraum , T' € Co(H,~,U)}
> sup{||f(z-1g)|| ; H separabler Hilbertraum, z € U}
= sup{||ly ® f(z)|| ; H separabler Hilbertraum, z € U}
= sw{llf(2)ll; 2 € U}
= [fll,-
Man sieht, daB S(v, U, L(E,E,)) € H®(U, L(E,&,)) gilt, wenn H>®(U, L(E,&,)) den

Raum der beschrinkten holomorphen Funktionen auf U mit Werten in L(&,&,)

bezeichnet.

Es bleibt die Vollstédndigkeit des Schurraumes zu zeigen. Dazu sei (fi) eine ||-||s,,,u-
Cauchyfolge. Dann ist (fy) insbesondere eine || - ||, 5-Cauchyfolge.

Da H>®(U,L(E,&,)) vollstindig ist, existiert eine Funktion f € H®(U, L(E,&,)),
so daB (fi) gleichmiBig auf U gegen f konvergiert.

Sei nun € > 0 und ko € N so, daB || fx — fills,y,v < € fiir alle k,l > ko gilt. Also ist

17k(T) = £(T)]] < e

fiir alle &k, > ko, alle separablen Hilbertriume H und alle T' € Co(H,~,U). Da (fi)
insbesondere kompakt gleichmiiBig auf U gegen f konvergiert, folgt fiir alle k > ko,
alle separablen Hilbertriume H und alle T € Co(H,v,U)

15(T) = F)) = Jim [17(T) ~ (T < e
Fiir alle k > ko ist also ||fx — flls,v.u <€, also ist f € S(v,U, L(E,&4)) und (fx)

konvergiert auch in der Schurnorm gegen f.

Die entsprechenden Behauptungen tiber den dualen Schurraum folgen durch Dua-
lisierung (vergleiche Bemerkung nach Definition 2.3). Wir sehen dabei, daf insbe-
sondere auch S*(v,U, L(£,E.)) C H*®(U, L(E,&y)) gilt.

O



KAPITEL 3

Multiplier auf Nevanlinna-Pick-Riumen

Dieses Kapitel widmet sich einer speziellen Klasse von Hilbertriumen komplexwerti-
ger Funktionen, die eine zusitzliche Positivititsbedingung erfiillen, den Nevanlinna-
Pick-R&umen. Spéter werden wir sehen, dafl diese Rdume eine abstrakte Form der
Nevanlinna-Pick-Interpolation erlauben. Das erste Ziel wird es sein, Charakterisie-

rungen der Multiplierklasse dieser Rdume zu finden.

DEFINITION 3.1. FEine positiv definite Abbildung K : X x X — C heiffit Nevanlinna-
Pick-Kern, falls K nullstellenfrei ist und die Abbildung

1
XxXoC, A —sle—o
LA TPWh

ebenfalls positiv definit ist.
Ein funktionaler Hilbertraum H C CX heift Nevanlinna-Pick-Raum, wenn sein

reproduzierender Kern ein Nevanlinna-Pick-Kern ist.
BEMERKUNG.

(a) Sei K ein Nevanlinna-Pick-Kern, und sei F ein Hilbertraum, d : X — F eine

Faktorisierung von 1 — %, also

1
L= o = (00,400 (v pe X).
Dann gilt
[P =1- 55 <1 (AeX).

(b) Wann immer d : X — F (F ein Hilbertraum) eine Abbildung ist mit ||d(A)]| < 1
fiir alle A € X, so wird durch

E:XxX—=C, (Ap) (1 (dpu),dN))™"

ein Nevanlinna-Pick-Kern definiert. Wegen |(d(u),d(A))| < [[d(M)]|ld(p)]] < 1
ist die obige Abbildung wohldefiniert, und es ist

K\ p) =) (d(p),d(\)
j=0

j
positiv definit als Summe und Produkt positiv definiter Funktionen. Nun ist

1
XXX 5 € ) o 1= i = (), V)

offensichtlich positiv definit, was K zu einem Nevanlinna-Pick-Kern macht.
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Natiirlich kénnen wir F als den funktionalen Hilbertraum mit reproduzierendem
Kern 1— % wahlen. Ist d : X — F eine beliebige Faktorisierung von 1— %, dann
besteht aufgrund der Eindeutigkeit der Faktorisierung der von 1 — % erzeugte
funktionale Hilbertraum genau aus den Funktionen

dy : X = C, A= (f,dN) (feF).

Wir werden jetzt sehen, dafl Nevanlinna-Pick-Riume immer die konstanten Funk-

tionen und folglich ihre Multiplieralgebra enthalten.

LEMMA 3.2.

(a)

(b)

(c)
(d)

Nevanlinna-Pick-Rdume enthalten immer die konstante Funktion 1, und es gilt
11]| < 1. Insbesondere ist fiir Nevanlinna-Pick-Riume M(H) C H, und M(H)
ist vollstindig .

Sei H C CX ein Nevanlinna-Pick-Raum mit reproduzierendem Kern K, und sei
d: X — F eine Faoktorisierung von 1 — % Dann ist fir f € F die Abbildung

di : X - C, A= (f,d(N)

ein Multiplier auf H mit ||Mg,|| < ||fll. Wenn wir F als den funktionalen
Hilbertraum mit reproduzierendem Kern 1 — % wihlen, istdy = f (f € F), und

es ergeben sich folgende Inklusionen
FCM(H)CH.

Fiir p e X ist K(-,p) € M(H).

Es sei A die von den Abbildungen dy,) = (1 — %)(-,n) (n € X) erzeugte
unitale Algebra komplexwertiger Funktionen auf X . Dann liegt A dicht in H.
Insbesondere liegt also M(H) dicht in H. Fassen wir also F wieder als den
funktionalen Hilbertraum mit Kern 1 — % auf und schreiben Arx fiir die von F

erzeugte unitale Algebra komplezwertiger Funktionen, so ist
ACArC M(H)CH

und

BEWEIS.
Das folgt mit Satz 1.9 daraus, daf3 die Abbildung
1

als Produkt der positiv definiten Funktionen K und 1— % selbst positiv definit
ist. Die Vollstindigkeit von M(#H) ergibt sich nun mit der Bemerkung am Ende

des ersten Kapitels, da fiir Nevanlinna-Pick-Kerne natiirlich immer
K(AMAN) >0 (AeX)

erfiillt ist.
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Nach Satz 1.11 ist zu zeigen, daf8 die Abbildung

XxX 5 C, Ap) e KA - d (N ()

positiv definit ist. Wir nehmen ohne Einschriinkung an, daf || f|| = 1 gilt. Dann
kénnen wir eine Orthonormalbasis (f;)ie; von F finden, die f enthilt. Wir

sehen
KA m)(1—dNds(n) = KX —=Y (fi,dN))Nd(p), fi)
iel
+ENm( Y (fidN)d(p), fi))
i€l fi#f

= K\ u)(1—(d(g),dN))
+EN (>0 (fidN))dp), £i))

i€l fiZf

= L+ KAW( D (i dNNdn), f:)),
€l fi£f

was positiv definit ist als Summe und Produkt positiv definiter Abbildungen.
Durch Reihenentwicklung von K(-, u) sehen wir

K\ p) =Y (d(m),dN) =D dagny(N) (A€ X).
7j=0 7j=0

Nun ist fiir alle j € N die Abbildung dg(“) ein Multiplier mit
1M 1< Nl

(1)
Somit konvergiert die Reihe

Z Mdfl(u)

7=0
absolut in der Multipliernorm. Da M (H) vollsténdig ist, konvergiert obige Reihe
in M(H), definiert also einen Multiplier, der punktweise mit K (-, u) tiberein-
stimmt, also ist K (-, u) € M(H).
Eben wurde gezeigt, daf} fiir p € X

d(p)

N
ST My 5 My in M(H)
7=0

gilt, also konvergiert erst recht die Folge

N
J
Z dd(u)
=0 NeN
in H gegen K (-, u). Das heifit, Elemente der Form K (-, ) koénnen in der Norm

von H durch Elemente aus A approximiert werden, also gilt das auch fiir die
lineare Hiille der K (-, ) (p € X), also fiir alle Elemente aus #.
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1. Die fractional transform

In Satz 1.11 wurde bereits eine universelle Charakterisierung von Multipliern funk-
tionaler Hilbertriume gegeben. In diesem Abschnitt wollen wir eine weitere Dar-
stellung von Multipliern auf Nevanlinna-Pick-Radumen untersuchen. Wir betrachten

die folgende

SITUATION (A). Sei H C CX ein Nevanlinna-Pick-Raum mit reproduzierendem

Kern K, d: X — F sei eine Faktorisierung von 1 — X

%, also

1
(1- %) O = (a) we ).
Fiir einen beliebigen Hilbertraum K definieren wir die Abbildung
Zk : X 2 LIFK,K), ZxN)'z=dN) oz (AeX, ze€Kk).

Ferner seien £ und &, zwei beliebige Hilbertrdume.

Fiir jedes A € X ist Zx(\) stetig mit
1Zx NI = [1Z N[ = ldM)l < 1.
Wir kénnen die Abbildung A — Zx(\)* zusammen mit dem Hilbertraum F ® K

natiirlich auch als Faktorisierung des Kernes (1 — +) - 1 auffassen (siche Lemma

1.8), denn man kann leicht nachpriifen, daf§
ZixNnez)=ndN) -z=d,(N)z AeX , neF,zek)
gilt; also ist bei festgehaltenem A € X und n € F die Abbildung
K=K,z ZrA\)(n®z)

nichts anderes als die Multiplikation mit d,,()), und es gilt

ZrxN) Zk(w) e = (d(p), dA)z = (1 - %)(A,u)fv ApeX, zek).

Sarz 3.3. In Situation (A) sei ¢ : X — L(E,E,) eine Abbildung. Dann sind dqui-

valent:

(i) Es existieren ein Hilbertraum K und eine Kontraktion

U: K& (FoK)e&, U= (Z Z)
mit
p(A) = d+ c(lx — Z(N)a) ' Zi(A)b.
(i) Die Abbildung
VX XX = L&), () = K, p)(le, = o(AN)o(w)")

ist positiv definit.
(iii) ¢ € M(H ®E,H ® E.) mit || My]| < 1.
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BEWEIS.
Es gelte (7). Zunichst sei bemerkt, dafl der Ausdruck
¢(\) = d +c(1x — Zxk(Na) ™ Ze (V)b

wohldefiniert ist, da mit U auch a eine Kontraktion ist, und Zx(A) fiir alle A € X
eine strikte Kontraktion definiert. Offensichtlich gilt auch

Nz =d*xc+ 0" Zi(N) (I —a*Zi(N)) e (A€ X, z €E,).
Es sei
g\) = (I —a*Zx(V)*) e (N € X),
also g(A\) € L(&,,K). Das erfiillt
g(\) —a"Zk(N)*g(\) = (1c — a"Zk(N)")g(N) = ¢* (A € X),

und somit

( g Nz > _ ( ot c* > ( Zic(N)*g( Nz > AEX, zesl)
oo ) "\ v -

Wir sehen, daf} ein wohldefinierter kontraktiver Operator

T:(FeK)aé. - Ko

T( Zx(\) 9Nz ) _ ( 9Nz ) (AEX, z€k)

mit
x d(N)*x
existiert, ndmlich 7= U*. Nach Lemma 1.7 ist dann 7 : X x X — L(&,),
Zic(\)* A Zie(w)* "
o) o k(N g(A) () g(p) \ g(A)* g(u)*
Le. Le. $(N) o(n)
positiv definit. Wir sehen, daf}

(A, 1) g\ Zic(N) Zic ()" g(p) + 1e, — g(N)"g(p) — d(N)d(p)*
= (1- %)(A,u)g(k)*g(u) +1le. — g(N)"g(p) — d(N)p(p)*

* 1 *
= le. = oWo(w)" = A wgN)g(w) (A peX)
gilt. Ferner ist die Abbildung

o: X xX = L&), (Ap)— g(N)g(n)

offensichtlich positiv definit. Als Produkt und Summe von positiv definiten Funk-

tionen ist dann auch v = K - 7 4+ o positiv definit, was zu zeigen war.

Gelte nun umgekehrt (i¢). Es sei g : X — L(&., K) (K ein geeigneter Hilbertraum)

eine Faktorisierung der positiv definiten Funktion 7, also
T =gN)7g(w) (A p e X).

Durch Umformen erhalten wir

Le, +(d(p),d(N)9(N)"g(1) = 9(N)"g(1) + 6N d()" (A, p € X)
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beziehungsweise
Le. + 9N " Zk (V) Zic () g(1) = g(N)7g(1) + oM o()” (A, p € X).

Mit

w\) = Zk(\)*g(\) € L(EL, FK) (A€ X)

ist das gleichbedeutend damit, dafl die Abbildung

wN) \ ([ wp) o)\ (9w
XxX = L&), (A\p)— ( g, ) ( le. ) B ( P(\)* ) ( P(p)” )

identisch verschwindet, so dafl nach Lemma 1.7 die Abbildung

V:D:V{(W(;\):E) ;A eX ,zel} — \/{(q‘;]((/\)\))fw) i AeEX , x €&}

() - ()

Um die Aussage (i) zu zeigen, reicht es aus, U* auf dem Orthokomplement von D
in (F®K) @&, gleich Null und auf D gleich V' zu setzen. Das macht U*, also auch
U zu einer Kontraktion. Mit

wohldefiniert und unitér ist.

sehen wir

a* c* Z(N)'g(N)zx g(N)z
(50 ) (0 ) (30 ) ex e

was folgende Identitéiten liefert:

o (1-a"Zx(N)")g(N) = ¢ bzw. g(A) = (Ix —a”Zic(N)*)7'e” (A € X)
o (N =b"Zx(\)g(\) +d* (A€ X).

Durch Einsetzen der ersten in die zweite Gleichung und Adjungieren erhilt man

nun sofort die gewiinschte Darstellung von ¢.

Die Aquivalenz von (i) und (#ii) wurde allgemeiner in Satz 1.11 gezeigt.

BEMERKUNG.
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(a) Die Kontraktion

c

U= ( “ Z) ELKGE (FoK)aE),

die wir im Beweis konstruiert haben, hat die Eigenschaft, dal U* eine partielle

Isometrie mit dem Initialraum

D:\/{(d()\)@g;c()\)x) s AeEX |z e}

T
ist, wenn wir
ac(N) = (1 —a*Zx(N)*) et (A e X)

setzen.

(b) Man kann sogar zeigen, dafl wir die Abbildung U nach eventueller Vergroferung
des Hilbertraumes X als unitiren Operator wihlen kénnen. Da wir in dieser
Arbeit von dieser Tatsache keinen Gebrauch machen werden, geben wir hier

keinen Beweis.

2. Multiplier und Schurklassefunktionen

Die gerade bewiesene Darstellung von Multipliern auf Nevanlinna-Pick-R&umen er-
laubt es uns nun, Multiplier als Elemente einer durch den reproduzierenden Kern

bestimmten dualen Schurklasse zu identifizieren.
Dazu benoétigen wir einige Notationen.

SITUATION (B). Sei D C C* offen und sei H C O(D) ein Nevanlinna-Pick-Raum

mit reproduzierendem Kern K.

e Es bezeichne k : D — L(C,F) (F ein geeigneter Hilbertraum) eine Fakto-
risierung von (1 — 4) - 1c.

e Esseic:D — L(C,F) , ¢(2) = k(Z). Nach Lemma 1.3 und der Eindeu-
tigkeitseigenschaft der Faktorisierung ist ¢ holomorph.

e Ferner sei C(z,w) = K(2,W) (z € D ,w € D). Dann ist C holomorph auf
D x D.

e Esseid: D — F definiert durch d(z) = k(z)(1) (z € D), also ist

1
(1- %) o) = tdw) @) o e D).
e Fiir einen Hilbertraum K sei

Zk(2)'r=dz)®r=(k(z) 1) (1l®z) (€D, zek).

E und &, seien beliebige Hilbertrdume.

Wir entnehmen Lemma 1.3, da8 ein funktionaler Hilbertraum H C CP genau dann
eine Teilmenge von O(D) ist, wenn die Abbildung D x D — C , (z,w) — K(z,W)
holomorph ist. Im Falle eines Nevanlinna-Pick-Raumes ist das natiirlich dquivalent
dazu, daB D x D — C , (z,w) = (1 — £)(z,@) holomorph ist. Unter Beriick-
sichtigung der Bemerkung nach Definition 3.1 sehen wir, daf} solche holomorphen



38 3. MULTIPLIER AUF NEVANLINNA-PICK-RAUMEN

Nevanlinna-Pick-Raume in natiirlicher Weise existieren, denn sobald d : D — F (F
ein Hilbertraum) eine antiholomorphe Funktion mit ||d(z)|] < 1 fiir alle z € D ist,
so wird durch (1 — £)(z,w) = (d(w),d(z)) (z,w € D) ein Nevanlinna-Pick-Kern K
definiert, so daf (z,w) — K(z,w) holomorph ist.

Offensichtlich ist in Situation (B) auch die Abbildung Zx holomorph, denn es gilt
(2 = Ze(2) e = (z) ® I)1®7) (:€D, 2 €K),

also ist Zx holomorph, also auch Zx selbst. In diesem Kontext gibt es eine einfachere
Mboglichkeit, die (%, D)-Positivitit eines Tupels zu charakterisieren.

LeEmMA 3.4. In Situation (B) sei T € L(H)™ ein vertauschendes Tupel mit Spektrum
in D. Es sind dquivalent:

(i) T ist strikt (&, D)-positiv.
() Nle(T)]| < 1.
(1ii) Fiir jeden Hilbertraum K ist || Zx(T*)|| < 1.

BEWEIS. Wir werden die Aquivalenz von (i) und (ii) folgern, indem wir zeigen,
daf} die Operatoren 15 — %(LT*,RT)(lH) und ¢(T)*¢(T) unitér dquivalent sind.
Dazu zeigen wir zunichst die Kommutativitit des folgenden Diagramms

O(D, L(F,C)) x 0D, L(C, F)) L2219 op « b)
<f,g>Hf<T*>g(T>l lh»h(LT*,RTmH)
L(H ®C) Loi W, )

wobei f e g die holomorphe Abbildung
DxD—C, (z,w) = f(z)g(w)(1)

und j € L(H, H®C) die unitire Abbildung h +— h® 1 bezeichnet. Da offensichtlich
alle Abbildungen in diesem Diagramm stetig linear bzw. bilinear sind, geniigt es,
die Kommutativitét fiir Elementartensoren der Form

f=fo®A, g=g@B (focOD), gocOD), A€ L(F,Q) , B € L(C F))
zu iiberpriifen.
Dazu benotigen wir die folgenden Identitéiten:

fo(Lr+) = Lygy(r+) und go(Rr) = Ryy (1),

die sich als Konsequenz der Eindeutigkeit des holomorphen Funktionalkalkiils erge-
ben (siche [EP96], Satz 5.2.4), denn die Abbildungen

O(D) - L(L(H)) , u+ Lyr-) und O(D) = L(L(H)) , v+ Ry
definieren Funktionalkalkiile fiir Ly« bzw. Ry, die folgendem spektralen Abbil-

dungssatz geniigen: Seien vy, ...,v,, € O(D) und sei v = (v;)",. Dann gilt
o(Ry(r)) = o(v(T)) = v(o(T)) = v(o(Rr))

(analog fiir Ly+), so daf8 der oben zitierte Eindeutigkeitssatz anwendbar ist.
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Mit f e g(z,w) = fo(2)go(w) - (AB)(1) (2 € D , w € D) ergibt sich

(f o 9)(Lr+, Rr)(1g)h (fo(Lz+)go(Rr) - (AB)(1)) (1u)h
Lio(r+) Ryo(r) (1)h - (AB)(1)
fo(T™)go(T)h - (AB)(1)

i (fo(T*) @ A)(go(T) @ B)jh

JTH(T)g(T)jh (€ H),

womit die Kommutativitit des Diagramms bewiesen ist.
SchlieBlich sehen wir unter Benutzung der Identitit é¢(T*) = ¢(T)*
1y — %(LT*,RT)(lH) = (éec)(Lr+,Rr)(1g)
= jTeT)e(T)j
= j (D) e(T)j,

woraus unmittelbar die Behauptung folgt. Es bleibt die Aquivalenz von (ii) und

(i) zu zeigen. Wir definieren
Yic(z2) =k(z)*®1x =¢(z) ® 1x (2 € D),
alsoist Yx € O(D, L(F @ K,C®K)) und es gilt i o Yi(z) = Zx(2) (z € D), wobei
i:CoKk-K, ((®z) —(x
ist; denn bekanntlich ist ¢ unitér mit i*(z) =1 ®x (v € K) und daher gilt

Yi(2)*i*(z) = k(z)1)®=z

Nach Einsetzen von T* in Zx erhalten wir
Z(T*) = (u®9)Y(T7)
= (n®i)(ET") ® 1)
= (1H®i)(C(T)* ®1IC);

und es folgt || Zic(T*)]| = ||c(T)||, was den Beweis abschliefit.

Wir benttigen ferner das folgende Lemma.

LEMMA 3.5. Seien G; (i € {1...4}) Hilbertrdume, und sei
a b
( d) € L(G1 ® G2,G3 @ Gy)
¢

eine Kontraktion. Dann ist fir jede strikte Kontraktion Z : G3 — G1 auch

d+ C(lgl — Za)leb S L(GQ,G4)
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eine Kontraktion.

BEWEIS. Sei y € Go. Wir setzen z = (1g, — Za)~'Zby, also = € G.

Wegen
Zax + Zby = Za(lg, — Za) Zby + Zby
= (Za+1g, — Za)(lg, — Za)* Zby
= =z
gilt

x _( Zazx+Zby \ [ Z O a b x
cx +dy B cx +dy ) la, c d y |’

und es folgt

[l]* + [lez + dyl* < [lel* + [lyI*

oder

I(d +c(la, — Za)™' Zb)yll = lldy + czl| < [lyll,

was zu zeigen war.

Wir kénnen nun den angestrebten Satz formulieren.
SATZ 3.6. Es gelte Situation (B). Sei ¢ € M(H ® E,H® E) mit ||My|| < 1. Dann
liegt ¢ in S7 (&, D, L(E,E.)).

BEWEIS. Nach Satz 3.3 finden wir einen Hilbertraum K und eine Kontraktion

U= ( “ Z) ELK@E (FoK)aE),

c

so daf}

¢(2) =d+c(lx — Zi(2)a) *Z(2)b (2 € D)

gilt. Mit Zx ist dann auch ¢ holomorph. Sei nun H ein beliebiger (separabler)

Hilbertraum, und sei 7 € Co(H, &, D). Dann ergibt sich

O(T) = (1 @d) + (1g @ ¢)(luwk — Zx(T)(1u ® a)) " Zi(T)(1g @ b).
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Nun ist

<1H®a 1g®0b

ly®c lgp®d ) ceL(HeK)®HE),(HoF K)o (HeE))

unitér dquivalent zu U, also kontraktiv, und Zx(T) € L(H® F K, H®K) definiert
eine strikte Kontraktion nach Lemma 3.4.

Nach Lemma 3.5 ist dann auch ¢(T) eine Kontraktion, was zu zeigen war.

O

Um die Umkehrung von Satz 3.6 beweisen zu koénnen, brauchen wir eine Zusatz-
bedingung, die eine bessere Kontrollierbarkeit des spektralen Verhaltens von strikt
(%, D)-positiven Operatoren garantiert.

DEFINITION 3.7. Sei D C C" offen, und sei K : D x D — C ein Nevanlinna-
Pick-Kern. K heifst P-Nevanlinna-Pick-Kern, falls % ein Polynom in z,w ist. Ein
funktionaler Hilbertraum H C CP heifst P-Nevanlinna-Pick-Raum, falls sein repro-
duzierender Kern ein P-Nevanlinna-Pick-Kern ist. In diesem Fall nennen wir H

maximal, falls
1

D={zeC"; E(z,z)>0}

gilt.

Das folgende Lemma, faf3t einige wichtige Merkmale von P-Nevanlinna-Pick-Rdumen
zusammen, insbesondere sehen wir, daf fiir einen P-Nevanlinna-Pick-Kern K die

Abbildung 1 — % schone Faktorisierungseigenschaften hat.
LemMA 3.8. Sei D C C* offen.

(a) SeiH C CP ein P-Nevanlinna-Pick-Raum mit reproduzierendem Kern K. Dann
ezistiert eine Faktorisierung d = (d;)Y., : D - CN (N € N) von 1— % mit der
FEigenschaft daf$ die Funktionen D — C | z + d;(z) (1 <i < N) Polynome
in Z sind. Es gilt dann

].——(Z,’lU) :<d(w)7d(z)> (z,wE(C"),
und es ist

1
Dc{zeC"; E(Z’Z) >0} ={zeC"; ||d(2)] <1},

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn H mazimal ist.
(b) Fiir jedes Tupel p = (p;)Y., (N € N) von Polynomen in n Verinderlichen
definiert

(o] N J
DxD=C, (z,w) =) (ZP:‘(@IZ‘(@) :m
j=0 \i=1 ’

einen P-Nevanlinna-Pick-Kern auf

D={zeC"; [[(p)]l < 1}.
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(c) Sei H C CP ein P-Nevanlinna-Pick-Raum mit reproduzierendem Kern K und

(b)

seid: D — CN eine Faktorisierung wie oben. Es sei
D= {zeC"; |ld(2)|| <1} D D.

Dann kann K zu einem P-Nevanlinna-Pick-Kern K auf DxD fortgesetzt wer-
den. Der zu K gehorende funktionale Hilbertraum H ist dann ein mazimaler

P-Nevanlinna-Pick-Raum.

BEWEIS.

Sei zunichst

F' =LH{(1- %)(-,w) . we D).

Dann existiert ein N' € N, so da} 7’ ein Teilraum des Raumes der Polyno-
me in n Variablen vom Grad hochstens N’ ist, also endlichdimensional, also
vollstéindig (auch beziiglich der im Beweis von Satz 1.6 definierten kanonischen
Norm). F' ist somit schon der funktionale Hilbertraum mit reproduzierendem
Kern 1 — % Sei 0, : F' — C die Punktauswertung in z € D. Dann definiert
bekanntlich

d:D—F |z~ 6(1)
zusammen mit F' eine Faktorisierung von 1 — %, also

]' U !
(1- E)(z,w) = (d'(w),d (2)) (z,w € D).

Sei nun u : F' — CN (N € N geeignet) unitér. Natiirlich definiert auch
d=Wd)N,:D=>F=C" | 2z uod(z)
eine Faktorisierung von 1 — % mit
di(z) = (e d(2))
= (ulend(2))
= (u'e))(2) (2€D),
wobei e; den i-ten Einheitsvektor in CV bezeichnet. Darum liegen die Funktio-

nen d; (1 <i < N)in F', sind also Einschrinkungen von Polynomen auf D.
Die Abbildungen

1
C"xC" = C, (z,w)—~1-— E(z,w)

und

C"xC" - C, (z,w) — (d(w),d(z))

sind holomorphe Abbildungen (sogar Polynome), die auf der offenen Menge
D x D iibereinstimmen, sind also nach dem Identitéitssatz schon iiberall gleich.

Die weiteren Behauptungen folgen aus der Gleichheit
1
ld(2)|* = (d(2),d(2)) =1 = =(2,2) (2 € D).

Das ist klar.
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(c) Es existieren N € N und Polynome (p;)¥,, so daf}
oo N
K(z,w) =Y (3 pi(@pi(2)) (2w e D)
7j=0 i=1

gilt. Diese Reihe konvergiert natiirlich auf ganz D.

O

BEMERKUNG. Man kann natiirlich auch direkt mit Methoden der Linearen Algebra
beweisen, daf eine positiv definite Abbildung

v:C"xC" = C,
die zusétzlich ein Polynom in z und w ist, eine Faktorisierung der Form
d:C" - CV | 20 ()Y,

mit geeignetem N € N und endlich vielen Polynomen p; besitzt.

Ferner wird die folgende Aussage {iber das Taylorspektrum eines vertauschenden
Tupels benotigt.

LEMMA 3.9. Seien ¢ = (¢;)Y., Polynome in n Verinderlichen, und sei T € L(H)"
ein vertauschendes Tupel (H ein Hilbertraum). Es bezeichne q(T') die Abbildung

H— HY | h (g(T)h)X

=1
Dann gilt fir das Taylorspektrum von T
o(T) c{zeC"; llg)l < [la(D)][}-
BEWEIS. Wir bezeichnen mit S das vertauschende N-Tupel (¢;(T))Y,. Wir
zeigen zunichst, dafl das gemeinsame approximative Punktspektrum o, (S) von S

in ||¢(T)||- By enthalten ist. Dazu sei z € 0 (S). Dann existiert eine Folge (h;) von
Einheitsvektoren in H, so daf}

(zi — S))h; =50 (1<i<N)
gilt. Es folgt

N
D Jal”
i=1

N

3l

lN

311 = a1+ llaa(T)h )

v N

= DG = @RI + 20z = @Al + 3 s (s
N

= 300G = TP + 20 — TRl (T 1) + (Tl
N

< DG = SOyl + 20 = SohllIS) + (DI

i=1

IN

L gD
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Nun ist das Taylorspektrum o(S) von S in der polynomkonvexen Hiille von o, (S)
enthalten (vergleiche [SZ74]). Da ||q(T)|| - By polynomkonvex (sogar konvex) ist,
ist 0(S) C ||q(T)|| - Bx. Nach dem spektralen Abbildungssatz ist

q(0(T)) = o(S) C llg(T)| - B,

was behauptet war. |

Wir legen nun folgende Situation fest.

SituaTiON (C). Sei D C C* offen, und sei H ein mazimaler P-Nevanlinna-Pick-
Raum iber D mit reproduzierendem Kern K. Mit der bereits frither eingefiihrten
Notation

C:DxD—C, (z,w) » K(z,@)

sehen wir, dafl % ein Polynom ist. Sei
d:D—=CY 20 (pi(2)iL,

eine Faktorisierung von 1 — % mit Polynomen p; (1 <i < N). Ferner seien € , &,

beliebige Hilbertrdume.

Damit folgt sofort

l(z w)zl—(l—i(z E)):l—iﬁ-(z)p-(w) (ze D, weD)
c’ K Pt L ’ '

Wir kénnen dann zu jedem kommutierenden Tupel T € L(H)™ (H ein Hilbertraum),
ohne Einschrinkungen an sein Spektrum, vermoge des polynomiellen Funktional-

kalkiils das Tupel (Lp~, Rr) in % einsetzen. Es gilt

é(LT*RT —I—sz )pi(T —I—sz pi(T

Das gestattet eine einfachere Charakterisierung (%, D)-positiver Tupel.

LemMA 3.10. In Situation (C) sei H ein Hilbertraum und T € L(H)™ ein vertau-
schendes Tupel. Dann sind dquivalent:

(i) T ist strikt (%, D )-positiv.
(i) Die Abbildung p(T): H — HYN | hw (pi(T)h)N | ist strikt kontraktiv.

BEWEIS. Nach obigen Vorbemerkungen ist die Implikation (i) = (i7) klar. Fiir
die umgekehrte Richtung bleibt zu zeigen, dafl unter der Voraussetzung (ii) das
Spektrum von T in D enthalten ist. Das ist jedoch klar, da nach Lemma 3.9

o(T) C {ze€C"; [[(pi(2)iLi]l < Ip(D)II}
{z€C"; [[(m(2)L,l < 1}
= {Z;2€C", |d(=)| <1}

= D

N

aufgrund der Maximalitéit von H gilt. d
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Wir formulieren nun die Umkehrung von Satz 3.6.

SATZ 3.11. Es gelte Situation (C). Sei ¢ € Sj(&, D, L(E,E.)). Dann ist
PpEMMHRE,H®E)

und es gilt || My|| < 1.

BEWEIS. Aus notationstechnischen Griinden vertauschen wir die Rollen von &£
und &,. Wir nehmen also an, da ¢ € Sf (&, D, L(Ex, €)) gilt.

Wir wollen zeigen, dafl die Abbildung

v:DxD—=L(E), (z,w) = K(z,w)(1 — ¢(z)p(w)")

positiv definit ist. Denn nach Satz 1.11 folgt daraus die Behauptung.

Wir wihlen eine Orthonormalbasis (e;);ecr von €. Fiir eine endliche Teilmenge s C T
sei & = LH{e; ; i € s} und P; die Orthogonalprojektion von £ auf £;. Die Menge
§ aller endlichen Teilmengen von I ist durch die Mengeninklusion gerichtet, (Ps)secs

ist dann ein Netz, welches in der starken Operatortopologie gegen 1¢ konvergiert.

(1) Wir bemerken zuniichst, daf} es geniigt, die folgende Aussage zu zeigen: Fiir alle
endlichen Teilmengen Q von D und alle s € § ist die Abbildung

Yo X Q= LE) 5 (2,w) = K(z,w)Ps(le — ¢(2)p(w)") e, = Poy(z,w)e,

positiv definit. Denn seien (z;), C D und (z;)!*, C & endliche Folgen. Sei

Q:{Zl,..

., Zm }. Damit gilt

> 1z, 2w, ;)

i,J

v

lin@l (v(2j, 2i) Psi, Psx;)
SES T
i

lim <P87(Zja Zi)Psxi: Ps$j>
SEF 07

£i€n%1 (ve,s(2j, 2i) Psxi, Psx ;)

i,J
0.

(2) Sei also Q@ C D endlich, und sei s € §. Es sei V' der Vektorraum aller Abbil-

dungen von Q x Q nach L(E,), versehen mit der Supremumsnorm. Dann ist V/

endlichdimensional, da  endlich und auch L(€;) endlichdimensional ist. Ferner

sei

C={feV,; QxQ— L&), (2,w) = K(z,w)f(z,w) positiv definit }.

Somit ist C ein abgeschlossener spitzer konvexer Kegel in V. Die Abgeschlossen-

heit folgt direkt aus der Definition der Supremumsnorm. Zum Beweis der Spitz-
heit sei f € C, so dafl auch —f in C liegt. Da dann (z,w) — £K(z,w)f(z,w)
positiv definit ist, folgt fiir alle z € Q ,;z € &;

(K(z,2)f(2,2)z,z) > 0und (K(z,z2)f(z,2)z,z) <0,

also (K (z,2)f(z,Z)x,z) = 0. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (ver-
gleiche Satz 1.3) folgt fiir z,w € Q und z,y € &

(K (2, w) f(z, @)z, y)|* < (K(2,2)f(2,2)y, y/(K (w,w) f(w, W)z, z) = 0.
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Da aber K(z,w) # 0 fir alle z,w € D ist, folgt f = 0. Nach Definition liegt die
Abbildung

has : Qx Q= L&) | (z,w) = Po(1 = ¢(2)0(@)")e,

in V. Wir miissen zeigen, dafl hg s € C gilt. Dazu verwenden wir ein Trennungs-
argument. Wir zeigen, daf} fiir alle L € V' (stetiger Dualraum), die Re L(f) > 0
fir f € C\{0} erfiillen, schon Re L(hq ) > 0 folgt. Denn da V endlichdimensio-
nal ist, existiert nach [Kleb5], Satz 2.5, falls hq s ¢ C, eine stetige Linearform
L auf V mit Re L(f) > 0 fur f € C\{0} und Re L(hg,) < 0. Sei also im
folgenden L € V' wie oben beschrieben.

Zu f €V definieren wir

f :axQ—= LE), (z,w)—~ f@,72)",

also gilt f* € V und (f*)* = f. Ferner sei

LV C, f o o (L() + T,

also Ly € V'. Fiir f € V mit f = f* ist offenbar L (f) = Re L(f). Weiter sei H
der Raum aller Abbildungen von Q nach L(E,, C), also ist H endlichdimensional.
Wir wollen nun H mit einem Skalarprodukt versehen. Zu f,g € H sei

fxg:Qx0Q— L&), (z,w) — f(Z)"g(w),

also f x g € V. Man rechnet nach, da8 fir f,g € H die Identitit fx g = (g x f)*
gilt. Wir definieren nun

<'7'>:HXH_)(C7 (f,g>:L1(g><f)

und behaupten, daf (-, -) ein Skalarprodukt auf H ist. Die Linearitéit im ersten
Argument ist klar. Es gilt weiter

(f.9) Li(g x f)
= S x N+ I < D)
= Li(lyx )
= Li(fxy9)

= (g9.f) (f,g€H).

Somit ist (-,-) sesquilinear. Sei nun f € H . Dann ist die Abbildung

QAxQ— L&), (z,w) = fx f(z,w)
positiv definit, denn fiir endliche Folgen (z;) C @ und (z;) C & gilt
S x fGmmnag) = > (F@)wi, f(Z)s)
1Y @)l
0.

v

Dabher ist die Abbildung

Qx Qo LE) , (2,0) > K(zw)(f x f)(zD)
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positiv definit als Produkt zweier positiv definiter Funktionen, also liegt f x f
in C. Daher ist

(£:f) = L(f x f) = Re L(f x f) 2 0,

und aufgrund der Wahl von L gilt (f, f) = 0 genau dann, wenn f x f = 0 ist.
Wegen

[f(2)al* = (f(2)* f(2)a,2) = (f x f(Z,2)z,2) (2€Q, x€E)

ist das dquivalent zu f = 0, weswegen (-,-) positiv definit ist. Mit diesem Ska-
larprodukt ist H also ein Hilbertraum.
Die Multiplikationen mit den Koordinatenfunktionen

Ti:H—H, Ti(f)(z) =zf(z) (1<i<n)

sind stetig, da H endlichdimensional ist. Wir werden zeigen, dafl das Tupel
T = (Ty)i, strikt (&, D)-positiv ist. Sei also f € H. Dann gilt

x (pi- f)) (z,0) = sz ) pi(W) f (W)

i=1

= sz 2)pi(W)(f x f)(z, W)

1 —
= (A-2)Ew)(f xfzw) (we).

Somit ergibt sich

(Z w .fxf sz pz f))(zaw)

- K(zw) (f < (20 = £ X J(0) + el % N
= fx @) (2weQ).
Wie wir bereits sahen, ist die Abbildung
AxQ— L&), (z,w) = fx f(z,w)

positiv definit, so daf f x f—Zi\il (pi-f) % (pi-f) in C liegt. Wir sehen aulerdem,
dal fx f— Efil(pi - f) x (p; - f) = 0 genau dann gilt, wenn f x f(z,w) =0
fiir alle z,w € (2 ist, also genau dann, wenn f = 0 ist. Schlief3lich folgt

N
1£17 = ZHP@ )FII? AP =D llpi - £IIP
i=1

N

= ReL((fxf)- Z(p,- f)x (pi- f))

> 0 (falls f#£0).
Da H endlichdimensional ist, folgt, dal die Abbildung

H—HY | fe @D,

Norm kleiner 1 hat, was nach Lemma 3.10 dazu dquivalent ist, dafl T' strikt
(&, D)-positiv ist.
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Wir zeigen nun einige Hilfsbehauptungen. Wir beobachten zunéchst, dafl fiir
u € O(D)

W) f)(z) =ul=)f(2) (feH, z€Q)
gilt (man beachte, daB o(T) C D ist). Zum Beweis fixieren wir z € Q. Es
bezeichne 6, : H — L(&;,C) die (automatisch stetige) Punktauswertung in
z und S bezeichne das vertauschende Tupel (z; - 1p(¢, 0))ie; € L(L(Es,C))".
Offenbar gilt

5.Ty(f) = 2zif(2) = Si6.(f) (feH; 1<i<n).
Dann folgt aus der Vertauschungseigenschaft des holomorphen Kalkiils
(w(T)f)(2) = 6.u(T)(f) = u(5)d.(f) = u(z)f(2) (f € H).

Nun behaupten wir, da8 fiir u,v € O(D,L(E,E,)), f,g € H und z,y € &
folgende Gleichheit gilt:

(u(T)(f @ x),v(T)(g ®y)) = Li((z,w) = (u(w)z,v(Z)y)(g x f)(z,w)).

Da bei festgehaltenem f, g, z, y beide Seiten der Gleichung stetige sesquilineare
Abbildungen in u, v definieren, geniigt es, die Behauptung fiir Elementartenso-
ren der Form u = ug ® A ,v = vo ® B (u,v € O(D) , A, B € L(&,E,)) zu
tiberpriifen:

(uw(T)(f @ z),v(T) (g ®y))

Mit dem bisher Gezeigten konnen wir jetzt den Beweis abschlieen. Fiir i € s
sei f; € H definiert durch

fi: Q- L(&,C) , fi(z)x = (x,e;).

Nach Voraussetzung gilt ¢ € Si1(%,D,L(&,€E.)). Mit der eben gezeigten Hilfs-
behauptung folgt

0 < ) fiwel’ =160 fice)l?

€8 i€s
= D {fifid = D AND)(fi @ €, H(T)(f; © )
i€s i,JES
= S f) = 3 Lil(zw) o (Bw)er, pE)e) (f; x fi)(z,w))
i€Es i,jES
= Li((z,w) = Y (1= 6E) d(w))ei, e))(f; x fi)(z,w))
i,jESs

= Li((z,w) » Y _ (1= ¢(2)$(®@)")es, ;) (f; % fi)(z,w)).

i,jJES
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Schlieflich gilt
> (1= d(2)b(@)")ei e5)(f x fi)(z,w)z

i,JES

= ST - $(=2)6®@) )i ), eide;

i,JES
= D (1= ¢(2)p@)*) > (,ei)ei e;)e;
jEs i€s

= P(1-¢(x)¢(w)")z
= hos(z,w)z (€0, weQ, x€&).
Zusammengenommen ergibt sich also L; (hq,s) > 0. Wegen
hs(z,w) = has(W,2)"
(Ps (1= ¢(@)g(2)")e,)"
(Ps(1 = o(2)p(@)")e.)
= hos(z,w) (z€Q, we)

gilt ho s = hg , und folglich Re L(hq s) = Li(hq,s) > 0, was zu zeigen war.

Aus Satz 3.6 und Satz 3.11 erhalten wir folgendes Ergebnis.
SATz 3.12. Sei D C C"* offen, und sei H C CP ein mazimaler P-Nevanlinna-Pick-
Raum mit reproduzierendem Kern K. Es sei

C(z,w) = K(2,@W) (z €D, w € D).

Ferner seien € und &, beliebige Hilbertriume. Dann stimmen S*(&, D, L(E,E,))
und M(H® E,H ® &) als normierte Raume iberein.

BEWEIS. S*(&, D, L(£,&,)) und M(H®E, H®E,) sind zwei normierte Réume
mit gleicher abgeschlossener Einheitskugel. Dann miissen sie auch als normierte

Réume iibereinstimmen. O






KAPITEL 4

Commutant-Lifting auf Nevanlinna-Pick-Riumen

1. Potenzen von Nevanlinna-Pick-Kernen

Im bisherigen Verlauf der Arbeit wurden Eigenschaften von Nevanlinna-Pick-Kernen
und den zugehorigen funktionalen Hilbertrdumen betrachtet. Das Standardbeispiel
eines solchen Hilbertraumes ist der Raum H?2, der funktionale Hilbertraum mit
reproduzierendem Kern
Kn:B, xB, - C, (z,w)H#.
1—(z,w)

Es treten in natiirlicher Weise jedoch auch funktionale Hilbertrdume auf, deren
Kerne Potenzen von k, sind. Etwa ist der Abschlu8 der Polynome in n Variablen
in der Norm von L?(c), wobei o das Oberflichenmafl auf dem Rand der Kugel
bezeichnet, via Poissontransformation gerade der Hardyraum, das heifit der funk-
tionale Hilbertraum iiber B,, mit Kern ). Wahrend &, ein Nevanlinna-Pick-Kern
ist, ist dies fiir Potenzen von k, nicht mehr der Fall. Es erscheint daher sinnvoll,
auch solche funktionalen Hilbertriume in unsere Uberlegungen mit einzubeziehen,

deren reproduzierende Kerne Potenzen von Nevanlinna-Pick-Kernen sind.
Fiir einen funktionalen Hilbertraum # C CX mit reproduzierendem Kern
K: XxX—->C
und m € N schreiben wir
Kp: XxX-=>C, (Ap)—KA\p™m.

Dann ist K, als Produkt von positiv definiten Abbildungen wieder positiv definit,
also reproduzierender Kern eines eindeutig bestimmten funktionalen Hilbertraums,
den wir mit #,, bezeichnen.

Wir notieren zunéchst einige grundlegende Eigenschaften von funktionalen Hilbert-

rdumen, die zu Potenzen ein und desselben Kernes gehoren.
LEMMA 4.1. Seien &, &, Hilbertraume und l,m € N mit [ < m.

(a) Es sei H C CX ein funktionaler Hilbertraum. Dann ist
MH @EHI ®@E) CMHp @E, Hin, ® Ey),
und die Einbettung
MH QEH @ E) = M(Hp, @ E, Hm @ Ex)

st kontraktiv.

51
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(b) Sei H C CX nun ein Nevanlinna-Pick-Raum. Dann gilt
Hi®ECHR®E,

und die Finbettung
HQES>HLE

ist kontraktiv.

BEWEIS.

(a) Isty € M(H;®E,H;®E,) und K der reproduzierende Kern von H, so ist nach
Satz 1.11 die Abbildung

X x X = L&), (A ) = K\ ) (IMy e e, = PNE(1))

positiv definit. Es folgt, dal dann auch die Abbildung

XxX =C, \p) e KnO ) (IMylliunee ree — POV0R)*)

als Produkt von positiv definiten Abbildungen positiv definit ist, und nach Satz
1.11 gilt

Myl M o6 Hmoe) < WMyl e, 106, -

(b) Sei also f € H; ® £ und K der reproduzierende Kern von H. Nach Satz 1.9 ist
dann die Abbildung

X xX = LE) , A ) = IflBueeKih w)le = fF(N) © f(u)
positiv definit. Dann ist aber auch die Abbildung

Xx X =5 LE), M) = IflByeeKmX m)le = fF(N) © f(1)
= I Buse(Km(\ ) — Ki(X w)1le + (1fByee Ki(h m)le = F(A) © f(n)

m—l
= IBgeekim (1- 5 ) 0o | 55000 | -1e
j=1

+ (I1f s i\ )1 = F(N) © f(u))

positiv definit als Summe und Produkt positiv definiter Abbildungen. Nach Satz
1.9 folgt, daB f € Hy, ® € ist und || fllu,.0c < ||fllmee gilt.

O

Frither wurde bereits bewiesen, dafl Nevanlinna-Pick-Réume die konstanten Funk-
tionen enthalten (folglich auch ihre Multiplieralgebra) und dafl die Multiplieralge-
bra sogar dicht liegt. Das bleibt immer noch richtig, wenn wir zu Potenzen von

Nevanlinna-Pick-Kernen iibergehen.

LEMMA 4.2. Sei H C CX ein Nevanlinna-Pick-Rawm mit reproduzierendem Kern
K und m € N,

(a) Es liegt H dicht in Hy,.
(b) Jede dichte Teilmenge von H ist auch dicht in Hy,.
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(c) Es sei A die von den Abbildungen (1 — %)(-, 1) (n € X) erzeugte unitale Al-
gebra komplexzwertiger Funktionen. Ferner sei F der funktionale Hilbertraum
mit reproduzierendem Kern 1 — % und Ar die von F in CX erzeugte unitale

Algebra von Funktionen (vergleiche Lemma 3.2). Dann gelten die Inklusionen
ACAr CM(H) CHCHpm

und
ACAr C M(H) C M(Hu) C Hon,y

wobei alle angegebenen Teilmengen dicht in H,, liegen.

BEWEIS.

(a) Nach Lemma 3.2 sind die Abbildungen K (-, ) (¢ € X) Multiplier auf . Da
M(H) eine Algebra ist, ist LH{K,(-,u) ; u € X} einerseits eine Teilmenge
von M(#H), also auch von #, liegt andererseits aber auch dicht in H,,. Das
zeigt, dafl auch H schon dicht in H,, liegt.

(b) Das ist klar nach Teil (a) und der Stetigkeit der Inklusion H < H,,.

(c) Folgt aus (b) und Lemma 3.2.

2. Ein Commutant-Lifting-Theorem

Bekanntlich sind Einschrankungen von Multipliern eines funktionalen Hilbertrau-
mes H C £X (X eine Menge, £ ein Hilbertraum) mit reproduzierendem Kern K auf
eine Teilmenge Y C X Multiplier des zur Einschrankung Ky gehorenden Hilbert-
raumes Hy , wobei sich die Multipliernorm héchstens verkleinert. Das folgt direkt
aus Satz 1.11, da die Eigenschaft der positiven Definitheit einer Abbildung beim
Einschrinken natiirlich erhalten bleibt.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Umkehrung ebenfalls gilt, also ob sich Multiplier
von Hy (mit Kontrolle der Norm) zu Multipliern auf H fortsetzen lassen. Dies
werden wir nun fiir Nevanlinna-Pick-Ridume positiv beantworten. Wir fixieren die
folgende Situation.

SituaTiON (D). Sei X eine Menge, und sei H C CX ein Nevanlinna-Pick-Raum

mit reproduzierendemn Kern K. Es seid : X — F (F ein geeigneter Hilbertraum,)

1

eine Faktorisierung von 1 — & , also

1= = Om) = (d(w),dN) (g€ X).

Fiir einen beliebigen Hilbertraum K sei die Abbildung Zx : X — L(F ® K,K)
definiert durch
ZxN)'z=d\) ® z.

Schliefllich fixieren wir beliebige Hilbertrdume £,&, und m € N, m > 1.
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Um den Beweis des Commutant-Lifting-Satzes iibersichtlich zu halten, zerteilen
wir ihn in mehrere Lemmata. Zunichst verschaffen wir uns einen Ersatz fiir den
Shiftoperator.

LemMA 4.3. Sei G ein Hilbertraum. Dann existiert eine eindeutige Kontraktion
Sgm EL(F® (MHm ®G),Hm @ G)
mit
SGm(EKm(N)z) =dN) @ Kp( Nz (Ve X, z€G).
Es gilt
SgmN®f)=Mi,e10f (fEH®G, neEF),

wobei dy, die Abbildung
X —=C, A= (n,dN))

bezeichnet.

BEWEIS. Sei 0y : Hyp ® G — G die Punktauswertung in A (A € X). Ferner sei
0: X2 L(G,F®Hn®G), oAz =dN) @ Kn(,\ez.
Dann ist nach Lemma 1.7 zu zeigen, dafl die Abbildung
Y:X x X = L(G) , (A ) = 06, —a(N)"o(p)

positiv definit ist. Seien dazu (A;) C X und (z;) C G endliche Folgen. Es gilt

Z(V()‘ja /\l)wla wj> = Z Km()‘j; /\Z)<wla wj> - (d()‘l)a d(/\]»Km(/\]: )‘l)<$17 iL“j)
i,j 1)

1
= ZKm(AjaAi)E(AjaAi)@u%)
(2]
= > Kno1(A, ) (i, z))
,J
> 0,
da K,,_1 positiv definit ist.
Somit ist Sg ,,, wohldefiniert und kontraktiv, also auch Sg .
Der Zusatz ergibt sich aus der Rechnung

(n, X)) (f, Km (-, A))
(mdA)F(A),z) (AeX, feHn®G, neF, 2€0)

und der schon frither (Lemma 3.2) bewiesenen Tatsache, daf d;, ein Multiplier auf
H mit [|Mqg, || < [|n]| ist, also erst recht ein Multiplier auf H,,. O
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LEMMA 4.4. Sei G ein Hilbertraum. Dann ezistieren fir 0 <1 < m Kontraktionen

Pg,m,O Hn®G =G, Km(-,)\)xr—)x

und
Pomi Hm®G—>H @G, Kp(, Nz KNz (1>1).
Es gilt
PG or=10x
und firl >1

P mif =1 (feH©G).

BEWEIS. Wir betrachten zunéchst den Fall [ = 0. Da H,,, die konstanten Funk-
tionen enthélt, ist durch

Pomo 2 Hn®G, 210z

eine Kontraktion definiert, denn es gilt ||1]] < 1. Dann ist auch Pg ,, o kontraktiv,
und es gilt

<Pg’m70(Km(',A)iL“),y> = (iL“, (1 ®y)(A)> = (ﬂ?,y) (A € X )y LY € g);
also

Pgmo(Kn(Nz) =2 (A€ X, z€Qq).

Fiir den Fall 1 <1 < m definieren wir Fj , ; als die Einbettung von H;®¢ in H,,®G.
Nach Lemma 4.1 definiert das eine kontraktive Abbildung Pé"mJ TH®RG — Hpn®G.
Es folgt, dafl dann auch Pg ,,,; kontraktiv ist; es gilt

(PgmiKm (-, Nz, flaes = (Kn(, Nz, flr.eg
= (2, f(N)g
= (Ki(5 Nz, luee ANEX, 2€G, fFEH ®G),
also
PgmiKm( Nz =K/(, Nz (AeX, x€Q).
O
BEMERKUNG.

(a) Falls die konstante Funktion 1 in H,, ® G Norm 1 hat, dann ist die Abbildung
P§7m70Pg7m,0 gerade die Projektion auf die konstanten Funktionen in H,, ® G,

denn sie ist offenbar selbstadjungiert und es gilt

(PG,m,OPg*,m,ofang = <1 ®z,1® y)?—lm®g
||1||%m®g<$7y> (377:'/ € g)7

also Pg m,0F§ m o = lg, so daB dann F§ . 4 Pg.m0 auch idempotent ist. Es liegt
nun nahe zu vermuten, daf§ auch fiir { > 1 die Abbildungen Pg ,; Orthogo-
nalprojektionen auf H; ® G als Teilraum von H,, ® G sind. Diese Erwartung

kann sich im allgemeinen aber schon deswegen nicht erfiillen, da nach Lemma
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4.2 H; ® G als Menge dicht in H,, ® G liegt. Da Orthogonalprojektionen ab-
geschlossene Bilder haben, miifite dann schon H; ® G = H,, ® G (als Menge)
gelten, was im allgemeinen nicht erfiillt ist, wie einfache Beispiele zeigen.

(b) Abkiirzend wollen wir im folgenden Pg ,, statt Pg 0 schreiben.

DEFINITION 4.5. Es sei G ein Hilbertraum. FEin abgeschlossener Teilraum N von

e invariant, falls N invariant fir alle Operatoren Mg, 1, (n € F) ist.
e x-invariant, falls N invariant fiir alle Operatoren M;n®1g (n € F) ist.

o reduzierend, wenn er invariant und x-invariant ist.

BEMERKUNG. Sei G ein Hilbertraum.

(a) Ein abgeschlossener Teilraum A C H,, ® G ist invariant genau dann, wenn '+
x-invariant ist.

(b) Sei N C H,, ® G invariant. Dann ist Sg ., (F @ N) C N.

(c) Sei N'C Hyn ® G #-invariant. Dann ist S5, N C F @ N.

BEWEIS.

(a) Klar.
(b) Sein € F und f € N. Dann ist

Sg.m(n @ f) = Ma,e15f €N,

also gilt Sg m(F@N) CN.
(c) Sei N x-invariant. Dann ist A% invariant, und es gilt

Sgm(FRNLY) Cc Nt
Wegen F @ N+ = (F @ N)* folgt die Behauptung.
(Il

DEFINITION 4.6. Sei G ein Hilbertraum, und seit N C Hp, ® G ein abgeschlossener
Teilraum. Fiir einen Operator Y € L(F @ N, N) definieren wir

Sy :LN) = L), T Y(1reT)Y*

und
Ay : LN) = LIN) , Ay =1, — Zy.

Wir zeigen nun einige Eigenschaften der gerade definierten Operatoren.

LEMMA 4.7. Sei G ein Hilbertraum und N C Hp, ® G ein x-invarianter Teilraum.
SeiY € L(F @ N,N) definiert durch Y = Pn'Sg m|ren-
(a) Es gilt
S, (T) =50 (SOT) (T € L(Hpm ®G)).
(b) Die Abbildung Xy ist positiv.
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(c) Es gilt
Y2 (N) 250 (SOT) (N € L(N)).

(d) Der Operator Ay ist injektiv.
(e) Sei N € L(N). Falls Ay (N) positiv ist, dann ist auch N positiv.
(f) Sei N € L(N) positiv und Ay (N) < 0. Dann ist N = 0.

BEWEIS.

(a) Wir zeigen zunéchst

S0 (D En(N2) =50 (A€ X, z€g).
Es gilt
125, (D)(En( ) = [1Sg,m(lr @ S5 (1))S5 0 (K M)

= [1Sg.m () & T5" (1)Kl )2) |

< ANIZE,), (T)Em(, M)
< VPN (K (-, N2)l| =20 (A€ X, 2 €G),

da ||d(A)|] < 1 fir A € X. Somit gilt die Behauptung auch fiir die lineare Hiille
von {K, (-, ANz ; A€ X, z € G}, die dicht in H,,, ® G liegt. Wegen

1855, I < [1Sg.mll* <1

ist die Folge (X%

Sg,m
auf einer dichten Teilmenge gegen 0, also schon iiberall.

(b) Sei N € L(N), N > 0. Dann ist

(T))pen durch ||T'|| beschrankt und konvergiert punktweise

(Zy (N)h, h)

(Y(1r® N)Y*h, h)
(1r @ NE)Y*h, (17 ® NE)Y*h)
0 (heN),

vV

und somit Xy (N) > 0.
(c) Wir zeigen, daf

S5(N) = PyvE%, (NPyv)w (p€EN)

gilt. Daraus folgt dann mit (a) die Behauptung. Zunichst folgt fiir p = 1 unter
Benutzung der Identitéten Y* = (S5 ) |x und 1 ® Py = Prgy
Sy(N)h = Y(1r @ N)Y*h
PnSgm(1x ® N)SG . h
PySg.m(17 ® N)(1F ® Py)SG mh
= PyYsg..(NPy)h (heN).
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Fiir den Induktionsschlufl beobachten wir, dall PySgm(lr ® Pyn) = PanSgm
gilt, da N *-invariant ist. Somit ergibt sich

2 (N)A

(d) Es gelte Ay (N) =0.

N —

= PxSgm(lr @ LH(N))SG,,h

= PxSgm(lr ® PyS%." (NPy))SG b
= PySom(lr @ X4 ! (NPy))S5 b

= PNEgg’m(NPN)h (h e N).

Dann ist fiir p € N

p—1
SY(N) = 23 (V) = 2F(V)

q=0
p—1

= Y SL(N-3(V)
q=0
p—1

= 29 Ay (N)
q=0

= 0.

Nach (b) konvergiert (X}, (N))pen SOT gegen 0, also mufl auch N = 0 sein.
(e) Mit Ay (N) > 0 folgt N > Xy (V). Mit der Monotonie von Xy folgt

also insbesondere

Da aber

Sh(N) > SEH(N) (peN),

N>SL(N) (peN).

Y2 (N) -0 (SOT)

gilt, muB auch N > 0 gelten.
(f) Sei jetzt N € L(N) positiv mit Ay (N) < 0. Dann ist Ay (—=N) > 0, also

—N >0, also N <0.

Wegen N > 0 mufl schon N = 0 gelten.

O

LEMMA 4.8. (a) Sei G ein Hilbertraum und sei N C Hp,, @ G ein x-invarianter

Teilraum. Sei

Y = PnSgm|Fen-

Dann gilt fir 0 <1 <m

(Pg.m19, Pomah) = (AV ' (In)g, h)  (g,h € N).

(b) Seien N C Hypy, @ € und Ny C Hyy @ Ex x-invariante Teilrdume. Sei ferner
N € L(N,N.) ein Operator, so daf§

Py, My, 01., N = NPyMg, g1.8 (1 € F)

gilt. Es seien

Y = Py Se miron und Ys = Py, Se, m|FoN, -
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Dann gilt fir 0 <1 <m
(PemiN"g, Pe maN"h) = (Anyi_l(NN*)ga h) (g,h € N).

Insbesondere ist A?:l(NN*) positiv.

BEWEIS.
Zum Beweis von (a) sehen wir zunichst, daf fiir 0 <1 <m
(AT (134,,00)9, h) = (Pg.mag, Pomih) (9.0 € Hy ® G)

gilt:
(AT (1p,06) Ko (- A2, Kin (-, 1))

= (A% (,00) = Soun (L7 © MBI (130,6))S8,m ) Ko (s N, Ko (- 1))

= (AT (1n,00) K (5 N, Ko (-, 1)y)
—(d(N), d)AL, 7 (1,,00) K (4 A&, Ko (- 1))
i AL (U09) Ko (), o 1))

(:ua )‘))M7l<Km('7 /\)ZL“, Km('; u)y)

(11, A)) ™ B (12, M) (e, )
= (K Nz, K my)nwes
= (PgmiKm( N2, Pom i Km (W) e (ApeX, z,yeg).
Da {Kp(,A)z ; A€ X, z € G} in H,, ® G total ist, folgt die Behauptung.

Ferner gilt

(AL (In)g, h) = (AL, (Iy,g)g.h)  (9,h €N, jEN),

wie man nachrechnet:

(Ay(An)g, )y = (g,h) = (Y(1r @ 1x)Y g, h)

g, h) = (PnSgm(1x @ 19,,06)SG,m3, h)
g, 1) = (Sg.m(17 ® 19,,06) S5 m9, )
Asgm (Ltneg)g ) (g,h €N),

wobei benutzt wurde, da8 Y* = (S¢ )| gilt, da Sg N C F@N ist. Wir schliefen
nun induktiv; sei die Behauptung fiir j — 1 gezeigt. Dann gilt

(
(
(
(

<(]—.7: & Ai/il(]'./\/))a%y) = ((1]: ® A] ! (1Hm®g))w7y> (ZL“,y € -7:®N)7

Sg,m

wie man auf Elementartensoren nachpriift. Schliellich ergibt sich

(AL (Iv)g by = (AL (An)g k) — (1r ® AL (1n)Y g, Y "h)
= (AL (Iye)g,h) — (1r @ AL (131,06)) 56,9 SG.mh)
= (AL, (Iy,.e0)9,h) (9,h€N).
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Somit ist Teil (a) gezeigt. Mit dem bisher Gesagten konnen wir nun Teil (b) des

Lemmas beweisen. Dazu zeigen wir, dafl
Ay (NN*) = NAL (I )N® (€N
gilt. Wir leiten zunéchst folgende Vertauschungsrelation her:
Y.(lr® N) = NY.
Es reicht, dies auf Elementartensoren nachzupriifen.
Y.Ar@N)(n®h) = Y.(n® Nh)
= Py ,Ma,31., Nh
= NPyMg,g1:h
= NPxSem(n®h)

= NY(n®h) (neF, heN).

Damit folgt unsere urspriingliche Behauptung durch einen einfachen Induktionsbe-
weis. Es ist

Ay, (NN*) NN* —Y,(1x ® NN*)Y;*
= NN* - NYY*N*

= N(ly - YY*)N*

= NAy(lLy)N*,

was die Induktion verankert. Der Induktionsschluf} erfolgt durch eine analoge Rech-

nung.
Damit ergibt sich mit Teil (a)

(APTYNN*)g,h) = (NAP~'(1x)N*g,h)
= (PemuN"g,PcmiN*h) (g,h € N,).

LEMMA 4.9. Sei K ein Hilbertraum, und sei

b
U:IC@S—)(]-'@IC)@&,Uz(a d>
C

eine Kontraktion.

(a) Es sei
g+ X = L(E,K) ,gc(N) = (1x — a* Zg(N)*) 7 ™
Dann ist die Abbildung
Um : Hm @E = K, Kn(, )z - gc(A)z

wohldefiniert und kontraktiv.
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(b) Sei ¢p: X — L(E,E,) definiert durch
dN) =d+ c(1x — Zx(Na) " Zk(Mb - (X € X).
Dann gelten die Identititen (vergleiche Satz 3.3)

Uem = a"(lr @ Wm)Se, i+ Pem
Pg7mM:£ = b*(l}* ® \II’Cym)SE*,m + d*Pg*’m.

BEWEIS.

(a) Sei also 0y : Hpy @ Ex — &, die Punktauswertung in A € X. Nach Lemma 1.7
ist zu zeigen, daf die Abbildung

v: X x X = L(&) , (A, p) = 00, — g (M) gxc (1)

positiv definit ist. Wir wéhlen also endliche Folgen (A;) in X und (z;) in &..
Unter Benutzung der Identitét

gV = a"Z(N) ge(Nz + o

( c* )(d )@ 9Nz ) NeX ,zek&)
(

und der Tatsache, dafl auch

Z<7(Aj7 Ai)zi, $j>

,J

= ZK (A, i) (@i, ) —||Zgic izl
ZK (Aj, Ai) (@i, 2;) —IIZ< i) ® o)z )II2

Zq

a* ) kontraktiv ist, erhalten wir

v

> Em(N, i) (@i, x5) — (Z(d()‘i)ad(/\j»(glC()‘ )zi; gic(Aj)) + <$i>$j>>

i,j 1)

= D En(Aj,A) = Diwia;) =D (1~ %)(Aj;/\i)(gzc@ )%, i (Aj))

i,J i,J

Z( >‘J7>‘ ( ZKl AJ:)‘ xz:$j> - <gl€(>‘ )xuglC(A )J"J>>

1,3

Z( >‘J7>‘ ( Z K AJ:)‘ xz:$j> + <7(>‘j7>‘i)xiaxj>> .

4,

Umformen liefert

S 05 A0, A, )

1Y)
m—1
> Z(l_ _) >‘Ja>‘ Z K >‘Ja>‘ ))<$i7$j>
4]
> 0
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da sowohl 1 — % also auch Zg}l K positiv definit sind, und damit auch ihr
Produkt. Also ist %7 positiv definit, also auch ~ selbst als Produkt positiv
definiter Abbildungen.

(b) Es geniigt, die Gleichheiten fiir alle K,,,(-,\)z (A € X |, x € &,) zu zeigen. Es

gilt somit
Uiem(Km(,\)z) = g\
= a*(d\) ® gc(N)z) +c'x
= a"(1r @ Ui m)SE, 1 (Km (-, A)x) + " Pe, (K (, M)
und
PemMg(Km(,N)z) = Pem(Km(,A)o(A) )

= o(\)z

= b Zx\)(1x — a* Zx(N)*) "'z + d*x

= b"(dN) ®@ gc(N)z) + d*x

= b*(1r @ Uie,m)SE, o (Km (-, A)2) + d* Pe, (K (-, A)).

O

Wir sind nun in der Lage, das Commutant-Lifting-Resultat zu beweisen, wie es im
skalaren Fall fiir m = 1 unter etwas stérkeren Voraussetzungen in [ATa] bewiesen
wurde.

Satz 4.10. Seien N C Hy @ € und Ny, C Hoyp ® € *-invariante Teilrdume. Sei
N € L(N,N.) ein Operator, so daf§

Py, Ma,21:, N = NPyMg, 01.8 (1 € F)
bzw. dquivalent dazu
N* (Mg, o1 v, = Mg, N* (1 € F)
gilt. Es seien Y,Y, definiert durch
Y = Py Se mjron und Ye = Py, Se, m|FonN. -
Dann sind dquivalent:
(i) AY "' (lv, = NN*) > 0.
(ii) Es existiert $ € M(H ® E, H ® ) mit ||My|| <1 derart, dafi
Pe mN* = Pg (M) n,

gilt.
(iii) Es existiert ¢ € M(H®E, H®E) mit [|[My|| <1 derart, daf (Mg) |y, = N*.
(iv) Es existiert € M(H @ E, H® &) mit ||Myl| <1 derart, daff N = Py, Myn
und MiN. C N.

BEWEIS. Wir weisen darauf hin, daf} in den Aussagen (i7) bis (iv) die Abbildung
¢ ein Multiplier in M(H ® £, H ® £,) ist, so dafl der zugehoérige Multiplier

M¢ZH®E—>H®E*
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kontraktiv ist, jedoch liegt ¢ natiirlich auch in M(H,, ® €, H.,m ® Ex), so daf die
Aussagen durchaus sinnvoll sind.

Es gelte nun (7). Wir bezeichnen mit I" den nach Voraussetzung positiven Operator
Ag_l(b\& — NN*). Nach Lemma 4.8 gilt

(Pe,.mg, Pe,,mh) — (Pe.;u N"g, Pe u N*h)

= (AP (ly. — NN*)g,h)

= (AP My, = NN*)g,h) — (Ya(1r ® AP 1y, — NN*)Y/ g, h)
= (2g,T2h) — (1 ®[%)Y g, (Lr ®T2)Yh) (g, h € N,).

Nach Lemma 1.7 ist dann die Abbildung

vy GreTEYERY Piho)
V-D—\/{< Pe, mh )’heN*} - v{<Pg,mN*h> $ he N}

(1 @ L2)Y h R I'zh
Pe. mh Pe uN*h

wohldefiniert und unitir. Wir konstruieren nun eine Kontraktion
UeLN.®E (FoN.)®E&),
indem wir U* = V auf D und U* = 0 auf D' setzen.

Wir schreiben dann

b
U= ( “ p > €ELN,BE,(FoN,) D&
¢
als Operatormatrix und behaupten, dafl
¢: X = L(EE), A d+c(ly, — Zy,(Na) ™ Zn, (\)b

das gesuchte Symbol ist. Nach Satz 3.3 definiert ¢ auf jeden Fall einen Multiplier
in M(H®E,H®E) mit | My|| < 1.

Aus der Matrixdarstellung von U gewinnen wir fiir h € N, die folgenden Identitéiten
I:h = a* (15 ©02)Y h+ " P, nh
Pe.uN*h b*(1F ® T2)Y h + d* Pe, h.

Wir wollen nun zeigen, dafl I'z auf NV, mit der in Lemma 4.9 definierten zu U
gehorenden Abbildung ¥y, ,m € L(H,, ® &, N,) iibereinstimmt. Dazu bilden wir
die Differenz

M =T% — Wy, uw. € LN,
und wir sehen erneut mit Lemma 4.9, daf
Un, i, = 0" (Lr © Wnr )Y + ¢ Pe i,
gilt, da Y.* = (Sg_ )|, ist. Somit ist

M =a*(1F @ M)Y?
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und folglich (da [|a*|] < 1)
M*M = Y.(lr® M*)aa*(1y ® M)Y;
< Yi(lr® M*M)Y?.

Das heifit aber gerade, dafl Ay, (M*M) < 0. Natiirlich ist M*M positiv, so daf
nach Lemma 4.7 M*M =0, also M = 0 gelten muf.

Mit Lemma 4.9 erhalten wir nun

Pe(Mg) v, = V(Ar@Un, mn,)Y +d"Pe, v,
= 0*(1F @T2)Y] +d P, v
= Pf,mN*a
also ist (ii) gezeigt.
Gelte jetzt umgekehrt (ii).

Wir bezeichnen mit I den Operator A’;}:l (1, — NN*). Zu ¢ finden wir nach Satz
3.3 und anschlieflender Bemerkung einen Hilbertraum X und eine Kontraktion

U= ( “ Z) ELKBE (FoK)DE)

derart, dal ¢(A) = d + c(1x — Zx(N)a) "1 Zxc(M\)b (A € X) gilt und daB U* eine
partielle Isometrie mit dem Initialraum

D:\/{(d()‘)@bgK(A)x) cAEX, 2 €&}

x
ist, wenn wir Wi ,, und gx wie in Lemma 4.9 definieren. Wir wollen zeigen, daf}
Ay, (Pn, Ok Yxmiv., —T) =0
gilt. Nach Lemma 4.7 ist ndimlich Ay, injektiv, so daf3 dann
(Chy h) = (Px. Wiy Wic b ) = | Wicmhll? >0 (h € N2
gilt, also T" > 0.
Wir beobachten zuniichst, dafl

( ( (1r @ Vic,m)SE, 9

5 9 € Hm ® &
P&,mg > }

(1]:®\I1}C m)Sg- Km(-,)\):l?
’ x5 i AeX , xeé,
- V{< Pe, Ko, Nz et

C \/{( d(A)®g’C(>\)x> s eX ,zel)

T
= D



2. EIN COMMUTANT-LIFTING-THEOREM 65

gilt. Wir erhalten nun unter Benutzung der Tatsache, da§ U* auf D isometrisch ist,
mit Lemma 4.9 folgende Gleichheit:

<\I!/C,mga \I"IC,mh> + (P&mN*g: PS,mN*h>

_ < \IlIng ql}(’,7mh >
PemMig )"\ PemMh

_ a* (15 ® Uk m)Yig a*t c* (17 ® Uk )Y h >
N b* d Pe. mg "\ dr Pe, mh

_ ([ GreTearg | ((r Tenin ),
PE*,mg ’ Pg*’mh

(1 @ Uk )Y, g, (L @ Ui )Y h) + (Pe, mg, Pe, mh)  (9,h € Ny).

Auflerdem erhalten wir mit Lemma 4.8

<P5*7m97P5*7mh> - <P57mN*g>P5,mN*h>
= (AV.(Ix. = NN%)g, h)
= (Lg,h) = (1@ D)Y g, Y] h) (g9,h € N,).

Aufsummieren dieser beiden Gleichungen liefert fiir g, h € N,

0 = (Timg, Uxmh) — (15 ® Ui,V g, 1r @ Ui, Y )
—(Cg,h) +((Lr @ )Y g, Y, )
= (Av. (Pn. Yk mYi,mn.)g, h) — (Ay. (T)g, h)
= (Av.(Pv Y% Yimv, —1)g, h).

Somit ist Ay, (Pn, ¥k ., Yx,mn, — ') = 0, wie wir zeigen wollten.

Wir haben also die Aquivalenz von (i) und (i) gezeigt. Die Implikation (iii) nach
(ii) ist offensichtlich, ebenso wie die Aquivalenz von (iii) und (iv). Es bleibt also
zu zeigen, daf} (iii) aus (i7) folgt.

Es war vorausgesetzt, daf fiir alle n € F die Vertauschungsrelation
Mg, 1. N* = N* (Mg, g1, )|w.

gilt. Diese folgt dann natiirlich auch fiir die von den Abbildungen d,, (n € F) in
CX erzeugte unitale Algebra, die wir wie frither mit Az bezeichnen, und die, wie
in Lemma 4.2 gezeigt wurde, dicht in #,, liegt. Es ist somit

(N*g,(’y@x)) = M3 ®15N gapc‘,'m )

v

(

(Pe,mN" Mg, g,2)

= (P "/®lg g, )
<M¢g, o1 (1 ® 7))
(

Mig,(vow) (gEN.,, yEAFr, z €E).
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Da Ay C H,, dicht liegt, ist natiirlich auch {y® z ; v € Ax , =z € £} total in
H,, @ &. Es folgt, wie behauptet, dal N* = (M7)n, gilt.

d

Wir notieren schlief$lich einige Konsequenzen des Commutant-Lifting-Theorems.
BEMERKUNG.

(a) Im Falle m = 1 ist die Bedingung A’;}:l(l — NN*) > 0 dquivalent dazu, dafl
N eine Kontraktion ist. Indem wir das Commutant-Lifting-Theorem auf die
Kontraktion MN anwenden, kénnen wir sogar erreichen, dafl ||My|| < ||V]|
gilt.

(b) Mit m = 1, N = H® € und N, = H ® &, liefert uns Satz 4.10 insbesondere,
daf3

{N € L(H REH® g*) ; Md,,@lg*N = NMdn®1£ fiir alle n € f}
genau die Multiplieralgebra
MHEHE)

ist. gilt, bzw. dafl im skalaren Fall der Kommutant von M(H) gerade M(H)
selbst ist.

(c) Wir sahen bereits, daB M(H® E, H®E) C M(Hpm Q E, Hm ® &) gilt. Durch
Satz 4.10 konnen wir nun die Multiplier ¢ € M(H,,, ® £, H,n, ® Ex), die auch in
M(H @ E,H ® EL) liegen, genau durch die Positivitidtsbedingung

AGTH (1= MyMg) >0

charakterisieren.

KOROLLAR 4.11. Sei G ein Hilbertraum, und sei N C H,, ® G ein (nicht notwendig

abgeschlossener) Teilraum. Dann sind dquivalent:

(i) N ist reduzierend.
(ii) Es existieren ein Multiplier ¢ € M(H. ® G), so daf8 My die Orthogonalpro-
jektion auf N ist.
(iti) Es existieren ein Multiplier ¢ € M(Hy, @ G) und eine Orthogonalprojektion
Q € L(G), so daf ranMy = N gilt, und $(\) = Q (A € X) ist.

Insbesondere sind die einzigen reduzierenden Teilrdume von H,, die trivialen.

BEWEIS. Es gelte (i). Da N reduzierend ist, ist es insbesondere abgeschlossen.
Sei Py die Orthogonalprojektion auf A'. Dann erfiillen Py und 1y sg — Py beide
die Voraussetzungen von Lemma 4.8 und Satz 4.10, denn es gilt fir n € F

Ma,016 Py = Py My, 214,
wie man leicht nachrechnet. Ferner ist nach Lemma 4.8
NG (nwg — PYPY) = AL (In,e0 — Fi)
= AT (Wneg — Pa)(In,eg — Pr)*)
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positiv. Nach dem Commutant-Lifting-Satz existiert ein Multiplier ¢ € M(H ® G)
derart, dafl Py = M, gilt. Also gilt (4i).

Da My dann selbstadjungiert ist, folgt
PNEKm(A )z = (Mg (K (-, p)z)) (A)
= (MZ(En(,p)z)) (V)
= KA w)(opw) z) ApeX ,zeg).
Da K nullstellenfrei ist, ist ¢(\) = ¢(u)* fir \,up € X, also folgt insbesondere
d(N)* = ¢(X) (A € X), somit ist also ¢ konstant. AuBerdem ist My eine Projektion;
es gilt
N’z = (Mg(1@w) (\) = (Ms(1®x)(\) =¢(N)z AEX, z€Q),
und ¢(\) ist ebenfalls idempotent fiir alle A € X. Also ergibt sich (iii).

Wir wollen nun (i4) aus (i3¢) folgern. Dazu ist zu zeigen, daf} fiir ¢ wie in (i) die
Multiplikation My eine Orthogonalprojektion sein muf. Es gilt aber

(M (Ko (-, 1)) (N) Kn (A 1) (o(p) ")
= Kn(Ap)(Q)
= PNEn(A p)z
= (Mp(Kn(Nz)(A) (Ape X, zeg).
Da {K,,(-,p)z ; p€ X, v € G} total in H,, ® G ist, folgt M} = M. Ferner ist
MZ(H)X) = 6N F(N) = QF () = My(H(N) NeX, fe€Hn®T),
also ist My idempotent. Wegen ranMg = N mufl M, schon die Orthogonalprojek-

tion auf N sein.

SchlieBlich folgt (i) aus (ii), denn es gilt

Mg, 15(N) = My, 01 My(Hm ® G) = MpMg,01,(Hm © G) C Mg(Hp @ G) =N
sowie

Mj o1,WN) = Mg o1, Mg © G) = MGMG o1 ,(Him ®G) C Mg(Hm @ G) =N,

so dafl A also reduzierend ist, denn als Bild einer Orthogonalprojektion ist es ins-
besondere abgeschlossen.

Der Zusatz folgt, da die einzigen Projektionen in L(C) die trivialen sind.
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3. Nevanlinna-Pick-Interpolation

Das klassische Nevanlinna-Pick-Interpolationsproblem ist folgendes: Gegeben seien
endlich viele Punkte z1,...,z, € D, wobei D die offene Einheitskreisscheibe in C
bezeichnet, und komplexe Zahlen wy,...,w, € C. Wann existiert eine Funktion
Y € H>*(D), die ¢(z;) = w; (i =1,...,n) und ||¢]|e < 1 erfiillt? Ein klassisches
Resultat von Nevanlinna und Pick besagt, dal das genau dann der Fall ist, wenn

die Matrix
N n
<]. — Wiwj )
=277 /) =

Wir bezeichnen mit H? den Hardyraum holomorpher Funktionen {iber I, also den

positiv semidefinit ist.

funktionalen Hilbertraum mit reproduzierendem Kern

1

:DxD—C = .
k:Dx , (z,w) T

Wir formulieren nun obigen Sachverhalt in der Sprache funktionaler Hilbertraume.

Gegeben seien eine endliche Teilmenge £ C D und eine Funktion ¢ : E — C. Dann

sind dquivalent:

(i) ¢ ist ein Multiplier des funktionalen Hilbertraumes Hz, mit ||Mg|| < 1.
(ii) Es existiert ein Multiplier ¢» € M(H?) mit ||[My|| < 1 und ¢ = ¢.

Die Implikation von (i) nach (i) ist immer trivial. Umgekehrt sehen wir mit
E={z,...,zx}und ¢(z;) =w; 1 =1,...,n),

daB (i) nach Satz 1.11 dquivalent dazu ist, dafl die Abbildung
ExE—=C, (z,w) = k(z,w)(1 — ¢(2)p(w))

positiv definit ist, was offenbar dquivalent dazu ist, dafl die Matrix

(“ﬂ): = (e 2)(1 - 62000

1-— Zzz 2,

positiv definit ist. Ferner ist der Multiplierraum von H? gerade H* (D), so daf (i)
dquivalent dazu ist, dafl eine H°(D)-Funktion ¢ mit ||| < 1 existiert, die das
Interpolationsproblem 16st (1/|p = ¢). Dann folgt die Implikation fiir endliches F
gerade aus dem klassischen Resultat von Nevanlinna und Pick.

Dies motiviert die folgende Definition.

DEFINITION 4.12. Seien H C X und H. C EX funktionale Hilbertriume (€,€E.
beliebige Hilbertriume). Wir sagen, daf8 das Tupel (H,H.) die Nevanlinna-Pick-
Interpolationseigenschaft hat, falls zu jeder Teilmenge Y C X und zu jedem Mul-
tiplier ¢ € M(Hy,H.y) ein Multiplier v € M(H,H.) existiert mit 1y = ¢ und
1Myl = [|M]]-
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Mit Hilfe des in Satz 4.10 bewiesenen Commutant-Lifting-Resultats konnen wir nun
zeigen, daf Nevanlinna-Pick-Rdume die Nevanlinna-Pick-Interpolationseigenschaft
haben (was auch den Namen rechtfertigt).

SArz 4.13. Seien &, &, Hilbertrdume, und sei H ein Nevanlinna-Pick-Raum. Dann
hat das Tupel (H ® E,H ® &) die Nevanlinna-Pick-Interpolationseigenschaft.

BEWEIS. Sei Y C X, und sei ¢ € M((H® &)y, (H ® E)y). Wir kénnen ohne
Einschrénkung annehmen, daf || My|| = 1, sonst gehen wir zu dem Multiplier mqﬁ

iiber. Es sei K der reproduzierende Kern von ‘H und
VIK( Nz AeY , zef}CHBE
VK Nz AeY , w e} CHBE..
Da ¢ ein Multiplier mit ||My|| < 1 ist, ist die Abbildung

VXY = L&), (A p) = KA p)(le, = d(N)o(p)7)
positiv definit. Nach Lemma 1.7 existiert daher eine Kontraktion N € L(NN.) mit

N*(K(,Nz) = K(,)o(\)'e (A€ X, z €&.).

Nach Satz 1.12 wissen wir, dafl (X ®E&)y und A sowie (H®E,)y und N, isometrisch
isomorph sind (vermoge der Einschrinkungsabbildung). Unter dieser Identifikation
ist N* offenbar nichts anderes als die Adjungierte der Multiplikation mit ¢, wodurch
wir N ebensogut hétten definieren kénnen.

Wir zeigen nun, daf$ N und N, *-invariant sind. Sei dazu v € M(H). Es gilt
Mg KNz = K(, )N
= YWK(NTeN (AeY,z€f).
Nach Definition von N folgt die Behauptung (entsprechend fiir N.).

Um das Commutant-Lifting-Theorem anwenden zu konnen, genfigt es zu zeigen,
daB fiir alle vy € M(H)

NPyMygionv = Pnv. Myg1., N
gilt, oder dquivalent, dafl

N* M2

*
’Y®1£N

@le. N, =

ist.

Aus Stetigkeitsgriinden geniigt es natiirlich, diese Identitét auf der Menge
{K(,Nz; ANeY | zel.}

zu zeigen. Sei also A € Y | x € &,. Es ergibt sich

Mg N*K( Nz = 7y VE(, NN

= NY(E(,A\)v(N)z)
K(, Nz

= N© M:Yk®1£
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Nach Satz 4.10 finden wir nun einen Multiplier ¢ € M (H ® £, H ® &) mit
[My]] <1 =[[My|| und N* = (M)n. .
Also ist
KA No(N)'w = NY(K(,A\)z)(A)
My(K (-, A)z)(A)
KMNyYpN)'z (AeY | zel,).

Da K (A A) # 0 fiir alle A € X ist, folgt ¢ = 1¢}y. Offensichtlich gilt dann auch
| My|| > || M|, was den Beweis abschlieft. O

Dies gibt einen alternativen Beweis fiir ein Resultat von Quiggin [Qui93], der zeigte,
daf} ein nullstellenfreier Kern K : X x X — C die skalarwertige Nevanlinna-Pick-
Eigenschaft (£ = £, = C) besitzt, wann immer eine Funktion f : X — C existiert,
so dafl die Abbildung

FOT= g XXX ) = ST - g3

positiv definit ist.

Diese Bedingung verallgemeinert augenscheinlich die Annahme, daf§ 1 — % positiv
definit ist. Jedoch folgt das Resultat von Quiggin schon aus dem hier untersuchten
Spezialfall, daf§ 1 — 4+ positiv definit ist:

Sei f: X — C also eine Funktion, so dafl

- 1
fef- e
positiv definit ist. Dann muf} f offenbar nullstellenfrei sein, denn es gilt
1
N > 0 (AeX).
P2 755 >0 (el

Der transformierte Kern

E:XxX—C, (\p) ~ FOENu)f(n
hat dann offenbar die Eigenschaft, dafl die Abbildung 1 — % positiv definit ist, ist
also ein Nevanlinna-Pick-Kern in unserem Sinne.

Da die Abbildungen

XxX=C, \p) = fNf(p)

und

1 1
XxX->C, Mp)— ———

FN) fw)
offenbar beide positiv definit sind, folgt mit Satz 1.11, daB fiir beliebige Hilbertriume

&,&, und eine Teilmenge Y C X die Multiplierrdume
MH@E)y, H®E)y) und M(H®E)y,(H®E)y)

als normierte Rdume iibereinstimmen, wenn H den von K und H den von K gene-
rierten funktionalen Hilbertraum bezeichnen.
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Nach dem oben Gezeigten hat das Tupel (H ® £, H ® &,) die Nevanlinna-Pick-
Interpolationseigenschaft, also auch das Paar (H® &, H ® £,), was die Aussage von
Quiggin beweist.

Aus einer neueren Arbeit von Agler [AMOO] folgt nun auch die andere Implikation:
Sei K : X x X — C nullstellenfreier Kern des funktionalen Hilbertraumes H C CX.
Falls fiir beliebige Hilbertrdume &, &, das Tupel (H ® £,H ® £,) die Nevanlinna-
Pick-Interpolationseigenschaft hat, dann existiert eine Funktion f : X — C, so dafl
die Abbildung f ® f — % positiv definit ist.

Dadurch wird auch die Erkenntnis plausibel, da3 wir, obwohl wir im Besitz eines
Commutant-Lifting-Theorems fiir Potenzen von Nevanlinna-Pick-Kernen sind (Satz
4.10), damit nicht das Nevanlinna-Pick-Problem fiir Potenzen von Nevanlinna-Pick-
Kernen 1osen konnen, da fiir diese im allgemeinen keine Funktion f : X — C

existiert, so daB f @ f — % positiv definit ist.

4. Ein Analogon zum Satz von Beurling

Bekanntlich besitzt der klassische Hardyraum H? iiber der Einheitskreisscheibe I
in C eine Reihe verschiedener Charakterisierungen. Die naheliegendste davon ist,
ihn als die Menge aller auf D holomorphen Funktionen mit quadratsummierbaren
Taylorkoeffizienten, versehen mit der Hilbertraumnorm

00 ) 00
1> a2 |P =) lail?,
j=0 j=0

zu definieren. Natiirlich ist der unilaterale Shift
S:H? = H?, Sf(w) = wf(w)

eine stetige lineare Abbildung auf H? (etwa weil die identische Abbildung einen
Multiplier auf H? definiert). Ein klassischer Satz von Beurling ([Hal67], Problem
125) gibt nun eine vollstindige Charakterisierung der invarianten Teilrdume des
Shifts:

Ein nichttrivialer abgeschlossener Unterraum N C H? ist invariant unter S genau
dann, wenn eine innere Funktion ¢ existiert, das heifit eine Funktion ¢ in H*°(D),
deren Randwerte o-fast iiberall Betrag 1 haben, so daf}

N =ran My = ¢- H?

gilt. Dabei bezeichnet o das normierte Oberflichenmaf$3 auf 0. Zur Existenz des

nichttangentialen Randwertes verweisen wir auf [Rud80], Kapitel 5.

Es ist leicht zu sehen, dafl die Multiplikation mit inneren Funktionen auf H? eine
Isometrie ist. Von Lax und Halmos stammt nun eine Verallgemeinerung des Resul-
tates von Beurling (vergleiche dazu [RR85], Satz 1.12). Ein Operator S auf einem
beliebigen Hilbertraum H heifit nun Shift, wenn

e S isometrisch ist.
o S*MZF 0 (SOT) gilt.
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Ein Operator ® € L(H) heifit S-inner, wenn er mit S vertauscht und partiell iso-

metrisch ist. Das Resultat lautet nun:

Ein abgeschlossener Unterraum N C H ist invariant fiir den Shift S genau dann,

wenn ein S-innerer Operator ® € L(H) existiert mit ran ® = N.

Wir beobachten insbesondere, dafl wir in dieser allgemeineren Situation die Isome-

trie des inneren Operators zugunsten der partiellen Isometrie aufgeben miissen.

Motiviert durch diese Beobachtungen wollen wir nun einen &hnlichen Satz in fol-

gender Situation beweisen.

SituaTION (E). Sei H C CX ein Nevanlinna-Pick-Raum mit reproduzierendem
Kern K, m € N, £ ein Hilbertraum. Wir fizieren eine Faktorisierung d : X — F

von 1 — % (F ein geeigneter Hilbertraum), das heifit, es ist

1

(1= 72 m) = {d(p),dN) (A p € X).

Weiter sei die Abbildung Sgm € L(F @ (Hm ® E), Hm @ ) wie in Lemma 4.3
erklart.

Wir bendtigen einige vorbereitende Uberlegungen.

DEFINITION 4.14. Sei N € L(Hp ® &) beliebig. Ein Paar (D, ¢) bestehend aus
einem Hilbertraum D und einer Abbildung ¢ € M(H;y, @ D, Hy, @ E) heif$t Fakto-
risierung von N, falls N = MyMF gilt. Eine Faktorisierung (D, ¢) heifst minimal,

falls zusdtzlich
D:\/{d)()\)*x; AeX,zef}
gilt.
BEMERKUNG. Sei N € L(H,, ® £) ein Operator.
(a) Sei (D, ¢) eine Faktorisierung von N. Dann gilt

|My||* = ||N|| und ran N C ran My C ran N.

(b) Seien (D, ¢) sowie (D', ') zwei Faktorisierungen von N. Dann existiert eine

unitire Abbildung
U:\[{oN)'z; xeX , zeét - \[{e(W)'z; AeX, z€é)}
mit
Up(N)"=¢'(N)" (A e X),
also insbesondere eine partielle Isometrie V : D — D', die isometrisch ist, falls
(D, ¢) minimal ist, und surjektiv, falls (D', ¢') minimal ist.
BEWEIS. Die Gleichheit ||My||? = ||N]| in (a) ist klar. Ferner gilt

ker Mg = ker N = ker N*,
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wie man leicht verifiziert (IV ist notwendigerweise selbstadjungiert). Das ist dquiva-

lent dazu, dal ran My = ran N gilt. Die Inklusion ran N C ran M, ist trivial.
Zum Beweis von (b) zeigen wir, daff die Abbildung

VX XX = L&), v(A ) = d(N)d()" = ¢' (N (1)*

verschwindet, denn es gilt

Kn\p)y(\,pz = (M¢M¢ S 10)T — My M3 K (-, p)z) (A)
(NEKn(, ) = NEKp (- p)z) (A)
0

ANpeX, xzef),

und K, (A, p) # 0 fir A\,p € X. Nach Lemma 1.7 folgt die Wohldefiniertheit und
Isometrie der Abbildung U. Da U als Isometrie abgeschlossenes Bild hat, ist es auch
surjektiv. Die tibrigen Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus den Definitionen.

O

LEMMA 4.15. Sei N € L(Hy, ® £). Dann sind dquivalent:

i) AT (N) ist ein positiver Operator.
Se,m
(ii) Es existiert eine Faktorisierung von N.

(i1i) Es existiert eine minimale Faktorisierung von N.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, daf (ii¢) aus (i) folgt. Dazu definieren wir
A= (AL, (N)? € L(Hn ©¢)
und D = ranA. Es sei ferner ¢ : X — L(D, &) gegeben durch
P(A) =dx 0 A\D:
wobei
M Hn®E = E

die Punktauswertung in A € X bezeichnet. Es gilt dann offensichtlich ¢(\)* = Ad3,

also

Es folgt
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BNG) T = A2 (Ko 1))
= 0 (AL (V) (Kl m)2)
= 0 (ALLV) = Sen(lr 0 AZH(N)SE,, ) (B 0))
= Oy (AL (N Ko 1)7) = Mayo1 AL (V) (Ko 1)) )
= AL (Ko 1)2) = (), d)ONAZ L (N) (Ko (- 1))
1

- Ea;ﬁ&(Ag;mdmeumm

also

BND) =

—_— * X .
m(/\,,u)(SAN(S“ ANpeX, zef)

Wir haben nun zu zeigen, dafl ¢ tatséichlich einen Multiplier definiert. Die Abbildung

XXX 5 LE), (hw) o Knlp) (IN] 12— 6()6(00)°)
= KnO) (1IN 16 = NG}

m (A )
= (N - 1y, 0e — N) o,

ist positiv definit, da die Abbildung || N||-1%,,s— N positiv ist, denn durch iteriertes
Anwenden von Lemma 4.7 folgt aus der Positivitdt von A% (N), dal auch N
positiv ist. Also ist ¢ € M(Hy, @ D, Hyn Q E).

Nun gilt

(Mo MG (K (- w)z)) (A) (Mo (Km (-, )¢ (p) ")) (A)

PN Em (A, p)d(p)* @
= NI
= (N(Km(ap’)x)) (>‘) (Aall’ €X,z¢€ E):

also MyM7$ =N, da {K,(-,p)z; p € X, v €&} in Hy @E total ist.
Die behauptete Minimalitdt folgt aus der Konstruktion von ¢, denn es gilt
VieWz; xeX, zeé} = \J{AKn(,Nz); Ae X, z €&}

= ran A

= D.
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Die Implikation von (4i7) nach (i7) ist trivial. Gelte nun (éi). Der Operator My
geniigt gewifl der Vertauschungsbedingung

M¢Mdn®113 = Mdn®1g Mg (neF),
so daff nach Lemma 4.8 der Operator AY, (MgMy) positiv ist. O

DEFINITION 4.16. Eine Abbildung ¢ € M(Hy, @ D, Hpm ®E) heifit inner, wenn My
eine partielle Isometrie ist.

Wir sind jetzt in der Lage, das zentrale Resultat zu formulieren.

SATZ 4.17. Sei N C H,, ®E ein (nicht notwendig abgeschlossener) Teilraum. Dann
sind dquivalent:

(i) N ist invariant (insbesondere abgeschlossen), und die Orthogonalprojektion
Py von Hy, ® € auf N erfillt die Positivititsbedingung AT, (Py) > 0.
(ii) Es existieren ein Hilbertraum D und eine innere Abbildung

pEMHp D, Hpy, ®E),
so daff N'=ranMgy und Py = My M gilt.

BEWEIS. Die Implikation von (i) nach (i7) folgt unmittelbar mit Lemma 4.15.
Denn damit erhalten wir einen Hilbertraum D und eine Abbildung

€ MHpym @D, Hpy, RE)

mit MyMj = Py. Da N = ran Py abgeschlossen ist, ist N = ran Py = ran M
(vergleiche die Bemerkung vor Lemma 4.15). Da MM, 5 offensichtlich eine Projek-
tion ist, ist My eine partielle Isometrie, also ¢ inner. Gelte umgekehrt (i7). Da M,
eine partielle Isometrie ist, ist N = ranMy abgeschlossen. Fiir n € F gilt

Ma,e1e N = Mg,@1:My(H ®D)
= MgMgy,01,(H ®D)
C My(H®D)
= N,
also ist AV invariant. Nach Lemma 4.15 folgt dann
Sem (PN) =AY, (MyMg) > 0.
O

Wir werden nun zeigen, daf§ im Fall m = 1 die Positivitédtsbedingung Aglg’m (Py)
des letzten Satzes automatisch erfiillt ist. Wihrend, wie wir frither (im Beweis zu
Korollar 4.11) gesehen haben, Projektionen auf reduzierende Teilrdume diese Bedin-
gung auch fiir m > 1 automatisch erfiillen, ist unklar, ob dies auch fiir Projektionen
auf invariante Teilrdume richtig ist.

LEMMA 4.18. Sei G ein Hilbertraum, und sei N C H,,, ®G ein invarianter Teilraum.
Sei Py die Orthogonalprojektion auf N'. Dann ist der Operator Ag, . (Py) positiv.
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BEWEIS. Da A invariant ist, ist Sg_,(F ® N') C N; somit gilt

PnSgm(lr ® Py) = Sgm (17 ® Py),

und wir erhalten

Asg,.(Pv) = Py —Xsg,, (Py)
= Py —Sgm(lr® Py)(1r ® Py)Sg
= Py — PySgm(17 ® Py)(17 ® Pn)Sg . Pn
= Py (n,06 — Bsg.,. (Pnv)) Py
= Py (Asg,.(1n,.06)) Py + Py (Esg.,., (194,06 — Pxv)) P,

was ein positiver Operator ist, da sowohl Ag, . (13,,0g) als auch 1y, gg — Py
positiv sind und Y, . positiv ist. |

Aus Satz 4.17 und Lemma 4.18 erhalten wir folgenden Satz vom Typ Beurling-Lax-
Halmos, wie er in dhnlicher Form von [MTO00] und [GRS] bewiesen wurde.

KOROLLAR 4.19. Sei N C H ® £ ein (nicht notwendig abgeschlossener) Teilraum.
Dann sind dquivalent:

(i) N ist invariant (insbesondere abgeschlossen).

(ii) Es existieren ein Hilbertraum D und eine innere Abbildung
PpEMHRIDHRE),
so daf N = ranMy und Py = MyM} gilt.

In [MTO00] wird dieser Satz fiir eine etwas grofere Menge von reproduzierenden
Kernen direkt bewiesen, jedoch &8t sich das dort gezeigte Resultat zumindest im
Fall nullstellenfreier Kerne auch leicht aus Korollar 4.19 ableiten, was wir an dieser
Stelle jedoch nicht beweisen werden.

Abschliefend beantworten wir eine offene Frage, die von McCullough und Trent in

[MT00], Conjecture 5.1 aufgeworfen wurde.
Dazu benoétigen wir folgendes Lemma iiber die Verkettung partieller Isometrien.

LeEMMA 4.20. Seien F,G,H Hilbertriume und A € L(G,H) sowie B € L(F,Q)

partielle Isometrien. Dann sind dquivalent:

(i) AB ist eine partielle Isometrie.
(i1) B*(kerA) C ker(AB).
(”l) (APranB)\kgrA =0.

BEWEIS. Bedingung (i) ist dquivalent dazu, dal AB|(;c,4p)+ isometrisch ist. Da
(kerAB)t C (kerB)* gilt und B auf (kerB)* isometrisch ist, ist das dquivalent
dazu, dafl A auf B ((kerAB)J‘) isometrisch ist. Das wiederum ist dquivalent dazu,
daB8 B ((kerAB)*) C (kerA)* gilt, was offensichtlich genau dann der Fall ist, wenn
(ii) gilt. Die Aquivalenz von (ii) und (iii) folgt einfach daraus, da P,,,p = BB*
gilt. O
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Satz 4.21. Seien M C N C H ® £ inwvariante Teilrdume. Seien D ein Hilber-
traum und ¢ € M(H @ D,H ® &) eine innere Funktion, so daff N' = ran My gilt
(nach Korollar 4.19 existent). Dann existieren ein Hilbertraum D, und eine innere
Funktion ¢ € M(H ® Di, H @ D), so daff ¢p € M(H @ D, H QE) inner ist und
M =ran Myy sowie Pyg = Moy My, gilt.

BEWEIS. Es bezeichne M = Md)_l(/\/l) C H ® D. Dann ist M natiirlich abge-

schlossen und sogar invariant, denn ist n € F und f € M , dann gilt

MyMa, @1 f = Ma,1: Mo f € M,
da M invariant ist. Nach Korollar 4.19 existieren ein Hilbertraum D, und eine
innere Funktion ¢ € M(H ® D,,H ® D), so dal M = ran My und Pg; = My M,
gilt.

Da M eine Teilmenge von ran My ist, gilt M¢(/W) = M und daher

ranMyy = ranMy My = Mg(M) = M.

Wir wollen nun zeigen, dafl MyM, eine partielle Isometrie ist. Nach Lemma 4.20
geniigt es zu zeigen, dafl

(M¢PA7)|1€6TM¢ =0
gilt. Doch das ist offensichtlich der Fall, da kerMgy trivialerweise in M enthalten
ist. Somit ist My, eine partielle Isometrie, was zu zeigen war. O

Das beantwortet Conjecture 5.1 in [MTO00] im Spezialfall, dafl 1 — % positiv definit
ist, der dort betrachtete allgemeine Fall folgt jedoch vollig analog.






KAPITEL 5

Modellsatze

1. Der Raum HY

Das wohl am besten studierte Beispiel eines funktionalen Hilbertraumes ist der
Hardyraum {iber der Einheitskugel im CV. Fiir m > 1 definieren wir den Raum
H}Z\,7m als die Menge aller auf By holomorphen Abbildungen, deren Taylorkoeffizi-

enten beziiglich der Gewichte

(m+ |yl = 1!

_ N
quadratsummierbar sind, also
H}Z\ﬂm = {f = Z G’WZ’Y ) Z p (,}/)|a’Y|2 < OO}

yeNY yeNY

Die Gewichte p,, () sind nichts anderes als die Koeffizienten der Taylorentwicklung

der Funktion

R SR, 2o (;>
1_Zi:1$i

um den Punkt 0. Es ist leicht zu sehen, dafl H}Zv,m mit dem Skalarprodukt

<Z ay2", Z by2") = Z : ayby

yENY yENY vENg’pm(v)

zu einem Hilbertraum wird, der sich vermége der Abbildung

=

By > PO, Y st ()
’YEN(Z)V pm(r)/) fyeNéV

mit dem Raum der quadratsummierbaren Folgen [?(N}') identifizieren 1.

Ferner liegt fiir w € By die Abbildung

ENm(w) :By = C, 2+ <ﬁ>m =Y oy

yeNY

79
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in HY ,, mit
1 m
2 2
)l = 3 ol = (=)
yeNY

Es gilt fir f = 3- cyy 427 € H} o

rrnmw)) = S —apm(y)e?

was H . zu einem funktionalen Hilbertraum mit reproduzierendem Kern
,

1 m
KN,m ]BN X]BN —)(C, (Z,'U]) — <m>

macht. Wir schreiben

H% statt H}Z\,71 und Ky statt Ky

und stellen fest, dal xy ein P-Nevanlinna-Pick-Kern ist, denn es gilt

(1—— Zzlwl (z,w € By ),

was offenbar positiv definit ist. Eine Faktorisierung von 1 — ﬁ ist

dN:IBN—HCN,z»—)E,

und man sieht, daf H?V ein maximaler P-Nevanlinna-Pick-Raum ist. Wir weisen
ferner darauf hin, daf} unter Benutzung der frither fiir Potenzen von Nevanlinna-

Pick-Kernen eingefiihrten Schreibweise

EN,m = (EN)m = K

sowie

gilt. Wir bemerken auflerdem, daf3 der aus der Funktionentheorie bekannte Hardy-
raum, das heiflt der funktionale Hilbertraum, der sich via Poissontransformation
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mit dem Abschluf der analytischen Polynome in L?(c), wobei o das normalisierte

Oberflichenmaf} auf OBy bezeichnet, identifizieren 18t, der Raum HR v ist.

Fiir einen beliebigen Hilbertraum & konnen wir ferner den Raum H?Vm ® £ be-
trachten, also den funktionalen Hilbertraum mit reproduzierendem Kern £y, - l¢.
Man priift leicht nach, da8 es sich dabei gerade um den Raum aller £-wertigen
holomorphen Funktionen auf By handelt, deren Taylorkoeffizienten beziiglich der
Gewichte pp,(v) absolut quadratsummierbar sind (in vollstindiger Analogie zum
skalaren Fall). Das Skalarprodukt auf Hy; ,, ® € ist gegeben durch

(Z Ty27, Z yy27) = Z %(x’y:yﬁ-

yENY yENY yENY pm (7

2. Einbettungssitze

Wie wir bereits gesehen haben, sind fiir m > 1 die Réume HY,, Standardbei-
spiele funktionaler Hilbertrdume, deren reproduzierende Kerne Potenzen von P-
Nevanlinna-Pick-Kernen sind. Wir wollen nun zeigen, daf§ sich umgekehrt fiir einen
P-Nevanlinna-Pick-Raum H der Raum H,, als Teilraum von le\’vm mit geeigneter
Wahl von N € N auffassen 1&f3t.

Wir fixieren folgende Situation:

SITUATION (F). Sei D C C" offen und sei H ein P-Nevanlinna-Pick-Raum iber
D. Es sei K : D x D — C der reproduzierende Kern von H, und sei

d:D—CN, d(z) = (pi(2),

eine Faktorisierung von 1 — % mit geeigneten Polynomen p; (1 <i < N), das heifst,
es gilt

1
(1~ )z w) = (d(w),d(z)) (z,w€ D).
Wir bezeichnen mit b € O(D,CN) die Abbildung

b:D—=CN | 2 d(2) = (pi(2)Y,.

Der oben angekiindigte Satz lautet nun:
SATz 5.1. Sei m > 1. Dann ist die Kompositionsabbildung
w:H]QV,m—VHm, fr=>fob

wohldefiniert und kontraktiv. Die adjungierte Abbildung w* ist isometrisch, und es
gilt ran w* = HY ,, (b(D)). Es gilt die Identitiit

W Ky (-, w) = knm(,b(w)) (w € D).

BEWEIS. Sei f € HY . Dann ist die Abbildung

DxD—=C, (zw) = |fI*Kn(z,w) — f(b(2)) f(b(w))
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positiv definit, denn es gilt

1P Kon) = SOENTO@) = I (=

) - J0ET0w@)
= [IfIPrnm(b(2),b(w)) = f(b(2)) f (b(w)),
was offensichtlich positiv definit ist, da die Abbildung
b(D) x b(D) = C, (z,w) = |fIPrnm(z,w) = f(2) f(w)

nach Voraussetzung positiv definit ist. Nach Satz 1.9 ist dann f o b € H,, mit
[1f o bll < [I]]-

Nun gilt

(f;LU*Km(':w))

(fOb,Km(-,’LU)>
f(b(w))
(f: K'N,Tn(ab(w)» (f € HIZV,m , WE D):

also
W Koy 0) = Ky (-, b(w))  (w € D).

Damit erhalten wir

(Ww K (+,2), K w)) = (knm(-,b(z

= (Kn(,2),Kn(,w)) (z,we D).

Da {K;,(-,w) ; w € D} total in H,, ist, folgt ww* = 1y, , also ist w* isometrisch,
hat also abgeschlossenes Bild, also ist ran w* = Hy; . (b(D)).

O

Nach Satz 1.12 ist der Raum H3,, (b(D)) gerade das orthogonale Komplement des
Kernes der Einschriankungsabbdildung

p- HJQV,m - (HJQV,m)b(D) ) f = f\b(D)

Wir erinnern daran, da (HZ;,,)s(p) den funktionalen Hilbertraum iiber b(D) be-
zeichnet, der von der Einschrinkung des Kernes sy ., auf b(D) x b(D) generiert
wird. Da b(D) im allgemeinen eine ,kleine“ Menge (sogar ein Graph) ist, ist, zu-
mindest aus funktionentheoretischen Griinden, nicht zu erwarten, daff b(D) eine
Eindeutigkeitsmenge fiir Funktionen aus HJQV’m ist. Das heift, p ist im allgemeinen
nicht injektiv, also ist HR ,,(b(D)) im Normalfall ein echter Teilraum von HY, .
Da sich die meisten Ergebnisse iiber den Raum H 12\,7m nicht einfach auf Unterrdume
iibertragen lassen, liefert die hier aufgezeigte Darstellung von H,, in HY ,, keinen
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Ersatz fiir Erforschung der P-Nevanlinna-Pick-Raume, gestattet jedoch in manchen
Situationen eine deutlichere Sicht der Zusammenh#nge. Davon wollen wir im folgen-
den Gebrauch machen, um Modellsétze, wie sie in [MV93] und [Pot96] bewiesen

wurden, in allgemeiner Form fiir gewisse P-Nevanlinna-Pick-R&ume zu erhalten.

3. Der Modellsatz

Die einfachste Form des Modells, das wir beweisen wollen, ist die wohlbekannte

coisometrische Erweiterung von Kontraktionen:

Zu jeder Kontraktion 7" iiber einem Hilbertraum H existieren ein Hilbertraum C
und eine unitéire Abbildung R € L(K) sowie eine Isometrie V : H — (H>*®@ H) ® K,
so daf

VI =(M,®1g)*"®R)V
gilt, wobei M, die Multiplikation mit M. auf dem Hardyraum H? = H}, bezeich-
net. Also ist jede Kontraktion unitéir dquivalent zu einer Einschriinkung der Summe
eines Riickwirtsshiftes und eines unitiren Anteils auf einen Teilraum, der invariant

fiir diese Summe ist.

Falls die Folge (T%)en SOT gegen 0 konvergiert, dann kann man K = {0} wiihlen,

und T ist unitér dquivalent zu einer Einschrinkung des Riickwiirtsshifts auf H2® H.

Von Miiller und Vasilescu stammt die mehrdimensionale Verallgemeinerung dieses
Satzes. Der Begriff der Kontraktivitit eines Operators geht dabei tiber in die so-
genannte sphirische Kontraktivitidt. Ein vertauschendes Tupel T € L(H)™ heifit

sphirische Kontraktion, wenn
n
> T <1m
i=1
gilt, oder dquivalent, wenn die Abbildung
H = H" | hvs (L),
kontraktiv ist. Es treten ferner hohere Positivititsbedingungen auf. Es bezeichne

Yr € L(L(H)) die Abbildung

n
L(H) = L(H) , S+ Y T7ST;.
i=1
Dann heifit eine Abbildung m-Kontraktion, falls die Abbildungen

() — 27)™(1g) und (1) — 27)(La)

positiv sind. Damit sind die 1-Kontraktionen genau die sphirischen Kontraktionen.

Entsprechend heifit ein Tupel sphérisch isometrisch, falls

n
Y TrT =1y
i=1
bzw. (mit v, (z,w) = k,(z,0))

L (Lo, Re) (1) = 0

Tn
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gilt. Analog zum eindimensionalen Fall, wo ein Operator genau dann unitér ist, wenn
er isometrisch und normal ist, heiflt ein Tupel sphérisch unitéir, wenn es sphérisch
isometrisch und normal (das heifit normal in jeder Komponente) ist. Ferner ersetzen
Vasilescu und Miiller den Raum H? durch H? . und M. durch das vertauschende
Tupel (M;,)", und erhalten den Modellsatz (zum Beweis sieche Theorem 9 und 11
in [MV93)).

SATZ 5.2. Sei T € L(H)" eine m-Kontraktion (m > 1). Dann existieren ein Hil-
bertraum K und eine sphdrisch unitire Abbildung R = (R;)1, € L(K)™ sowie eine
Isometrie V : H — (H? ,, ® H) ® K, so daff

VT = (M, ©1g)* & R)V (1 <i<n)

gilt. Gilt
Sk(ly) 50 (SoT),

dann kann man K = {0} wdhlen, und T ist unitir dquivalent zu einer Einschrinkung
von (M, ® 1g)*.

SITUATION (G). Es sei D C C" und H C CP ein mazimaler Nevanlinna-Pick-Raum
mit reproduzierendem Kern K. Es bezeichne d: D — CN (mit N € N geeignet)
eine polynomielle Faktorisierung von 1 — 4=, also

(dw), d(z)) = (1 - 2)(zw) (e D),
und
) = )Y, (€ D),

wobei die p; Polynome sind. Es sei ferner
b:D = CN | 20 (pi(2) Y.
Wie bisher sei C : D x D — C definiert durch

C(z,w) = K(z,w) (z€ D, weD).

Wir fizieren nun m > 1. Es bezeichne w die Kompositionsabbildung
HY o = Hm s fr>fob
aus Satz 5.1 und p die Einschrinkungsabbildung

H]2V,m - (HJQV,m)b(D) ) f = f\b(D)

Wir fixieren auflerdem einen Hilbertraum H und einen vertauschenden Multiopera-
tor T € L(H)", so daf§

(%(LT*,RT)>m (1) und %(LT*,RT)(IH) >0

gilt, oder dquivalent, daff das Tupel (p;(T))Y., eine m-Kontraktion ist. Es sei

1
Yr:L(H) = L(H) , SH(I_E)(LT*,RT sz “Spi(T
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Es bezeichne ferner D(Tm) € L(H) den Defekt

D™ = ((1pe — ET)m(lH))% = <Cm (LT*’RT)(IH)>

p(z)" =pi(z)" - pn ()N (2 €CY)
I;(z) = 1(2‘)71 -----p}v(z)VN (ZE(C”)
p(T)’Y =m (T)’Yl ..... pN(T)’YN_

v
v

Wir konstruieren nun in Analogie zu Miiller und Vasilescu den zweiten Anteil des
Modells.

LEMMA 5.3.

(a) Die Folge (5 (1)) ren konvergiert SOT gegen einen positiven Operator Q.
(b) Es existieren ein Hilbertraum IC, ein vertauschendes Tupel R € L(K)™ sowie
ein stetiger linearer Operator Vo : H — K, so daf gilt
o 5(Lgr-,Rg)(1g) =0 (das Tupel (p;(R))N., ist eine sphérische Isometrie).
o [V2hl]> = (Qh,h) (h€ H).
e LTI, =RV, (1<i<n).

BEWEIS. Zum Beweis von (a) zeigen wir, daf die Folge (X% (1z))ren monoton

fallend und nach unten durch 0 beschrinkt ist, es gilt ndmlich

S5(le) =S5 (1e) = Z5(a — So(lk))
> 0,

da 1y — X7 (1g) nach Voraussetzung positiv und Y offensichtlich ein positiver
Operator ist. Also gilt

0< 2 (1y) <Bp(ly) <1y (kEN).
Somit existiert ein Operator @ € L(H) mit 0 < Q < 1g, so dafl
(S5 (Lm)ken = Q (SOT).
Das beweist Teil (a).
Sei nun M = ker Q. Es definiert
(9+M,h+M)=(Qg,h) (g,h€H)
ein Skalarprodukt auf H/M. Wir bezeichnen mit V5 die kanonische Abbildung
H—H/M, g g+ M.

Mit
k
k(1) = <(1—é)(LT*,RT)> (1g)

_ (1 - é)k (Lz+, Re)(1n)
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und )
(1—5)’“(2710): > p(Mp(z)p(w)
'YGNIOV7 "lek
erhalten wir
IVaTihl|> = (QTih, Tih)
= lilgn(El}(lH)Tih,Tih)
= lim > i ({((T))* p(T) T, Tih)
lv|=k

= tim 3 () Tep(T) R

[v|=k

< TP lim > p({(@(T))*p(T) R, h)
lv|=k

= [ITI*(Qh, k)
= |TiPIVehl® (he H,1<i<n).

Das zeigt sofort, dafl die Abbildungen
Ri:H/M - H/M , h+Mw—Th+M (1<i<n)
wohldefiniert und stetig sind mit ||R;|| < ||T3]|-

Wir bezeichnen nun mit K die Vervollstindigung von H/M und ebenfalls mit
R; (1 <i < n)und Vs die stetigen Fortsetzungen der entsprechenden Abbildungen
auf IC.

Nach Konstruktion gilt
VoT; = R;Va (1 <i<n),
also erst recht

Vopi(T) = pi(R)V2 (1 <i < N).

Es bleibt zu zeigen, daf das Tupel (p;(R))Y., eine sphirische [sometrie ist. Zunéchst
gilt

ZIIVm )l

N

— Z(Qpi(T)h,pi(T)h)

i=1

N
= Zlil?(E’%(IH)pi(T)h,pi(T)m

N
Z lpi(R)Vahl®
=1

= hm sz ET 1H pz(T)h>h>
= 11,5n<2’%“h,h>

= (Qh,h)
= |V2nl* (b€ H).
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Da ranV, C K dicht liegt, folgt schon fiir alle x € K

N
Y lpi(R)zll” = |||,
i=1

was gerade bedeutet, dal das Tupel (p;(R))Y, eine sphiirische Isometrie ist.
d

BEMERKUNG. Das hier erhaltene Tupel (p;(R))Y., ist gerade die sphérische Isome-
trie, die man im Modell von Miiller und Vasilescu fiir die sphirische Kontraktion
(pi(T))N, erhiilt.

Wir behandeln nun den ersten Teil des Modells.

LEMMA 5.4.

(a) FEs existiert eine stetige lineare Abbildung
U:H—H},,@H, (Uh)z) =Y. pu(y)2" DY p(T)"h.
yeNY
(b) Es sind dquivalent:
(i) ran U C Hy; ,,,(b(D)) ® H.
(ii) (kerp) ® H C ker U*.
In diesem Fall gilt fiir die Abbildung

ViiHoHooH, Vi=wolg)U
o [|[Vih|? =[|UR|]* = [|h||* — im(Zk (1g)h,h) (k€ H).
o Vipi(T) = (M, @ 15)* V1.

BEWEIS. Zum Beweis von (a) verweisen wir auf [MV93], Lemma 8. Es ist
leicht einzusehen, daf die dort beziiglich der m-Kontraktion (p;(T))Y., konstru-
ierte Abbildung V gerade die hier definierte Abbildung U ist, wobei die unitére
Identifikation

‘ 1
PNy) = HJZV,m ) (Cv)weN{;’ = Z Pm(7)2cy2”
yeNY

zu beriicksichtigen ist. Wir erhalten so, dal U wohldefiniert ist, daf§

IUR|? = [|l* = lim(35.(La)h, h) - (h € H)

(wobei der Limes nach Lemma 5.3 existiert) und

Upi(T) = (M., ®1g)*U (1 <i<N)

gilt.

Wir zeigen nun die Aquivalenz der Aussagen (i) und (i7). Aus Satz 1.12 wissen wir,
daB (ker p)*- = HR,,(b(D)) gilt. Wegen (ker p)* ® H = (ker p© H)* und da
(ker p® H)* abgeschlossen ist, ist (i) dquivalent dazu, daf ran U C (ker p® H)*
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gilt. Nun gilt aber auch ran U = (ker U*)*, woraus die Behauptung unmittelbar
folgt.

Wenn nun (i) oder (ii) gilt, liegt das Bild von U im Initialraum der partiellen

Isometrie w ® 1y, so dafl
ViRl? = [URI* = [|R]]* = im(S5 (1i)h, b} - (h € H)
gilt.

Wir bemerken nun, dafl nach Lemma 3.2 die Abbildungen p; = d,, (1 < i < N),
wobei e; der i-te Einheitsvektor in CV ist, natiirlich Multiplier auf #, erst recht auf

‘H,n definieren, so daf die hier formulierte Aussage Sinn ergibt.

Wir beweisen nun zunéichst fiir 1 < i < N die Identitét
WMz, o)) = Mpimz, o)

Es gilt ndmlich

wMZ (En,m(5b(w)) = w@i(w)en,m(:,b(w))

= Miw(Enm(,bw))) (we D).

pi

Da {kN,m(-,b(w)) ; w € D} natiirlich total in Hy ,, (b(D)) ist, folgt die Behauptung
aus Stetigkeitsgriinden.
Damit erhalten wir
Vipi(T) = (w®1g)Upi(T)
w®ly)(M,, @ 1y)"U
My, @ 1g)"(w® 1)U
My, ®1g)*Vi (1 <i<N),

~ o~ o~ o~

was den Beweis abschlief3t.

O

Wir wollen nun Situationen finden, in denen die Bedingungen in Teil (b) von Lemma
5.4 erfiillt sind. Dazu benutzen wir, dafl die Abbildungen b, d als Einschrinkungen
von Tupeln von Polynomen eine natiirliche Fortsetzung auf ganz C* besitzen, die
wir im folgenden ebenfalls mit b, d bezeichnen.

DEFINITION 5.5. H,,, heifst von aufen approzimierbar, falls ein Netz (¢;)icr von
holomorphen Abbildungen

d)i :U; — By (Ul D) M oﬁen}

existiert, so daf gilt

o (fodi)y € Hyp und (fo ¢)) sy — f in Hy, fiir alle f € Hy ..
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e Fiiri € I existiert eine holomorphe Abbildung
i : Di — C* mit ¢; ob = bo;, wobei D; = b (U;) ist.

BEMERKUNG.

(a)

(b)

In diesem Fall gilt automatisch
Di>{z€C"; [ld(z)|| <1} > D,

denn falls ||d(z)|| < 1 ist, so ist b(z) € By C U;, also z € b~1(U;) = D;.
Fiir alle ¢ € I gilt ¢;(D;) C D, denn ist z € D;, dann ist b(z) € U; und damit

bovi(z) = ¢i o b(2) € By,

und da H maximal war, folgt ¢;(z) € D.

LEMMA 5.6.

(a)
(b)

Sei Hy, von aufen approximierbar. Dann ist die Bedingung (i1) aus Teil (b) von
Lemma 5.4 erfillt.
Es seien alle p; (1 < i < N) homogene Polynome. Dann ist H,, von auflen

approximierbar.

BEWEIS.

Wir zeigen zunéchst: fiir V O By offen, f € O(V) mit fis, € HR ,, und h € H
gilt

U*(flay @ 1) = F(((pi(T)X1)") DS h.

Dazu wihlen wir r > 1 so, dal rBy C V gilt. Da rBy ein vollstindiger Rein-
hardtbereich ist, existiert eine eindeutige Folge (ay),eny in C, so dafl

flz) = Zaw‘” (z € rBy)

ist, wobei die Konvergenz kompakt gleichmiig auf rBy ist. Da fiz, € HY ,,
gilt, ist

(U (fex @0),9) = (i ®h Y pm(7)2" ® DY p(T)g)

S i o (7)27)(h, DY p(T)g)

3" a (p(T)")* DY h, g)

= (f(((T)HX)) DY h,g) (g9 € H),

denn als sphérische Kontraktion hat das Tupel (p;(T))Y, nach Lemma 3.9

Spektrum in By, und die angegebene Entwicklung von f konvergiert kompakt
gleichmiiBlig auf einer Umgebung von By . Sei nun f € kerp und h € H. Dann
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gilt
U*(f®h)

lign U ((fodi)py ®h)
= tim(f o 6:)(((p;(T))}2)") D"
= lim(f o ¢ 0 b)(T") D"

= lim(f obowy)(T*) DY h
= 0,

denn fobo; =0 auf D; und o(T*) C D;, da nach Lemma 3.9
o(T*) c{ze€C"; |ld(2)]| < 1}

gilt. Somit ist (kerp) ® H C kerU*.
(b) Es sei nun v; der Homogenitéitsgrad von p; (1 < j < N). Wir indizieren das
gesuchte Netz nun iiber das Intervall (0, 1) mit der gewohnlichen Ordnung. Mit
o U ={2€CV; (riz), € By},
o 6o(x) = (Miz), (z€U),
e D, = b_l(Ur)a
e Y.(z)=r-z (z2€D,)
sehen wir dann, daf3 #,,, von auflen approximierbar ist.

Wir formulieren nun unseren Modellsatz.

SATZ 5.7. Es sei H,, von aufen approzimierbar. Dann existieren ein Hilbertraum

K, eine Isometrie
ViHo>MHnoH)®K

sowie ein vertauschendes Tupel R € L(K)™, so daf gilt

o &(Lr+,Rr)(1m) =0
o Vpi(T) = (Mg, @ 1g)* &pi(R)V (1<i<N).

Falls (3% (1m))ken SOT gegen 0 konvergiert, dann kann man K = {0} wdhlen.
BEWEIS. Lemma 5.3, Lemma 5.4, Lemma 5.6. d

Wir setzen im folgenden voraus, dafl fiir alle m > 1 die Rdume H,, von auflen
approximierbar sind, oder der Einfachheit halber, daf} alle p; homogene Polynome
sind. Im allgemeinen kann man nicht erwarten, einen Modellsatz fiir die Kompo-
nenten T; (1 < i < n) zu erhalten, da die Koordinatenfunktionen z; natiirlich keine
Multiplier in dem zugrundeliegenden Raum H sein miissen. Es existiert jedoch eine
Situation, in der dies der Fall ist und in der zusitzlich gezeigt werden kann, dafl
das Tupel R sogar normal gewiihlt werden kann, nimlich wenn die Abbildungen
D — C, 2z 2z (1 <i<n), eventuell mit einem skalaren Vorfaktor a; # 0, in
der Menge der Polynome p; (1 < i < N) enthalten sind (insbesondere setzt dies
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natiirlich n < N voraus). Das ist im Fall der Kugel trivialerweise erfiillt, aber auch

in den in [Pot96] betrachteten Situationen.

Wir ordnen nun die Polynome p; so an, daf pi, ..., p, den n Koordinatenfunktionen
entsprechen.

In diesem Fall liefert der eben gezeigte Modellsatz insbesondere

VT = (M., ©@1g)* @ R;)V (1 <i<n).

Das vertauschende Tupel (p;(R))Y, ist ja in jedem Fall eine sphirische Isometrie,
also nach [Ath90], Proposition 2 insbesondere subnormal. Wir finden also eine
minimale normale Erweiterung W = (W;)Y, von (p;(R))Y, iiber einem groferen
Hilbertraum G D K. Nach [Ath90], Proposition 2, ist dann auch das Tupel W
sphéirisch isometrisch. Da die Operatoren a;R; (1 <i < n) in dem Tupel (p;(R))Y,
enthalten sind, sind sie ebenfalls subnormal, also auch das Tupel R = (R;)?;. Sei
nun R' = (R})?, eine minimale normale Erweiterung von R iiber einem gréfleren
Hilbertraum K’. Dann ist das Tupel (p;(R'))Y, € L(K")" eine minimale normale
Erweiterung von (p;(R))Y.; und damit unitéir dquivalent zu W, also selbst sphérisch

isometrisch.
Bezeichnen wir dann mit j : K < K’ die Inklusion, dann ist die Abbildung
VI:H—> HneoH) oK , V' =1y, 00 DJ)V
isometrisch und erfiillt die Gleichheit
V'pi(T) = (Mp, @ 1g)" @ pi(R)) V' (1<i < N),

was nichts anderes bedeutet, als dafl wir das Tupel R auch normal hitten wihlen
kénnen.






KAPITEL 6

Der Fall positiver regulirer Polynome

1. Uberblick

Neben den Raumen HY, , iiber der Einheitskugel im CV wurden in [Pot96] funk-
tionale Hilbertrdume studiert, deren reproduzierende Kerne durch positive reguléire
Polynome gegeben sind, wobei sich die Rdume H}Z\,7m als Spezialfall ergeben.

Ein Polynom P = EVGNS avz" € Clz1,. .., 2] heifit positives reguléres Polynom,
falls

e alle nichtverschwindenden Koeffizienten positiv sind.
e P(0) = 0 gilt, das heifit, der konstante Term ist 0.

e alle linearen Terme nicht verschwinden.

Wir wollen nun wie in [Pot96] mit Ip die Menge aller Multiindizes v € Nj bezeich-
nen, fiir die a, > 0 gilt, bezeichnen, und mit N die Méchtigkeit von Ip.

Aufgrund dieser speziellen Gestalt eines positiven reguléren Polynoms sind die Ko-

effizienten pB(y) der Taylorentwicklung von
1 m
_ = m v >1
(=pg) - S 0 @21
YENg
alle positiv.

Es bezeichne ferner

P={z€C"; P(larf,..., |z’ <1},

was ein vollstdndiger Reinhardtbereich ist, der die 0 enthilt, wie man leicht nach-
priift. In [Pot96] werden nun fiir einen Hilbertraum H R&ume H-wertiger holo-

morpher Funktionen

i) ==Y e eomr); ¥ pm#muw < o0}

vENE veNg PP
betrachtet, was mit dem Skalarprodukt

(Z hy27, Z gy27) = Z : (hy, 9v)

PE()

gerade der funktionale Hilbertraum mit reproduzierendem Kern

93
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PxP— LH), (z,w) — (%) 1y

ist. Natiirlich ist

1 m
KPVm.’PX’P—)(C, (Z,U))*—)(m)

der reproduzierende Kern von H?(p%) = HZ(p%). Damit ist mit der in dieser
Arbeit eingefithrten Schreibweise H (pB) = H?(p) ® H. Abkiirzend schreiben
wir Kp = KPJ.

Wir werden nun sehen, dafl H?(p}) ein maximaler P-Nevanlinna-Pick-Raum ist. Es
ist
1 _ _
(1- K—P)(z,w) = P(zw) = Zavz”uﬂ (z,w € P),

was positiv definit ist, da die Koeffizienten von P alle positiv sind. In der Tat ist
durch

d:P = CN |z (Vay 2 )yels

eine polynomielle Faktorisierung von 1 — KLP gegeben. Wir wihlen eine Abzihlung
o:{l,...,N} — Ip und schreiben

pi(2) = Vagz”? (z€P, 1<i<N),

so daf8 dann d(z) = (p;(2))Y, (z € P) gilt.

Es ergibt sich

lld(=)II*

N

S [pi(2)]

=1

= Y aylar |z

vyElp

= P(|Z1|27 EEEE) |Zn|2)7

so daB P = {z € C" ; ||d(2)|| < 1} gilt, was die behauptete Maximalitit zeigt.

In der Tat ist nun Kp,, die Potenz des Nevanlinna-Pick-Kernes Kp, so daf} sich
mit der frither eingefiihrten Bezeichnung Kp , = (Kp)y, ergibt.

Abschlieflend sei erwdhnt, daf3 sich offensichtlich fiir
Z zi (z € (CN

P =By und H*(p) = HY,,,, (m > 1) ergibt.
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2. Die Schurklasse auf H?(p})

Wie {iblich bezeichnen wir nun mit Cp die Abbildung

Cp:PxP—=C, (z,w) » Kp(z,W)

(man beachte, daB P = P gilt).

In Anlehnung an die Definitionen in [EP] werden wir nun fiir den hier vorliegen-
den Spezialfall eine leicht abgewandelte Charakterisierung der (dualen) Schurklasse
geben.

Mit den in [Pot96] und in dieser Arbeit eingefiihrten Bezeichnungen erkennen wir
leicht, daf} ein vertauschendes Tupel 7' iiber einem Hilbertraum H genau dann
(P, m)-positiv ist, wenn die Operatoren

(Cip)m(LT*,RT)(lH) und CLP(LT* ,Rr)(1m)

positiv sind.

LEMMA 6.1. Es seien H ein unendlichdimensionaler separabler Hilbertraum, &, &,
beliebige Hilbertriume und f € O(P, L(E,€E.)). Dann gilt

Wflls,p = supdlfGT)5 T € LOH)™ (P, 1)positiv , 0<r <1}
1flsep = sup{lFGT)| s T € L(H)"™ (P,1)-positiv, 0 <r < 1}.
P

Die Schurnorm ist also insbesondere unabhdngig von der Wahl von H.

BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, daf fiir einen (P, 1)-positiven Multioperator
T € L(H)"™ der Operator (rT;)j; (0 <r < 1) strikt (&=, P)-positiv ist, was man
leicht nachrechnet. Damit gilt

sup{||f(rT)|| ; T € L(H)"™ (P,1)-positiv, 0 <r <1}
1

< sup{||f(D)]|; T GCo(H,—C ,P)}
P
< A lls, 2

Umgekehrt fixieren wir € > 0 beliebig und finden nach Definition der Schurnorm

einen separablen Hilbertraum H' sowie ein Tupel T' € Co(H', CLP,P) mit

1flls, e 2 WF IO 2 W flls, 0 —

€
"Cp "Cp 2'

Da eine Isometrie j : H' — H existiert (H ist unendlichdimensional), folgt wie in
[EP], daB das Tupel T = (j7}5*)j=, € L(H)" zu der Klasse Co(H, #=,P) gehort,
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denn es gilt

1 *
(= G L, Br)(ln) = 3~ a,T*T7
YENE

= g arT) e

YENZ
. 1 .
= ](1_0_)(LT’*7RT’)(1H’).7
P
< jrelgg”
< r-ly

fiir ein geeignetes 0 < r < 1. Nach Satz 3.9 hat das Tupel T schon automatisch
Spektrum in P und erfiillt offensichtlich

T =T (1<i<n),

so dafl nach dem Vertauschungssatz fiir den holomorphen Kalkiil jf(T") = f(T)j
folgt. Es ergibt sich

17 £(TH]]
= lF ()il
< FD,

1T

T)
T)
so daf}

1flls, 00 2 NFON = (1 flls, 0 =

€
Cp?’ Cp> 2

gilt. Ferner sind fiir 0 < r < 1 die Abbildungen
friP=C, 2z~ f(rz) (0<r<1)

holomorph und konvergieren kompakt gleichméflig auf P gegen f. Wir finden also
ein 0 <r < 1,sodaB ||[f(T) - f-(T)|| < § ist, so daf also gilt

1flls, 0 < MDD+ €
sup{||f(rT)|| ; T € L(H)"™ (P, 1)-positiv, 0 <r < 1} +¢,

IN

da T als strikt (C%;? P)-positiver Operator natiirlich auch (P, 1)-positiv ist. Da € > 0
beliebig war, folgt die Behauptung. Analog fiilhrt man den Beweis fiir die duale

Schurnorm.

Nach Satz 3.12 gilt nun

M(H2(ph), B2 (ph)) = S*(—

L %)),
5o PLL(EE)

und mit obigem Lemma erhalten wir im Spezialfall

N
P(z) = Z'Z’ , P=DBn
i=1

die Resultate aus [EP].
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3. Commutant-Lifting auf H?(p})
Wie wir bereits gesehen haben, ist der Raum H?(pl,) ein maximaler P-Nevanlinna-
Pick-Raum. Es ist durch

d:P—F=CN, 20 (VarZ2 el

eine polynomielle Faktorisierung von 1 — %P gegeben.

Aufgrund der positiven Regularitit von P kommen alle linearen Terme in P vor,
das heifit, alle Einheitsvektoren e; € C" sind in der Menge Ip enthalten.

Waihlen wir wie friiher eine Abz&hlung

o:{1...N} = Ip,
so finden wir zu 1 < i < n also ein j(i) € {1... N}, so daB o(j(i)) = e; gilt. Damit
ergibt sich

dejiy (2) = (ej(),d(2))
\/@Zi (Z € P):

sprich d ist bis auf einen Vorfaktor nichts anderes als die i-te Koordinatenfunk-

€5 (i)
tion. Da F = CV endlichdimensional ist, lassen sich alle Funktionen

dy:P—=C, z = (nd2))

N
= an\/aa(z)za(l) (necC)
=1

als Polynom in den Koordinatenfunktionen z; (1 < i < n) darstellen. Wir konnen
alternativ sagen: Die von den Abbildungen d, (n € CV) erzeugte Algebra komplex-
wertiger Funktionen auf P ist die Algebra der auf P eingeschréinkten Polynome in

n Variablen.
Im folgenden bezeichnen wir mit M, das Tupel (M.,)" , € L(H?*(p}))".

Sei nun G ein Hilbertraum. Aufgrund des eben Gesagten wird sofort ersichtlich, dafl
ein abgeschlossener Teilraum N C H?(p%) ® G genau dann invariant (+-invariant)
ist, wenn er invariant fiir das Tupel (M., ® 1g)}" | ((MZ ® 1g)?:1) ist.

Unter Benutzung der Tatsache, dafl im Falle 7 = CV die Riume
F @ (H*(pp) ®G) und (H*(pF) © G)Y
unitdr isomorph sind, erhalten wir folgende Formulierung des Commutant-Lifting-

Resultats.

SATZ 6.2. Seien N C H*(p?) ®@ € und N, C H*(p'?) ® &, fiir die Operatoren

M? ®@1g bzw. M7 ®1g, (1<i<n)



98 6. DER FALL POSITIVER REGULARER POLYNOME

invariante Teilriume. Sei N € L(N,N,) ein Operator, so daf8

Py, (Ms, ® 1, )N = NPy (M., © 1) (1<i<n)

bzw. dquivalent dazu

N*(M? ®@1g)n. = (M7, ® 1g)N* (1 <i<n)

gilt.
Es seien ferner

Yy = Pn.(M gy ® 1) v, € LINL) (v €1p)

sowie

A(A)=A- ) YV,AYF (A€ LNY)

v€lp

definiert. Dann sind dquivalent:

(i) A™= Y1y, — NN*) > 0.
(ii) Es existiert ¢ € M(H?(ph) ® €, H*(ph) ® &) mit ||My|| < 1 derart, daf8
(M. =N
(iii) Es ezistiert ¢ € M(H?*(pp) @ £, H?*(pb) ® &) mit || My||
N = Py, Myjn und MZN, CN.

IN

1 derart, daf

BEWEIS. Zum Beweis bleibt zu bemerken, daf§ die hier definierte Abbildung A
mit der Abbildung Ay, aus Satz 4.10 iibereinstimmt. Dazu rechnet man nach, daf

(mit einer geeigneten Abzihlung o der Menge Ip)
Yilei®g) =Yom9 (9€N., 1<i<N)
gilt. Dann wird obiger Satz ein Spezialfall des Commutant-Lifting-Theorems 4.10.
]

Im Fall des bekannten Hardyraumes {iber der Einheitskugel mit

P(z) = Z'Z’ und P =B,

i=1

erhalten wir mit m = n exakt das in [EP] gezeigte Commutant-Lifting-Ergebnis.

Abschliefend demonstrieren wir, wie man den Modellsatz, wie er in [Pot96] oder
allgemeiner in Satz 5.7 bewiesen wurde, und das Commutant-Lifting-Resultat in
6.2 zusammenfiihren kann, um im Kommutanten bestimmter (P, 1)-positiver Tupel
zu liften, was eine teilweise Verallgemeinerung des Commutant-Lifting-Satzes von
Nagy und Foiag (siehe [SN74], Kapitel 7) darstellt.

KOROLLAR 6.3.

(a) Fir ein vertauschendes Tupel T € L(H)"™ sind dquivalent:
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(i) T* ist (P, m)-positiv und es gilt
1
lim (1 — =—)*(L7, Rr-)(1g) =0 (SOT).
k—o00 Cp

(ii) T ist unitir dquivalent zur Kompression des Tupels
M, ® 1y € L(H*(p}) @ H)"

auf einen fir das Tupel M} ® 1g invarianten Teilraum.

(b) Seien N C H%(ph) ® € und N C H?(ph) @ £, abgeschlossene Teilrdume und
invariant fir M ®1g bzw. M ®1g, . Seien S,T die Kompressionen von M, ®1¢
bzw. M, ® lg, auf diese Teilrdume. Ist dann X € L(N,N,) eine Kontraktion,
die S und T vertauscht, so existiert eine Kontraktion

X € L(H(pp) ® &, H (pp) ® E.)
mit
° X*./\/* cN
o X =Py Xy
o X(M;, ®1¢) = (M., ®1¢,)X.

BEWEIS. Die Implikation (i) nach (i7) in (a) ist genau der in dieser Arbeit
oder in [Pot96], Satz 2.2.6 bewiesene Modellsatz. Die Implikation von (i¢) nach
(1) folgt, da das Tupel M ® 1y (P, m)-positiv ist, und ebenso Einschrinkungen
dieses Tupels auf Teilrdume, die fiir M} ® 1y invariant sind. Teil (b) folgt aus dem
Commutant-Lifting-Resultat 6.2. O

BEMERKUNG. Im Fall der Kugel, also falls

n
P(z) = Zzi und P =B,
i=1
gilt, ist das Tupel M, ® 1g sogar sphérisch isometrisch. Im Fall m = n = 1 folgt
dann aus obigem Korollar das bekannte Commutant-Lifting-Theorem von Nagy und

Foiag unter der Zusatzvoraussetzung, dafl ((7*)*)ren SOT gegen 0 konvergiert.






ANHANG A

Die von Neumannsche Ungleichung iiber B,

In [Var74], Theorem 2 wurde gezeigt, daf fiir jedes K > 0 ein n € N, ein Hil-
bertraum H, ein Polynom ¢ # 0 in n Variablen sowie ein vertauschendes Tupel
T € L(H)™ existieren mit

n
DT <1
i=1

(insbesondere ist das Tupel damit eine sphirische Kontraktion) und

la(D)l = K lglloo,5, -

Allerdings blieb unklar, ob ein solches Tupel fiir jedes n > 3 gefunden werden kann.

Im folgenden geben wir ein einfaches Beispiel fiir das Scheitern der von Neumann-
schen Ungleichung fiir sphirische Kontraktionen auf der Einheitskugel im C* fiir
alle n > 2. Wir orientieren uns dabei an einer Konstruktion von Drury ([Dru78))

im Falle n = 2.

Fiir alle n > 2 existieren ein Hilbertraum H und eine sphdrische Kontraktion T

iber H, so daf8 fiir alle K > 0 ein Polynom q in n Variablen ezistiert, das

la(D) = K - llglloo0 5,

erfillt.

BEWEIS. Wir wihlen H = H2 und T = M. Bekanntlich (vergleiche [EP]) ist

M? eine sphirische Kontraktion. Wir definieren ferner eine Folge von Polynomen

qr, durch
n k
qk(z):(nZ-zl-...-zn) .

Durch Standardverfahren der reellen Analysis sieht man, daf§

lgklloop, =1 (k€N)
gilt. Ferner ist offenbar q;, € M(H?2), also liegt g, auch in H2 und es gilt

||2 — (k')n nk

(kn)!
nach Definition der Norm in H?2. Nach der Stirlingschen Formel gilt fiir grofie &
k n
(k')n nk ( 2rk (%) )
n N 7
(kn)! V2mnk (k—”)nk

€

Il s

nk

X

- (2nk)T .
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Somit divergiert die Folge (||gx||)ren gegen unendlich, falls n > 2 ist. Wir finden
also fiir K >0 ein k € N, so da8} ||¢x|| > K gilt. Mit ¢ = g erhalten wir

(DIl = Nlg(M:)]]
= llg(M2)]|

1Ml

1M, (1)

vV

= llall
> K

= K lqlloc p.

wie gewiinscht. O
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