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Vorwort

Erf

�

ullt ein stetig linearer Hilbertraum-Operator einfa
he algebrais
he Bedingungen

(man denke an selbstadjungierte, normale oder unit

�

are Operatoren), so kann man

auf die Existenz gewisser Funktionalkalk

�

ule s
hlie�en. Die dabei an einen Operator

gestellten algebrais
hen Forderungen

T

�

= T; T

�

T = TT

�

oder T

�

= T

�1

besitzen o�enbar kein direktes Analogon im Bana
hraumkontext.

Hier ergibt si
h vielmehr ein nat

�

urli
her Zugang

�

uber Wa
hstumsbedingungen,

etwa an die Potenzen eines Operators oder seine Resolvente. So l

�

a�t si
h beispiels-

weise zeigen, da� ein stetig linearer Operator T auf einem Bana
hraum X einen

Funktionalkalk

�

ul

�

uber der Algebra E(T) der C

1

-Funktionen auf der Einheitskreis-

linie besitzt, wenn er invertierbar ist, und sein Potenzwa
hstum einer Bes
hr

�

ankung

der Form

kT

n

k � 
(1 + jnj)

k

(n 2 Z)

(mit Konstanten 
 > 0, k 2 N

0

) unterliegt. Ein Funktionalkalk

�

ul ist dann in ein-

fa
her Weise dadur
h gegeben, da� man in der Fourierentwi
klung

P

1

n=�1

'̂(n)z

n

einer Funktion ' 2 E(T) die Funktion z dur
h den Operator T ersetzt, also Reihen

der Form

'(T ) :=

1

X

n=�1

'̂(n)T

n

bildet. Operatoren mit einem stetigen E(T)-Funktionalkalk

�

ul nennen wir E(T)-

skalar. Es l

�

a�t si
h zeigen, da� ein Potenzwa
hstum der oben angegebenen Form

ni
ht nur hinrei
hend ist f

�

ur die Existenz eines stetigen E(T)-Kalk

�

uls, sondern viel-

mehr die E(T)-skalaren Operatoren pr

�

azise 
harakterisiert (vgl. Colojoar�a und Foia�s

[5℄, Kapitel 5).

Neben diesem Resultat dient als Ausgangspunkt f

�

ur die vorliegende Arbeit ein

Ergebnis von Es
hmeier und Putinar, wel
hes gerade die subskalaren Operatoren,

d.h. Eins
hr

�

ankungen verallgemeinert skalarer Operatoren auf einen abges
hlosse-

nen invarianten Teilraum, 
harakterisiert (Es
hmeier und Putinar [8℄, Corollary

6.4.9). Die dabei verwendeten Methoden sind so allgemein, da� sie in weiten Teilen

eine Anpassung der Beweisf

�

uhrung auf Operatoren mit E(T)-Kalk

�

ul problemlos zu-

lassen. Dabei spre
hen wir sinngem

�

a� von einem E(T)-subskalaren Operator, wenn

dieser si
h darstellen l

�

a�t (bis auf topologis
he Isomorphie) als Eins
hr

�

ankung eines

E(T)-skalaren Operators auf einen abges
hlossenen invarianten Teilraum.

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht nun die Frage, ob si
h dur
h Kom-

bination der beiden vorgestellten Resultate eine Charakterisierung E(T)-subskalarer

Operatoren mit Hilfe von Wa
hstumsbedingungen gewinnen l

�

a�t.

In Satz (3.1.6) wird diese Frage positiv beantwortet, wenn man den Begri� der

Wa
hstumsbedingung weit genug fa�t. Wir zeigen dort:

Ein Operator T 2 L(X) ist genau dann E(T)-subskalar, wenn Konstanten 
 > 0,

k 2 N

0

existieren, so da� einerseits die Normabs
h

�

atzungen

kT

n

k � 
(1 + n)

k

(n 2 N

0

)

gelten, und andererseits zu jedem x

0

2 X

0

eine Folge (x

0

n

)

n2N

0

in X

0

existiert mit

T

0

x

0

n+1

= x

0

n

(n 2 N

0

); x

0

0

= x

0

und sup

n2N

0

kx

0

n

k

(1 + n)

k

<1:



4

Weiterhin o�en ist die Frage, ob die f

�

ur einen E(T)-subskalaren Operator notwen-

digen einfa
heren Bedingungen (vgl. (2.1.5))

akxk

(1 + n)

k

� kT

n

xk � b(1 + n)

k

kxk (x 2 X;n 2 N

0

)

mit a; b > 0 und k 2 N

0

die Existenz einer Erweiterung f

�

ur T mit E(T)-Kalk

�

ul er-

zwingen. Da� dies f

�

ur die Klasse gewi
hteter einseitiger Shiftoperatoren auf Hilbert-

r

�

aumen dur
haus der Fall ist, werden wir in Abs
hnitt 5.2 sehen. Dur
h Vers
h

�

arfen

der Abs
h

�

atzung na
h unten erh

�

alt man daraus ein f

�

ur alle Bana
hraum-Operatoren

hinrei
hendes (wenn au
h dann ni
ht mehr notwendiges) Kriterium, siehe (5.1.3).

Eine zweite M

�

ogli
hkeit, E(T)-subskalare Operatoren zu 
harakterisieren, �ndet

man in (3.3.1). Dort spielen "langsam wa
hsende" lokale Resolventen f

�

ur den ad-

jungierten Operator die zentrale Rolle. Ein

�

ahnli
hes Wa
hstumsverhalten wurde

in einer Arbeit von T.L. Miller, V.G. Miller und R.C. Smith beim Studium des

Ces�aro-Operators C

p

auf dem Hardyraum H

p

beoba
htet (vgl. [14℄). Der wesentli-


he Unters
hied besteht jedo
h darin, da� bei C

p

ein Ausnahmepunkt existiert, in

dessen Umgebung si
h das Wa
hstumsverhalten nur sehr s
hle
ht kontrollieren l

�

a�t

(vgl. (5.3.3)(
)).

Vor diesem konkreten Hintergrund wird im vierten Kapitel eine Theorie ent-

wi
kelt, die ni
ht nur einpunktige, sondern allgemein kompakte Ausnahmemengen

zul

�

a�t. Den Abs
hlu� bildet hier ein Kriterium zum Na
hweis der Eigens
haft (�)

E

modulo einer Ausnahmemenge (4.3.3). Angewendet auf den Ces�aro-Operator C

p

(0 < p < 1) erh

�

alt man f

�

ur diesen die Eigens
haft (�)

E

modulo f0g (vgl. Abs
hnitt

5.3).

Was bisher unerw

�

ahnt blieb, ist die der Eigens
haft (�)

E

na
hempfundene Be-

dingung (�)

E(T)

, wel
he (vgl. Abs
hnitt 2.3) de�nitionsgem

�

a� besagt, da�

E(T; X)

z�T

����! E(T; X)

topologis
her Monomorphismus ist. In Es
hmeier und Putinar [8℄, Corollary 6.4.8,

wird gezeigt, da� (�)

E

(d.h. die obige Bedingung mit E(C ; X) statt E(T; X)) gerade

die subskalaren Operatoren 
harakterisiert. Vor diesem Hintergrund wird versu
ht,

die Theorie der Eigens
haft (�)

E(T)

konsequent mitzuentwi
keln. Einfa
he Gegen-

beispiele zeigen, vgl. (3.5.3), da� die Eigens
haften (�)

E(T)

und E(T)-subskalar ni
ht

�

aquivalent sind. Zu einem vorl

�

au�gen Ende gef

�

uhrt werden die Betra
htungen daher

dur
h den Satz (3.5.2), der zeigt, da� dur
h eine Erg

�

anzung der Eigens
haft (�)

E(T)

um zwei weitere Bedingungen eine

�

aquivalente Bes
hreibung E(T)-subskalarer Ope-

ratoren errei
ht werden kann.
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o
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der mir bei einem Gastaufenthalt an der Universit

�

at des Saarlandes f

�

ur Diskussio-

nen bereitwillig zur Verf

�

ugung stand, meiner Freundin Christine K

�

untzer, die die

m

�

uhsame Arbeit des Korrekturlesens

�

ubernommen hat, sowie Herrn Dipl.-Math.

Eri
 R�eolon, der mir bei einer letzten Dur
hsi
ht behil
i
h war.

S
hlie�li
h m

�

o
hte i
h einen besonderen Dank meinen Eltern ausspre
hen, die

mir das Studium der Mathemathik und Physik

�

uberhaupt erst erm

�

ogli
ht und mi
h

au
h w

�

ahrend des Studiums in jeder Hinsi
ht tatkr

�

aftig unterst

�

utzt haben.

Theley, im Dezember 1998 Mi
hael Didas
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6 1 FUNKTIONEN MIT WERTEN IN BANACHR

�

AUMEN

1 Funktionen mit Werten in Bana
hr

�

aumen

Viele in der lokalen Spektraltheorie zentralen Eigens
haften von Operatoren lassen

si
h in besonders einfa
her Weise mit Hilfe von Multiplikationsoperatoren auf ge-

eigneten Funktionenr

�

aumen bes
hreiben. So besitzt ein stetig linearer Operator T

auf einem Bana
hraum X die eindeutige Fortsetzungseigens
haft genau dann, wenn

die Abbildung

z � T : O(U;X)! O(U;X); f 7! zf � Tf

f

�

ur jede o�ene Menge U � C injektiv ist. Da� sie ein topologis
her Monomorphismus

ist, ist

�

aquivalent dazu, da� T Bishops Eigens
haft (�) besitzt, also Eins
hr

�

ankung

eines zerlegbaren Operators auf einen invarianten Unterraum ist (Albre
ht und

Es
hmeier [2℄). Ferner lassen si
h die subskalaren Operatoren (also Eins
hr

�

ankun-

gen verallgemeinert skalarer Operatoren im Sinne von Colojoar�a und Foia�s) dadur
h


harakterisieren, da�

E(C ; X)

z�T

����! E(C ; X)

topologis
her Monomorphismus ist (Es
hmeier und Putinar [8℄, Corollary 6.4.9).

Da man bei der Untersu
hung E(T)-subskalarer Operatoren auf ganz

�

ahnli
he Be-

dingungen st

�

o�t, soll im ersten Kapitel kurz auf die relevanten Funktionenr

�

aume

(insbesondere deren Topologisierung) eingegangen werden. Im Mittelpunkt steht

dabei der Raum E(T; X) der glatten Funktionen auf der Einheitskreislinie.

Der folgende erste Abs
hnitt dient ledigli
h dazu, die Notation (insbesondere

der erzeugenden Halbnormensysteme) festzulegen. X bezei
hnet dur
hweg einen

Bana
hraum.

1.1 Stetig di�erenzierbare Funktionen

1.1.1 Eine Funktion f : R ! X hei�t di�erenzierbar in t

0

2 R, falls ein y 2 X

existiert, so da�

1

jt�t

0

j

k f(t)� f(t

0

)� (t� t

0

)y k! 0 f

�

ur t! t

0

.

Man sieht lei
ht, da� y in diesem Fall eindeutig bestimmt ist, und s
hreibt

d

dt

f(t

0

) := y. Eine Funktion f hei�t kurz di�erenzierbar, falls f in jedem t

0

2 R

di�erenzierbar ist. Wie im skalarwertigen Fall betra
htet man iterierte Ableitungen

und de�niert die R

�

aume C

k

(R; X) bzw. E(R; X) als Klasse der k-mal bzw. beliebig

oft stetig di�erenzierbaren Funktionen von R na
h X . Sie tragen in nat

�

urli
her

Weise die Fr�e
hetraum-Topologie der kompakt glei
hm

�

a�igen Konvergenz in allen

Ableitungen. Es ist dies die von den Halbnormen

p

n;j

(f) := sup

t2[�n;n℄

0�m�j

k

d

m

dt

m

f(t) k

mit j 2 f1; � � � ; kg bzw. j 2 N

0

und n 2 N erzeugte lokalkonvexe Topologie. F

�

ur

den Fall X = C sind die hier gema
hten De�nitionen nat

�

urli
h konsistent und wir

s
hreiben kurz C

k

(R) f

�

ur C

k

(R; C ) bzw. E(R) f

�

ur E(R; C ), wie wir dies au
h in

Zukunft f

�

ur andere Bana
hraum-wertige Funktionenklassen tun werden, falls C als

Bildraum auftritt.

1.1.2 Dur
h punktweise Multiplikation mit skalarwertigen Funktionen wird eine

bilineare Verkn

�

upfung

C

k

(R) � C

k

(R; X) ! C

k

(R; X); ('; f) 7! 'f

erkl

�

art, f

�

ur die man wie

�

ubli
h die Produktregel der Di�erentiation best

�

atigt; in-

duktiv erh

�

alt man also au
h hier die Leibniz-Regel f

�

ur h

�

ohere Ableitungen eines

Produktes.



1.1 Stetig di�erenzierbare Funktionen 7

Ebenso wie im skalarwertigen Fall beweist man f

�

ur Kompositionen der Form

f Æ g : R ! X von di�erenzierbaren Funktionen g : R ! R und f : R ! X die

Kettenregel

d

dt

(f Æ g)(t) =

df

dt

(g(t))

dg

dt

(t).

F

�

ur sp

�

ater bemerken wir no
h, da� f

�

ur T 2 L(X;Y ) mit f : R ! X au
h

T Æ f : R ! Y di�erenzierbar ist mit Ableitung

d

dt

(T Æ f)(t

0

) = T

d

dt

f(t

0

) f

�

ur alle

t

0

2 R (man ma
he si
h einfa
h in der De�nition der Ableitung die Linearit

�

at und

Bes
hr

�

anktheit zunutze). Speziell gilt diese Relation, wenn man f

�

ur T eine stetige

Linearform einsetzt.

1.1.3 Betra
htet man zu den oben de�nierten Funktionenklassen den jeweilgen Un-

terraum der 2�-periodis
hen Funktionen C

k

per

(R; X) � C

k

(R; X) bzw. E

per

(R; X) �

E(R; X), so

�

uberzeugt man si
h unmittelbar, da� die Relativtopologie bez

�

ugli
h des

jeweiligen Oberraumes

�

aquivalent ist zur Topologie der glei
hm

�

a�igen Konvergenz

in allen Ableitungen und als sol
he s
hon von dem folgenden Halbnormensystem

erzeugt wird:

kfk

j

= sup

t2R

0�m�j

k

d

m

dt

m

f(t)k (0 � j � k bzw. j 2 N

0

):

(Man bea
hte, da� f

�

ur n > 2� gilt p

n;k

(f) = kfk

k

(k 2 N

0

), sowie kfk

k

� p

n;k

(f)

f

�

ur alle n 2 N; k 2 N

0

). Der Grenzwert einer konvergenten Folge (f

n

)

n

von Funktio-

nen aus C

k

per

(R; X) bzw. E

per

(R; X) ist einerseits von der gew

�

uns
hten Di�erenzier-

barkeitsklasse (Vollst

�

andigkeit der Oberr

�

aume), andererseits sind alle betra
hteten

Topologien jedenfalls st

�

arker als die der punktweisen Konvergenz, womit die Grenz-

funktion au
h periodis
h ist, denn:

kf(t+ 2�)� f(t)k � kf(t+ 2�)� f

n

(t+ 2�)k+ kf

n

(t)� f(t)k ! 0 8t 2 R:

Somit sind C

k

per

(R; X) bzw. E

per

(R; X) selbst Fr�e
hetr

�

aume.

1.1.4 Wir werden im folgenden Funktionalkalk

�

ule von sol
hen Operatoren unter-

su
hen, deren Spektrum im Torus T := fz 2 C : jzj = 1g enthalten ist. F

�

ur diesen

Zwe
k ist es angemessener, die 2�-periodis
hen Funktionen auf R in einem etwas

anderen Gewand zu betra
hten, und zwar als Funktionen auf dem Torus verm

�

oge

der De�nition:

E(T; X) := ff : T! X mit (t 7! f(e

it

)) 2 E

per

(R; X)g:

D.h. mittels der Exponentialfunktion wird einfa
h die di�erenzierbare Struktur der

reellen A
hse auf die Einheitskreislinie

�

ubertragen. Die Topologie ist dur
h die For-

derung bestimmt, da� die Abbildung E(T; X) 3 f

i

X

7�! f(e

i�

) 2 E

per

(R; X) ein

topologis
her Isomorphismus ist. Ein erzeugendes Halbnormensystem erh

�

alt man

also dur
h Zur

�

u
kziehen der Halbnormen von E

per

(R; X), von denen wir au
h die

Bezei
hnungen

�

ubernehmen:

kfk

k

:= ki

X

(f)k

k

= sup

t2R

0�m�k

k

d

m

dt

m

f(e

it

)k (f 2 E(T; X); k 2 N

0

):

Bea
hten sollte man no
h, da� dieses Halbnormensystem wegen k�k

k

� k�k

k+1

sogar

aufw

�

arts geri
htet ist. Es d

�

urfte klar sein, wie man mit diesem Verfahren die R

�

aume

C

k

(T; X) der k-mal stetig di�erenzierbaren Funktionen auf dem Torus konstruiert

und mit einer Fr�e
hetraum-Topologie versieht. Man

�

uberlegt si
h lei
ht weiter, da�

k � k

k

auf C

k

(T; X) eine Norm ist, die - wegen der Geri
htetheit des erzeugenden

Halbnormensystems - die urspr

�

ungli
he Topologie erzeugt, d.h. (C

k

(T; X); k�k

k

) ist

sogar ein Bana
hraum.
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�

AUMEN

1.2 Integration Bana
hraum-wertiger Funktionen

Der Raum E(T) l

�

a�t si
h mit Hilfe der Fouriertransformation au
h als Folgenraum

darstellen und hat somit eine gut dur
hs
haubare Struktur. Bevor wir uns davon

�

uberzeugen k

�

onnen, da� dies au
h im Bana
hraum-wertigen Fall so ist, stellen wir

die wesentli
hen Eigens
haften des Riemann-Integrals f

�

ur X-wertige Funktionen zu-

sammen, auf wel
hes wir f

�

ur die Darstellung der FourierkoeÆzienten einer Funktion

f 2 E

per

(R; X) zur

�

u
kgreifen werden.

1.2.1 Zur Konstruktion des Riemann-Integrals f

�

ur Funktionen mit Werten in Ba-

na
hr

�

aumen sei auf Heuser [11℄, S.335 verwiesen. Wie im skalarwertigen Fall ist

das Riemann-Integral einer Funktion f : [a; b℄ ! X im wesentli
hen de�niert

�

uber

Grenzwerte einer Folge "Riemanns
her Summen" der Form

n

X

�=1

f(�

�

)(t

�

� t

��1

)

f

�

ur Zerlegungen ft

0

; � � � ; t

n

g von [a; b℄ und Zwis
henpunkte �

i

, t

i�1

� �

i

� t

i

(i = 1; � � � ; n). Funktionen, f

�

ur die dieser Grenzproze� Sinn ma
ht, nennt man R-

integrierbar, der zugeh

�

orige Grenzwert in X wird mit

R

b

a

f(t)dt bezei
hnet. (Ein

Integrabilit

�

atskriterium �ndet man etwa auf S.336 in [11℄.) F

�

ur unsere Zwe
ke sind

(neben der Linearit

�

at) die folgenden einfa
hen Eigens
haften des Riemann-Integrals

von Bedeutung:

1.2.2 Seien [a; b℄, [
; d℄ zwei (ni
htleere) kompakte Intervalle in R. Dann gilt:

(a) Jede stetige Funktion f : [a; b℄! X ist R-integrierbar.

(b) Ist f : [a; b℄ ! X R-integrierbar, T 2 L(X;Y ), so ist au
h T Æ f : [a; b℄ ! Y

R-integrierbar, und es gilt:

R

b

a

Tf(t)dt = T

R

b

a

f(t)dt.

(
) Ist f : [a; b℄ ! X stetig, so gilt die verallgemeinerte Dreie
ksunglei
hung

k

R

b

a

f(t)dtk �

R

b

a

kf(t)kdt, insbesondere darf eine glei
hm

�

a�ig konvergente

Reihe stetiger Funktionen gliedweise integriert werden.

(d) F

�

ur f 2 C

1

(R; X) gilt:

R

b

a

d

dt

f(t)dt = f(b) � f(a), und Produkte der Form

'

0

f bzw. 'f

0

mit ' 2 C

1

(R); f 2 C

1

(R; X) k

�

onnen na
h der

�

ubli
hen Regel

partiell integriert werden.

(e) Ist f : [
; d℄! X stetig und ' : [a; b℄! [
; d℄ stetig di�erenzierbar, so gilt die

Substitutionsregel:

R

b

a

f('(t))'

0

(t)dt =

R

'(b)

'(a)

f(s)ds.

(f) Ist f 2 C([a; b℄ � [
; d℄; X), so ist die dur
h F (s) :=

R

b

a

f(t; s)dt de�nierte

Funktion F : [
; d℄! X stetig.

Beweis.

(a) Vgl. Heuser [11℄, S.336.

(b) Folgt unmittelbar dur
h Betra
htung von Riemann-Summen f

�

ur die Funktion

T Æ f und Dur
hf

�

uhrung eines Grenz

�

uberganges.

(
) Entweder imitiert man den Beweis aus dem skalarwertigen Fall, oder man

argumentiert mit (b) und Hahn-Bana
h: W

�

ahlt man etwa ein x

0

2 X

0

mit

x

0

(

R

b

a

f(t)dt) = k

R

b

a

f(t)dtk und kx

0

k = 1, so liefert (b):

k

Z

b

a

f(t)dtk = x

0

(

Z

b

a

f(t)dt) =

Z

b

a

x

0

f(t)dt �

Z

b

a

kf(t)kdt:
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(d) Da

d

dt

f stetig auf [a; b℄ ist, existiert das Integral, und mit den Bemerkun-

gen

�

uber Vertaus
hbarkeit von Di�erentiation und Linearformen (vgl. (1.1.2))

haben wir:

x

0

Z

b

a

d

dt

f(t)dt =

Z

b

a

x

0

d

dt

f(t)dt =

Z

b

a

d

dt

(x

0

Æ f)(t)dt = x

0

f(b)� x

0

f(a);

wobei der Hauptsatz der Di�erential- und Integralre
hnung im skalarwertigen

Fall benutzt wurde. Glei
hheit gilt f

�

ur alle x

0

2 X

0

, also folgt der erste Teil

der Behauptung, da X

0

die Punkte von X trennt.

Die Regel f

�

ur partielle Integration erh

�

alt man dur
h Integration der Produkt-

regel unter Ausnutzung der Linearit

�

at des Integrals und des gerade hergelei-

teten Hauptsatzes im X-wertigen Fall.

(e) Mit f und ' ist au
h f Æ' �'

0

stetig, folgli
h R-integrierbar, und f

�

ur beliebiges

x

0

2 X

0

gilt unter Berufung auf die skalarwertige Substitutionsregel:

x

0

Z

b

a

f(g(t))g

0

(t)dt =

Z

b

a

x

0

Æ f('(t))'

0

(t)dt

=

Z

'(b)

'(a)

x

0

Æ f(x)dx

= x

0

Z

'(b)

'(a)

f(x)dx:

(f) Wir �xieren ein s

0

2 [
; d℄ und s
h

�

atzen f

�

ur beliebiges s 2 [
; d℄ mit Hilfe der

verallgemeinerten Dreie
ksunglei
hung aus Teil (
) wie folgt ab:

kF (s)� F (s

0

)k = k

Z

b

a

(f(t; s)� f(t; s

0

))dtk

�

Z

b

a

kf(t; s)� f(t; s

0

)kdt:

F

�

ur s ! s

0

strebt dieser Ausdru
k jedo
h na
h dem Satz

�

uber Stetigkeit

skalarwertiger Parameterintegrale gegen Null. }

1.2.3 Zum Abs
hlu� no
h eine triviale, aber n

�

utzli
he Bemerkung: F

�

ur ein x 2 X

und eine Funktion ' 2 C(R) ist nat

�

urli
h ' � x 2 C(R; X) und somit

�

uber [a; b℄

integrierbar, und es gilt:

R

b

a

'(t)xdt =

R

b

a

'(t)dt �x, wie man si
h mit (1.2.2)(b) na
h

Wahl von T : R ! X als Multiplikationsoperator �

T

7�! �x vergewissert.

1.3 Fourierentwi
klung f

�

ur E(T; X)-Funktionen

Na
h den Betra
htungen aus dem letzten Abs
hnitt k

�

onnen wir nun problemlos die

FourierkoeÆzienten einer Funktion f 2 C

per

(R; X) in Analogie zum skalarwertigen

Fall de�nieren als

^

f(n) :=

1

2�

Z

2�

0

f(t)e

�int

dt 2 X (n 2 Z):

Um der Formel das gewohnte Aussehen zu geben, s
hreiben wir dabei im Integran-

den die Skalarmultiplikation auf X als Re
htsmultiplikation.

Mit Hilfe der (nun X-wertig etablierten) partiellen Integration werden wir uns

�

uberzeugen, da� die Folge der FourierkoeÆzienten einer E

per

(R; X)-Funktion ein
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harakteristis
hes Wa
hstumsverhalten zeigt. Vorweg de�nieren wir den Raum der

s
hnell fallenden Folgen in X

s

X

:= f(a

n

)

n2Z

� X :

X

n2Z

ka

n

k(1 + jnj)

k

<1 8k 2 N

0

g

mit zugeh

�

origem erzeugenden Halbnormensystem

k(a

n

)

n

k

1;k

:=

X

n2Z

ka

n

k(1 + jnj)

k

(k 2 N

0

):

s

X

wird dadur
h zum Fr�e
hetraum. Nun k

�

onnen wir das Wa
hstumsverhalten wie

folgt 
harakterisieren:

1.3.1 Lemma. Die FourierkoeÆzienten einer Funktion f 2 E

per

(R; X) erf

�

ullen:

(a)

d

f

(m)

(n) = (in)

m

^

f(n) 8n 2 Z;m 2 N

0

(b) k

^

f(n)k �

1

jnj

m

kfk

m

8n 2 Z� f0g;m 2 N

0

(
) (

^

f(n))

n

2 s

X

, genauer:

(d) 8k 2 N

0

9


k

> 0 8f 2 E

per

(R; X) : k(

^

f(n))

n

k

1;k

� 


k

kfk

k+2

.

Die ersten beiden Teilaussagen gelten au
h f

�

ur C

k

per

(R; X)-Funktionen f

�

ur m � k.

Beweis.

(a) F

�

ur n = m = 0 ist die Aussage o�enbar ri
htig. Ist m � 1, so ergibt si
h der

0-te FourierkoeÆzient von f zu

d

f

(m)

(0) =

1

2�

Z

2�

0

d

m

dt

m

f(e

it

)dt;

und das ist Null (wie behauptet), was man mit dem Hauptsatz der Di�erential-

und Integralre
hnung sofort feststellt, da mit f au
h alle Ableitungen 2�-

periodis
h sind.

F

�

ur f

�

ur n 6= 0 liefert partielle Integration die Beziehung

^

f(n) =

1

2�

Z

2�

0

f(t)e

�int

dt

=

1

2�

�

e

�int

�in

f(t)

�

2�

0

�

1

2�

Z

2�

0

f

0

(t)

e

�int

�in

dt

=

�

1

in

�

1

2�

Z

2�

0

f

0

(t)e

�int

dt;

wobei der Randterm wegen der Periodizit

�

at von f vers
hwindet. Induktiv -

jede weitere partielle Integration liefert erneut den Faktor

�

1

in

�

und eine um

1 h

�

ohere Ableitungsstufe im Integranden - folgt:

^

f(n) =

�

1

in

�

m

1

2�

Z

2�

0

f

(m)

(t)e

�int

dt =

�

1

in

�

m

d

f

(m)

8n 2 Z� f0g;m 2 N

0

;

und man erh

�

alt
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(b) mittels (1.2.2)(
)

k

^

f(n)k �

1

jnj

m

sup

t2R

ke

�int

f

(m)

(t)k �

1

jnj

m

sup

t2R

0�k�m

kf

(k)

(t)k =

1

jnj

m

kfk

m

f

�

ur n 2 Z� f0g;m 2 N

0

wie oben.

(
) Mit m = k + 2; k 2 N

0

beliebig, sieht man lei
ht:

k(

^

f(n))

n

k

1;k

=

X

n2Z

k

^

f(n)k(1 + jnj)

k

�

X

n6=0

kfk

k+2

(1 + jnj)

k

jnj

k+2

+ k

^

f(0)k:

Die Reihe konvergiert, da si
h ihre Glieder asymptotis
h wie

1

n

2

verhalten.

Den Reihenwert bezei
hnen wir mit M

k

. Weiter s
h

�

atzen wir den 0-ten Fou-

rierkoeÆzienten ab:

k

^

f(0)k =

1

2�

k

Z

2�

0

f(t)dtk � sup

t2R

kf(t)k = kfk

0

� kfk

k+2

(8k 2 N

0

):

Also: k(

^

f(n))

n

k

1;k

� (M

k

+ 1)kfk

k+2

, und damit folgt die Behauptung, da

der Vorfaktor endli
h ist und nur von k abh

�

angt. }

1.3.2 Lemma. Sei (a

n

)

n

2 s

X

. Dann konvergiert die Fourierreihe

P

+1

n=�1

a

n

e

int

in E

per

(R; X) gegen eine Funktion f mit

^

f(n) = a

n

(8n 2 Z).

Beweis. Sei (a

n

)

n

2 s

X

beliebig. Dann gilt f

�

ur alle t 2 R:

X

n2Z

k

d

m

dt

m

a

n

e

int

k �

X

n2Z

jinj

m

ka

n

k �

X

n2Z

ka

n

k(1 + jinj)

m

<1:

Daher konvergieren na
h dem Weierstra�s
hen Majorantentest die Reihe

P

a

n

e

int

sowie die Reihen der Ableitungen beliebiger Ordnung glei
hm

�

a�ig auf R, d.h. die

Reihe konvergiert in der Topologie von E

per

(R; X) gegen eine Funktion f aus diesem

Raum (Vollst

�

andigkeit von E

per

(R; X)). Die FourierkoeÆzienten von f ermittelt

man na
h Vertaus
hung von Reihe und Integral (glei
hm

�

a�ige Konvergenz) zu

^

f(n) =

1

2�

Z

2�

0

+1

X

k=�1

e

ikt

a

k

� e

�int

dt =

1

2�

+1

X

k=�1

Z

2�

0

e

i(k�n)t

dt � a

k

= a

n

;

denn das letzte Integral liefert 2� f

�

ur k = n und 0 sonst (Periodizit

�

at). }

1.3.3 Satz. Jede Funktion f 2 E

per

(R; X) l

�

a�t si
h in eine (in der E

per

(R; X)-

Topologie konvergente) Fourierreihe f(t) =

P

+1

n=�1

^

f(n)e

int

entwi
keln.

Beweis. Die FourierkoeÆzientenfolge (

^

f(n))

n

einer beliebig vorgegebenen Funktion

f 2 E

per

(R; X) ist na
h (1.3.1)(
) ein Element von s

X

. Na
h (1.3.2) konvergiert

dann die Fourierreihe von f (in der passenden Topologie) gegen eine Funktion g 2

E

per

(R; X), f

�

ur die gilt: ĝ(n) =

^

f(n) (n 2 Z). Bleibt zu zeigen: g = f . Dazu

benutzen wir die Tatsa
he, da� f

�

ur beliebiges x

0

2 X

0

die beiden Funktionen x

0

Æ

g und x

0

Æ f (skalarwertige) E

per

(R)-Funktionen sind, deren FourierkoeÆzienten

�

ubereinstimmen. Ist n

�

amli
h x

0

2 X

0

beliebig, so hat man

\

(x

0

Æ g)(n) =

1

2�

Z

2�

0

x

0

g(e

it

)e

�int

dt = x

0

ĝ(n);
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und glei
hes gilt mit f statt g, also wegen ĝ(n) =

^

f(n) (n 2 Z) au
h

\

(x

0

Æ g)(n) =

\

(x

0

Æ f)(n) (n 2 Z)

f

�

ur beliebiges x

0

2 X

0

. Aus der skalarwertigen Fouriertheorie wissen wir dann aller-

dings, da� s
hon

x

0

g(e

it

) = x

0

f(e

it

) (t 2 R)

f

�

ur alle x

0

2 X

0

gelten mu�. Dies gen

�

ugt jedo
h, da X

0

auf X punktetrennend ist.

}

Der Satz lehrt insbesondere, da� die trigonometris
hen Polynome in E

per

(R; X)

bzw. E(T; X) di
ht liegen, eine Struktureigens
haft, die insbesondere in der Dar-

stellung von E(T; X) als Tensorprodukt wertvolle Dienste leistet. Halten wir also

fest:

1.3.4 Korollar. Die trigonometris
hen Polynome liegen di
ht in E

per

(R; X). Ins-

besondere gilt: E

per

(R; X) = linf' � x : ' 2 E

per

(R); x 2 Xg.

Beweis. Die Partialsummen der zu f 2 E

per

(R; X) geh

�

origen Fourierreihe sind tri-

gonometris
he Polynome der Form

P

l

n=�l

^

f(n)e

int

, liegen also insbesondere au
h in

lin f' � x : ' 2 E

per

(R); x 2 Xg. Na
h dem letzten Satz wissen wir: die Partialsum-

men konvergieren in E

per

(R; X), d.h. f ist approximierbar dur
h trigonometris
he

Polynome, was au
h die ni
httriviale Inklusion

"

�\ zeigt, denn f als Grenzwert

liegt in linf� � �g. }

Dur
h Kombination der einzelnen Teilergebnisse erhalten wir die folgende topo-

logis
he Identi�zierung:

1.3.5 Satz. Die Fourierentwi
klung

F : E

per

(R; X) ! s

X

; f 7! (

^

f(n))

n

mit

^

f(n) :=

1

2�

Z

2�

0

f(t)e

�int

dt

ist ein topologis
her Isomorphismus.

Beweis. Na
h Lemma (1.3.1) (
) ist die Abbildung F wohlde�niert, und somit of-

fenbar linear (Linearit

�

at des Integrals in der De�nition von

^

f(n)). Die Abs
h

�

atzung

(1.3.1) (d) ist dann aber ni
hts anderes als die Stetigkeit von F bez

�

ugli
h der

auf E

per

(R; X) bzw. s

X

eingef

�

uhrten lokalkonvexen Topologien. Zur Injektivit

�

at:

F (f) = 0 ) 8n 2 Z :

^

f(n) = 0, also mit (1.3.3) f(t) =

P

n

e

int

^

f(n) � 0. Des-

weiteren liefert Lemma (1.3.2) zu jedem Element aus s

X

ein Urbild unter F . Da

s

X

ein Fr�e
hetraum ist, folgt die Stetigkeit von F

�1

aus dem Prinzip der o�enen

Abbildung. }

Wir werden nun no
h anstelle glatter Funktionen sol
he mit endli
her Di�eren-

zierbarkeitsordnung untersu
hen. Es ist klar, da� die obige Beweisf

�

uhrung im Falle

f 2 C

k

per

(R; X) ni
ht mehr anwendbar ist. Trotzdem l

�

a�t si
h mit dem Verfahren

der Ces�aro-Mittel no
h die folgende Aussage retten:

1.3.6 Satz. F

�

ur k 2 N

0

liegen die trigonometris
hen Polynome di
ht in C

k

per

(R; X).

Oder abges
hw

�

a
ht: C

k

per

(R; X) = linf' � x : ' 2 E

per

(R); x 2 Xg, wobei si
h der

Abs
hlu� auf die C

k

-Topologie bezieht.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage in mehreren S
hritten. Es sei zun

�

a
hst f 2

C

per

(R; X). F

�

ur die Folge der Partialsummen der zu f geh

�

origen Fourierreihe gilt:

n

X

k=�n

^

f(k)e

ikt

=

n

X

k=�n

e

ikt

1

2�

Z

�

��

e

�iks

f(s)ds

=

1

2�

Z

�

��

n

X

k=�n

e

�ik(s�t)

f(s)ds

=

1

2�

Z

�

��

(

n

X

k=�n

e

�ik�

)f(� + t)d�:

F

�

ur den sogenannten Diri
hlet-Kern

D

n

(�) :=

n

X

k=�n

e

�ik�

veri�ziert man ohne gro�e M

�

uhe

Z

�

��

D

n

(�)d� = 2� sowie D

n

(�) = D

n

(��):

Unter Ausnutzung dieser letztgenannten Symmetrie

�

uberzeugt man si
h dur
h Sub-

stitution von der G

�

ultigkeit der Beziehung

Z

0

��

f(t+ �)D

n

(�)d� =

Z

0

�

f(t� �)D

n

(��)(�1)d� =

Z

�

0

f(t� �)D

n

(�)d�;

was ausgehend von der oben gewonnenen Darstellung

n

X

k=�n

^

f(k)e

ikt

=

1

2�

Z

�

��

f(t+ �)D

n

(�)d�

zu folgendem Ausdru
k f

�

uhrt:

n

X

k=�n

^

f(k)e

ikt

=

1

2�

Z

�

0

[f(t+ �) + f(t� �)℄D

n

(�)d�:

F

�

ur m 2 N de�nieren wir das m-te Ces�aro-Mittel als

(C

m

f)(t) :=

1

m+ 1

m

X

n=0

n

X

k=�n

^

f(k)e

ikt

=

1

2�

Z

�

0

[f(t+ �) + f(t� �)℄

1

m+ 1

m

X

n=0

D

n

(�)d�

=

1

2�

Z

�

0

[f(t+ �) + f(t� �)℄F

m

(�)d�;

wobei wir die Integraldarstellung von oben ausgenutzt haben und abk

�

urzend

F

m

(�) =

1

m+ 1

m

X

n=0

D

n

(�)

f

�

ur den Fej�erkern s
hreiben. F

�

ur diesen veri�ziert man die folgende ges
hlossene

Darstellung (vgl. Heuser [11℄):

F

m

(�) =

1

(m+ 1)

sin

2

(m+ 1)

�

2

sin

2

�

2
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(in � = 0 stetig fortgesetzt), woraus wir sofort folgern, da� f

�

ur 0 < Æ � � � 2� � Æ

gilt:

0 � F

m

(�) �

1

(m+ 1)

1

sin

2

Æ

2

:

Weiter gilt f

�

ur alle m 2 N:

Z

�

0

F

m

(�)d� =

1

m+ 1

m

X

n=0

Z

�

0

D

n

(�)d� =

1

m+ 1

m

X

n=0

� = �;

also f

�

ur alle t 2 R : f(t) =

1

2�

R

�

0

2f(t)F

m

(�)d� , so da� wir abs
hlie�end folgende

Darstellung gefunden haben:

(C

m

)f(t)� f(t) =

1

2�

Z

�

0

[f(t+ �) + f(t� �) � 2f(t)℄F

m

(�)d�:

S
hreiben wir abk

�

urzend g(t; �) := f(t + �) + f(t � �) � 2f(t), so l

�

auft nun alles

darauf hinaus, zu zeigen, da�

Z

�

0

g(t; �)F

m

(�)d�

m!1

�! 0 glei
hm

�

a�ig in t 2 R;

damit ist dann na
hgewiesen, da� f

�

ur stetiges f gilt: C

m

f ! f (glei
hm

�

a�ig), wobei

die C

m

trigonometris
he Polynome sind, wie man in ihrer De�nition lei
ht na
hliest.

Zun

�

a
hst

�

uberlegen wir uns, da� eine 2�-periodis
he stetige Funktion f : R ! X

automatis
h glei
hm

�

a�ig stetig ist (denn wegen der Periodizit

�

at gen

�

ugt es zu bemer-

ken, da� f auf einem beliebigen, das Periodizit

�

atsintervall [0; 2�℄ e
ht umfassenden,

kompakten Intervall glei
hma�ig stetig ist).

Somit wissen wir: 8" > 0 9Æ 2 (0; �) 8� 2 (0; Æ) 8t 2 R gilt:

kf(t+ �) � f(t)k <

"

4�

und kf(t� �) � f(t)k <

"

4�

;

mit der Dreie
ksunglei
hung also:

kg(t; �)k � kf(t+ �) � f(t)k+ kf(t� �)� f(t)k <

"

2�

:

Damit ma
ht ein Teil des zu betra
htenden Integrals jedenfalls keine Probleme:

k

Z

Æ

0

g(t; �)F

m

(�)d�k

(F

m

�0)

�

Z

Æ

0

kg(t; �)kF

m

(�)d� �

"

2�

Z

�

0

F

m

(�)d� =

"

2

;

und dies ist unabh

�

angig von m und t 2 R. Bei dem no
h verbleibenden Integral

R

�

Æ

(� � �)d� nutzen wir die Tatsa
he aus, da� kg(t; �)k � 4kfk

0

unabh

�

angig von t und

� gilt. Zusammen mit der Abs
h

�

atzung f

�

ur den Fej�erkern erh

�

alt man damit:

k

Z

�

Æ

g(t; �)F

m

(�)d�k �

Z

�

Æ

kg(t; �)kF

m

(�)d�

�

4�kfk

0

sin

2

Æ

2

1

m+ 1

<

"

2

f

�

ur m hinrei
hend gro� in Abh

�

angigkeit von Æ = Æ("), unabh

�

angig von t. Insgesamt

ist somit errei
ht worden, da�

k

Z

�

0

g(t; �)F

m

(�)d�k < " 8m � m

0

(") (t 2 R beliebig):
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Damit ist die glei
hm

�

a�ige Konvergenz von C

m

f gegen f gesi
hert. Der S
hritt

zum C

k

-Fall ist nun ni
ht mehr s
hwierig, denn f

�

ur k-mal stetig di�erenzierbares f

re
hnet man lei
ht na
h (unter Verwendung von (1.3.1)(a)):

(C

m

d

l

dt

l

f)(t) =

1

m+ 1

m

X

n=0

n

X

k=�n

d

f

(l)

(k)e

ikt

=

1

m+ 1

m

X

n=0

n

X

k=�n

(ik)

l

^

f(k)e

ikt

=

d

l

dt

l

1

m+ 1

m

X

n=0

n

X

k=�n

^

f(k)e

ikt

=

d

l

dt

l

(C

m

f)(t):

Ist nun f 2 C

k

per

(R; X), so ist

d

l

dt

l

f stetig f

�

ur 0 � l � k und na
h dem ersten Teil

des Beweises wissen wir dann, da� C

m

d

l

dt

l

f !

d

l

dt

l

f (glei
hm

�

a�ig auf R). Na
h obiger

kleiner Re
hnung hei�t das aber:

d

l

dt

l

(C

m

f)(t)

m!1

�!

d

l

dt

l

f glei
hm

�

a�ig auf R:

Mit anderen Worten: C

m

f konvergiert glei
hm

�

a�ig in allen Ableitungen (bis zur

Ordnung k) gegen f , das ist aber ni
hts anderes als die C

k

-Konvergenz. Wie oben

bereits bemerkt sind die C

m

f trigonometris
he Polynome und liegen als sol
he in

lin f' � x : ' 2 E

per

(R); x 2 Xg. Damit folgt die Behauptung des Satzes. }

Alle Resultate

�

uber 2�-periodis
he Funktionen auf R lassen si
h nat

�

urli
h um-

formulieren als sol
he

�

uber Funktionen auf T. Wir stellen diese im n

�

a
hsten Satz

zusammen; hier wie im folgenden bezei
hnen wir mit z kurz die identis
he Funktion

auf T.

1.3.7 Satz. De�nieren wir f

�

ur eine Funktion f 2 C(T; X) die FourierkoeÆzienten

als

^

f(k) :=

1

2�

Z

2�

0

f(e

it

)e

�ikt

dt (k 2 Z);

so gelten folgende Aussagen:

(a) Die Fourierreihe

P

+1

n=�1

^

f(n)z

n

einer Funktion f 2 E(T; X) konvergiert in

der E(T; X)-Topologie gegen f .

(b) Die Fourierentwi
klung F

T

: E(T; X) ! s

X

; f 7! (

^

f(n))

n

ist ein topologi-

s
her Isomorphismus.

(
) Die trigonometris
hen Polynome liegen di
ht in E(T; X) und in C

k

(T; X) f

�

ur

k 2 N

0

, und es gilt:

C

k

(T; X) = linf' � x : ' 2 E(T); x 2 Xg

E(T; X) = linf' � x : ' 2 E(T); x 2 Xg;

wobei si
h der Abs
hlu� auf die Topologie des jeweiligen Oberraumes bezieht.
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Beweis.

(a) Mit f 2 E(T; X) ist f(e

i�

) 2 E

per

(R; X). Die Reihe

P

1

n=�1

\

f(e

i�

)(n)e

int

konvergiert damit jedo
h na
h (1.3.2) und (1.3.1)(
) in E

per

(R; X). Na
h De-

�nition der FourierkoeÆzienten von f und der Topologie auf E(T; X) ist dies

jedo
h glei
hbedeutend mit der Konvergenz von

P

1

n=�1

^

f(n)z

n

in E(T; X).

Der Grenzwert ist f , denn mit k 2 N

0

gilt:

k

+l

X

n=�l

^

f(n)z

n

� fk

k

= k

+l

X

n=�l

\

f(e

i�

)(n)e

in�

� f(e

i�

)k

k

! 0

na
h Lemma (1.3.3).

(b) Man bea
hte ledigli
h, da� F

T

= FÆi

X

na
h De�nition der FourierkoeÆzienten

einer E(T; X)-Funktion (vgl. (1.1.4) und (1.3.5)), und beide Abbildungen sind

topologis
he Isomorphismen.

(
) Der C

1

-Fall folgt aus (a), f

�

ur den C

k

-Fall setzen wir im Beweis der ersten

Aussage die Reihe der Ces�aro-Mittel ein (vgl. (1.3.6)). }

1.4 Eine Tensorproduktdarstellung von E(T; X)

1.4.1 F

�

ur glatte Funktionen E(R; X) hat man den topologis
hen Isomorphismus

(Tr�eves [19℄, S.533)

E(R)

b


X

�

R

�! E(R; X)

'
 x 7! ' � x;

wobei �

R

dur
h diese Angabe eindeutig bestimmt ist, denn die lineare H

�

ulle der Ele-

mentartensoren liegt di
ht. Wir werden sehen, da� die Eins
hr

�

ankung �

R

j

E

per

(R)

b


X

eine analoge Darstellung von periodis
hen C

1

-Funktionen erm

�

ogli
ht. (Was man

dazu an Eigens
haften topologis
her Tensorprodukte ben

�

otigt, �ndet si
h im An-

hang.) Zuerst vermerken wir no
h:

1.4.2 Lemma. Folgende R

�

aume sind nuklear: E

per

(R); E(T) und dessen starker

Dual E

0

(T).

Beweis. E(R) ist nuklear (siehe [19℄). Unterr

�

aume nuklearer R

�

aume sind nuklear,

daher ist E

per

(R) nuklear, damit aber au
h E(T), denn die beiden R

�

aume sind

topologis
h isomorph. Ferner ist ein Fr�e
hetraum genau dann nuklear, wenn sein

starker Dual es ist ([19℄, Prop. 50.6).

Einfa
her als die Nuklearit

�

at von E(R) ist wohl die von s einzusehen, aber au
h

hier haben wir gezeigt: E

per

(R) und E(T) sind topologis
h isomorph zu s, folgli
h

nuklear. }

1.4.3 Satz. Die eindeutig bestimmte stetig lineare Abbildung

E(T)

b


X

�

�! E(T; X)

mit �('
 x) = ' � x f

�

ur alle ' 2 E(T); x 2 X

ist ein topologis
her Isomorphismus.
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Beweis. Zun

�

a
hst

�

uberlegen wir uns die Existenz einer eindeutig bestimmten ste-

tig linearen Abbildung �

0

: E

per

(R)

b


X ! E

per

(R; X), die auf Elementartensoren

entspre
hend wirkt, d.h. �

0

('
 x) = ' � x (' 2 E

per

(R); x 2 X).

Bezei
hnen wir die Einbettungsabbildung E

per

(R)

�

�! E(R) mit j, so ist j ein

topologis
her Monomorphismus (denn E

per

(R) ist abges
hlossener Unterraum von

E(R)). Glei
hes gilt f

�

ur die Identit

�

at auf X und damit au
h f

�

ur die Abbildung

j
id : E

per

(R)

b


X ! E(R)

b


X zwis
hen den Tensorprodukten (bea
hte: E

per

(R) ist

nuklear). Identi�ziert man nun E

per

(R)

b


X verm

�

oge j 
 id mit einem abges
hlosse-

nen Unterraum von E(R)

b


X , so wird die Abbildung �

0

zu einer Eins
hr

�

ankung des

topologis
hen Isomorphismus �

R

aus (1.4.1). Damit ist �

0

topologis
her Monomor-

phismus, und f

�

ur die Surjektivit

�

at brau
ht man si
h nur zu

�

uberlegen, da� �

0

di
htes

Bild hat. Das Bild von �

0

enth

�

alt aber insbesondere die Bilder von Elementar-

tensoren aus E

per

(R)
X und damit die Menge lin f' �x : ' 2 E

per

(R); x 2 Xg, die

na
h Korollar (1.3.4) di
ht in E

per

(R; X) ist. Die Abbildung � entsteht dann aus

�

0

dur
h Kombination mit den topologis
hen Isomorphismen i

R

und i

X

aus (1.1.4)

gem

�

a� des folgenden Diagrammes:

E(T)

b


X

�

����! E(T; X)

i

R


id

?

?

y

x

?

?

(i

X

)

�1

E

per

(R)

b


X

�

0

����! E

per

(R; X):

}

Als n

�

a
hstes wollen wir kurz auf die si
h aus der Tensorproduktdarstellung er-

gebende Dualit

�

atstheorie f

�

ur E(T; X) eingehen. Vorweg sei an die kanonis
hen Iden-

ti�zierungen (E;F Fr�e
hetr

�

aume, E nuklear)

� : E

0

b


F

0

'

�! (E

b


F )

0

H : E

0

b


F

0

'

�! L(E;F

0

)

erinnert (zur Funktionsweise siehe Anhang B).

1.4.4 Korollar. Es gibt eindeutige topologis
he Isomorphismen:

(a) � : E(T; X)

0

�! (E(T)

b


X)

0

mit < '
 x; �(u) >=< 'x; u >

(b) � : E

0

(T)

b


X

0

�! E(T; X)

0

mit < 'x; �(v 
 x

0

) >=< '; v >< x; x

0

>

(
) 
 : E(T; X)

0

�! L(E(T); X

0

) mit < x; (
(u))(') >=< 'x; u >.

Beweis.

(a) Mit der Abbildung � aus dem letzten Satz ist nat

�

urli
h au
h die Adjungierte

� := �

0

ein topologis
her Isomorphismus, dessen Wirkungsweise si
h mit be-

liebigen Elementen ' 2 E(T), x 2 X und u 2 E(T; X)

0

wie folgt bes
hreiben

l

�

a�t:

< '
 x; �(u) >=< �('
 x); u >=< 'x; u > :

Weiter ist � als stetig lineare Abbildung dur
h diese Angaben s
hon eindeutig

festgelegt, da die lineare H

�

ulle der Elementartensoren in E(T)

b


X di
ht liegt.

(b) Mit der Abbildung � aus dem Anhang

�

uber Tensorprodukte (setze E := E(T)

(nuklear) und F := X) und � = �

0

aus Teil (a) setzen wir � wie folgt zusam-

men: � := �

�1

Æ�. Mit � und � ist dann au
h � topologis
her Isomorphismus,
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f

�

ur den man auf Elementartensoren v 
 x

0

2 E

0

(T)
X

0

best

�

atigt:

< 'x; �(v 
 x

0

) > = < �

�1

('x);�(v 
 x

0

) >

= < '
 x;�(v 
 x

0

) >

= < '; v >< x; x

0

>

f

�

ur alle ' 2 E(T), x 2 X . Wegen der Di
htheitsbeziehungen E(T; X) =

linf'x : ' 2 E(T), x 2 Xg (vgl. (1.3.7)(
)) und E

0

(T)

b


X

0

= linfv 
 x

0

:

v 2 E

0

(T); x

0

2 X

0

g legen diese Angaben � als stetig lineare Abbildung s
hon

eindeutig fest.

(
) Au
h 
 k

�

onnen wir aus bereits bekannten Abbildungen zusammensetzen: 
 :=

H Æ �

�1

. Na
h (b) wissen wir: die lineare H

�

ulle von Elementen der Form

u = �(v 
 x

0

) mit v 2 E

0

(T), x

0

2 X

0

liegt di
ht in E(T; X)

0

. Testen wir die

Funktionsweise von 
 auf einem sol
hen u, so ergibt si
h:

< x; (
(u))(') > = < x;

�

(H Æ �

�1

)(�(v 
 x

0

))

�

(') >

= < x; (H(v 
 x

0

))(') >

= < x;< '; v > x

0

>

= < '; v >< x; x

0

>

= < 'x; �(v 
 x

0

) >

= < 'x; u >

mit x 2 X beliebig. Mit dem Di
htheitsargument von oben (und da X auf X

0

die Punkte trennt), ist 
 dur
h diese Angaben eindeutig bestimmt. }

1.5 E(T; X) als projektiver Limes

Neben der Tensorproduktdarstellung aus dem letzten Abs
hnitt wird uns eine an-

dere Darstellung von E(T; X) oft von Nutzen sein. An ihr l

�

a�t si
h au
h in beson-

ders einfa
her Weise das Konzept des projektiven Limes verdeutli
hen. In unserem

Fall ist dies die mathematis
h exakte Formulierung der Vorstellung, da� der Raum

der C

1

-Funktionen si
h stufenweise approximieren l

�

a�t aus C

k

-Funktionen immer

h

�

oherer Regularit

�

atsklasse. Zun

�

a
hst zu den grundlegenden Begri�i
hkeiten:

1.5.1 Ein System von Fr�e
hetr

�

aumen fE

k

: k 2 N

0

g (Stufen) mit einer Familie

von stetig linearen Abbildungen � := f�

kl

: E

l

! E

k

; l � kg (Strukturabbildun-

gen) bildet ein abz

�

ahlbares projektives Spektrum von Fr�e
hetr

�

aumen, falls folgende

beiden Strukturaxiome gelten:

�

kk

= id

E

k

8k 2 N

0

�

kl

Æ �

lm

= �

km

8k � l � m (Konjugiertheitsbedingung):

Der projektive Limes eines sol
hen Spektrums (fE

k

g; �) ist de�niert als Teilraum

des Produktraumes �

k

E

k

:

lim

 �

E

k

:= f(x

k

)

k

2 �

k

E

k

: �

kl

x

l

= x

k

(8l � k)g;

versehen mit der Relativtopologie des Produktraumes. Algebrais
h ist dies die Men-

ge aller Vektoren aus dem Produkt, deren Lage im Produktraum mit den Struktur-

abbildungen vertr

�

agli
h ist. Mit der angegebenen Topologie ist dies ein abges
hlos-

sener Unterraum des Produktraumes, also f

�

ur abz

�

ahlbare projektive Spektren von

Fr�e
hetr

�

aumen selbst wieder ein Fr�e
hetraum.
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Man

�

uberlegt si
h weiter, da� die Topologie von lim

 �

E

k

bereits erzeugt wird von

dem Halbnormensystem:

fp Æ �

k

: k 2 N

0

; p 2 P

k

g;

wobei P

k

ein erzeugendes Halbnormensystem der jeweiligen Stufe E

k

und �

k

:

lim

 �

E

l

! E

k

die kanonis
he Projektion bezei
hnen. F

�

ur vollst

�

andige Beweise der

hierbei gema
hten Aussagen sei auf [9℄ verwiesen.

1.5.2 Satz. Die kanonis
he Einbettung i : E(T; X) ! lim

 �

C

k

(T; X); f 7! (f) ist

ein topologis
her Isomorphismus. Hierbei bezei
hne (f) 2 �

k

C

k

(T; X) das Element

des Produktraumes, dessen s

�

amtli
he Komponenten glei
h f sind.

Beweis. Als Strukturabbildungen �

kl

verwenden wir die nat

�

urli
hen Inklusionen

C

l

(T; X)

�

�! C

k

(T; X) (l � k), die wegen k � k

k

� k � k

l

f

�

ur l � k jeweils stetig

sind und die Strukturaxiome trivialerweise erf

�

ullen. Dadur
h erh

�

alt der projektive

Limes eine besonders einfa
he Struktur, denn:

(f

l

)

l

2 lim

 �

C

k

(T; X) , �

kl

f

l

= f

k

(8l � k)

, f

l

= f

0

2

1

\

k=0

C

k

(T; X) = E(T; X) (8l 2 N):

Daraus folgt unmittelbar, da� die Abbildung E(T; X) 3 f

i

7! (f) 2 lim

 �

C

k

(T; X)

bijektiv ist. O�enbar ist i au
h linear (gilt komponentenweise) und stetig, denn:

k�

k

(i(f))k

k

= kfk

k

, wo links ein erzeugendes Halbnormensystem f

�

ur den projek-

tiven Limes dur
hlaufen wird. Da E(T; X) und lim

 �

C

k

(T; X) beides Fr�e
hetr

�

aume

sind, folgt die Stetigkeit von i

�1

aus dem Prinzip der o�enen Abbildung. }
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2 Verallgemeinert E(T)-skalare Operatoren

Im vorliegenden Kapitel werden wir unsere Aufmerksamkeit auf Operatoren mit

C

1

-Funktionalkalk

�

ul

�

uber der Einheitskreislinie ri
hten. Dabei werden wir im Vor-

beigehen all das in Form von Korollaren festhalten, was si
h

�

uber Eins
hr

�

ankungen

der betra
hteten Operatoren auf einen abges
hlossenen invarianten Unterraum sa-

gen l

�

a�t.

Vorweg eine Bemerkung zur Spre
hweise: Ist ein stetig linearer Operator T auf

einem Bana
hraum X gegeben, und A eine Algebra komplexwertiger Funktionen

(de�niert auf einer Obermenge von �(T )), so verstehen wir unter einem (stetigen)

Funktionalkalk

�

ul f

�

ur T einen (stetigen) Algebrenhomomorphismus � : A ! L(X)

mit �(1) = id;�(z) = T . (Insbesondere kommen nur sol
he Algebren in Frage, die

die konstante Funktion 1 sowie die identis
he Funktion z enthalten.)

Falls A in irgendeiner Form topologisiert ist, so betra
hten wir nur stetige Funk-

tionalkalk

�

ule und unterdr

�

u
ken die Eigens
haft "stetig" in der Notation. In diesem

Falle sagen wir kurz: T hat einen A-Kalk

�

ul.

2.1 Eine Charakterisierung E(T)-skalarer Operatoren

2.1.1 De�nition. Sei X ein Bana
hraum, T 2 L(X) stetig linear.

(a) T hei�t (verallgemeinert) E(T)-skalar, wenn es einen stetigen E(T)-Kalk

�

ul f

�

ur

T gibt. Daf

�

ur s
hreiben wir kurz: T 2 [E(T)℄.

(b) T hei�t E(T)-subskalar, wenn es einen Bana
hraum

^

X und einen Operator

^

T 2 L(

^

X) gibt, so da� T

�

ahnli
h zu einer Eins
hr

�

ankung von

^

T auf einen

abges
hlossenen invarianten Unterraum

^

X

0

ist.

�

Ahnli
hkeit bedeutet dabei: Es

existiert ein topologis
her Isomorphismus i : X !

^

X

0

, so da� T = i

�1

Æ

^

T j

^

X

0

Æi.

(
) Analog de�niert man C

k

(T)-(sub)skalar.

2.1.2 Zu Beginn eine zwar einfa
he, aber n

�

utzli
he Bemerkung

�

uber die Eindeutig-

keit eines E(T)-Kalk

�

uls: Sei T 2 L(X) ein Operator mit E(T)-Kalk

�

ul � : E(T) !

L(X). Ist dann f 2 E(T) eine beliebige glatte Funktion auf dem Torus, so wis-

sen wir, da� diese dur
h ihre Fourierreihe dargestellt wird. Mit der Stetigkeit des

Kalk

�

uls und seinen algebrais
hen Eigens
haften sieht man daher sofort ein, da�

�(f) = �(

1

X

n=�1

^

f(n)z

n

) =

1

X

n=�1

�(

^

f(n)z

n

) =

1

X

n=�1

^

f(n)(�(z))

n

=

1

X

n=�1

^

f(n)T

n

:

Das hei�t insbesondere: der E(T)-Kalk

�

ul ist eindeutig, und dies ist die einzige

M

�

ogli
hkeit, ihn zu konstruieren. Weiter liest man ab: Das Wa
hstumsverhalten

der Potenzen von T mu� in dem Sinne gem

�

a�igt sein, da� die Konvergenz der letz-

ten Reihe f

�

ur beliebiges f gew

�

ahrleistet ist. Hierbei mu� nat

�

urli
h ber

�

u
ksi
htigt

werden, da� die FourierkoeÆzienten einer E(T)-Funktion s
hnell fallen.

Im na
hfolgenden Satz werden diese

�

Uberlegungen pr

�

azisiert: Wir werden se-

hen, da� eine Wa
hstumsbedingung an die Potenzen - oder

�

aquivalent eine an die

Resolvente - notwendig und hinrei
hend ist f

�

ur die Existenz eines E(T)-Kalk

�

uls.

Dieses Resultat stammt urspr

�

ungli
h von Colojoar�a und Foia�s (vgl. [5℄, Kap. 5);

der Beweis wird dort allerdings auf mehrere Lemmata verteilt, wobei genau unter-

su
ht wird, wie si
h die jeweilige Wa
hstumsordnung in der Qualit

�

at des Kalk

�

uls

(C

k

statt C

1

) nieders
hl

�

agt. Da wir in erster Linie an E(T)-Kalk

�

ulen interessiert

sind, wird im folgenden ein auf diesen Spezialfall zuges
hnittener Beweis gegeben:
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2.1.3 Satz. (Colojoar�a und Foia�s) F

�

ur T 2 L(X) sind

�

aquivalent:

(a) T 2 [E(T)℄

(b) �(T ) � T und 9
 > 0 9k 2 N

0

: k R(�; T ) k�




j1�j�jj

k

(0 < j1� j�jj < 1)

(
) T ist bijektiv und 9~
 > 0 9

~

k 2 N

0

8n 2 Z : k T

n

k� ~
(1 + jnj)

~

k

.

Beweis.

(a) ) (b). Sei � : E(T) ! L(X) ein Funktionalkalk

�

ul f

�

ur T. F

�

ur j�j 6= 1 ist

die Funktion (� � z)

�1

2 E(T), d.h. �((� � z)

�1

) ist wohlde�niert und glei
h der

Resolvente von T in � (� ist Algebrenhomomorphismus). Folgli
h ist �(T ) � T.

Weiter liefert die Stetigkeit von � ein a > 0 und F � N

0

endli
h, so da� f

�

ur � 62 T

gilt:

k R(�; T ) k=k �((� � z)

�1

) k� amax

l2F

k (� � z)

�1

k

l

� a k (� � z)

�1

k

maxF

(letzteres, weil die Halbnormen von E(T) aufsteigend geordnet sind). Um die Halb-

norm auf der re
hten Seite auszuwerten,

�

uberlegen wir uns zun

�

a
hst induktiv, da�

8j 2 N

0

9f

j

2 E(T) :

d

j

dt

j

(� � e

it

)

�1

= (� � e

it

)

�(j+1)

f

j

(e

it

) (t 2 R):

F

�

ur j = 0 ist die Aussage klar, und der Induktionss
hritt lautet wie folgt:

d

j+1

dt

j+1

(� � e

it

)

�1

=

d

dt

((� � e

it

)

�(j+1)

f

j

(e

it

))

= (� � e

it

)

�(j+2)

(j + 1)ie

it

f

j

(e

it

) + (� � e

it

)

�(j+1)

d

dt

f

j

(e

it

)

= (� � e

it

)

�(j+2)

�

(j + 1)ie

it

f

j

(e

it

) + (� � e

it

)

d

dt

f

j

(e

it

)

�

=: (� � e

it

)

�(j+2)

f

j+1

(e

it

):

Mit f

j

ist also au
h f

j+1

eine glatte Funktion auf dem Torus. Insbesondere sind alle

f

j

bes
hr

�

ankt, und man erh

�

alt folgende Abs
h

�

atzung:

sup

t2R

j

d

j

dt

j

(� � e

it

)

�1

j �k f

j

k

0

sup

t2R

j� � e

it

j

�(j+1)

=k f

j

k

0

1

(dist(�;T))

j+1

:

Unter Ber

�

u
ksi
htigung der Beziehung dist(�;T) = j1 � j�jj folgt daraus f

�

ur 0 <

j1� j�jj < 1 unmittelbar:

k (� � z)

�1

k

m

= sup

t2R

0�j�m

j

d

j

dt

j

(� � e

it

)

�1

j �

�

max

0�j�m

k f

j

k

0

�

1

j1� j�jj

m+1

:

Einsetzen dieser Beziehung mit m = maxF in die Normabs
h

�

atzung f

�

ur die Resol-

vente liefert die Behauptung (mit k = m+ 1).

(b) ) (
). Mit Hilfe des holomorphen Funktionalkalk

�

uls kann man die Wa
hs-

tumsbedingung f

�

ur die Resolvente umwandeln in eine f

�

ur die Norm der Potenzen

des Operators T . F

�

ur alle n 2 Z ist z

n

2 O(C �f0g) und wegen �(T ) � T umrundet

�

"

:= �D

1+"

(0)	�D

1�"

(0) f

�

ur kleine " das Spektrum von T in C �f0g, so da� wir

die Potenzen von T s
hreiben k

�

onnen als:

T

n

=

1

2�i

Z

�

"

�

n

R(�; T )d� (0 < " < 1):



22 2 VERALLGEMEINERT E(T)-SKALARE OPERATOREN

Die Standardabs
h

�

atzung f

�

ur Kurvenintegrale liefert mit der in (b) vorausgesetzten

Wa
hstumsbedingung:

k T

n

k � (1 + ")

n+1

max

�2�D

1+"

(0)

k R(�; T ) k +(1� ")

n+1

max

�2�D

1�"

(0)

k R(�; T ) k

� ((1 + ")

n+1

+ (1� ")

n+1

)




"

k

(mit (b)):

Wir bes
hr

�

anken uns zun

�

a
hst auf die positiven Potenzen, betra
hten also n � 0.

Dann ist (1� ")

n+1

< (1 + ")

n+1

und es gilt:

kT

n

k � 2


(1 + ")

n+1

"

k

:

Setzen wir f

�

ur " die (hinrei
hend sp

�

aten) Glieder der Nullfolge (

k

n

)

n

ein, so erhalten

wir f

�

ur n > k die Beziehung:

kT

n

k � 2


(1 +

k

n

)

n+1

(

k

n

)

k

;

weshalb gilt:

kT

n

k

n

k

� 2


(1 +

k

n

)

n+1

k

k

n!1

�! 2


e

k

k

k

2 R:

F

�

uhren wir die gesamte

�

Uberlegung f

�

ur negative Exponenten dur
h, erhalten wir

(nun mit (1 + ")

�n+1

� (1� ")

�n+1

f

�

ur n > 0):

kT

�n

k � 2


(1� ")

�n+1

"

k

;

und mit " wie oben gilt (n > k):

kT

�n

k

n

k

� 2


(1�

k

n

)

�n+1

k

k

n!1

�! 2


e

k

k

k

2 R:

Die beiden Folgen

kT

n

k

n

k

und

kT

�n

k

n

k

sind somit dur
h eine positive Konstante ~


bes
hr

�

ankt, also kT

n

k � ~
jnj

k

� ~
(1 + jnj)

k

f

�

ur n 2 Z. Es folgt (
) mit

~

k = k.

(
) ) (a). Wir de�nieren den Kalk

�

ul auf die einzig m

�

ogli
he Weise, n

�

amli
h

� : E(T) ! L(X); f 7!

P

n2Z

^

f(n)T

n

. Falls � wohlde�niert ist, also die Reihe

jedenfalls konvergiert, ist � si
her linear (da f 7! (

^

f(n))

n

linear). Setzen wir unser

Wissen

�

uber das Wa
hstumsverhalten der FourierkoeÆzienten einer E(T)-Funktion

sowie der Potenzen von T ein, so erhalten wir (unter Verwendung von (1.3.1)(d) im

letzten S
hritt):

k�(f)k �

X

n2Z

j

^

f(n)jkT

n

k �

X

n2Z

j

^

f(n)j~
(1 + jnj)

~

k

= ~
k(

^

f(n))k

1;

~

k

� ~



~

k

kfk

~

k+2

:

Dies liefert auf einen S
hlag die absolute Konvergenz der Reihe (d.h. f

�

ur festes f ist

�(f) stetig linearer Operator auf X, also � wohlde�niert) und die Stetigkeit von �.

Die absolute Konvergenz der Reihe erlaubt es uns, mit dem Cau
hy-Produkt die

Multiplikativit

�

at von � na
hzure
hnen:

�

X

n2Z

^

f(n)T

n

��

X

n2Z

ĝ(n)T

n

�

=

X

n2Z

�

X

k2Z

^

f(k)ĝ(n� k)

�

T

n

=

X

n2Z

d

(fg)(n)T

n

f

�

ur f; g 2 E(T), wobei wir die Formel f

�

ur die Fourierentwi
klung eines Produktes

benutzt haben. Dies ma
ht � zum stetigen Algebrenhomomorphismus.

Man re
hnet s
hlie�li
h lei
ht na
h, da�

^

1(n) = Æ

0n

und ẑ(n) = Æ

1n

, eingesetzt

also: �(1) = T

0

= id;�(z) = T . }

Aus der Charakterisierung

�

uber Potenzwa
hstum folgt unmittelbar:
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2.1.4 Korollar. (a) Isometris
he Isomorphismen sind E(T)-skalar.

(b) F

�

ur T 2 L(X) gilt: T 2 [E(T)℄ , T

0

2 [E(T)℄, sowie T 2 [E(T)℄ , T

�1

2

[E(T)℄.

(
) Ist S; T 2 L(X) ein kommutierendes Paar von Operatoren mit S; T 2 [E(T)℄,

so gilt: ST 2 [E(T)℄.

Beweis.

(a) Isometris
he Isomorphismen sind invertierbar und erf

�

ullen die Wa
hstumsbe-

dingung an die Potenzen mit ~
 = 1,

~

k = 0.

(b) Wegen �(T

0

) = �(T ) � T ist mit T au
h T

0

invertierbar und umgekehrt;

und

�

uber die Norm der Potenzen wei� man (f

�

ur n 2 Z beliebig): k(T

0

)

n

k =

k(T

n

)

0

k = kT

n

k. Also ist das Wa
hstumsverhalten der Potenzen glei
h; wa
h-

sen also die Potenzen des einen Operators langsam, so au
h die des anderen.

Das ist aber na
h vorigem Satz notwendig und hinrei
hend f

�

ur die Existenz

eines Kalk

�

uls. Ein

�

ahnli
hes Argument mit T

�1

statt T

0

liefert die G

�

ultigkeit

des zweiten Teils der Behauptung.

(
) Mit S und T ist nat

�

urli
h au
h ST invertierbar. Da beide den E(T)-Kalk

�

ul

besitzen, existieren na
h dem Satz Konstanten 


1

; 


2

> 0 und k

1

; k

2

2 N mit

kS

n

k � 


1

(1 + jnj)

k

1

und kT

n

k � 


2

(1 + jnj)

k

2

. Also gilt f

�

ur die Norm von

(ST )

n

f

�

ur alle n 2 Z (bea
hte: S; T kommutieren):

k(ST )

n

k = kS

n

T

n

k � kS

n

kkT

n

k � 


1




2

(1 + jnj)

k

1

+k

2

:

Das hei�t: die Potenzen des Produktes wa
hsen langsam, also garantiert der

Satz die Existenz eines E(T)-Kalk

�

uls f

�

ur das Produkt. }

Man bea
hte, da� die Implikation ")" in (a) f

�

ur alle Kalk

�

ule trivialerweise

gilt (ist � ein Kalk

�

ul, so ist f 7!

�

�(f)

�

0

einer f

�

ur den adjungierten Operator).

Die Betonung liegt daher auf der umgekehrten Implikation, die im allgemeinen Fall

keineswegs gelten mu�.

Im Hinbli
k auf E(T)-subskalare Operatoren stellt si
h die Frage, wie si
h die

Wa
hstumsbedingung an die Potenzen aus Satz (2.1.3) auf Eins
hr

�

ankungen ver-

erbt. Eine Antwort gibt das na
hstehende Korollar, in dem wir glei
h no
h einige

einfa
he Folgerungen festhalten:

2.1.5 Korollar. Ist T 2 L(X) ein E(T)-subskalarer Operator, so gelten folgende

Aussagen:

(a) Es gibt Konstanten a; b > 0, k 2 N

0

:

akxk

(1+n)

k

� kT

n

xk � b(1 + n)

k

kxk (n 2

N

0

; x 2 X):

(b) F

�

ur n 2 N ist T

n

injektiv mit abges
hlossenem Bild.

(
) Ist T zus

�

atzli
h bijektiv, d.h. 0 62 �(T ), so ist T s
hon selbst E(T)-skalar.

(d) Der Spektralradius erf

�

ullt: r(T ) = 1, insbesondere �(T ) � D .

Beweis.

(a) Wenn T E(T)-subskalar ist, dann gibt es de�nitionsgem

�

a� einen E(T)-skalaren

Operator

^

T auf einem Bana
hraum

^

X und einen topologis
hen Isomorphismus

i : X !

^

X

0

auf einen abges
hlossenen invarianten Teilraum

^

X

0

von

^

T , so da�
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T si
h s
hreiben l

�

a�t als T = i

�1

Æ

^

T j

iX

Æ i. Man sieht sofort, da� si
h diese

Darstellung auf alle positiven Potenzen

�

ubertr

�

agt:

T

n

= i

�1

Æ

^

T j

n

iX

Æ i (n 2 N

0

):

Daraus resultiert (bea
hte k

^

T j

n

iX

k � k

^

T

n

k) die Normabs
h

�

atzung

kT

n

k � ki

�1

kkikk

^

T

n

k � ki

�1

kkik
(1 + jnj)

k

(n 2 N

0

)

mit den Konstanten 
 und k aus Satz (2.1.3). Das ist die re
hte Unglei
hung

aus der Behauptung mit b := ki

�1

kkik
.

Die linke sieht man folgenderma�en ein: f

�

ur

^

T wa
hsen au
h die negativen Po-

tenzen langsam, und i ist als topologis
he Einbettung na
h unten bes
hr

�

ankt,

d.h. kixk � mkxk (mit m > 0) f

�

ur x 2 X beliebig. Daher gilt f

�

ur n 2 N

0

(bea
hte

^

T j

n

iX

Æ i = i Æ T ):

kxk �

1

m

k

^

T

�n

^

T j

n

iX

ixk

�




m

(1 + j � nj)

k

k

^

T j

n

iX

ixk

=




m

(1 + n)

k

kiT

n

xk

�




m

(1 + n)

k

kikkT

n

xk

f

�

ur alle x 2 X , oder - auf die ri
htige Form gebra
ht:

m


kik

kxk

(1 + n)

k

� kT

n

xk (n 2 N

0

; x 2 X):

Das ist die linke Unglei
hung, wobei o�ensi
htli
h ist, wie man a zu w

�

ahlen

hat.

(b) Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus (a), da die linke Unglei
hung besagt:

T

n

ist na
h unten bes
hr

�

ankt.

(
) Ist T E(T)-subskalar, so gelten die Abs
h

�

atzungen aus (a). Ist T invertierbar,

so liefert die linke (x 2 X , n 2 N

0

):

akT

�n

xk

(1 + n)

k

� kT

n

T

�n

xk = kxk;

bzw. na
h Supremumsbildung

�

uber fx 2 X : kxk = 1g:

kT

�n

k �

1

a

(1 + j � nj)

k

(n 2 N

0

):

Die re
hte Unglei
hung aus (a) besagt hingegen:

kT

n

k � b(1 + jnj)

k

(n 2 N

0

):

Mit 
 > maxf

1

a

; bg werden dann o�ensi
htli
h die Wa
hstumsbedingungen aus

Satz (2.1.3) erf

�

ullt, d.h. T ist selbst s
hon E(T)-skalar.

(d) Wir verwenden die bekannte Formel f

�

ur den Spektralradius und s
h

�

atzen dazu

kT

n

k

1

n

mit (a) wie folgt ab:

n

p

a

(

n

p

1 + n)

k

� kT

n

k

1

n

�

n

p

b(

n

p

1 + n)

k

(n 2 N):

Man erkennt: Linke und re
hte Seite streben gegen 1 f

�

ur n!1, der Term in

der Mitte gegen den Spektralradius r(T ). }
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Das Korollar liefert uns somit notwendige Bedingungen, die ein E(T)-subskalarer

Operator erf

�

ullen mu�. Man bea
hte, da� man langsames Potenzwa
hstum jetzt

nur no
h f

�

ur die positiven Potenzen hat. Anstelle des entspre
henden Verhaltens

f

�

ur die negativen Potenzen (die im Gegensatz zum skalaren Falle ni
ht notwendig

existieren m

�

ussen) tritt eine Bes
hr

�

anktheitsbedingung na
h unten. Damit hat ein

Operator, der kein topologis
her Monomorphismus ist, gar ni
ht erst die Chan
e,

E(T)-subskalar zu sein. Invertierbarkeit ist allerdings eine zu starke Voraussetzung,

wie in (
) deutli
h wird: dann hat der Operator n

�

amli
h selbst s
hon den E(T)-

Kalk

�

ul. Die Aussage

�

uber das Spektrum aus Teil (d) l

�

a�t si
h no
h wesentli
h

verbessern:

2.1.6 Satz. Ist T 2 L(X) ein E(T)-subskalarer Operator, so gilt f

�

ur das appro-

ximative Punktspektrum: �

ap

(T ) � T. Insbesondere ist eine der beiden folgenden

Alternativen erf

�

ullt:

(a) �(T ) � T oder

�

aquivalent: T ist E(T)-skalar

(b) �(T ) = D .

Beweis. Wir zeigen zun

�

a
hst die Aussage

�

uber �

ap

(T ): Sei

^

T 2 L(

^

X) eine E(T)-

skalare Erweiterung von T bis auf

�

Ahnli
hkeit, d.h. es gelte i Æ T =

^

T Æ i mit einem

topologis
hen Monomorphismus i : X !

^

X . Ist dann � 2 �

ap

(T ), so existiert

de�nitionsgem

�

a� eine Folge von Einheitsvektoren (x

n

)

n

in X mit (� � T )x

n

! 0,

woraus wir folgern: i(� � T )x

n

! 0; und wegen der Vertaus
hungseigens
haft und

Linearit

�

at von i hei�t das: (��

^

T )ix

n

! 0.

Angenommen � 62 T, so ist wegen �(

^

T ) � T die Resolvente von

^

T in � de�niert,

weshalb:

ix

n

= R(�;

^

T )(� �

^

T )ix

n

! 0 (n!1):

Aber da i topologis
her Monomorphismus ist, folgt unmittelbar: (x

n

)

n

ist eine Null-

folge, im Widerspru
h zu der Voraussetzung, da� alle x

n

Norm Eins haben. Damit

mu� die Annahme � 62 T fals
h gewesen sein, insgesamt also gelten: �

ap

(T) � T.

Nun zu den beiden Alternativen: Na
h (2.1.5)(
) ist klar, da� T im Fall (a) -

wo �(T ) � T - selbst s
hon E(T)-skalar ist; die Umkehrung ist trivial. Wir m

�

ussen

also nur no
h zeigen: Falls (a) ni
ht gilt, ist automatis
h (b) erf

�

ullt. Dazu

�

uberlegen

wir uns folgendes: Na
h (2.1.5)(d) gilt r(T ) = 1 und damit �(T ) � D ; wenn also

�(T ) 6� T, so hei�t das �(T ) \ D 6= ;.

Nun ist �(

^

T ) � T, also D ganz in einer Zusammenhangskomponente C der

Resolventenmenge von

^

T enthalten. Da

�

Ahnli
hkeitstransformationen das Spektrum

erhalten, gilt:

�(

^

T j

iX

) \ C � �(T ) \ D 6= ;:

Dann mu� aber s
hon gelten: C � �(

^

T j

ix

), also si
her au
h D � �(T ). Mit der

Abges
hlossenheit des Spektrums und der Beziehung �(T ) � D von oben folgt

dann die Behauptung. }

Es sei no
h angemerkt, da� das spektrale Verhalten E(T)-subskalarer Operatoren

dem einer als m-Isometrien bezei
hneten Klasse von Operatoren auf Hilbertr

�

aumen

sehr

�

ahnli
h sieht (vgl. Agler und Stankus [1℄, Lemma 1.21). Da� dies zumindest

im Fall m = 2 keine zuf

�

allige Analogie ist, werden wir im letzten Kapitel bei der

Behandlung von Beispielen sehen.

Na
h diesen ersten Eindr

�

u
ken

�

uber die Gestalt E(T)-subskalarer Operatoren

kehren wir nun no
h einmal zu E(T)-skalaren Operatoren zur

�

u
k, und zwar zu der

Frage der Fortsetzbarkeit eines E(T)-Kalk

�

uls auf gewisse Oberalgebren von E(T).

Unter wel
hen Bedingungen si
h dabei wi
htige Eigens
haften des Kalk

�

uls auf die

Fortsetzung vererben, davon handelt das n

�

a
hste Lemma.
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Wir formulieren die Aussage ni
ht speziell f

�

ur E(T), sondern allgemeiner f

�

ur

Funktionenalgebren, die dieselbe topologis
he Struktur haben.

2.1.7 Lemma. Es sei 
 � C beliebig, E(
) eine Algebra von C -wertigen Funktio-

nen auf 
, versehen mit einer Fr�e
hetraum-Topologie. E(
) enthalte 1 und z und

lasse si
h auf folgende Art aus Funktionenr

�

aumen E

k

(
) darstellen:

(a) F

�

ur alle k 2 N

0

ist E

k

(
) ein Bana
hraum, und f

�

ur alle l; k 2 N

0

mit l � k

existieren stetige Inklusionen E

l

(
)

�

�! E

k

(
),

(b) E(
) =

T

k

E

k

(
) versehen mit der projektiven-Limes-Topologie

(
) E(
) � E

k

(
) di
ht (8k).

Dann gilt:

(a) Ein (stetiger) E(
)-Kalk

�

ul � l

�

a�t si
h zu einer stetig linearen Abbildung �

0

auf eine Stufe E

K

(
) fortsetzen.

(b) Ist der Operator M

z

: E

K

(
)! E

K

(
); f 7! zf in dieser Stufe wohlde�niert

und stetig, folgt weiter:

�

0

(zf) = �(z)�

0

(f) (8f 2 E

k

(
)):

(
) Ist E

K

(
) eine Algebra mit stetiger Multiplikation, so ist �

0

sogar ein stetiger

E

K

(
)-Kalk

�

ul.

Beweis.

(a) Sei i : lim

 �

E

k

(
)! E(
); (f) 7! f der nat

�

urli
he topologis
he Isomorphismus.

Da� � : E(
)! L(X) stetig ist (bez

�

ugli
h der projektiven-Limes-Topologie),

hei�t gerade:

k�(f)k = k(� Æ i)(f)k � 
 max

k2fk

1

;���k

n

g

kfk

E

k

(
)

� ~
kfk

E

K

(
)

;

wobei K = maxfk

1

; � � � k

n

g, denn die Einbettungen der Stufen sind stetig.

D.h. � ist auf der di
hten Teilmenge E(
) � E

K

(
) stetig bez

�

ugli
h der

Relativtopologie von E

K

(
), und somit existiert eine eindeutig bestimmte

stetig lineare Fortsetzung auf E

K

(
).

(b) Es sei f 2 E

K

(
) beliebig, (f

n

)

n

eine f in der E

K

(
)-Topologie approximie-

rende Folge in E(
). Dann gilt:

�

0

(zf) = �

0

(z lim f

n

) = �

0

(lim zf

n

) = lim�

0

(zf

n

)

= lim�(zf

n

) = lim�(z)�(f

n

) = �(z) lim�

0

(f

n

)

= �(z)�

0

(lim f

n

) = �(z)�

0

(f):

(
) Wir gehen analog vor: zu f; g 2 E

K

(
) w

�

ahlen wir Folgen (f

n

)

n

; (g

n

)

n

in

E(
) mit f

n

! f; g

n

! g in E

K

(
). Dann gilt wegen der Stetigkeit von �

0

nat

�

urli
h: �

0

(f

n

)! �

0

(f);�

0

(g

n

)! �

0

(g) und damit:

�

0

(fg) = �

0

(lim f

n

lim g

n

) = �

0

(lim f

n

g

n

) = lim�

0

(f

n

g

n

)

= lim�(f

n

g

n

) = lim�(f

n

)�(g

n

) = lim�

0

(f

n

) lim�

0

(g

n

)

= �

0

(f)�

0

(g):

Damit ist �

0

au
h multiplikativ. Man bea
hte nur no
h, da� �

0

(1) = �(1)

und �

0

(z) = �(z). }
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2.1.8 Korollar. Sei T 2 L(X).

(a) T 2 [E(T)℄, T 2 [C

k

(T)℄ f

�

ur ein k 2 N

0

(b) T E(T)-subskalar , T C

k

(T)-subskalar f

�

ur ein k 2 N

0

.

Beweis.

(a) Die R

�

u
kri
htung folgt nat

�

urli
h dur
h Eins
hr

�

anken eines C

k

- Kalk

�

uls; um-

gekehrt l

�

a�t si
h ein E(T)-Kalk

�

ul na
h dem Lemma au
h fortsetzen, denn: wir

haben im ersten Abs
hnitt gesehen, da� E(T) =

T

k

C

k

(T) ' lim

 �

C

k

(T) und

E(T) � C

k

(T) di
ht (8k). Damit erf

�

ullen E(
) := E(T) und E

k

(
) := C

k

(T)

mit 
 = T die Bedingungen aus dem Lemma.

(b) Wende (a) auf eine Fortsetzung

^

T von T an. }

2.2 Beispiele E(T)-skalarer Operatoren

2.2.1 Passend zum Potenzwa
hstum E(T)-skalarer Operatoren de�nieren wir ge-

wi
htete X-wertige `

1

-R

�

aume (k 2 N

0

):

`

1

k

(Z; X) := f(a

n

)

n

Folge in X : k(a

n

)

n

k

1;k

:=

X

n2Z

ka

n

k(1 + jnj)

k

<1g:

Man

�

uberzeugt si
h

�

ahnli
h wie im skalaren Fall davon, da� k � k

1;k

eine Norm ist,

die diesen Folgenraum zum Bana
hraum ma
ht.

Im folgenden Satz werden wir zwei wi
htige Beispiele E(T)-skalarer Operatoren

kennenlernen. Den Beweis daf

�

ur, da� die betra
hteten Operatoren stetig sind, wollen

wir ni
ht gesondert geben: zum einen tau
hen im Beweis des Satzes entspre
hende

Normabs
h

�

atzungen no
h einmal explizit auf, zum anderen sind die Operatoren von

so einfa
her Bauart, da� kaum jemand ernsthafte Zweifel an ihrer Stetigkeit haben

d

�

urfte.

2.2.2 Satz. Die beiden folgenden Operatoren sind E(T)-skalar:

(a) der zweiseitige Re
htsshift s : `

1

k

(Z;X)! `

1

k

(Z; X); (a

n

)

n

7! (a

n�1

)

n

, und

(b) der Multiplikationsoperator M

z

: C

k

(T; X)! C

k

(T; X); f 7! zf .

Der Kalk

�

ul f

�

ur M

z

ist dabei explizit gegeben dur
h:

� : E(T)! L(C

k

(T; X));' 7!M

'

;

wobei C

k

(T; X) 3 f

M

'

7�! 'f 2 C

k

(T; X).

Beweis.

(a) s ist o�enbar linear und invertierbar, und die l-te Potenz (l 2 Z) kann man

explizit angeben als: (a

n

)

n

s

l

7! (a

n�l

)

n

. F

�

ur die Norm hiervon gilt:

ks

l

(a

n

)

n

k

1;k

= k(a

n�l

)

n

k

1;k

=

X

n2Z

ka

n�l

k(1 + jnj)

k

=

X

n2Z

ka

n

k(1 + jn+ lj)

k

� (1 + jlj)

k

X

n2Z

ka

n

k(1 + jnj)

k

= (1 + jlj)

k

k(a

n

)

n

k

1;k

:
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Die Potenzen von s wa
hsen also langsam, was na
h der Charakterisierung

aus Satz (2.1.3) nur zu zeigen ist.

(b) F

�

ur M

z

�

uberlegen wir uns glei
h, da� der Kalk

�

ul wie angegeben aussieht:

Seien ' 2 E(T), f 2 C

k

(T; X) beliebig vorgegeben. Dann gilt:

kM

'

(f)k = k' � fk

k

= sup

t2R

0�m�k

k

d

m

dt

m

('f)(e

it

)k

= sup

t2R

0�m�k

k

m

X

j=0

�

m

j

�

d

j

dt

j

'(e

it

)

d

m�j

dt

m�j

f(e

it

)k

� (k + 1) max

0�j�k

�

k

j

�

sup

t2R

0�m�k

j

d

j

dt

j

'(e

it

)j sup

t2R

0�m�k

k

d

j

dt

j

f(e

it

)k

= 
k'k

k

kfk

k

;

wobei 
 > 0 eine nur von k abh

�

angige Konstante ist.

Man liest ab: bei festem ' ist M

'

stetig, womit na
hgewiesen ist, da� die im

Satz de�nierte Abbildung � wohlde�niert ist. � ist dann o�enbar Algebren-

homomorphismus, der zudem �(1) = id

C

k

(T;X)

und �(z) = M

z

erf

�

ullt. Die

Stetigkeit von � l

�

a�t si
h dann ebenfalls an obiger Normabs
h

�

atzung able-

sen, denn: kM

'

k � 
k'k

k

. Also hat � alle Eigens
haften, die wir von einem

E(T)-Kalk

�

ul f

�

ur M

z

fordern. }

2.3 Die Eigens
haft (�)

E(T)

Besitzt T 2 L(X) einen E(C )-Kalk

�

ul, so l

�

a�t si
h zeigen (vgl. Es
hmeier und Putinar

[8℄, Abs
hnitt 6.4): Die Abbildung

E(C ; X)

z�T

����! E(C ; X)

ist topologis
her Monomorphismus. Man sagt: T hat die Eigens
haft (�)

E

. Da

si
h die Eigens
haft, topologis
her Monomorphismus zu sein, auf Eins
hr

�

ankungen

�

ubertr

�

agt, hat jeder subskalare Operator (�)

E

. Hiervon gilt au
h die Umkehrung,

so da� (vgl. [8℄, Corollary 6.4.9) die Eigens
haft (�)

E

gerade die subskalaren Ope-

ratoren auf Bana
hr

�

aumen 
harakterisiert.

Na
h diesen Vorbemerkungen ist die folgende De�nition ni
ht

�

uberras
hend:

2.3.1 De�nition. Ist X ein Bana
hraum und T 2 L(X), so sagen wir: T hat die

Eigens
haft (�)

E(T)

:, E(T; X)

z�T

�! E(T; X) ist topologis
her Monomorphismus.

2.3.2 Satz. Sei T 2 L(X) ein E(T)-skalarer Operator. Dann ist die Abbildung

E(T; X)

z�T

�! E(T; X) ein topologis
her Monomorphismus, d.h. T hat die Eigens
haft

(�)

E(T)

.

Beweis. (Vgl. hierzu den Beweis zu Theorem 6.4.11 in [8℄, insbesondere die Ab-

s
hnitte (2) und (3)). Na
h Satz (2.1.3) wissen wir, da� T Normabs
h

�

atzungen der

Form kT

n

k � 
(1 + jnj)

k

0

(8n 2 Z) mit geeigneten Konstanten 
 > 0; k

0

2 N

0

erf

�

ullt.

Somit k

�

onnen wir f

�

ur N 2 N

0

eine Abbildung

 

N

: E(T; X)! E(T; X); f 7!

X

n2Z

T

n�N

^

f(n)z

n



2.3 Die Eigens
haft (�)

E(T)

29

de�nieren, denn die FourierkoeÆzienten von  

N

f erf

�

ullen dann:

k(T

n�N

^

f(n))

n

k

1;k

=

X

n2Z

kT

n�N

^

f(n)k(1 + jnj)

k

�

X

n2Z


(1 + jn�N j)

k

0

k

^

f(n)k(1 + jnj)

k

� 


X

n2Z

(1 + jnj)

k

0

(1 +N)

k

0

(1 + jnj)

k

k

^

f(n)k

= 
(1 +N)

k

0

k(

^

f(n))

n

k

1;k

0

+k

<1;

d.h. sie liegen o�enbar in s

X

und damit ist  

N

f als E(T; X)-Funktion wohlde�-

niert. Die Linearit

�

at von  

N

ist unmittelbar einsi
htig, und die Stetigkeit folgt dann

ebenfalls aus den obigen Abs
h

�

atzungen, denn wegen der topologis
hen Isomorphie

E(T; X) ' s

X

(vgl. (1.3.7)(b)) brau
hen wir zwis
hen der von s

X

induzierten und

der urspr

�

ungli
hen Topologie auf E(T; X) ni
ht zu unters
heiden.

Na
h (2.1.4)(b) ist mit T au
h T

�1

2 [E(T)℄, und wir erhalten mit T

�1

statt T

in obiger Re
hnung, da� au
h die Abbildung

~

 

N

: E(T; X)! E(T; X); f 7!

X

n2Z

T

�(n�N)

^

f(n)z

n

f

�

ur N 2 N

0

ein wohlde�nierter stetig linearer Operator ist. Damit re
hnet man

sofort die G

�

ultigkeit der Beziehung

~

 

N

Æ 

N

=  

N

Æ

~

 

N

= id na
h; folgli
h sind  

N

und

~

 

N

topologis
he Isomorphismen.

F

�

ur ein beliebiges f 2 E(T; X) best

�

atigen wir:

 

1

(z � T )f =  

1

(

X

n2Z

(

^

f(n� 1)� T

^

f(n))z

n

)

=

X

n2Z

T

n�1

(

^

f(n� 1)� T

^

f(n))z

n

=

X

n2Z

(T

n�1

^

f(n� 1)� T

n

^

f(n))z

n

= (z � id)(

X

n2Z

T

n

^

f(n)z

n

)

= (z � id) 

0

f;

womit na
hgewiesen ist, da� das folgende Diagramm kommutativ ist:

E(T; X)

z�T

����! E(T; X)

 

0

?

?

y

?

?

y

 

1

E(T; X)

z�id

����! E(T; X):

Da die Spaltenabbildungen topologis
he Isomorphismen sind, bleibt nur no
h na
h-

zuweisen, da� die Abbildung in der unteren Zeile ein topologis
her Monomorphismus

ist, dann ist es au
h die in der oberen. Do
h da� z�id : E(T; X)! E(T; X) ein topo-

logis
her Monomorphismus ist, sieht man unmittelbar

�

uber Halbnormabs
h

�

atzun-

gen ein (vgl. [8℄, S. 188). }

Die Eigens
haft, topologis
her Monomorphismus zu sein, vererbt si
h auf Ein-

s
hr

�

ankungen, und wir vermerken:

2.3.3 Korollar. Ist T E(T)-subskalar, so ist E(T; X)

z�T

�! E(T; X) ein topologis
her

Monomorphismus.
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Beweis. Man

�

uberlegt si
h lei
ht, da� die im Korollar angegebene Abbildung si
h

(bis auf topologis
he Isomorphie) als Eins
hr

�

ankung von E(T;

^

X)

z�

^

T

7�! E(T;

^

X) ge-

winnen l

�

a�t, wobei

^

T 2 L(

^

X) eine E(T)-skalare Erweiterung f

�

ur T bezei
hnet. }

Bevor wir die Aussage des Satzes (2.3.2) dualisieren, sind zwei Bemerkungen

angebra
ht:

2.3.4 Zuerst sei an ein wohlbekanntes Resultat aus der Dualit

�

atstheorie f

�

ur Fr�e
het-

r

�

aume erinnert, das im folgenden mehrfa
h Anwendung �nden wird:

Sind E und F Fr�e
hetr

�

aume, S 2 L(E;F ) ein stetig linearer Operator, so ist

S genau dann ein topologis
her Monomorphismus, wenn die adjungierte Abbildung

S

0

: F

0

! E

0

surjektiv ist. Zum Beweis vgl. K

�

othe [13℄, x32.3 (4)a und x33.2 (3).

2.3.5 S
hlie�li
h no
h zwei Vereinbarungen zur S
hreibweise: Wann immer topolo-

gis
he Eigens
haften des Dualraumes eine Rolle spielen, bezei
hne E

0

(T) den mit

der starken Dualraumtopologie (d.h. der Topologie der glei
hm

�

a�igen Konvergenz

auf bes
hr

�

ankten Mengen) ausgestatteten topologis
hen Dual von E(T). Au�erdem

s
hlie�en wir uns der von Es
hmeier und Putinar in [8℄ verwendeten Notation an

und s
hreiben (falls T 2 L(X)) kurz

E

0

(T)

b


X

z�T

�! E

0

(T)

b


X

f

�

ur die o�enbar stetig lineare Abbildung

M

0

z


 id� id
 T : E

0

(T)

b


X �! E

0

(T)

b


X:

2.3.6 Korollar. Sei T 2 L(X) ein adjungierter Operator, d.h. es existiere ein Ba-

na
hraum X

0

mit X

0

0

= X und ein stetig linearer Operator T

0

2 L(X

0

) mit T

0

0

= T .

Ist T dann E(T)-skalar, so ist die Abbildung E

0

(T)

b


X

z�T

�! E

0

(T)

b


X surjektiv.

Beweis. Es bezei
hne T

0

: X

0

! X

0

wie in der Formulierung des Korollars eine zu

X pr

�

aduale Abbildung. Dann ist na
h (2.1.4)(b) mit T = T

0

0

au
h T

0

E(T)-skalar

und na
h Satz (2.3.2) ist E(T; X

0

)

z�T

0

�! E(T; X

0

) topologis
her Monomorphismus.

�

Uber Dualit

�

atstheorie f

�

ur Tensorprodukte pr

�

ufen wir na
h, da� die Adjungierte

von z � T

0

(bis auf

�

Ahnli
hkeit) mit der Abbildung z � T auf E

0

(T)

b


X

0

0

�

uberein-

stimmt. Daraus folgt die Behauptung, denn der adjungierte Operator eines topo-

logis
hen Monomorphismus ist surjektiv (in der Kategorie der Fr�e
hetr

�

aume). Nun

zu der angespro
henen Identi�zierung: Wir pr

�

ufen auf Elementartensoren na
h, da�

das folgende Diagramm kommutiert (� : E

0

(T)

b


X

0

0

! E(T; X

0

)

0

sei dabei die Iden-

ti�zierung aus Korollar (1.4.4)(b)):

E(T; X

0

)

0

(z�T

0

)

0

 ����� E(T; X

0

)

0

�

�1

?

?

y

x

?

?

�

E

0

(T)

b


X

0

0

z�T

 ���� E

0

(T)

b


X

0

0

:

Bea
htet man T

0

0

= T , so gen

�

ugt dazu folgende Re
hnung (wobei ' 2 E(T), x 2 X

und v 
 x

0

0

2 E

0

(T)
X

0

0

beliebig vorgegeben sind):

< 'x; (z � T

0

)

0

Æ �(v 
 x

0

0

) > = < z'x� 'T

0

x; �(v 
 x

0

0

) >

= < z'; v >< x; x

0

0

> � < '; v >< T

0

x; x

0

0

>

= < ';M

0

z

v >< x; x

0

0

> � < '; v >< x; T

0

0

x

0

0

>

= < 'x; � Æ (z � T

0

0

)(v 
 x

0

0

) > :

}
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2.3.7 In Anlehnung an [8℄ sagen wir: Eine stetig lineare Abbildung T : E ! F zwi-

s
hen lokalkonvexen R

�

aumen besitzt die Liftungseigens
haft f

�

ur bes
hr

�

ankte Men-

gen, wenn es f

�

ur jede bes
hr

�

ankte Menge W in F eine bes
hr

�

ankte Menge V in E

gibt, so da� TV =W .

Grundlegend f

�

ur den Beweis des na
hfolgenden Satzes ist die Tatsa
he, da� si
h

die Algebra E(T) als projektiver Limes von Sobolevr

�

aumen W

k

(T) s
hreiben l

�

a�t,

und zwar im Sinne von Lemma (2.1.7) (b). Die genaue Konstruktion wird in Anhang

C dur
hgef

�

uhrt.

2.3.8 Satz. Ist T 2 L(X) E(T)-skalar, so ist E

0

(T)

b


X

z�T

�! E

0

(T)

b


X surjektiv und

hat die Liftungseigens
haft f

�

ur bes
hr

�

ankte Mengen.

Beweis. Es bezei
hne � : E(T) ! L(X) den Kalk

�

ul f

�

ur T . Mit Lemma (2.1.7)(b)

�nden wir dazu eine stetig lineare Fortsetzung �

0

:W

k

(T)! L(X) auf eine Stufe,

die immer no
h M

z

mit T vertaus
ht, d.h. �

0

(zf) = T�

0

(f) (8f 2W

k

(T)). Unter

Einsatz von �

0

de�nieren wir die Abbildung

W

k

(T)�X ! X ; (f; x) 7! �

0

(f)x;

wel
he o�enbar stetig bilinear ist und daher (stetig linear)

�

uber das �-Tensorprodukt

faktorisiert (vgl. (B.5)). Die so gewonnene (eindeutig bestimmte) stetig lineare Ab-

bildung

	 : W

k

(T)

b




�

X ! X mit 	(f 
 x) = �

0

(f)x

erf

�

ullt dann die Glei
hung 	(1 
 x) = �

0

(1)x = x (x 2 X), weshalb sie einerseits

surjektiv ist, und andererseits eine (stetig lineare) Re
htsinverse gegeben ist dur
h

R : X ! W

k

(T)

b


X ; x 7! 1
 x:

Dar

�

uberhinaus gilt auf Elementartensoren:

	(zf 
 x) = �

0

(zf)x = T�

0

(f)x = T	(f 
 x) (f 2 W

k

(T); x 2 X):

Damit k

�

onnen wir

�

uber das folgende kommutative Diagramm die Surjektivit

�

at und

Liftungseigens
haft von z�T zur

�

u
kf

�

uhren auf die des OperatorsM

0

z


id�id
M

z

:

E

0

(T)

b


W

k

(T)

b




�

X

(M

0

z


id�id
M

z

)
id

�������������! E

0

(T)

b


W

k

(T)

b




�

X

id
	

?

?

y

?

?

y

id
	

E

0

(T)

b


X

z�T

����������������!

M

0

z


id�id
T

E

0

(T)

b


X:

Die Kommutativit

�

at folgt sofort dur
h Na
hre
hnen auf Elementartensoren v
f 


x 2 E

0

(T)
W

k

(T)
X :

(id
	) Æ (M

0

z


 id� id
M

z

)
 id(v 
 f 
 x)

= id
	(M

0

z

v 
 f 
 x� v 
 zf 
 x)

= M

0

z

v 
	(f 
 x)� v 
	(zf 
 x)

= M

0

z

v 
	(f 
 x)� v 
 T	(f 
 x)

= (M

0

z


 id� id
 T )(v 
	(f 
 x))

= (M

0

z


 id� id
 T ) Æ (id
	)(v 
 f 
 x):

Aus der Kommutativit

�

at des Diagrammes und der Surjektivit

�

at der Spaltenabbil-

dungen liest man nun sofort ab, da� si
h die Surjektivit

�

at von der oberen Spalte auf

die untere

�

ubertr

�

agt. Ebenso verh

�

alt es si
h mit der Liftungseigens
haft: Hat die
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obere Abbildung die Liftungseigens
haft f

�

ur bes
hr

�

ankte Mengen, so au
h die unte-

re, denn wir k

�

onnen folgenderma�en vorgehen: Ist W � E

0

(T)

b


X eine bes
hr

�

ankte

Menge, so ist id
R(W ) ein bes
hr

�

anktes Urbild vonW unter id
	 (bea
hte: id
R

ist stetige Re
htsinverse). Mit der Liftungseigens
haft der oberen Zeile �nden wir

aber weiter zu id
R(W ) in E

0

(T)

b


W

k

(T)

b




�

X ein bes
hr

�

anktes Urbild V . Wegen

der Kommutativit

�

at des Diagrammes ist dann id 
 	(V ) ein Urbild zu W unter

z � T , das wegen der Stetigkeit von id
	 bes
hr

�

ankt ist.

Bleibt zu zeigen: die obere Zeilenabbildung

E

0

(T)

b


W

k

(T)

b




�

X

(M

0

z


id�id
M

z

)
id

�������������! E

0

(T)

b


W

k

(T)

b




�

X

hat die geforderten Eigens
haften. Bea
htet man, da� E

0

(T) nuklear und als starker

Dual eines Fr�e
hetraumes ein vollst

�

andiger (DF)-Raum ist ([12℄, 12.4, Theorem 5),

und da� der Hilbertraum W

k

(T) aufgefa�t werden kann als re
exiver Bana
hraum,

so gen

�

ugt es na
h Lemma 6.4.5 aus [8℄, die Surjektivit

�

at von

E

0

(T)

b


W

k

(T)

M

0

z


id�id
M

z

����������! E

0

(T)

b


W

k

(T)

na
hzure
hnen. Na
h Korollar (2.3.6) ist damit nur no
h zu zeigen: M

z

:W

k

(T)!

W

k

(T) ist ein adjungierter Operator mit E(T)-Kalk

�

ul. Da W

k

(T) ein Hilbertraum

ist, gilt: M

z

= (M

�

z

)

�

bez

�

ugli
h der Hilbertraum-Dualit

�

at, also ist die Forderung,

adjungierter Operator zu sein, trivialerweise erf

�

ullt.

Da� M

z

hingegen E(T)-skalar ist, ist ebenfalls ni
ht s
hwierig einzusehen: Ein

Kalk

�

ul ist wie

�

ubli
h gegeben dur
h ' 7!M

'

. Damit ist der Beweis abges
hlossen.

}

Um das gerade gezeigte Resultat auf Quotienten von E(T)-skalaren Operatoren

zu

�

ubertragen, ben

�

otigen wir das folgende Lemma:

2.3.9 Lemma. Seien X , Y Bana
hr

�

aume, E vollst

�

andiger nuklearer (DF)-Raum.

Ist dann T 2 L(X;Y ) ein surjektiver Operator, so haben

(a) T : X ! Y und

(b) E

b


X

id
T

�! E

b


Y

die Liftungseigens
haft f

�

ur bes
hr

�

ankte Mengen.

Beweis.

(a) Als surjektive stetig lineare Abbildung zwis
hen Bana
hr

�

aumen ist T o�en

und damit insbesondere o�en am Ursprung. Damit existiert ein " > 0, so

da� TB

1

(0) � B

"

(0), wobei B

r

(0) die o�ene k � k-Kugel mit Radius r um 0

bezei
hnet. Ist nun W � Y bes
hr

�

ankt, d.h. W � B

r

(0) f

�

ur r > 0 geeignet, so

gilt wegen der Linearit

�

at von T : TB

r

"

(0) � B

r

(0), weshalb (T

�1

W ) \ B

r

"

(0)

(o�ensi
htli
h k � k-bes
hr

�

anktes) Urbild von W unter T ist.

(b) Wir greifen auf (B.8) zur

�

u
k (bea
hte: Y ist Bana
hraum und folgli
h ebenfalls

ein vollst

�

andiger (DF)-Raum). Ist W � E

b


Y bes
hr

�

ankt, so w

�

ahlen wir zu-

geh

�

orige abges
hlossene, absolutkonvexe, bes
hr

�

ankte Mengen A � E;B � Y

na
h (B.8). Unter Verwendung der nat

�

urli
hen Inklusionen i : E

A

! E und

j : Y

B

! Y erstellt man das folgende kommutative Diagramm:

E

A

b




�

Y

B

id
j

����! E

A

b




�

Y

i
j

?

?

y

?

?

y

i
id

E

b


Y E

b


Y:
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Na
h (B.8) kann man W unter der linken Spaltenabbildung zu einer be-

s
hr

�

ankten Menge in E

A

b




�

X

B

liften; deren Bild unter der oberen Zeilenab-

bildung ist jedo
h bes
hr

�

ankt in E

A

b




�

X und wird wegen der Kommutativit

�

at

des Diagrammes unter der re
hten Spaltenabbildung wieder aufW abgebildet,

so da� man W au
h in der re
hten Spalte bes
hr

�

ankt liften kann.

Na
h dieser Beoba
htung folgt die Behauptung (b) unmittelbar dur
h Anwen-

dung von Teil (a) auf die obere Zeile des folgenden kommutativen Diagrammes

E

A

b




�

X

id
T

����! E

A

b




�

Y

i
id

?

?

y

?

?

y

i
id

E

b


X

id
T

����! E

b


Y;

was keine S
hwierigkeiten bereitet, da mit E

A

und X au
h E

A

b




�

X ein Ba-

na
hraum ist, auf dem id
T als Tensorprodukt surjektiver Abbildungen na
h

(B.6)(a) surjektiv operiert. }

Eine direkte Anwendung auf Satz (2.3.8) liefert:

2.3.10 Korollar. Ist T 2 L(X) Quotient eines E(T)-skalaren Operators, so ist

E

0

(T)

b


X

z�T

�! E

0

(T)

b


X surjektiv und hat die Liftungseigens
haft f

�

ur bes
hr

�

ankte

Mengen.

Beweis. Da� T ein sol
her Quotient ist, hei�t ni
hts anderes, als da� es eine stetig

lineare Surjektion q :

^

X ! X gibt (

^

X Bana
hraum), die T mit einem E(T)-skalaren

Operator

^

T 2 L(

^

X) vertaus
ht, also T Æ q = q Æ

^

T . Damit re
hnet man lei
ht na
h,

da�

E

0

(T)

b




^

X

z�

^

T

����! E

0

(T)

b




^

X

id
q

?

?

y

?

?

y

id
q

E

0

(T)

b


X

z�T

����! E

0

(T)

b


X

kommutiert. Die obere Zeilenabbildung ist surjektiv na
h (2.3.8) und hat die Lif-

tungseigens
haft f

�

ur bes
hr

�

ankte Mengen, ebenso die Spalten na
h vorigem Lemma,

denn E

0

(T) ist nuklear und als starker Dual des Fr�e
hetraumes E(T) ein vollst

�

andi-

ger (DF)-Raum. Damit vererben si
h aber Surjektivit

�

at und Liftungseigens
haft

von der oberen auf die untere Zeile. }

2.4 Funktionalkalk

�

ule und Modulstrukturen

Der

�

ubli
he Weg zum holomorphen Funktionalkalk

�

ul f

�

uhrt

�

uber die Anwendung

der Cau
hys
hen Integralformel auf operatorwertige Integranden. Ein v

�

ollig anderer

Zugang wird in [8℄ (S.12�) vorgef

�

uhrt. Dort wird die Tatsa
he ausgenutzt, da� ein

stetig linearer Operator mit Kalk

�

ul auf einem Bana
hraum X ni
hts anderes ist als

eine Modulstruktur auf X . Anstatt den Kalk

�

ul zu konstruieren, wird die zugeh

�

orige

Modulstruktur eingef

�

uhrt. Im Falle des E(T)-Kalk

�

uls sind daf

�

ur nur wenige Zeilen

notwendig, wie wir glei
h sehen werden. F

�

ur die folgenden Begri�e verglei
he [8℄,

De�nition 3.1.1 und 3.1.2:

2.4.1 Unter einer Fr�e
hetalgebra verstehen wir einen Fr�e
hetraum A mit einer steti-

gen Algebren-Multiplikation A�A! A; (a; b) 7! a � b. Attribute wie "kommutativ"

oder "unital" sind dabei im

�

ubli
hen Sinn zu verstehen.
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Sei nun A eine kommutative Fr�e
hetalgebra mit Eins. Unter einem Fr�e
het-

(Bana
h-) A-Modul verstehen wir dann einen Fr�e
het- (Bana
h-) Raum E, versehen

mit einer stetigen bilinearen Verkn

�

upfung

A�E ! E; (a; x) 7! a � x;

die die

�

ubli
hen Modulaxiome erf

�

ullt (also neben der Bilinearit

�

at nur no
h 1 �x = x

und (a � b) � x = a � (b � x)). Beispiele werden in nat

�

urli
her Weise dur
h Funktio-

nenalgebren gegeben; die Multiplikation zweier Funktionen wird dabei punktweise

de�niert. F

�

ur uns von besonderer Bedeutung sind die folgenden (bea
hte: O(C ) ist

eine kommutative Fr�e
hetalgebra mit Eins, [8℄):

2.4.2 Lemma. E(T) ist eine kommutative Fr�e
hetalgebra mit Eins und f

�

ur jeden

Bana
hraum X ist E(T; X) ein Fr�e
het-E(T)- sowie ein Fr�e
het-O(C )-Modul.

Beweis. De�niert man die postulierten Algebren- und Modulstrukturen jeweils im

Sinne der punktweisen Skalarmultiplikation, so ist es

�

uber


�

ussig zu erw

�

ahnen, da�

dies s

�

amtli
hen algebrais
hen Forderungen gere
ht wird. Wir m

�

ussen uns also nur

no
h

�

uber die Stetigkeit der entspre
henden Verkn

�

upfungen Gedanken ma
hen. Im

Beweis zu (2.2.2) (b) haben wir bereits gesehen: Zu k 2 N

0

existiert eine Konstante


 > 0, so da� f

�

ur alle ' 2 E(T); f 2 E(T; X) gilt:

k'fk

k

� 
k'k

k

kfk

k

:

Damit ist die Verkn

�

upfung

E(T)� E(T; X)! E(T; X); ('; f) 7! 'f

stetig in (0; 0), was wegen der Bilinearit

�

at jedo
h s
hon hinrei
hend ist f

�

ur die

Stetigkeit in jedem Punkt. Setzen wir X = C , so erhalten wir die Stetigkeit der

Multiplikation in der Algebra E(T); f

�

ur allgemeines X ergibt si
h die Stetigkeit der

E(T)-Modulverkn

�

upfung auf X .

F

�

ur die entspre
henden Aussagen mit O(C ) bea
hte man, da� die dur
h Ein-

s
hr

�

ankung gegebene Einbettung O(C ) ! E(T) stetig ist. Dies ist eine unmittelbare

Folgerung aus dem Graphensatz, da die Topologie der beteiligten Funktionenr

�

aume

jeweils st

�

arker ist als die der punktweisen Konvergenz. }

2.4.3 Ist nun A eine kommutative Fr�e
hetalgebra von Funktionen, die 1 und z

enth

�

alt, X ein Bana
hraum und � : A ! L(X) ein Funktionalkalk

�

ul, so wird X

dur
h die Verkn

�

upfung

A�X ! X ; (a; x) 7! �(a)x

zu einem Fr�e
het-A-Modul, denn: die Bilinearit

�

at ist klar, ebenso die Stetigkeit.

Die algebrais
hen Eigens
haften der Modulverkn

�

upfung re
hnet man na
h unter

Benutzung der algebrais
hen Eigens
haften des Kalk

�

uls: �(1)x = id(x) = x und

�(a)(�(b)x) = �(ab)x.

Umgekehrt: ist eine Bana
h-A-Modulstruktur aufX gegeben, so ist der Operator

X ! X ;x 7! z � x stetig linear mit Kalk

�

ul A ! L(X);' 7! M

'

, wobei M

'

: X !

X ;x 7! ' � x den Operator der (Modul-)Multiplikation mit ' bezei
hnet.

Ist ein beliebiger stetig linearer Operator T auf einem Bana
hraum X gegeben,

so hat T zumindest einen O(C )-Kalk

�

ul (wie man ihn

�

uber die Cau
hys
he Inte-

gralformel de�nieren kann). In jedem Fall kann also X als O(C )-Modul angesehen

werden; diese Tatsa
he werden wir sp

�

ater benutzen, um die Eigens
haft (�)

E(T)

als

Transversalit

�

atsrelation zu formulieren.
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�

Uber die Modulstruktur bietet si
h au
h ein v

�

ollig neuer Zugang zur Konstruk-

tion von Funktionalkalk

�

ulen f

�

ur einen Operator T 2 L(X). Wir wollen dies am

Beispiel des E(T)-Kalk

�

uls verdeutli
hen: Man betra
htet den zu X geh

�

origen vek-

torwertigen Funktionenraum E(T)

b


X ' E(T; X). Dieser hat eine nat

�

urli
he E(T)-

Modulstruktur (vgl. Lemma (2.4.2)), und X ist als Unterraum der konstanten Funk-

tionen in E(T; X) eingebettet. Man kann nun versu
hen, einen Kalk

�

ul f

�

ur T auf X

zu konstruieren, indem man eine Projektion �

T

: E(T; X) ! X �ndet, die die

E(T)-Modulstruktur von E(T; X) in geeigneter Weise auf X

�

ubertr

�

agt.

2.4.4 Lemma. Ist T 2 [E(T)℄, so induziert die Projektion

�

T

: E(T; X)! X ; f 7!

1

X

n=�1

T

n

^

f(n)

auf X eine E(T)-Modulstruktur, die mit der dur
h T gegebenen

�

ubereinstimmt.

Beweis. Na
h (2.1.3) wissen wir: T ist bijektiv und erf

�

ullt Normabs
h

�

atzungen

der Form kT

n

k � 
(1 + jnj)

k

(n 2 Z). Damit ist f

�

ur f 2 E(T; X) die Reihe

�

T

(f) =

P

1

n=�1

T

n

^

f(n) konvergent, denn:

k

1

X

n=�1

T

n

^

f(n)k � 


1

X

n=�1

k

^

f(n)k(1 + jnj)

k

:

Damit ist �

T

wohlde�niert und linear, und die Normabs
h

�

atzung liefert (via to-

pologis
her Isomorphie E(T; X) ' s

X

) sofort die Stetigkeit. Nun zur induzierten

Modulstruktur: Wir de�nieren auf X eine Verkn

�

upfung dur
h:

E(T)�X ! X ; ('; x) 7! �

T

('x);

wobei die Verkn

�

upfung im Argument von �

T

in E(T; X) gebildet wird. Aber es ist

o�enbar:

�

T

('x) =

1

X

n=�1

T

n

[

('x)(n)

=

1

X

n=�1

T

n

b'(n)x

=

�

1

X

n=�1

b'(n)T

n

�

x

= �(')x;

wenn � den (eindeutig bestimmten) E(T)-Kalk

�

ul bezei
hnet. Damit ist die Behaup-

tung bewiesen. }

Unter Voraussetzung der im Beweis verwendeten Wa
hstumsbedingungen kann

man nat

�

urli
h den E(T)-Kalk

�

ul au
h auf diese Weise (d.h. dur
h Projektion der

kanonis
hen E(T)-Modulstruktur von E(T; X)) de�nieren.

2.4.5 Da wir nun s
hon einmal den Weg von Funktionalkalk

�

ulen zu Modulstruk-

turen und damit zu der dort zur Verf

�

ugung stehenden algebrais
hen Mas
hinerie

gefunden haben, wollen wir kurz andeuten, wie si
h die Eigens
haft (�)

E(T)

bzw. die

Eigens
haft, Bana
h-E(T)-Modul zu sein, in algebrais
her Spra
he pr

�

asentieren. Da

wir diese Resultate an keiner anderen Stelle dieser Arbeit mehr ben

�

otigen werden,

lohnt es si
h ni
ht, die zugeh

�

orige algebrais
he Theorie vollst

�

andig zu entwi
keln.

Statt dessen sei auf [8℄ verwiesen, speziell die Abs
hnitte 2.2 und 3.1.
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2.4.6 Ist ein stetig linearer Operator T 2 L(X) gegeben, so k

�

onnen wir den as-

soziierten Koszul-Komplex K

�

(T;X) betra
hten. Dessen Grundbausteine sind die

R

�

aume alternierender p-Formen mit KoeÆzienten in X : K

p

(T;X) := �

p

(C ; X) =

X 


C

�

p

(C ). Da aber �

0

(C ) = �

1

(C ) = C und �

p

(C ) = 0 f

�

ur p > 1 ist, gilt:

K

0

(T;X) = X


C

C ' X und (ebenso) K

1

(T;X) ' X sind die einzigen ni
httrivia-

len R

�

aume in K

�

(T;X). Der Koszul-Komplex reduziert si
h somit auf

0

Æ

0

 ���� K

0

(T;X)

Æ

1

 ���� K

1

(T;X)

Æ

2

 ���� 0;

(mit Æ

1

x = Tx) bzw. bis auf topologis
he Isomorphie auf die Sequenz:

0  ���� X

T

 ���� X  ���� 0:

F

�

ur die ni
ht-trivialen Homologie-R

�

aume H

p

(K

�

(T;X)) = ker Æ

p

=ran Æ

p+1

erh

�

alt

man damit bis auf topologis
he Isomorphie:

H

0

(K

�

(T;X)) ' X=TX

H

1

(K

�

(T;X)) ' kerT:

Wir k

�

onnen nun die Eigens
haft (�)

E(T)

als Transversalit

�

atsresultat formulieren.

Bevor wir jedo
h das Ergebnis festhalten, ein Wort zur im Beweis verwendeten Nota-

tion: Ist X ein Bana
h-E(T)-Modul, so au
h E(T; X) bez

�

ugli
h punktweiser Anwen-

dung der Moduloperationen. Die punktweise von X geerbte Modul-Multiplikation

mit z k

�

urzen wir mit w ab:

w : E(T; X)! E(T; X); f 7! (wf)(�) = z � f(�):

Ist etwa T 2 L(X) Operator mit E(T)-Kalk

�

ul, und X mit der davon induzierten

Modulstruktur ausgestattet, so ist w ni
hts anderes als die punktweise Anwendung

von T .

2.4.7 Lemma. F

�

ur T 2 L(X) sind

�

aquivalent:

(a) T hat die Eigens
haft (�)

E(T)

.

(b) Wird X mit der von T induzierten O(C )-Modulstruktur ausgestattet, gilt:

E(T) ?

O(C)

X .

Beweis. Wir betra
hten zun

�

a
hst den zu z � T : E(T; X) ! E(T; X) assoziierten

Koszul-Komplex. Dessen Homologie-R

�

aume k

�

onnen wir na
h den Vorbemerkungen

genau angeben:

H

p

(K

�

(z � T; E(T; X))) =

�

E(T; X)=(z � T )E(T; X)

ker(z � T )

(p = 0)

(p = 1):

Punkt (a) besagt nun de�nitionsgem

�

a�, da� z � T : E(T; X)! E(T; X) injektiv ist

und abges
hlossenes Bild hat. In Termen der Homologie-R

�

aume bedeutet dies:

H

p

(K

�

(z � T; E(T; X))) =

�

hausdor�s
h

0

(p = 0)

(p = 1):

(bea
hte: die Hausdor�eigens
haft eines Quotienten ist im lokalkonvexen Fall

�

aqui-

valent zur Abges
hlossenheit des entspre
henden Faktors). Die Bedingung (b) hei�t

gerade, da� eine analoge Bedingung f

�

ur die R

�

aume Tôr

O(C)

p

(E(T); X) gilt. Wir wer-

den uns jedo
h

�

uberzeugen, da� hier eine topologis
he Isomorphie besteht, so da�

die im Lemma behauptete

�

Aquivalenz gilt. Dazu bere
hnen wir zun

�

a
hst die Tôr-

R

�

aume

�

uber die Koszul-Au


�

osung.
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Na
h den

�

Uberlegungen auf S.115 von Es
hmeier und Putinar [8℄ ist

K

�

(z � w;O(C )

b


E(T)) �! E(T) �! 0

topologis
h freie Au


�

osung von E(T), denn E(T) ist in nat

�

urli
her Weise O(C )-

Modul (2.4.2). Da die angegebene Koszul-Au


�

osung aus nuklearen Fr�e
hetr

�

aumen

besteht (diese Eigens
haften vererben si
h von E(T) und O(C ), vgl. [19℄, Proposition

50.1 f

�

ur die Nuklearit

�

at), k

�

onnen wir mit Corollary 3.1.13 (�) aus [8℄ weiter folgern:

Tôr

O(C)

p

(E(T); X) ' H

p

�

K

�

�

z � w;O(C )

b


E(T)

�

b




O(C)

X

�

:

Nun gilt jedo
h na
h [8℄, Lemma 3.1.9:

(O(C )

b


E(T))

b




O(C)

X ' X

b




O(C)

(O(C )

b


E(T)) ' X

b


E(T) ' E(T; X);

wobei wir im letzten S
hritt die Tensorproduktdarstellung aus (1.4.3) benutzt ha-

ben. Verm

�

oge der dabei gema
hten Identi�kationen stimmen die beiden Operatoren

(z � w) 


O(C)

id und z � w

�

uberein. Damit haben wir die Identi�zierung

Tôr

O(C)

p

(E(T); X) ' H

p

(K

�

(z � w; E(T; X))):

Wie oben bereits angedeutet folgt daraus die im Lemma behauptete

�

Aquivalenz,

wenn man si
h klarma
ht, da� w hier gerade der punktweisen Anwendung von T

entspri
ht. }

Ist nun X ein Bana
h-E(T)-Modul, so ist dur
h die Modulverkn

�

upfung mit z,

(also wj

X

) ein E(T)-skalarer Operator auf X gegeben; dieser hat (�)

E(T)

na
h Satz

(2.3.2), woraus wir mit dem gerade Gezeigten folgern:

2.4.8 Korollar. Ist X ein Bana
h-E(T)-Modul, so gilt E(T) ?

O(C)

X .

}

Dies ist m

�

ogli
herweise Ausgangspunkt f

�

ur mehrdimensionale Betra
htungen

(vgl. [8℄, Proposition 6.4.13).

2.5 Der Quotientenkalk

�

ul

Im n

�

a
hsten Kapitel werden wir zu gewissen stetig linearen Operatoren Fortsetzun-

gen konstruieren, die einen E(T)-Kalk

�

ul haben. Die De�nitionsberei
he der Fortset-

zungen werden geeignete Quotientenr

�

aume sein, die Operatoren selbst Quotienten

von s undM

z

. An dieser Stelle soll deshalb kurz auf Quotienten (von Abbildungen)

und auf die Vererbung eines Kalk

�

uls auf Quotienten eingegangen werden.

2.5.1 Es sei E ein Bana
hraum, F � E ein abges
hlossener Unterraum, S 2 L(E)

ein stetig linearer Operator mit invariantem Unterraum F, d.h. SF � F . Dann

induziert S einen Operator S=F 2 L(E=F ) (bea
hte: der Quotient ist wieder ein

Bana
hraum) in der folgendenWeise: Man de�niert die untere Zeile des Diagrammes

E

S

����! E

�

?

?

y

?

?

y

�

E=F

S=F

����! E=F

(wo � die Quotientenabbildung bezei
hnet) explizit dur
h S=F (�(x)) := �(Sx). Das

liefert na
h Voraussetzung an F eine wohlde�nierte stetig lineare Abbildung S=F
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auf dem Quotienten, die das Diagramm kommutativ ma
ht. Ferner gilt f

�

ur deren

Norm: kS=Fk � kSk.

Ist nun � : A ! L(E) ein Funktionalkalk

�

ul f

�

ur S (mit einer geeigneten Funk-

tionenalgebra A), und gilt f

�

ur alle f 2 A: �(f)F � F , so de�niert

�=F : A! L(E=F ); f 7! �(f)=F

einen (im folgenden als Quotientenkalk

�

ul bezei
hneten) Funktionalkalk

�

ul f

�

ur den

Operator S=F .

2.5.2 Lemma. Sei E Bana
hraum, F � E abges
hlossener Unterraum, S 2 L(E)

mit SF � F .

(a) Ist S 2 [E(T)℄ und zus

�

atzli
h S

�1

F � F , so existiert der Quotientenkalk

�

ul f

�

ur

S=F .

(b) S=F 2 [E(T)℄, S

0

j

F

? : F

?

! F

?

2 [E(T)℄:

Beweis.

(a) Es ist nur zu zeigen, da� F invariant ist unter �(f), wenn � den E(T)-Kalk

�

ul

bezei
hnet. F

�

ur f 2 E(T), x 2 F beliebig, gilt: �(f)x =

P

1

n=�1

^

f(n)S

n

x,

aber wenn F invariant unter S und S

�1

ist, so au
h unter jeder beliebigen

Potenz von S. Damit sind die Partialsummen der Reihe alle Elemente von F ,

folgli
h au
h der Reihenwert, da F abges
hlossen ist.

(b) Dur
h Dualisieren des Quotientendiagrammes erh

�

alt man die folgende Situa-

tion:

E

0

S

0

 ���� E

0

�

0

x

?

?

x

?

?
�

0

(E=F )

0

(S=F )

0

 ���� (E=F )

0

;

wobei si
h die Kommutativit

�

at nat

�

urli
h vererbt: �

0

Æ (S=F )

0

= S

0

Æ �

0

. Na
h

De�nition der Adjungierten gilt jedo
h: �

0

y

0

= y

0

Æ �, d.h. s
hr

�

ankt man �

0

auf sein Bild ein, so ist dies gerade der kanonis
he isometris
he Isomorphismus

� : (E=F )

0

! F

?

� E

0

zwis
hen (E=F )

0

und F

?

(vgl. etwa Rudin [16℄). An

der Kommutativit

�

at des Diagrammes liest man ab: S

0

F

?

= ran S

0

Æ �

0

�

ran �

0

= F

?

. Daraus folgt unmittelbar: S

0

j

F

? Æ � = � Æ (S=F )

0

, d.h. (S=F )

0

ist

�

ahnli
h zu S

0

j

F

? verm

�

oge � . Also haben entweder beide Operatoren einen

E(T)-Kalk

�

ul oder keiner. }
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3 E(T)-subskalare Operatoren

Zu Beginn des letzten Kapitels haben wir gesehen, da� die E(T)-skalaren Operato-

ren si
h in erstaunli
h einfa
her Weise

�

uber Wa
hstumsbedingungen 
harakterisie-

ren lassen. Alles, was si
h von diesen Wa
hstumsbedingungen auf Eins
hr

�

ankungen

�

ubertragen l

�

a�t, liefert nat

�

urli
h sofort Bedingungen, die ein E(T)-subskalarer Ope-

rator notwendig erf

�

ullen mu�.

Andererseits gibt es von der Untersu
hung subskalarer Operatoren bekannte

Methoden, die - unter verglei
hsweise abstrakten Voraussetzungen - die Existenz

einer Fortsetzung mit gew

�

uns
htem Kalk

�

ul garantieren.

Dies ist unser Ansatzpunkt: Zu einem gegebenen Operator werden wir eine Fort-

setzung konstruieren, die einen E(T)-Kalk

�

ul hat - allerdings unter einer Voraus-

setzung, die zun

�

a
hst ganz darauf zuges
hnitten s
heint, da� die Konstruktion funk-

tioniert.

�

Uber die Wa
hstumsbedingungen werden wir dann eine Br

�

u
ke s
hlagen

k

�

onnen, und es wird si
h zeigen, da� diese abstrakte hinrei
hende Bedingung au
h

notwendig ist.

3.1 Konstruktion einer Erweiterung mittels Shifts

Der Re
htsshift s : `

1

k

(Z; X) ! `

1

k

(Z; X); (a

n

)

n

7! (a

n�1

)

n

ist - wie wir uns

in (2.2.2)

�

uberzeugt haben - ein E(T)-skalarer Operator. Die eingangs erw

�

ahnte

Konstruktion wird zeigen, da� jeder E(T)-subskalare Operator

�

ahnli
h ist zu einer

Eins
hr

�

ankung eines geeigneten Quotienten von s.

3.1.1 Wir wenden uns no
h einmal kurz dem oben eingef

�

uhrten Folgenraum

`

1

k

(Z; X) := f(a

n

)

n

Folge in X : k(a

n

)

n

k

1;k

:=

X

n2Z

ka

n

k(1 + jnj)

k

<1g

zu: Ist T 2 L(X) ein stetig linearer Operator, so k

�

onnen wir dur
h komponentenwei-

se Anwendung `

1

k

(Z; X) 3 (x

n

)

n

7! (Tx

n

)

n

2 `

1

k

(Z; X) eine ebenfalls stetig lineare

Abbildung auf dem Folgenraum - der K

�

urze halber wiederum mit T bezei
hnet -

de�nieren. (Die Linearit

�

at ist klar. Zur Stetigkeit bea
hte man, da� si
h die Norm

einer Folge unter T h

�

o
hstens um den Faktor kTk vers
hle
htert.)

Wie im skalarwertigen Fall l

�

a�t si
h der Dual von `

1

k

(Z;X) isometris
h mit einem

(allerdings X

0

-wertigen) `

1

identi�zieren. Setzt man (und dies ist ein Bana
hraum)

`

1

k

(Z; X

0

) := f(u

0

n

)

n

Folge in X

0

: k(u

0

n

)

n

k

1;k

:= sup

n2Z

ku

0

n

k

(1 + jnj)

k

<1g;

dann l

�

a�t si
h zeigen (vgl. Anhang A), da� die angespro
hene Dualit

�

at wie folgt

funktioniert:

< (a

n

)

n

; (u

0

n

)

n

>=

X

n2Z

< a

n

; u

0

n

> (a

n

)

n

2 `

1

k

(Z; X); (u

0

n

)

n

2 `

1

k

(Z; X

0

):

Wie oben kann man au
h im Falle des `

1

dur
h komponentenweise Anwendung

eine Abbildung S 2 L(X

0

) auf `

1

k

(Z; X

0

) ho
hheben. Ist T 2 L(X), so veri�ziert

man sofort mit der Dualit

�

atsformel, da�

`

1

k

(Z; X)

T

�! `

1

k

(Z; X)

`

1

k

(Z;X

0

)

T

0

 � `

1

k

(Z; X

0

)

zueinander duale stetig lineare Abbildungen sind.
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3.1.2 Satz. Ist f

�

ur ein k 2 N

0

die Abbildung

j : X �! `

1

k

(Z; X)=(s� T )`

1

k

(Z; X); x 7! [(xÆ

n;0

)

n

℄

ein topologis
her Monomorphismus, so ist T E(T)-subskalar.

Beweis.Wir vergewissern uns zun

�

a
hst, da� der Quotient des Shifts auf dem re
hts-

stehenden Quotientenraum den Quotientenkalk

�

ul hat. Na
h Lemma (2.5.2) m

�

ussen

wir nur zeigen, da� (s� T )`

1

k

(Z; X) invarianter Unterraum von s und s

�1

ist. Aber

o�ensi
htli
h vertaus
hen s und T auf `

1

k

(Z; X),weshalb au
h s und (s�T ) sowie s

�1

und (s�T ) auf diesem Raum kommutieren. Daraus folgt sofort, da� (s�T )`

1

k

(Z; X)

und damit au
h der Abs
hlu� (Stetigkeit) unter s und s

�1

invariant ist.

Der Quotient s=F := s=(s� T )`

1

k

(Z; X) hat also einen E(T)-Kalk

�

ul. Die Ein-

bettung j ist aber gerade so gema
ht, da� auf dem Quotienten ni
ht unters
hieden

wird zwis
hen der Anwendung von T und der von s=F , genauer:

jTx = [(TxÆ

n;0

)

n

℄

= [(TxÆ

n;0

)

n

+ (s� T )(xÆ

n;0

)

n

℄

= [s(xÆ

n;0

)

n

℄

= s=F [(xÆ

n;0

)

n

℄

= (s=F )jx:

Damit ist das folgende Diagramm kommutativ

X

j

����! jX

�

����! `

1

k

(Z; X)=(s� T )`

1

k

(Z; X)

T

?

?

y

?

?

y

(s=F )j

jX

?

?

y

s=F

X

j

����! jX

�

����! `

1

k

(Z; X)=(s� T )`

1

k

(Z; X);

und na
h Voraussetzung ist j ein topologis
her Monomorphismus. D.h. j : X ! jX

ist topologis
her Isomorphismus, weshalb man am Diagramm abliest: j ist eine

�

Ahnli
hkeitstransformation zwis
hen T und der Eins
hr

�

ankung eines E(T)-skalaren

Quotienten des Re
htsshifts. }

Der auf den ersten Bli
k re
ht unnat

�

urli
h und unzug

�

angli
h ers
heinenden Be-

dingung an j, die im Satz gefordert wird, k

�

onnen wir dur
h Dualisieren auf den

Leib r

�

u
ken:

3.1.3 Lemma. Es sei T 2 L(X). Dann sind

�

aquivalent:

(a) j : X �! `

1

k

(Z;X)=(s� T )`

1

k

(Z; X); x 7! [(xÆ

n;0

)

n

℄ ist ein topologis
her

Monomorphismus

(b) 8x

0

2 X

0

9(u

0

n

)

n

2 `

1

k

(Z; X

0

) mit u

0

n+1

= T

0

u

0

n

(n 2 Z) und u

0

0

= x

0

:

Beweis. Wir identi�zieren

�

`

1

k

(Z; X)=(s� T )`

1

k

(Z; X)

�

0

'

�

(s� T )`

1

k

(Z; X)

�

?

= ker(s

0

� T

0

);

y

0

7! y

0

Æ � 7! (u

0

n

)

n

wobei (s

0

�T

0

) : `

1

k

(Z;X

0

) �! `

1

k

(Z; X

0

) die zu (s�T ) adjungierte Abbildung ist.

Dann folgt:

< jx; y

0

> = < [(xÆ

n;0

)

n

℄; y

0

>

= < (xÆ

n;0

)

n

; y

0

Æ � >

= < (xÆ

n;0

)

n

; (u

0

n

)

n

>

=

X

n2Z

< xÆ

n;0

; u

0

n

>=< x; u

0

0

>;
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woran man abliest: modulo der obigen Identi�zierungen ist die Abbildung

X

0

j

0

 � ker

�

(s

0

� T

0

) : `

1

k

(Z; X

0

) �! `

1

k

(Z;X

0

)

�

; (u

0

n

)

n

7! u

0

0

die Adjungierte von j. (O�enbar ist j als Hintereinanderausf

�

uhrung der stetigen

Einbettung X ! `

1

k

(Z; X) und der Quotientenabbildung stetig linear, so da� die

Existenz und Stetigkeit des adjungierten Operators gesi
hert ist). Wie im skalar-

wertigen Fall best

�

atigt man, da� s

0

der Linksshift ist:

< s(a

n

)

n

; (u

0

n

)

n

>=

X

n2Z

< a

n�1

; u

0

n

>=

X

n2Z

< a

n

; u

0

n+1

> :

Damit kann man den Kern von s

0

� T

0

bes
hreiben als

ker(s

0

� T

0

) = f(u

0

n

)

n

2 l

1

k

(Z; X

0

) : u

0

n+1

= T

0

u

0

n

8n 2 Zg;

und die Bedingung (b) ist

�

aquivalent zur Forderung, da� die Abbildung j

0

surjektiv

ist. Allgemein gilt jedo
h f

�

ur stetig lineare Operatoren auf Bana
hr

�

aumen: j ist

topologis
her Monomorphismus, j

0

surjektiv. Damit ist das Lemma bewiesen. }

3.1.4 Na
h dem Lemma ist klar: die re
ht abstrakte Forderung, da� die Abbil-

dung j eine Einbettung ist, kann ersetzt werden dur
h eine Aussage

�

uber Existenz

von Folgen (die gewissen Wa
hstumsbedingungen gen

�

ugen). Die Frage ist nun, ob

si
h sol
he konkreten Objekte wie langsam wa
hsende Folgen ni
ht aus der Cha-

rakterisierung von E(T)-skalaren Operatoren

�

uber Wa
hstumsbedingungen wieder

herausholen lassen. Da� dies funktioniert - und si
h damit eine

�

Aquivalenzkette

s
hlie�en l

�

a�t, davon handelt der n

�

a
hste Satz.

3.1.5 Satz. F

�

ur T 2 L(X) sind

�

aquivalent:

(a) T ist E(T)-subskalar

(b) j : X �! `

1

k

(Z; X)=(s� T )`

1

k

(Z; X); x 7! [(� � � ; 0; x; 0; � � �)℄ ist topologis
her

Monomorphismus f

�

ur ein k 2 N

0

(
) 9k 2 N

0

8x

0

2 X

0

9(u

0

n

)

n

2 `

1

k

(Z; X

0

) mit u

0

n+1

= T

0

u

0

n

(n 2 Z) und

u

0

0

= x

0

:

Beweis. Na
h dem vorangegangenenLemma und Satz (3.1.2) ist nur no
h zu zeigen:

aus (a) folgt (
).

Ist T E(T)-subskalar, so ist T

�

ahnli
h zur Eins
hr

�

ankung eines Operators

^

T auf

einem Bana
hraum

^

X , wobei

^

T einen E(T)-Kalk

�

ul besitzt. Dies bedeutet: Es gibt

ein kommutatives Diagramm der Form

^

X

^

T

����!

^

X

i

x

?

?

i

x

?

?

X

T

����! X

mit einem topologis
hen Monomorphismus i. Dann ist aber au
h

^

X

0

^

T

0

 ����

^

X

0

i

0

?

?

y
i

0

?

?

y

X

0

T

0

 ���� X

0
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kommutativ, und hier ist i

0

surjektiv (als Adjungierte einer Einbettung). Mit

^

T

hat aber au
h

^

T

0

einen E(T)-Kalk

�

ul, und wir wissen:

^

T

0

ist invertierbar und die

Potenzen wa
hsen langsam.

Nun zur Konstruktion der Folge: Sei ein beliebiges x

0

2 X

0

gegeben. Wir w

�

ahlen

ein Urbild x

0

= i

0

x̂

0

0

von x

0

unter i

0

(surjektiv) und bilden die Folge

(x̂

0

n

)

n

in

^

X

0

mit den Gliedern x̂

0

n

:= (

^

T

0

)

n

x̂

0

0

(n 2 Z):

Als Kandidat f

�

ur die in (
) geforderte Folge (u

0

n

)

n

in X

0

setzen wir:

u

0

n

:= i

0

x̂

0

n

(n 2 Z);

projizieren also die Folge (x̂

0

n

)

n

mittels i

0

wieder auf X

0

herunter. Bleibt no
h na
h-

zuweisen, da� die Folge mit den so de�nierten Gliedern alle gew

�

uns
hten Eigen-

s
haften hat.

Na
h Satz (2.1.3) existieren Konstanten 
 > 0 und k 2 N

0

, so da� k(

^

T

0

)

n

k �


(1 + jnj)

k

; in bezug auf die Folge (u

0

n

)

n

bedeutet dies:

ku

0

n

k � ki

0

kkx̂

0

n

k = ki

0

kk(

^

T

0

)

n

kkx̂

0

0

k � ki

0

kkx̂

0

0

k
(1 + jnj)

k

:

Damit ist sup

ku

0

n

k

(1+jnj)

k

� 
ki

0

kkx̂

0

0

k <1, weshalb (u

0

n

)

n

2 `

1

k

(Z; X

0

).

Ferner hat man:

T

0

u

0

n

= T

0

Æ i

0

x̂

0

n

= i

0

Æ

^

T

0

x̂

0

n

= i

0

Æ

^

T

0

((

^

T

0

)

n

x̂

0

0

) = i

0

Æ (

^

T

0

)

n+1

x̂

0

0

= i

0

x̂

0

n+1

= u

0

n+1

;

die gew

�

uns
hte Vertaus
hungseigens
haft. Na
h Wahl von x̂

0

0

gilt desweiteren: u

0

0

=

i

0

x̂

0

0

= x

0

. Damit haben wir zu beliebigem x

0

eine in (
) gew

�

uns
hte Folge kon-

struiert. Bleibt no
h anzumerken, da� die Konstante k nur von der Erweiterung

^

T

abh

�

angig - d.h. f

�

ur alle x

0

universell - ist. }

Zum Abs
hlu� sei no
h erw

�

ahnt, da� man in (
) auf den positiven Teil der Folge

verzi
hten kann, wenn man zus

�

atzli
h langsames Potenzwa
hstum f

�

ur T voraussetzt.

Da si
h diese Art der Charakterisierung bei der Behandlung von Beispielen no
h

als n

�

utzli
h erweisen wird, werden wir sie hier gesondert festhalten:

3.1.6 Korollar. F

�

ur T 2 L(X) sind

�

aquivalent:

(a) T ist E(T)-subskalar

(b) 9k 2 N

0

9b > 0 : kT

n

k � b(1 + n)

k

(n 2 N

0

) und

8x

0

2 X

0

9(x

0

n

)

n2N

0

Folge in X

0

mit T

0

x

0

n+1

= x

0

n

(n 2 N

0

); x

0

0

= x

0

sowie sup

n2N

0

kx

0

n

k

(1+n)

k

<1.

Beweis. (a) ) (b). Aus (2.1.5)(a) entnehmen wir die Existenz von Konstanten

~

k

und b, wie sie f

�

ur die Wa
hstumsbedingung an die positiven Potenzen in Teil (b)

ben

�

otigt werden.

Zur Konstruktion der Folge greifen wir auf den vorigen Satz (3.1.5) zur

�

u
k und

bilden gem

�

a� (
) zu einem x

0

2 X

0

die zugeh

�

orige Folge (u

0

n

)

n

2 `

1

k

(Z; X

0

). Daraus

w

�

ahlen wir dann nur den Negativteil aus, indem wir setzen: x

0

n

:= u

0

�n

(n 2 N

0

).

O�enbar ist x

0

0

= u

0

0

= x

0

, T

0

x

0

n+1

= T

0

u

�(n+1)

= u

0

�(n+1)+1

= u

0

�n

= x

0

n

f

�

ur alle

n 2 N

0

. Die Wa
hstumsbedingung l

�

a�t si
h ebenfalls direkt umsetzen:

sup

n2N

0

kx

0

n

k

(1 + n)

k

� sup

n2Z

ku

0

n

k

(1 + jnj)

k

= k(u

0

n

)

n

k

1;k

<1:

Dabei bleiben alle oben gema
hten Wa
hstumsabs
h

�

atzungen o�enbar g

�

ultig, wenn

man die Konstanten k und

~

k dur
h maxf

~

k; kg ersetzt. Folgli
h gilt (b), wenn man

in der Behauptung f

�

ur k dieses Maximum einsetzt.
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(b)) (a). Die R

�

u
kri
htung beruft si
h ebenfalls auf Teil (
) des vorigen Satzes,

wona
h wir f

�

ur x

0

2 X

0

eine geeignete zweiseitige Folge bilden m

�

ussen. Mit der

zugeh

�

origen einseitigen Folge (x

0

n

)

n

aus Teil (a) de�nieren wir diese wie folgt:

u

0

n

:=

(

x

0

�n

(T

0

)

n

x

0

(n < 0)

(n � 0)

:

O�enbar ist u

0

0

= x

0

und man liest sofort T

0

u

0

n

= u

0

n+1

f

�

ur die positive Seite der

Folge ab; f

�

ur die negative Seite gilt aber ebenso: T

0

u

0

n

= T

0

x

0

�n

= x

0

�n�1

= u

0

n+1

.

Bleibt die `

1

k

-Norm auf Endli
hkeit hin zu untersu
hen, aber:

k(u

0

n

)

n

k

1;k

� sup

n2N

0

k(T

0

)

n

x

0

k

(1 + n)

k

+ sup

n2N

kx

0

n

k

(1 + n)

k

;

und die Ausdr

�

u
ke auf der re
hten Seite sind na
h den in (b) geforderten Wa
hs-

tumsbedingungen endli
h. }

3.2 Konstruktion einer Erweiterung mittels M

z

Die grundlegende Idee zur im letzten Abs
hnitt vorgestellten Konstruktion einer Er-

weiterung stammt von Es
hmeier und Putinar [8℄. Dort werden subskalare Operato-

ren mit dieser Methode untersu
ht, allerdings spielen X-wertige Funktionenr

�

aume

die Rolle der hier verwendeten X-wertigen Folgenr

�

aume, und anstelle des Shifts

wird der Multiplikationsoperator M

z

betra
htet.

Wir werden uns davon

�

uberzeugen, da� die analoge (auf den E(T)-Fall angepa�-

te) Konstruktion gerade die Resultate liefert, die man aufgrund der Kenntnis des

E(C )-Falles vermutet.

3.2.1 Im folgenden soll zuerst die Theorie der projektiven Limites ein wenig vertieft

werden, da im Beweis an wesentli
hen Stellen von sol
hen Te
hniken Gebrau
h

gema
ht wird.

Seien also E = (fE

k

g; �

E

), F = (fF

k

g; �

F

) zwei abz

�

ahlbare projektive Spek-

tren von Fr�e
hetr

�

aumen. Dann hei�t eine Familie (u

k

)

k

stetig linearer Abbildungen

E

k

u

k

�! F

k

Morphismus von E na
h F , falls f

�

ur alle k; l 2 N

0

mit l � k gilt:

�

F

kl

Æ u

l

= u

k

Æ �

E

kl

, d.h. wenn das folgende Diagramm kommutativ ist (l � k):

E

l

u

l

����! F

l

�

E

kl

?

?

y

?

?

y

�

F

kl

E

k

u

k

����! E

k

:

Diese Bedingung garantiert, da� man die Abbildungen u

k

zwis
hen den Stufen liften

kann zu einer Abbildung zwis
hen den projektiven Limites, genauer:

Ein Morphismus (u

k

)

k

wie oben induziert die stetig lineare Abbildung

lim

 �

u

k

: lim

 �

E

k

�! lim

 �

F

k

; lim

 �

u

k

:= �

k

u

k

j

lim

 �

E

k

zwis
hen den projektiven Limites. Zum Beweis: Ist (x

k

)

k

2 lim

 �

E

k

, dann stellen

wir fest: �

F

kl

(u

l

(x

l

)) = �

F

kl

Æ u

l

(x

l

) = u

k

Æ �

E

kl

(x

l

) = u

k

(�

E

kl

(x

l

)) = u

k

(x

k

), d.h.

�

k

u

k

j

lim

 �

E

k

bildet wirkli
h nur in lim

 �

F

k

ab. Die Linearit

�

at ist klar (Produkt li-

nearer Abbildungen), bleibt also no
h die Stetigkeit na
hzuweisen. Dazu nutzen wir

aus, da� lim

 �

F

k

die Produkttopologie tr

�

agt, demna
h ist lim

 �

u

k

genau dann stetig,
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wenn f

�

ur alle l 2 N

0

die Abbildung �

F

l

Ælim

 �

u

k

stetig ist, wobei �

F

l

die Eins
hr

�

ankung

der kanonis
hen Projektion �

k

F

k

! F

l

auf lim

 �

F

k

ist.

Wegen �

F

l

Æ lim

 �

u

k

(x

n

)

n

= �

F

l

(u

k

(x

k

))

k

= u

l

(x

l

) = u

l

(�

E

l

(x

n

)

n

) = u

l

Æ �

E

l

(x

n

)

n

ist diese Forderung jedo
h trivialerweise erf

�

ullt

lim

 �

E

k

lim

 �

u

k

����! lim

 �

F

k

?

?

y

�

E

l

?

?

y

�

F

l

E

l

u

l

����! F

l

;

denn: die u

l

sind na
h De�nition stetig und die �

E

l

als kanonis
he Projektionen

ebenfalls.

Zum Abs
hlu� vereinbaren wir no
h folgende Spre
hweise: Ein abz

�

ahlbares pro-

jektives Spektrum von Fr�e
hetr

�

aumen hei�e reduziert, wenn alle Strukturabbildun-

gen di
htes Bild haben.

Nun steht dem Beweis des na
hfolgenden Satzes ni
hts mehr im Wege:

3.2.2 Satz. Die folgende Abbildung ist ein topologis
her Isomorphismus

E(T; X)=(z � T )E(T; X)

'

�! lim

 �

C

k

(T; X)=(z � T )C

k

(T; X)

[f ℄ 7! ([f ℄

k

)

k

:

Beweis. Wir f

�

uhren den Beweis in mehreren S
hritten. Es ist die Ausf

�

uhrung der

�

Uberlegungen, die in [8℄ Corollary 6.4.8 vorausges
hi
kt werden (und zwar im re-

duzierten Fall). Die Idee ist, die Exaktheit einer geeigneten Sequenz von linearen

Abbildungen zwis
hen Stufen ho
hzuheben auf die induzierte Sequenz zwis
hen den

projektiven Limites. Alles weitere ist im wesentli
hen nur no
h die Identi�kation

E(T; X) ' lim

 �

C

k

(T; X) aus Kapitel 1.

1. S
hritt: Wir

�

uberlegen uns zun

�

a
hst, da� die folgende Sequenz exakt ist:

0! lim

 �

(z � T )C

k

(T; X)

k

e

! lim

 �

C

k

(T; X)

'

! lim

 �

C

k

(T; X)=(z � T )C

k

(T; X)

k

! 0

- wobei e(f

k

)

k

:= (f

k

)

k

die von den Inklusionen und '(f

k

)

k

= ([f

k

℄

k

)

k

die von den

Quotientenabbildungen induzierte Abbildung bezei
hne.

Wir betra
hten zu Beginn f

�

ur festes k die Sequenz zwis
hen den Stufen

0 �! (z � T )C

k

(T; X)

k

e

k

�! C

k

(T; X)

'

k

�! C

k

(T; X)=(z � T )C

k

(T; X)

k

�! 0;

wobei e

k

die jeweilige stetige Inklusion und '

k

die kanonis
he Quotientenabbildung

bezei
hnet. Nun ist die Einbettung e

k

injektiv, die Quotientenabbildung '

k

surjektiv

und man liest ab: ran e

k

= ker'

k

, d.h. die Sequenz ist o�enbar (unabh

�

angig von

k) exakt. Die vorkommenden R

�

aume lassen si
h auf o�ensi
htli
he Weise dur
h

Strukturabbildungen zu projektiven Spektren erg

�

anzen, so da� (e

k

)

k

und ('

k

)

k

Morphismen zwis
hen diesen werden, denn das Diagramm

(z � T )C

k

(T; X)

k

�

 ���� (z � T )C

l

(T; X)

l

e

k

?

?

y

\ \

?

?

y

e

l

C

k

(T; X)

�

 ���� C

l

(T; X)

(l � k) ist o�enbar kommutativ, und alle Inklusionen sind stetig. Also stehen in

den Spalten Strukturabbildungen projektiver Spektren (die Strukturaxiome werden
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von den Inklusionen trivialerweise erf

�

ullt), und (e

k

)

k

ist ein zugeh

�

origer Morphis-

mus. Somit ist si
hergestellt, da� die induzierte Abbildung e zwis
hen den Limites

existiert. Konkret: f

�

ur (f

n

)

n

2 lim

 �

(z � T )C

k

(T; X)

k

gilt: e(f

n

)

n

= (lim

 �

e

k

)(f

n

)

n

=

(e

n

(f

n

))

n

= (f

n

)

n

.

Um die Exaktheit au
h im Limes zu erhalten, gen

�

ugt es na
h [8℄, Theorem 3.2.4,

si
herzustellen, da� das erste Spektrum reduziert ist, d.h. die jeweilige Strukturab-

bildung in der oberen Zeile des Diagrammes mu� di
htes Bild haben.

Ist aber f 2 (z � T )C

k

(T; X), etwa f = (z � T )g mit einer C

k

-Funktion g, so

k

�

onnen wir na
h (1.3.7)(
) eine g in C

k

(T; X)-approximierende Folge (g

n

)

n

trigo-

nometris
her Polynome w

�

ahlen. Die g

n

liegen o�enbar in C

l

(T; X) und wegen der

Stetigkeit von z�T ist dann (z�T )g

n

eine (z�T )g = f approximierende Folge in

C

k

(T; X). Es ist also gezeigt:

(z � T )C

l

(T; X) � (z � T )C

k

(T; X) � (z � T )C

l

(T; X)

k

;

was jedo
h das Gew

�

uns
hte liefert, wenn man zum C

k

-Abs
hlu�

�

ubergeht.

Nun zum projektiven Spektrum der Quotientenr

�

aume. Als Strukturabbildungen

bieten si
h an (l � k):

C

k

(T; X)=(z � T )C

k

(T; X)

k

�

kl

 � C

l

(T; X)=(z � T )C

l

(T; X)

l

; [f ℄

l

7! [f ℄

k

:

Wegen (z � T )C

l

(T; X)

l

� (z � T )C

k

(T; X)

k

ist die Abbildung wohlde�niert (denn:

[f�g℄

l

= 0) [f�g℄

k

= 0) und stetig (Linearit

�

at klar) bez

�

ugli
h der jeweiligen Quo-

tientennorm (bei C

k

erstre
kt si
h das In�mum

�

uber eine gr

�

o�ere Menge). Au�er-

dem gilt: �

kk

= ([f ℄

k

7! [f ℄

k

) = id; �

kl

Æ �

lm

([f ℄

m

) = �

kl

([f ℄

l

) = [f ℄

k

= �

km

([f ℄

m

)

f

�

ur m � l � k, d.h. die Strukturaxiome sind erf

�

ullt. F

�

ur l � k stehen also im

Diagramm

C

k

(T; X)

�

 ���� C

l

(T; X)

'

k

?

?

y

\ \

?

?

y

'

l

C

k

(T; X)=(z � T )C

k

(T; X)

k

�

kl

 ���� C

l

(T; X)=(z � T )C

l

(T; X)

l

in den Zeilen jeweils Strukturabbildungen projektiver Spektren; ferner ist f

�

ur f 2

C

l

(T; X) beliebig: �

kl

Æ '

l

(f) = �

kl

([f ℄

l

) = [f ℄

k

= '

k

(f), d.h. das Diagramm ist

kommutativ und die Familie ('

k

)

k

de�niert einen Morphismus projektiver Spektren.

Wieder ist die Existenz der induzierten Abbildung ' gesi
hert, und wir k

�

onnen

na
hre
hnen: '(f

k

)

k

= ('

k

(f

k

))

k

= ([f

k

℄

k

)

k

.

Wir haben nun also gekl

�

art, wie die zu betra
htenden Spektren aussehen, und

na
hgewiesen, da� das erste (in der Sequenz auftretende) reduziert ist. Ferner sind

die in der Sequenz auftretenden Abbildungen Morphismen zwis
hen Spektren.

Dann vererbt si
h aber na
h [8℄, Theorem 3.2.4, die Exaktheit der Sequenz in

jeder Stufe auf die induzierte Sequenz zwis
hen den Limites und der erste Beweis-

s
hritt ist abges
hlossen.

2. S
hritt: Als n

�

a
hstes

�

uberlegen wir uns, da�

(z � T )E(T; X)

i

0

�! lim

 �

(z � T )C

k

(T; X)

k

; i

0

(f) = (f)

topologis
her Isomorphismus ist.

Dazu betra
hten wir f

�

ur k 2 N

0

die Abbildung (z � T ) zwis
hen geeigneten

Stufen:

C

k

(T; X)

z�T

�! (z � T )C

k

(T; X)

k

;
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wo sie o�enbar stetig linear mit di
htem Bild ist, wobei das folgende Diagramm f

�

ur

alle l � k kommutiert, wenn man als Zeilenabbildungen die stetigen Inklusionen

einsetzt:

C

k

(T; X)

�

 ���� C

l

(T; X)

?

?

y

(z�T )

?

?

y

(z�T )

(z � T )C

k

(T; X)

k

�

 ���� (z � T )C

l

(T; X)

l

:

In den Zeilen stehen dabei Strukturabbildungen projektiver Spektren (die Inklusion

erf

�

ullt trivialerweise alle Strukturaxiome) zu den Stufen C

k

(T; X) einerseits bzw.

(z � T )C

k

(T; X)

k

andererseits. Da� das Diagramm kommutiert, hei�t gerade: Die

Familie der Abbildungen z�T : C

k

(T; X)! (z � T )C

k

(T; X)

k

ist ein Morphismus

zwis
hen beiden projektiven Spektren. Da die oberen Spektralabbildungen di
htes

Bild haben (C

l

(T; X) � C

k

(T; X) di
ht f

�

ur l � k) und das Glei
he f

�

ur z � T in

jeder Stufe gilt, folgt na
h [8℄, Remark 3.2.5 (
), da� die induzierte stetig lineare

Abbildung lim

 �

(z�T ) zwis
hen den projektiven Limites di
htes Bild hat. Bevor wir

dieses Resultat benutzen k

�

onnen, stellen wir fest, da�

lim

 �

C

k

(T; X)

lim

 �

(z � T )

��������! lim

 �

(z � T )C

k

(T; X)

k

j

����! lim

 �

C

k

(T; X)

i

x

?

?

i

0

x

?

?

i

x

?

?

E(T; X)

z�T

����! (z � T )E(T; X)

�

����! E(T; X)

kommutativ ist, wenn i(f) = (f) der topologis
he Isomorphismus zwis
hen den

R

�

aumen in der linken Spalte und j die von den Einbettungen (z � T )C

k

(T; X)

k

�

!

C

k

(T; X) induzierte Abbildung bezei
hnet. An der re
hten Diagrammh

�

alfte liest

man dann ab, da� i

0

topologis
her Monomorphismus ist. Da� i

0

di
htes Bild hat

folgt aus der Kommutativit

�

at der linken Diagrammh

�

alfte und der Tatsa
he, da�

lim

 �

(z � T ) di
htes Bild hat. Als topologis
her Monomorphismus mit di
htem Bild

zwis
hen Fr�e
hetr

�

aumen ist i

0

s
hlie�li
h topologis
her Isomorphismus.

3. S
hritt: Mit Hilfe der Abbildung i

0

kann die exakte Sequenz aus dem ersten

Beweiss
hritt f

�

ur unsere Zwe
ke nutzbar gema
ht werden. Dazu betra
hten wir das

folgende kommutative Diagramm:

0 0

?

?

?

y

?

?

?

y

(z � T )E(T; X)

i

0

����! lim

 �

(z � T )C

k

(T; X)

k

?

?

y

\

?

?

y

e

E(T; X)

i

����! lim

 �

C

k

(T; X)

?

?

y

'Æi

?

?

y

'

lim

 �

C

k

(T; X)=(z � T )C

k

(T; X)

k

id

����! lim

 �

C

k

(T; X)=(z � T )C

k

(T; X)

k

?

?

?

y

?

?

?

y

0 0:
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Damit

�

ubertr

�

agt si
h die Exaktheit der Sequenz in der re
hten Spalte (die wir im 1.

S
hritt na
hgewiesen haben) auf die linke Spalte, denn die Zeilenabbildungen sind

topologis
he Isomorphismen. Ist aber nun si
hergestellt, da� die erste Spalte exakt

ist, so wissen wir: die Abbildung

E(T; X)=(z � T )E(T; X)

'

�! lim

 �

C

k

(T; X)=(z � T )C

k

(T; X)

[f ℄ 7! ' Æ i(f)

ist wohlde�niert und liefert eine topologis
he Identi�zierung; wegen 'Æi(f) = ([f ℄

k

)

k

(vgl. De�nition von i und Wirkungsweise von e aus 1. S
hritt) ist dies gerade die

gew

�

uns
hte, und der Beweis ist abges
hlossen. }

3.2.3 Lemma. Sei (fE

k

g; �) ein abz

�

ahlbares projektives Spektrum von Fr�e
het-

r

�

aumen, X ein Bana
hraum und j : X ! lim

 �

E

k

ein topologis
her Monomorphis-

mus. Dann existiert ein l 2 N

0

, so da� �

l

Æ j : X ! E

l

ein topologis
her Monomor-

phismus ist.

Kurz: eine Einbettung in einen projektiven Limes liefert s
hon eine Einbettung

in eine Stufe.

Beweis. Da wir im Fr�e
hetraum-Fall sind, k

�

onnen wir uns auf Folgenstetigkeit

zur

�

u
kziehen, und es gen

�

ugt zu zeigen: Es existiert ein l 2 N

0

, so da� f

�

ur jede Folge

(x

n

)

n

in X mit �

l

Æ j(x

n

)! 0 au
h x

n

gegen Null konvergiert. Na
h Voraussetzung

ist j topologis
her Isomorphismus auf sein Bild, und die Stetigkeit der Inversen

j

�1

: jX ! X liefert:

kxk � 
max

k2F

p

k

Æ �

k

(jx) 8x 2 X;

mit 
 > 0, F � N

0

endli
h und einer geeigneten Familie fp

k

: k 2 Fg stetiger

Halbnormen auf E

k

. Man kann daher problemlos eine nat

�

urli
he Zahl l � maxF

w

�

ahlen und mit den Strukturabbildungen auf der re
hten Seite bis zur l-ten Stufe

ho
hklettern:

max

k2F

p

k

Æ �

k

(jx) = max

k2F

p

k

Æ �

kl

�

l

(jx) = max

k2F

(p

k

Æ �

kl

)(�

l

Æ j)x:

Da die Strukturabbildungen stetig sind, ist max

k2F

(p

k

Æ�

kl

) eine stetige Halbnorm

auf E

l

. Zusammengefa�t: wir haben eine stetige Halbnorm q und eine Konstante


 > 0 gefunden mit

kxk � 
q((�

l

Æ j)x) (x 2 X):

Die Behauptung folgt nun aus der Eingangsbemerkung, wenn man bea
htet, da�

aus �

l

Æ j(x

n

)! 0 folgt: q(�

l

Æ j(x

n

))! 0 f

�

ur jede stetige Halbnorm q. }

3.2.4 Satz. Ist f

�

ur T 2 L(X) die Abbildung

j : X �! E(T; X)=(z � T )E(T; X); x 7! [x℄

ein topologis
her Monomorphismus, so ist T E(T)-subskalar.

Beweis. Die Abbildung j induziert wegen Satz (3.2.2) den - ebenfalls mit j be-

zei
hneten - topologis
hen Monomorphismus

X

j

�! lim

 �

C

k

(T; X)=(z � T )C

k

(T; X); x 7! ([x℄

k

)

k

;
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und mit Lemma (3.2.3) �nden wir sogar eine Einbettung in eine Stufe

X

�

l

Æj

�! C

l

(T; X)=(z � T )C

l

(T; X);x 7! �

l

([x℄

k

)

k

= [x℄

l

:

Wir wollen zeigen: via j

l

:= �

l

Æ j ist T

�

ahnli
h der Eins
hr

�

ankung des Quotienten

M

z

=(z � T )C

l

(T; X), f

�

ur den wir die Existenz des Quotientenkalk

�

uls na
hweisen

k

�

onnen. Zun

�

a
hst also zu diesem Quotienten:

Setzen wir abk

�

urzend F := (z � T )C

l

(T; X), so gen

�

ugt es zu zeigen, da� f

�

ur alle

' 2 E(T) gilt: M

'

F � F (vgl. Lemma (2.5.2) zur Existenz des Quotientenkalk

�

uls

und Satz (2.2.2) zum Aussehen des E(T)-Kalk

�

uls f

�

urM

z

). Wegen der Stetigkeit von

M

'

gen

�

ugt es zu zeigen, da� (z � T )C

l

(T; X) invarianter Unterraum von M

'

ist,

was jedo
h trivial ist.

Somit haben wir si
hergestellt: M

z

=F existiert als Element von L(C

l

(T; X)=F )

und hat den Quotientenkalk

�

ul, da si
h der E(T)-Kalk

�

ul von M

z

2 L(C

l

(T; X)) ver-

erbt. Weiter wissen wir

�

uber die Wirkungsweise von M

z

=F : Es gilt (M

z

=F )([f ℄

l

) =

[M

z

f ℄

l

= [zf ℄

l

.

Nun zur behaupteten

�

Ahnli
hkeitsbeziehung: Wir re
hnen na
h, da� das folgende

Diagramm kommutativ ist:

X

j

l

����! j

l

X

�

����! C

l

(T; X)=(z � T )C

l

(T; X)

T

?

?

y

?

?

y

(M

z

=F )j

j

l

X

?

?

y

M

z

=F

X

j

l

����! j

l

X

�

����! C

l

(T; X)=(z � T )C

l

(T; X):

Ist aber x 2 X beliebig, so haben wir: (j

l

Æ T )x = [Tx℄

l

= [Tx + (z � T )x℄

l

=

[zx℄

l

= M

z

=F ([x℄

l

). Das ist die gew

�

uns
hte Kommutativit

�

at, und man liest ab: T

ist

�

ahnli
h (via j

l

) dem Operator (M

z

=F )j

j

l

X

, wel
her die E(T)-skalare Erweiterung

M

z

=F hat. }

Ganz

�

ahnli
h wie bei der Konstruktion der Erweiterung

�

uber den Re
htsshift,

kann man au
h hier die hinrei
hende Bedingung (an die Abbildung j) dualisieren,

vgl. Lemma (3.1.3), und erh

�

alt:

3.2.5 Lemma. F

�

ur T 2 L(X) sind

�

aquivalent:

(a) j : X �! E(T; X)=(z � T )E(T; X); x 7! [x℄ ist topologis
her Monomorphis-

mus

(b) 8x

0

2 X

0

9u 2 L(E(T); X

0

) mit u(z') = T

0

u(') 8' 2 E(T) und u(1) = x

0

.

Beweis. Wir beoba
hten: Die Abbildung j ist die Hintereinanderausf

�

uhrung der

stetigen Einbettung X

i

�! E(T; X) und der (ebenfalls stetigen) Quotientenabbil-

dung E(T; X)

�

�! E(T; X)=(z � T )E(T; X), also ist j ein stetig linearer Operator

zwis
hen Fr�e
hetr

�

aumen. Die Forderung in (a), da� j topologis
her Monomorphis-

mus zwis
hen Fr�e
hetr

�

aumen ist, ist deshalb

�

aquivalent zur Forderung, da� die

Adjungierte

X

0

j

0

 �

�

E(T; X)=(z � T )E(T; X)

�

0

(wel
he als stetig lineare Abbildung zwis
hen den starken Dualr

�

aumen existiert)

surjektiv ist. Au
h im Fr�e
hetraum-Fall haben wir die (algebrais
he) Identi�zierung:

�

E(T; X)=(z � T )E(T; X)

�

0

�

�!

�

(z � T )E(T; X)

�

?

= ker(z � T )

0

f

0

7! f

0

Æ �;

wenn � die Quotientenabbildung bezei
hnet. Modulo � wird die Adjungierte von �

zur Inklusionsabbildung

ker(z � T )

0

�

����!

�

0

E(T; X)

0

:
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Unter Einsatz des topologis
hen Isomorphismus 
 : E(T; X)

0

! L(E(T); X

0

) aus

Korollar (1.4.4) erstellt man das folgende kommutative Diagramm:

X

0

 ����

i

0

E(T; X)

0

'

 ����




�1

L(E(T); X

0

)

x

?

?

id

[

x

?

?
�

0

[

x

?

?

X

0

 ����

j

0

ker(z � T )

0

'

 ����




�1

ker

�

L(E(T); X

0

)

z�T

0

�! L(E(T); X

0

)

�

:

Die Surjektivit

�

at von j

0

(und damit die Forderung (a)) ist nun

�

aquivalent zu der

Bedingung

X

0

= (j

0

Æ 


�1

) ker

�

L(E(T); X

0

)

z�T

0

�! L(E(T); X

0

)

�

;

wobei der Kern auf der re
hten Seite gerade gegeben ist dur
h

ker(z � T

0

) = fu 2 L(E(T); X

0

) : 8' 2 E(T) gilt u(z') = T

0

u(')g:

Weiter gilt f

�

ur v 2 E

0

(T), x

0

2 X

0

beliebig, da�

< x; (i

0

Æ 


�1

)(< �; v > x

0

) > = (


�1

(< �; v > x

0

))(ix)

= < 1; v >< x; x

0

>

= < x; (< 1; v > x

0

) > (x 2 X);

und da lin f< �; v > x

0

: v 2 E(T); x

0

2 X

0

g in L(E(T); X

0

) di
ht liegt, folgt damit

(i

0

Æ 


�1

)(u) = u(1) f

�

ur alle u 2 L(E(T); X

0

). Ist u speziell aus ker(z�T

0

), so liefert

die Kommutativit

�

at des Diagrammes: (j

0

Æ 


�1

)(u) = u(1). Daran erkennt man: die

Forderung (b) ist nur eine Umformulierung von

X

0

= (j

0

Æ 


�1

) ker(z � T

0

)

= (j

0

Æ 


�1

)fu 2 L(E(T); X

0

) : 8' 2 E(T) gilt u(z') = T

0

u(')g;

was jedo
h na
h den Bemerkungen von oben zur Surjektivit

�

at von j

0

und damit zu

(a)

�

aquivalent ist. }

Es sollte ni
ht s
hwierig sein, Funktionale wie in (b) von Lemma (3.2.5) mit

Hilfe eines Kalk

�

uls zu konstruieren. Verwirkli
ht wird diese Idee in folgendem Satz:

3.2.6 Satz. F

�

ur T 2 L(X) sind

�

aquivalent:

(a) T ist E(T)-subskalar

(b) j : X �! E(T; X)=(z � T )E(T; X); x 7! [x℄ ist topologis
her Monomorphis-

mus

(
) 8x

0

2 X

0

9u 2 L(E(T); X

0

) mit u(z') = T

0

u(') 8' 2 E(T) und u(1) = x

0

.

Beweis. Na
h Lemma (3.2.5) und Satz (3.2.4) ist nur no
h zu zeigen: (a) ) (
).

Wie im Beweis von Satz (3.1.5) erh

�

alt man, da� T

0

Quotient eines E(T)-skalaren

Operators

^

T

0

:

^

X

0

!

^

X

0

ist, also

^

X

0

^

T

0

 ����

^

X

0

i

0

?

?

y
i

0

?

?

y

X

0

T

0

 ���� X

0

kommutiert.
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Ist x

0

2 X

0

gegeben, so �nden wir wegen der Surjektivit

�

at von i

0

ein x̂

0

2

^

X

0

, so

da� i

0

x̂

0

= x

0

. Bezei
hnet � den Kalk

�

ul f

�

ur

^

T

0

, so de�nieren wir:

u(') := i

0

�(')x̂

0

(' 2 E(T)):

Dieses u ist si
her wohlde�niert und stetig linear und wegen ran i

0

� X

0

somit ein

Element von L(E(T); X

0

). Die Eigens
haften des Kalk

�

uls liefern den Rest:

u(1) = i

0

�(1)x̂

0

= i

0

id(x̂

0

) = i

0

x̂

0

= x

0

und

u(z') = i

0

�(z')x̂

0

= i

0

^

T

0

�(')x̂

0

= T

0

i

0

�(')x̂

0

= T

0

u(') (8' 2 E(T)):

Damit ist zu jedem x

0

eine passende Distribution konstruiert. }

3.2.7 Eine zweite M

�

ogli
hkeit, den Beweis (a) ) (
) zu erbringen, besteht darin,

mit Hilfe einer Folge (u

0

n

)

n

2 `

1

k

(Z; X

0

) mit u

0

n+1

= T

0

u

0

n

(n 2 Z) und u

0

0

= x

0

- die

na
h Satz (3.1.5) f

�

ur jedes x

0

existiert - ein u 2 L(E(T); X

0

) zu de�nieren

�

uber die

Formel:

u(') :=

1

X

n=�1

'̂(n)u

0

n

:

Das Wa
hstumsverhalten der FourierkoeÆzienten und das der Folge (u

0

n

)

n

si
hern

die absolute Konvergenz der Reihe. Dies liefert die Wohlde�niertheit und Stetigkeit

von u, und mittels der FourierkoeÆzienten von 1 und z' best

�

atigt man unter Aus-

nutzung von u

0

n+1

= T

0

u

0

n

(n 2 Z) die Beziehungen u(1) = x

0

sowie u(z') = T

0

u(').

Ist andererseits ein u 2 L(E(T); X

0

) gegeben mit u(1) = x

0

und u(z') = T

0

u('),

so k

�

onnen wir die Folge betra
hten, die entsteht, wenn wir u auf die Monome

z

n

(n 2 Z) anwenden; wir de�nieren also:

u

0

n

:= u(z

n

) (n 2 Z):

Die Stetigkeit von u liefert, da� (u

0

n

)

n

2 `

1

k

(Z; X

0

) f

�

ur ein k 2 N

0

, und u

0

0

= u(1) =

x

0

sowie u

0

n+1

= u(z

n+1

) = T

0

u(z

n

) = T

0

u

0

n

(n 2 Z) folgen unmittelbar.

Damit ist gekl

�

art, wie die so unters
hiedli
h aussehenden Bedingungen der S

�

atze

(3.1.5) und (3.2.6) zusammenh

�

angen.

3.3 Eine lokale-Resolventen-Bedingung

F

�

ur die Dauer dieses Abs
hnittes vereinbaren wir folgende S
hreibweise: U

1

(T) :=

fz 2 C : 0 < j1� jzjj < 1g. Ausgangspunkt ist dann die folgende einfa
he Beoba
h-

tung:

3.3.1 Satz. Ist T 2 L(X) ein E(T)-subskalarer Operator, so existieren Konstanten


 > 0 und k 2 N

0

mit:

8x

0

2 X

0

9f 2 O(C � T; X

0

) mit (z � T

0

)f(z) = x

0

(z 2 C � T);

wobei

kf(z)k �




j1� jzjj

k

8z 2 U

1

(T):
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Beweis. Wie

�

ubli
h gehen wir vom Adjungierten

^

T

0

einer E(T)-skalaren Erweite-

rung

^

T :

^

X !

^

X aus, d.h. mit einer surjektiven Abbildung i

0

:

^

X

0

! X

0

gilt:

T

0

Æ i

0

= i

0

Æ

^

T

0

und

^

T

0

hat den E(T)-Kalk

�

ul. Wegen der Surjektivit

�

at von i

0

ma
ht

es keine S
hwierigkeiten, zu x

0

2 X

0

ein x̂

0

2

^

X

0

zu w

�

ahlen mit x

0

= i

0

x̂

0

. Dann gilt

aber f

�

ur alle z 2 �(

^

T

0

):

(z � T

0

)i

0

R(z;

^

T

0

)x̂

0

= i

0

(z �

^

T

0

)R(z;

^

T

0

)x̂

0

= x

0

:

Die Resolventenmenge von

^

T umfa�t aber C � T, und die Resolvente ist dort ana-

lytis
h, also wissen wir - da i

0

stetig linear ist: Die Funktion

f : C � T! X

0

; z 7! i

0

R(z;

^

T

0

)x̂

0

ist analytis
h und erf

�

ullt die Eigens
haften einer lokalen Resolvente bei x

0

.

Bleibt also nur no
h ihr Wa
hstumsverhalten gegen die Kreislinie zu untersu-


hen: Dabei nutzen wir wieder aus, da�

^

T

0

E(T)-skalar ist, denn (2.1.3) liefert:

9
 > 0; k 2 N

0

mit kR(z;

^

T

0

)k �




j1�jzjj

k

f

�

ur alle z 2 U

1

(T). Dieses Wa
hstumsver-

halten vererbt si
h aber auf f wegen:

kf(z)k = ki

0

R(z;

^

T

0

)x̂

0

k � ki

0

kkx̂

0

kkR(z;

^

T

0

)k:

}

Das n

�

a
hste Lemma gibt Aufs
hlu�

�

uber das Wa
hstumsverhalten einer lokalen

Resolvente f

�

ur T

0

im Unendli
hen.

3.3.2 Lemma. Es seien T 2 L(X) und x 2 X beliebig, K � C kompakt. Erf

�

ullt

dann eine Funktion f : C �K ! X die Glei
hung

(z � T )f(z) = x (8z 2 C �K);

so gilt: kf(z)k ! 0 f

�

ur jzj ! 1.

Beweis. Au�erhalb des Spektrums von T ist z � T bijektiv und somit mu� f(z)

f

�

ur z 2 C au�erhalb der kompakten Menge �(T )[K mit R(z; T )x

�

ubereinstimmen.

Da die Resolvente selbst im Unendli
hen vers
hwindet, folgt die Behauptung. }

Wir werden uns

�

uberlegen, da� man aus den Taylor-KoeÆzienten der lokalen

Resolvente wie aus Satz (3.3.1) eine Folge in `

1

k

(Z; X

0

) konstruieren kann, deren

Existenz na
h (3.1.5) hinrei
hend ist f

�

ur die Existenz einer E(T)-skalaren Erweite-

rung von T . Vorweg ein Lemma, das die Wa
hstumsbedingung im Unendli
hen ins

re
hte Li
ht r

�

u
kt. Da es sp

�

ater au
h no
h an einer anderen Stelle ben

�

otigt wird,

werden wir es hier etwas allgemeiner formulieren.

3.3.3 Lemma. Ist E ein Bana
hraum und f 2 O(C � D ; E) eine im Unendli
hen

vers
hwindende holomorphe Funktion, d.h. kf(z)k ! 0 f

�

ur jzj ! 1, so gilt f

�

ur die

Funktion

~

f(z) := f(

1

z

) (z 2 D � f0g):

~

f hat eine hebbare Singularit

�

at in 0, und

setzt man

~

f(0) := 0, so ist

~

f 2 O(D ; E).

Beweis. Nat

�

urli
h ist die Funktion

~

f auf D � f0g holomorph als Verkn

�

upfung

holomorpher Funktionen; ist aber z

n

! 0 eine beliebige Nullfolge in D � f0g, so

sieht man:

~

f(z

n

) = f(

1

z

n

) ! 0 da f im Unendli
hen vers
hwindet. Also ist

~

f in 0

stetig dur
h 0 fortsetzbar, und der Riemanns
he Hebbarkeitssatz si
hert sogar: die

Fortsetzung ist holomorph. }
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3.3.4 Satz. F

�

ur T 2 L(X) sind

�

aquivalent:

(a) T ist E(T)-subskalar

(b) Es existieren 
 > 0; k 2 N

0

mit:

8x

0

2 X

0

9f 2 O(C � T; X

0

) mit (z � T

0

)f(z) = x

0

(z 2 C � T);

wobei

kf(z)k �




j1� jzjj

k

8z 2 U

1

(T):

Beweis. Es ist nur no
h (b) ) (a) zu zeigen. Dazu gen

�

ugt es na
h Satz (3.1.5),

si
h zu

�

uberlegen, da� es zu jedem x

0

2 X

0

eine Folge (u

0

n

)

n

2 `

1

k

(Z; X

0

) gibt, so

da� T

0

u

n

= u

n+1

(f

�

ur alle n 2 Z) und u

0

0

= x

0

. Sei also ein beliebiges x

0

2 X

0

vorgelegt. Na
h (b) existiert eine zugeh

�

orige langsam wa
hsende lokale Resolvente

f 2 O(C � T; X

0

). Wir entwi
keln f j

D

2 O(D ; X

0

) um 0 in seine Taylorreihe, also

f(z) =

1

X

n=0

a

n

z

n

(z 2 D )

mit einer KoeÆzientenfolge (a

n

)

n

in X

0

. Da f lokale Resolvente ist, gilt:

(z � T

0

)

1

X

n=0

a

n

z

n

= x

0

(z 2 D );

oder wegen der Stetigkeit von T

0

:

1

X

n=0

a

n

z

n+1

�

1

X

n=1

T

0

a

n

z

n

� T

0

a

0

= x

0

(z 2 D );

zusammengefa�t:

1

X

n=0

(a

n

� T

0

a

n+1

)z

n+1

� (T

0

a

0

+ x

0

) = 0 (z 2 D ):

Damit liefert der Identit

�

atssatz

T

0

a

n+1

= a

n

(n 2 N

0

) und T

0

a

0

= �x

0

:

Gelingt es uns nun no
h, das Wa
hstumsverhalten von (a

n

)

n

zu kontrollieren, so

haben wir zumindest eine einseitige Folge gefunden, die den Anforderungen gere
ht

wird. Zum Wa
hstumsverhalten bietet si
h an, auf die Idee von Colojoar�a und

Foia�s zur

�

u
kzugreifen (vgl. Satz (2.1.3)): Na
h der Cau
hys
hen Integralformel f

�

ur

die Ableitung wissen wir:

a

n

=

f

(n)

(0)

n!

=

1

2�i

Z

�D

(1�")

(0)

f(�)

�

n+1

d� (n 2 N

0

)

f

�

ur 0 < " < 1. Also gilt mit der Standardabs
h

�

atzung f

�

ur Kurvenintegrale

ka

n

k � (1� ") sup

j�j=1�"

kf(�)k

j�j

n+1

�

1� "

(1� ")

n+1




"

k

�




(1� ")

n

"

k

;

wobei wir im vorletzten S
hritt das Wa
hstumsverhalten von f benutzt haben. F

�

ur

n > k setzen wir

k

n

=: " ein und erhalten so:

ka

n

k �




(1�

k

n

)

n

(

k

n

)

k

(n > k)
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bzw.

ka

n

k

n

k

�




(1�

k

n

)

n

k

k

!

1

e

�k

k

k

;

damit ist sup

n2N

0

ka

n

k

(1+n)

k

<1. Die Folge (a

n

)

n

ist also in geeignetem Sinne langsam

wa
hsend. Nun sind wir allerdings auf eine zweiseitige Folge angewiesen: wie lassen

si
h also die a

n

passend na
h unten erg

�

anzen? Da wir oben nur die TaylorkoeÆzi-

enten von f j

D

benutzt haben, ist es naheliegend, nun die Information

�

uber f j

C�D

auszuwerten. Verm

�

oge der Inversion am Einheitskreis z 7!

1

z

werden wir f j

C�D

in

die Einheitskreiss
heibe zur

�

u
kholen. Da� dies funktioniert, sagt Lemma (3.3.2): f

vers
hwindet im Unendli
hen, also ist mit (3.3.3) dur
h

~

f(z) = f(

1

z

) und

~

f(0) = 0

eine holomorphe Funktion auf D de�niert, f

�

ur die gilt:

(

1

z

� T

0

)

~

f(z) = (

1

z

� T

0

)f(

1

z

) = x

0

(8z 2 D � f0g):

Entwi
keln wir

~

f in die Taylor-Reihe um 0, etwa

~

f(z) =

1

X

n=1

b

n

z

n

(z 2 D )

(bea
hte:

~

f(0) = 0), so re
hnet man wieder unter Ausnutzung der Stetigkeit von T

0

die Vertaus
hungseigens
haft f

�

ur die Folge (b

n

)

n

in X

0

na
h, denn es gilt:

(

1

z

� T

0

)

1

X

n=1

b

n

z

n

= x

0

(z 2 D � f0g)

oder

�

aquivalent:

1

X

n=1

b

n

z

n

�

1

X

n=1

T

0

b

n

z

n+1

= zx

0

(z 2 D � f0g):

Na
h Potenzen von z sortiert:

1

X

n=2

b

n

z

n

�

1

X

n=2

T

0

b

n�1

z

n

+ (b

1

� x

0

)z = 0 (z 2 D � f0g):

Dann gilt wieder na
h dem Identit

�

atssatz b

1

= x

0

und T

0

b

n�1

= b

n

f

�

ur n � 2. Wir

ma
hen nun den Versu
h - vom Wa
hstumsverhalten zun

�

a
hst einmal abgesehen

- die Folgen (a

n

)

n

und (b

n

)

n

zu einer geeigneten Folge (u

0

n

)

n

- wie in (3.1.5)(
)

gefordert - zusammenzusetzen; und zwar de�nieren wir:

u

0

n

:=

�

�a

n�1

b

�n+1

(n � 1)

(n � 0):

Wir re
hnen lei
ht na
h:

T

0

u

0

n+1

=

8

<

:

�T

0

a

n

= �a

0

n�1

(n � 1)

�T

0

a

0

= x

0

= b

1

(n = 0)

T

0

b

�n

= b

�n+1

(n � �1)

9

=

;

= u

0

n

;

also gilt o�enbar T

0

u

0

n

= u

0

n+1

f

�

ur alle n 2 Z und na
h De�nition: u

0

0

= b

1

=

x

0

. Das Wa
hstumsverhalten der u

0

n

ri
htet si
h na
h dem der beiden einseitigen

Folgen (a

n

)

n

(wor

�

uber wir bereits Bes
heid wissen) und (b

n

)

n

, wel
he wir jetzt

n

�

aher untersu
hen wollen.
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Wie oben gilt mit der Cau
hy-Formel:

b

n

=

~

f

(n)

(0)

n!

=

1

2�i

Z

�D

(1�")

(0)

~

f(�)

�

n+1

d� =

1

2�i

Z

�D

(1�")

(0)

f(

1

�

)

�

n+1

d�:

Aber mit der Wa
hstumsbedingung an die lokale Resolvente aus (b) wissen wir:

kf(

1

z

)k �




j1� j

1

z

jj

k

=


jzj

k

j1� jzjj

k

(

1

z

2 U

1

(T));

so da� wir f

�

ur 0 < " <

1

2

() 0 < j1 �

1

1�"

j < 1) mit der Standardabs
h

�

atzung f

�

ur

Kurvenintegrale wieder erhalten:

kb

n

k � (1� ") sup

j�j=1�"

kf(

1

�

)k

j�j

n+1

�


(1� ")

k

(1� ")

n

"

k

:

Wie oben sehen wir dann mit " :=

k

n

f

�

ur n > 2k, da�

sup

n2N

kb

n

k

(1 + n)

k

<1:

Damit ist s
hlie�li
h gezeigt, da� die Folge (u

0

n

)

n

in `

1

k

(Z;X) liegt, denn:

k(u

0

n

)

n

)k

k

= sup

n2Z

ku

0

n

k

(1 + jnj)

k

� sup

n2N

0

ka

n

k

(1 + n)

k

+ sup

n2N

kb

n

k

(1 + n)

k

<1

und der Beweis ist beendet. }

3.4 Zugang

�

uber die Randverteilungsformel

Der Beweis des letzten Satzes kann no
h auf eine ganz andere Art gef

�

uhrt werden.

Als hinrei
hende Bedingung (zur Konstruktion E(T)-skalarer Erweiterungen) ha-

ben wir die Existenz von Distributionen der Form u 2 L(E(T); X

0

) mit u(z') =

T

0

u(') (8' 2 E(T)) und u(1) = x

0

erkannt (3.2.6). Die beiden letzten Eigens
haften

erinnern an die eines Kalk

�

uls f

�

ur T

0

. F

�

ur die Konstruktion von Kalk

�

ulen hat man

jedo
h mit der Randverteilungsformel ein leistungsf

�

ahiges Werkzeug in der Hand.

Im Gegensatz zum Kalk

�

ul ist die Distribution u X

0

-wertig, ebenso wie die loka-

le Resolvente. Es liegt deshalb nahe, in der Randverteilungsformel die Resolvente

dur
h eine langsam wa
hsende lokale Resolvente zu ersetzen. Wir konkretisieren

diese

�

Uberlegungen:

3.4.1 Mit einer langsam wa
hsenden lokalen Resolvente f bei x

0

wie in (3.3.4)(b)

und einer Folge (r

m

)

m

in (0; 1), r

m

" 1, setzen wir folgende De�nition an:

u(') := lim

m!1

1

2�i

Z

�D

'(�)

�

f(

�

r

m

)� f(�r

m

)

�

d� (8' 2 E(T)):

Wie wir uns glei
h

�

uberzeugen werden, wird dieses u den algebrais
hen Anforde-

rungen gere
ht, falls es nur

�

uberhaupt existiert. Die Stetigkeit l

�

a�t si
h in diesem

Falle au
h re
ht einfa
h mit dem Satz von Bana
h-Steinhaus gewinnen. Die zentrale

Frage ist also die der Existenz. Stellen wir diese f

�

ur einen Augenbli
k zur

�

u
k und

setzen voraus, da� der Grenzwert der einzelnen Integrale

Z

�D

'(�)f(

�

r

m

)d� sowie

Z

�D

'(�)f(�r

m

)d�
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f

�

ur jedes ' 2 E(T) existiert. Dann k

�

onnen wir - unter Bea
htung von (z�T

0

)f(z) =

x

0

- folgendes na
hre
hnen:

3.4.2 Ist ' 2 E(T), so au
h z' und es gilt (unter Voraussetzung der Konvergenz-

bedingung aus dem letzten Abs
hnitt):

u(z') = lim

m!1

1

2�i

Z

�D

�'(�)

�

f(

�

r

m

)� f(�r

m

)

�

d�

= lim

m!1

1

2�i

Z

�D

'(�)

�

�

r

m

f(

�

r

m

)� �r

m

f(�r

m

)

�

d�

= lim

m!1

1

2�i

Z

�D

'(�)

�

T

0

f(

�

r

m

)� T

0

f(�r

m

)

�

d�

= T

0

lim

m!1

1

2�i

Z

�D

'(�)

�

f(

�

r

m

)� f(�r

m

)

�

d�

= T

0

u('):

(Bea
hte hierbei au
h: T

0

ist stetig linearer Operator und als sol
her vertaus
ht er

mit dem Integral, vgl. Abs
hnitt 1.2.) F

�

ur u(1) erh

�

alt man:

u(1) = lim

m!1

1

2�i

Z

�D

�

f(

�

r

m

)� f(�r

m

)

�

d�

= lim

m!1

1

2�i

Z

�D

f(

�

r

m

)d� � lim

m!1

1

2�i

Z

�D

f(�r

m

)d�;

wobei das zweite Integral identis
h vers
hwindet, denn f

�

ur 0 < r

m

< 1 ist f(r

m

�)

auf einer o�enen Obermenge von D holomorph, also hat das Integral den Wert

Null na
h dem Cau
hys
hen Integralsatz. Das erste Integral l

�

a�t si
h au
h anders

s
hreiben:

Z

�D

f(

�

r

m

)d� = r

m

Z

2�

0

f(

e

it

r

m

)i

e

it

r

m

dt = r

m

Z

j�j=

1

r

m

f(�)d�:

Na
h Anwendung des Cau
hys
hen Integralsatzes f

�

ur Kreisringe nutzen wir die Tat-

sa
he aus, da� f eine lokale Resolvente bei x

0

ist, und erhalten:

Z

j�j=

1

r

m

f(�)d� =

Z

j�j=kTk+1

f(�)d�

=

Z

j�j=kTk+1

R(�; T

0

)x

0

d�

= 2�ix

0

:

Einsetzen liefert:

u(1) = lim

m!1

1

2�i

Z

�D

f(

�

r

m

)d� = lim

m!1

r

m

x

0

= x

0

:

3.4.3 Nun zur Stetigkeit von u. Wir de�nieren f

�

ur m 2 N die Abbildung u

m

:

E(T)! X

0

dur
h

u

m

(') :=

1

2�i

Z

�D

'(�)

�

f(

�

r

m

)� f(�r

m

)

�

d� (8' 2 E(T)):

F

�

ur jedes feste m und jedes ' 2 E(T) ist das Integral wohlde�niert, denn:

f(r

m

�); f(

�

r

m

) 2 C(�D ; X

0

)
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(bea
hte: 0 < r

m

< 1), also ist der gesamte Integrand stetig. Ist aber die Existenz

von u

m

nun gesi
hert, so ist die Linearit

�

at wegen der Linearit

�

at des Integrals klar.

Mit der Standardabs
h

�

atzung f

�

ur Kurvenintegrale erhalten wir:

ku

m

(')k �

�

sup

z2T

kf(r

m

z)� f(

z

r

m

)k

�

k'k

0

;

wobei der Ausdru
k in der Klammer f

�

ur jedes feste m endli
h ist (Stetigkeit). Somit

ist jedes u

m

eine stetig lineare Abbildung. Der Satz von Bana
h-Steinhaus besagt

dann:

Falls u(') = lim

m!1

u

m

(') existiert (f

�

ur jedes ' 2 E(T)), so ist au
h die

Abbildung u : E(T)! X

0

stetig linear.

Damit ist nun alles auf die Frage der Existenz dieses Grenzwertes reduziert.

Vorweg zwei Lemmata, in denen die te
hnis
he Vorarbeit f

�

ur die L

�

osung des Exi-

stenzproblems geleistet wird. Diese werden sp

�

ater an anderer Stelle no
h eine Rolle

spielen, daher wollen wir sie glei
h etwas allgemeiner formulieren. Im hier ben

�

otigten

Spezialfall ist f eine lokale Resolvente von T

0

bei x

0

auf C � T, und E ist X

0

.

3.4.4 Lemma. Es sei E ein Bana
hraum, 0 < r < 1, ' 2 E(T).

(a) Ist eine Funktion f 2 O(D ; E) mit einer Folge von Stammfunktionen (f

n

)

n

in O(D ; E) gegeben (d.h. f

0

= f und f

0

n+1

= f

n

), so gilt: Zu jedem n 2 N

existieren Polynome p

n

j

2 C [z℄ (j = 1; � � � ; n) (unabh

�

angig von '; r), so da�

gilt:

Z

�D

'(�)f(�r)d� =

Z

2�

0

1

r

n

�

n

X

j=1

p

n

j

(e

�it

)

d

j

dt

j

'(e

it

)

�

f

n

(re

it

)dt:

(b) Ist f 2 O(C � D ; E) eine im Unendli
hen vers
hwindende Funktion und (

~

f

n

)

n

eine Folge von Stammfunktionen in O(D ; E) f

�

ur die holomorphe Fortsetzung

der Funktion

~

f

0

(z) := f(

1

z

) (z 2 D � f0g) auf D . Dann existieren zu jedem

n 2 N

0

Polynome q

n

j

2 C [z℄ (j = 0; � � � ; n) (unabh

�

angig von '; r) mit:

Z

�D

'(�)f(

�

r

)d� =

Z

2�

0

1

r

n

�

n

X

j=0

q

n

j

(e

it

)

d

j

dt

j

'(e

it

)

�

~

f

n

(re

�it

)dt:

Beweis. Dur
h Induktion na
h n.

(a) Bea
hte:

d

dt

f

n+1

(re

it

) = f

n

(re

it

)ire

it

f

�

ur alle n 2 N

0

, also

�i

r

e

�it

d

dt

f

n+1

(re

it

) = f

n

(re

it

):

Mit einmaliger partieller Integration erh

�

alt man:

Z

�D

'(�)f(�r)d� =

Z

2�

0

'(e

it

)f

0

(re

it

)ie

it

dt

=

Z

2�

0

�1

r

�

d

dt

'(e

it

)

�

f

1

(re

it

)dt:

Das hat die gew

�

uns
hte Form. Ist nun

Z

�D

'(�)f(�r)d� =

Z

2�

0

1

r

n

�

n

X

j=1

p

n

j

(e

�it

)

d

j

dt

j

'(e

it

)

�

f

n

(re

it

)dt
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bereits gezeigt, so integrieren wir wieder die re
hte Seite einmal partiell und

erhalten:

Z

2�

0

1

r

n+1

d

dt

�

n

X

j=1

p

n

j

(e

�it

)ie

�it

d

j

dt

j

'(e

it

)

�

f

n+1

(re

it

)dt:

Die Summe in der Klammer behandeln wir folgenderma�en: Zuerst k

�

onnen

wir den Term ie

�it

als Faktor iz den Polynomen zus
hlagen, dana
h di�e-

renzieren wir mit der Produktregel und fassen so zusammen, da� erneut eine

Summe

�

uber die Ableitungen von '(e

it

) entsteht. Beim Ableiten der Polyno-

me p

n

j

(z)iz erhalten wir wieder Polynome multipliziert mit der inneren Ablei-

tung 
onst � e

�it

. Do
h Terme dieser Form lassen si
h wie oben als 
onst � z

zu den Polynomen hinzuf

�

ugen, und es ist klar, da� man so alle Vorfaktoren

von

d

j

dt

j

'(e

it

) jeweils wieder zu Polynomen p

n+1

j

zusammenfassen kann. Man

bea
hte weiter: die Potenz von r im Nenner wird um 1 erh

�

oht.

(b) Wieder ist zu bea
hten, da�

d

dt

~

f

n+1

(re

�it

) = �ire

�it

~

f

n

(re

�it

), also

i

r

e

it

d

dt

~

f

n+1

(re

�it

) =

~

f

n

(re

�it

):

Hier k

�

onnen wir den Induktionsanfang au
h bei 0 ma
hen, denn

Z

�D

'(�)f(

�

r

)d� =

Z

�D

'(�)

~

f (

r

�

)d�

=

Z

2�

0

'(e

it

)

~

f

0

(re

�it

)ie

it

dt;

demna
h ist q

0

0

(z) = iz zu w

�

ahlen. Der Induktionss
hritt besteht wie oben aus

einer partiellen Integration:

Z

2�

0

1

r

n

�

n

X

j=0

q

n

j

(e

it

)

d

j

dt

j

'(e

it

)

�

~

f

n

(re

�it

)dt

=

Z

2�

0

1

r

n+1

d

dt

�

n

X

j=0

q

n

j

(e

it

)(�i)e

it

d

j

dt

j

'(e

it

)

�

~

f

n+1

(re

�it

)dt:

Wie oben kann man na
h Anwendung der Produktregel auf die Terme in der

gro�en Klammer so zusammenfassen, da� wieder Polynome in e

it

als Vorfak-

toren bei den Ableitungen

d

j

dt

j

f(e

it

) (j = 0; � � � ; n+ 1) auftreten. }

3.4.5 Lemma. Ist f 2 O(D ; E) eine analytis
he Funktion mit folgendem Wa
hs-

tumsverhalten: Es existiere ein Sterngebiet V � D mit Sternmittelpunkt 0, und

Konstanten 
 > 0, k 2 N

0

, so da� gilt:

kf(z)k �




j1� jzjj

k

(8z 2 V ):

Dann existiert eine Folge von Stammfunktionen (f

n

)

n

zu f in O(D ; E), so da�

f

k+2

j

V

eine stetige Fortsetzung auf V hat. Das notieren wir kurz als

f

k+2

2 A(V;E) := fg 2 O(V;E) : g hat stetige Fortsetzung auf V g:

Beweis. Wir setzen f

0

:= f und bilden induktiv Stammfunktionen dur
h Integra-

tion l

�

angs der Verbindungsstre
ke 0z � D :

f

j+1

(z) :=

Z

0z

f

j

(�)d� (z 2 D )
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(wie im skalaren Fall zeigt man: f

j+1

ist analytis
h in D mit Ableitung f

j

). F

�

ur die

Wa
hstumsbedingung l

�

a�t si
h dann induktiv na
hweisen:

kf

j

(z)k �




(1� jzj)

k�j

(z 2 V; j = 0; � � � ; k � 1)

mit der Konstanten 
 von oben. Der Induktionsanfang ist klar na
h Voraussetzung

an f = f

0

. Zum Induktionss
hritt ist nur zu bea
hten, da� f

�

ur z 2 V gilt:

kf

j+1

(z)k = k

Z

0z

f

j

(�)d�k

�

Z

jzj

0

kf

j

(t

z

jzj

)

z

jzj

kdt

�

Z

jzj

0




(1� t)

k�j

dt

=

�




�(k � j) + 1

�1

(1� t)

k�j�1

�

jzj

0

=




k � (j + 1)

�

1

(1� jzj)

k�(j+1)

� 1

�

�




(1� jzj)

k�(j+1)

f

�

ur j + 1 < k. Hierbei wurde ausgenutzt, da� 0z � V , was wegen der Sternf

�

ormig-

keitsforderung an V jedo
h garantiert wird. Damit ist die Induktion abges
hlossen.

Betra
hten wir insbesondere die (k � 1)-te Stammfunktion, so wissen wir nun

�

uber deren Wa
hstumsverhalten:

kf

k�1

(z)k �




1� jzj

(z 2 V )

mit 
 > 0. Bei der n

�

a
hsten Integration erhalten wir damit:

kf

k

(z)k �

Z

jzj

0

kf

k�1

(t

z

jzj

)

z

jzj

kdt

�

Z

jzj

0




1� t

dt

= �
 log(1� jzj) (z 2 V );

und eine letzte Integration liefert s
hlie�li
h:

kf

k+1

(z)k �

Z

jzj

0

kf

k

(t

z

jzj

)

z

jzj

kdt

�

Z

jzj

0

�
 log(1� t)dt

� �


Z

1

0

logu du

= �


�

u logu� u

�

1

0

+

= 
 (z 2 V ):

Damit wissen wir: f

k+1

ist bes
hr

�

ankt auf V , und somit ist f

k+2

eine auf dem

Sterngebiet V holomorphe Funktion mit bes
hr

�

ankter Ableitung f

k+1

. Folgli
h l

�

a�t



3.5 Die Eigens
haft (�)

E(T)

und E(T)-subskalare Operatoren 59

si
h f

k+2

stetig auf V fortsetzen (Beweis wie im skalarwertigen Fall), was zu zeigen

war. }

3.4.6 Die Existenz von

u(') := lim

m!1

1

2�i

Z

�D

'(�)

�

f(

�

r

m

)� f(�r

m

)

�

d�

sieht man dann folgenderma�en ein: Wir weisen die Existenz der Grenzwerte der

einzelnen Integrale

Z

�D

'(�)f(

�

r

m

)d� sowie

Z

�D

'(�)f(�r

m

)d�

f

�

ur beliebiges ' na
h. Daraus folgt zum einen unmittelbar die Existenz von u, zum

anderen wird na
htr

�

agli
h die Argumentation in (3.4.1) bzw. (3.4.2) gere
htfertigt.

Zun

�

a
hst zum zweiten Integral. Wir wissen: f erf

�

ullt die Wa
hstumsbedingung

aus Lemma (3.4.5) mit V = D . Auf diesem Wege erhalten wir zu f eine Folge

von Stammfunktionen (f

n

)

n

in O(D ; X

0

) mit f

k+2

2 A(D ; X

0

), also insbesondere

f

k+2

2 C(D ; X

0

). Integrieren wir (k + 2)-mal partiell mit Lemma (3.4.4) (a), so

erhalten wir:

lim

m!1

Z

�D

'(�)f(�r)d� = lim

m!1

Z

2�

0

1

r

k+2

�

k+2

X

j=1

p

k+2

j

(e

�it

)

d

j

dt

j

'(e

it

)

�

f

k+2

(re

it

)dt

mit Polynomen p

k+2

j

. Man bea
hte folgendes: wegen f

k+2

2 C(D ; X

0

) und des Ste-

tigkeitslemmas f

�

ur Parameterintegrale kann der Grenz

�

ubergang unter dem Integral

vollzogen werden, und der Limes existiert.

Beim ersten Integral geht man

�

ahnli
h vor: Wir wissen, da� die lokale Resolvente

f 2 O(C � D ; X

0

) im Unendli
hen vers
hwindet, also ist na
h Lemma (3.3.3) die

Funktion

~

f : D ! X

0

mit D � f0g 3 z 7! f(

1

z

) und f(0) = 0 holomorph auf D , und

�

uber ihr Wa
hstumsverhalten wissen wir:

k

~

f(z)k = kf(

1

z

)k �




j1� j

1

z

jj

k

= 


jzj

k

jjzj � 1j

k

�




j1� jzjj

k

f

�

ur alle z 2 D . Dann k

�

onnen wir f

�

ur

~

f eine Folge von Stammfunktionen (

~

f

n

)

n

in

O(D ; X

0

) w

�

ahlen, so da�

~

f

k+2

2 A(D ; X

0

). Mit Lemma (3.4.4) �nden wir Polynome

q

k+2

j

, so da�

lim

m!1

Z

�D

'(�)f(

�

r

)d� = lim

m!1

Z

2�

0

1

r

k+2

�

k+2

X

j=0

q

k+2

j

(e

it

)

d

j

dt

j

'(e

it

)

�

~

f

k+2

(re

�it

)dt:

Wieder gilt:

~

f

k+2

ist ein Element der Diskalgebra, insbesondere also stetig auf D ,

weshalb wir den Grenz

�

ubergang problemlos unter dem Integral vollziehen k

�

onnen

und der Grenzwert insbesondere existiert. }

3.5 Die Eigens
haft (�)

E(T)

und E(T)-subskalare Operatoren

Wie zu Beginn von Abs
hnitt (2.3) s
hon angeklungen ist, l

�

a�t si
h zeigen: T hat

(�)

E

, T ist subskalar. Ersetzt man in dieser Aussage (�)

E

dur
h (�)

E(T)

und

subskalar dur
h E(T)-subskalar, dann haben wir uns bereits

�

uberzeugt, da� die

Implikation "(" G

�

ultigkeit beh

�

alt. Die andere Ri
htung erweist si
h im E(T)-Fall

als s
hwer zug

�

angli
h, da das wesentli
he Hilfsmittel vom skalaren Fall ni
ht mehr
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zur Verf

�

ugung steht: die �-Sequenz. Im Beweis der entspre
henden Aussage (vgl. [8℄,

S.183) gestattet sie es, eine gewisse Approximationsfolge von Funktionen dur
h eine

Folge holomorpher Funktionen zu ersetzen. Im E(T)-Falle kann man ledigli
h mit

trigonometris
hen Polynomen arbeiten, die jedo
h Pole in 0 haben. Damit bleibt

bei der Integration mit Hilfe des holomorphen Kalk

�

uls ein Residuum

�

ubrig, was

uns sp

�

ater als

^

f

m

(�1) begegnen wird. Es mu� damit zus

�

atzli
h gefordert werden,

da� diese Residuenfolge gegen 0 konvergiert. Do
h zun

�

a
hst no
h ein vorbereitendes

Lemma:

3.5.1 Lemma. Ein Operator T 2 L(X) erf

�

ulle

(a) kT

n

k � 
(1 + n)

k

0

8n 2 N

0

( mit 
 > 0; k

0

2 N

0

)

(b) z � T : E(T; X) �! E(T; X) ist topologis
her Monomorphismus.

Dann gilt: Ist (x

m

+(z�T )f

m

)

m

eine Nullfolge in E(T; X) (wobei (x

m

)

m

eine Folge

in X und (f

m

)

m

eine Folge in E(T; X) bezei
hne), so gilt s
hon:

^

f

m

(0)! 0 in X .

Beweis. Verm

�

oge Fourierentwi
klung hei�t x

m

+(z�T )f

m

! 0 in E(T; X) gerade,

da� f

�

ur alle k 2 N

0

:

X

n6=0

k

^

f

m

(n� 1)� T

^

f

m

(n)k(1 + jnj)

k

+ kx

m

+ (

^

f

m

(�1)� T

^

f

m

(0))k

m!1

�! 0:

Insbesondere konvergiert der Reihenwert bei festem k 2 N

0

gegen Null (f

�

urm!1).

Wir betra
hten nun die (Doppel-) Folge:

a

m

(n) :=

�

^

f

m

(n)

T

�2n

^

f

m

(�n)

n � 0

n < 0:

F

�

ur festes m de�niert dann die Reihe a

m

:=

P

n2Z

a

m

(n)z

n

eine Funktion in

E(T; X). Zum Beweis bere
hnen wir

X

n2Z

ka

m

(n)k(1 + jnj)

k

=

1

X

n=0

k

^

f

m

(n)k(1 + n)

k

+

1

X

n=1

kT

2n

^

f

m

(n)k(1 + n)

k

;

denn es gen

�

ugt zu zeigen, da� dieser Ausdru
k f

�

ur alle k 2 N

0

endli
h ist. Dies ist

f

�

ur die erste Reihe unzweifelhaft der Fall, da f

m

eine E(T; X)- Funktion de�niert.

Die zweite Reihe bearbeiten wir unter Ausnutzung von (a):

1

X

n=1

kT

2n

^

f

m

(n)k(1 + n)

k

� 


1

X

n=1

k

^

f

m

(n)k(1 + 2n)

k

0

(1 + n)

k

� 2

k

0




1

X

n=1

k

^

f

m

(n)k(1 + n)

k

0

+k

;

und wieder sieht man: wegen f

m

2 E(T; X) ist der letzte Ausdru
k endli
h.

Damit ist f

�

ur beliebiges m gezeigt: (a

m

(n))

n

2 s

X

, was

�

aquivalent ist zu a

m

2

E(T; X).

Nun betra
hten wir die Bildfolge (z � T )a

m

. Gelingt es uns zu zeigen, da� sie

eine Nullfolge ist, so si
hert die Voraussetzung (b) an z � T , da� au
h a

m

eine

Nullfolge ist; dann mu� aber au
h â

m

(0) =

^

f

m

(0) eine Nullfolge sein - das ist aber

gerade die Behauptung des Lemmas.

Was zu tun bleibt, ist also die Konvergenz von (z�T )a

m

gegen 0 na
hzuweisen.

Wir re
hnen dies im Fourierbild na
h:
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X

n2Z

ka

m

(n� 1)� Ta

m

(n)k(1 + jnj)

k

=

X

n�1

k

^

f

m

(n� 1)� T

^

f

m

(n)k(1 + n)

k

+ kT

2

^

f

m

(1)� T

^

f

m

(0)k

+

X

n��1

kT

�2(n�1)

^

f

m

(�n+ 1)� T

�2n+1

^

f

m

(�n)k(1 + jnj)

k

� (1 + kTk)

X

n6=0

k

^

f

m

(n� 1)� T

^

f

m

(n)k(1 + jnj)

k

+

X

n�1

kT

2n+1

kkT

^

f

m

(n+ 1)�

^

f

m

(n)k(1 + n)

k

:

Wie wir uns jedo
h zu Beginn des Beweises

�

uberlegt haben, konvergiert der Wert

der ersten Reihe bei festem k 2 N

0

gegen Null (f

�

ur m ! 1), und wir k

�

onnen uns

darauf bes
hr

�

anken, die zweite Reihe weiter na
h oben abzus
h

�

atzen. Na
h einer

Indextransformation erhalten wir f

�

ur diese:

X

n�2

k

^

f

m

(n� 1)� T

^

f

m

(n)kkT

2n�1

kn

k

� 


X

n�2

k

^

f

m

(n� 1)� T

^

f

m

(n)k(2n)

k

0

(1 + n)

k

� 2

k

0




X

n6=0

k

^

f

m

(n� 1)� T

^

f

m

(n)k(1 + jnj)

k

0

+k

;

wobei dieser letzte Ausdru
k - wie zu Beginn des Beweises festgestellt - f

�

ur jedes

k 2 N

0

eine Nullfolge in m darstellt. }

3.5.2 Satz. Ein Operator T 2 L(X) ist genau dann E(T)-subskalar, wenn er die

drei na
hfolgenden Eigens
haften hat:

(a) z � T : E(T; X) �! E(T; X) ist topologis
her Monomorphismus

(b) kT

n

k � 
(1 + n)

k

0

8n 2 N

0

(mit 
 > 0; k

0

2 N

0

)

(
) F

�

ur jede Nullfolge (x

m

+ (z � T )f

m

)

m

in E(T; X) (mit Folgen (x

m

)

m

in X

und (f

m

)

m

in E(T; X)) gilt:

^

f

m

(�1)! 0 in X.

Beweis.

")": Die Eigens
haften (a) und (b) folgen mit (2.3.3) bzw. (2.1.5). Bleibt no
h

(
) zu zeigen. Seien dazu die Folgen (x

m

)

m

in X und (f

m

)

m

in E(T; X) wie in (
)

gefordert gegeben, d.h. kx

m

+ (z � T )f

m

k

k

! 0 f

�

ur alle k � 0, so gilt erst re
ht:

inffkx

m

+ fk

k

: f 2 (z � T )E(T; X)g ! 0 (m!1);

weshalb [x

m

℄! 0 in E(T; X)=(z � T )E(T; X). Mit (3.2.6) erhalten wir dann sofort:

x

m

! 0 in X .

Nun ist (x

m

+(z�T )f

m

)

m

na
h Voraussetzung eine Nullfolge in E(T; X), damit

mu� insbesondere die Folge der 0-ten FourierkoeÆzienten dieses Ausdru
ks gegen 0

konvergieren; wir wissen also weiter: kx

m

+

^

f

m

(�1)� T

^

f

m

(0)k ! 0.

Damit sieht man aber:

k

^

f

m

(�1)k � kx

m

+

^

f

m

(�1)� T

^

f

m

(0)k+ kx

m

k+ kTkk

^

f

m

(0)k;



62 3 E(T)-SUBSKALARE OPERATOREN

und die Terme auf der re
hten Seite sind Nullfolgen (f

�

ur den letzten siehe voriges

Lemma), also bleibt (

^

f

m

(�1))

m

ni
hts anderes

�

ubrig, als selbst eine Nullfolge zu

sein.

"(": Wir zeigen: (a) - (
) implizieren, da�

j : X ! E(T; X)=(z � T )E(T; X);x 7! [x℄

ein topologis
her Monomorphismus ist. Dabei nutzen wir aus, da� E(T; X) und

der Quotientenraum E(T; X)=(z � T )E(T; X) beides Fr�e
hetr

�

aume und somit me-

trisierbar sind. Geben wir uns n

�

amli
h eine Nullfolge ([x

m

℄)

m

im Quotienten vor,

so bedeutet dies:

�([x

n

℄; 0)! 0 (n!1);

wobei � eine translationsinvariante Metrik auf dem Quotientenraum bezei
hne, die

dessen Topologie erzeugt. Ist d eine ebensol
he Metrik auf E(T; X), kann man � wie

folgt w

�

ahlen (vgl. Rudin [16℄, Theorem 1.41):

�([x℄; [y℄) := inffd(x� y; z) : z 2 (z � T )E(T; X)g

(bea
hte: z � T hat abges
hlossenes Bild). Das In�mum erlaubt es uns, folgende

Wahl zu tre�en: zu m 2 N w

�

ahle man eine Funktion f

m

2 E(T; X), so da�

d(x

m

;�(z � T )f

m

) � �([x

m

℄; 0) +

1

m

(! 0):

Die Translationsinvarianz von d liefert unmittelbar, da� (x

m

+ (z � T )f

m

)

m

eine

Nullfolge in E(T; X) ist. Damit ist die Folge der 0-ten FourierkoeÆzienten (x

m

+

^

f

m

(�1)�T

^

f

m

(0))

m

eine Nullfolge in X , d.h. (x

m

)

m

selbst ist Nullfolge in X , denn

f

�

ur die Norm von x

m

gilt:

kx

m

k � kx

m

+

^

f

m

(�1)� T

^

f

m

(0)k+ k

^

f

m

(�1)k+ kTkk

^

f

m

(0)k;

und re
hts stehen na
h dem oben Gesagten, der Voraussetzung (
) und Lemma

(3.5.1) - daf

�

ur die Voraussetzungen (a) und (b) - nur Nullfolgen. }

3.5.3 Es l

�

a�t si
h no
h folgendes anf

�

ugen: Wie einfa
he Beispiele zeigen, - und

hier bri
ht die Symmetrie zum E(C )-Fall - kann man aus der Eigens
haft (�)

E(T)

alleine im allgemeinen ni
ht auf E(T)-subskalar s
hlie�en. Ist etwa das Spektrum

eines Operators T 2 L(X) disjunkt zu D , so kann T einerseits na
h (2.1.6) ni
ht

E(T)-subskalar sein, andererseits hat T si
her (�)

E(T)

. Die Voraussetzung an das

Spektrum von T garantiert n

�

amli
h, da� E(T; X)

z�T

�! E(T; X) sogar topologis
her

Isomorphismus ist.

Ferner stellt man fest: Die drei Eigens
haften (a)-(
) im vorigen Satz sind ni
ht

unabh

�

angig voneinander. Es gen

�

ugt beispielsweise in (a) zu verlangen, da� z � T

abges
hlossenes Bild hat, wie das n

�

a
hste Lemma zeigt:

3.5.4 Lemma. Wa
hsen die positiven Potenzen eines Operators T 2 L(X) lang-

sam im Sinne von (3.5.2)(b), so ist die Abbildung E(T; X)

z�T

�! E(T; X) injektiv.

Beweis. Angenommen, z � T w

�

are ni
ht injektiv. Ist dann f 2 E(T; X) ein ni
ht-

triviales Element aus ker(z � T ), so hat man: zf(z) � Tf(z) = 0 (z 2 T) oder

via Fouriertransformation:

P

1

n=�1

(

^

f(n � 1) � T

^

f(n))z

n

= 0, weshalb wegen der

Injektivit

�

at der Fourierentwi
klung bereits

T

^

f(n) =

^

f(n� 1) (n 2 Z)
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gelten mu�. Mit dieser Glei
hung und der Tatsa
he, da�

^

f(l) 6= 0 f

�

ur ein l 2 Z (f

war als ni
httrivial vorausgesetzt), erhalten wir induktiv:

T

n

^

f(l + n) =

^

f(l) (n 2 N

0

):

Aus den Wa
hstumsbedingungen an die positiven Potenzen folgt damit sofort:

k

^

f(l)k = kT

n

^

f(l + n)k � 
(1 + n)

k

0

k

^

f(l + n)k (n 2 N

0

):

Das vertr

�

agt si
h jedo
h ni
ht mit der Voraussetzung, da� f 2 E(T; X) ist. Es gilt

n

�

amli
h:

X

n2Z

k

^

f(n)k(1 + jnj)

k

0

=

X

n2Z

k

^

f(n+ l)k(1 + jn+ lj)

k

0

�

X

n2N

0

k

^

f(n+ l)k(1 + n+ l)

k

0

�

k

^

f(l)k




X

n2N

0

(1 + n+ l)

k

0

(1 + n)

k

0

= +1;

denn die Summanden der Reihe sind positiv und bilden keine Nullfolge. F

�

ur f 2

E(T; X) m

�

u�te der Ausdru
k allerdings endli
h sein, denn die FourierkoeÆzienten

einer E(T; X)-Funktion sind s
hnell fallend. }

W

�

uns
henswert im Hinbli
k auf die Analogie zum E(C )-Fall w

�

are allerdings ein

Resultat, das es umgekehrt erlaubt, aus der Eigens
haft (�)

E(T)

auf Teile der Vor-

aussetzungen (b) oder (
) von Satz (3.5.2) zu s
hlie�en. In diesem Zusammenhang

stellt si
h insbesondere die Frage, ob und wie man die Forderungen in (b) und (
)

geeignet abs
hw

�

a
hen kann, ohne da� der Satz seine G

�

ultigkeit verliert.
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4 Kalk

�

ule mit Ausnahmemengen

Von einem konkreten Beispiel - dem Ces�aro-Operator auf dem Hardyraum - geleitet,

stellt si
h die Frage, ob man ni
ht dur
h Abs
hw

�

a
hung der Wa
hstumsbedingun-

gen an die Resolvente no
h Kalk

�

ule

�

uber geeigneten Unteralgebren von E(T) erh

�

alt.

Eine naheliegende Forderung an sol
he Funktionenalgebren ist etwa, da� die Funk-

tionen auf geeigneten o�enen Mengen U (U \ T 6= ;) mit holomorphen Funktionen

�

ubereinstimmen. Wir werden diese Idee im folgenden Abs
hnitt pr

�

azisieren.

4.1 Geeignete Funktionenalgebren

4.1.1 De�nition. Es wird si
h als zwe
km

�

a�ig erweisen, mit o�enen Mengen der

folgenden Form zu arbeiten:

(a) F

�

ur �; � 2 R, � < � und 0 < " < 1 de�nieren wir

Q

"

(�; �) := fre

i�

: jr � 1j < "; � < � < �g;

d.h. Q

"

(�; �) ist ein o�enes Kreisringsegment der Breite 2" mit einem

�

O�-

nungswinkel � � �.

(b) Eine Teilmenge W � C hei�e segmentiert, wenn W si
h s
hreiben l

�

a�t als

disjunkte Vereinigung sol
her Segmente - genauer, falls

W =

_

[

n

i=1

Q

"

(�

i

; �

i

)

mit n 2 N, �

i

2 [0; 2�), �

i

< �

i+1

, �

i

< �

i

< �

i

+ 2� und 0 < " < 1.

Wenn in Zukunft von einer Darstellung W =

_

[

n

i=1

Q

"

(�

i

; �

i

) einer segmentier-

ten Menge die Rede ist, so wird immer stills
hweigend vorausgesetzt, da� sie den

Bedingungen aus (b) gen

�

ugt. Man

�

uberlegt si
h lei
ht, da� eine sol
he Darstellung

eindeutig ist, und da� f

�

ur die Winkel �

i

, �

i

folgendes gilt:

0 � �

1

< �

1

� �

2

< �

2

� � � � � �

n

< �

n

� �

1

+ 2�:

Desweiteren ist ein einzelnes SegmentQ

"

(�; �) genau dann eine segmentierte Menge,

wenn neben den Forderungen aus Teil (a) der De�nition no
h die Bedingungen

� 2 [0; 2�), � < �+ 2� erf

�

ullt sind.

4.1.2 Lemma. Wenn wir uns in Zukunft auf segmentierte o�ene Mengen zur

�

u
k-

ziehen k

�

onnen, so hat das den folgenden Grund:

(a) F

�

ur e

i�

2 T bilden die Mengen der Form Q

1

n

(� �

1

n

; � +

1

n

) (n 2 N) eine

Umgebungsbasis.

(b) Ist ; 6= S ( T kompakt, und U � S;U � C o�en, so existiert eine segmentierte

Menge W � C mit S �W � U .

Beweis.

(a) Es ist klar, da� in jeder "-Umgebung um e

i�

ein sol
hes Segment liegt, falls

man n nur gro� genug w

�

ahlt.

(b) Zu jedem x 2 S existiert na
h (a) eine Umgebung der Form

Q

"(x)

(�(x); �(x)) � U

mit �(x) < �(x) und 0 < "(x) < 1. Da S von all diesen Umgebungen

�

uber-

de
kt wird, erlaubt es die Kompaktheit, endli
h viele davon auszuw

�

ahlen, die
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S immer no
h

�

uberde
ken: S � [

n

i=1

Q

"

i

(�

i

; �

i

). Wegen S � T gilt au
h mit

" := minf"

1

; � � � ; "

n

g no
h: S � [

n

i=1

Q

"

(�

i

; �

i

). Wir k

�

onnen dabei ohne Ein-

s
hr

�

ankung annehmen, da� die �

i

in [0; 2�) liegen und aufsteigend sortiert

sind. Da die Vereinigung zweier sol
her Q

"

- Segmente entweder disjunkt ist

oder selbst wieder ein Q

"

- Segment bildet, k

�

onnen wir ferner voraussetzen,

da� S �

_

[

n

i=1

Q

"

(�

i

; �

i

) mit 0 < " < 1, �

i

2 [0; 2�), �

i

< �

i

� �

i+1

.

Die einzige Bedingung, die jetzt no
h fehlt, ist �

i

< �

i

+ 2� f

�

ur i = 1; � � � ; n.

Ist sie erf

�

ullt, hat W :=

_

[

n

i=1

Q

"

(�

i

; �

i

) alle geforderten Eigens
haften. Ist sie

jedo
h fals
h, so ist notwendigerweise n = 1 und �

1

� �

1

+2�. Falls in dieser

letzten Beziehung Glei
hheit gilt, so kann man (bea
hte: S kompakt) ein Æ > 0

so klein w

�

ahlen, da� S � Q

"

(�

1

; �

1

� Æ) =:W , und ist ebenfalls am Ziel.

Ist hingegen �

1

> �

1

+ 2�, so ist zwangsl

�

au�g U � Q

"

(�

1

; �

1

) = fz 2 C :

j1� jzjj < "g, und man kann folgenderma�en vorgehen: W

�

ahle e

i'

0

2 T� S

(6= ; na
h Voraussetzung), und bea
hte, da� f

�

ur ein Æ > 0 klein genug immer

no
h gilt: S � Q

"

('

0

; '

0

+ 2� � Æ) � U . }

4.1.3 Lemma. Sei W � C segmentiert.

(a) D �W ist ein Sterngebiet mit Sternmittelpunkt 0.

(b) W besitzt eine abz

�

ahlbare Auss
h

�

opfung (W

k

)

k

dur
h segmentierte Mengen

W

k

, wobeiW

k

�W

k+1

(und eine sol
he ist im folgenden immer gemeint, wenn

von einer segmentierten Auss
h

�

opfung die Rede ist).

Beweis.

(a) D �W = D \ (W )

C

, also o�en, und mit jedem Punkt aus D �W geh

�

ort die

Verbindungsstre
ke 0z no
h ganz dazu.

(b) Ist W =

_

[

n

i=1

Q

"

(�

i

; �

i

) mit passenden �

i

2 [0; 2�); �

i

und ", so setze

W

k

:= [

n

i=1

Q

(1�

1

k

)"

(�

i

+

1

k

; �

i

�

1

k

):

Dann ist W

k

ab einem hinrei
hend gro�en Index k

0

segmentiert, und es gilt

o�enbar W

k

�W

k+1

. }

4.1.4 De�nition. Wir f

�

uhren folgende Funktionenr

�

aume ein:

(a) F

�

ur U � C o�en, U \ T 6= ; de�nieren wir

E

U

(T; X) := ff : T [ U ! X ; f j

T

2 E(T; X); f j

U

2 O(U;X)g;

ausgestattet mit der Initialtopologie bez

�

ugli
h der algebrais
hen Einbettung

E

U

(T; X) �! E(T; X)�O(U;X)

f 7! f j

T

� f j

U

:

Ein erzeugendes Halbnormensystem f

�

ur die Topologie wird dann etwa gege-

ben dur
h kfk

k

:= kf j

T

k

k

+ kf j

U

k

k

1

(k 2 N

0

), wenn (U

k

)

k

eine kompakte

Auss
h

�

opfung von U bezei
hnet. (Hierzu bea
hte man, da� die verwendeten

Halbnormen der beiden direkten Summanden aufsteigend geordnet sind.)



66 4 KALK

�

ULE MIT AUSNAHMEMENGEN

(b) Ist W =

_

[

n

i=1

Q

"

(�

i

; �

i

) � C segmentiert, de�nieren wir:

E(T \W;X) := ff : T \W ! X ; (t 7! f(e

it

)) 2 E(

_

[

n

i=1

(�

i

; �

i

); X)g;

versehen mit der dur
h den algebrais
hen Isomorphismus

E(T \W;X) �! E(

_

[

n

i=1

(�

i

; �

i

); X)

f 7! (t 7! f(e

it

))

induzierten Initialtopologie.

(
) Ist W segmentiert mit segmentierter Auss
h

�

opfung (W

k

)

k

, so setzen wir

C

k

W

k

(T; X) := ff : T [W

k

! X ; f j

T

2 C

k

(T; X); f j

W

k

2 A(W

k

; X)g;

versehen mit der Initialtopologie der Einbettung

C

k

W

k

(T; X) �! C

k

(T; X)�A(W

k

; X)

f 7! f j

T

� f j

W

k

;

also der Norm kfk

k

= kf j

T

k

k

+ kf j

W

k

k

1

.

(d) Im skalarwertigen Fall (X = C ) s
hreiben wir wie

�

ubli
h abk

�

urzend E

U

(T),

E(T \W ) bzw. C

k

W

k

(T).

4.1.5 Lemma. F

�

ur die soeben de�nierten R

�

aume gilt:

(a) E

U

(T; X) und E(T \W;X) sind Fr�e
hetr

�

aume.

(b) E

U

(T) und E(T \W ) sind nuklear.

(
) F

�

ur jedes k 2 N

0

ist C

k

W

k

(T; X) ein Bana
hraum.

Beweis.

(a) Zun

�

a
hst zu E

U

(T; X): Das Bild der in der De�nition angegebenen Abbildung

E

U

(T; X)

i

! E(T; X)�O(U;X) ist o�enbar die Menge

ran i = ff � g : f j

T\U

� gj

T\U

g � E(T; X)�O(U;X):

Da die Topologie von E(T; X) wie die von O(U;X) st

�

arker ist als die punktwei-

se Konvergenz, erh

�

alt man sofort, da� ran i in der direkten Summe E(T; X)�

O(U;X) abges
hlossen (und damit wie diese ein Fr�e
hetraum) ist. Die Topolo-

gie auf E

U

(T; X) ist jedo
h de�nitionsgem

�

a� die Initialtopologie der Injektion

i, die damit zum topologis
hen Monomorphismus wird. Mit ran i ist daher

au
h E

U

(T; X) ein Fr�e
hetraum.

Zum Raum E(T \W;X): Der algebrais
he Isomorphismus E(T \W;X) �!

E(

_

[

n

i=1

(�

i

; �

i

); X) ist na
h De�nition der Topologie auf dem De�nitionsbe-

rei
h eine topologis
he Identi�zierung von E(T \ W;X) mit einem Fr�e
het-

raum.

(b) Mit E(T) und O(U) ist deren direkte Summe und jeder Teilraum davon nu-

klear. Verm

�

oge der Abbildung E

U

(T)! E(T)�O(U) aus der De�nition kann

E

U

(T) jedo
h als ein sol
her Teilraum aufgefa�t werden.

Ferner ist allgemein E(U) (f

�

ur U � R o�en) nuklear (vgl. [8℄, Theorem A1.4).

E(T\W ) stimmt jedo
h de�nitionsgem

�

a� bis auf topologis
he Isomorphie mit

einem Raum dieses Typs

�

uberein.
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(
) Die in obiger De�nition angegebene Norm ist gerade die direkte Summen-

Norm f

�

ur die direkte Summe der Bana
hr

�

aume C

k

(T; X) und A(W

k

; X).

Somit ist die Summe selbst wieder ein Bana
hraum und C

k

W

k

(T; X)

i

�!

C

k

(T; X)�A(W

k

; X) stetig. Wie in (a)

�

uberlegt man si
h, da� i abges
hlos-

senes Bild hat; daraus folgt die Behauptung, da C

k

W

k

(T; X) s
hlie�li
h topolo-

gis
h isomorph ist zu einem abges
hlossenen Unterraum eines Bana
hraumes.

}

Es ist klar, da� E

U

(T) ni
ht nur ein Vektorraum, sondern au
h eine Algebra ist.

In diesem Zusammenhang ist folgende Aussage von Interesse:

4.1.6 Lemma. Ist W segmentiert mit segmentierter Auss
h

�

opfung (W

k

)

k

, so ist

(a) E

W

(T) eine unitale Fr�e
hetalgebra und

(b) C

k

W

k

(T; X) ein Bana
h-E

W

(T)-Modul,

wobei die Verkn

�

upfung wie

�

ubli
h dur
h punktweise Multiplikation gegeben ist.

Dar

�

uberhinaus ist f

�

ur (a) eine Segmentierung von W ni
ht erforderli
h.

Beweis. Die Abbildung

E

W

(T)� C

k

W

k

(T; X) ! C

k

W

k

(T; X)

('; f) 7! ' � f

ist bilinear und erkl

�

art o�enbar eine E

W

(T)-Moduloperation auf C

k

W

k

(T; X). Bleibt

nur no
h die Stetigkeit zu

�

uberpr

�

ufen, do
h das bereitet keine gro�e M

�

uhe, denn ist

' 2 E

W

(T) und f 2 C

k

W

k

(T; X), so gilt:

k'fk

k

= k('f)j

T

k

k

+ k('f)

W

k

k

1

;

aber da 'j

T

2 E(T); f 2 C

k

(T; X), wissen wir aus (2.2.2)(b), da� eine universelle

Konstante 
 existiert, so da� wir den gesamten Ausdru
k abs
h

�

atzen k

�

onnen gegen:

� � � � 
k'j

T

k

k

kf j

T

k

k

+ k'

W

k

k

1

kf

W

k

k

1

� maxf1; 
g(k'j

T

k

k

+ k'

W

k

k

1

)(kf jTk

k

+ kf

W

k

k

1

)

� Ck'k

k

kfk

k

:

Sehen wir f nun zuerst als E

W

(T)-Funktion an (und dies ist ein Spezialfall obi-

ger Voraussetzungen), so zeigt die Abs
h

�

atzung die Stetigkeit der Produktbildung

in E

W

(T). (Die Abs
h

�

atzung funktioniert immer no
h, wenn man die W

k

dur
h

eine beliebige kompakte Auss
h

�

opfung ersetzt.) E

W

(T) ist also als unitale (klar)

Fr�e
hetalgebra identi�ziert. Dann liefert aber die obige Abs
h

�

atzung (nun f

�

ur f 2

C

k

(T; X)) analog die Stetigkeit der E

W

(T)-Modulmultiplikation auf C

k

(T; X). }

4.1.7 Satz. Ist W segmentiert, so ist die kanonis
he Tensorproduktdarstellung

E

W

(T)

b


X

~

�

�! E

W

(T; X)

f 
 x 7! f � x

ein topologis
her Isomorphismus.
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Beweis. Sei W =

_

[

n

i=1

Q

"

(�

i

; �

i

). Wir betra
hten die folgende Sequenz

0 ����! E

W

(T; X)

R

1

����! E(T; X)�O(W;X)

R

2

����! E(T \W;X);

wobei R

1

die nat

�

urli
he Einbettung bezei
hnet, und R

2

de�niert ist dur
h

R

2

('� f) = 'j

T\W

� f j

T\W

:

Wohlde�niertheit und Linearit

�

at von R

2

sind o�ensi
htli
h. Zur Stetigkeit bea
hte

man, da� f

�

ur eine Nullfolge ('

n

�f

n

) � E(T; X)�O(W;X) gilt: '

n

! 0 in E(T; X)

und somit au
h in E(T \ W;X), und f

n

! 0 in O(W;X), d.h. lokal glei
hm

�

a�ig

auf W in allen Ableitungen. Das liefert aber: f

n

(e

i�

)! 0 lokal glei
hm

�

a�ig in allen

Ableitungen auf

_

[

n

i=1

(�

i

; �

i

). Somit:

R

2

('

n

� f

n

) = '

n

j

T\W

� f j

T\W

! 0 in E(T \W;X):

Desweiteren gilt: kerR

2

= f' � f 2 E(T; X) � O(W;X) : 'j

T\W

= f j

T\W

g =

ran R

1

, und da au�erdem R

1

als topologis
her Monomorphismus injektiv ist, ist die

Sequenz f

�

ur jede Wahl eines Bana
hraumes X als Bildraum exakt; insbesondere ist

die zugeh

�

orige Sequenz skalarwertiger Funktionenr

�

aume

0 ����! E

W

(T)

L

1

����! E(T)�O(W )

L

2

����! E(T \W )

exakt, und dur
h zweimalige Anwendung von (B.6)(
) erhalten wir die Exaktheit

der mit id : X ! X tensorierten Sequenz (hier gehen die Nuklearit

�

atsresultate aus

(4.1.5) ein):

0 ����! E

W

(T)

b


X

L

1


id

����! (E(T)�O(W ))

b


X

L

2


id

����! E(T \W )

b


X:

Diese und die X-wertige Funktionenraum-Sequenz von oben stellen im folgenden

Diagramm die Spalten:

0 0

?

?

?

y

?

?

?

y

E

W

(T)

b


X

H

����! E

W

(T; X)

L

1


id

?

?

y

R

1

?

?

y

(E(T)�O(W ))

b


X

H

1

����! E(T; X)�O(W;X)

L

2


id

?

?

y

R

2

?

?

y

E(T \W )

b


X

H

2

����! E(T \W;X):

Linke und re
hte Spalte sind somit exakt. Nun zu den Zeilenabbildungen: wir brau-


hen (aus Stetigkeitsgr

�

unden, s.u.) nur zu bes
hreiben, wie sie auf Elementarten-

soren wirken. H ist dabei nat

�

urli
h der Kandidat f

�

ur den gesu
hten topologis
hen

Isomorphismus.

H('
 x) = 'x

H

1

((' � f)
 x) = 'x� fx

H

2

('
 x) = 'x:

H

1

ist ein topologis
her Isomorphismus, denn wie man lei
ht sieht, ist H

1

Hin-

tereinanderausf

�

uhrung der wohlbekannten topologis
hen Identi�zierungen

(E(T)�O(W ))

b


X

'

����! (E(T)

b


X)� (O(W )

b


X)

'

����! E(T; X)�O(W;X):
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(Zur ersten Identi�zierung siehe [12℄, 15.5.3, und bea
hte, da� X normierbar; die

zweite folgt mit den kanonis
hen Isomorphismen E(T; X) ' E(T)

b


X (aus dem

ersten Kapitel dieser Arbeit) bzw. O(W;X) ' O(W )

b


X ([12℄, 16.7.5).)

H

2

ist ebenfalls ein topologis
her Isomorphismus, da

E(T \W )

b


X

H

2

����! E(T \W;X)

x

?

?

x

?

?

E(

_

[

n

i=1

(�

i

; �

i

))

b


X ����! E(

_

[

n

i=1

(�

i

; �

i

); X)

kommutativ ist, wenn die Spalten und die untere Zeilenabbildung kanonis
h gegeben

sind. Nun sind jedo
h Spaltenabbildungen und untere Zeilenabbildung topologis
he

Isomorphismen, also wegen der Kommutativit

�

at au
h H

2

.

Die Abbildung H ist stetig, denn die Abs
h

�

atzung

sup

0�j�k

t2R

k

d

j

dt

j

'(e

it

)xk+ sup

z2W

k

k'(z)xk � (k'j

T

k

k

+ k'j

W

k

k

1

)kxk

zeigt die Stetigkeit der bilinearen Abbildung

E

W

(T)�X ! E

W

(T; X); ('; x) 7! 'x;

und damit die Stetigkeit von H als Faktorisierung hiervon

�

uber E

W

(T)

b


X (vgl.

(B.5) im Anhang).

Die Kommutativit

�

at des Ausgangsdiagrammes

�

uberlegt man si
h nun einfa
h

auf auf Elementartensoren.

Mit Hilfe des Diagrammes lesen wir ab: H ist topologis
her Monomorphismus,

denn ist (x

n

)

n

eine Folge in E

W

(T)

b


X mit Hx

n

! 0, so gilt:

(R

1

ÆH)x

n

! 0) (H

1

Æ (L

1


 id))x

n

! 0) (L

1


 id)x

n

! 0) x

n

! 0;

wobei wir ausgenutzt haben, da� H

1

topologis
her Isomorphismus und L

1


 id

topologis
her Monomorphismus ist. H ist aber au
h surjektiv (also s
hlie�li
h ein

topologis
her Isomorphismus). Ist n

�

amli
h f 2 E

W

(T; X), so folgt:

(R

2

ÆR

1

)f = 0 ) (R

2

ÆH

1

)H

�1

1

(R

1

(f)) = 0

) H

2

Æ (L

2


 id)H

�1

1

(R

1

(f)) = 0

) (L

2


 id)H

�1

1

(R

1

(f)) = 0;

und die Exaktheit der linken Spalte liefert die Existenz eines f

0

2 E

W

(T)

b


X mit

H

�1

1

(R

1

(f)) = (L

1


 id)f

0

. Damit gilt aber:

R

1

(f) = H

1

Æ (L

1


 id)f

0

= (R

1

ÆH)f

0

= R

1

(Hf

0

):

Also s
hlie�li
h f = Hf

0

, da R

1

injektiv. }

Wir

�

uberzeugen uns soglei
h, da� au
h die von E(T; X) gewohnte Dualit

�

ats-

theorie funktioniert, was f

�

ur die na
hfolgende Charakterisierung E

W

(T)-subskalarer

Operatoren von zentraler Bedeutung ist.

4.1.8 Korollar. Es gibt eindeutige topologis
he Isomorphismen:

(a) ~� : E

W

(T; X)

0

�! (E

W

(T)

b


X)

0

mit < '
 x; ~�(u) >=< 'x; u >

(b) ~� : E

0

W

(T)

b


X

0

�! E

W

(T; X)

0

mit < 'x; ~�(v 
 x) >=< '; v >< x; x

0

>

(
) ~
 : E

W

(T; X)

0

�! L(E

W

(T); X

0

) mit < x; (~
(u))(') >=< 'x; u > :

Beweis. Neben dem Resultat aus dem letzten Satz ist ledigli
h zu bea
hten, da�

E

W

(T) ein nuklearer Fr�e
hetraum ist. Dann l

�

auft alles v

�

ollig analog zum Beweis von

(1.4.4). }
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4.2 Charakterisierung E

W

(T)-subskalarer Operatoren

Wir vereinbaren die folgende S
hreibweise: Ist W segmentiert mit segmentierter

Auss
h

�

opfung (W

k

)

k

und M � E

W

(T; X), so s
hreiben wir kurz M

k

f

�

ur den Ab-

s
hlu� der Menge

ff j

T[W

k

: f 2Mg � C

k

W

k

(T; X)

in der C

k

W

k

(T; X)-Topologie. Die glei
he Abk

�

urzung verwenden wir, falls M eine

Teilmenge von C

l

W

l

(T) mit l � k ist.

4.2.1 Lemma. Sei W segmentiert mit segmentierter Auss
h

�

opfung (W

k

)

k

. Dann

hat einen E

W

(T)-Kalk

�

ul

(a) der Multiplikationsoperator M

z

: C

k

W

k

(T; X) �! C

k

W

k

(T; X); f 7! zf

(b) der davon auf dem Quotienten induzierte Multiplikationsoperator

^

M

z

: C

k

W

k

(T; X)=(z � T )E

W

(T; X)

k

�! C

k

W

k

(T; X)=(z � T )E

W

(T; X)

k

:

Beweis.

(a) Wie im E(T)-Falle de�niert ' : E

W

(T) ! L(C

k

W

k

(T; X)); ' 7! M

'

einen

Kalk

�

ul f

�

ur M

z

. Die algebrais
hen Eigens
haften folgen wie oben, die Wohlde-

�niertheit und Stetigkeit aus der E

W

(T)-Modulstruktur von C

k

W

k

(T; X), denn

es gilt (vgl. (4.1.6)):

k�(')fk

k

= kM

'

fk

k

� 
k'k

k

kfk

k

;

woraus die Stetigkeit von M

'

sowie die von � abgelesen werden kann.

(b) F

�

ur die Existenz des Quotientenkalk

�

uls ist nur zu zeigen: (z � T )E

W

(T; X)

k

ist invarianter Unterraum von �(') f

�

ur alle '. Aus Stetigkeitsgr

�

unden gen

�

ugt

es na
hzuweisen, da� M

'

(z � T )E

W

(T; X) � (z � T )E

W

(T; X), was wegen

'(z � T )f = (z � T )('f) (wobei f

�

ur ' 2 E

W

(T); f 2 E

W

(T; X) gilt: 'f 2

E

W

(T; X)) o�ensi
htli
h ist. }

Wir streben eine Charakterisierung E

W

(T)-subskalarer Operatoren na
h dem

Muster von Satz (3.2.6) an. Zur Vorbereitung dienen die n

�

a
hsten Lemmata.

4.2.2 Lemma. Ist W segmentiert mit segmentierter Auss
h

�

opfung (W

k

)

k

, so hat

man folgende kanonis
he topologis
he Identi�zierungen:

(a) E

W

(T; X)

j

�! lim

 �

C

k

W

k

(T; X); f 7! (f j

T[W

k

)

k

(b) E

W

(T; X)

i

�! lim

 �

E

W

(T; X)

k

; f 7! (f j

T[W

k

)

k

(
) (z � T )E

W

(T; X)

i

0

�! lim

 �

(z � T )E

W

(T; X)

k

; f 7! (f j

T[W

k

)

k

Die Spektren in (b) und (
) sind dar

�

uberhinaus reduziert.

Beweis.
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(a) Das projektive Spektrum ist gegeben dur
h die nat

�

urli
hen Inklusionen

C

l

W

l

(T; X)

inj

�! C

k

W

k

(T; X) (l � k)

f 7! f j

T[W

k

:

Die Inklusionen sind - wie man si
h lei
ht

�

uberlegt - normreduzierend, also

stetig, und erf

�

ullen trivialerweise alle Strukturaxiome. Damit ist gekl

�

art, wie

der projektive Limes zu bilden ist, und wir k

�

onnen die angegebene Abbildung

E

W

(T; X) �! lim

 �

C

k

W

k

(T; X); f 7! (f j

T[W

k

)

k

untersu
hen. Die Wohlde�niertheit ist na
h obiger De�nition der Spektralab-

bildungen unmittelbar einsi
htig; die Linearit

�

at ist ebenfalls klar. Wir stel-

len fest: Ist (f j

T[W

k

)

k

= 0, so folgt: f j

T[W

k

= 0 f

�

ur alle k 2 N

0

, somit

0 = f j

T[([

k2N

0

W

k

)

= f j

T[W

, also f = 0 in E

W

(T; X). Damit ist die Abbildung

injektiv. Die Surjektivit

�

at sieht man wie

�

ubli
h, indem man si
h

�

uberzeugt,

da� f

�

ur ein Element eines projektiven Limes dieser Form alle Komponenten

�

ubereinstimmen m

�

ussen. Ist n

�

amli
h (f

k

)

k

2 lim

 �

C

k

W

k

(T; X), so k

�

onnen wir

de�nieren:

f(z) :=

�

f

0

(z)

f

l

(z)

(z 2 T)

(z 2W

l

);

denn da die Spektralabbildungen die Eins
hr

�

ankungen sind, wissen wir:

f j

T[W

l

(z) = f j

T[W

k

(z) (l � k; z 2W

k

):

Damit ist die De�nition sinnvoll. Insbesondere gilt f

�

ur k = 0: f j

T

= f

0

j

T

=

f

l

jT 2 C

l

(T; X) (8l), also ist f j

T

2 E(T; X) und weiter: f j

W

k

= f

k

j

W

k

2

O(W

k

; X), somit: f 2 O(W;X). D.h. f 2 E

W

(T; X) und na
h Konstruktion

von f gilt: (f j

T[W

k

)

k

= (f

k

)

k

, was zur Surjektivit

�

at zu zeigen war. Damit ist

die in (a) angegebene Abbildung eine Bijektion zwis
hen Fr�e
hetr

�

aumen. Zur

Stetigkeit in beiden Ri
htungen gen

�

ugt es anzumerken, da� die Normen in

den Stufen des projektiven Limes gerade ein erzeugendes Halbnormensystem

von E

W

(T; X) dur
hlaufen, d.h. bezei
hnet p

n

= k � j

T

k

n

+ k � j

W

n

k

1

, so gilt:

p

n

Æ �

n

(f j

T[W

k

)

k

= p

n

(f j

T[W

n

) = p

n

(f).

(b) Als Strukurabbildungen im projektiven Spektrum verwenden wir die Ein-

s
hr

�

ankungen der Inklusionen aus Teil (a): (f

�

ur l � k)

E

W

(T; X)

l

inj

�! E

W

(T; X)

k

:

Die weitere Argumentation verl

�

auft dann vollkommen analog zum Teil (a).

Bleibt no
h anzumerken, da� die Strukturabbildungen di
htes Bild haben,

do
h das ist trivial, denn im Bild ist immer E

W

(T; X) enthalten, was nat

�

urli
h

f

�

ur jedes k in E

W

(T; X)

k

di
ht liegt.

(
) Au
h f

�

ur lim

 �

(z � T )E

W

(T; X)

k

nehmen wir die Inklusionen

(z � T )E

W

(T; X)

l

inj

�! (z � T )E

W

(T; X)

k

(l � k)

als Spektralabbildungen (mit glei
her Re
htfertigung wie oben); ebenfalls wie

oben sieht man sofort ein: diese haben di
htes Bild.

Nun betra
hten wir die Abbildung (z � T ) zwis
hen den Stufen

E

W

(T; X)

k

z�T

�! (z � T )E

W

(T; X)

k

;
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wo sie o�enbar di
htes Bild hat. Au�erdem sieht man sofort, da�

E

W

(T; X)

l

z�T

����! (z � T )E

W

(T; X)

l

inj

?

?

y

inj

?

?

y

E

W

(T; X)

k

z�T

����! (z � T )E

W

(T; X)

k

kommutativ ist, d.h. z � T ist Morphismus der projektiven Spektren mit in

jeder Stufe di
htem Bild. Dann hat aber au
h (vgl. [8℄, Remark 3.2.5 (
))

die induzierte Abbildung zwis
hen den projektiven Limites - im folgenden

kommutativen Diagramm die linke obere Zeile - di
htes Bild:

lim

 �

E

W

(T; X)

k

lim

 �

(z � T )

��������! lim

 �

(z � T )E

W

(T; X)

k

~

j

����! lim

 �

E

W

(T; X)

k

i

x

?

?

i

0

x

?

?

i

x

?

?

E

W

(T; X)

z�T

����! (z � T )E

W

(T; X)

�

����! E

W

(T; X):

Die mittlere Vertikale ist dabei dur
h die kanonis
he Abbildung i

0

(f) = (f)

gegeben, und

~

j ist von den Inklusionen induzierte Abbildung. Wie im zweiten

Beweiss
hritt von (3.2.2)

�

uberzeugt man si
h dann davon, da� i

0

topologis
her

Isomorphismus ist. }

4.2.3 Satz. Ist W segmentiert mit segmentierter Auss
h

�

opfung (W

k

)

k

, so ist die

folgende Abbildung ein topologis
her Isomorphismus:

E

W

(T; X)=(z � T )E

W

(T; X)

'

�! lim

 �

C

k

W

k

(T; X)=(z � T )E

W

(T; X)

k

f 7! ([f ℄

k

)

k

:

Beweis. Der Beweis verl

�

auft v

�

ollig analog zu dem von Satz (3.2.2); insbesondere

handelt es si
h um den zugeh

�

origen ni
ht-reduzierten Fall der

�

Uberlegungen aus der

Vorbemerkung zu Corollary 6.4.8, [8℄. Wir k

�

onnen uns daher kurz fassen: In einer

festen Stufe (k 2 N

0

) ist die Sequenz

0! (z � T )E

W

(T; X)

k

e

k

! C

k

W

k

(T; X)

'

k

! C

k

W

k

(T; X)=(z � T )E

W

(T; X)

k

! 0

o�enbar exakt, wenn e

k

die jeweilige Inklusion, '

k

die kanonis
he Quotientenab-

bildung bezei
hnet. Die zu den Stufen geh

�

origen Spektralabbildungen sind f

�

ur die

ersten beiden Spektren die Inklusionen, vgl. voriges Lemma, wo wir au
h festgestellt

haben, da� das erste Spektrum reduziert ist. F

�

ur die Quotienten bieten si
h wieder

folgende Spektralabbildungen an:

C

k

W

l

(T; X)=(z � T )E

W

(T; X)

l

�

kl

! C

k

W

k

(T; X)=(z � T )E

W

(T; X)

k

; [f ℄

l

7! [f j

T[W

k

℄

k

:

Wie im Beweis zu Satz (3.2.2)

�

uberzeugt man si
h, da� diese alle gew

�

uns
hten

Eigens
haften haben, und da� zudem die Einbettungen (e

k

)

k

und ('

k

)

k

Morphismen

zwis
hen den angegebenen Spektren sind. Dann k

�

onnen wir wegen der Reduziertheit

des ersten Spektrums die Exaktheit der Sequenz zwis
hen den Stufen in den Limes

retten und erhalten, da� die re
hte Spalte des folgenden Diagrammes exakt ist:
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0 0

?

?

?

y

?

?

?

y

(z � T )E

W

(T; X)

i

0

����! lim

 �

(z � T )E

W

(T; X)

k

?

?

y

\

?

?

y

e

E

W

(T; X)

j

����! lim

 �

C

k

W

k

(T; X)

?

?

y

'Æj

?

?

y

'

lim

 �

C

k

W

k

(T; X)=(z � T )E

W

(T; X)

k

id

����! lim

 �

C

k

W

k

(T; X)=(z � T )E

W

(T; X)

k

?

?

?

y

?

?

?

y

0 0;

wobei e = lim

 �

e

k

und ' = lim

 �

'

k

bezei
hnet, und die topologis
hen Identi�zierungen

j und i

0

aus Lemma (4.2.2) benutzt werden. O�enbar sind die Spalten

�

ahnli
h

zueinander, also ist mit der re
hten au
h die linke exakt. }

Nun haben wir alle Hilfsmittel zusammen, um eine zur Charakterisierung von

E(T)-subskalaren Operatoren v

�

ollig analoge Bes
hreibung von E

W

(T)-subskalaren

Operatoren geben zu k

�

onnen.

4.2.4 Satz. F

�

ur T 2 L(X) und W � C segmentiert sind

�

aquivalent:

(a) T ist E

W

(T)-subskalar

(b) Die Abbildung j : X �! E

W

(T; X)=(z � T )E

W

(T; X); x 7! [x℄ ist ein topo-

logis
her Monomorphismus

(
) 8x

0

2 X

0

9u 2 L(E

W

(T); X

0

) mit u(z') = T

0

u(') 8' 2 E

W

(T) und u(1) =

x

0

.

Beweis. Der Beweis verl

�

auft nun v

�

ollig analog zu dem von (3.2.4) bzw. (3.2.6). Wir

werden ihn daher nur skizzieren und f

�

ur die Details auf die entspre
henden Stellen

verweisen.

(b) ) (a). Die Abbildung j induziert na
h (4.2.3) den topologis
hen Monomor-

phismus

X

j

7�! lim

 �

C

k

W

k

(T; X)=(z � T )E

W

(T; X)

k

; x 7! ([x℄

k

)

k

;

so da� wir wieder mit Lemma (3.2.3) eine Einbettung

X

�

l

Æj

�! C

l

W

l

(T; X)=(z � T )E

W

(T; X)

l

; x 7! [x℄

l

in eine Stufe �nden. Mit F := (z � T )E

W

(T; X)

l

wissen wir aber na
h Lemma

(4.2.1): M

z

=F hat einen E

W

(T)-Kalk

�

ul. Also folgt die Behauptung wie in (3.2.4)

aus der Kommutativit

�

at des folgenden Diagrammes:

X

j

l

����! j

l

X

�

����! C

l

W

l

(T; X)=(z � T )E

W

(T; X)

l

T

?

?

y

?

?

y

(M

z

=F )j

j

l

X

?

?

y

M

z

=F

X

j

l

����! j

l

X

�

����! C

l

W

l

(T; X)=(z � T )E

W

(T; X)

l

:
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(
)) (b). Dies ist dieselbe Dualit

�

atstheorie wie in Lemma (3.2.5). Man bea
hte,

da� wegen Korollar (4.1.8) der Beweis wortw

�

ortli
h g

�

ultig bleibt, wenn man nur

jeweils E(T; X) gegen E

W

(T; X) und 
 gegen ~
 austaus
ht.

(a) ) (
). Au
h hier erh

�

alt man dur
h Dualisieren der

�

Ahnli
hkeitsbeziehung

von T zu einer Eins
hr

�

ankung eines E

W

(T)-skalaren Operators

^

T :

^

X !

^

X auf einen

invarianten Unterraum, da� T

0

Quotient des ebenfalls E

W

(T)-skalaren Operators

^

T

0

ist. Das Diagramm

^

X

0

^

T

0

 ����

^

X

0

i

0

?

?

y
i

0

?

?

y

X

0

T

0

 ���� X

0

ist kommutativ, wobei i

0

surjektiv ist. Mit dem E

W

(T)-Kalk

�

ul � f

�

ur

^

T

0

und einem

Urbild x̂

0

von x

0

unter i

0

de�niert man ganz analog wie in (3.2.6)

u(') := i

0

�(')x̂

0

(' 2 E

W

(T)):

Wie dort begr

�

undet man, da� dies das in (
) gesu
hte Funktional ist. }

4.3 Eine hinrei
hende Bedingung f

�

ur (�)

E

modulo S

Au
h f

�

ur subskalare Operatoren gibt es eine Theorie, die Ausnahmemengen ber

�

u
k-

si
htigt. Bevor wir ihre Ergebnisse festhalten, ein Wort zur Notation: f

�

ur U � C

o�en bezei
hnen wir mit E(U;X) den Raum aller C

1

-Funktionen auf U mit Werten

inX (X Bana
hraum), versehen mit der Topologie der kompakt glei
hm

�

a�igen Kon-

vergenz aller Ableitungen. (Diese sind wie im ersten Kapitel

�

uber Normkonvergenz

des Di�erenzenquotienten de�niert.)

Analog zur Vorgehensweise im E(T)-Fall de�niert man (U � C o�en)

E

U

(C ; X) := ff 2 E(C ; X) : f j

U

2 O(U;X)g;

wel
hes mit der Relativtopologie von E(C ; X) zum Fr�e
hetraum wird. Man s
hreibt

au
h hier kurz E

U

(C ) im Falle X = C .

Die zentrale Aussage lautet nun (zum Beweis vgl. [4℄):

4.3.1 Satz. Es sei X ein Bana
hraum, T 2 L(X) und S � �(T ) kompakt. Dann

sind folgende Eigens
haften

�

aquivalent:

(a) E(C � S;X)

z�T

�! E(C � S;X) ist topologis
her Monomorphismus

(b) E

U

(C ; X)

z�T

�! E

U

(C ; X) ist topologis
her Monomorphismus f

�

ur jede Wahl von

U � S, U o�en und bes
hr

�

ankt

(
) F

�

ur jedes U � S o�en und bes
hr

�

ankt existiert eine Erweiterung von T mit

E

U

(C )-Kalk

�

ul.

Ist eine dieser Bedingungen erf

�

ullt, sagen wir: T hat die Eigens
haft (�)

E

modulo

S.

Bedingung (
) dient uns dabei als Ausgangspunkt: die dort geforderten Erwei-

terungen werden wir unter den Voraussetzungen des na
hfolgenden Satzes konstru-

ieren k

�

onnen, wie das Korollar im Ans
hlu� zeigt.

4.3.2 Satz. Es sei ein T 2 L(X) gegeben mit folgenden Eigens
haften:

(a) �(T ) � D
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(b) Es existiere eine analytis
he Linksresolvente f

�

ur T , d.h.

9L 2 O(D ; L(X)) mit L(z)(z � T ) = id (8z 2 D );

und eine kompakte Ausnahmemenge ; 6= S ( T, au�erhalb der die Linksre-

solvente lokal langsam w

�

a
hst:

8U � S;U o�en 9


U

> 0; k

U

2 N

0

: kL(z)k �




U

j1� jzjj

k

U

(8z 2 D � U):

(
) Die Resolvente erf

�

ulle eine Wa
hstumsbedingung der Form:

9
 > 0; k 2 N

0

: kR(z; T )k �




j1� jzjj

k

(8z 2 C � D ):

Dann gilt f

�

ur jede o�ene Obermenge W der Ausnahmemenge S:

8x

0

2 X

0

9u 2 L(E

W

(T); X

0

) mit u(z') = T

0

u(') (8' 2 E

W

(T)) und u(1) = x

0

:

Beweis. Zun

�

a
hst bemerken wir: es gen

�

ugt, in der Aussage des Satzes W segmen-

tiert anzunehmen. Ist W ni
ht segmentiert, so w

�

ahle man einfa
h ein segmentiertes

~

W mit W �

~

W � S na
h Lemma (4.1.2). Ist n

�

amli
h f

�

ur

~

W eine Distribution u

gefunden, so ist die Hintereinanderausf

�

uhrung

E

W

(T)

i

�! E

~

W

(T)

u

�! X

0

eine geeignete Distribution in L(E

W

(T); X

0

), wobei i die stetige Eins
hr

�

ankungsab-

bildung bezei
hnet. Wir k

�

onnen also ohne Eins
hr

�

ankung W als segmentiert vor-

aussetzen.

Dur
h punktweises Dualisieren der Linksresolvente in (b) erhalten wir: L

0

2

O(D ; L(X

0

)) mit (z � T

0

)L

0

(z) = id, also eine Re
htsresolvente f

�

ur T

0

, die wegen

kL

0

(z)k = kL(z)k dasselbe Wa
hstumsverhalten zeigt wie L.

Wir wollen nun u

�

uber die Randverteilungsformel de�nieren, unter Benutzung

der Re
htsresolvente L

0

. Dazu �xieren wir eine Folge (r

m

)

m

in (0; 1) mit r

m

" 1, ein

beliebiges x

0

2 X

0

und ein segmentiertesW � S. Dann setzen wir als De�nition an:

u(') := lim

m!1

1

2�i

Z

�D

'(�)

�

R(

�

r

m

; T

0

)� L

0

(r

m

�)

�

d�x

0

(' 2 E

W

(T)):

Wir werden nun zeigen, da� dieses u wohlde�niert ist und die geforderten Eigen-

s
haften hat. Der Beweis erfolgt in mehreren S
hritten, und zwar werden wir uns

zur Existenz des Grenzwertes wieder auf die Existenz der Grenzwerte der einzel-

nen Integrale zur

�

u
kziehen. Wir f

�

uhren unsere

�

Uberlegungen mit einem beliebig

gew

�

ahlten ' 2 E

W

(T) dur
h:

1. S
hritt: Existenz von lim

m!1

R

�D

'(�)L

0

(r

m

�)d�.

Wir haben f

�

urW eine Zerlegung der FormW :=

_

[

n

i=1

Q

"

(�

i

; �

i

). DaW � S und S (

T kompakt, �nden wir si
her ein Æ > 0, so da� f

�

urW

0

:=

_

[

n

i=1

Q

"

2

(�

i

+Æ; �

i

�Æ) �W

immer no
h gilt: W

0

� S.

Wir setzen V := D �W

0

, was na
h Lemma (4.1.3) ein Sterngebiet mit Stern-

mittelpunkt 0 ist. Na
h den Vorbemerkungen

�

uber das Wa
hstumsverhalten von L

0

existieren dann Konstanten 
 > 0 und k 2 N

0

, so da�

kL

0

(z)k �




j1� jzjj

k

(z 2 V ):

Mit Lemma (3.4.5) �nden wir (w

�

ahle dort E := L(X

0

)) eine Folge von Stammfunk-

tionen (f

n

)

n�0

in O(D ; L(X

0

)) zu f

0

:= L

0

mit f

k+2

2 A(V; L(X

0

)). Passend dazu

gibt es na
h Lemma (3.4.4) Polynome p

k+2

j

, so da�

Z

�D

'(�)L

0

(r

m

�)d� =

Z

2�

0

1

r

k+2

m

�

k+2

X

j=1

p

k+2

j

(e

�it

)

d

j

dt

j

'(e

it

)

�

f

k+2

(r

m

e

it

)dt:
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Von ents
heidender Bedeutung ist nun die Tatsa
he, da� si
h der Ausdru
k in Klam-

mern darstellen l

�

a�t als g(e

it

) mit einer Funktion g 2 E

W

(T). Da E

W

(T) eine Algebra

ist und o�enbar mit jedem Polynom p 2 C [z℄ die Funktion T [W ! C ; z 7! p(

1

z

)

in E

W

(T) liegt, ist daf

�

ur die folgende Bedingung hinrei
hend:

Zu jedem ' 2 E

W

(T) existiert ein g 2 E

W

(T) mit

d

dt

'(e

it

) = g(e

it

) f

�

ur alle t 2 R.

Eine sol
he Funktion g zu �nden, ma
ht jedo
h keine gro�en S
hwierigkeiten, denn

f

�

ur alle z 2 C mit e

iz

2 W gilt o�enbar die Beziehung

d

dz

'(e

iz

) = '

0

(e

iz

)ie

iz

, was

es erm

�

ogli
ht, g wie folgt zu de�nieren:

g : T [W ! C ; z 7!

�

d

dt

'(e

it

)

'

0

(z)iz

(z = e

it

2 T)

(z 2W ):

(Man pr

�

uft lei
ht na
h, da� g den geforderten Bedingungen gere
ht wird.)

Haben wir nun ein g 2 E

W

(T) gew

�

ahlt, wel
hes

g(e

it

) =

k+2

X

j=1

p

k+2

j

(e

�it

)

d

j

dt

j

'(e

it

) (t 2 R)

erf

�

ullt (und dies ist na
h der Zwis
henbemerkung m

�

ogli
h), so gilt o�enbar:

Z

�D

'(�)L

0

(r

m

�)d� =

Z

2�

0

1

r

k+2

m

g(e

it

)f

k+2

(r

m

e

it

)dt:

Unter Ausnutzung der Holomorphie von g aufW werden wir nun das letzte Integral

ein wenig ums
hreiben. Dazu zerlegen wir zun

�

a
hst das Integrationsintervall [0; 2�℄

geeignet, und zwar im wesentli
hen in Argumente von Zahlen aus "gewissen Ab-

s
hnitten" der "unkritis
hen Menge" T\ (W �W

0

) und den Rest. Zur Erinnerung:

W :=

_

[

n

i=1

Q

"

(�

i

; �

i

) und W

0

:=

_

[

n

i=1

Q

"

2

(�

i

+ Æ; �

i

� Æ), so da� es si
h anbietet,

Intervalle der Form (�

i

+

Æ

2

; �

i

�

Æ

2

) zu betra
hten. Also ist:

Z

�D

'(�)L

0

(r

m

�)d� =

1

r

k+2

m

n

X

�=1

Z

�

�

�

Æ

2

�

�

+

Æ

2

g(e

it

)f

k+2

(r

m

e

it

)dt

+

1

r

k+2

m

n�1

X

�=1

Z

�

�+1

+

Æ

2

�

�

�

Æ

2

g(e

it

)f

k+2

(r

m

e

it

)dt

+

1

r

k+2

m

Z

�

1

+

Æ

2

+2�

�

n

�

Æ

2

g(e

it

)f

k+2

(r

m

e

it

)dt:

Nun bemerken wir: mit Ausnahme der Integrale in der ersten Summe bewegen wir

uns beim Grenz

�

ubergang m!1 mit dem Argument von f

k+2

nur im Berei
h V =

D �W

0

. Aber f

k+2

stammt aus A(V; L(X

0

)) und hat somit eine stetige Fortsetzung

auf V . Der Integrand der betre�enden Integrale ist somit stetig bis zum Rand,

weshalb der Grenz

�

ubergang unter dem Integral dur
hgef

�

uhrt werden kann.

Probleme bereiten die Integrale in der ersten Summe. Hier

�

uberstrei
ht man

bei der Integration gerade den Winkelberei
h, der W

0

s
hneidet, d.h. f

�

ur den kein

langsames Wa
hstum des Integranden gegen den Torus vorliegt. Allerdings gilt f

�

ur

� 2 f1; � � � ; ng beliebig:

Z

�

�

�

Æ

2

�

�

+

Æ

2

g(e

it

)f

k+2

(r

m

e

it

)dt =

Z

�

�

�

Æ

2

�

�

+

Æ

2

g(e

it

)

ie

it

f

k+2

(r

m

e

it

)ie

it

dt

=

Z




�

g

iz

(�)f

k+2

(r

m

�)d�;
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d.h. jedes kritis
he Integral l

�

a�t si
h in ein Kurvenintegral ums
hreiben, wobei of-

fenbar




�

: [�

�

+

Æ

2

; �

�

�

Æ

2

℄! T; t 7! e

it

die zugeh

�

orige Parametrisierung ist. Ents
heidend ist nun das folgende: weil

1

iz

holo-

morph ist auf C �f0g, ist si
her

g

iz

auf W holomorph; und f

k+2

(r

m

�) ist holomorph

auf der o�enen Umgebung

1

r

m

D von T. Damit liegt sp 


i

b W \

1

r

m

D , dem Holo-

morphiegebiet des Integranden; na
h dem Cau
hys
hen Integralsatz wissen wir: Der

Integrationsweg kann darin bei festem Anfangs- und Endpunkt beliebig abge

�

andert

werden, ohne da� si
h der Wert des Integrals

�

andert. Wir k

�

onnen nun einen Integra-

tionsweg w

�

ahlen, der ganz au�erhalb der kritis
hen MengeW

0

verl

�

auft, auf dem wir

also das Wa
hstum des Integranden kontrollieren k

�

onnen. Wir setzen den Integrati-

onsweg aus drei St

�

u
ken zusammen, zwei radialen Strahlen und einem Kreissegment

mit Radius (1�

2

3

"):

!

1

�

: [0;

2

3

"℄! C ; t 7! e

i(�

�

+

Æ

2

)

(1� t)

!

2

�

: [�

�

+

Æ

2

; �

�

�

Æ

2

℄! C ; t 7! (1�

2

3

")e

it

!

3

�

: [0;

2

3

"℄! C ; t 7! e

i(�

�

�

Æ

2

)

(1�

2

3

"+ t):

Man setze !

�

:= !

1

�

�!

2

�

�!

3

�

und

�

uberzeuge si
h mit einem Bli
k auf die Zerlegungen

W :=

_

[

n

i=1

Q

"

(�

i

; �

i

) und W

0

:=

_

[

n

i=1

Q

"

2

(�

i

+ Æ; �

i

� Æ), da� sp !

�

bW �W

0

. Mit

dem Cau
hys
hen Integralsatz wissen wir also:

Z

�

�

�

Æ

2

�

�

+

Æ

2

(� � �)dt =

Z




�

g

iz

(�)f

k+2

(r

m

�)d�

=

Z

!

�

g

iz

(�)f

k+2

(r

m

�)d�;

was wir auswerten k

�

onnen als

� � � =

Z

�

�

�

Æ

2

�

�

+

Æ

2

g

iz

�

(1�

2

3

")e

it

�

f

k+2

�

r

m

(1�

2

3

")e

it

�

i(1�

2

3

")e

it

dt

�

Z

2

3

"

0

g

iz

�

e

i(�

�

+

Æ

2

)

(1� t)

�

f

k+2

�

r

m

e

i(�

�

+

Æ

2

)

(1� t)

�

dt

+

Z

2

3

"

0

g

iz

�

e

i(�

�

�

Æ

2

)

(1�

2

3

"+ t)

�

f

k+2

�

r

m

e

i(�

�

�

Æ

2

)

(1�

2

3

"+ t)

�

dt:

Sieht man si
h nun die Integranden an, so stellt man fest: beim Grenz

�

ubergang

m ! 1 (d.h. r

m

" 1) bewegt man si
h im Argument von f

k+2

nur in der Menge

D �W

0

= V , aber f

k+2

ist stetig fortsetzbar auf V . Damit kann mit dem Stetig-

keitslemma f

�

ur Parameterintegrale der Grenz

�

ubergang unter dem Integral vollzogen

werden, und die Existenz des Grenzwertes ist gesi
hert.

2. S
hritt: Existenz von lim

m!1

R

�D

'(�)R(

�

r

m

; T

0

)d�.

Wir bilden die Funktion

~

R(z) := R(

1

z

; T

0

) f

�

ur z 2 D �f0g, von der wir na
h Lemma

(3.3.3) wissen: sie wird dur
h

~

R(0) := 0 holomorph fortgesetzt. Die Wa
hstumsbe-

dingungen von R(�; T ) vererben si
h dann auf

~

R, denn

k

~

R(z)k = kR(

1

z

; T

0

)k �




j1� j

1

z

jj

k

= 


jzj

k

jjzj � 1j

k

�




j1� jzjj

k

(z 2 D ):
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Wieder liefert Lemma (3.4.5) eine Folge von Stammfunktionen (f

n

)

n�0

zu f

0

:=

~

R in O(D ; L(X

0

)) mit f

k+2

2 A(D ; L(X

0

)), und na
h Lemma (3.4.4) existieren

passende Polynome q

k+2

j

, so da�

Z

�D

'(�)R(

�

r

m

; T

0

)d� =

Z

2�

0

1

r

k+2

m

�

k+2

X

j=0

q

k+2

j

(e

it

)

d

j

dt

j

'(e

it

)

�

f

k+2

(r

m

e

�it

)dt:

Wegen der Stetigkeit von f

k+2

auf D kann man den Grenz

�

ubergang m!1 unter

dem Integral dur
hf

�

uhren.

3. S
hritt: Die algebrais
hen Eigens
haften von u folgen

�

ahnli
h wie in Ab-

s
hnitt (3.4.2); alles was man dort ben

�

otigt, sind die Glei
hungen: (z�T

0

)L

0

(z) = id

und (z�T

0

)R(z; T

0

) = id, sowie die im 1. und 2. S
hritt na
hgewiesene Existenz des

Grenzwertes der einzelnen Integrale. Dann

�

uberlegt man si
h wie oben zun

�

a
hst:

lim

m!1

Z

�D

�'(�)

�

R(

�

r

m

; T

0

)� L

0

(r

m

�)

�

d�

= lim

m!1

Z

�D

'(�)

�

�

r

m

R(

�

r

m

; T

0

)� �r

m

L

0

(�r

m

)

�

d�

= lim

m!1

Z

�D

'(�)

�

T

0

R(

�

r

m

; T

0

)� T

0

L

0

(�r

m

)

�

d�

= lim

m!1

T

0

Z

�D

'(�)

�

R(

�

r

m

; T

0

)� L

0

(r

m

�)

�

d�:

Da der Limes also sogar in der Norm-Topologie von L(X

0

) existiert, bleibt die

Beziehung ri
htig, wenn man jeweils an der Stelle x

0

auswertet. Wir haben somit

gezeigt: u(z') = T

0

u(') f

�

ur alle ' 2 E

W

(T).

Zur Ermittlung von u(1) gehen wir ebenfalls vor wie in (3.4.2):

u(1) = lim

m!1

1

2�i

Z

�D

�

R(

�

r

m

; T

0

)� L

0

(r

m

�)

�

d�x

0

= lim

m!1

1

2�i

r

m

Z

�D

1

r

m

(0)

R(�; T

0

)d�x

0

= x

0

;

wobei wir den holomorphen Kalk

�

ul f

�

ur T

0

benutzt haben, sowie die Tatsa
he, da�

L

0

(r

m

�) auf einer o�enen Obermenge von D holomorph ist.

4. S
hritt: Die Stetigkeit von u.

Hierzu vgl. (3.4.3): F

�

ur m 2 N de�nieren wir

u

m

(') :=

1

2�i

Z

�D

'(�)

�

R(

�

r

m

; T

0

)� L

0

(r

m

�)

�

d�x

0

(' 2 E

W

(T)):

F

�

ur festes m ist 0 < r

m

< 1 und der Integrand auf dem Integrationsweg stetig. Das

Integral existiert also als Wert in L(X

0

), womit u

m

als Abbildung E

W

(T) ! X

0

wohlde�niert ist (und dann o�enbar linear). Die Stetigkeit des Integranden erlaubt

weiter folgende Abs
h

�

atzung:

ku

m

(')k �

�

kR(

�

r

m

; T

0

)� L

0

(r

m

�)k

0

�

k'k

0

kx

0

k;

wobei k � k

0

wie

�

ubli
h die Supremums-Norm auf dem Torus bezei
hnet. Der Term

in der Klammer ist aus Stetigkeitsgr

�

unden f

�

ur jedes feste m endli
h und damit

u

m

sogar eine stetige lineare Abbildung. Da na
h dem ersten und zweiten S
hritt



4.3 Eine hinrei
hende Bedingung f

�

ur (�)

E

modulo S 79

die Existenz des punktweisen Limes der u

m

(') gesi
hert ist, liefert der Satz von

Bana
h-Steinhaus, da� au
h die Abbildung u (als punktweiser Limes der u

m

) stetig

linear ist. }

Als Bemerkung ist no
h festzuhalten: Der Beweis l

�

a�t si
h wohl au
h auf den

Fall S = ; ausdehnen, falls man in der Voraussetzung die Forderung

8U � S

ersetzt dur
h

8U � C o�en mit U \ T 6= ;

und in der Behauptung des Satzes die entspre
henden

�

Anderungen f

�

ur W statt U

dur
hf

�

uhrt. Im Beweis ist dann nur zu bea
hten, da� zu einer jeden sol
hen o�enen

Menge U � C , U \ T 6= ; eine segmentierte Teilmenge existiert. Das ist jedo
h

mit (4.1.2)(b) lei
ht einzusehen, wenn man dort S := fz

0

g setzt, wobei z

0

2 U \ T

beliebig gew

�

ahlt werden kann.

Au
h der Fall S = T lie�e si
h behandeln. Um den Integrationsweg geeignet

abzu

�

andern, l

�

a�t si
h dabei der Cau
hys
he Integralsatz f

�

ur Kreisringe verwenden;

eine Zerlegung in Segmente wie im vorgef

�

uhrten Beweis ist ni
ht notwendig.

4.3.3 Korollar. Unter den Bedingungen von Satz (4.3.2) gilt:

(a) F

�

ur jede o�ene Menge U � C mit S � U gilt: T ist E

U

(T)-subskalar.

(b) T hat die Eigens
haft (�)

E

modulo S.

Beweis.

(a) W

�

ahle ein segmentiertes W zwis
hen S und U (na
h Lemma (4.1.2)). Na
h

dem vorigen Satz ist dann die Bedingung (
) von Satz (4.2.4) erf

�

ullt, der

die Existenz einer Erweiterung mit E

W

(T)-Kalk

�

ul si
herstellt (bis auf

�

Ahn-

li
hkeit). F

�

ur U � W liefert dies jedo
h wegen der stetigen, dur
h die Ein-

s
hr

�

ankung gegebenen Einbettung E

U

(T)! E

W

(T) au
h einen E

U

(T)-Kalk

�

ul.

(b) Hierzu gen

�

ugt es na
h Be
ker [4℄, Satz 1.27, zu zeigen: F

�

ur jede bes
hr

�

ankte

o�ene Obermenge von S existiert eine Erweiterung mit einem Funktional-

kalk

�

ul

�

uber E

U

(C ). Allerdings haben wir so etwas in (a) konstruiert, denn die

Einbettung

E

U

(C ) �! E

U

(T)

f 7! f j

T[U

ist stetig, weil normreduzierend. Hintereinanders
halten der Einbettung und

des E

U

(T)-Kalk

�

uls aus (a) liefern den gew

�

uns
hten E

U

(C )-Kalk

�

ul f

�

ur die Er-

weiterung. }

Ein Anwendungsbeispiel hierf

�

ur �ndet si
h in Abs
hnitt 5.3. In diesem Zusammen-

hang ist insbesondere Lemma (5.3.10) zu bea
hten, wona
h si
h die Eigens
haft

(�)

E

modulo einer Ausnahmemenge bei Translationen und Stre
kungen des Opera-

tors vererbt.
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5 Beispiele

Wir werden uns im vorliegenden Kapitel davon

�

uberzeugen, da� die bisher ent-

wi
kelte Theorie stark genug ist, um interessante Beispiele behandeln zu k

�

onnen.

Zun

�

a
hst werden wir mit Hilfe des Folgenkriteriums aus Satz (3.1.5) bzw. der daraus

abgeleiteten Bedingung (3.1.6) eine ganze Klasse von Operatoren auf Hilbertr

�

aumen

als E(T)-subskalar identi�zieren. Im Ans
hlu� daran werden wir untersu
hen, wie

si
h E(T)-subskalare gewi
htete Hilbertraum-Shifts dur
h Wa
hstumsbedingungen

an ihre Gewi
htsfolge 
harakterisieren lassen. Als letzte Anwendung wird s
hlie�li
h

- aufbauend auf der Arbeit von T.L. Miller, V.G. Miller und R.C. Smith [14℄ - unter

Einsatz des Kriteriums aus Korollar (4.3.3) die Eigens
haft (�)

E

modulo f0g f

�

ur

den Ces�aro-Operator C

p

auf dem Hardyraum H

p

(1 < p <1) na
hgewiesen.

5.1 2-Hyperexpansionen

5.1.1 In den letzten Jahren wurde eine Klasse von stetig linearen Operatoren auf

Hilbertr

�

aumen betra
htet, die f

�

ur k 2 N der folgenden Bedingung gen

�

ugen:

X

0�p�n

(�1)

p

�

n

p

�

T

�p

T

p

� 0 (f

�

ur 1 � n � k):

Ist H ein Hilbertraum, so nennen wir in Anlehnung an Athavale [3℄ einen Operator

T 2 L(H), der dieser Bedingung gen

�

ugt, eine k-Hyperexpansion. Man sieht sofort,

da� jede k-Hyperexpansion au
h eine l-Hyperexpansion ist f

�

ur 1 � l � k. Wird

hingegen die Bedingung f

�

ur ein n mit = statt � erf

�

ullt, so spri
ht man von einer n-

Isometrie (vgl. [1℄). F

�

ur uns sind in erster Linie die 2-Hyperexpansionen interessant.

Diese werden - wie man dur
h einfa
hes Einsetzen in die obige Formel veri�ziert -


harakterisiert dur
h die beiden Bedingungen

id� T

�

T � 0

id� 2T

�

T + T

�2

T

2

� 0:

Ausgehend von der zweiten Bedingung werden wir - in Anlehnung an den Artikel

von Ri
hter [15℄ - zeigen, da� 2-Hyperexpansionen gewissen Wa
hstumsbedingungen

gen

�

ugen. Nebenbei stellt man fest (vgl. Teil (b) des na
hfolgenden Lemmas), da�

die erste Bedingung in der zweiten s
hon enthalten ist:

5.1.2 Lemma. (Ri
hter, [15℄) Ist T 2 L(H) mit id� 2T

�

T +T

�2

T

2

� 0, so gilt:

(a) 9
 � 1 : kxk � kT

n

xk � 
(1 + n)

1

2

kxk (x 2 H)

(b) T ist 2-Hyperexpansion.

Beweis. (vgl. [15℄, Lemma 1)

(a) Wir �xieren ein beliebiges x 2 H und betra
hten die Folge

�

k

:= kT

k+1

xk

2

� kT

k

xk

2

(k � 1):

Aus id� 2T

�

T + T

�2

T

2

� 0 folgt sofort: kxk

2

� 2kTxk

2

+ kT

2

xk

2

� 0, also

kT

2

xk

2

� kTxk

2

� kTxk

2

� kxk

2

:

Daran liest man ab: �

1

� kTxk

2

�kxk

2

. Au�erdem erh

�

alt man mit T

k

x statt

x in obiger Unglei
hung:

�

k+1

= kT

2

(T

k

x)k

2

� kT (T

k

x)k

2

� kT (T

k

x)k

2

� kT

k

xk

2

= �

k

:
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Damit ist die Folge (�

k

)

k

monoton fallend, also sind si
her alle Glieder kleiner

oder glei
h �

1

. Man hat somit f

�

ur alle k 2 N:

�

k

= kT

k+1

xk

2

� kT

k

xk

2

� kTxk

2

� kxk

2

:

Die Terme auf der linken Seite lassen si
h zu einer Teleskop-Summe zusam-

menfassen, denn f

�

ur n 2 N gilt o�enbar:

kT

n

xk

2

� kxk

2

=

n�1

X

k=0

(kT

k+1

xk

2

� kT

k

xk

2

) � n(kTxk

2

� kxk

2

);

d.h.

kT

n

xk

2

� kxk

2

+ n(kTxk

2

� kxk

2

) (n 2 N):

Daraus folgen beide Unglei
hungen aus (a), denn die re
hte Seite ist � � � �

kxk

2

+n(kTk

2

�1)kxk

2

, was mit ~
 := maxf1; kTk

2

�1g dominiert wird dur
h

~
(1 + n)kxk

2

. Dies liefert die re
hte Unglei
hung in (a). Zur linken bea
hte

man, da� insbesondere kT

n

xk

2

� 0 und somit

0 � kxk

2

+ n(kTxk

2

� kxk

2

) (n 2 N)

gilt, weshalb: 0 � nkTxk

2

+ (1� n)kxk

2

und s
hlie�li
h

kTxk

2

�

n� 1

n

kxk

2

(n 2 N):

Da die Unglei
hung im Limes f

�

ur n ! 1 erhalten bleibt, gilt die linke

Abs
h

�

atzung in (a).

(b) Was T no
h fehlt zur 2-Hyperexpansion, ist die Bedingung id�T

�

T � 0. Das

hei�t jedo
h ni
hts anderes als kxk

2

� kTxk

2

f

�

ur alle x 2 H , was wir gerade

f

�

ur Teil (a) na
hgere
hnet haben. }

Das Wa
hstumsverhalten aus Teil (a) erkennen wir als Spezialfall der Voraus-

setzungen des folgenden Satzes:

5.1.3 Satz. Sei X ein Bana
hraum, T 2 L(X). Existieren Konstanten 
 > 0 und

k 2 N

0

mit

kxk � kT

n

xk � 
(1 + n)

k

kxk (x 2 X;n 2 N

0

);

so ist T ein E(T)-subskalarer Operator.

Beweis. Die re
hte Unglei
hung aus der Voraussatzung entspri
ht dem ersten Teil

des Kriteriums aus Korollar (3.1.6)(b).

Von der linken Unglei
hung benutzen wir die Aussage f

�

ur n = 1, wel
he besagt:

kTxk � kxk, was impliziert: T ist injektiv mit abges
hlossenem Bild. Damit k

�

onnen

wir eine Liftungseigens
haft f

�

ur T

0

na
hre
hnen: Ist n

�

amli
h x

0

2 X

0

, so �nden wir

zu x

0

ein Urbild y

0

mit ky

0

k � kx

0

k. Dies sieht man wie folgt ein: gesu
ht ist ein

stetig lineares Funktional y

0

auf X mit < x; T

0

y

0

> = < x; x

0

> (x 2 X) oder

�

aquivalent: < Tx; y

0

> = < x; x

0

> f

�

ur alle x. Do
h da T injektiv mit abges
hlos-

senem Bild ist, k

�

onnen wir ein sol
hes y

0

auf dem Bild von T einfa
h dur
h diese

Formel de�nieren, d.h. wir setzen y

0

(Tx) := x

0

(x) f

�

ur alle x 2 X . Die Injektivit

�

at

von T si
hert, da� y

0

auf ran T wohlde�niert ist. Na
h dem Satz von Hahn-Bana
h

kann y

0

normerhaltend auf ganz X fortgesetzt werden. Die Fortsetzung ist dann

na
h Konstruktion ein Urbild zu x

0

unter T

0

. Ihre Norm ist ni
ht gr

�

o�er als die von

y

0

auf ran T . F

�

ur die gilt aber: sup

kTxk=1

jy

0

(Tx)j � kx

0

k, da kxk � kTxk = 1.

Damit ist die behauptete Liftungseigens
haft na
hgewiesen.
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Ist nun x

0

2 X

0

beliebig, so nutzen wir die gerade gewonnene Liftungseigens
haft,

um eine zu x

0

passende Folge im Sinne von (3.1.6)(b) zu �nden; und zwar w

�

ahlen

wir induktiv ausgehend von x

0

0

= x

0

das Folgenglied x

0

n

als ein Urbild von x

0

n�1

unter T

0

mit kx

0

n

k � kx

0

n�1

k. Damit gilt s
hlie�li
h:

T

0

x

0

n

= x

0

n�1

(n 2 N);

und da das Wa
hstum mit kx

0

n

k � kx

0

0

k = kx

0

k langsamer ist als das von (1 + n)

k

und damit das der positiven Potenzen von T , ist das Kriterium aus Korollar (3.1.6)

erf

�

ullt. }

Aus dem Satz und dem vorhergehenden Lemma ergibt si
h sofort:

5.1.4 Korollar. 2-Hyperexpansionen sind E(T)-subskalar.

}

Als Abs
hlu�bemerkung halten wir fest: 2-Isometrien sind wegen Lemma (5.1.2)

automatis
h 2-Hyperexpansionen und damit E(T)-subskalar. Dies erkl

�

art die

�

Ahn-

li
hkeit im Spektralverhalten (vgl. Satz (2.1.6) dieser Arbeit und Lemma 1.21 in

[1℄).

5.2 Gewi
htete unilaterale Hilbertraum-Shifts

F

�

ur die Dauer dieses Abs
hnittes bezei
hne nun H einen separablen Hilbertraum,

(e

�

)

�2N

0

eine Hilbertraum-Orthonormalbasis von H und (�

�

)

�2N

0

eine bes
hr

�

ankte

Folge in C � f0g. Unter diesen Voraussetzungen verstehen wir unter dem Shift-

Operator zur Gewi
htsfolge (�

�

)

�

die Abbildung

1

X

�=0

�

�

e

�

T

7�!

1

X

�=0

�

�

�

�

e

�+1

:

Man

�

uberzeugt si
h lei
ht, da� T stetig linear ist und damit die eindeutig bestimmte

stetig lineare Abbildung darstellt, die

Te

�

= �

�

e

�+1

(� 2 N

0

)

auf Basisvektoren bewirkt. Unser Ziel ist eine Charakterisierung der E(T)-skalaren

Shift-Operatoren

�

uber das Wa
hstumsverhalten der KoeÆzientenfolge.

F

�

ur die Umsetzung dieses Vorhabens ist die folgende Feststellung ents
heidend

(vgl. Shields [17℄):

5.2.1 Lemma. Ist T der Shift zur Gewi
htsfolge (�

�

)

�

, so gilt:

kT

n

k = sup

�2N

0

j�

�

� � ��

�+n�1

j (n 2 N

0

):

(Wie

�

ubli
h wird dabei der Wert des leeren Produktes als 1 angenommen).

Beweis. Aus der Wirkungsweise von T auf Basisvektoren erh

�

alt man induktiv

T

n

e

�

= �

�

� � ��

�+n�1

e

�+n

(n 2 N

0

):

Da aber alle e

�

auf 1 normiert sind, k

�

onnen wir damit eine Abs
h

�

atzung f

�

ur die

Operatornorm na
h unten angeben:

kT

n

k � sup

�2N

0

kT

n

e

�

k

= sup

�2N

0

k�

�

� � ��

�+n�1

e

�+n

k

= sup

�2N

0

j�

�

� � ��

�+n�1

j:
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Um eine entspre
hende Abs
h

�

atzung na
h oben zu erhalten, �xieren wir ein x =

P

1

�=0

�

�

e

�

2 H beliebig und bere
hnen damit:

kT

n

xk

2

= kT

n

1

X

�=0

�

�

e

�

k

2

= k

1

X

�=0

�

�

T

n

e

�

k

2

= k

1

X

�=0

�

�

�

�

� � ��

�+n�1

e

�+n

k

2

=

1

X

�=0

j�

�

j

2

j�

�

� � ��

�+n�1

j

2

� sup

�2N

0

j�

�

� � ��

�+n�1

j

2

1

X

�=0

j�

�

j

2

=

�

sup

�2N

0

j�

�

� � ��

�+n�1

j

�

2

kxk

2

;

woraus unmittelbar die Normabs
h

�

atzung na
h oben folgt. }

Das Lemma gibt uns eine Charakterisierung des Potenzwa
hstums von T in

Termen der Gewi
htsfolge an die Hand. Die Kontrolle der positiven Potenzen ist

jedo
h - wie wir aus (3.1.6) wissen - ein fester Bestandteil der Charakterisierung

E(T)-subskalarer Operatoren. Bleibt no
h eine Folge wie in Teil (b) des oben zitier-

ten Kriteriums zu konstruieren. Es ist ni
ht

�

uberras
hend, da� man eine sol
he bei

Shifts explizit angeben kann; man kann sogar unter allen Folgen mit der gew

�

uns
h-

ten Eigens
haft eine in gewissem Sinne minimale Folge konkret angeben, wie das

n

�

a
hste Lemma zeigt:

5.2.2 Lemma. Die zu T geh

�

orige Gewi
htsfolge (�

�

)

�

gen

�

uge der folgenden Be-

dingung:

8n 2 N : inf

�2N

0

j�

�

� � ��

�+n�1

j > 0:

Ist dann x =

P

1

�=0

�

�

e

�

2 H , so wird dur
h

x

n

:=

1

X

�=0

�

�

�

�

� � ��

�+n�1

e

n+�

(n 2 N

0

)

eine Folge in H erkl

�

art, f

�

ur die gilt:

(a) x

0

= x und T

�

x

n+1

= x

n

(n 2 N

0

)

(b) Die Folge (x

n

)

n

ist minimal in folgendem Sinne: Ist (y

n

)

n

eine weitere Folge,

die der Bedingung aus (a) gen

�

ugt, so gilt: kx

n

k � ky

n

k (8n 2 N

0

).

Beweis. Wegen inf

�2N

0

j�

�

� � ��

�+n�1

j > 0 , sup

�2N

0

1

j�

�

����

�+n�1

j

< 1 f

�

ur alle

n 2 N gilt:

1

X

�=0

j

�

�

�

�

� � ��

�+n�1

j

2

�

�

sup

�2N

0

1

j�

�

� � ��

�+n�1

j

�

2

1

X

�=0

j�

�

j

2

und die Summe auf der re
hten Seite ist glei
h kxk

2

, also endli
h. Damit ist die zu

x

n

:=

P

1

�=0

�

�

�

�

����

�+n�1

e

n+�

geh

�

orige KoeÆzientenfolge aus `

2

, und somit x

n

selbst

als Element von H wohlde�niert, (x

n

)

n

also eine Folge in H - wie behauptet. Nun

zu deren Eigens
haften:
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(a) Trivial: x = x

0

; und zur Wirkungsweise des Adjungierten T

�

�

uberlegen wir

uns:

< T

�

e

�

; e

�

>=< e

�

; T e

�

>=< e

�

; �

�

e

�+1

>= �

�

Æ

�+1;�

:

Somit:

T

�

e

�

=

1

X

�=0

< T

�

e

�

; e

�

> e

�

=

1

X

�=0

�

�

Æ

�+1;�

e

�

=

�

0

�

��1

e

��1

(� = 0)

(� 6= 0):

Dies bedeutet f

�

ur die Anwendung von T

�

auf ein Folgenglied x

n+1

(n 2 N

0

):

T

�

x

n+1

= T

�

1

X

�=0

�

�

�

�

� � ��

�+n

e

n+1+�

=

1

X

�=0

�

�

�

�

� � ��

�+n

T

�

e

n+1+�

=

1

X

�=0

�

�

�

�

� � ��

�+n

�

�+n

e

n+�

=

1

X

�=0

�

�

�

�

� � ��

�+n�1

e

n+�

= x

n

;

und Teil (a) ist bewiesen.

(b) Die Wirkung von T

�

auf beliebige Elemente der Orthonormalbasis (e

�

)

�

(in

(a) bere
hnet) o�enbart: kerT

�

= lin fe

0

g, und wegen T

�

e

�

= �

��1

e

��1

gilt:

ker(T

�

)

n

= lin fe

0

; � � � ; e

n�1

g. Damit steht na
h Konstruktion das Folgenglied

x

n

=

P

1

�=0

�

�

�

�

����

�+n�1

e

n+�

2 linfe

�

: � � ng senkre
ht auf ker(T

�

)

n

.

Ist nun (y

n

)

n

eine weitere Folge wie in (a), so gilt f

�

ur diese wie f

�

ur (x

n

)

n

:

(T

�

)

n

y

n

= x = (T

�

)

n

x

n

(n 2 N

0

). Damit ist aber y

n

�x

n

2 ker(T

�

)

n

und mit

x

n

? ker(T

�

)

n

und dem Satz von Pythagoras erhalten wir:

ky

n

k

2

= ky

n

� x

n

+ x

n

k

2

= ky

n

� x

n

k

2

+ kx

n

k

2

� kx

n

k

2

;

unabh

�

angig von n 2 N. }

Mit Hilfe dieser Vor

�

uberlegungen gewinnt man folgendes Resultat:

5.2.3 Satz. Es bezei
hne T den Shift zur Gewi
htsfolge (�

�

)

�

. Dann gilt: T ist

genau dann E(T)-subskalar, wenn es Konstanten a; b > 0, k 2 N

0

gibt, so da� die

folgenden Bedingungen erf

�

ullt werden:

(a) 8n 2 N

0

: sup

�2N

0

j�

�

� � ��

�+n�1

j � b(1 + n)

k

(b) 8n 2 N

0

: inf

�2N

0

j�

�

� � ��

�+n�1

j �

1

a(1+n)

k

.

Beweis. Wir beweisen zuerst, da� die beiden Bedingungen hinrei
hend sind: Mit

Lemma (5.2.1) und der Bedingung (a) folgt, da� die positiven Potenzen von T
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langsam wa
hsen, wie im Kriterium (3.1.6) f

�

ur E(T)-subskalare Operatoren gefor-

dert. Bleibt no
h die Folgenbedingung aus (3.1.6) na
hzupr

�

ufen, die wir f

�

ur den

Hilbertraum-Adjungierten T

�

na
hweisen wollen. (Dies gen

�

ugt, da die Identi�zie-

rung H ' H

0

isometris
h ist, d.h. Wa
hstumsbedingungen invariant bleiben beim

�

Ubergang zum Bana
hraum-Dual.) Hier hilft uns jedo
h das vorige Lemma (5.2.2)

weiter: Fixieren wir n

�

amli
h ein beliebiges x 2 H , so liefert ebendieses Lemma (be-

a
hte: na
h (b) ist dessen Voraussetzung erf

�

ullt) eine Folge (x

n

)

n

in H mit x

0

= x

und T

�

x

n+1

= x

n

. Ist diese konkret gegeben wie im Lemma, so �nden wir mit (b)

f

�

ur die Norm folgende Abs
h

�

atzung (bea
hte: x =

P

1

�=0

�

�

e

�

mit 2-summierbarer

KoeÆzientenfolge):

�

sup

n2N

0

kx

n

k

(1 + n)

k

�

2

= sup

n2N

0

kx

n

k

2

(1 + n)

2k

= sup

n2N

0

1

(1 + n)

2k

1

X

�=0

j�

�

j

2

j�

�

� � ��

�+n�1

j

2

� sup

n2N

0

1

(1 + n)

2k

�

sup

�2N

0

1

j�

�

� � ��

�+n�1

j

2

1

X

�=0

j�

�

j

2

�

= sup

n2N

0

1

(1 + n)

2k

�

1

inf

�2N

0

j�

�

� � ��

�+n�1

j

2

1

X

�=0

j�

�

j

2

�

� sup

n2N

0

1

(1 + n)

2k

a

2

(1 + n)

2k

kxk

2

� a

2

kxk

2

< 1:

Insgesamt sind damit die Voraussetzungen von (3.1.6) erf

�

ullt und T folgli
h E(T)-

subskalar.

Nun zur Notwendigkeit der Bedingungen (a) und (b): Ist T E(T)-subskalar, so

existieren gem

�

a� (2.1.5) Konstanten a; b > 0 und k 2 N

0

, so da�

akxk

(1 + n)

k

� kT

n

xk � b(1 + n)

k

kxk (x 2 X;n 2 N

0

):

Die re
hte Unglei
hung liefert mit Lemma (5.2.1) unmittelbar die Bedingung (a).

Die linke wenden wir auf die Basisvektoren x = e

�

an (� 2 N

0

) und erhalten:

a

(1 + n)

k

=

ake

�

k

(1 + n)

k

� kT

n

e

�

k = k�

�

� � ��

�+n�1

e

�+n

k = j�

�

� � ��

�+n�1

j

f

�

ur alle n; � 2 N

0

. Daraus erh

�

alt man bei festem, aber beliebigem n 2 N

0

:

inf

�2N

0

j�

�

� � ��

�+n�1

j �

a

(1 + n)

k

;

das ist die Bedingung (b), denn mit a ist

1

a

> 0. }

Der Beweis zeigt: Jeder Hilbertraum-Shift, der eine Wa
hstumsbedingung der

Form

akxk

(1 + n)

k

� kT

n

xk � b(1 + n)

k

kxk (x 2 X;n 2 N

0

)

erf

�

ullt, ist E(T)-subskalar. Umgekehrt erf

�

ullt jeder E(T)-subskalare Operator eine

sol
he Bedingung. Eine interessante Frage (die wir hier allerdings ni
ht beantworten

werden) ist die na
h weiteren Klassen von Operatoren, f

�

ur die eine sol
he Wa
hs-

tumsbedingung hinrei
hend (und damit au
h

�

aquivalent) ist zur Eigens
haft E(T)-

subskalar.
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5.3 Der Ces�aro-Operator auf H

p

Um dem Ces�aro-Operator die Eigens
haft (�)

E

modulo f0g na
hzuweisen, m

�

ussen

wir auf Konstruktionen und Beweiste
hniken aus [14℄ zur

�

u
kgreifen, die ihrerseits

auf Resultate von Siskakis aufbauen. Daher dienen die n

�

a
hsten Abs
hnitte in er-

ster Linie dazu, eine saubere S
hnittstelle zwis
hen dem erstgenannten Artikel und

der vorliegenden Arbeit zu s
ha�en, zumindest, was Notation und Bezei
hnungen

angeht. Wir werden dabei nur das beweisen, was wirkli
h

�

uber bereits bekannte

Ergebnisse hinausgeht.

Wir beginnen mit einer Erinnerung an die De�nition der Hardyr

�

aume

�

uber der

Einheitskreiss
heibe. Exakte Beweise der hier angegebenen Resultate �ndet man

etwa in dem Bu
h von Duren [7℄.

5.3.1 (Die H

p

-R

�

aume) F

�

ur 1 � p < 1 bezei
hnen wir mit H

p

den Hardyraum

�

uber D :

H

p

= ff 2 O(D ) : kfk

H

p

<1g;

wobei k � k

H

p

de�niert ist dur
h

kfk

H

p

:=

�

sup

0�r<1

1

2�

Z

2�

0

jf(re

it

)j

p

dt

�

1

p

:

Dies liefert bekannterma�en eine Norm auf H

p

, die diesen zu einem Bana
hraum

ma
ht (1 � p <1).

Es l

�

a�t si
h zeigen, da� eine Funktion f 2 H

p

Randwerte in L

p

(T) hat, d.h. der

Grenzwert lim

r"1

f(re

it

) existiert f

�

ur fast alle t 2 [0; 2�℄ und liefert eine L

p

-Funktion

auf T, die wir im folgenden mit f

�

bezei
hnen wollen.

Man erh

�

alt auf diese Weise sogar eine isometris
he Identi�zierung von H

p

mit

dem abges
hlossenen Unterraum

H

p

�

:= ff 2 L

p

(T) :

^

f(n) = 0 f

�

ur alle n < 0g � L

p

(T);

verm

�

oge der Zuordnung i

p

: H

p

! H

p

�

; f 7! f

�

. Dieser Unterraum H

p

�

ist insbe-

sondere komplementiert in L

p

(T), denn die Abbildung

�

p

: L

p

(T)! H

p

�

; (�

p

f)(e

it

) =

1

X

n=0

^

f(n)e

int

de�niert eine stetig lineare Projektion. Wenn nun k : L

p

(T) ! L

p

(T); f 7! f die

komplexe Konjugation bezei
hnet (k ist konjugiert-linearer isometris
her Isomor-

phismus), so ergibt si
h f

�

ur den Kern der Komposition (�

p

Æ k):

ker(�

p

Æ k) = ff 2 L

p

(T) :

^

f(n) = 0 f

�

ur alle n � 0g =: H

p

0

:

Damit induziert �

p

Æ k eine wohlde�nierte, konjugiert-lineare und bijektive Ab-

bildung

'

p

: L

p

(T)=H

p

0

! H

p

�

; [g℄ 7! (�

p

Æ k)(g):

Diese ist stetig mit Norm k'

p

k � k�

p

k, und na
h dem Prinzip der o�enen Abbildung

somit ein topologis
her Isomorphismus.

Dessen Umkehrabbildung werden wir benutzen, um eine sesquilineare Dualit

�

at

zwis
hen H

p

und H

p

0

f

�

ur 1 < p <1 und

1

p

+

1

p

0

= 1 zu de�nieren.

F

�

ur 1 � p < 1 und

1

p

+

1

p

0

= 1 hat man einen isometris
hen Isomorphismus

zwis
hen L

p

0

(T)=H

p

0

0

und (H

p

)

0

, vermittelt dur
h die Abbildung

u

p

: L

p

0

(T)=H

p

0

0

! (H

p

)

0

; (u

p

([g℄))(f) =

Z

T

f

�

gd�;
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wobei � das normalisierte Lebesgue-Ma� auf T bezei
hnet (vgl. [7℄, Theorem 7.3).

Ist nun 1 < p <1 und p

0

konjugiert, so k

�

onnen wir die Komposition

!

p

: H

p

0

! (H

p

)

0

; f 7! (u

p

Æ '

�1

p

0

Æ i

p

0

)(f)

bilden, wel
he dann zum konjugiert-linearen topologis
hen Isomorphismus wird. Die

Abbildung !

p

vermittelt eine sesquilineare Dualit

�

at zwis
hen H

p

und H

p

0

, de�niert

dur
h die Formel

< f; g >:= (!

p

(g))(f) =

Z

T

f

�

g

�

d� (f 2 H

p

; g 2 H

p

0

):

Den bez

�

ugli
h dieser sesquilinearen Dualit

�

at gebildeten Adjungierten eines Ope-

rators T 2 L(H

p

) wollen wir mit T

�

bezei
hnen; er ma
ht de�nitionsgem

�

a� das

folgende Diagramm kommutativ:

(H

p

)

0

T

0

����! (H

p

)

0

!

p

x

?

?

x

?

?

!

p

H

p

0

T

�

����! H

p

0

:

Damit ist die Adjungiertenbildung

L(H

p

) 3 T 7! T

�

2 L(H

p

0

)

konjugiert-linear, und es gelten die Normabs
h

�

atzungen kT

0

k � 


�

p

kT

�

k und kT

�

k �




�

p

kT

0

k mit 


�

p

:= k!

p

kk!

�1

p

k � 1.

5.3.2 (Der Ces�aro-Operator auf H

p

) Ist f(z) =

P

1

k=1

a

k

z

k

eine H

p

-Funktion,

so de�niert man

(C

p

f)(z) :=

1

X

n=1

1

n+ 1

�

n

X

k=0

a

k

�

z

n

;

d.h. man bildet die Funktion, deren TaylorkoeÆzienten gerade die Ces�aro-Mittel

der KoeÆzienten von f darstellen. Es l

�

a�t si
h zeigen, da� C

p

den Raum H

p

in si
h

abbildet, mehr no
h: C

p

: H

p

! H

p

ist sogar ein bes
hr

�

ankter linearer Operator

f

�

ur 1 � p <1. Diese keineswegs o�ensi
htli
he Tatsa
he wurde von Siskakis unter

Verwendung von Operatorhalbgruppen na
hgewiesen, die uns sp

�

ater no
h begegnen

werden.

F

�

ur 1 < p < 1 bezei
hnen wir wie in der Arbeit von T.L. Miller, V.G. Miller

und R.C. Smith [14℄, an der wir von nun an die gesamte Notation ausri
hten wollen,

den bez

�

ugli
h der H

p

�H

p

0

-Dualit

�

at zu C

p

adjungierten Operator mit A

p

0

(vgl. [14℄,

S.6). In der zitierten Arbeit wird die ganze Argumentation ni
ht f

�

ur C

p

, sondern

T

p

:= 1 � C

p

dur
hgef

�

uhrt. Wir s
hlie�en uns dieser Betra
htungsweise an und

halten soglei
h fest:

5.3.3 Satz. (A. Siskakis, T.L. Miller, V.G. Miller, R.C. Smith) Falls 1 <

p <1, gelten folgende Aussagen:

(a) �(T

p

) = D

p

2

(1�

p

2

)

(b) 9k > 0 : k(�� T

p

)

�1

k �

k

dist(�;��(T

p

))

(� 2 �(T

p

))

(
) Es gibt eine Linksresolvente f

�

ur T

p

, die langsam w

�

a
hst, d.h. es existiert eine

Funktion L : int �(T

p

)! L(H

p

) mit

L(�)(� � T

p

) = id (� 2 int �(T

p

) = D

p

2

(1�

p

2

))
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und es existieren Konstanten a; b > 0, so da� auf int �(T

p

) gilt:

kL(�)k �

a exp(bj1� �j

�2

)

dist(�; ��(T

p

))

:

Der Beweis von (a) ergibt si
h (wie in [14℄ (S.6) erw

�

ahnt) unmittelbar aus der

Tatsa
he, da� (und hierzu siehe Siskakis, Thm. 2, S.163) �(A

p

0

) = D

p

2

(

p

2

). Also

�(T

p

) = 1� �(C

p

) = 1� f� : � 2 �(A

p

0

)g.

Die Aussage in (b) entspri
ht exakt der Nummer (iv) von Theorem 2.1 in [14℄

(S.7).

Die Linksresolvente aus Teil (
) tau
ht in der Formulierung dieses Theorems

ni
ht mehr auf, ist jedo
h das zentrale Hilfsmittel im zugeh

�

origen Beweis ([14℄,

S.10�), wo au
h die Wa
hstumsbedingung si
hergestellt wird. Genauere Aussagen

dar

�

uber zu ma
hen, ist erst sinnvoll, wenn wir uns mit ein paar Fakten

�

uber die von

Siskakis eingef

�

uhrten Operatorhalbgruppen vertraut gema
ht haben. Dann werden

wir au
h f

�

ur (
) eine si
here Referenz angeben k

�

onnen.

5.3.4 (Mit T

p

verwandte Operatorhalbgruppen) Wir beginnen mit der De�-

nition zweier einfa
her Zuordnungsvors
hriften; f

�

ur t � 0 und z 2 D setzen wir:

k

t

(z) := (e

�t

� 1)z + 1

 

t

(z) := e

�t

z(k

t

(z))

�1

:

Die De�nition von  

t

ist sinnvoll, da k

t

(D ) = D

(1�e

�t

)

(1) � fz 2 C : Re z >

0g. Damit lassen si
h

�

uber den Hauptzweig des Logarithmus sogar alle Potenzen

(e

t

k

t

(z))

�

= exp(�Log e

t

k

t

(z)) bilden f

�

ur � 2 C ; z 2 D . Da weiter f

�

ur beliebige

� 2 C die Abbildung D 3 z 7! (e

t

k

t

(z))

�

2 C aus der Diskalgebra A(D ) stammt,

ist der zugeh

�

orige Multiplikationsoperator auf H

p

:

M

(e

t

k

t

)

�

: H

p

! H

p

; f 7�! (z 7! (e

t

k

t

(z))

�

f(z))

wohlde�niert. Weiter wissen wir aus [14℄: der Operator

Q

t

: H

p

! H

p

; f 7! f Æ  

t

ist f

�

ur jedes t � 0 eine Kontraktion auf H

p

(das folgt sofort aus dem S
hwarzs
hen

Lemma der Funktionentheorie und Littlewood's subordination theorem (siehe Du-

ren [7℄), wenn man bea
htet, da�  

t

D � D und  (0) = 0). Wir k

�

onnen nun die von

Siskakis eingef

�

uhrte Operatorhalbgruppe angeben: S
hreiben wir (� 2 C )

�

t;�

:=M

(e

t

k

t

)

��
ÆQ

t

;

so gilt : (�

t;�

)

t�0

ist eine stark stetige Halbgruppe von Operatoren auf H

p

(f

�

ur

1 � p <1) (vgl. Lemma 2.4 (i) in [14℄). Ihren in�nitesimalen Erzeuger wollen wir

mit �

p;�

bezei
hnen, ihren Typ mit !

p;�

.

Ist z 2 C mit Re z > !

p;�

, so wird dur
h

R(z;�

p;�

)x =

Z

1

0

e

�zt

�

t;�

(x)dt (x 2 H

p

)

ein stetig linearer Operator auf H

p

erkl

�

art, der (z ��

p;�

) invertiert (vgl. Dunford-

S
hwartz [6℄, Theorem VIII.1.11).

Dem Beweis von Theorem 2.1 in [14℄ (S.10) entnimmt man, da� f

�

ur � 2 int �(T

p

)

gilt:

Re

�

1� �

> !

p

0

;1�

�

1��

;
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wobei p

0

zu p konjugiert ist. Damit ist

R

�

�

1� �

;�

p

0

;1�

�

1��

�

stetig linearer Operator auf H

p

0

.

5.3.5 (Die Linksresolvente f

�

ur T

p

) Das letzte no
h fehlende Konstruktionsele-

ment f

�

ur die Linksresolvente ist der (stetig lineare) Operator der Multiplikation mit

dem Argument auf H

p

0

, wel
hen wir der Notation von [14℄ folgend hier ni
ht mit

M

z

sondern mit S bezei
hnen wollen.

F

�

ur � 2 int �(T

p

) bilde man nun den (stetig linearen!) Operator:

U

�

:=

1

�� 1

�

id�

�

1� �

S ÆR

�

�

1� �

;�

p

0

;1�

�

1��

��

;

U

�

2 L(H

p

0

). Damit kann nun endli
h die Formel f

�

ur die besagte Linksresolvente

von T

p

angegeben werden: (vgl. [14℄, S.10)

L : int �(T

p

)! L(H

p

); � 7! (U

�

)

�

(id�A

p

S

�

):

Au
h die in (5.3.3) angegebene Wa
hstumsbedingung kann man der Arbeit [14℄

entnehmen: Dort �ndet man auf S.11 die Abs
h

�

atzung f

�

ur

kL(�)k � 


�

p

kL

�

(�)k

= 


�

p

k(id� SC

p

0

)U

�

k

� 


�

p

a exp(bj1� �j

�2

)

dist(�; ��(T

p

))

=

a


�

p

exp(bj1� �j

�2

)

dist(�; ��(T

p

))

:

(F

�

ur die letzte Glei
hheit bea
hte man, da� der entspre
hende Ausdru
k invariant

ist unter Austaus
h von � gegen �.) Dies ist die gew

�

uns
hte Normabs
h

�

atzung.

Na
h dieser Zusammenstellung bereits bekannter Resultate wollen wir uns nun

�

uberzeugen, da� die oben konstruierte Linksresolvente sogar analytis
h ist. Der

Kern des Beweises wird darin bestehen, die Analytizit

�

at des Resolventenintegrals

R

1

0

e

��t

�

t;�

(x)dt na
hzure
hnen.

Dabei werden wir auf das folgende wohlbekannte Resultat

�

uber Holomorphie

von Parameterintegralen zur

�

u
kgreifen:

5.3.6 Satz. Sei 
 � C o�en, (M;A; �) ein Ma�raum (� positives oder komplexes

Ma� auf M), X ein Bana
hraum. Die Abbildung f : 
�M ! X erf

�

ulle:

(a) f(!; �) 2 L

1

(�;X) f

�

ur alle ! 2 


(b) f(�; t) ist holomorph auf 
 f

�

ur alle t 2M

(
) 8! 2 
 9U � 
 o�en, ! 2 U und eine Funktion g 2 L

1

(�) mit:

sup

z2U

kf(z; t)k � g(t):

Dann ist die dur
h

F : 
! X ; ! 7!

Z

M

f(!; t)d�(t)

de�nierte Funktion holomorph auf 
. (Die Ableitung kann dur
h Di�erentiation

unter dem Integral gewonnen werden.)
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Beweis. (Der Satz ist Standard, daher zum Beweis nur Sti
hworte: Mit Hilfe von

Partialbru
hzerlegung und Cau
hys
hem Integralsatz nutzt man die Bedingung (
),

um f

�

ur die Norm des Di�erenzenquotienten eine integrierbare Majorante hinzu-

s
hreiben. Das

�

ubli
he dominated 
onvergen
e - Argument liefert dann die Be-

hauptung. Im Falle eines komplexen Ma�es � bediene man si
h dazu der Jordan-

Zerlegung.) }

Wir kommen nun zum zentralen Resultat dieses Abs
hnittes:

5.3.7 Satz. Die oben de�nierte Linksresolvente L : int �(T

p

) ! L(H

p

);� 7!

(U

�

)

�

(id�A

p

S

�

) ist analytis
h.

Beweis. Im folgenden bezei
hne D := int �(T

p

) = D

p

2

(1 �

p

2

). Der Beweis erfolgt

in mehreren S
hritten:

1. S
hritt: Wir analysieren den Aufbau der Linksresolvente und isolieren den

auf Holomorphie zu untersu
henden Term.

Da L(�) = (U

�

)

�

Æ (id � A

p

S

�

) gen

�

ugt es o�enbar zu zeigen: (U

�

)

�

h

�

angt ana-

lytis
h von � 2 D ab. Da aber (� � �)

�

konjugiert-linear und stetig ist, gilt wegen

(U

�

n

)

�

� (U

�

)

�

�

n

� �

=

�

U

�

n

� U

�

�

n

� �

�

�

(�

n

6= �);

da� (U

�

)

�

jedenfalls holomorph von � 2 D abh

�

angt, wenn U

�

holomorph von �

abh

�

angt f

�

ur � 2 D. Da D allerdings symmetris
h zur reellen A
hse liegt, also inva-

riant ist unter komplexer Konjugation, haben wir die Aussage des Satzes reduziert

auf den Beweis der Analytizit

�

at der Abbildung:

D ! L(H

p

0

); � 7! U

�

=

1

�� 1

�

id�

�

1� �

S ÆR

�

�

1� �

;�

p

0

;1�

�

1��

��

:

Da jedo
h 1 62 D = D

p

2

(1�

p

2

), erkennt man sofort: es gen

�

ugt zu

�

uberpr

�

ufen, da�

D ! L(H

p

0

); � 7! R

�

�

1� �

;�

p

0

;1�

�

1��

�

analytis
h ist. Da die Abbildung � : D ! C ;� 7!

�

1��

injektiv und holomorph ist,

ist sie eine biholomorphe Abbildung auf ihr Bild W := �(D), wel
hes dann wie D

ein einfa
h zusammenh

�

angendes Gebiet ist. In einem weiteren S
hritt k

�

onnen wir

uns also wegen der Kettenregel darauf bes
hr

�

anken, da�

W ! L(H

p

0

);� 7! R(�;�

p

0

;1��

)

analytis
h ist. Hierzu sei angemerkt, da� in [14℄ (S.10) gezeigt wird:W = �(�(T

p

)) �

fz 2 C : Re z > !

p

0

;1�z

g. Wie in (5.3.4) bereits erw

�

ahnt, liefert dann die Theorie

der stark stetigen Operatorhalbgruppen eine Integraldarstellung f

�

ur R(�;�

p

0

;1��

).

Na
h einem wohlbekannten Resultat ist jedo
h R(�;�

p

0

;1��

) s
hon analytis
h

in �, wenn nur f

�

ur jedes x 2 H

p

0

die Auswertung R(�;�

p

0

;1��

)x analytis
h von �

abh

�

angt.

Unter Ausnutzung besagter Integraldarstellung ist also zu pr

�

ufen, ob f

�

ur belie-

biges x 2 H

p

0

die Funktion

W ! H

p

0

;� 7! R(�;�

p

0

;1��

)x =

Z

1

0

e

��t

�

t;1��

(x)dt

analytis
h ist. Damit ist die weitere Vorgehensweise klar: wir werden versu
hen,

den Vertaus
hungssatz (5.3.6) auf das Integral anzuwenden. Von der G

�

ultigkeit der
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Integrierbarkeitsvoraussetzung (a) haben wir uns gerade

�

uberzeugt. Bleibt also in

einem zweiten und dritten S
hritt die Holomorphie und lokale Majorisierbarkeit des

Integranden im Parameter � na
hzuweisen.

2. S
hritt: Holomorphie des Integranden.

Wir zeigen etwas mehr als n

�

otig: F

�

ur t 2 [0;1) ist die Abbildung

C ! L(H

p

0

);� 7! e

��t

�

t;1��

= e

��t

M

(e

t

k

t

)

�(1��)

ÆQ

t

holomorph. (Die Holomorphie bleibt nat

�

urli
h erhalten, wenn man die betra
htete

Operatorfunktion punktweise auf ein festes x 2 H

p

0

anwendet.)

Mit der Produktregel k

�

onnen wir uns dabei auf die Holomorphie der beteiligten

Familie von Multiplikationsoperatoren zur

�

u
kziehen. Genauer: wir werden zeigen,

da� M

(e

t

k

t

)

�

f

�

ur festes t 2 [0;1) analytis
h in � ist auf ganz C .

Weil die Zuordnung A(D ) ! L(H

p

); f 7!M

f

stetig linear ist, gen

�

ugt es hierf

�

ur,

bei festem t 2 [0;1) die Holomorphie der Abbildung

G

t

: C ! A(D ); (G

t

(�))(z) = (e

t

k

t

(z))

�

= exp(�Log (e

t

k

t

(z))) (z 2 D )

zu best

�

atigen (zur Erinnerung: k

t

(D ) liegt ganz in der re
hten Halbebene, so da�

man f

�

ur Log den Hauptzweig des komplexen Logarithmus w

�

ahlen kann).

Dazu ist nur zu bea
hten, da� f

�

ur festes t 2 [0;1) die dur
h

f

t

: D ! C ; z 7! Log (e

t

k

t

(z))

de�nierte Funktion in A(D ) liegt. Damit l

�

a�t si
h f

�

ur t 2 [0;1) die Funktion G

t

o�enbar s
hreiben als

C ! A(D );� 7! G

t

(�) = exp(�f

t

) =

1

X

n=0

(f

t

)

n

n!

�

n

;

woran man unmittelbar die Holomorphie von G

t

abliest.

An dieser Stelle bietet es si
h an, eine einfa
he Normabs
h

�

atzung f

�

ur G

t

dur
h-

zuf

�

uhren, die in den n

�

a
hsten Beweiss
hritt ents
heidend eingeht. Die obige Dar-

stellung von G

t

erlaubt o�enbar folgenden S
hlu�:

kG

t

(�)k

1

� exp(j�jkf

t

k

1

) (t 2 [0;1); � 2 C );

so da� nun alles daran liegt, wie si
h f

t

(z) = Log (e

t

k

t

(z)) verh

�

alt. Es gilt jedo
h

(vgl. (5.3.4)) die folgende Abs
h

�

atzung: e

�t

� jk

t

(z)j � 2 � e

�t

� 2, also 1 �

je

t

k

t

(z)j � 2e

t

. Daraus ergibt si
h:

jLog (e

t

k

t

(z))j � log je

t

k

t

(z)j+

�

2

� log 2e

t

+ 2

� t+ 3:

Das liefert unmittelbar kf

t

k

1

� t + 3 bzw. eingesetzt in die Abs
h

�

atzung f

�

ur G

t

s
hlie�li
h:

kG

t

(�)k

1

� e

j�j(t+3)

(t 2 [0;1); � 2 C );

und wir k

�

onnen zum letzten Beweiss
hritt

�

ubergehen.

3. S
hritt: Die Majorantenbedingung.

Na
hdem wir im ersten und zweiten S
hritt die Bedingungen (a) und (b) von Satz

(5.3.6) f

�

ur das Parameterintegral

W ! L(H

p

0

); � 7!

Z

1

0

e

��t

�

t;1��

(x)dt
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na
hgepr

�

uft haben, m

�

ussen wir uns nun nur no
h von der G

�

ultigkeit der Bedingung

(
)

�

uberzeugen. Da x 2 H

p

0

fest gew

�

ahlt ist, gen

�

ugt es, die Existenz einer lokal

von � unabh

�

angigen Majorante f

�

ur ke

��t

�

t;1��

k na
hzuweisen. Fixieren wir dazu

zun

�

a
hst ein beliebiges �

0

2W , so k

�

onnen wir s
hreiben:

e

��t

�

t;1��

= e

��

0

t

e

�(���

0

)t

M

(e

t

k

t

)

�(1��)

ÆQ

t

= e

��

0

t

e

�(���

0

)t

M

(e

t

k

t

)

�(1��)+(1��

0

)

ÆM

(e

t

k

t

)

�(1��

0

)

ÆQ

t

= e

�(���

0

)t

M

(e

t

k

t

)

(���

0

)

e

��

0

t

�

t;1��

0

:

Wir greifen nun aus dem zweiten Beweiss
hritt die Abs
h

�

atzung f

�

ur G

t

(�) = (e

t

k

t

)

�

wieder auf und erhalten f

�

ur die Norm des Multiplikationsoperators aus der letzten

Zeile folgende Abs
h

�

atzung:

kM

(e

t

k

t

)

(���

0

)

k = kM

G

t

(���

0

)

k

� kG

t

(�� �

0

)k

1

� e

j���

0

j(t+3)

= e

3j���

0

j

e

j���

0

jt

:

Damit erhalten wir insgesamt folgende Normabs
h

�

atzung:

ke

��t

�

t;1��

k = je

�(���

0

)t

j kM

(e

t

k

t

)

(���

0

)

k je

��

0

t

jk�

t;1��

0

k

� e

j�

0

��jt

e

3j���

0

j

e

j���

0

jt

exp(�Re �

0

t)k�

t;1��

0

k

� e

3j���

0

j

exp

�

t(2j�� �

0

j �Re �

0

)

�

k�

t;1��

0

k:

Bleibt no
h die Halbgruppe in der Operatornorm abzus
h

�

atzen, do
h wir wissen:

!

p

0

;1��

0

< Re �

0

(denn �

0

2 W � fz 2 C : Re z > !

p

0

;1�z

g). Damit existiert eine

reelle Zahl � mit !

p

0

;1��

0

< � < Re �

0

, und wir k

�

onnen ein " > 0 so klein w

�

ahlen,

da�

!

p

0

;1��

0

< � + 2" < Re �

0

:

Ohne Eins
hr

�

ankung (na
h eventueller Verkleinerung von ") k

�

onnen wir annehmen,

da� D

"

(�

0

) � W (W o�en). Weiter wissen wir aus der Theorie der Operatorhalb-

gruppen, da� (vgl. [6℄, Corollary VIII.1.5) wegen � > !

p

0

;1��

0

eine Konstante M

�

existiert, so da�

k�

t;1��

0

k �M

�

e

�t

(t � 0):

Setzen wir dies in obige Abs
h

�

atzung ein, so �nden wir f

�

ur alle � 2 D

"

(�

0

) die

Beziehung:

ke

��t

�

t;1��

k � e

3j���

0

j

exp

�

t(2j�� �

0

j �Re �

0

)

�

k�

t;1��

0

k

� e

3"

M

�

exp

�

t(2"�Re �

0

)

�

e

�t

;

also mit C := e

3"

M

�

gilt:

ke

��t

�

t;1��

k � C exp

�

t(� + 2"�Re �

0

)

�

(� 2 D

"

(�

0

)):

Die re
hte Seite ist jedo
h zweifellos in t

�

uber [0;1) integrierbar, da der Faktor

bei t im Argument der Exponentialfunktion negativ ist, denn na
h Wahl von � und

" gilt: � + 2" � Re �

0

< 0. Damit ist die Majorantenbedingung na
hgewiesen und

(5.3.6) anwendbar, und der Satz ist bewiesen. }

Nun werden wir die analytis
he Linksresolvente benutzen, um mit dem Kriteri-

um aus Satz (4.3.2) bzw. Korollar (4.3.3) die Eigens
haft (�)

E

modulo f1g f

�

ur den

Ces�aro-Operator na
hzuweisen. Zun

�

a
hst einmal stellen wir jedo
h fest: die Opera-

toren T

p

und C

p

sind der dort entwi
kelten Theorie zun

�

a
hst ni
ht zug

�

angli
h, da

ihr Spektrum ni
ht in der Einheitskreiss
heibe enthalten ist. Hier s
ha�t eine aÆne

Transformation Abhilfe:
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5.3.8 Satz. Ist 1 < p < 1, so gelten f

�

ur den Operator S

p

:=

2

p

(T

p

� (1 �

p

2

)) 2

L(H

p

) die folgenden Aussagen:

(a) S

p

= 1�

2

p

C

p

(b) �(S

p

) = D

(
) 9k > 0 : kR(�; S

p

)k �

k

j1�j�jj

(� 62 D )

(d) 9L

p

2 O(D ; L(H

p

)) mit L

p

(�)(� � S

p

) = id (� 2 D ) und es existieren Kon-

stanten ~a;

~

b > 0, so da�

kL

p

(�)k �

~a exp(

~

bj1� �j

�2

)

j1� j�jj

(� 2 D ):

Beweis.

(a) Es ist T

p

= 1� C

p

, daher S

p

=

2

p

(1� C

p

� (1�

p

2

)) =

2

p

(

p

2

� C

p

) = 1�

2

p

C

p

.

(b) Wir wissen: �(T

p

) = D

p

2

(1 �

p

2

), also na
h dem spektralen Abbildungssatz

�(S

p

) =

2

p

(�(T

p

)� (1�

p

2

)) = D :

(
) Wir

�

ubertragen die Wa
hstumsbedingung der Resolvente von T

p

aus Satz

(5.3.3). F

�

ur � 62 D gilt demna
h:

k(�� S

p

)

�1

k = k(�+

2

p

� 1�

2

p

T

p

)

�1

k

=

p

2

k(

p

2

(� +

2

p

� 1)� T

p

)

�1

k

�

p

2

k

dist(1�

p

2

+

p

2

�; �D

p

2

(1�

p

2

))

=

p

2

k

j

p

2

� j

p

2

�jj

=

k

j1� j�jj

:

(d) Wir setzen

L

p

: D ! L(H

p

); � 7!

p

2

L

�

p

2

�+ 1�

p

2

�

;

wobei L die na
h (5.3.7) analytis
he Linksresolvente f

�

ur T

p

auf int �(T

p

) =

D

p

2

(1 �

p

2

) bezei
hnet. L

p

ist daher auf D wohlde�niert und analytis
h, und

wir re
hnen na
h:

L

p

(�)(� � S

p

) =

p

2

L

�

p

2

�+ 1�

p

2

�

(�+

2

p

� 1�

2

p

T

p

)

=

p

2

L

�

p

2

�+ 1�

p

2

�

2

p

(

p

2

�+ 1�

p

2

� T

p

)

= id (� 2 D ):

D.h. L

p

ist Linksresolvente f

�

ur S

p

,

�

uber deren Wa
hstumsverhalten wir mit

(5.3.3) ableiten:

kL

p

(�)k = k

p

2

L

�

p

2

�+ 1�

p

2

�

k

�

p

2

�

a exp

�

bj1� (

p

2

�+ 1�

p

2

)j

�2

�

dist

�

p

2

�+ 1�

p

2

; �D

p

2

(1�

p

2

)

�

:
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Behandeln wir den Nenner wie in (
), so ist dies

� � � =

p

2

a exp

�

bj

p

2

��

p

2

j

�2

�

p

2

j1� j�jj

=

a exp

�

b(

p

2

)

�2

j1� �j

�2

�

j1� j�jj

f

�

ur alle � 2 D . Damit ist klar, wie die Konstanten ~a und

~

b zu w

�

ahlen sind. }

5.3.9 Korollar. F

�

ur 1 < p < 1 hat der Operator S

p

= 1 �

2

p

C

p

2 L(H

p

) die

Eigens
haft (�)

E

modulo f1g.

Beweis. Die Aussage folgt aus Anwendung von Korollar (4.3.3) auf S

p

. Dazu ha-

ben wir f

�

ur S

p

die Voraussetzungen von Satz (4.3.2) zu

�

uberpr

�

ufen, wobei wir die

einpunktige Ausnahmemenge S := f1g betra
hten. Die Bedingungen (a) und (
)

folgen dann unmittelbar aus dem letzten Satz. Um die Voraussetzung (b) zu best

�

ati-

gen m

�

ussen wir das Wa
hstumsverhalten der analytis
hen Linksresolvente L

p

aus

(5.3.8)(d) ri
htig deuten. Ist U � S o�en, d.h. hier: ist U eine o�ene Umgebung

der Zahl 1, so w

�

ahle man darin eine Æ-Umgebung D

Æ

(1) � U . Dann gilt f

�

ur alle

� 2 D �D

Æ

(1): j1� �j � Æ, also j1� �j

�2

� Æ

�2

und dann mit (5.3.8)(d):

kL

p

(�)k �

~a exp(

~

bÆ

�2

)

j1� j�jj

(� 2 D �D

Æ

(1));

und damit si
her f

�

ur � 2 D � U . Somit ist au
h die Voraussetzung (b) von Satz

(4.3.2) erf

�

ullt und das Korollar bewiesen. }

Wir werden uns nun no
h davon

�

uberzeugen, da� si
h die Eigens
haft (�)

E

modulo S von S

p

auf C

p

vererbt. Zun

�

a
hst

�

uberlegen wir uns:

5.3.10 Lemma. Sind G;H � C o�en, g : G ! H ein C

1

-Di�eomorphismus, so

ist die Abbildung

E(H;X)

j

�! E(G;X)

f 7! f Æ g

ein topologis
her Isomorphismus mit Inverser f 7! f Æ g

�1

.

Beweis.Wohlde�niertheit und Linearit

�

at sind o�ensi
htli
h, ebenso klar ist die Ge-

stalt der im Satz angegebenen Umkehrabbildung. Da die Topologie in den beiden

beteiligten Funktionenr

�

aumen jeweils st

�

arker ist als die der punktweisen Konver-

genz, folgt die Stetigkeit von j unmittelbar aus dem Graphensatz. Da j

�1

vom

glei
hen Typ ist wie j, zeigt dies au
h die Stetigkeit von j

�1

. }

5.3.11 Lemma. Hat T 2 L(X) die Eigens
haft (�)

E

modulo S, so hat f

�

ur a; b 2 C

aT + b die Eigens
haft (�)

E

modulo aS + b.

Beweis. O�enbar ist die Abbildung g : C � S ! C � (aS + b); z 7! az+ b ein C

1

-

Di�eomorphismus mit Inverser g

�1

(z) =

z�b

a

. Damit ist na
h dem vorigen Lemma

die induzierte Abbildung

E(C � S;X)

j

�! E(C � (aS + b); X)

f 7! f Æ g

�1
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ein topologis
her Isomorphismus mit Umkehrabbildung f 7! f Æ g. Um die Eigen-

s
haft (�)

E

modulo aS + b f

�

ur aT + b na
hzuweisen, haben wir na
h [4℄ nur zu

zeigen:

(z � (aT + b)) : E(C � (aS + b); X)! E(C � (aS + b); X)

ist injektiv mit abges
hlossenem Bild. Dazu gen

�

ugt es zu zeigen, da� f

�

ur jede Folge

(f

n

)

n

2 E(C � (aS + b); X) mit (z � (aT + b))f

n

! 0 s
hon gilt: f

n

! 0. Die

Konvergenz bezieht si
h hier immer auf die Topologie von E(C � (aS + b); X),

ebenso in der folgenden

�

Aquivalenzkette:

(z � (aT + b))f

n

(z)! 0 , a(

z � b

a

� T )f

n

Æ g(g

�1

(z))! 0

, a(g

�1

(z)� T )f

n

Æ g(g

�1

(z))! 0

, aj(z � T )f

n

Æ g ! 0:

Da j topologis
her Isomorphismus ist, hei�t das (Konvergenz in E(C �S;X)): (z�

T )f

n

Æ g ! 0, aber T hat (�)

E

modulo S, damit folgt: f

n

Æ g = j

�1

f

n

! 0 in E(C �

S;X). Aber j

�1

ist topologis
her Isomorphismus, also: f

n

! 0 in der Topologie von

E(C � (aS + b); X). Damit ist die Behauptung bewiesen. }

Na
h dieser Vorarbeit ergibt si
h m

�

uhelos:

5.3.12 Satz. F

�

ur 1 < p <1 hat der Ces�aro-Operator C

p

auf dem Hardyraum H

p

die Eigens
haft (�)

E

modulo f0g.

Beweis.Wir haben in Korollar (5.3.9) gesehen: S

p

hat die Eigens
haft (�)

E

modulo

f1g, aber S

p

= 1 �

2

p

C

p

, also C

p

= �

p

2

S

p

+

p

2

. Folgli
h hat na
h vorigem Lemma

C

p

die Eigens
haft (�)

E

modulo f�

p

2

1 +

p

2

g = f0g. }
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1

K

(Z; X)-`

1

K

(Z; X

0

)-DUALIT

�

AT

A Die `

1

k

(Z; X)-`

1

k

(Z; X

0

)-Dualit

�

at

A.1 Satz. Die Abbildung

H : `

1

k

(Z; X

0

) �!

�

`

1

k

(Z; X)

�

0

mit (H(x

0

n

)

n

)(x

n

)

n

=

X

n2Z

< x

n

; x

0

n

>

ist ein isometris
her Isomorphismus.

Beweis. Ist (x

0

n

)

n

2 `

1

k

(Z; X

0

) beliebig, dann gilt f

�

ur jede Folge (x

n

)

n

2 `

1

k

(Z; X):

j

X

n2Z

< x

n

; x

0

n

> j �

X

n2Z

kx

n

kkx

0

n

k =

X

n2Z

kx

n

k(1 + jnj)

k

kx

0

n

k

(1 + jnj)

k

;

was wir mit den Normen von `

1

k

und `

1

k

weiter abs
h

�

atzen k

�

onnen gegen

� � � � k(x

n

)

n

k

1;k

k(x

0

n

)

n

k

1;k

<1:

Demzufolge ist H(x

0

n

)

n

in der angegebenen Weise als Linearform auf `

1

k

(Z; X) wohl-

de�niert, und die Abbildung H selbst ist linear und stetig mit kHk � 1.

Um die Isometrie zu zeigen, de�nieren wir zun

�

a
hst die Einbettungen

e

m

: X ! `

1

k

(Z; X);x 7! (Æ

nm

x)

n

(m 2 Z);

die si
her wohlde�niert und linear sind. Ferner ist e

m

wegen

ke

m

xk

1;k

= k(Æ

nm

x)

n

k

1;k

= (1 + jmj)

k

kxk

stetig mit Norm ke

m

k = (1 + jmj)

k

. Daraus s
hlie�en wir mit beliebigem m 2 Z:

kH(x

0

n

)

n

k � sup

x2X

ke

m

xk

1;k

=1

j < e

m

x;H(x

0

n

)

n

> j

� sup

kxk=

1

(1+jmj)

k

j < x; x

0

m

> j

=

1

(1 + jmj)

k

sup

kxk=1

j < x; x

0

m

> j

=

kx

0

m

k

(1 + jmj)

k

;

woraus na
h Bildung des Supremums

�

uber m 2 Z die zur Isometrie von H no
h

fehlende Unglei
hung folgt.

Bleibt nur no
h die Surjektivit

�

at von H zu zeigen. Au
h hier sind die Einbet-

tungen e

m

n

�

utzli
h, denn ist (x

n

)

n

2 `

1

k

(Z; X), so gilt:

k(x

n

)

n

�

l

X

m=�l

e

m

(x

m

)k

1;k

=

X

jnj�l+1

kx

n

k(1 + jnj)

k

l!1

�! 0;

wobei der letzte Ausdru
k deshalb gegen Null konvergiert, weil er der zur absolut

konvergenten Reihe k(x

n

)

n

k

1;k

=

P

n2Z

kx

n

k(1 + jnj)

k

geh

�

orige Reihenrest ist.

Ist nun y

0

2

�

`

1

k

(Z; X)

�

0

gegeben, so k

�

onnen wir na
h diesen Vorbemerkungen

die Folge mit den Gliedern x

0

m

:= y

0

Æe

m

bilden. Dies ist dann eine Folge in X

0

, mehr

no
h: mit den Norm-Abs
h

�

atzungen f

�

ur e

m

wissen wir: kx

0

m

k � ky

0

k(1+ jmj)

k

, d.h.

(x

0

m

)

m

2 `

1

k

(Z; X

0

).
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Nun re
hnen wir na
h (bea
hte die Konvergenz von

P

e

n

(x

n

) gegen (x

n

)

n

)

< (x

n

)

n

; (H(x

0

m

)

m

) > =

X

n2Z

< x

n

; y

0

Æ e

n

>

=

X

n2Z

y

0

(e

n

(x

n

))

= y

0

X

n2Z

e

n

(x

n

)

= y

0

(x

n

)

n

= < (x

n

)

n

; y

0

> :

Also stellt (x

0

m

)

m

gerade das y

0

dar. Da dieses beliebig gew

�

ahlt war, folgt die Sur-

jektivit

�

at und damit s
hlie�li
h die Behauptung. }
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B Topologis
he Tensorprodukte

Vorausgesetzt werden elementare Kenntnisse

�

uber das algebrais
he Tensorprodukt,

wie man sie in jedem Lehrbu
h

�

uber multilineare Algebra, etwa Greub [10℄, �ndet.

B.1 Seien E;F Vektorr

�

aume, E 
 F ihr algebrais
hes Tensorprodukt. Dann gilt:

E
F = lin fx
y : x 2 E; y 2 Fg, wobei die dadur
h gegebene Darstellung f

�

ur ein

Element des Tensorproduktes bekannterma�en ni
ht eindeutig ist (z.B. x

1


 y

1

�

x

2


 y

2

= (x

1

� x

2

)
 y

1

+ x

2


 (y

1

� y

2

)).

F

�

ur x

0

2 E

0

; y

0

2 F

0

bezei
hnen wir mit x

0


 y

0

: E 
 F ! C die eindeutige

Linearform mit x

0


 y

0

(x 
 y) =< x; x

0

>< y; y

0

> f

�

ur alle x 2 E, y 2 F . (Hierbei

m

�

ussen x

0

und y

0

nur aus dem algebrais
hen Dual stammen; wenn wir jedo
h im

Ans
hlu� topologis
he Vektorr

�

aume betra
hten werden, sind nat

�

urli
h nur no
h

stetige Linearformen von Interesse.)

Sind s
hlie�li
h G;H zwei weitere Vektorr

�

aume, und S : E ! G, T : F ! H

linear, so gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung S
T : E
F ! G
H ,

die auf Elementartensoren wie folgt wirkt:

(S 
 T )(x
 y) = (Sx)
 (Ty) (x 2 E; y 2 F )

und als Tensorprodukt der Abbildungen S und T bezei
hnet wird.

B.2 Fortan wollen wir nur no
h den Fall betra
hten, da� E und F lokalkonvex

sind. Dann wird f

�

ur beliebige absolutkonvexe Nullumgebungen U � E; V � F mit

zugeh

�

origen Minkowski-Funktionalen �

U

; �

V

dur
h die Zuordnung

�

U;V

(x) := inf

�

X

i

�

U

(x

i

)�

V

(y

i

) : x =

X

i

x

i


 y

i

�

(x 2 E 
 F )

eine Halbnorm auf E 
 F erkl

�

art (

P

i

steht f

�

ur eine endli
he Summe). Man sieht

sofort: sind U

0

� U; V

0

� V zwei weitere absolutkonvexe Nullumgebungen, so gilt:

�

U;V

� �

U

0

;V

0

. Diese Eigens
haft stellt si
her, da� die folgende De�nition sinnvoll,

d.h. unabh

�

angig von der dabei �xierten Nullumgebungsbasis ist:

W

�

ahlen wir absolutkonvexe Nullumgebungsbasen U

E

in E und U

F

in F , so

bezei
hnen wir die dur
h das Halbnormensystem

f�

U;V

: U 2 U

E

; V 2 U

F

g

de�nierte lokalkonvexe Topologie auf E 
 F als projektive (kurz: �-) Topologie.

Daneben gibt es au
h die injektive (oder "-) Topologie, deren erzeugendes Halb-

normensystem man wie folgt aufbaut: F

�

ur beliebige Teilmengen U � E; V � F

bezei
hnen wir mit U

Æ

� E

0

; V

Æ

� F

0

die zugeh

�

origen absoluten Polaren, die wegen

U

Æ

= fx

0

2 E

0

: jx

0

(U)j � D

1

(0)g (analog bei V

Æ

) jeweils glei
hstetige Mengen

linearer Funktionale im entspre
henden Dual darstellen. Man erkl

�

art Halbnormen

dur
h

"

U;V

(x) := supfjx

0


 y

0

(x)j : x

0

2 U

Æ

; y

0

2 V

Æ

g (x 2 E 
 F )

und best

�

atigt wiederum elementar, da� mit U

0

� U , V

0

� V die Abs
h

�

atzung

"

U;V

� "

U

0

;V

0

G

�

ultigkeit hat (bea
hte dabei: (U

0

)

Æ

� U

Æ

, analog bei V ). Damit ist

au
h die folgende De�nition sinnvoll, d.h. wie oben unabh

�

angig von der Wahl der

absolutkonvexen Nullumgebungsbasen U

E

;U

F

: Die "-Topologie ist die vom Halb-

normensystem

f"

U;V

: U 2 U

E

; V 2 U

F

g

erzeugte lokalkonvexe Topologie auf E 
 F .

Statten wir das algebrais
he Tensorprodukt mit der �- bzw. "-Topologie aus, so

spre
hen wir au
h kurz vom �- bzw. "-Tensorprodukt und s
hreiben E 


�

F oder

E 


"

F .
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Man kann si
h nun

�

uberlegen, wie diese beiden Topologien miteinander zusam-

menh

�

angen, und wie si
h topologis
he Eigens
haften von lokalkonvexen R

�

aumen

auf ihr Tensorprodukt (versehen mit einer der beiden gerade eingef

�

uhrten Topo-

logien) vererben. Wir fassen die Resultate in folgendem Satz zusammen (bis auf

Teil (b) ist der Beweis ni
ht s
hwierig; man nutze die Tatsa
he, da� die Wahl der

Nullumgebungsbasen in der De�nition der erzeugenden Halbnormensysteme keine

Rolle spielt):

B.3 Satz. Es seien E;F;G;H lokalkonvexe R

�

aume, S 2 L(E;G), T 2 L(F;H).

Dann gilt:

(a) Die �-Topologie auf E 
 F ist feiner als die "-Topologie.

(b) Sind E;F Hausdor�s
h und E zus

�

atzli
h nuklear, so gilt: E 


�

F = E 


"

F .

(
) Sind E;F Hausdor�s
h, so au
h E 


�

F und E 


"

F .

(d) Sind E;F beide metrisierbar (beide normierbar), so au
h E


�

F und E


"

F .

(e) S
T ist stetig als Abbildung E


�

F

S
T

�! G


�

H sowie E


"

F

S
T

�! G


"

H .

Die Beweise �ndet man in Jar
how [12℄, f

�

ur (b) siehe au
h Theorem A1.5 in Es
hmei-

er und Putinar [8℄.

B.4 Eine zentrale topologis
he Eigens
haft

�

ubertr

�

agt si
h allerdings ni
ht notwen-

digerweise von den Ausgangsr

�

aumen auf ihr Tensorprodukt: die Vollst

�

andigkeit.

Allerdings sind die Topologien von E


�

F bzw. E


"

F de�nitionsgem

�

a� lokalkon-

vex und - geht man von lokalkonvexen Hausdor�r

�

aumen E und F aus - au
h Haus-

dor�s
h. Ein lokalkonvexer Hausdor�raum l

�

a�t si
h jedo
h in kanonis
herWeise ver-

vollst

�

andigen (vgl. [9℄, x4.3.3). Entspre
hend bezei
hnen wir mit E

b




�

F bzw. E

b




"

F

die Vervollst

�

andigung des �- bzw. "-Tensorproduktes bez

�

ugli
h der zugrundeliegen-

den Topologie. Geht man insbesondere von Fr�e
hetr

�

aumen (Bana
hr

�

aumen) E, F

aus, sind au
h E

b




�

F und E

b




"

F wieder Fr�e
hetr

�

aume (Bana
hr

�

aume). Nat

�

urli
h

l

�

a�t si
h jede stetig lineare Abbildung von E


�

F bzw. E


"

F in einen vollst

�

andi-

gen lokalkonvexen Raum G fortsetzen auf E

b




�

F bzw. E

b




"

F . Andererseits liegt die

lineare H

�

ulle der Elementartensoren E 
 F na
h De�nition der Vervollst

�

andigung

di
ht in dieser, weshalb eine stetig lineare Abbildung auf einem vervollst

�

andigten

Tensorprodukt bereits dur
h ihre Wirkung auf Elementartensoren eindeutig festge-

legt ist.

Ist E nuklear, so stimmen o�ensi
htli
h au
h die vervollst

�

andigten Tensorpro-

dukte E

b




�

F und E

b




"

F

�

uberein. Wir s
hreiben in diesem Fall einfa
h E

b


F f

�

ur die

Vervollst

�

andigung.

Was Stetigkeitsuntersu
hungen bzgl. des �-Tensorproduktes angeht, ist die fol-

gende Beoba
htung von Interesse:

B.5 Satz. Sind E, F ,G lokalkonvexe Hausdor�r

�

aume,G vollst

�

andig, so faktorisiert

jede stetige bilineare Abbildung B : E�F ! G

�

uber E

b




�

F , d.h. es existiert genau

eine stetig lineare Abbildung

E

b




�

F �! G

mit x
 y 7! B(x; y):

Zum Beweis vgl. K

�

othe [13℄, x41.3 (1).

Im folgenden Satz fassen wir die zentralen Stabilit

�

atseigens
haften im Zusam-

menhang mit Tensorprodukten von linearen Abbildungen zusammen (unter Be-

s
hr

�

ankung auf den Fr�e
hetraum-Fall). Zuvor sei an eine allgemein gebr

�

au
hli
he
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Spre
hweise erinnert: Eine stetig lineare Abbildung T : E ! F zwis
hen lokalkon-

vexen R

�

aumen nennt man topologis
hen Homomorphismus, wenn T o�en ist als

Abbildung von E na
h ran T � F (ausgestattet mit der Relativtopologie). Ist T

ein injektiver topologis
her Homomorphismus, oder

�

aquivalent T als Abbildung von

E na
h ran T (mit der Relativtopologie) ein topologis
her Isomorphismus, so hei�t

T topologis
her Monomorphismus.

B.6 Satz. Sind E;F;G;H Fr�e
hetr

�

aume, S 2 L(E;G), T 2 L(F;H), � 2 L(E;F )

und � 2 L(F;G), so gelten folgende Aussagen:

(a) Sind S und T surjektiv, so au
h S 
 T : E

b




�

F ! G

b




�

H .

(b) Sind S und T topologis
he Monomorphismen, so au
h S 
 T : E

b




"

F !

G

b




"

H .

(
) Ist E

�

�! F

�

�! G eine exakte Sequenz und zus

�

atzli
h F oder H nuklear,

dann ist au
h die Sequenz

E

b




�

H

�
id

����! F

b


H

�
id

����! G

b




"

H

exakt.

Zum Beweis sei wieder auf den Anhang A in [8℄ verwiesen (Theorem A1.6).

B.7 Ist E ein folgenvollst

�

andiger lokalkonvexer Hausdor�raum, A � E eine abge-

s
hlossene, absolutkonvexe und bes
hr

�

ankte Teilmenge, so

�

uberlegt man si
h lei
ht,

da� E

A

:=

S

n�0

nA ein linearer Teilraum von E ist, der mit dem Minkowski-

Funktional �

A

als Norm zum Bana
hraum wird. Dar

�

uberhinaus ist die kanonis
he

Inklusion E

A

�

�! E stetig. Na
h dieser Vorbemerkung sind wir in der Lage, ein

Liftungsresultat f

�

ur bes
hr

�

ankte Mengen zu formulieren:

B.8 Satz. Es seien E und F zwei Fr�e
hetr

�

aume (oder zwei vollst

�

andige (DF)-

R

�

aume) und E sei zus

�

atzli
h nuklear. Dann existieren zu jeder bes
hr

�

ankten Menge

M � E

b


F abges
hlossene, absolutkonvexe, bes
hr

�

ankte Mengen A � E und B �

F , so da� M enthalten ist im Bild der abges
hlossenen Einheitskugel unter der

Abbildung:

E

A

b




�

F

B

i
j

�! E

b


B;

wobei i : E

A

�

�! E und j : F

B

�

�! F die kanonis
hen Inklusionen bezei
hnen.

Au
h hier �ndet man den Beweis in [8℄, (vgl. A1.10 und A1.11).

Zum Abs
hlu� wollen wir no
h einen kurzen Bli
k auf die Dualit

�

atstheorie f

�

ur

topologis
he Tensorprodukte werfen. Dreh- und Angelpunkt sind dabei die folgen-

den topologis
hen Identi�zierungen:

B.9 Satz. Sind E;F Fr�e
hetr

�

aume, E nuklear, so gibt es eindeutig bestimmte to-

pologis
he Isomorphismen

(a) � : E

0

b


F

0

�! (E

b


F )

0

mit < x
 y;�(x

0


 y

0

) >=< x; x

0

>< y; y

0

>

(b) H : E

0

b


F

0

�! L(E;F

0

) mit (H(x

0


 y

0

))(x) =< x; x

0

> y

0

,

wenn E

0

und F

0

die starke Dualraumtopologie tragen, und L(E;F

0

) ausgestattet

wird mit der Topologie der glei
hm

�

a�igen Konvergenz auf bes
hr

�

ankten Mengen.

Man ma
ht si
h lei
ht klar, da� diese Abbildungen dur
h die gema
hten Angaben

eindeutig bestimmt sind. Die Beweise hierzu �ndet man in [8℄ (Theorem A1.12)

bzw. in dem Bu
h von Tr�eves [19℄ (Prop. 50.5 sowie 50.7).
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C Die Sobolevr

�

aume W

k

(T)

C.1 Ist (a; b) � R ein o�enes Intervall, so ist der Sobolevraum der k-mal s
hwa
h-

di�erenzierbaren Funktionen de�niert als

W

k

(a; b) := ff 2 L

2

(a; b) : D

j

f 2 L

2

(a; b) f

�

ur j = 1; � � � kg;

wobei die L

2

-R

�

aume bez

�

ugli
h des einges
hr

�

ankten Lebesgue-Ma�es � auf (a; b)

gebildet werden. k-fa
he s
hwa
he Di�erenzierbarkeit bedeutet dabei gerade, da�

die s
hwa
he Ableitung si
h bez

�

ugli
h partieller Integration gegen Testfunktionen

(d.h. C

1

-Funktionen mit kompaktem Tr

�

ager in (a; b)) wie eine C

k

-Funktion verh

�

alt,

d.h. alle f 2 W

k

(a; b) erf

�

ullen die Glei
hung

< D

j

f; ' >

L

2

(a;b)

= (�1)

j

< f;

d

j

dt

j

' >

L

2

(a;b)

(j = 1; � � � ; k)

bei beliebiger Wahl von ' 2 D(a; b) := ff 2 C

1

(a; b) : supp f � (a; b)g. Versehen

mit dem Skalarprodukt

< f; g >

W

k

(a;b)

:=

k

X

j=0

< D

j

f;D

j

g >

L

2

(a;b)

wird W

k

(a; b) zu einem Hilbertraum (vgl. Werner [20℄, S.162).

Eine Verbindung zwis
hen klassis
h- und s
hwa
h-di�erenzierbaren Funktionen

stellt das Lemma von Sobolev her, das in diesem Spezialfall besagt:

8f 2W

k+1

(a; b) 9f

k

2 C

k

(a; b) : f

k

(t) = f(t) f

�

ur �-fast alle t 2 (a; b):

In jeder L

2

-

�

Aquivalenzklasse einer (k+1)-mal s
hwa
h di�erenzierbaren Funktion

auf (a; b) �ndet man also einen Vertreter mit um eins verminderter klassis
her Dif-

ferenzierbarkeitsordnung.

C.2 M

�

o
hte man Sobolevr

�

aume auf dem Torus de�nieren, so f

�

uhrt man diese mit

der Parametrisierung t 7! e

it

zur

�

u
k auf die oben eingef

�

uhrten Sobolevr

�

aume

�

uber

einem reellen Intervall. Eine M

�

ogli
hkeit ist etwa die folgende: Man setze

W

k

(T) := ff 2 L

2

(T) : f(e

i�

)j

(�2�;2�)

2 W

k

(�2�; 2�)g:

Dann ist die Abbildung

j : W

k

(T) �!W

k

(�2�; 2�); f 7! f(e

i�

)j

(�2�;2�)

injektiv und linear, weshalb sie verm

�

oge

< f; g >

W

k

(T)

:=

1

2

< jf; jg >

W

k

(�2�;2�)

ein Skalarprodukt auf W

k

(T) induziert. Damit ausgestattet ist W

k

(T) ein Pr

�

a-

Hilbertraum und verm

�

oge j topologis
h isomorph zu ran j �W

k

(�2�; 2�).

Um zu zeigen, da� W

k

(T) mit dem angegebenen Skalarprodukt sogar ein Hil-

bertraum ist, gen

�

ugt es also si
herzustellen, da� j abges
hlossenes Bild hat. Dazu

s
hreiben wir das Bild von j als Kern einer geeigneten stetig linearen Abbildung.

Man betra
hte etwa die exakte Sequenz

W

k

(T)

j

����! W

k

(�2�; 2�)

d

����! L

2

(�2�; 0);

wobei d die Abbildung

W

k

(��; 2�)! L

2

(�2�; 0); f 7! f j

(�2�;0)

� f(�+ 2�)j

(�2�;0)
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�

AUME W

K

(T)

bezei
hnet.

Zur Exaktheit ist nur anzumerken, da� eine Funktion f 2 W

k

(�2�; 2�) mit

f 2 ker d die Beziehung f(t) = f(t + 2�) �-fast

�

uberall auf (�2�; 0) erf

�

ullt. Dies

erm

�

ogli
ht die Wahl einer Funktion

~

f 2 L

2

(T) mit

~

f(e

it

) = f(t) �-fast

�

uberall auf

(�2�; 2�), also ist

~

f Urbild von f unter j, und somit liegt f im Bild von j.

Die folgenden einfa
hen Normabs
h

�

atzungen zeigen die Stetigkeit von d:

kdgk

L

2

(�2�;0)

= kg � g(�+ 2�)k

L

2

(�2�;0)

� kgk

L

2

(�2�;0)

+ kg(�+ 2�)k

L

2

(�2�;0)

� 2kgk

L

2

(�2�;2�)

� 2kgk

W

k

(�2�;2�)

(g 2W

k

(�2�; 2�));

was den Na
hweis, da�W

k

(T) ein Hilbertraum ist, abs
hlie�t. Wie

�

ubli
h s
hreiben

wir k � k

W

k

(T)

f

�

ur die vom Skalarprodukt induzierte Norm, d.h.

kfk

W

k

(T)

:= (< f; f >

W

k

(T)

)

1

2

(f 2 W

k

(T)):

C.3 Lemma. Zu f 2

T

k2N

0

W

k

(T) existiert genau eine Funktion f

�

2 E(T), so

da� f = f

�

(L

2

).

Beweis. Na
h dem Sobolev-Lemma (vgl. C.1) existieren f

�

ur alle k 2 N

0

Funktionen

f

k

2 C

k

(�2�; 2�) und Nullmengen N

k

� (�2�; 2�) mit f

k

(t) = f(e

it

) f

�

ur alle

t 2 (�2�; 2�) �N

k

. Dann gilt also au�erhalb der Nullmenge

S

k

N

k

auf (�2�; 2�)

die Glei
hheit

f

k

(t) = f(e

it

) = f

0

(t) (k 2 N

0

):

Da stetige Funktionen, die au�erhalb einer Nullmenge

�

ubereinstimmen, s
hon glei
h

sind, folgt sofort f

k

= f

0

auf ganz (�2�; 2�) f

�

ur jedes k 2 N

0

. Damit mu� f

0

aber

automatis
h eine C

1

-Funktion sein, die ferner

f

0

(t) = f(e

it

) = f(e

i(t+2�)

) = f

0

(t+ 2�) (�-fast

�

uberall auf (�2�; 0))

erf

�

ullt. Aus Stetigkeitsgr

�

unden gilt damit f

0

j

(�2�;0)

= f

0

(� + 2�)j

(�2�;0)

, und f

0

l

�

a�t si
h periodis
h auf auf ganz R fortsetzen. Die Fortsetzung liegt dann sogar

in E

per

(R), denn die Di�erenzierbarkeit l

�

a�t si
h lokal immer zur

�

u
kf

�

uhren auf die

Di�erenzierbarkeit in einem Punkt des Intervalls (�2�; 2�). Also k

�

onnen wir eine

Funktion f

�

2 E(T) so w

�

ahlen, da�

f

�

(e

it

) = f

0

(t) = f(e

it

)

�-fast

�

uberall auf R gilt, weshalb f

�

= f (L

2

). }

C.4 Lemma. Man hat eine kanonis
he topologis
he Identi�zierung

E(T) ! lim

 �

W

k

(T)

f 7! (f):

Beweis. Als Strukturabbildungen dienen wie

�

ubli
h die Inklusionsabbildungen (l �

k) W

l

(T) ! W

k

(T), die normreduzierend, also stetig sind. Ein Element (f

k

)

k

des

projektiven Limes lim

 �

W

k

(T) besteht daher s
hon aus lauter identis
hen Elementen,

d.h. f

k

= f

1

2

T

k

W

k

(T). Dazu geh

�

ort aber - wie wir uns im vorigen Lemma

�

uberzeugt haben - genau eine E(T)-Funktion, die mit f fast

�

uberall

�

ubereinstimmt.

Damit ist die im Lemma angegebene Abbildung o�enbar surjektiv. Injektivit

�

at und

Linearit

�

at sind o�ensi
htli
h. Wir brau
hen also na
h dem Satz

�

uber die o�ene
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Abbildung nur no
h die Stetigkeit in eine Ri
htung zu zeigen. Ist aber k 2 N

0

,

f 2 E(T), so gilt o�enbar:

kfk

W

k

(T)

=

1

2

kf(e

i�

)k

2

W

k

(�2�;2�)

=

1

2

k

X

j=0

Z

2�

�2�

j(D

j

f(e

i�

))(t)j

2

dt

� 2�(k + 1) sup

t2R

0�j�k

j

d

j

dt

j

f(e

it

)j

2

= 2�(k + 1)kfk

2

k

;

womit die Stetigkeit na
hgewiesen ist. }

C.5 F

�

ur die na
hfolgenden Betra
htungen sind zwei einfa
he Feststellungen

�

uber

W

k

-Funktionen auf Intervallen hilfrei
h. Seien dazu a; b 2 R mit a < b.

(a) Ist f 2 W

k

(a; b) und 
 2 R, so gilt f(�+ 
) 2 W

k

(a� 
; b� 
) und

(D

j

f(�+ 
))(t� 
) = (D

j

f)(t) (�-fast

�

uberall auf (a; b)):

(b) Sind f 2 W

k

(a; b) und 
; d 2 R mit a � 
 < d � b, so gilt f j

(
;d)

2 W

k

(
; d)

und

(D

j

f j

(
;d)

) = (D

j

f)j

(
;d)

:

Kurz: die Bildung der s
hwa
hen Ableitung ist mit der Bildung von Translatio-

nen und Eins
hr

�

ankungen vertr

�

agli
h. (Die Beweise ergeben si
h unmittelbar aus

der De�nition der s
hwa
hen Di�erenzierbarkeit.) Eine Anwendung �ndet si
h im

Beweis des folgenden Lemmas:

C.6 Lemma. F

�

ur jedes k 2 N

0

liegt E(T) �W

k

(T) di
ht bez

�

ugli
h derW

k

-Norm.

Beweis. Die Inklusion ist klar. Zur Di
htheit: Ist f 2 W

k

(T) eine beliebig vorge-

gebene Funktion, so werden wir von der Folge der zugeh

�

origen trigonometris
hen

Polynome p

l

=

P

l

n=�l

^

f(n)z

n

zeigen: kp

l

� fk

W

k

(T)

! 0, oder glei
hbedeutend:

kp

l

(e

i�

)�f(e

i�

)k

W

k

(�2�;2�)

! 0. Dies wiederum ist si
hergestellt, wenn f

�

ur 0 � j � k

beliebig gilt:

kD

j

p

l

(e

i�

)�D

j

f(e

i�

)k

L

2

(�2�;2�)

! 0:

Der Beweis hierzu erfolgt in mehreren S
hritten:

1. S
hritt: F

�

ur f 2 W

k

(T) gilt:

\

D

j

f(e

i�

)(n) = (in)

j

^

f(n) (0 � j � k);

wobei D

j

f(e

i�

) - wie f

�

ur die Dauer des gesamten Beweises - die j-te s
hwa
he Ab-

leitung der Funktion

f(e

i�

)j

(�2�;2�)

2W

k

(�2�; 2�)

bezei
hnet.

Zum Beweis w

�

ahlen wir eine Partition der Eins auf T bestehend aus zwei C

1

-

Funktionen '

1

; '

2

: T! [0; 1℄ mit kompaktem Tr

�

ager supp '

1

� T�f1g, supp '

2

�

T� f�1g. Dann gilt: '

1

(e

i�

)j

(0;2�)

2 D(0; 2�), '

2

(e

i�

)j

(��;�)

2 D(��; �)).

\

D

j

f(e

i�

)(n) =

1

2�

Z

2�

0

(D

j

f(e

i�

))(t)e

�int

('

1

(e

it

) + '

2

(e

it

))dt

=

1

2�

Z

2�

0

(D

j

f(e

i�

))(t)e

�int

'

1

(e

it

)dt

+

1

2�

Z

2�

0

(D

j

f(e

i�

))(t)e

�int

'

2

(e

it

)dt:
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�

AUME W

K

(T)

Nun ist f(e

i�

)j

(�2�;2�)

2 W

k

(�2�; 2�), dann ist na
h (C.5)(a) au
h f(e

i�

)j

(0;2�)

2

W

k

(0; 2�), und es gilt: D

j

f(e

i�

)j

(0;2�)

= (D

j

f(e

i�

))j

(0;2�)

. Im ersten Integral kann

also na
h De�nition der s
hwa
hen Ableitung von f(e

i�

)j

(0;2�)

"partiell integriert

werden", und man erh

�

alt:

Z

2�

0

(D

j

f(e

i�

))(t)e

�int

'

1

(e

it

)dt = (�1)

j

Z

2�

0

f(e

it

)

d

j

dt

j

(e

�int

'

1

(e

it

))dt;

denn '

1

(e

i�

)j

(0;2�)

2 D(0; 2�).

Die Bearbeitung des zweiten Integrals ist etwas aufwendiger (bea
hte: '

2

(e

i�

)

hat kompakten Tr

�

ager in (��; �)). Eine kurze Re
hnung, die wir im n

�

a
hsten Be-

weiss
hritt na
htragen werden, zeigt jedo
h:

Z

2�

0

(D

j

f(e

i�

))(t)e

�int

'

2

(e

it

)dt =

Z

�

��

(D

j

f(e

i�

)j

(��;�)

)(t)e

�int

'

2

(e

it

)dt:

Unter Ausnutzung der De�nition der s
hwa
hen Di�erenzierbarkeit formt man dies

sofort weiter um zu:

� � � =

Z

�

��

f(e

it

)

d

j

dt

j

(e

�int

'

2

(e

it

))dt =

Z

2�

0

f(e

it

)

d

j

dt

j

(e

�int

'

2

(e

it

))dt:

Dur
h Zusammenfassen ergibt si
h s
hlie�li
h die gew

�

uns
hte Identit

�

at

\

D

j

f(e

i�

)(n) =

(�1)

j

2�

Z

2�

0

f(e

it

)

d

j

dt

j

�

e

�int

('

1

(e

it

) + '

2

(e

it

))

�

dt

=

(in)

j

2�

Z

2�

0

f(e

it

)e

�int

dt

= (in)

j

^

f(n):

2. S
hritt: Na
hzutragen bleibt der Beweis der Beziehung

Z

2�

0

(D

j

f(e

i�

))(t)'(e

it

)dt =

Z

�

��

(D

j

f(e

i�

)j

(��;�)

)(t)'(e

it

)dt

(mit ' = z

�in

'

2

2 E(T)) unter den Voraussetzungen des ersten Beweiss
hrittes.

Mit Hilfe der Eigens
haften (C.5)(a) und (b) der s
hwa
hen Ableitung best

�

atigt

man die Beziehung:

Z

2�

�

(D

j

f(e

i�

))(t)'(e

it

)dt =

Z

2�

�

(D

j

f(e

i(��2�)

)j

(�2�;2�)

)(t)'(e

it

)dt

=

Z

0

��

(D

j

f(e

i(��2�)

)j

(�2�;2�)

)(t+ 2�)'(e

it

)dt

=

Z

0

��

(D

j

f(e

i�

)j

(��;�)

)(t)'(e

it

)dt;

wobei unter dem letzten Integral s
hlie�li
h die s
hwa
he Ableitung der Funktion

f(e

i�

)j

(�2�;2�)

2 W

k

(�2�; 2�) steht. Dur
h Ausnutzen dieser Identit

�

at gewinnt man

sofort die Behauptung.

3. S
hritt: F

�

ur f 2 W

k

(T) und 0 � j � k werden wir zeigen, da�:

kD

j

p

l

(e

i�

)�D

j

f(e

i�

)k

L

2

(�2�;2�)

! 0 (l !1);

wobei p

l

=

P

l

n=�l

^

f(n)z

n

die Folge der zu f geh

�

orenden trigonometris
hen Poly-

nome bezei
hnet.
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Mit Hilfe des im ersten S
hritt gewonnenen Resultates k

�

onnen wir s
hreiben:

(D

j

p

l

(e

i�

))(t) =

d

j

dt

j

l

X

n=�l

^

f(n)e

int

=

l

X

n=�l

^

f(n)(in)

j

e

int

=

l

X

n=�l

\

D

j

f(e

i�

)(n)e

int

:

Die Behauptung ist damit

�

aquivalent zu:

Z

2�

�2�

j

l

X

n=�l

\

D

j

f(e

i�

)(n)e

int

� (D

j

f(e

i�

))(t)j

2

dt! 0 (l!1):

Dur
h eine Argumentation wie im zweiten S
hritt (man nutze die Vertr

�

agli
hkeit

der s
hwa
hen Ableitung mit Translationen und Eins
hr

�

ankungen (C.5)) l

�

a�t si
h

s
hlie�li
h das Teilintegral

R

0

�2�

(� � �)dt au
h als

R

2�

0

(� � �)dt s
hreiben, so da� man

insgesamt erh

�

alt:

kD

j

p

l

(e

i�

)�D

j

f(e

i�

)k

L

2

(�2�;2�)

� 2k

l

X

n=�l

\

D

j

f(e

i�

)(n)e

in�

� (D

j

f(e

i�

))k

L

2

(0;2�)

;

und der re
hte Ausdru
k konvergiert gegen Null na
h der L

2

-Theorie f

�

ur Fourier-

reihen.

Damit ist gezeigt: die trigonometris
hen Polynome (wel
hes allesamt E(T)- Funk-

tionen sind) liegen di
ht in W

k

(T), und der Beweis ist abges
hlossen. }
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