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Vorwort

Erfiillt ein stetig linearer Hilbertraum-Operator einfache algebraische Bedingungen
(man denke an selbstadjungierte, normale oder unitire Operatoren), so kann man
auf die Existenz gewisser Funktionalkalkiile schlielen. Die dabei an einen Operator
gestellten algebraischen Forderungen

T =T, T*T =TT*oder T* =T7!

besitzen offenbar kein direktes Analogon im Banachraumkontext.

Hier ergibt sich vielmehr ein natiirlicher Zugang iiber Wachstumsbedingungen,
etwa an die Potenzen eines Operators oder seine Resolvente. So 148t sich beispiels-
weise zeigen, daf} ein stetig linearer Operator T' auf einem Banachraum X einen
Funktionalkalkiil iiber der Algebra £(T) der C*°-Funktionen auf der Einheitskreis-
linie besitzt, wenn er invertierbar ist, und sein Potenzwachstum einer Beschrénkung
der Form

77| < 1+ [n))* (n € 2)

(mit Konstanten ¢ > 0, k € Ny) unterliegt. Ein Funktionalkalkiil ist dann in ein-
facher Weise dadurch gegeben, dafl man in der Fourierentwicklung Y ° __ p(n)z"
einer Funktion ¢ € £(T) die Funktion z durch den Operator T ersetzt, also Reihen

der Form
(o]

p(1):= Y ¢m)1"

n=—oo

bildet. Operatoren mit einem stetigen &(T)-Funktionalkalkiil nennen wir £(T)-
skalar. Es 148t sich zeigen, dafl ein Potenzwachstum der oben angegebenen Form
nicht nur hinreichend ist fiir die Existenz eines stetigen £(T)-Kalkiils, sondern viel-
mehr die £(T)-skalaren Operatoren prizise charakterisiert (vgl. Colojoara und Foiag
[5], Kapitel 5).

Neben diesem Resultat dient als Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit ein
Ergebnis von Eschmeier und Putinar, welches gerade die subskalaren Operatoren,
d.h. Einschrdnkungen verallgemeinert skalarer Operatoren auf einen abgeschlosse-
nen invarianten Teilraum, charakterisiert (Eschmeier und Putinar [8], Corollary
6.4.9). Die dabei verwendeten Methoden sind so allgemein, daf} sie in weiten Teilen
eine Anpassung der Beweisfiihrung auf Operatoren mit £(T)-Kalkiil problemlos zu-
lassen. Dabei sprechen wir sinngemifl von einem £(T)-subskalaren Operator, wenn
dieser sich darstellen 143t (bis auf topologische Isomorphie) als Einschrinkung eines
E(T)-skalaren Operators auf einen abgeschlossenen invarianten Teilraum.

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht nun die Frage, ob sich durch Kom-
bination der beiden vorgestellten Resultate eine Charakterisierung £(T)-subskalarer
Operatoren mit Hilfe von Wachstumsbedingungen gewinnen [&8t.

In Satz (3.1.6) wird diese Frage positiv beantwortet, wenn man den Begriff der
Wachstumsbedingung weit genug fafit. Wir zeigen dort:

Ein Operator T € L(X) ist genau dann E(T)-subskalar, wenn Konstanten ¢ > 0,
k € Ny existieren, so daf$ einerseits die Normabschdtzungen

177 < e(L+n)* (n€No)
gelten, und andererseits zu jedem x' € X' eine Folge (z))nen, in X' existiert mit

!
T'e, =z, (nely), x5=2" und sup Ml < 0.

n&Np (1 + n)k



Weiterhin offen ist die Frage, ob die fiir einen £(T)-subskalaren Operator notwen-
digen einfacheren Bedingungen (vgl. (2.1.5))

T <l <+ el (e € Xon € o)

mit a,b > 0 und k € Ny die Existenz einer Erweiterung fiir T mit £(T)-Kalkiil er-
zwingen. Daf} dies fiir die Klasse gewichteter einseitiger Shiftoperatoren auf Hilbert-
rdumen durchaus der Fall ist, werden wir in Abschnitt 5.2 sehen. Durch Verschérfen
der Abschitzung nach unten erhélt man daraus ein fiir alle Banachraum-Operatoren
hinreichendes (wenn auch dann nicht mehr notwendiges) Kriterium, siehe (5.1.3).

Eine zweite Moglichkeit, £(T)-subskalare Operatoren zu charakterisieren, findet
man in (3.3.1). Dort spielen ”langsam wachsende” lokale Resolventen fiir den ad-
jungierten Operator die zentrale Rolle. Ein #hnliches Wachstumsverhalten wurde
in einer Arbeit von T.L. Miller, V.G. Miller und R.C. Smith beim Studium des
Cesaro-Operators Cp, auf dem Hardyraum H? beobachtet (vgl. [14]). Der wesentli-
che Unterschied besteht jedoch darin, dafl bei C, ein Ausnahmepunkt existiert, in
dessen Umgebung sich das Wachstumsverhalten nur sehr schlecht kontrollieren 148t
(vgl. (5.3.3)(c)).

Vor diesem konkreten Hintergrund wird im vierten Kapitel eine Theorie ent-
wickelt, die nicht nur einpunktige, sondern allgemein kompakte Ausnahmemengen
zuléBt. Den Abschluf bildet hier ein Kriterium zum Nachweis der Eigenschaft (5)¢
modulo einer Ausnahmemenge (4.3.3). Angewendet auf den Cesaro-Operator C,
(0 < p < 1) erhilt man fiir diesen die Eigenschaft (8)¢ modulo {0} (vgl. Abschnitt
5.3).

Was bisher unerwihnt blieb, ist die der Eigenschaft (5)s nachempfundene Be-
dingung (8)g(t), welche (vgl. Abschnitt 2.3) definitionsgemaf besagt, daf

E(T,X) =L &(T, X)

topologischer Monomorphismus ist. In Eschmeier und Putinar [8], Corollary 6.4.8,
wird gezeigt, dal (8)¢ (d.h. die obige Bedingung mit £(C, X) statt (T, X)) gerade
die subskalaren Operatoren charakterisiert. Vor diesem Hintergrund wird versucht,
die Theorie der Eigenschaft (3)g(r) konsequent mitzuentwickeln. Einfache Gegen-
beispiele zeigen, vgl. (3.5.3), daf8 die Eigenschaften (3)¢(r) und &£(T)-subskalar nicht
dquivalent sind. Zu einem vorliufigen Ende gefiihrt werden die Betrachtungen daher
durch den Satz (3.5.2), der zeigt, dal durch eine Ergénzung der Eigenschaft (8)¢ r)
um zwei weitere Bedingungen eine dquivalente Beschreibung &(T)-subskalarer Ope-
ratoren erreicht werden kann.
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beit stindig neue Impulse gab. Desweiteren danke ich Herrn Prof. Dr. T.L. Miller,
der mir bei einem Gastaufenthalt an der Universitit des Saarlandes fiir Diskussio-
nen bereitwillig zur Verfiigung stand, meiner Freundin Christine Kiintzer, die die
mithsame Arbeit des Korrekturlesens iibernommen hat, sowie Herrn Dipl.-Math.
Eric Réolon, der mir bei einer letzten Durchsicht behilflich war.

SchlieBlich mochte ich einen besonderen Dank meinen Eltern aussprechen, die
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1 Funktionen mit Werten in Banachriaumen

Viele in der lokalen Spektraltheorie zentralen Eigenschaften von Operatoren lassen
sich in besonders einfacher Weise mit Hilfe von Multiplikationsoperatoren auf ge-
eigneten Funktionenrdumen beschreiben. So besitzt ein stetig linearer Operator T
auf einem Banachraum X die eindeutige Fortsetzungseigenschaft genau dann, wenn
die Abbildung

z=T:0U,X)—=>0U,X); frzf-Tf

fiir jede offene Menge U C C injektiv ist. Daf} sie ein topologischer Monomorphismus
ist, ist diquivalent dazu, dafl T Bishops Eigenschaft (3) besitzt, also Einschrinkung
eines zerlegbaren Operators auf einen invarianten Unterraum ist (Albrecht und
Eschmeier [2]). Ferner lassen sich die subskalaren Operatoren (also Einschrinkun-
gen verallgemeinert skalarer Operatoren im Sinne von Colojoara und Foiag) dadurch
charakterisieren, dafl

£, x) =5 g(cC, X)

topologischer Monomorphismus ist (Eschmeier und Putinar [8], Corollary 6.4.9).
Da man bei der Untersuchung £(T)-subskalarer Operatoren auf ganz dhnliche Be-
dingungen st68t, soll im ersten Kapitel kurz auf die relevanten Funktionenrdume
(insbesondere deren Topologisierung) eingegangen werden. Im Mittelpunkt steht
dabei der Raum &£(T, X) der glatten Funktionen auf der Einheitskreislinie.

Der folgende erste Abschnitt dient lediglich dazu, die Notation (insbesondere
der erzeugenden Halbnormensysteme) festzulegen. X bezeichnet durchweg einen
Banachraum.

1.1 Stetig differenzierbare Funktionen

1.1.1 Eine Funktion f : R — X heifit differenzierbar in ¢y € R, falls ein y € X
existiert, so daf§ ﬁ || £(t) = f(to) — (t —to)y ||— O fir ¢ — ¢o.

Man sieht leicht, dafl y in diesem Fall eindeutig bestimmt ist, und schreibt
% f(to) := y. Eine Funktion f heifit kurz differenzierbar, falls f in jedem ¢y € R
differenzierbar ist. Wie im skalarwertigen Fall betrachtet man iterierte Ableitungen
und definiert die Réume C*(R, X') bzw. £(R, X) als Klasse der k-mal bzw. beliebig
oft stetig differenzierbaren Funktionen von R nach X. Sie tragen in natiirlicher
Weise die Fréchetraum-Topologie der kompakt gleichméfligen Konvergenz in allen
Ableitungen. Es ist dies die von den Halbnormen

dm
puj(f) = sup |l S f() |

Sy
mit j € {1,---,k} bzw. j € Ny und n € N erzeugte lokalkonvexe Topologie. Fiir
den Fall X = C sind die hier gemachten Definitionen natiirlich konsistent und wir
schreiben kurz C*(R) fiir C¥(R,C) bzw. £(R) fiir £(R,C), wie wir dies auch in
Zukunft fiir andere Banachraum-wertige Funktionenklassen tun werden, falls C als
Bildraum auftritt.

1.1.2 Durch punktweise Multiplikation mit skalarwertigen Funktionen wird eine
bilineare Verkniipfung

C*(R) x C*(R, X) = C*(R,X); (o, f) — of

erklirt, fiir die man wie {iblich die Produktregel der Differentiation bestiitigt; in-
duktiv erhélt man also auch hier die Leibniz-Regel fiir hohere Ableitungen eines
Produktes.
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Ebenso wie im skalarwertigen Fall beweist man fiir Kompositionen der Form
fog: R — X von differenzierbaren Funktionen g : R - Rund f : R — X die
Kettenregel 4 (f o g)(t) = %(g(t))”é—‘i(t).

Fiir spiter bemerken wir noch, da fir 7 € L(X,Y) mit f : R - X auch
Tof:R — Y differenzierbar ist mit Ableitung 4 (T o f)(to) = T f(to) fiir alle
to € R (man mache sich einfach in der Definition der Ableitung die Linearitit und
Beschrinktheit zunutze). Speziell gilt diese Relation, wenn man fiir T' eine stetige

Linearform einsetzt.

1.1.3 Betrachtet man zu den oben definierten Funktionenklassen den jeweilgen Un-
terraum der 27-periodischen Funktionen C¥,,.(R, X) C C*(R, X) bzw. &per (R, X) C
E(R, X), so iberzeugt man sich unmittelbar, dafl die Relativtopologie beziiglich des
jeweiligen Oberraumes dquivalent ist zur Topologie der gleichmé&fligen Konvergenz
in allen Ableitungen und als solche schon von dem folgenden Halbnormensystem
erzeugt wird:
dm
1£lly=sup [lZ=f@I (0 <5< kbaw. j€Ro).

0<m<j

(Man beachte, daf§ fir n > 27 gilt p, 1 (f) = |fllx  (k € No), sowie || fllx > pn,x(f)
fiir alle n € N,k € Ny). Der Grenzwert einer konvergenten Folge (fy,), von Funktio-
nen aus Ck,. (R, X) bzw. Epe, (R, X) ist einerseits von der gewiinschten Differenzier-
barkeitsklasse (Vollstindigkeit der Oberrdume), andererseits sind alle betrachteten
Topologien jedenfalls stérker als die der punktweisen Konvergenz, womit die Grenz-

funktion auch periodisch ist, denn:
£+ 2m) = fFOI < f(E+2m) = falt + 27)[| + I/ (@) = fF(OIl =0 VEER

Somit sind C%, (R, X) bzw. Eper (R, X) selbst Fréchetriume.

per

1.1.4 Wir werden im folgenden Funktionalkalkiile von solchen Operatoren unter-
suchen, deren Spektrum im Torus T := {z € C: |z| = 1} enthalten ist. Fir diesen
Zweck ist es angemessener, die 27-periodischen Funktionen auf R in einem etwas
anderen Gewand zu betrachten, und zwar als Funktionen auf dem Torus vermoge
der Definition:

E(M,X):={f:T— X mit (t ~ f(e")) € Eper(R, X)}.

D.h. mittels der Exponentialfunktion wird einfach die differenzierbare Struktur der
reellen Achse auf die Einheitskreislinie iibertragen. Die Topologie ist durch die For-
derung bestimmt, daB die Abbildung £(T,X) > f v f(e¥) € Eper(R,X) ein
topologischer Isomorphismus ist. Ein erzeugendes Halbnormensystem erhélt man
also durch Zuriickziehen der Halbnormen von &per (R, X), von denen wir auch die
Bezeichnungen iibernehmen:

dam ;
1l = lix(Dlle = sup | Z=FEOI (F € ET.X),k € No).

0<m<k

Beachten sollte man noch, daf dieses Halbnormensystem wegen ||-||x < ||-||k+1 sogar
aufwirts gerichtet ist. Es diirfte klar sein, wie man mit diesem Verfahren die Rdume
Ck(T, X) der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf dem Torus konstruiert
und mit einer Fréchetraum-Topologie versieht. Man {iberlegt sich leicht weiter, dafl
| - ||x auf C*(T,X) eine Norm ist, die - wegen der Gerichtetheit des erzeugenden
Halbnormensystems - die urspriingliche Topologie erzeugt, d.h. (C*(T, X), || -||x) ist
sogar ein Banachraum.
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1.2 Integration Banachraum-wertiger Funktionen

Der Raum &£(T) 1aBt sich mit Hilfe der Fouriertransformation auch als Folgenraum
darstellen und hat somit eine gut durchschaubare Struktur. Bevor wir uns davon
iiberzeugen konnen, dafl dies auch im Banachraum-wertigen Fall so ist, stellen wir
die wesentlichen Eigenschaften des Riemann-Integrals fiir X-wertige Funktionen zu-
sammen, auf welches wir fiir die Darstellung der Fourierkoeflizienten einer Funktion
f € Eper (R, X) zuriickgreifen werden.

1.2.1 Zur Konstruktion des Riemann-Integrals fiir Funktionen mit Werten in Ba-
nachriumen sei auf Heuser [11], S.335 verwiesen. Wie im skalarwertigen Fall ist
das Riemann-Integral einer Funktion f : [a,b] — X im wesentlichen definiert iiber
Grenzwerte einer Folge ”Riemannscher Summen” der Form

Z f(T,,)(t,, - tV—l)

fiir Zerlegungen {to,---,t,} von [a,b] und Zwischenpunkte 7, ¢, < 7 < t;
(¢ = 1,---,n). Funktionen, fir die dieser Grenzproze Sinn macht, nennt man R-

integrierbar, der zugehorige Grenzwert in X wird mit f; f(t)dt bezeichnet. (Ein
Integrabilitéitskriterium findet man etwa auf S.336 in [11].) Fiir unsere Zwecke sind
(neben der Linearitét) die folgenden einfachen Eigenschaften des Riemann-Integrals
von Bedeutung:

1.2.2 Seien [a, b], ¢, d] zwei (nichtleere) kompakte Intervalle in R. Dann gilt:
(a) Jede stetige Funktion f : [a,b] — X ist R-integrierbar.
(b) Ist f : [a,b] = X R-integrierbar, T € L(X,Y), so ist auch T' o f : [a,b] = Y
R-integrierbar, und es gilt: f; Tft)ydt=T fab F(t)dt.

(c) Ist f : [a,b] = X stetig, so gilt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung

I fab f®)dt|| < f; Il (#)||dt, insbesondere darf eine gleichméBig konvergente
Reihe stetiger Funktionen gliedweise integriert werden.

(d) Fir f € CY(R, X) gilt: [ Lf(t)dt = f(b) — f(a), und Produkte der Form

a

' f bzw. of' mit ¢ € C1(R), f € C*(R,X) konnen nach der iiblichen Regel
partiell integriert werden.
(e) Ist f:[c,d] — X stetig und ¢ : [a,b] — [c, d] stetig differenzierbar, so gilt die
Substitutionsregel: fabf(gp(t))gp’(t)dt = ff(f)) f(s)ds.
(f) Ist f € C([a,b] x [¢e,d],X), so ist die durch F(s) := f; f(t,s)dt definierte
Funktion F': [¢,d] — X stetig.
Beweis.

(a) Vgl. Heuser [11], S.336.

(b) Folgt unmittelbar durch Betrachtung von Riemann-Summen fiir die Funktion
T o f und Durchfiihrung eines Grenziiberganges.

(c) Entweder imitiert man den Beweis aus dem skalarwertigen Fall, oder man
argumentiert mit (b) und Hahn-Banach: W&hlt man etwa ein ' € X' mit

2 (f2 f(o)dt) = || [2 F(t)dt|| und [|2']| = 1, so liefert (b):

b b b b
|| / @] = 2'( / f(t)dt) = / o f(t)dt < / 17(0) .
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(d) Da % f stetig auf [a,b] ist, existiert das Integral, und mit den Bemerkun-
gen iiber Vertauschbarkeit von Differentiation und Linearformen (vgl. (1.1.2))
haben wir:

b b b
o [ Gfae= [ @ Grwi= [ L@ o pd =2 f0) - a'fla)

wobei der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung im skalarwertigen
Fall benutzt wurde. Gleichheit gilt fiir alle o' € X', also folgt der erste Teil
der Behauptung, da X' die Punkte von X trennt.

Die Regel fiir partielle Integration erhélt man durch Integration der Produkt-
regel unter Ausnutzung der Linearitit des Integrals und des gerade hergelei-
teten Hauptsatzes im X-wertigen Fall.

(e) Mit f und @ ist auch fop- ¢ stetig, folglich R-integrierbar, und fiir beliebiges
z' € X' gilt unter Berufung auf die skalarwertige Substitutionsregel:

b b
f/ﬂwmmm:l/fwmmwwt

[l
o
<
=

H\

[o]
kﬁ
—
&

Y

8

(f) Wir fixieren ein so € [¢, d] und schitzen fiir beliebiges s € [¢, d] mit Hilfe der
verallgemeinerten Dreiecksungleichung aus Teil (c) wie folgt ab:

b
1#6) = Fsolll = 1| [ (¢t,) = st
b
S/WM@#wwm

Fiir s — so strebt dieser Ausdruck jedoch nach dem Satz iiber Stetigkeit
skalarwertiger Parameterintegrale gegen Null. &

1.2.3 Zum Abschluf} noch eine triviale, aber niitzliche Bemerkung: Fiir ein x € X
und eine Funktion ¢ € C(R) ist natiirlich ¢ -z € C(R,X) und somit iiber [a,b]
integrierbar, und es gilt: f; o(t)xdt = fab ©(t)dt - x, wie man sich mit (1.2.2)(b) nach

Wahl von T': R — X als Multiplikationsoperator A NN vergewissert.

1.3 Fourierentwicklung fiir £(T, X)-Funktionen

Nach den Betrachtungen aus dem letzten Abschnitt kénnen wir nun problemlos die
Fourierkoeffizienten einer Funktion f € Cpe, (R, X) in Analogie zum skalarwertigen
Fall definieren als

27
f(n) = 1 fe ™dte X (n€Z).
2 Jo
Um der Formel das gewohnte Aussehen zu geben, schreiben wir dabei im Integran-
den die Skalarmultiplikation auf X als Rechtsmultiplikation.
Mit Hilfe der (nun X-wertig etablierten) partiellen Integration werden wir uns
iberzeugen, daff die Folge der Fourierkoeffizienten einer &, (R, X)-Funktion ein
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charakteristisches Wachstumsverhalten zeigt. Vorweg definieren wir den Raum der
schnell fallenden Folgen in X

sx i={(an)nez C X 1) flanll(1+ [n))* < oo Vke N}
neZ

mit zugehorigem erzeugenden Halbnormensystem

@n)nllie = llanll(L + [n))¥ (k€ No).
nez
sx wird dadurch zum Fréchetraum. Nun konnen wir das Wachstumsverhalten wie

folgt charakterisieren:

1.3.1 Lemma. Die Fourierkoeffizienten einer Funktion f € E,er (R, X) erfiillen:
(a) F)(n) = (in)" f(n) Vn € Z,me N,

() [IF Nl < F=llfllm ¥n € Z—{0},m € No

(c) (f(”))n € sx, genauer:

(d) VkeNo e >0 Vf € Eper(BX) [I(F(n)nlli e < il fllrta-

Die ersten beiden Teilaussagen gelten auch fiir C*, (R, X)-Funktionen fiir m < k.

per
Beweis.

(a) Fir n =m = 0 ist die Aussage offenbar richtig. Ist m > 1, so ergibt sich der
0-te Fourierkoeffizient von f zu

Fm(0) = - / T e
- 27T 0 dtm ’

und das ist Null (wie behauptet), was man mit dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung sofort feststellt, da mit f auch alle Ableitungen 27-
periodisch sind.

Fiir fiir n # 0 liefert partielle Integration die Beziehung

£ 1 o —int
fo = o [ s
1 e,int 2w 1 2m , efint
B %[—m (t)]o S or 0 7o —in dt
! 1 o ! —int
= ()5 | T,

wobei der Randterm wegen der Periodizitét von f verschwindet. Induktiv -
jede weitere partielle Integration liefert erneut den Faktor (s-) und eine um
1 hohere Ableitungsstufe im Integranden - folgt:

. 1 1 [2r ) 1 —
= ()" — (m) (e~ Mt = ™ £(m) 7 _
f(n) (m) 27 /. U (e " dt (m) f Vn € {0},m € Ny,

und man erhilt
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(b) mittels (1.2.2)(c)

. 1 ) 1
< - —int £(m) Dl < —— (k) Bl = m
1)l < MR igﬂg”e Sl < R j%lf 17 @O = n |m||f||
0<k<m

fir n € Z — {0}, m € Ny wie oben.

(¢) Mit m =k + 2,k € Ny beliebig, sieht man leicht:

1)l = S IF@II + <Z||f||k+z(1|+|,JZ'2) +IFO)].

ne”Z n#0

Die Reihe konvergiert, da sich ihre Glieder asymptotisch wie # verhalten.
Den Reihenwert bezeichnen wir mit M. Weiter schitzen wir den 0-ten Fou-
rierkoeffizienten ab:

R 27
17 (0)] = ZLII f)dt]] < sup||f (B = [Ifllo < I fllr+2  (Vk € No).
T Jo teR

Also: [|(f(n))nllik < (Mg + 1)||f|l5+2, und damit folgt die Behauptung, da
der Vorfaktor endlich ist und nur von k abhingt.

1.3.2 Lemma. Sei (a,),, € sx. Dann konvergiert die Fourierreihe Hoo a, e

n=-—o0o
in Eper(R, X) gegen eine Funktion f mit f(n) =a, (Vn e Z).

Beweis. Sei (a,), € sx beliebig. Dann gilt fiir alle ¢ € R:

> IIdt—mane’”tll <D linf™llanll < Y llanll(L + fin))™

nez nez nez

Daher konvergieren nach dem Weierstrafischen Majorantentest die Reihe 3 a,e"
sowie die Reihen der Ableitungen beliebiger Ordnung gleichm#fig auf R, d.h. die
Reihe konvergiert in der Topologie von &, (R, X) gegen eine Funktion f aus diesem
Raum (Vollsténdigkeit von Epe,(R, X)). Die Fourierkoeffizienten von f ermittelt
man nach Vertauschung von Reihe und Integral (gleichméflige Konvergenz) zu

N 1 27 —+oo i 1 ~+oo 27
f(n) = %/ > etlay - emimdt = > > / ih=mtds - ay = ay,
0

k=—o0 k=—o0

denn das letzte Integral liefert 27 fiir & = n und 0 sonst (Periodizitét). &

1.3.3 Satz. Jede Funktion f € Eper(R, X) IliBt sich in eine (in der Eper(R, X)-

oo f(n)e™ entwickeln.

Topologie konvergente) Fourierreihe f(t) =

Beweis. Die Fourierkoeffizientenfolge (f(n)), einer beliebig vorgegebenen Funktion
f € Eper (R, X) ist nach (1.3.1)(c) ein Element von sx. Nach (1.3.2) konvergiert
dann die Fourierreihe von f (in der passenden Topologie) gegen eine Funktion g €
Eper (R, X), fiir die gilt: g(n) = f(n) (n € Z). Bleibt zu zeigen: ¢ = f. Dazu
benutzen wir die Tatsache, daf fiir beliebiges ' € X' die beiden Funktionen z’ o
g und ' o f (skalarwertige) Eper(R)-Funktionen sind, deren Fourierkoeffizienten
tibereinstimmen. Ist ndmlich 2’ € X' beliebig, so hat man

— 1

27
o) = 5= [ datete e = i),
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und gleiches gilt mit f statt g, also wegen §(n) = f(n) (n € Z) auch

——

(@ og)(n) = (@0 f)(n) (n€Z)

fiir beliebiges ' € X'. Aus der skalarwertigen Fouriertheorie wissen wir dann aller-
dings, dafl schon

a'g(e") =a'f(e") (teR)

fiir alle 2’ € X' gelten muf. Dies geniigt jedoch, da X’ auf X punktetrennend ist.
¢

Der Satz lehrt insbesondere, daf§ die trigonometrischen Polynome in Eper (R, X)
bzw. £(T, X) dicht liegen, eine Struktureigenschaft, die insbesondere in der Dar-
stellung von £(T, X) als Tensorprodukt wertvolle Dienste leistet. Halten wir also
fest:

1.3.4 Korollar. Die trigonometrischen Polynome liegen dicht in Epe,(R, X). Ins-
besondere gilt: Eper (R, X) = lin{p -2 : p € Eper(R),x € X }.

Beweis. Die Partialsummen der zu f € &, (R, X) gehorigen Fourierreihe sind tri-
gonometrische Polynome der Form Z;zf . f(n)e'™, liegen also insbesondere auch in
lin {¢-x:p € Eper(R),z € X}. Nach dem letzten Satz wissen wir: die Partialsum-
men konvergieren in &Eper (R, X), d.h. f ist approximierbar durch trigonometrische
Polynome, was auch die nichttriviale Inklusion ,,C*“ zeigt, denn f als Grenzwert

liegt in lin{- - -}. ¢

Durch Kombination der einzelnen Teilergebnisse erhalten wir die folgende topo-
logische Identifizierung:

1.3.5 Satz. Die Fourierentwicklung

F:&per (R X) = sx; fr (f(n))n mit f(n) := % o FH)e mtat
0

ist ein topologischer Isomorphismus.

Beweis. Nach Lemma (1.3.1) (c) ist die Abbildung F' wohldefiniert, und somit of-
fenbar linear (Linearitiit des Integrals in der Definition von f(n)). Die Abschitzung
(1.3.1) (d) ist dann aber nichts anderes als die Stetigkeit von F' beziiglich der
auf Eper (R, X) bzw. sx eingefithrten lokalkonvexen Topologien. Zur Injektivitét:
F(f) =0=Vn €Z: f(n) =0, also mit (1.3.3) f(t) = 3, e™ f(n) = 0. Des-
weiteren liefert Lemma (1.3.2) zu jedem Element aus sx ein Urbild unter F'. Da

sx ein Fréchetraum ist, folgt die Stetigkeit von F~! aus dem Prinzip der offenen
Abbildung. &

Wir werden nun noch anstelle glatter Funktionen solche mit endlicher Differen-
zierbarkeitsordnung untersuchen. Es ist klar, daf} die obige Beweisfithrung im Falle
f € C¥, (R, X) nicht mehr anwendbar ist. Trotzdem 1&Bt sich mit dem Verfahren
der Cesaro-Mittel noch die folgende Aussage retten:

1.3.6 Satz. Fiir k € Ny liegen die trigonometrischen Polynome dicht in C¥, (R, X).

per

Oder abgeschwiicht: Ck, (R, X) = lin{g -2 : ¢ € Eper(R),x € X}, wobei sich der

per

Abschluf$ auf die C*-Topologie bezieht.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage in mehreren Schritten. Es sei zunichst f €
Cper (R, X). Fiir die Folge der Partialsummen der zu f gehorigen Fourierreihe gilt:

n

Zn: f(k)elkt — Z eikt;;r /‘Tr 7iksf(8)d8
k=—n
— / Z —ik(s—t) d

Tk=—n
= o _ﬂ(k;n e f(r + t)dr.

Fiir den sogenannten Dirichlet-Kern
n .
— Z efzk:‘r
k=—n
verifiziert man ohne grofie Miihe
Dy (r)dr =27  sowie Dyn(1) = Dp(—7).

Unter Ausnutzung dieser letztgenannten Symmetrie {iberzeugt man sich durch Sub-
stitution von der Giiltigkeit der Beziehung

0 L
fe+7)D dT—/ f@—-7)D (—1)dT:/ ft —71)D,(r)dr
- 0
was ausgehend von der oben gewonnenen Darstellung
Z f et = — f@&+71)Dy(r)dr
k=—n -

zu folgendem Ausdruck fiihrt:

S FRye o M Ry LGS

k=—n

Fiir m € N definieren wir das m-te Cesaro-Mittel als

Cn ) = — +1Z Z fk)et*t

n=0k=—n
1" -
= — — D
3 J, P+ D)+ 1€ = DIy 32 Dulryar
1 ™
= 5 [fit+7)+ f(t —7)|Fn(7)dr,
™ Jo
wobei wir die Integraldarstellung von oben ausgenutzt haben und abkiirzend
1 m
F = — D
n(r) = ——= 3" Du(7)

n=0
fiir den Fejérkern schreiben. Fiir diesen verifiziert man die folgende geschlossene
Darstellung (vgl. Heuser [11]):
1 sin®(m+1)%
(m+1) sin® Z

F,(r)=
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(in 7 = 0 stetig fortgesetzt), woraus wir sofort folgern, dafl fiir 0 < § <7 <27 —§
gilt:

1 1
0<F, < > -
<) S G e
Weiter gilt fiir alle m € N:
/ F,(r)dr = —— Z / D, ( 1 i T=7
m+1 m+1 —~ ’
also fiir alle t € R : = 5[5 2f(t)Fn(7)dr, so daB wir abschlieBend folgende

Darstellung gefunden haben

1

(Cn)f(t) = f(t) = %/o [fE+7)+ f(E —7) = 2f ()] Fm(T)dT.
Schreiben wir abkiirzend g(¢,7) := f(t + 7) + f(t — 7) — 2f(t), so lduft nun alles

darauf hinaus, zu zeigen, dafl
/ g(t, T)Ep (T)dr ™57 0  gleichmiBig in ¢ € R;
0

damit ist dann nachgewiesen, daB fiir stetiges f gilt: Cy,, f — f (gleichm&Big), wobei
die C), trigonometrische Polynome sind, wie man in ihrer Definition leicht nachliest.
Zunichst tiberlegen wir uns, daf} eine 27-periodische stetige Funktion f : R — X
automatisch gleichmiBig stetig ist (denn wegen der Periodizitét geniigt es zu bemer-
ken, daB8 f auf einem beliebigen, das Periodizitatsintervall [0, 27] echt umfassenden,
kompakten Intervall gleichmafig stetig ist).
Somit wissen wir: Ve >0 36 € (0,7) Vr e (0,0) Vte R gilt:

1£(t+7) = S < o= und 15— 7) = FOI < =,

7

mit der Dreiecksungleichung also:

lg@ DI < FE+7) = FOI+ 1t =7) = F@OI < %

Damit macht ein Teil des zu betrachtenden Integrals jedenfalls keine Probleme:

§
||/ g(t,7) Fon( dT|| /||gtT||F dT<—/ Fy,
0

und dies ist unabhéingig von m und ¢ € R Bei dem noch verbleibenden Integral
f5 (---)dr nutzen wir die Tatsache aus, daB ||g(¢,7)|| < 4[| f||o unabhiingig von ¢ und
T gllt Zusammen mit der Abschatzung fiir den Fejérkern erhilt man damit:

|| / (t, ) F(ndr]| < /;Ilg(tﬁ)IIFm(T)dT

ar(|fllo 1
sin” £ m + 1

IN

<

°“ TN

fiir o hinreichend grof} in Abhingigkeit von § = d(¢), unabhiingig von ¢. Insgesamt

ist somit erreicht worden, daf}

||/ (t,7)Fp (7)drl| < & Vi >mo(e) (¢ € R beliebig).
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Damit ist die gleichm#fBige Konvergenz von C,,f gegen f gesichert. Der Schritt
zum C*-Fall ist nun nicht mehr schwierig, denn fiir k-mal stetig differenzierbares f
rechnet man leicht nach (unter Verwendung von (1.3.1)(a)):

!
CaliNO) = o3 3 e

=
- m+1nzog_:nlk e
- dtlm—l—lzk;nf e
= LCunit).

Ist nun f € CF,.(R,X), so ist dtl f stetlg fiir 0 <1 < k und nach dem ersten Teil

des Beweises wissen wir dann, daf§ Cmﬁ f— W f (gleichméBig auf R). Nach obiger
kleiner Rechnung heiflt das aber:

per

dl

dt’( Cnf)t) — g 7 lf gleichmifig auf R.

Mit anderen Worten: C,, f konvergiert gleichméfig in allen Ableitungen (bis zur
Ordnung k) gegen f, das ist aber nichts anderes als die C*-Konvergenz. Wie oben
bereits bemerkt sind die Cy, f trigonometrische Polynome und liegen als solche in
lin {¢-2: ¢ € Eper(R),z € X}. Damit folgt die Behauptung des Satzes. &

Alle Resultate iiber 27-periodische Funktionen auf R lassen sich natiirlich um-
formulieren als solche iiber Funktionen auf T. Wir stellen diese im néchsten Satz
zusammen; hier wie im folgenden bezeichnen wir mit z kurz die identische Funktion
auf T.

1.3.7 Satz. Definieren wir fiir eine Funktion f € C(T,X) die Fourierkoeffizienten

als
1

2

f(k) =

so gelten folgende Aussagen:

2w
flee *dt (ke 17),
0

(a) Die Fourierreihe :fﬁoo f(n)z" einer Funktion f € £(T,X) konvergiert in

der (T, X)-Topologie gegen f.

(b) Die Fourierentwicklung Fr : (T, X) — sx; f + (f(n)), ist ein topologi-
scher Isomorphismus.

(c) Die trigonometrischen Polynome liegen dicht in (T, X) und in C*(T, X) fiir
k € Ny, und es gilt:

CHMT,X) = Iinfp-z:9pc&M),zeX}
E(T,X) = lin{p-z:9c&(M),zec X},

wobei sich der Abschluf} auf die Topologie des jeweiligen Oberraumes bezieht.
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Beweis.

(a) Mit f € &(T,X) ist f(e") € Epep(R,X). Die Reihe 300 f(ei)(n)ei™
konvergiert damit jedoch nach (1.3.2) und (1.3.1)(c) in &Eper (R, X). Nach De-
finition der Fourierkoeffizienten von f und der Topologie auf £(T, X) ist dies
jedoch gleichbedeutend mit der Konvergenz von Y >~ f(n)z" in £(T, X).
Der Grenzwert ist f, denn mit k € Ny gilt:

+1 R +H ) )
1> F@)2" = flle =11 D fle)(m)e™ = fe)lle — 0

n=—I1 n=—I|

nach Lemma (1.3.3).

(b) Man beachte lediglich, dafl Fy = Foix nach Definition der Fourierkoeffizienten
einer £(T, X)-Funktion (vgl. (1.1.4) und (1.3.5)), und beide Abbildungen sind
topologische Isomorphismen.

(c) Der C*°-Fall folgt aus (a), fiir den C*-Fall setzen wir im Beweis der ersten
Aussage die Reihe der Cesaro-Mittel ein (vgl. (1.3.6)). &

1.4 Eine Tensorproduktdarstellung von £(T, X)

1.4.1 Fiir glatte Funktionen £(R, X) hat man den topologischen Isomorphismus
(Treves [19], S.533)

ERBX 25 &R, X)
pr = -,

wobei @ durch diese Angabe eindeutig bestimmt ist, denn die lineare Hiille der Ele-
mentartensoren liegt dicht. Wir werden sehen, daf§ die Einschrinkung ®g| Epen(R)EX
eine analoge Darstellung von periodischen C'*°-Funktionen ermdoglicht. (Was man
dazu an Eigenschaften topologischer Tensorprodukte benétigt, findet sich im An-
hang.) Zuerst vermerken wir noch:

1.4.2 Lemma. Folgende Riume sind nuklear: Eper(R), £(T) und dessen starker
Dual £'(T).

Beweis. £(R) ist nuklear (siehe [19]). Unterrdume nuklearer Riume sind nuklear,
daher ist Eper(R) nuklear, damit aber auch £(T), denn die beiden R#ume sind
topologisch isomorph. Ferner ist ein Fréchetraum genau dann nuklear, wenn sein
starker Dual es ist ([19], Prop. 50.6).

Einfacher als die Nuklearitéit von £(R) ist wohl die von s einzusehen, aber auch
hier haben wir gezeigt: Eper(R) und £(T) sind topologisch isomorph zu s, folglich
nuklear. O

1.4.3 Satz. Die eindeutig bestimmte stetig lineare Abbildung
EMHX 2 &(T,X)
mit P(p®xz) = @-x firallepe&(T), x € X

ist ein topologischer Isomorphismus.
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Beweis. Zunéichst iiberlegen wir uns die Existenz einer eindeutig bestimmten ste-
tig linearen Abbildung @ : Eper(]R)®X — Eper (R, X)), die auf Elementartensoren
entsprechend wirkt, d.h. ®o(@ @ x) = ¢ -z (¢ € Eper(R),z € X).

Bezeichnen wir die Einbettungsabbildung Eper(R) < &(R) mit 7, so ist j ein
topologischer Monomorphismus (denn Epe,(R) ist abgeschlossener Unterraum von
E(R)). Gleiches gilt fiir die Identitdt auf X und damit auch fiir die Abbildung
j2id : Eper(R)BX — E(R)®X zwischen den Tensorprodukten (beachte: &pe, (R) ist
nuklear). Identifiziert man nun & (R)®X vermoge j ® id mit einem abgeschlosse-
nen Unterraum von £(R)® X, so wird die Abbildung ®, zu einer Einschrinkung des
topologischen Isomorphismus ®g aus (1.4.1). Damit ist @ topologischer Monomor-
phismus, und fiir die Surjektivitit braucht man sich nur zu iiberlegen, dafl ¢ dichtes
Bild hat. Das Bild von ® enthilt aber insbesondere die Bilder von Elementar-
tensoren aus Epe, (R) ® X und damit die Menge lin {p-z : ¢ € Eper (R),z € X}, die
nach Korollar (1.3.4) dicht in &, (R, X) ist. Die Abbildung ® entsteht dann aus
@y durch Kombination mit den topologischen Isomorphismen i und ix aus (1.1.4)
gemif des folgenden Diagrammes:

SMBX —2—  &(T,X)

iq®idl T(ix)*l

Eper(R)BX —220 £,..(R, X).

¢

Als néichstes wollen wir kurz auf die sich aus der Tensorproduktdarstellung er-
gebende Dualitéitstheorie fiir £(T, X)) eingehen. Vorweg sei an die kanonischen Iden-
tifizierungen (E, F' Fréchetriume, E nuklear)

©:EQF = (EXQF)
H:E'®F = L(E,F
erinnert (zur Funktionsweise siehe Anhang B).

1.4.4 Korollar. Es gibt eindeutige topologische Isomorphismen:
(a) p: E(T,X) — (E(MEX) mit < ¢ @z, p(u) >=< pz,u >
(b) o:E(MBX' — E(T,X)" mit < px,0(v @ ') >=< p,v >< x,2' >
(c) v: E(T,X) — LE(T), X') mit < z, (v(u))(p) >=< pz,u >.
Beweis.

(a) Mit der Abbildung ® aus dem letzten Satz ist natiirlich auch die Adjungierte
p := @' ein topologischer Isomorphismus, dessen Wirkungsweise sich mit be-
liebigen Elementen ¢ € £(T), v € X und u € E(T, X)" wie folgt beschreiben
1a83t:

<p®z,plu) >=< Bl @), u >=< pz,u >.
Weiter ist p als stetig lineare Abbildung durch diese Angaben schon eindeutig
festgelegt, da die lineare Hiille der Elementartensoren in £(T)®X dicht liegt.

(b) Mit der Abbildung © aus dem Anhang {iber Tensorprodukte (setze E := £(T)
(nuklear) und F' := X) und p = &' aus Teil (a) setzen wir o wie folgt zusam-
men: ¢ := p~1oO. Mit p und © ist dann auch ¢ topologischer Isomorphismus,
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fiir den man auf Elementartensoren v ® ¢’ € £'(T) ® X' bestétigt:

<gpr,over)> = <@7'(pr),0@wxa’) >
= <ypoz,0@We1)>
= <pu><z,z >

fiir alle ¢ € &(T), x € X. Wegen der Dichtheitsbeziehungen £(T,X) =
lin{pz : ¢ € E(T), 2 € X} (vgl. (1.3.7)(c)) und &(T)&X' = lin{fv ® 2’ :
v e &(T), 2’ € X'} legen diese Angaben p als stetig lineare Abbildung schon
eindeutig fest.

(c) Auch v kénnen wir aus bereits bekannten Abbildungen zusammensetzen: v :=
H oo ! Nach (b) wissen wir: die lineare Hiille von Elementen der Form
u=oc(v®s)mtoe(T), ' € X' liegt dicht in E(T, X)’. Testen wir die
Funktionsweise von - auf einem solchen u, so ergibt sich:

<z,(y(W)(p) > = <z, ((Hoo H(o(wea)))(p) >
= <u(HEo)p) >
= <z, <puv>z >
= <pv><z,x >
= <yr,olver)>
= <pr,u>

mit z € X beliebig. Mit dem Dichtheitsargument von oben (und da X auf X'
die Punkte trennt), ist v durch diese Angaben eindeutig bestimmt. &

1.5 &(T,X) als projektiver Limes

Neben der Tensorproduktdarstellung aus dem letzten Abschnitt wird uns eine an-
dere Darstellung von £(T, X) oft von Nutzen sein. An ihr l&ft sich auch in beson-
ders einfacher Weise das Konzept des projektiven Limes verdeutlichen. In unserem
Fall ist dies die mathematisch exakte Formulierung der Vorstellung, dal der Raum
der C*°-Funktionen sich stufenweise approximieren 18t aus C*-Funktionen immer
hoherer Regularititsklasse. Zunéchst zu den grundlegenden Begrifflichkeiten:

1.5.1 Ein System von Fréchetriumen {Ej : k € Ny} (Stufen) mit einer Familie
von stetig linearen Abbildungen 7 := {my; : B} — Ey; [ >k} (Strukturabbildun-
gen) bildet ein abzihlbares projektives Spektrum von Fréchetrdumen, falls folgende
beiden Strukturaxiome gelten:

e = g, YEEN
Tel O Tim = Tkm Vk <1 <m (Konjugiertheitsbedingung).

Der projektive Limes eines solchen Spektrums ({Ej}, ) ist definiert als Teilraum
des Produktraumes II; E}.:

{iLnEk = {(-Tf'k)k el Ey : mpx = xp (Vl > k)},

versehen mit der Relativtopologie des Produktraumes. Algebraisch ist dies die Men-
ge aller Vektoren aus dem Produkt, deren Lage im Produktraum mit den Struktur-
abbildungen vertraglich ist. Mit der angegebenen Topologie ist dies ein abgeschlos-
sener Unterraum des Produktraumes, also fiir abzihlbare projektive Spektren von
Fréchetrdumen selbst wieder ein Fréchetraum.
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Man iiberlegt sich weiter, daf3 die Topologie von lim Ej, bereits erzeugt wird von
P
dem Halbnormensystem:

{pomy: keNy,p€ Py},
wobei Py ein erzeugendes Halbnormensystem der jeweiligen Stufe Ej und 7 :

lim E; — Ej die kanonische Projektion bezeichnen. Fiir vollstindige Beweise der
—

hierbei gemachten Aussagen sei auf [9] verwiesen.

1.5.2 Satz. Die kanonische Einbettung i : £(T,X) — im C*(T, X); f s (f) ist
—

ein topologischer Isomorphismus. Hierbei bezeichne (f) € 11;,C*(T, X) das Element

des Produktraumes, dessen sédmtliche Komponenten gleich f sind.

Beweis. Als Strukturabbildungen 7g; verwenden wir die natiirlichen Inklusionen
CYT,X) = C*(T,X) (I > k), die wegen || - || < ||-||i fiir I > k jeweils stetig
sind und die Strukturaxiome trivialerweise erfiillen. Dadurch erhilt der projektive
Limes eine besonders einfache Struktur, denn:

(fl)lEhéan(T,X) & mufi=fi (VI>k)

& fi=fo€ ﬁC’“(T,X):S(T,X) (VI € N).

k=0

Daraus folgt unmittelbar, da§ die Abbildung £(T,X) > f s (f) € {iLan(T,X)

bijektiv ist. Offenbar ist ¢ auch linear (gilt komponentenweise) und stetig, denn:
76 (Z(f))le = || fllk, wo links ein erzeugendes Halbnormensystem fiir den projek-
tiven Limes durchlaufen wird. Da £(T, X) und {iLan (T, X) beides Fréchetraume

sind, folgt die Stetigkeit von i~! aus dem Prinzip der offenen Abbildung. &



20 2 VERALLGEMEINERT £(T)-SKALARE OPERATOREN

2 Verallgemeinert £(T)-skalare Operatoren

Im vorliegenden Kapitel werden wir unsere Aufmerksamkeit auf Operatoren mit
C*-Funktionalkalkiil iber der Einheitskreislinie richten. Dabei werden wir im Vor-
beigehen all das in Form von Korollaren festhalten, was sich iiber Einschréinkungen
der betrachteten Operatoren auf einen abgeschlossenen invarianten Unterraum sa-
gen lift.

Vorweg eine Bemerkung zur Sprechweise: Ist ein stetig linearer Operator 1" auf
einem Banachraum X gegeben, und A eine Algebra komplexwertiger Funktionen
(definiert auf einer Obermenge von o (7)), so verstehen wir unter einem (stetigen)
Funktionalkalkiil fiir 7' einen (stetigen) Algebrenhomomorphismus ® : 4 — L(X)
mit ®(1) = id, ®(z) = T'. (Insbesondere kommen nur solche Algebren in Frage, die
die konstante Funktion 1 sowie die identische Funktion z enthalten.)

Falls A in irgendeiner Form topologisiert ist, so betrachten wir nur stetige Funk-
tionalkalkiile und unterdriicken die Eigenschaft ”stetig” in der Notation. In diesem
Falle sagen wir kurz: 7" hat einen A-Kalkiil.

2.1 Eine Charakterisierung £(T)-skalarer Operatoren

2.1.1 Definition. Sei X ein Banachraum, T € L(X) stetig linear.

(a) T heift (verallgemeinert) £(T)-skalar, wenn es einen stetigen &(T)-Kalkiil fiir
T gibt. Dafiir schreiben wir kurz: T € [E(T)].

(b) T heift £(T)-subskalar, wenn es einen Banachraum X und einen Operator
T e L(X ) gibt, so daB T &hnlich zu einer Einschridnkung von T auf einen
abgeschlossenen invarianten Unterraum X, ist. Ahnlichkeit bedeutet dabei: Es
existiert ein topologischer Isomorphismusi : X — Xo, sodaBT = i_loT| X, %4

(c) Analog definiert man C*(T)-(sub)skalar.

2.1.2 Zu Beginn eine zwar einfache, aber niitzliche Bemerkung iiber die Eindeutig-
keit eines £(T)-Kalkiils: Sei T' € L(X) ein Operator mit £(T)-Kalkiil & : £(T) —
L(X). Ist dann f € £(T) eine beliebige glatte Funktion auf dem Torus, so wis-
sen wir, dafl diese durch ihre Fourierreihe dargestellt wird. Mit der Stetigkeit des
Kalkiils und seinen algebraischen Eigenschaften sieht man daher sofort ein, daf

e(f)=2( Y fm=z)= Y e(fm)e")= Y f)(@E) = Y f)T™

n=—oo n=—oo n=—oo n=—oo

Das heifit insbesondere: der £(T)-Kalkiil ist eindeutig, und dies ist die einzige
Moglichkeit, ihn zu konstruieren. Weiter liest man ab: Das Wachstumsverhalten
der Potenzen von 7' muf} in dem Sinne gemé&Bigt sein, daff die Konvergenz der letz-
ten Reihe fiir beliebiges f gewihrleistet ist. Hierbei muf} natiirlich beriicksichtigt
werden, daf§ die Fourierkoeffizienten einer £(T)-Funktion schnell fallen.

Im nachfolgenden Satz werden diese Uberlegungen prizisiert: Wir werden se-
hen, dafl eine Wachstumsbedingung an die Potenzen - oder dquivalent eine an die
Resolvente - notwendig und hinreichend ist fiir die Existenz eines £(T)-Kalkiils.
Dieses Resultat stammt urspriinglich von Colojoard und Foiag (vgl. [5], Kap. 5);
der Beweis wird dort allerdings auf mehrere Lemmata verteilt, wobei genau unter-
sucht wird, wie sich die jeweilige Wachstumsordnung in der Qualitét des Kalkiils
(C* statt C*°) niederschligt. Da wir in erster Linie an &(T)-Kalkiilen interessiert
sind, wird im folgenden ein auf diesen Spezialfall zugeschnittener Beweis gegeben:
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2.1.3 Satz. (Colojoara und Foias) Fiir T € L(X) sind dquivalent:

(a) T € [£(T)]

(b) o(T) CTundIe >0 FJkeNy: ||R(T) L |1—\CCH’*‘ O< 1=l <1

(c) T ist bijektivund 3¢ >0 3k €N, VneZ: || T"||<é1+ |n))*.

Beweis.

(a) = (b). Sei ® : £(T) — L(X) ein Funktionalkalkiil fiir T. Fiir |(] # 1 ist
die Funktion (¢ — z)~! € &£(T), d.h. ®((¢ — z)~!) ist wohldefiniert und gleich der
Resolvente von T in ¢ (® ist Algebrenhomomorphismus). Folglich ist o(T") C T.
Weiter liefert die Stetigkeit von ® ein a > 0 und F' C Ny endlich, so daf fiir { ¢ T
gilt:

FREGT) 1=l @((¢ = 2) D IS emax | ((=2) " i< all (€=2) " llmaxr
(letzteres, weil die Halbnormen von £(T) aufsteigend geordnet sind). Um die Halb-
norm auf der rechten Seite auszuwerten, iiberlegen wir uns zunéchst induktiv, dafl

J

VieNo 3feE(M: Z

C_ eit)fl — (C _ €it)7(j+1)fj(€it) (t € R)
Fiir 7 = 0 ist die Aussage klar, und der Induktionsschritt lautet wie folgt:

ditt

d
e

L((C — )y fi(e)

= (C—e")TU (G + Dyjie () + (¢ — e“)—UH)%fj(eit)
= (=) v (U + Vi’ fj(e") + (¢ - w)%fj(eit))

= (e [ (e),

Mit f; ist also auch f;4; eine glatte Funktion auf dem Torus. Insbesondere sind alle
f; beschrénkt, und man erhilt folgende Abschétzung:

it)—l

1

j i) 1] < _ _ it —=(i+1) — . T T
(=< £ o suplc— et i llo Cisee mys

Supl
Unter Beriicksichtigung der Beziehung dist(¢,T) = |1 — |¢]| folgt daraus fir 0 <
|1 —[¢]| < 1 unmittelbar:

d7 . 1
-l — —etyl < TGS
N = s Tt 1= (s, 10 ) =i

Einsetzen dieser Beziehung mit m = max F' in die Normabschétzung fiir die Resol-
vente liefert die Behauptung (mit k = m + 1).

(b) = (c). Mit Hilfe des holomorphen Funktionalkalkiils kann man die Wachs-
tumsbedingung fiir die Resolvente umwandeln in eine fiir die Norm der Potenzen
des Operators T'. Fiir alle n € Z ist 2™ € O(C—{0}) und wegen ¢(7") C T umrundet
I, :=0D14.(0)©0D;_.(0) fiir kleine € das Spektrum von 7" in C— {0}, so daf} wir
die Potenzen von T schreiben kénnen als:

27TZ/C”RCT (0<e<).
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Die Standardabschétzung fiir Kurvenintegrale liefert mit der in (b) vorausgesetzten
Wachstumsbedingung:

™ < (1 ntl R((,T 1—¢)"tt R, T
1771 € @™ max JREGD) I+0-e" max (IRET) |

+e

n n ¢ M
< (4"t +(1-¢) “)g—k (mit (b)).
Wir beschrinken uns zunéichst auf die positiven Potenzen, betrachten also n > 0.
Dann ist (1 —¢)"™! < (1 +¢)"™! und es gilt:

(1+¢e)ntt

) < 255

Setzen wir fiir € die (hinreichend spéten) Glieder der Nullfolge (£), ein, so erhalten
wir fir n > k die Beziehung:

(1 kyn+1
77 < 26—
weshalb gilt:

17"

nk

1+ Eyn+1 k
( n) e 2cZ—k eR

< 2c
Fiihren wir die gesamte Uberlegung fiir negative Exponenten durch, erhalten wir
(nun mit (1 4+ &)~ < (1 — &)~ fiir n > 0):

_ E)7n+1

—n (1
I < 2e0 =5
und mit € wie oben gilt (n > k):

"] -5
< 2c o

n—00 ek
— 2c— € R
nk kk

Die beiden Folgen % und ”{lﬁ sind somit durch eine positive Konstante ¢
beschrinkt, also ||77| < &n|* < &1 4+ |n|)* fiir n € Z. Es folgt (c) mit k = k.

(c) = (a). Wir definieren den Kalkiil auf die einzig mogliche Weise, némlich
®:E8(T) = LIX); fre= 2, f(n)T™. Falls & wohldefiniert ist, also die Reihe

jedenfalls konvergiert, ist ® sicher linear (da f + (f(n)), linear). Setzen wir unser
Wissen iiber das Wachstumsverhalten der Fourierkoeflizienten einer £(T)-Funktion
sowie der Potenzen von T ein, so erhalten wir (unter Verwendung von (1.3.1)(d) im
letzten Schritt):

1A < DT < Y 1F et + nl)* = all(FeDll ;< acgll g

neZ nez

Dies liefert auf einen Schlag die absolute Konvergenz der Reihe (d.h. fiir festes f ist
®(f) stetig linearer Operator auf X, also ® wohldefiniert) und die Stetigkeit von ®.

Die absolute Konvergenz der Reihe erlaubt es uns, mit dem Cauchy-Produkt die
Multiplikativitdt von ® nachzurechnen:

(S FT) (Y a1 =3 (X fk)gin - )T = 3 (f9)(m)T"
nez nez nezZ kecZ nezZ

fir f,g € £(T), wobei wir die Formel fiir die Fourierentwicklung eines Produktes
benutzt haben. Dies macht & zum stetigen Algebrenhomomorphismus.

Man rechnet schlieBlich leicht nach, daB 1(n) = &, und 2(n) = 6y, eingesetat
also: ®(1) =T° =id, ®(z) = T. &

Aus der Charakterisierung tiber Potenzwachstum folgt unmittelbar:
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2.1.4 Korollar. (a) Isometrische Isomorphismen sind &(T)-skalar.

(b) Fiir T € L(X) gilt: T € [E(T)] & T' € [£(T)], sowie T € [E(T)] & T' €
[€(T)].

(c) Ist S,T € L(X) ein kommutierendes Paar von Operatoren mit S,T € [E(T)],
so gilt: ST € [E(T)].

Beweis.

(a) Isometrische Isomorphismen sind invertierbar und erfiillen die Wachstumsbe-
dingung an die Potenzen mit ¢ =1, k = 0.

(b) Wegen o(T") = o(T) C T ist mit T auch T” invertierbar und umgekehrt;
und tiber die Norm der Potenzen weifl man (fiir n € Z beliebig): [|(T")"|| =
1(T™)|] = [|IT™|]- Also ist das Wachstumsverhalten der Potenzen gleich; wach-
sen also die Potenzen des einen Operators langsam, so auch die des anderen.
Das ist aber nach vorigem Satz notwendig und hinreichend fiir die Existenz
eines Kalkiils. Ein #hnliches Argument mit 7! statt 7" liefert die Giiltigkeit
des zweiten Teils der Behauptung.

(c) Mit S und T ist natiirlich auch ST invertierbar. Da beide den £(T)-Kalkiil
besitzen, existieren nach dem Satz Konstanten ¢y,ce > 0 und ki, k2 € N mit
IS < e1(1+ |n))** und ||T7| < e2(1 + |n|)*2. Also gilt fiir die Norm von
(ST)™ fur alle n € Z (beachte: S, T kommutieren):

ST | = 15T < [S™MT™] < crea (L + |nf)fFre.

Das heif3t: die Potenzen des Produktes wachsen langsam, also garantiert der
Satz die Existenz eines £(T)-Kalkiils fiir das Produkt. &

Man beachte, dafl die Implikation ”=" in (a) fiir alle Kalkiile trivialerweise
gilt (ist @ ein Kalkiil, so ist f — (@(f))' einer fiir den adjungierten Operator).
Die Betonung liegt daher auf der umgekehrten Implikation, die im allgemeinen Fall
keineswegs gelten muf.

Im Hinblick auf £(T)-subskalare Operatoren stellt sich die Frage, wie sich die
Wachstumsbedingung an die Potenzen aus Satz (2.1.3) auf Einschrinkungen ver-
erbt. Eine Antwort gibt das nachstehende Korollar, in dem wir gleich noch einige
einfache Folgerungen festhalten:

2.1.5 Korollar. Ist T € L(X) ein £(T)-subskalarer Operator, so gelten folgende
Aussagen:

(a) Es gibt Konstanten a,b > 0, k € Ny:
No,x € X)

il <] < b1+ n)Fflell (n €

(b) Fiir n € N ist T™ injektiv mit abgeschlossenem Bild.

(c) Ist T zusétzlich bijektiv, d.h. 0 & o(T'), so ist T schon selbst £(T)-skalar.

(d) Der Spektralradius erfiillt: r(T') = 1, insbesondere o(T') C D.
Beweis.

(a) Wenn T' £(T)-subskalar ist, dann gibt es definitionsgeméf einen &(T)-skalaren
Operator T auf einem Banachraum X und einen topologischen Isomorphismus
: X — X, auf einen abgeschlossenen invarianten Teilraum X, von 7', so daB
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T sich schreiben LBt als 7' =i~ 1 o T|l x o 4. Man sieht sofort, dafl sich diese
Darstellung auf alle positiven Potenzen iibertragt:

T" =i oT|oi (nely).
Daraus resultiert (beachte |77 || < [|7"]]) die Normabschiitzung
N7 1< 1 ™)< ™ Hlelle(d + [nl)* - (n € No)
mit den Konstanten ¢ und k aus Satz (2.1.3). Das ist die rechte Ungleichung

aus der Behauptung mit b := [|i~2||]i]|c.

Die linke sieht man folgendermafen ein: fiir 7" wachsen auch die negativen Po-
tenzen langsam, und ¢ ist als topologische Einbettung nach unten beschrénkt,
d.h. |Jiz|| > m]|z|| (mit m > 0) fiir z € X beliebig. Daher gilt fiir n € Ny
(beachte T|fX oi=1io0T):

1 F—ngin ;
ol < ST Tixix]
c .
< E(1+|_n|>k||T|iXZ$H
c
= —(1 ki
£ (14 n) i
c . n
< =@+ n)"ENT |

m

fiir alle x € X, oder - auf die richtige Form gebracht:

m_ ||l
— < |1 T"x neNy,z e X).

Das ist die linke Ungleichung, wobei offensichtlich ist, wie man a zu wihlen
hat.

Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus (a), da die linke Ungleichung besagt:
T™ ist nach unten beschréinkt.

Ist T £(T)-subskalar, so gelten die Abschétzungen aus (a). Ist T' invertierbar,
so liefert die linke (z € X, n € Ny):

al|T "z B
AT yprp ) = a),

(1+n)k —

bzw. nach Supremumsbildung tiber {z € X : ||z]| = 1}:
1
177 <~ ] = n))*  (n € No).
Die rechte Ungleichung aus (a) besagt hingegen:
177 <L+ [n))* (0 € No).

Mit ¢ > max{ %, b} werden dann offensichtlich die Wachstumsbedingungen aus
Satz (2.1.3) erfiillt, d.h. T ist selbst schon £(T)-skalar.

Wir verwenden die bekannte Formel fiir den Spektralradius und schéitzen dazu
|T™])% mit (a) wie folgt ab:

ﬁ <|Tf < VTR (n e,

Man erkennt: Linke und rechte Seite streben gegen 1 fiir n — oo, der Term in
der Mitte gegen den Spektralradius r(T). &
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Das Korollar liefert uns somit notwendige Bedingungen, die ein £(T)-subskalarer
Operator erfiillen muf}. Man beachte, dal man langsames Potenzwachstum jetzt
nur noch fiir die positiven Potenzen hat. Anstelle des entsprechenden Verhaltens
fiir die negativen Potenzen (die im Gegensatz zum skalaren Falle nicht notwendig
existieren miissen) tritt eine Beschrinktheitsbedingung nach unten. Damit hat ein
Operator, der kein topologischer Monomorphismus ist, gar nicht erst die Chance,
E(T)-subskalar zu sein. Invertierbarkeit ist allerdings eine zu starke Voraussetzung,
wie in (c¢) deutlich wird: dann hat der Operator némlich selbst schon den &£(T)-
Kalkiil. Die Aussage iiber das Spektrum aus Teil (d) 18t sich noch wesentlich
verbessern:

2.1.6 Satz. Ist T € L(X) ein £(T)-subskalarer Operator, so gilt fiir das appro-
ximative Punktspektrum: oq,(T") C T. Insbesondere ist eine der beiden folgenden
Alternativen erfiillt:

(a) o(T) C T oder dquivalent: T ist £(T)-skalar
(b) o(T) = D.

Beweis. Wir zeigen zunichst die Aussage iiber o4, (T): Sei T' € L(X) eine &(T)-
skalare Erweiterung von T' bis auf Ahnlichkeit, d.h. es gelte i o T = T o i mit einem
topologischen Monomorphismus ¢ : X — X. Ist dann A\ € 0ap(T), so existiert
definitionsgemaf eine Folge von Einheitsvektoren (z, ), in X mit (A — T)z, — 0,
woraus wir folgern: ¢(A — T")z,, — 0; und wegen der Vertauschungseigenschaft und
Linearitiit von i heit das: (A — 17)iz, — 0.

Angenommen A ¢ T, so ist wegen U(T) C T die Resolvente von 7" in A definiert,
weshalb:

ity = RONT)YN = T)izy = 0 (n — 00).

Aber da i topologischer Monomorphismus ist, folgt unmittelbar: (), ist eine Null-
folge, im Widerspruch zu der Voraussetzung, dafl alle z,, Norm FEins haben. Damit
muf} die Annahme X ¢ T falsch gewesen sein, insgesamt also gelten: oo, (T) C T.

Nun zu den beiden Alternativen: Nach (2.1.5)(c) ist klar, dafl T im Fall (a) -
wo o(T) C T - selbst schon £(T)-skalar ist; die Umkehrung ist trivial. Wir miissen
also nur noch zeigen: Falls (a) nicht gilt, ist automatisch (b) erfiillt. Dazu {iberlegen
wir uns folgendes: Nach (2.1.5)(d) gilt r(T) = 1 und damit ¢(T) C D; wenn also
o(T) ¢ T, so heifit das o(T) N D # O.

Nun ist o(T) C T, also D ganz in einer Zusammenhangskomponente C der
Resolventenmenge von T enthalten. Da Ahnlichkeitstransformationen das Spektrum
erhalten, gilt:

o(T]ix)NC D a(T)ND # 0.

Dann muf aber schon gelten: C C o(T|;,), also sicher auch D C o(T). Mit der
Abgeschlossenheit des Spektrums und der Beziehung o(7') C D von oben folgt
dann die Behauptung. &

Es sei noch angemerkt, dafl das spektrale Verhalten £(T)-subskalarer Operatoren
dem einer als m-Isometrien bezeichneten Klasse von Operatoren auf Hilbertrdumen
sehr dhnlich sieht (vgl. Agler und Stankus [1], Lemma 1.21). Daf} dies zumindest
im Fall m = 2 keine zufillige Analogie ist, werden wir im letzten Kapitel bei der
Behandlung von Beispielen sehen.

Nach diesen ersten Eindriicken iiber die Gestalt £(T)-subskalarer Operatoren
kehren wir nun noch einmal zu £(T)-skalaren Operatoren zuriick, und zwar zu der
Frage der Fortsetzbarkeit eines £(T)-Kalkiils auf gewisse Oberalgebren von £(T).
Unter welchen Bedingungen sich dabei wichtige Eigenschaften des Kalkiils auf die
Fortsetzung vererben, davon handelt das nichste Lemma.
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Wir formulieren die Aussage nicht speziell fiir £(T), sondern allgemeiner fiir
Funktionenalgebren, die dieselbe topologische Struktur haben.

2.1.7 Lemma. Es sei 2 C C beliebig, E()) eine Algebra von C-wertigen Funktio-
nen auf Q, versehen mit einer Fréchetraum-Topologie. E()) enthalte 1 und z und
lasse sich auf folgende Art aus Funktionenrdumen Ey, () darstellen:

(a) Fiir alle k € Ny ist E(Q) ein Banachraum, und fiir alle I,k € Ny mit [ > k
existieren stetige Inklusionen Ey(€) —= Ei(Q),
(b) E(Q2) =, Ex(Q) versehen mit der projektiven-Limes-Topologie
(c) E(Q) C Ex(Q) dicht (Vk).
Dann gilt:

(a) Ein (stetiger) E(Q)-Kalkiil ® i3t sich zu einer stetig linearen Abbildung ®
auf eine Stufe Ek () fortsetzen.

(b) Ist der Operator M, : Ex(Q}) = Ex(Q); f — zf in dieser Stufe wohldefiniert
und stetig, folgt weiter:

Po(2f) = 2(2)®0(f) (VS € Ex(Q)).

(c) Ist Ex () eine Algebra mit stetiger Multiplikation, so ist ®, sogar ein stetiger
Ex ()-Kalkiil.

Beweis.
(a) Seii: @Ek(Q) — E(Q); (f) — f der natiirliche topologische Isomorphismus.
DaBl @ : E(Q)) — L(X) stetig ist (beziiglich der projektiven-Limes-Topologie),
heifit gerade:

(f) =|(®oi < <é
1@ (A = I Ol)(f)ll_Cke{g}‘f}%kn}llfllm(m_CIIfIIEK(Q),

wobei K = max{k;, - k,}, denn die Einbettungen der Stufen sind stetig.
D.h. ® ist auf der dichten Teilmenge E(2) C Ex(Q) stetig beziiglich der
Relativtopologie von Eg (), und somit existiert eine eindeutig bestimmte
stetig lineare Fortsetzung auf Eg ().

(b) Essei f € Ex(Q) beliebig, (fn)n eine f in der Ex (Q)-Topologie approximie-
rende Folge in E(Q). Dann gilt:
o(zf) = Po(zlim fr) = Po(lim zfn) = lim ®o(2fr)
lm ®(zf,) = lim ®(2)®(f,) = ¢(2) im o (f,,)
= @(2)@o(lim f,) = 2(2)Po(f)-

(c) Wir gehen analog vor: zu f,g € Ex () wihlen wir Folgen (f,)n, (gn)n in
E(Q) mit f, = f,gn = g in Ex(Q). Dann gilt wegen der Stetigkeit von &g
natiirlich: ®o(f,) = ®o(f), Po(gn) = Po(g) und damit:

q"O(fQ) = (}O(hm fn lim gn) = q)O(hm fngn> = lim (}O(fngn)
= lim ®(fngn) = lim ®(f,)®(g,) = lim ®o(fy) lim Po(gs)
= Po(f)®Po(g)-

Damit ist ®; auch multiplikativ. Man beachte nur noch, dafi ®¢(1) = ®(1)
und ®o(z) = ®(2). &
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2.1.8 Korollar. Sei T € L(X).

(a) T € [E(T)] & T € [C*(T)] fiir ein k € Ny

(b) T &(T)-subskalar < T C*(T)-subskalar fiir ein k € Np.
Beweis.

(a) Die Riickrichtung folgt natiirlich durch Einschrinken eines C*- Kalkiils; um-
gekehrt 148t sich ein £(T)-Kalkiil nach dem Lemma auch fortsetzen, denn: wir
haben im ersten Abschnitt gesehen, daB &(T) = ), C¥(T) ~ lim C*(T) und

p

E(T) ¢ C*¥(T) dicht (Vk). Damit erfiillen E(Q) := £(T) und E(Q) := C*(T)
mit 1 = T die Bedingungen aus dem Lemma.

(b) Wende (a) auf eine Fortsetzung 7' von T' an. O

2.2 Beispiele £(T)-skalarer Operatoren

2.2.1 Passend zum Potenzwachstum &(T)-skalarer Operatoren definieren wir ge-
wichtete X -wertige ¢!-Réume (k € Np):

G2, X) := {(an)n Folge in X : |[(an)nlli :=D_ llanll(1 + n])* < oo}
nez

Man iiberzeugt sich dhnlich wie im skalaren Fall davon, da8 || - ||1,5 eine Norm ist,
die diesen Folgenraum zum Banachraum macht.

I folgenden Satz werden wir zwei wichtige Beispiele £(T)-skalarer Operatoren
kennenlernen. Den Beweis dafiir, daf} die betrachteten Operatoren stetig sind, wollen
wir nicht gesondert geben: zum einen tauchen im Beweis des Satzes entsprechende
Normabschétzungen noch einmal explizit auf, zum anderen sind die Operatoren von
so einfacher Bauart, dal kaum jemand ernsthafte Zweifel an ihrer Stetigkeit haben
diirfte.

2.2.2 Satz. Die beiden folgenden Operatoren sind E(T)-skalar:
(a) der zweiseitige Rechtsshift s : (1 (Z,X) = (L(Z,X); (an)n = (an—1)n, und
(b) der Multiplikationsoperator M, : C*(T,X) — C*(T,X); fw zf.

Der Kalkiil fiir M, ist dabei explizit gegeben durch:

$: E(T) — L(CH(T, X)); 0 = M,
wobei C*(T, X) 3 f 2% of € C¥(T, X).
Beweis.

(a) s ist offenbar linear und invertierbar, und die I-te Potenz (I € Z) kann man

4
explizit angeben als: (ay,), ey (an—1)n. Fiir die Norm hiervon gilt:

18" (@n)nllie = [1(@n—1)allie
= > llan it +[n)*
nez
= D laall(t+|n+1))*
nez
< @HIDEY ] lanll(1+ [n)*
nez

= (L+ )1l (an)nllve-
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Die Potenzen von s wachsen also langsam, was nach der Charakterisierung
aus Satz (2.1.3) nur zu zeigen ist.

(b) Fiir M, iiberlegen wir uns gleich, dafi der Kalkiil wie angegeben aussieht:
Seien € £(T), f € C*(T, X) beliebig vorgegeben. Dann gilt:

IMDI = Tl fll
— am it
= w5 (o) E)
0<m<k
N(m\ & AT
= s I () 0l s £
0<m<h Jj=0

= cl@llell £l

wobei ¢ > 0 eine nur von k abhéngige Konstante ist.

Man liest ab: bei festem ¢ ist M, stetig, womit nachgewiesen ist, daf} die im
Satz definierte Abbildung ® wohldefiniert ist. ® ist dann offenbar Algebren-
homomorphismus, der zudem ®(1) = idcw(r x) und ®(z) = M, erfiillt. Die
Stetigkeit von @ 148t sich dann ebenfalls an obiger Normabschitzung able-
sen, denn: || M, < ¢|l¢||x. Also hat ® alle Eigenschaften, die wir von einem
E(T)-Kalkiil fiir M, fordern. &

2.3 Die Eigenschaft (5)¢r)

Besitzt T' € L(X) einen £(C)-Kalkiil, so 148t sich zeigen (vgl. Eschmeier und Putinar
[8], Abschnitt 6.4): Die Abbildung

g, x) =5 g(C, X)

ist topologischer Monomorphismus. Man sagt: T hat die Eigenschaft (5)gs. Da
sich die Eigenschaft, topologischer Monomorphismus zu sein, auf Einschréinkungen
tibertréigt, hat jeder subskalare Operator (5)s. Hiervon gilt auch die Umkehrung,
so dafl (vgl. [8], Corollary 6.4.9) die Eigenschaft (5)¢ gerade die subskalaren Ope-
ratoren auf Banachriumen charakterisiert.

Nach diesen Vorbemerkungen ist die folgende Definition nicht iiberraschend:

2.3.1 Definition. Ist X ein Banachraum und T € L(X), so sagen wir: T hat die
Eigenschaft (8)¢r) & £(T, X) =£ E(T, X) ist topologischer Monomorphismus.

2.3.2 Satz. Sei T € L(X) ein £(T)-skalarer Operator. Dann ist die Abbildung

E(T, X) == E(T, X) ein topologischer Monomorphismus, d.h. T hat die Eigenschaft
(B)e(r)-

Beweis. (Vgl. hierzu den Beweis zu Theorem 6.4.11 in [8], insbesondere die Ab-
schnitte (2) und (3)). Nach Satz (2.1.3) wissen wir, dal T Normabschitzungen der
Form ||T7|| < ¢(1 + |n))* (Vn € Z) mit geeigneten Konstanten ¢ > 0,ky € Ny
erfiillt.

Somit konnen wir fiir N € Ny eine Abbildung

Yy E(T,X) 5 E(T,X); frr > TN f(n)z"
nez
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definieren, denn die Fourierkoeffizienten von ¢ f erfiillen dann:

TN fDalle = D IT™NF)I(L + )

neZ

< Y oell+ = NP F@)I + [n)*
neZ

< ey (L4 D+ NP+ )l
nez

L+ N)* | (f(n)allgorr < o0

d.h. sie liegen offenbar in sx und damit ist ¢¥n f als E(T, X)-Funktion wohldefi-
niert. Die Linearitét von ¢y ist unmittelbar einsichtig, und die Stetigkeit folgt dann
ebenfalls aus den obigen Abschitzungen, denn wegen der topologischen Isomorphie
E(T,X) ~sx (vgl. (1.3.7)(b)) brauchen wir zwischen der von sx induzierten und
der urspriinglichen Topologie auf £(T, X) nicht zu unterscheiden.

Nach (2.1.4)(b) ist mit 7" auch 7~ € [£(T)], und wir erhalten mit 7! statt T
in obiger Rechnung, dafl auch die Abbildung

Uy E(T,X) = E(T,X); frr Y TN fn)z"
neZ
fir N € Ny ein wohldefinierter stetig linearer Operator ist. Damit rechnet man
sofort die Giiltigkeit der Beziehung ¢ 0 1)x = ¥n 0¢n = id nach; folglich sind 1
und ’l/NJN topologische Isomorphismen.
Fiir ein beliebiges f € £(T, X)) bestitigen wir:

hiz=T)f = »i(Q (fln—1)—Tf(n)z")

nez
= Y T"Mf(n—1) - Tf(n)="
neZ
= Y (@ fn—-1)-T"f(n)="
nez
= (z—id)(Y_T"f(n)z")
neZ

womit nachgewiesen ist, dafl das folgende Diagramm kommutativ ist:
£(T,X) =15 &(T,X)

] [+

E(T, X) == &(T,X).

Da die Spaltenabbildungen topologische Isomorphismen sind, bleibt nur noch nach-
zuweisen, daf die Abbildung in der unteren Zeile ein topologischer Monomorphismus
ist, dann ist es auch die in der oberen. Doch dafl z—id : £(T, X) — £(T, X) ein topo-
logischer Monomorphismus ist, sieht man unmittelbar tiber Halbnormabschétzun-
gen ein (vgl. [8], S. 188). &

Die Eigenschaft, topologischer Monomorphismus zu sein, vererbt sich auf Ein-

schréankungen, und wir vermerken:

2.3.3 Korollar. Ist T £(T)-subskalar, so ist £(T, X) =1 E(T, X) ein topologischer
Monomorphismus.
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Beweis. Man iiberlegt sich leicht, dafl die im Korollar angegebene Abbildung sich

(bis auf topologische Isomorphie) als Einschrinkung von (T, X) i=te (T, X) ge-
winnen laft, wobei T' € L(X) eine £(T)-skalare Erweiterung fiir T bezeichnet. <&

Bevor wir die Aussage des Satzes (2.3.2) dualisieren, sind zwei Bemerkungen
angebracht:

2.3.4 Zuerst sei an ein wohlbekanntes Resultat aus der Dualitétstheorie fiir Fréchet-
rdume erinnert, das im folgenden mehrfach Anwendung finden wird:

Sind E und F' Fréchetriume, S € L(E, F) ein stetig linearer Operator, so ist
S genau dann ein topologischer Monomorphismus, wenn die adjungierte Abbildung
S’ F' — E' surjektiv ist. Zum Beweis vgl. Kothe [13], §32.3 (4)a und §33.2 (3).

2.3.5 Schliefllich noch zwel Vereinbarungen zur Schreibweise: Wann immer topolo-
gische Eigenschaften des Dualraumes eine Rolle spielen, bezeichne £'(T) den mit
der starken Dualraumtopologie (d.h. der Topologie der gleichmiBigen Konvergenz
auf beschrinkten Mengen) ausgestatteten topologischen Dual von £(T). AuBlerdem
schliefen wir uns der von Eschmeier und Putinar in [8] verwendeten Notation an
und schreiben (falls T € L(X)) kurz

&(MuX =5 &'(Max
fiir die offenbar stetig lineare Abbildung
M @id—idoT:'(T)eX — £'(T)SX.

2.3.6 Korollar. Sei T' € L(X) ein adjungierter Operator, d.h. es existiere ein Ba-
nachraum Xo mit X{) = X und ein stetig linearer Operator Ty € L(Xo) mit T =T.

Ist T dann &(T)-skalar, so ist die Abbildung &'(T)®X % £'(T)&X surjektiv.
Beweis. Es bezeichne Ty : Xy — X wie in der Formulierung des Korollars eine zu
X priduale Abbildung. Dann ist nach (2.1.4)(b) mit T' = T} auch Ty E(T)-skalar

und nach Satz (2.3.2) ist (T, Xo) = E(T, Xo) topologischer Monomorphismus.

Uber Dualit#itstheorie fiir Tensorprodukte priifen wir nach, dal die Adjungierte
von z — T (bis auf Ahnlichkeit) mit der Abbildung z — T auf £'(T)® X/, iiberein-
stimmt. Daraus folgt die Behauptung, denn der adjungierte Operator eines topo-
logischen Monomorphismus ist surjektiv (in der Kategorie der Fréchetriume). Nun
zu der angesprochenen Identifizierung: Wir priifen auf Elementartensoren nach, daf3
das folgende Diagramm kommutiert (o : &'(T)®X, — £(T, Xo)' sei dabei die Iden-
tifizierung aus Korollar (1.4.4)(b)):

E(T, Xy &0 g(T, X,

E(MX, = &(T)RX].

Beachtet man T = T, so geniigt dazu folgende Rechnung (wobei ¢ € £(T), z € X
und v ® z, € £'(T) ® X beliebig vorgegeben sind):

<opr,(z—Tp) co(v@zy) > = <zpr—plyz,o(v®xy) >

< zpu><x,xy > — < p,0>< Toz,xy >
= <p,Muv><z,z)>—<p,v><xz,Thzy >
= <m0 (z—T5)(vez]H) >.
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2.3.7 In Anlehnung an [8] sagen wir: Eine stetig lineare Abbildung T': E — F' zwi-
schen lokalkonvexen Réumen besitzt die Liftungseigenschaft fiir beschrinkte Men-
gen, wenn es fiir jede beschrénkte Menge W in F' eine beschrinkte Menge V in E
gibt, so da3} TV = W.

Grundlegend fiir den Beweis des nachfolgenden Satzes ist die Tatsache, daf} sich
die Algebra £(T) als projektiver Limes von Sobolevriumen W*(T) schreiben lift,
und zwar im Sinne von Lemma (2.1.7) (b). Die genaue Konstruktion wird in Anhang
C durchgefiihrt.

2.3.8 Satz. Ist T € L(X) &(T)-skalar, so ist £'(T)®X = E'(TY®X surjektiv und
hat die Liftungseigenschaft fiir beschridnkte Mengen.

Beweis. Es bezeichne ® : £(T) — L(X) den Kalkiil fiir 7. Mit Lemma (2.1.7)(b)
finden wir dazu eine stetig lineare Fortsetzung ®q : W*(T) — L(X) auf eine Stufe,
die immer noch M, mit T vertauscht, d.h. ®y(zf) = T®o(f) (Vf € W¥(T)). Unter
Einsatz von ®( definieren wir die Abbildung

welche offenbar stetig bilinear ist und daher (stetig linear) iiber das 7-Tensorprodukt
faktorisiert (vgl. (B.5)). Die so gewonnene (eindeutig bestimmte) stetig lineare Ab-
bildung

T WHT)®,X = X mit U(f @ z) = ®o(f)z

erfiillt dann die Gleichung ¥(1 ® x) = ®¢(1)x = © (x € X), weshalb sie einerseits
surjektiv ist, und andererseits eine (stetig lineare) Rechtsinverse gegeben ist durch

R: X - WHTRX; 2z~ 1®a.
Dartiberhinaus gilt auf Elementartensoren:
U(zf@a)=Po(zf)e =T (fla=TUfoz) (feWHT),zeX).

Damit konnen wir iiber das folgende kommutative Diagramm die Surjektivitét und
Liftungseigenschaft von z —T' zuriickfithren auf die des Operators M, ®id—id® M:

(M. Qid—id® M. )®id

E'(T)@WH(T)&. X E(MEWH(T)B, X

id®llll lid@lll

E(T)BX Gk (T)BX.
M!®id—idRT

Die Kommutativitét folgt sofort durch Nachrechnen auf Elementartensoren v ® f ®
z €& (T) WHT) ® X:

(id® U)o (M. ®id—id® M,) ®id(v @ f ® x)
= d¥Mrvofor-—v®zsf®r)
= Muvo¥(for)-—ve¥(zf @)
= Muva¥(feor)—vT¥(f @)
= (M.®id—idoT)(ve ¥(f® )
= (M!®id—id®T)o(id2 V) (v f®x).
Aus der Kommutativitit des Diagrammes und der Surjektivitit der Spaltenabbil-

dungen liest man nun sofort ab, daf} sich die Surjektivitét von der oberen Spalte auf
die untere iibertrdgt. Ebenso verhilt es sich mit der Liftungseigenschaft: Hat die
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obere Abbildung die Liftungseigenschaft fiir beschriinkte Mengen, so auch die unte-
re, denn wir kénnen folgendermafien vorgehen: Ist W C £'(T)®X eine beschrinkte
Menge, so ist id® R(W) ein beschrinktes Urbild von W unter id® ¥ (beachte: id® R
ist stetige Rechtsinverse). Mit der Liftungseigenschaft der oberen Zeile finden wir
aber weiter zu id ® R(W) in ' (T)®W*(T)®, X ein beschriinktes Urbild V. Wegen
der Kommutativitit des Diagrammes ist dann id ® (V) ein Urbild zu W unter
z — T, das wegen der Stetigkeit von id ® ¥ beschrinkt ist.
Bleibt zu zeigen: die obere Zeilenabbildung

(M. Qid—id@ M. )®id,

E(T)RWH(T)&,X E(MERW*(T)&,X

hat die geforderten Eigenschaften. Beachtet man, dafi £'(T) nuklear und als starker
Dual eines Fréchetraumes ein vollstindiger (DF)-Raum ist ([12], 12.4, Theorem 5),
und daf} der Hilbertraum W*(T) aufgefait werden kann als reflexiver Banachraum,
so geniigt es nach Lemma 6.4.5 aus [8], die Surjektivitéit von

E(TEWH(T) 2Oy ey G (T)
nachzurechnen. Nach Korollar (2.3.6) ist damit nur noch zu zeigen: M, : W*(T) —
Wk(T) ist ein adjungierter Operator mit &(T)-Kalkiil. Da W*(T) ein Hilbertraum
ist, gilt: M, = (M})* beziiglich der Hilbertraum-Dualitét, also ist die Forderung,
adjungierter Operator zu sein, trivialerweise erfiillt.

Dafl M, hingegen £(T)-skalar ist, ist ebenfalls nicht schwierig einzusehen: Ein
Kalkiil ist wie iiblich gegeben durch ¢ — M. Damit ist der Beweis abgeschlossen.

¢

Um das gerade gezeigte Resultat auf Quotienten von £(T)-skalaren Operatoren
zu iibertragen, benttigen wir das folgende Lemma:

2.3.9 Lemma. Seien X, Y Banachrdume, E vollstindiger nuklearer (DF)-Raum.
Ist dann T € L(X,Y) ein surjektiver Operator, so haben

(a) T:X =Y und

(b) E®X 2} ERY

die Liftungseigenschaft fiir beschrdnkte Mengen.
Beweis.

(a) Als surjektive stetig lineare Abbildung zwischen Banachrdumen ist T offen
und damit insbesondere offen am Ursprung. Damit existiert ein € > 0, so
dal TB;1(0) D B:(0), wobei B,(0) die offene || - ||-Kugel mit Radius r um 0
bezeichnet. Ist nun W C Y beschrénkt, d.h. W C B,.(0) fiir r > 0 geeignet, so
gilt wegen der Linearitéit von T: TB=(0) D B,(0), weshalb (T~'W) N B=(0)
(offensichtlich || - ||-beschrinktes) Urbild von W unter T ist.

(b) Wir greifen auf (B.8) zuriick (beachte: Y ist Banachraum und folglich ebenfalls
ein vollstédndiger (DF)-Raum). Ist W C E®Y beschrinkt, so wihlen wir zu-
gehorige abgeschlossene, absolutkonvexe, beschriinkte Mengen A C E, B C Y
nach (B.8). Unter Verwendung der natiirlichen Inklusionen ¢ : E4 — E und
j:Yp — Y erstellt man das folgende kommutative Diagramm:

~ id® i ~
Ex®:Yp —20, Eu8,Y

i®J l li@id

ERY —— ERY.
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Nach (B.8) kann man W unter der linken Spaltenabbildung zu einer be-
schrinkten Menge in EA®, Xp liften; deren Bild unter der oberen Zeilenab-
bildung ist jedoch beschrinkt in E4&,X und wird wegen der Kommutativitit
des Diagrammes unter der rechten Spaltenabbildung wieder auf W abgebildet,
so dafl man W auch in der rechten Spalte beschrinkt liften kann.

Nach dieser Beobachtung folgt die Behauptung (b) unmittelbar durch Anwen-
dung von Teil (a) auf die obere Zeile des folgenden kommutativen Diagrammes

Es®,.X 1, Eu8,Y

i®idl li@id

ERX 1, pay,

was keine Schwierigkeiten bereitet, da mit F4 und X auch E A<§)7TX ein Ba-
nachraum ist, auf dem id®7" als Tensorprodukt surjektiver Abbildungen nach
(B.6)(a) surjektiv operiert. &

Eine direkte Anwendung auf Satz (2.3.8) liefert:

2.3.10 Korollar. Ist T € L(X) Quotient eines £(T)-skalaren Operators, so ist

E(Me&X K "(TY®X surjektiv und hat die Liftungseigenschaft fiir beschrinkte
Mengen.

Beweis. Daf T' ein solcher Quotient ist, heiit nichts anderes, als daf} es eine stetig
lineare Surjektion g : X — X gibt (X Banachraum), die T’ mit einem &(T)-skalaren
Operator T' € L(X) vertauscht, also T' o ¢ = g o T'. Damit rechnet man leicht nach,
daB

~

g(Mmax ==L, &)X

id®ql lid®q
g(Mex =L &(T)ex

kommutiert. Die obere Zeilenabbildung ist surjektiv nach (2.3.8) und hat die Lif-
tungseigenschaft fiir beschréinkte Mengen, ebenso die Spalten nach vorigem Lemma,
denn &'(T) ist nuklear und als starker Dual des Fréchetraumes £(T) ein vollsténdi-
ger (DF)-Raum. Damit vererben sich aber Surjektivitit und Liftungseigenschaft
von der oberen auf die untere Zeile. &

2.4 Funktionalkalkiile und Modulstrukturen

Der iibliche Weg zum holomorphen Funktionalkalkiil fiihrt iiber die Anwendung
der Cauchyschen Integralformel auf operatorwertige Integranden. Ein vollig anderer
Zugang wird in [8] (S.12ff) vorgefiihrt. Dort wird die Tatsache ausgenutzt, dafl ein
stetig linearer Operator mit Kalkiil auf einem Banachraum X nichts anderes ist als
eine Modulstruktur auf X . Anstatt den Kalkiil zu konstruieren, wird die zugehorige
Modulstruktur eingefiithrt. Im Falle des £(T)-Kalkiils sind dafiir nur wenige Zeilen
notwendig, wie wir gleich sehen werden. Fiir die folgenden Begriffe vergleiche [8],
Definition 3.1.1 und 3.1.2:

2.4.1 Unter einer Fréchetalgebra verstehen wir einen Fréchetraum A mit einer steti-
gen Algebren-Multiplikation A x A — A;(a,b) — a-b. Attribute wie ”kommutativ”
oder "unital” sind dabei im {iblichen Sinn zu verstehen.
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Sei nun A eine kommutative Fréchetalgebra mit Eins. Unter einem Fréchet-
(Banach-) A-Modul verstehen wir dann einen Fréchet- (Banach-) Raum E, versehen
mit einer stetigen bilinearen Verkniipfung

AxE — E;(a,z) = a-x,

die die iiblichen Modulaxiome erfiillt (also neben der Bilinearitéit nur noch 1-z =z
und (a-b) -« = a- (b- x)). Beispiele werden in natiirlicher Weise durch Funktio-
nenalgebren gegeben; die Multiplikation zweier Funktionen wird dabei punktweise
definiert. Fiir uns von besonderer Bedeutung sind die folgenden (beachte: O(C) ist
eine kommutative Fréchetalgebra mit Eins, [8]):

2.4.2 Lemma. &(T) ist eine kommutative Fréchetalgebra mit Eins und fiir jeden
Banachraum X ist £(T, X) ein Fréchet-E(T)- sowie ein Fréchet-O(C)-Modul.

Beweis. Definiert man die postulierten Algebren- und Modulstrukturen jeweils im
Sinne der punktweisen Skalarmultiplikation, so ist es {iberfliissig zu erwéihnen, dafl
dies sémtlichen algebraischen Forderungen gerecht wird. Wir miissen uns also nur
noch iiber die Stetigkeit der entsprechenden Verkniipfungen Gedanken machen. Im
Beweis zu (2.2.2) (b) haben wir bereits gesehen: Zu k € Ny existiert eine Konstante
¢ >0, so daB fiir alle p € E(T), f € E(T, X) gilt:

leflle < cllellellFllx-

Damit ist die Verkniipfung
E(T) x &(T, X) = E(T, X); (¢, /) = of

stetig in (0,0), was wegen der Bilinearitéit jedoch schon hinreichend ist fiir die
Stetigkeit in jedem Punkt. Setzen wir X = C, so erhalten wir die Stetigkeit der
Multiplikation in der Algebra £(T); fiir allgemeines X ergibt sich die Stetigkeit der
&(T)-Modulverkniipfung auf X.

Fiir die entsprechenden Aussagen mit O(C) beachte man, dal die durch Ein-
schriinkung gegebene Einbettung O(C) — £(T) stetig ist. Dies ist eine unmittelbare
Folgerung aus dem Graphensatz, da die Topologie der beteiligten Funktionenriume
jeweils stérker ist als die der punktweisen Konvergenz. O

2.4.3 Ist nun A eine kommutative Fréchetalgebra von Funktionen, die 1 und z
enthélt, X ein Banachraum und ® : A — L(X) ein Funktionalkalkiil, so wird X
durch die Verkniipfung

Ax X = X;(a,z) — ®(a)x

zu einem Fréchet-A-Modul, denn: die Bilinearitit ist klar, ebenso die Stetigkeit.
Die algebraischen Eigenschaften der Modulverkniipfung rechnet man nach unter
Benutzung der algebraischen Eigenschaften des Kalkiils: ®(1)z = id(z) = z und
®(a)(®(b)z) = ®(ab)z.

Umgekehrt: ist eine Banach-A-Modulstruktur auf X gegeben, so ist der Operator
X — X;2 — z -z stetig linear mit Kalktil A = L(X);p — M,, wobei M, : X —
X;x + ¢ -2 den Operator der (Modul-)Multiplikation mit ¢ bezeichnet.

Ist ein beliebiger stetig linearer Operator 17" auf einem Banachraum X gegeben,
so hat T zumindest einen O(C)-Kalkiil (wie man ihn iiber die Cauchysche Inte-
gralformel definieren kann). In jedem Fall kann also X als O(C)-Modul angesehen
werden; diese Tatsache werden wir spéter benutzen, um die Eigenschaft (8)¢(r) als
Transversalitédtsrelation zu formulieren.
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Uber die Modulstruktur bietet sich auch ein véllig neuer Zugang zur Konstruk-
tion von Funktionalkalkiilen fiir einen Operator T € L(X). Wir wollen dies am
Beispiel des £(T)-Kalkiils verdeutlichen: Man betrachtet den zu X gehorigen vek-
torwertigen Funktionenraum &£(T)®X ~ £(T, X). Dieser hat eine natiirliche £(T)-
Modulstruktur (vgl. Lemma (2.4.2)), und X ist als Unterraum der konstanten Funk-
tionen in £(T, X) eingebettet. Man kann nun versuchen, einen Kalkiil fiir 7" auf X
zu konstruieren, indem man eine Projektion pr : £(T,X) — X findet, die die
E(T)-Modulstruktur von £(T, X) in geeigneter Weise auf X iibertrigt.

2.4.4 Lemma. Ist T € [E(T)], so induziert die Projektion

o0

pr:E(T,X) = X;f Y T"f(n)

n—=—oo

auf X eine £(T)-Modulstruktur, die mit der durch T gegebenen iibereinstimmt.
Beweis. Nach (2.1.3) wissen wir: 7" ist bijektiv und erfiillt Normabschitzungen
der Form ||T"|| < ¢(1 + |n)¥ (n € Z). Damit ist fir f € &(T,X) die Reihe
pr(f) =X, .. T"f(n) konvergent, denn:

o0 o0

1Y Tl <e Y IF I+ n)*.

n=—oo n=—0oo

Damit ist py; wohldefiniert und linear, und die Normabschitzung liefert (via to-
pologischer Isomorphie £(T, X) ~ sx) sofort die Stetigkeit. Nun zur induzierten
Modulstruktur: Wir definieren auf X eine Verkniipfung durch:

E(T) x X — X;(p,z) = pr(p),

wobei die Verkniipfung im Argument von pr in £(T, X) gebildet wird. Aber es ist
offenbar:

3 () (n)

pripr) =
n—=—o00
o0
= Z T"p(n)x
- ( > @(@T”) T
n—=-—o0o
= &(p)z,
wenn ® den (eindeutig bestimmten) &(T)-Kalkiil bezeichnet. Damit ist die Behaup-
tung bewiesen. o

Unter Voraussetzung der im Beweis verwendeten Wachstumsbedingungen kann
man natiirlich den £(T)-Kalkiil auch auf diese Weise (d.h. durch Projektion der
kanonischen £(T)-Modulstruktur von £(T, X)) definieren.

2.4.5 Da wir nun schon einmal den Weg von Funktionalkalkiilen zu Modulstruk-
turen und damit zu der dort zur Verfiigung stehenden algebraischen Maschinerie
gefunden haben, wollen wir kurz andeuten, wie sich die Eigenschaft (3)¢(ry bzw. die
Eigenschaft, Banach-£(T)-Modul zu sein, in algebraischer Sprache prisentieren. Da
wir diese Resultate an keiner anderen Stelle dieser Arbeit mehr bendtigen werden,
lohnt es sich nicht, die zugehorige algebraische Theorie vollstdndig zu entwickeln.
Statt dessen sei auf [8] verwiesen, speziell die Abschnitte 2.2 und 3.1.
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2.4.6 Ist ein stetig linearer Operator T € L(X) gegeben, so konnen wir den as-
soziierten Koszul-Komplex K,(T, X) betrachten. Dessen Grundbausteine sind die
Réume alternierender p-Formen mit Koeffizienten in X: K,(T,X) := AP(C,X) =
X ®¢ AP(C). Da aber A°(C) = AYC) = C und AP(C) = 0 fiir p > 1 ist, gilt:
Ko(T,X) =X ®cC ~ X und (ebenso) K; (T, X) ~ X sind die einzigen nichttrivia-
len Réume in Ko(7T', X). Der Koszul-Komplex reduziert sich somit auf

0 2 Ko(T,X) +2— K(T,X) +2— 0,

(mit 0,2 = T'z) bzw. bis auf topologische Isomorphie auf die Sequenz:

T

0 X < X < 0.

Fiir die nicht-trivialen Homologie-Réume H,(Ko(T, X)) = kerd,/ran dpy; erhilt
man damit bis auf topologische Isomorphie:

Ho(KoJ(T,X)) ~ X/TX
Hi(Ko(T,X)) =~ kerT.

Wir kénnen nun die Eigenschaft (3)¢r) als Transversalitétsresultat formulieren.
Bevor wir jedoch das Ergebnis festhalten, ein Wort zur im Beweis verwendeten Nota-
tion: Ist X ein Banach-£(T)-Modul, so auch (T, X) beziiglich punktweiser Anwen-
dung der Moduloperationen. Die punktweise von X geerbte Modul-Multiplikation
mit z kiirzen wir mit w ab:

w: E(T, X) = E(T, X); f = (wf)(Q) =z f(O):

Ist etwa T € L(X) Operator mit £(T)-Kalkiil, und X mit der davon induzierten
Modulstruktur ausgestattet, so ist w nichts anderes als die punktweise Anwendung
von T'.

2.4.7 Lemma. Fiir T € L(X) sind dquivalent:
(a) T hat die Figenschaft ()¢ (1)

(b) Wird X mit der von T induzierten O(C)-Modulstruktur ausgestattet, gilt:
5(T) J—O((C) X.

Beweis. Wir betrachten zunichst den zu z — T : £(T, X) — &£(T, X) assoziierten
Koszul-Komplex. Dessen Homologie-Rdume konnen wir nach den Vorbemerkungen
genau angeben:

E(T,X)/(z=T)E(T,X) (p=0)

Hy(Ko(2 —T,E(T, X))) = { ker(z — T) (p=1).

Punkt (a) besagt nun definitionsgemif, dafl z — T : £(T, X) — £(T, X) injektiv ist
und abgeschlossenes Bild hat. In Termen der Homologie-Rdume bedeutet dies:

hausdorffsch  (p =0)
0 (p=1).

(beachte: die Hausdorfleigenschaft eines Quotienten ist im lokalkonvexen Fall dqui-
valent zur Abgeschlossenheit des entsprechenden Faktors). Die Bedingung (b) heifit
gerade, daf eine analoge Bedingung fiir die Riume Térf((c) (E(T), X) gilt. Wir wer-
den uns jedoch iiberzeugen, daf hier eine topologische Isomorphie besteht, so dafl
die im Lemma behauptete Aquivalenz gilt. Dazu berechnen wir zunichst die Tér-

Riume iiber die Koszul-Auflésung.

H, (K. (= - T,E(T, X))) = {
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Nach den Uberlegungen auf S.115 von Eschmeier und Putinar [8] ist
Ko(z —w, 0(Q)RE(T)) — E(T) — 0

topologisch freie Auflgsung von E(T), denn £(T) ist in natiirlicher Weise O(C)-
Modul (2.4.2). Da die angegebene Koszul-Auflosung aus nuklearen Fréchetriumen
besteht (diese Eigenschaften vererben sich von £(T) und O(C), vgl. [19], Proposition
50.1 fiir die Nuklearitét), konnen wir mit Corollary 3.1.13 (a) aus [8] weiter folgern:

Tord© (£(T), X) ~ H, (K (z—w, 0(@)@5@))@0(@)().
Nun gilt jedoch nach [8], Lemma 3.1.9:
(O(ORE(T)Bo X ~ XBo (O(ORE(T)) ~ XRE(T) ~ E(T, X),

wobei wir im letzten Schritt die Tensorproduktdarstellung aus (1.4.3) benutzt ha-
ben. Vermége der dabei gemachten Identifikationen stimmen die beiden Operatoren
(2 —w) ®o () id und 2z — w {iberein. Damit haben wir die Identifizierung

Tor?© (E(T), X) ~ Hy(Ke(z — w,E(T, X))).

Wie oben bereits angedeutet folgt daraus die im Lemma behauptete Aquivalenz,
wenn man sich klarmacht, dafl w hier gerade der punktweisen Anwendung von T
entspricht. O

Ist nun X ein Banach-€£(T)-Modul, so ist durch die Modulverkniipfung mit z,
(also w|x ) ein £(T)-skalarer Operator auf X gegeben; dieser hat (8)¢(r) nach Satz
(2.3.2), woraus wir mit dem gerade Gezeigten folgern:

2.4.8 Korollar. Ist X ein Banach-£(T)-Modul, so gilt £(T) Lo X.
¢

Dies ist moglicherweise Ausgangspunkt fiir mehrdimensionale Betrachtungen
(vgl. [8], Proposition 6.4.13).

2.5 Der Quotientenkalkiil

Im n&chsten Kapitel werden wir zu gewissen stetig linearen Operatoren Fortsetzun-
gen konstruieren, die einen £(T)-Kalkiil haben. Die Definitionsbereiche der Fortset-
zungen werden geeignete Quotientenriume sein, die Operatoren selbst Quotienten
von s und M. An dieser Stelle soll deshalb kurz auf Quotienten (von Abbildungen)
und auf die Vererbung eines Kalkiils auf Quotienten eingegangen werden.

2.5.1 Es sei E ein Banachraum, F' C FE ein abgeschlossener Unterraum, S € L(E)
ein stetig linearer Operator mit invariantem Unterraum F, d.h. SF C F. Dann
induziert S einen Operator S/F € L(E/F) (beachte: der Quotient ist wieder ein
Banachraum) in der folgenden Weise: Man definiert die untere Zeile des Diagrammes

E —25 E
| E
g/F 2 BF

(wo 7 die Quotientenabbildung bezeichnet) explizit durch S/F(w(z)) := w(Sz). Das
liefert nach Voraussetzung an F' eine wohldefinierte stetig lineare Abbildung S/F
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auf dem Quotienten, die das Diagramm kommutativ macht. Ferner gilt fiir deren
Norm: [1S/F|| < IS

Ist nun ® : A — L(E) ein Funktionalkalkiil fiir S (mit einer geeigneten Funk-
tionenalgebra A), und gilt fir alle f € A: ®(f)F C F, so definiert

®/F:A— L(E/F); f = ®(f)/F

einen (im folgenden als Quotientenkalkiil bezeichneten) Funktionalkalkiil fiir den
Operator S/F.

2.5.2 Lemma. Sei E Banachraum, F' C E abgeschlossener Unterraum, S € L(E)
mit SF C F.

(a) Ist S € [E(T)] und zusétzlich ST'F C F, so existiert der Quotientenkalkiil fiir
S/F.

(b) S/F € [E(T)] & S'|pr : F+ — F+ € [£(T)].
Beweis.

(a) Esist nur zu zeigen, dafl F' invariant ist unter ®(f), wenn ® den £(T)-Kalkiil

bezeichnet. Fiir f € £(T), « € F beliebig, gilt: ®(f)z = >.,° _ f(n)S"z,
aber wenn F' invariant unter S und S~ ist, so auch unter jeder beliebigen
Potenz von S. Damit sind die Partialsummen der Reihe alle Elemente von F,

folglich auch der Reihenwert, da F' abgeschlossen ist.

(b) Durch Dualisieren des Quotientendiagrammes erhilt man die folgende Situa-
tion:
E < F

g

(B/F) & (B/FY
wobei sich die Kommutativitét natiirlich vererbt: 7' o (S/F)' = S’ o . Nach
Definition der Adjungierten gilt jedoch: 7'y’ = y’ o 7, d.h. schriinkt man 7’
auf sein Bild ein, so ist dies gerade der kanonische isometrische Isomorphismus
7:(E/F) — F+ C E' zwischen (E/F)" und F* (vgl. etwa Rudin [16]). An
der Kommutativitiit des Diagrammes liest man ab: S'F+ = ran S’ o7’ C
ran ' = F+. Daraus folgt unmittelbar: S’|p1 o7 = 70 (S/F)’, d.h. (S/F)’
ist dhnlich zu S’|p1 vermoge 7. Also haben entweder beide Operatoren einen
£(T)-Kalkiil oder keiner. &
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3 £&(T)-subskalare Operatoren

Zu Beginn des letzten Kapitels haben wir gesehen, dafl die £(T)-skalaren Operato-
ren sich in erstaunlich einfacher Weise {iber Wachstumsbedingungen charakterisie-
ren lassen. Alles, was sich von diesen Wachstumsbedingungen auf Einschrankungen
tibertragen lift, liefert natiirlich sofort Bedingungen, die ein £(T)-subskalarer Ope-
rator notwendig erfiillen muf.

Andererseits gibt es von der Untersuchung subskalarer Operatoren bekannte
Methoden, die - unter vergleichsweise abstrakten Voraussetzungen - die Existenz
einer Fortsetzung mit gewiinschtem Kalkiil garantieren.

Dies ist unser Ansatzpunkt: Zu einem gegebenen Operator werden wir eine Fort-
setzung konstruieren, die einen £(T)-Kalkiil hat - allerdings unter einer Voraus-
setzung, die zunichst ganz darauf zugeschnitten scheint, daf§ die Konstruktion funk-
tioniert. Uber die Wachstumsbedingungen werden wir dann eine Briicke schlagen
konnen, und es wird sich zeigen, dafl diese abstrakte hinreichende Bedingung auch
notwendig ist.

3.1 Konstruktion einer Erweiterung mittels Shifts

Der Rechtsshift s : (L(Z,X) = (L(Z,X); (an)n — (an—1)y ist - wie wir uns
in (2.2.2) iiberzeugt haben - ein E£(T)-skalarer Operator. Die eingangs erwihnte
Konstruktion wird zeigen, daf jeder £(T)-subskalare Operator dhnlich ist zu einer
Einschrinkung eines geeigneten Quotienten von s.

3.1.1 Wir wenden uns noch einmal kurz dem oben eingefiihrten Folgenraum

((Z, X) := {(an)n Folge in X : [[(@n)allig == Y llanll(1 + [n])* < oo}
neZ

zu: Ist T € L(X) ein stetig linearer Operator, so kénnen wir durch komponentenwei-
se Anwendung (}(Z,X) 3 (#n)n = (Tn)n € (i(Z,X) eine ebenfalls stetig lineare
Abbildung auf dem Folgenraum - der Kiirze halber wiederum mit 7' bezeichnet -
definieren. (Die Linearitét ist klar. Zur Stetigkeit beachte man, daf8 sich die Norm
einer Folge unter T" hochstens um den Faktor ||T|| verschlechtert.)

Wie im skalarwertigen Fall 148t sich der Dual von £} (Z, X) isometrisch mit einem
(allerdings X'-wertigen) ¢*° identifizieren. Setzt man (und dies ist ein Banachraum)

!
(2, X" == {(u),, Folge in X" : ||(u — <y - < ’
k ( ) {( n)n g ||( n)n”oo,k nEIZ) (1 n |n|)’“ OO}

dann a8t sich zeigen (vgl. Anhang A), dafl die angesprochene Dualitéit wie folgt
funktioniert:

< (@n)ns (up)n >= Y <an,uh, > (an)n € G(Z,X), (u))n € 62(Z, X).
nez

Wie oben kann man auch im Falle des £°° durch komponentenweise Anwendung
eine Abbildung S € L(X') auf ¢;°(Z, X') hochheben. Ist T' € L(X), so verifiziert
man sofort mit der Dualitdtsformel, daf3

0z,X) T (Z,X)

(2, X) & 62z, X)

zueinander duale stetig lineare Abbildungen sind.
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3.1.2 Satz. Ist fiir ein k € Ny die Abbildung
Ji X — O(Z,X)[(s = T)G(Z, X); @ = [(26n,0)n]
ein topologischer Monomorphismus, so ist T' £(T)-subskalar.

Beweis. Wir vergewissern uns zunichst, dafl der Quotient des Shifts auf dem rechts-
stehenden Quotientenraum den Quotientenkalkiil hat. Nach Lemma (2.5.2) miissen
wir nur zeigen, daf (s — T')¢(Z, X) invarianter Unterraum von s und s~* ist. Aber
offensichtlich vertauschen s und T auf ¢}(Z, X ), weshalb auch s und (s—7") sowie s~
und (s —T') auf diesem Raum kommutieren. Daraus folgt sofort, daf (s —T')¢;(Z, X)
und damit auch der Abschluf} (Stetigkeit) unter s und s~! invariant ist.

Der Quotient s/F := s/(s — T){;(Z, X) hat also einen &(T)-Kalkiil. Die Ein-
bettung 7 ist aber gerade so gemacht, dal auf dem Quotienten nicht unterschieden
wird zwischen der Anwendung von 7" und der von s/F, genauer:

JTe = [(Txdn,0)n]
= [(T2dp,0)n + (s = T)(x6n,0)n]
= [s(@6n,0)n]
= 5/F[(@6n0)n]
= (s/F)jx.

Damit ist das folgende Diagramm kommutativ

X — 5 jX — &z,X)/(s— T)L(Z, X)

Tl ys/F)\]—X ls/F
X~ jx —= 0(2,X)/(s - T)L(Z, X),

und nach Voraussetzung ist j ein topologischer Monomorphismus. D.h. 57 : X = 7 X
ist topologischer Isomorphismus, weshalb man am Diagramm abliest: j ist eine
Ahnlichkeitstransformation zwischen T’ und der Einschréinkung eines & (T)-skalaren
Quotienten des Rechtsshifts. O

Der auf den ersten Blick recht unnatiirlich und unzugénglich erscheinenden Be-
dingung an j, die im Satz gefordert wird, kénnen wir durch Dualisieren auf den
Leib riicken:

3.1.3 Lemma. Essei T € L(X). Dann sind dquivalent:
(a) j: X — G(Z,X)/(s—T)(Z,X); x> [(xdn0)s] ist ein topologischer
Monomorphismus
(b) Va' € X' I(uy,)n € (°(Z, X") mit uy,,y =T"u;, (n € Z) und uy = a'.
Beweis. Wir identifizieren

(0.(z,X)/(s— T)éi(Z,X))I ~ ((s— T)E,lc(Z,X))l = ker(s' = T7),
y' > Yy omw — (ul)n

wobei (s' =T") : £°(Z, X") — €°(Z, X') die zu (s — T') adjungierte Abbildung ist.
Dann folgt:
< [(xén,o)n],y' >
< (-Z'(Smo)nayl om >
= < (@0p0)n, (up)n >
Z < b0, ul, >=< T, Ul >,
nez

< g,y >
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woran man abliest: modulo der obigen Identifizierungen ist die Abbildung
X' ¢ ker ((s' T (2, X — e%(z,x’)); () — u)

die Adjungierte von j. (Offenbar ist j als Hintereinanderausfithrung der stetigen
Einbettung X — (}(Z,X) und der Quotientenabbildung stetig linear, so daf die
Existenz und Stetigkeit des adjungierten Operators gesichert ist). Wie im skalar-
wertigen Fall bestéitigt man, dafl s’ der Linksshift ist:

< s(ap)n, (ul)n >= Z < ap_1,up, >= Z <y Uy >
neZ nez

Damit kann man den Kern von s’ — 7" beschreiben als
ker(s' —T") = {(up)n € (2, X") s upyy =T'u;, Vn e Z},

und die Bedingung (b) ist dquivalent zur Forderung, dafl die Abbildung j' surjektiv
ist. Allgemein gilt jedoch fiir stetig lineare Operatoren auf Banachriumen: j ist
topologischer Monomorphismus < j' surjektiv. Damit ist das Lemma bewiesen.

3.1.4 Nach dem Lemma ist klar: die recht abstrakte Forderung, daf§ die Abbil-
dung j eine Einbettung ist, kann ersetzt werden durch eine Aussage iiber Existenz
von Folgen (die gewissen Wachstumsbedingungen geniigen). Die Frage ist nun, ob
sich solche konkreten Objekte wie langsam wachsende Folgen nicht aus der Cha-
rakterisierung von &(T)-skalaren Operatoren tiber Wachstumsbedingungen wieder
herausholen lassen. Dafl dies funktioniert - und sich damit eine Aquivalenzkette
schlieflen 148t, davon handelt der niichste Satz.

3.1.5 Satz. Fiir T € L(X) sind dquivalent:
(a) T ist E(T)-subskalar

(b) j: X — (2, X)) (s—T):(Z,X); x+][(--,0,2,0, )] ist topologischer
Monomorphismus fiir ein k € N

(c) Ik € Ny Vo' € X' 3I(up,)n € 6°(Z,X") mit uj,, = T'u;, (n € Z) und

[
uy =a'.

Beweis. Nach dem vorangegangenen Lemma und Satz (3.1.2) ist nur noch zu zeigen:
aus (a) folgt (c).

Ist T &(T)-subskalar, so ist T’ &hnlich zur Einschrinkung eines Operators T' auf
einem Banachraum X, wobei 71" einen &(T)-Kalkiil besitzt. Dies bedeutet: Es gibt
ein kommutatives Diagramm der Form

QLN ‘e
T
T
X — X

mit einem topologischen Monomorphismus ¢. Dann ist aber auch

N 7 .
X +—— X'
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kommutativ, und hier ist i’ surjektiv (als Adjungierte einer Einbettung). Mit 7'
hat aber auch 7" einen &(T)-Kalkiil, und wir wissen: 7" ist invertierbar und die
Potenzen wachsen langsam.

Nun zur Konstruktion der Folge: Sei ein beliebiges ' € X' gegeben. Wir wihlen
ein Urbild ' = i'Z{ von ' unter i’ (surjektiv) und bilden die Folge

(2'),, in X' mit den Gliedern &', := (I")"&l, (n € Z).

Als Kandidat fiir die in (c) geforderte Folge (u!,), in X' setzen wir:

!

Unp,

=iz, (ne€z),

projizieren also die Folge (&1 ), mittels i’ wieder auf X' herunter. Bleibt noch nach-
zuweisen, daf3 die Folge mit den so definierten Gliedern alle gewiinschten Eigen-
schaften hat.

Nach Satz (2.1.3) existieren Konstanten ¢ > 0 und k € Ny, so daB ||(T")"]] <
c(1 + |n|)¥; in bezug auf die Folge (u!,), bedeutet dies:

sl < W= 1) < 1l lle(L + |n])*.

Damit ist sup el < effi'[[|l#)]] < oo, weshalb (ul,)n € €3°(Z, X).

Ferner hat man:
T T Y N Y SEal el G AT A riNnA-1ar 1Al 1
T'uy, =T 0d';, =i' o Ty, =4 o T'((T")" o) = i' o (T")" 2y = 4"} = Up g,

die gewiinschte Vertauschungseigenschaft. Nach Wahl von &, gilt desweiteren: uj =
i'Z{ = «'. Damit haben wir zu beliebigem ' eine in (¢) gewiinschte Folge kon-
struiert. Bleibt noch anzumerken, dafy die Konstante & nur von der Erweiterung T
abhiingig - d.h. fiir alle 2’ universell - ist. &

Zum Abschluf sei noch erwihnt, dafl man in (c) auf den positiven Teil der Folge
verzichten kann, wenn man zuséitzlich langsames Potenzwachstum fiir 7" voraussetzt.
Da sich diese Art der Charakterisierung bei der Behandlung von Beispielen noch
als niitzlich erweisen wird, werden wir sie hier gesondert festhalten:

3.1.6 Korollar. Fiir T' € L(X) sind dquivalent:
(a) T ist E(T)-subskalar

(b) IkeNy FIb>0: |T7|<b(1+n)* (neNy) und
Vo' € X' 3(x),)nen, Folge in X' mit Tz, =2, (n€Ny), xp=2a'

ll, I
(14+n)*

sowie Sup,,cy,

Beweis. (a) = (b). Aus (2.1.5)(a) entnehmen wir die Existenz von Konstanten &
und b, wie sie fir die Wachstumsbedingung an die positiven Potenzen in Teil (b)
benstigt werden.

Zur Konstruktion der Folge greifen wir auf den vorigen Satz (3.1.5) zuriick und
bilden gemi$ (c) zu einem ' € X' die zugehdorige Folge (uy,), € £3°(Z, X'). Daraus
wihlen wir dann nur den Negativteil aus, indem wir setzen: ), :=u', (n € Np).
Offenbar ist a2y = ug = @', T'a} 4 = T'u_(ny1) = Ul 4y = ul, = @i, fiir alle
n € Ny. Die Wachstumsbedingung 148t sich ebenfalls direkt umsetzen:

1A [l

o < sup = [I(u, g < 00.
neng (L+n)k = ez (14 |n|)* (| (7))l o0

Dabei bleiben alle oben gemachten Wachstumsabschitzungen offenbar giiltig, wenn
man die Konstanten k und k durch max{k, k} ersetzt. Folglich gilt (b), wenn man
in der Behauptung fiir k& dieses Maximum einsetzt.
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(b) = (a). Die Riickrichtung beruft sich ebenfalls auf Teil (c) des vorigen Satzes,
wonach wir fiir ' € X’ eine geeignete zweiseitige Folge bilden miissen. Mit der
zugehorigen einseitigen Folge (z!,),, aus Teil (a) definieren wir diese wie folgt:

o x, (n <0)
T @) (n>0)

Offenbar ist u(y = «' und man liest sofort T'u;, = uj,,, fiir die positive Seite der
Folge ab; fiir die negative Seite gilt aber ebenso: T'u;, = 1"z, = ', | = u; ;.
Bleibt die £3°-Norm auf Endlichkeit hin zu untersuchen, aber:

T |l |l
u' < su iy "li + sup —2—,
l(uy)nlloo,k < n@g’o (1 +n)k neg (1+ n)k

und die Ausdriicke auf der rechten Seite sind nach den in (b) geforderten Wachs-
tumsbedingungen endlich. &

3.2 Konstruktion einer Erweiterung mittels M,

Die grundlegende Idee zur im letzten Abschnitt vorgestellten Konstruktion einer Er-
weiterung stammt von Eschmeier und Putinar [8]. Dort werden subskalare Operato-
ren mit dieser Methode untersucht, allerdings spielen X-wertige Funktionenrdume
die Rolle der hier verwendeten X-wertigen Folgenrdume, und anstelle des Shifts
wird der Multiplikationsoperator M, betrachtet.

Wir werden uns davon iiberzeugen, daf die analoge (auf den £(T)-Fall angepafl-
te) Konstruktion gerade die Resultate liefert, die man aufgrund der Kenntnis des
E(C)-Falles vermutet.

3.2.1 Im folgenden soll zuerst die Theorie der projektiven Limites ein wenig vertieft
werden, da im Beweis an wesentlichen Stellen von solchen Techniken Gebrauch
gemacht wird.

Seien also E = ({Ex}, ), F = ({Fi},n!) zwei abzihlbare projektive Spek-
tren von Fréchetrdumen. Dann heifit eine Familie (uy) stetig linearer Abbildungen
E;, 5 F}, Morphismus von E nach F, falls fiir alle k,1 € Ny mit I > k gilt:
ml 0w = uy o7k, d.h. wenn das folgende Diagramm kommutativ ist (I > k):

E; o F
ﬂ,ffll lﬂ};

Diese Bedingung garantiert, dafl man die Abbildungen u; zwischen den Stufen liften
kann zu einer Abbildung zwischen den projektiven Limites, genauer:
Ein Morphismus (u)s wie oben induziert die stetig lineare Abbildung

limug : lim By, — lim Fy;  limug = Hpugl:
nm g ;- im By, dm By lm g kk|]<£1Ek

zwischen den projektiven Limites. Zum Beweis: Ist (z)r € lim Ej, dann stellen
—
wir fest: wf (w(2))) = 7k owi(m) = ug o wl(z) = up(vf(z)) = ug(wy), dh.
Wiy B, bildet wirklich nur in lim £} ab. Die Linearitdt ist klar (Produkt li-
—

pan

nearer Abbildungen), bleibt also noch die Stetigkeit nachzuweisen. Dazu nutzen wir

aus, daf} lim F}, die Produkttopologie tragt, demnach ist limu; genau dann stetig,
— —
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wenn fiir alle [ € Ny die Abbildung 7/ olim uy, stetig ist, wobei w}" die Einschriinkung
der kanonischen Projektion Il Fy, — F; auf 1<i£1Fk ist.

Wegen 7" o {iLnuk(:Un)n =7} (up (@) = w(z) = w(mF (2n)n) = w o7 (2n)n
ist diese Forderung jedoch trivialerweise erfiillt

lim g
lim E;, — lim F},
— —

E F
™ ™

E —— K,

denn: die u; sind nach Definition stetig und die 7/ als kanonische Projektionen
ebenfalls.

Zum Abschluf vereinbaren wir noch folgende Sprechweise: Ein abzihlbares pro-
jektives Spektrum von Fréchetriumen heifle reduziert, wenn alle Strukturabbildun-
gen dichtes Bild haben.

Nun steht dem Beweis des nachfolgenden Satzes nichts mehr im Wege:

3.2.2 Satz. Die folgende Abbildung ist ein topologischer Isomorphismus

E(T,X)/G-TET,X) =5 lmCH(T, X)/(z ~ T)OHT, X)
1 = (k-

Beweis. Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten. Es ist die Ausfithrung der
Uberlegungen, die in [8] Corollary 6.4.8 vorausgeschickt werden (und zwar im re-
duzierten Fall). Die Idee ist, die Exaktheit einer geeigneten Sequenz von linearen
Abbildungen zwischen Stufen hochzuheben auf die induzierte Sequenz zwischen den
projektiven Limites. Alles weitere ist im wesentlichen nur noch die Identifikation
&(T, X) = lim C*(T, X) aus Kapitel 1.

1. Schritt: Wir {iberlegen uns zunichst, daf} die folgende Sequenz exakt ist:

2
L1

. — A ko oe . k T k — A
0 lim (z = T)CH(T, X) 5 lim C*(T, X) % lim C*(T, X)/(z = T)CH(T, X) — 0

- wobei e(f)r := (fx)r die von den Inklusionen und o(fx)r = ([f]r)r die von den
Quotientenabbildungen induzierte Abbildung bezeichne.
Wir betrachten zu Beginn fiir festes k die Sequenz zwischen den Stufen

1 1
K

0 — (z —T)CKT,X) = CK(T,X) 2% C*(T, X)/(z — T)Ck(T, X) — 0,

wobei ey, die jeweilige stetige Inklusion und ¢y, die kanonische Quotientenabbildung
bezeichnet. Nun ist die Einbettung ey, injektiv, die Quotientenabbildung ¢y, surjektiv
und man liest ab: ran e, = ker g, d.h. die Sequenz ist offenbar (unabhiingig von
k) exakt. Die vorkommenden Ridume lassen sich auf offensichtliche Weise durch
Strukturabbildungen zu projektiven Spektren ergénzen, so daB (ex)r und (vg)x
Morphismen zwischen diesen werden, denn das Diagramm

G —T)CHT, X) «=2— (z=T)CU(T, X)
CHMT,X) «+—=——  CYT,X)

(I > k) ist offenbar kommutativ, und alle Inklusionen sind stetig. Also stehen in
den Spalten Strukturabbildungen projektiver Spektren (die Strukturaxiome werden
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von den Inklusionen trivialerweise erfiillt), und (eg)y ist ein zugehoriger Morphis-
mus. Somit ist sichergestellt, dafl die induzierte Abbildung e zwischen den Limites

existiert. Konkret: fiir (f,), € {in(z —T)CK(T,X) gilt: e(fn)n = (1<£n ex)(fn)n =
(en(fa))n = (fa)n-

Um die Exaktheit auch im Limes zu erhalten, geniigt es nach [8], Theorem 3.2.4,
sicherzustellen, daf3 das erste Spektrum reduziert ist, d.h. die jeweilige Strukturab-
bildung in der oberen Zeile des Diagrammes muf} dichtes Bild haben.

Ist aber f € (z — T)C*(T, X), etwa f = (2 — T)g mit einer C*-Funktion g, so
konnen wir nach (1.3.7)(c) eine g in C*(T, X )-approximierende Folge (g,,),, trigo-
nometrischer Polynome wihlen. Die g,, liegen offenbar in C!(T, X) und wegen der
Stetigkeit von z — T ist dann (z — T')g,, eine (z —T)g = f approximierende Folge in
Ck(T, X). Es ist also gezeigt:

(= T)CT, X) C (2 — T)CH(T, X) € (= = T)C(T, X)
was jedoch das Gewiinschte liefert, wenn man zum C*-Abschluf} {ibergeht.

Nun zum projektiven Spektrum der Quotientenriume. Als Strukturabbildungen
bieten sich an (I > k):

CH(T, X)/(z = T)CH(T, X)' &L CHT, X)/(z = T)CT, X) 5 [fli = [l

7 2
b K

Wegen (z — T)CHT, X) C (z —T)C*(T, X) ist die Abbildung wohldefiniert (denn:
[f—gli = 0= [f—g]r = 0) und stetig (Linearitét klar) beziiglich der jeweiligen Quo-
tientennorm (bei C* erstreckt sich das Infimum {iber eine groBere Menge). Aufer-

dem gilt: mee = ([f]e = [flk) = id, 7t © Wi ([flim) = 7 ([f1) = [fle = T ([flm)
fiir m > 1 > k, d.h. die Strukturaxiome sind erfiillt. Fiir [ > k stehen also im
Diagramm

CH(T, X) 2 CH(T, X)

QDkJ(ﬁ ﬁJfPl

CH(T,X)/(z = T)OR(T, X)' «™— C!(T,X)/(z - T)C'(T, X)

7
b

in den Zeilen jeweils Strukturabbildungen projektiver Spektren; ferner ist fiir f €
CY(T, X) beliebig: 74 o @i (f) = i ([fl1) = [f]x = ¢r(f), d.h. das Diagramm ist
kommutativ und die Familie (¢}, ), definiert einen Morphismus projektiver Spektren.
Wieder ist die Existenz der induzierten Abbildung ¢ gesichert, und wir koénnen
nachrechnen: o(fr)e = (e (fi))r = ([felk)r-

Wir haben nun also geklirt, wie die zu betrachtenden Spektren aussehen, und
nachgewiesen, daf§ das erste (in der Sequenz auftretende) reduziert ist. Ferner sind
die in der Sequenz auftretenden Abbildungen Morphismen zwischen Spektren.

Dann vererbt sich aber nach [8], Theorem 3.2.4, die Exaktheit der Sequenz in
jeder Stufe auf die induzierte Sequenz zwischen den Limites und der erste Beweis-
schritt ist abgeschlossen.

2. Schritt: Als néchstes {iberlegen wir uns, dafl

(: = DET,X) L lim e = T)CHT, X) 5 iolf) = (/)

topologischer Isomorphismus ist.
Dazu betrachten wir fiir ¥ € Ny die Abbildung (z — T') zwischen geeigneten
Stufen:

2
L1
)

CH(T,X) =3 (z = T)CH(T, X)
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wo sie offenbar stetig linear mit dichtem Bild ist, wobei das folgende Diagramm fiir
alle | > k kommutiert, wenn man als Zeilenabbildungen die stetigen Inklusionen
einsetzt:

CH(T, X) 2 CYT, X)

l(H) l(zm

Gz —T)CHT, X) +=2— (z =T)CU(T, X)

7
b

In den Zeilen stehen dabei Strukturabbildungen projektiver Spektren (die Inklusion
erfiillt trivialerweise alle Strukturaxiome) zu den Stufen C*(T,X) einerseits bzw.

(z — T)C’“(']T,X)L andererseits. Dafl das Diagramm kommutiert, heifit gerade: Die

Familie der Abbildungen z —T : C*(T,X) — (2 — T)C*(T, X) " ist ein Morphismus
zwischen beiden projektiven Spektren. Da die oberen Spektralabbildungen dichtes
Bild haben (CY(T,X) C C*(T, X) dicht fiir { > k) und das Gleiche fiir z — T in
jeder Stufe gilt, folgt nach [8], Remark 3.2.5 (c), daf die induzierte stetig lineare
Abbildung h;n(z —T') zwischen den projektiven Limites dichtes Bild hat. Bevor wir

dieses Resultat benutzen kénnen, stellen wir fest, daf3

lim(z — 1) . ,
lim C*(T, X) ——— lim (z — T)Ck(T,X) —— lim C*(T, X)
— — —
(T, X) =T, (z—T)ET,X) —=— &(T,X)

kommutativ ist, wenn i(f) = (f) der topologische Isomorphismus zwischen den

Réiumen in der linken Spalte und j die von den Einbettungen (z — T)Ck(T, X)
Ck(T, X) induzierte Abbildung bezeichnet. An der rechten Diagrammhilfte liest
man dann ab, daf iy topologischer Monomorphismus ist. DaBl iy dichtes Bild hat
folgt aus der Kommutativitit der linken Diagrammhiilfte und der Tatsache, daf3
1<£n(z — T') dichtes Bild hat. Als topologischer Monomorphismus mit dichtem Bild

zwischen Fréchetriumen ist ig schlieBlich topologischer Isomorphismus.

3. Schritt: Mit Hilfe der Abbildung iy kann die exakte Sequenz aus dem ersten
Beweisschritt fiir unsere Zwecke nutzbar gemacht werden. Dazu betrachten wir das
folgende kommutative Diagramm:

0 0
(z — T)&(T, X) o lim(z - T)OHT, X))
—
N e
&(T, X) . lim C*(T, X)
—

o1 @

lim (T, X)/(z = T)CH(T, X)' —" 1im C*(T, X)/(z ~ T)OH(T, X)'
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Damit iibertriigt sich die Exaktheit der Sequenz in der rechten Spalte (die wir im 1.
Schritt nachgewiesen haben) auf die linke Spalte, denn die Zeilenabbildungen sind
topologische Isomorphismen. Ist aber nun sichergestellt, dal die erste Spalte exakt
ist, so wissen wir: die Abbildung

£(T,X)/(z - T)E(T, X) = lmC*(T,X)/(z - T)CH(T, X)
[fl = woi(f)

ist wohldefiniert und liefert eine topologische Identifizierung; wegen woi(f) = ([f]k)x
(vgl. Definition von i und Wirkungsweise von e aus 1. Schritt) ist dies gerade die
gewiinschte, und der Beweis ist abgeschlossen. &

3.2.3 Lemma. Sei ({Ey}, ) ein abzihlbares projektives Spektrum von Fréchet-
rdumen, X ein Banachraum und j : X — lim Ej, ein topologischer Monomorphis-
—

mus. Dann existiert ein l € Ny, so dafl m; 0 j : X — Ej ein topologischer Monomor-
phismus ist.

Kurz: eine Einbettung in einen projektiven Limes liefert schon eine Einbettung
in eine Stufe.

Beweis. Da wir im Fréchetraum-Fall sind, kénnen wir uns auf Folgenstetigkeit
zuriickziehen, und es geniigt zu zeigen: Es existiert ein [ € Ny, so daf} fiir jede Folge
(zn)n in X mit 7 0j(x,) = 0 auch z,, gegen Null konvergiert. Nach Voraussetzung
ist j topologischer Isomorphismus auf sein Bild, und die Stetigkeit der Inversen
j71 5 X — X liefert:

< i) VreX,
||| _cgleagpkom(w) T

mit ¢ > 0, F' C Ny endlich und einer geeigneten Familie {p; : k € F'} stetiger
Halbnormen auf Ej;. Man kann daher problemlos eine natiirliche Zahl I > max F
wahlen und mit den Strukturabbildungen auf der rechten Seite bis zur [-ten Stufe
hochklettern:

MAX Py, © T (jz) = HAX P © Tk T (jo) = Iglealgc(pk o mt)(m 0 j)a.

Da die Strukturabbildungen stetig sind, ist maxye g (pg © 7g;) eine stetige Halbnorm
auf E;. Zusammengefaflt: wir haben eine stetige Halbnorm ¢ und eine Konstante
¢ > 0 gefunden mit

l|lz|l < cq((mi 0 j)z)  (z € X).

Die Behauptung folgt nun aus der Eingangsbemerkung, wenn man beachtet, dafl
aus 7 o j(xy) — 0 folgt: g(m o j(x,)) — 0 fiir jede stetige Halbnorm q. &
3.2.4 Satz. Ist fiir T € L(X) die Abbildung

J: X —= &M, X)/(z—T)E(T, X); x> [z]
ein topologischer Monomorphismus, so ist T £(T)-subskalar.

Beweis. Die Abbildung j induziert wegen Satz (3.2.2) den - ebenfalls mit j be-
zeichneten - topologischen Monomorphismus

x4 lim C*(T, X) /(= = T)CH(T, X); @ = (2],
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und mit Lemma (3.2.3) finden wir sogar eine Einbettung in eine Stufe
X 24 CHT, X) /(2 = T)CU(T, X ); & = mi([a]k)e = [z

Wir wollen zeigen: via j; := m; o j ist T' dhnlich der Einschrinkung des Quotienten
M./(z —T)CYT, X), fiir den wir die Existenz des Quotientenkalkiils nachweisen
konnen. Zunichst also zu diesem Quotienten:

Setzen wir abkiirzend F := (z — T)C!(T, X), so geniigt es zu zeigen, daf} fiir alle
@ € E(T) gilt: M,F C F (vgl. Lemma (2.5.2) zur Existenz des Quotientenkalkiils
und Satz (2.2.2) zum Aussehen des £(T)-Kalkiils fiir M.). Wegen der Stetigkeit von
M, geniigt es zu zeigen, da (z — T)C!(T, X) invarianter Unterraum von M, ist,
was jedoch trivial ist.

Somit haben wir sichergestellt: M, /F existiert als Element von L(C! (T, X)/F)
und hat den Quotientenkalkiil, da sich der &(T)-Kalkiil von M, € L(CY(T, X)) ver-
erbt. Weiter wissen wir iiber die Wirkungsweise von M, /F: Es gilt (M./F)([f];) =
M. s = [2f) )

Nun zur behaupteten Ahnlichkeitsbeziehung: Wir rechnen nach, daf das folgende
Diagramm kommutativ ist:

X 'y yx —S T, X)/(z - T)CY(T, X)
Tl l(Mz/Fm,x le/F
X Iy yx —S T, X)/(z - T)CU(T, X).

Ist aber © € X beliebig, so haben wir: (j; o T)z = [Tz|; = [Tz + (z — T)z|;, =
[zz]; = M,/F([z];)- Das ist die gewiinschte Kommutativitit, und man liest ab: T
ist hnlich (via j;) dem Operator (M. /F)|; x, welcher die £(T)-skalare Erweiterung
M. /F hat. ¢

Ganz dhnlich wie bei der Konstruktion der Erweiterung tiber den Rechtsshift,
kann man auch hier die hinreichende Bedingung (an die Abbildung j) dualisieren,
vgl. Lemma (3.1.3), und erhilt:

3.2.5 Lemma. Fiir T' € L(X) sind dquivalent:

(a) j: X —E(T,X)/(z—T)E(T, X); x> [z] ist topologischer Monomorphis-
mus

(b) Vo' € X' Fu € L(E(T), X") mit u(zp) = T'u(p) VYo € E(T) und u(l) = z'.
Beweis. Wir beobachten: Die Abbildung j ist die Hintereinanderausfiithrung der
stetigen Einbettung X — £(T, X) und der (ebenfalls stetigen) Quotientenabbil-
dung (T, X) — &(T,X)/(z — T)E(T, X), also ist j ein stetig linearer Operator
zwischen Fréchetriumen. Die Forderung in (a), dal j topologischer Monomorphis-
mus zwischen Fréchetriumen ist, ist deshalb #quivalent zur Forderung, daf} die
Adjungierte

X' (&(T,X)/(z = T)E(T, X))’

(welche als stetig lineare Abbildung zwischen den starken Dualrdumen existiert)
surjektiv ist. Auch im Fréchetraum-Fall haben wir die (algebraische) Identifizierung:

(€T, X)/-TETX) 5 ((z-T)ET,X))" = ker(z—T)'
f - flom,

wenn 7 die Quotientenabbildung bezeichnet. Modulo 7 wird die Adjungierte von 7
zur Inklusionsabbildung

ker(z — T) —=— &(T,X)".

K
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Unter Einsatz des topologischen Isomorphismus v : (T, X)" — L(E(T), X’') aus
Korollar (1.4.4) erstellt man das folgende kommutative Diagramm:

X' — E(T, X) % L(E(T), X")
Tz’d UTTH UT
X' ¢—— ker(z = T)' % ker (L(e(T),X') = L(E(T),X’)).

Die Surjektivitit von j' (und damit die Forderung (a)) ist nun dquivalent zu der
Bedingung

X' = (jf oy ) ke (L(emr),X') = L(emr),X')),

wobei der Kern auf der rechten Seite gerade gegeben ist durch

ker(z —=T") = {u € L(E(T), X") : Vo € E(T) gilt u(zp) = T'u(p)}.
Weiter gilt fiir v € £'(T), 2’ € X’ beliebig, daB

<z, (i'oy < u>a)> = (< v > 2)) (i)

= <lLv><uma >
= <z,(<Luv>z)> (zreX),

und da lin {< ;o > 2' v € E(T),2' € X'} in L(E(T), X') dicht liegt, folgt damit
(i oy~ 1) (u) = u(1) fiir alle u € L(E(T), X'). Ist u speziell aus ker(z —T"), so liefert
die Kommutativitéit des Diagrammes: (j'oy~!)(u) = u(1). Daran erkennt man: die
Forderung (b) ist nur eine Umformulierung von

X' = (f oy ker(z =T
(' o7 ){u € L(E(T), X') : Vi € E(T) gilt ulzp) = T'u(p)},

was jedoch nach den Bemerkungen von oben zur Surjektivitédt von j' und damit zu
(a) dquivalent ist. &

Es sollte nicht schwierig sein, Funktionale wie in (b) von Lemma (3.2.5) mit
Hilfe eines Kalkiils zu konstruieren. Verwirklicht wird diese Idee in folgendem Satz:

3.2.6 Satz. Fiir T € L(X) sind dquivalent:
(a) T ist E(T)-subskalar

(b) j: X — &M, X)/(z—T)E(T,X); x> [x] ist topologischer Monomorphis-
mus

(c) Vo' € X' Fu e L(E(T), X") mit u(zp) =T'u(y) VY € E(T) und u(l) = '

Beweis. Nach Lemma (3.2.5) und Satz (3.2.4) ist nur noch zu zeigen: (a) = (c).
Wie im Beweis von Satz (3.1.5) erhiilt man, dafl 7" Quotient eines &(T)-skalaren
Operators 1" : X' — X' ist, also

N 7 .
X — X'

kommutiert.
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Ist 2" € X' gegeben, so finden wir wegen der Surjektivitét von i’ ein 2’ € X', s0
daf 'z’ = 2’. Bezeichnet ® den Kalkiil fiir 77, so definieren wir:

u(p) = i'2(p)3"  (p € E(T)).

Dieses u ist sicher wohldefiniert und stetig linear und wegen ran i’ C X' somit ein
Element von L(E(T), X'). Die Eigenschaften des Kalkiils liefern den Rest:

u(l) = ' ®(1)3' = i'id(i') = i's' = o'

und
u(zp) = i'®(2p)2
= T(p)
= T'i'®(p)z'
= T'u(p) (Vo €&(T)).
Damit ist zu jedem z' eine passende Distribution konstruiert. O

3.2.7 Eine zweite Moglichkeit, den Beweis (a) = (c¢) zu erbringen, besteht darin,
mit Hilfe einer Folge (uy,), € £3°(Z, X') mit u;,,; = T"u;, (n € Z) und uj, = ' - die

nach Satz (3.1.5) fiir jedes z' existiert - ein u € L(E(T), X') zu definieren iiber die
Formel:

n=—oo

Das Wachstumsverhalten der Fourierkoeffizienten und das der Folge (ul,), sichern
die absolute Konvergenz der Reihe. Dies liefert die Wohldefiniertheit und Stetigkeit
von u, und mittels der Fourierkoeffizienten von 1 und z¢p bestitigt man unter Aus-
nutzung von u,, ., = T'u;, (n € Z) die Beziehungen u(1) = 2’ sowie u(z¢) = T'u(yp).

Ist andererseits ein u € L(E(T), X') gegeben mit u(1) = =’ und u(zp) = T'u(yp),
so koénnen wir die Folge betrachten, die entsteht, wenn wir u auf die Monome
2™ (n € Z) anwenden; wir definieren also:

up, =u(z") (n€Z).

Die Stetigkeit von w liefert, daf (ul,), € £3°(Z, X’) fiir ein k € Ny, und wj = u(1) =
@' sowie u), | = u(z"tt) = T'u(z2") = T'u), (n € Z) folgen unmittelbar.
Damit ist geklart, wie die so unterschiedlich aussehenden Bedingungen der Sétze

(3.1.5) und (3.2.6) zusammenhéngen.

3.3 Eine lokale-Resolventen-Bedingung

Fiir die Dauer dieses Abschnittes vereinbaren wir folgende Schreibweise: Uy (T) :=
{z€ C:0<|1-|z|| < 1}. Ausgangspunkt ist dann die folgende einfache Beobach-
tung:

3.3.1 Satz. Ist T € L(X) ein £(T)-subskalarer Operator, so existieren Konstanten
c> 0 und k € Ny mit:

Vo' e X! Ffe O(C—-T,X") mit (z-T)f(z)=2" (€ C-T),

wobei .
< VY U .
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Beweis. Wie iiblich gehen wir vom Adjungierten 7" einer &(T)-skalaren Erweite-
rung T : X — X aus, d.h. mit einer surjektiven Abbildung i’ : X' — X' gilt:
T'oi' =i' oT" und T" hat den &(T)-Kalkiil. Wegen der Surjektivitéit von i’ macht
es keine Schwierigkeiten, zu #' € X' ein &' € X' zu wihlen mit 2’ = ¢'#'. Dann gilt
aber fiir alle z € p(T"):

(z —T")i'R(2,T")3" =i'(z = T")R(z,T")3' = .

Die Resolventenmenge von 7' umfaBt aber C — T, und die Resolvente ist dort ana-
lytisch, also wissen wir - da 4’ stetig linear ist: Die Funktion

f:C=T— X", zwi'R(zT)%

ist analytisch und erfiillt die Eigenschaften einer lokalen Resolvente bei z'.

Bleibt also nur noch ihr Wachstumsverhalten gegen die Kreislinie zu untersu-
chen: Dabei nutzen wir wieder aus, daB 7" £(T)-skalar ist, denn (2.1.3) liefert:
Je> 0, k € Ny mit [|R(z,T")|| < Ty fiir alle z € Uy (T). Dieses Wachstumsver-
halten vererbt sich aber auf f wegen:

1F ) = 117" Rz, &' < 181112 1B (=, T)]]-
¢

Das néchste Lemma gibt Aufschlufl iiber das Wachstumsverhalten einer lokalen
Resolvente fiir 7' im Unendlichen.

3.3.2 Lemma. Es seien T € L(X) und z € X beliebig, K C C kompakt. Erfiillt
dann eine Funktion f : C — K — X die Gleichung

(z-T)f(z) =2 (VzeC-K),
so gilt: || f(z)]| = O fiir |z| = oo.

Beweis. AufBlerhalb des Spektrums von 7' ist z — T' bijektiv und somit muf} f(z)
fiir z € C auflerhalb der kompakten Menge (7)) U K mit R(z,T)z iibereinstimmen.
Da die Resolvente selbst im Unendlichen verschwindet, folgt die Behauptung. ¢

Wir werden uns iiberlegen, dafl man aus den Taylor-Koeffizienten der lokalen
Resolvente wie aus Satz (3.3.1) eine Folge in £3°(Z,X’) konstruieren kann, deren
Existenz nach (3.1.5) hinreichend ist fiir die Existenz einer £(T)-skalaren Erweite-
rung von 1. Vorweg ein Lemma, das die Wachstumsbedingung im Unendlichen ins
rechte Licht riickt. Da es spédter auch noch an einer anderen Stelle benétigt wird,
werden wir es hier etwas allgemeiner formulieren.

3.3.3 Lemma. Ist E ein Banachraum und f € O(C — D, E) eine im Unendlichen
verschwindende holomorphe Funktion, d.h. ||f(2)|| — 0 fiir |z] — o0, so gilt fiir die
Funktion f(z) := f(2) (z e D-{0}): f hat eine hebbare Singularitéit in 0, und
setzt man f(0) := 0, so ist f € O(D, E).

Beweis. Natiirlich ist die Funktion f auf I — {0} holomorph als Verkniipfung
holomorpher Funktionen; ist aber z, — 0 eine beliebige Nullfolge in D — {0}, so
sieht man: f(z,) = f(i) — 0 da f im Unendlichen verschwindet. Also ist f in 0
stetig durch 0 fortsetzbar, und der Riemannsche Hebbarkeitssatz sichert sogar: die
Fortsetzung ist holomorph. &
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3.3.4 Satz. Fiir T € L(X) sind édquivalent:
(a) T ist E(T)-subskalar
(b) Es existieren ¢ > 0,k € Ny mit:
Vele X' 3f e OC-T,X") mit (z—-T")f(z) =2" (z€C-T),

wobei ¢
< ——— U .

Beweis. Es ist nur noch (b) = (a) zu zeigen. Dazu geniigt es nach Satz (3.1.5),
sich zu iiberlegen, dafl es zu jedem ' € X' eine Folge (u},), € £°(Z, X") gibt, so

n
dal T'up, = up41 (fir alle n € Z) und uwj = z'. Sei also ein beliebiges z' € X'

vorgelegt. Nach (b) existiert eine zugehérige langsam wachsende lokale Resolvente
f € O(C—-T,X"). Wir entwickeln f|p € O(D, X’) um 0 in seine Taylorreihe, also

f(z) = Z a2z (z€D)
n=0

mit einer Koeffizientenfolge (a,)n in X'. Da f lokale Resolvente ist, gilt:

o0

(z—T") Zanz" =z (z€D),

n=0

oder wegen der Stetigkeit von 1"
o0 (o9}
Z a,z"tt — Z T'anz" —T'ag =2 (2 €D),
n=0 n=1

zusammengefafit:

D (an —T'aps1)z"™ = (T'ag +2') =0 (2 € D).

n=0
Damit liefert der Identititssatz

T'apni1 =a, (ne€Ny)und T'ag = —a'.
Gelingt es uns nun noch, das Wachstumsverhalten von (a,), zu kontrollieren, so
haben wir zumindest eine einseitige Folge gefunden, die den Anforderungen gerecht
wird. Zum Wachstumsverhalten bietet sich an, auf die Idee von Colojoara und
Foiag zuriickzugreifen (vgl. Satz (2.1.3)): Nach der Cauchyschen Integralformel fiir
die Ableitung wissen wir:

fMo 1 f(©)

= — I
TL' 27Tl 8D(1_5)(0) Cn+

d¢ (nelNy)

ay, =
fiir 0 < e < 1. Also gilt mit der Standardabschitzung fiir Kurvenintegrale
1-¢ ¢ c

1O
el <029 2P (et = T=gpri e = T aper

wobei wir im vorletzten Schritt das Wachstumsverhalten von f benutzt haben. Fiir

n > k setzen wir £ =: ¢ ein und erhalten so:

llan]l < (n>k)
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bzw.
llax|] c 1

L1
b S AR e

damit ist sup,,¢y, (Jl'lﬁgg < o00. Die Folge (ay,)y, ist also in geeignetem Sinne langsam
wachsend. Nun sind wir allerdings auf eine zweiseitige Folge angewiesen: wie lassen
sich also die a,, passend nach unten ergénzen? Da wir oben nur die Taylorkoeffizi-
enten von f|p benutzt haben, ist es naheliegend, nun die Information tiber f|._g
auszuwerten. Vermoge der Inversion am Einheitskreis z — % werden wir f|._g in

die Einheitskreisscheibe zuriickholen. Daf§ dies funktioniert, éagt Lemma (3.3.2): f
verschwindet im Unendlichen, also ist mit (3.3.3) durch f(z) = f(1) und f(0) =0
eine holomorphe Funktion auf D definiert, fiir die gilt:

E T = (-1 =« (FzeD-{0}).

z z z

Entwickeln wir f in die Taylor-Reihe um 0, etwa
N (o9}
flz) = Z bz (z € D)
n=1

(beachte: £(0) = 0), so rechnet man wieder unter Ausnutzung der Stetigkeit von 7"
die Vertauschungseigenschaft fiir die Folge (b,,), in X' nach, denn es gilt:

1 ! .- no__ I
(;—T)anz =2 (2€D-{0})
n=1
oder dquivalent:

(o] [o o)
Z bp2" — Z T'b,2" = z2' (2 € D-{0}).
n=1 n=1
Nach Potenzen von z sortiert:
Z b 2" — Z T'bp 12"+ (b1 —2')2=0 (2 €D-{0}).
n=2 n=2

Dann gilt wieder nach dem Identitdtssatz by = ' und T7"'b,_; = b, fiir n > 2. Wir
machen nun den Versuch - vom Wachstumsverhalten zun#chst einmal abgesehen
- die Folgen (an)n und (by), zu einer geeigneten Folge (u!,), - wie in (3.1.5)(c)
gefordert - zusammenzusetzen; und zwar definieren wir:

e { T (n>1)
e b—n-i—l (n < O)

Wir rechnen leicht nach:

T4y = —dy, (n>1)
T,u;r‘rl = —T’(],O = .’L" = bl (’)’L = 0) = u;w
T p = bops (n<-—1)

also gilt offenbar T'u;, = u;,,, fiir alle n € Z und nach Definition: uy = b =
z'. Das Wachstumsverhalten der u!, richtet sich nach dem der beiden einseitigen
Folgen (a,), (woriiber wir bereits Bescheid wissen) und (by,),, welche wir jetzt
ndher untersuchen wollen.
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Wie oben gilt mit der Cauchy-Formel:

IO f© 1 (@)
b, = — d¢ = dc.
/BD(la) ¢ /<9D(1s) ‘

n! - 21 (0) <n+1 B % (0) CnJrl

Aber mit der Wachstumsbedingung an die lokale Resolvente aus (b) wissen wir:

c c|z|* 1
= - e U(T
iomE - o GO

17N <

1
1—¢

sodaB wir fir0 <e<i (=0<|1-
Kurvenintegrale wieder erhalten:

| < 1) mit der Standardabschitzung fiir

IO _ (-2

ol < (1—¢€) sup < .
ol < (1 =2) sup TR S T

Wie oben sehen wir dann mit € := % fiir n > 2k, daf

sup 7”%” <0
neN (]- +n)k

Damit ist schliellich gezeigt, da8 die Folge (u!,), in £3°(Z,X) liegt, denn:

/ [l llan|| |1l
U p=8up ——— < sup + sup < o0
)l nez (L4 n)* = neme (L+n)F  pen (1 4+n)F

und der Beweis ist beendet. O

3.4 Zugang iiber die Randverteilungsformel

Der Beweis des letzten Satzes kann noch auf eine ganz andere Art gefiihrt werden.

Als hinreichende Bedingung (zur Konstruktion £(T)-skalarer Erweiterungen) ha-
ben wir die Existenz von Distributionen der Form w € L(E(T), X') mit u(zp) =
T'u(p) (Vp € £(T)) und u(1) = z’ erkannt (3.2.6). Die beiden letzten Eigenschaften
erinnern an die eines Kalkiils fiir 77. Fiir die Konstruktion von Kalkiilen hat man
jedoch mit der Randverteilungsformel ein leistungsfihiges Werkzeug in der Hand.
Im Gegensatz zum Kalkiil ist die Distribution v X'-wertig, ebenso wie die loka-
le Resolvente. Es liegt deshalb nahe, in der Randverteilungsformel die Resolvente
durch eine langsam wachsende lokale Resolvente zu ersetzen. Wir konkretisieren
diese Uberlegungen:

3.4.1 Mit einer langsam wachsenden lokalen Resolvente f bei z' wie in (3.3.4)(b)
und einer Folge (ry,)m in (0,1), ry, 11, setzen wir folgende Definition an:

1 ¢
o) = Jim 5 [ o (£65) - o) e (o € D).
Wie wir uns gleich iiberzeugen werden, wird dieses u den algebraischen Anforde-
rungen gerecht, falls es nur iiberhaupt existiert. Die Stetigkeit 148t sich in diesem
Falle auch recht einfach mit dem Satz von Banach-Steinhaus gewinnen. Die zentrale
Frage ist also die der Existenz. Stellen wir diese fiir einen Augenblick zuriick und
setzen voraus, daf3 der Grenzwert der einzelnen Integrale

/ P(OF(S)d¢ sowie / DO f (Cran)dC
oD oD

Tm
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fiir jedes ¢ € £(T) existiert. Dann konnen wir - unter Beachtung von (z —T") f(z) =
z' - folgendes nachrechnen:

3.4.2 Ist p € E(T), so auch z¢ und es gilt (unter Voraussetzung der Konvergenz-
bedingung aus dem letzten Abschnitt):

u(zg) = lm = /mcso(o(f(%)—f@rm))dc

m—co 271

= i [ p0( 065 - ) )

m—oo 271 Tm m
o e
= Jim om0 (T fE) - f(Cm)) ac
1
= ot o0 (165 - o)) ag
= T'u(p).

(Beachte hierbei auch: T" ist stetig linearer Operator und als solcher vertauscht er
mit dem Integral, vgl. Abschnitt 1.2.) Fiir (1) erhélt man:

ww = g o [ (1G5 - st )ac
! ¢ !
= Jim o [ peac— tim s [ pcrac

wobei das zweite Integral identisch verschwindet, denn fir 0 < r,,, < 1ist f(ry,-)
auf einer offenen Obermenge von D holomorph, also hat das Integral den Wert
Null nach dem Cauchyschen Integralsatz. Das erste Integral 148t sich auch anders
schreiben:

27 it it
P = [ £ St = / F(O)dc.
oD

'm 0 'm Tm [¢l=7

Nach Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes fiir Kreisringe nutzen wir die Tat-
sache aus, daf} f eine lokale Resolvente bei z' ist, und erhalten:

d = d
/m: F(Q)d¢ /Klsz(o ¢

- / R(C,T)2'd
[¢l=1T"]|+1

2miz’.

Einsetzen liefert:

u(1) = lim L/ f(i)dC: lim 7z’ =

m—o00 271 Tm

3.4.3 Nun zur Stetigkeit von u. Wir definieren fiir m € N die Abbildung wu,, :
E(T) - X' durch

() = e so(Q(f(i)—f(crm))dc (Vg € £(T).

270 Jap T'm

Fiir jedes feste m und jedes ¢ € £(T) ist das Integral wohldefiniert, denn:

flrm), f(-—) € C(OD, X')

m
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(beachte: 0 < 7, < 1), also ist der gesamte Integrand stetig. Ist aber die Existenz
von u,, nun gesichert, so ist die Linearitéit wegen der Linearitit des Integrals klar.
Mit der Standardabschitzung fiir Kurvenintegrale erhalten wir:

[um ()| < (Sg%; 1f(rmz) — f(%)ll) lello,

wobei der Ausdruck in der Klammer fiir jedes feste m endlich ist (Stetigkeit). Somit
ist jedes wu,, eine stetig lineare Abbildung. Der Satz von Banach-Steinhaus besagt
dann:

Falls u(p) = limpy,— oo um(p) existiert (fiir jedes ¢ € E(T)), so ist auch die
Abbildung u : £(T) — X' stetig linear.

Damit ist nun alles auf die Frage der Existenz dieses Grenzwertes reduziert.
Vorweg zwei Lemmata, in denen die technische Vorarbeit fiir die Losung des Exi-
stenzproblems geleistet wird. Diese werden spéter an anderer Stelle noch eine Rolle
spielen, daher wollen wir sie gleich etwas allgemeiner formulieren. Im hier benttigten
Spezialfall ist f eine lokale Resolvente von T" bei ' auf C — T, und F ist X'.

3.4.4 Lemma. Es sei E ein Banachraum, 0 < r < 1, ¢ € £(T).

(a) Ist eine Funktion f € O(D, E) mit einer Folge von Stammfunktionen (f)n
in O(D, E) gegeben (d.h. fo = f und f)., = fn), so gilt: Zu jedem n € N
existieren Polynome p} € Clz] (j = 1,---,n) (unabhéngig von ¢,r), so dafs
gilt:

n

/ f(¢ryd¢ = /27r (ZP] ) dtJ (it)>fn(reit)dt.

(b) Ist f € O(C—D, E) eine im Unendlichen verschwindende Funktion und (f,),
eine Folge von Stammfunktionen in O(D, E) fiir die holomorphe Fortsetzung
der Funktion fo(z) := f(%) (z € D —{0}) auf D. Dann existieren zu jedem
n € Ny Polynome q} € C[z] (j =0,---,n) (unabhéingig von p,r) mit:

/ dg / vl ( qr e”)j; (eit)> Fulre™™)dt

Beweis. Durch Induktion nach n.
(a) Beachte: £ f, 1 (re') = f,(re')ire® fiir alle n € Ny, also
—i _.d , ,
€ Ztafnﬂ(?“e”) = falre®).

Mit einmaliger partieller Integration erhilt man:

27
/ (e) fo(re)iedt
0

[ 2 (G

Das hat die gewiinschte Form. Ist nun

[ esicnac= [ (Zp ) ele)) o

/ o(O)F(Crydc
oD
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bereits gezeigt, so integrieren wir wieder die rechte Seite einmal partiell und
erhalten:

m 1 d " g —ity . —it dj it it
g (o pe i e ) fraa ey

j=1

Die Summe in der Klammer behandeln wir folgendermaflen: Zuerst kénnen
wir den Term ie~® als Faktor iz den Polynomen zuschlagen, danach diffe-
renzieren wir mit der Produktregel und fassen so zusammen, dafl erneut eine
Summe iiber die Ableitungen von ¢(e*) entsteht. Beim Ableiten der Polyno-
me pj(z)iz erhalten wir wieder Polynome multipliziert mit der inneren Ablei-
tung const - e~%. Doch Terme dieser Form lassen sich wie oben als const - z
zu den Polynomen hinzufiigen, und es ist klar, dafl man so alle Vorfaktoren
von %g@(e“) jeweils wieder zu Polynomen p}”‘l zusammenfassen kann. Man
beachte weiter: die Potenz von r im Nenner wird um 1 erhoht.

b) Wieder ist zu beachten, da % f,, 41 (re~") = —ire~" f, (re~t), also
dt

g d g itN . F (it
re dtfn—&-l(re ) = falre™™).

Hier konnen wir den Induktionsanfang auch bei 0 machen, denn

/ PO F(S)de
oD r

|
S
S
5
>
. =,
—~
St NS
U
o~

[l
s~
[V}
3
S
BN
®
S
S
-
=
3
m
]
N
o~
o
%
=8
\.FF

demnach ist ¢J(z) = iz zu wihlen. Der Induktionsschritt besteht wie oben aus
einer partiellen Integration:

o

2 n oA o\ - )
| (S o) e
0 jrr

2 1 d " n/ it -\ gt dj it r —it
= /0 L gy qu' (e”)(—1i)e %‘p(e ) ) frta(re™")dt.

j=0
Wie oben kann man nach Anwendung der Produktregel auf die Terme in der

groBen Klammer so zusammenfassen, dafi wieder Polynome in e als Vorfak-
toren bei den Ableitungen = f(e) (j = 0,---,n + 1) auftreten. %

3.4.5 Lemma. Ist f € O(D, E) eine analytische Funktion mit folgendem Wachs-
tumsverhalten: Es existiere ein Sterngebiet V. C D mit Sternmittelpunkt 0, und
Konstanten ¢ > 0, k € Ny, so daf gilt:

IF &I <

c

7” YT (VzeV).

Dann existiert eine Folge von Stammfunktionen (fn), zu f in O(D,E), so daf§
fr+2|v eine stetige Fortsetzung auf V' hat. Das notieren wir kurz als

friz € A(V,E) := {9 € O(V,E) : g hat stetige Fortsetzung auf V'}.

Beweis. Wir setzen fy := f und bilden induktiv Stammfunktionen durch Integra-
tion lsngs der Verbindungsstrecke 0z C I

fira(z) = O_fj(C)dC (z € D)
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(wie im skalaren Fall zeigt man: f;;4 ist analytisch in I mit Ableitung f;). Fiir die
Wachstumsbedingung 148t sich dann induktiv nachweisen:

c

(1= |z[)+=

mit der Konstanten ¢ von oben. Der Induktionsanfang ist klar nach Voraussetzung
an f = fo. Zum Induktionsschritt ist nur zu beachten, daf§ fiir z € V gilt:

1)l :H%;moan
|z z 2
SLA'W“MHﬂW

E
< —__dt
- /0 (1 —t)k=s

::[—@fb+1u—5LfJ:

- k—é+n<u—v&%ﬁw‘q

C
S @A)

fiir j + 1 < k. Hierbei wurde ausgenutzt, dal 0z C V, was wegen der Sternformig-
keitsforderung an V' jedoch garantiert wird. Damit ist die Induktion abgeschlossen.

Betrachten wir insbesondere die (k — 1)-te Stammfunktion, so wissen wir nun
iber deren Wachstumsverhalten:

I fe-1(2)]] < =17 (z€V)

mit ¢ > 0. Bei der néchsten Integration erhalten wir damit:

|z s 2
@l < A oo (62 |t

EHE
E
dt
|5
= —clog(l—[:) (zeV),

und eine letzte Integration liefert schlieBlich:

|z
el < A () 21t

EE

||
< / —clog(1 — t)dt
0

1

< —c/ logu du
0

1

= —c[ulogu—u]

ot

= ¢ (z€eV).

Damit wissen wir: fry; ist beschrinkt auf V, und somit ist frio eine auf dem
Sterngebiet V' holomorphe Funktion mit beschrénkter Ableitung fr1. Folglich 148t
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sich fryo stetig auf V fortsetzen (Beweis wie im skalarwertigen Fall), was zu zeigen
war. &

3.4.6 Die Existenz von

o1 ¢
o) = Jim 5o [ o165 - 1irm) )
D 'm
sieht man dann folgendermaflen ein: Wir weisen die Existenz der Grenzwerte der
einzelnen Integrale

Tm

/ P(OF(S)d¢ sowie / DO f (Cran)dC
oD oD

fiir beliebiges ¢ nach. Daraus folgt zum einen unmittelbar die Existenz von u, zum
anderen wird nachtriglich die Argumentation in (3.4.1) bzw. (3.4.2) gerechtfertigt.

Zunichst zum zweiten Integral. Wir wissen: f erfiillt die Wachstumsbedingung
aus Lemma (3.4.5) mit V = D. Auf diesem Wege erhalten wir zu f eine Folge
von Stammfunktionen (fy)y in O(D, X') mit fr42 € A(D,X'), also insbesondere
frie € C(D, X"). Integrieren wir (k + 2)-mal partiell mit Lemma (3.4.4) (a), so
erhalten wir:

27 k+2 :
N .
i — i k42 —it it . it
’n”}gr})o 8D<,0(C)f(§r)d§ = mlir},o R (;Pj (e >_dtj o(e )) frra(re’)dt

mit Polynomen p§+2. Man beachte folgendes: wegen fi,» € C(ID, X') und des Ste-
tigkeitslemmas fiir Parameterintegrale kann der Grenziibergang unter dem Integral
vollzogen werden, und der Limes existiert.

Beim ersten Integral geht man dhnlich vor: Wir wissen, daf} die lokale Resolvente
f € O(C — D, X") im Unendlichen verschwindet, also ist nach Lemma (3.3.3) die
Funktion f: D — X' mit D — {0} 3 z f(£) und £(0) = 0 holomorph auf D, und
iiber ihr Wachstumsverhalten wissen wir:
¢ |z |k ¢

=C S
I L e L R

1= IOl <

fiir alle z € D. Dann konnen wir fiir f eine Folge von Stammfunktionen (f,), in

O(D, X') wihlen, so daB fr.o € A(D, X'). Mit Lemma (3.4.4) finden wir Polynome
qf“, so daf

C 27 k+2 ) d‘] ) N )
i [ 0= tim [ (e o)) fsalre
=0

m—oo [ap r m—oo [ dti

Wieder gilt: fi,» ist ein Element der Diskalgebra, insbesondere also stetig auf D,
weshalb wir den Grenziibergang problemlos unter dem Integral vollziehen kénnen
und der Grenzwert insbesondere existiert. O

3.5 Die Eigenschaft (3)¢r) und £(T)-subskalare Operatoren

Wie zu Beginn von Abschnitt (2.3) schon angeklungen ist, 148t sich zeigen: T hat
(B)e ¢ T ist subskalar. Ersetzt man in dieser Aussage (#)e durch (8)gry und
subskalar durch &£(T)-subskalar, dann haben wir uns bereits iiberzeugt, daf§ die
Implikation ” <" Giiltigkeit behilt. Die andere Richtung erweist sich im £(T)-Fall
als schwer zugéinglich, da das wesentliche Hilfsmittel vom skalaren Fall nicht mehr
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zur Verfiigung steht: die 9-Sequenz. Im Beweis der entsprechenden Aussage (vgl. [8],
S.183) gestattet sie es, eine gewisse Approximationsfolge von Funktionen durch eine
Folge holomorpher Funktionen zu ersetzen. Im £(T)-Falle kann man lediglich mit
trigonometrischen Polynomen arbeiten, die jedoch Pole in 0 haben. Damit bleibt
bei der Integration mit Hilfe des holomorphen Kalkiils ein Residuum iibrig, was
uns spiter als f,,(—1) begegnen wird. Es mufl damit zusitzlich gefordert werden,
daBl diese Residuenfolge gegen 0 konvergiert. Doch zunéichst noch ein vorbereitendes
Lemma:

3.5.1 Lemma. Ein Operator T' € L(X) erfiille
(@) [T < c(1+mn)ke VneNy (mite>0,ky€Ny)
(b) z—T:E(T,X) — E(T, X) ist topologischer Monomorphismus.

Dann gilt: Ist (p, + (2 —T) fm)m eine Nullfolge in E(T, X) (wobei (zp,)m eine Folge
in X und (fm)m eine Folge in £(T, X) bezeichne), so gilt schon: f,(0) = 0 in X.

Beweis. Vermoge Fourierentwicklung heifit ., + (2 —T') f, = 0in E(T, X) gerade,
daf} fiir alle k € Ny:

Yol =1) = TFu@)IQ + 2)* + [[2m + (fn(=1) = T fm(0)] "= 0.
n#0

Insbesondere konvergiert der Reihenwert bei festem k& € Ny gegen Null (fiir m — o0).
Wir betrachten nun die (Doppel-) Folge:

fM(n) n>0

am(n) = {T2nfm(_n) n < 0.

Fiir festes m definiert dann die Reihe a,, := ) ., an(n)z" eine Funktion in
E(T, X). Zum Beweis berechnen wir

Y llam @)L+ |n))* ZHfm M@ +n)* +ZIIT2"fm (1 +n)*,

nez n=1

denn es geniigt zu zeigen, dafl dieser Ausdruck fiir alle k¥ € Ny endlich ist. Dies ist
fiir die erste Reihe unzweifelhaft der Fall, da f,, eine £(T, X)- Funktion definiert.
Die zweite Reihe bearbeiten wir unter Ausnutzung von (a):

ZIITZ"fm ME+n)t < CZIIfm (L +2n)* (1 +n)"

IN

2’“002 £ I(L +m)Fote,

und wieder sieht man: wegen f,, € £(T, X) ist der letzte Ausdruck endlich.

Damit ist fiir beliebiges m gezeigt: (am (n)), € sx, was dquivalent ist zu a,, €
E(T, X).

Nun betrachten wir die Bildfolge (z — T')a,,. Gelingt es uns zu zeigen, daf} sie
eine Nullfolge ist, so sichert die Voraussetzung (b) an z — T, daf} auch a,, eine
Nullfolge ist; dann muB aber auch @y, (0) = fm(0) eine Nullfolge sein - das ist aber
gerade die Behauptung des Lemmas.

Was zu tun bleibt, ist also die Konvergenz von (z — T')a,, gegen 0 nachzuweisen.
Wir rechnen dies im Fourierbild nach:
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Y llam(n = 1) = Tam@)|(1 +|n)*

= Sllfm(n = 1) = Tfu@)I( + )" + 172 (1) = T fm (0)]]
+ ;1 |72 fra(=n 4 1) = T2 fr (=) |1+ [n])"
.t J;IITII) %:0 1 fm(n = 1) = T fn(m)|(1 + |n))*
+ Z;l IT* T fin(n +1) = Fu ()L + )"

Wie wir uns jedoch zu Beginn des Beweises iiberlegt haben, konvergiert der Wert
der ersten Reihe bei festem &k € Ny gegen Null (fiir m — o0), und wir kénnen uns
darauf beschrinken, die zweite Reihe weiter nach oben abzuschéitzen. Nach einer
Indextransformation erhalten wir fiir diese:

Y M fmln=1) = T fum)lIT*" In*

< Y Nfwmln—1) = Thu(m)ll2n)* (1 +n)*
n>2
< 206 || fuln = 1) = Tfu(m)||(1 + [n]) "o+,

n#0

wobei dieser letzte Ausdruck - wie zu Beginn des Beweises festgestellt - fiir jedes
k € Ny eine Nullfolge in m darstellt. &

3.5.2 Satz. Ein Operator T € L(X) ist genau dann £(T)-subskalar, wenn er die
drei nachfolgenden Eigenschaften hat:

(a) z—T:&E(T,X) — E(T, X) ist topologischer Monomorphismus
(b) 1T <c(l+n)ko VneNy (mitc>0,k €Ny)

(c¢) Fiir jede Nullfolge (xy, + (2 — T) fm)m in E(T,X) (mit Folgen (xy,)m in X
und (fm)m in E(T,X)) gilt: frm(—1) = 0in X.

Beweis.

”=": Die Eigenschaften (a) und (b) folgen mit (2.3.3) bzw. (2.1.5). Bleibt noch
(c) zu zeigen. Seien dazu die Folgen (zy,)m in X und (fim)m in (T, X) wie in (c)
gefordert gegeben, d.h. ||z, + (z — T) fmllx — O fiir alle & > 0, so gilt erst recht:

inf{{lzm + flle : f € (z =T)E(T, X)} =0 (m = o0),

weshalb [2,,] = 0in (T, X)/(z — T)E(T, X). Mit (3.2.6) erhalten wir dann sofort:
Ty — 0in X.

Nun ist (zp, + (2 —T) fm)m nach Voraussetzung eine Nullfolge in £(T, X), damit
muf insbesondere die Folge der 0-ten Fourierkoeffizienten dieses Ausdrucks gegen 0
konvergieren; wir wissen also weiter: ||z, + fu(=1) = T f,n(0)]] = 0.

Damit sieht man aber:

£ (=D <l + fin(=1) = T fon Ol + 2l + I T (O)],
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und die Terme auf der rechten Seite sind Nullfolgen (fiir den letzten siehe voriges
Lemma), also bleibt (f(—1))m nichts anderes iibrig, als selbst eine Nullfolge zu
sein.

7 <": Wir zeigen: (a) - (¢) implizieren, daf

J: X =2 E8MTX)/(z-T)ET, X);z— [x]

ein topologischer Monomorphismus ist. Dabei nutzen wir aus, dafi (T, X) und
der Quotientenraum E(T, X)/(z — T)E(T, X) beides Fréchetriume und somit me-
trisierbar sind. Geben wir uns ndmlich eine Nullfolge ([#;])m im Quotienten vor,
so bedeutet dies:

pl2a],0) > 0 (n— o0),

wobei p eine translationsinvariante Metrik auf dem Quotientenraum bezeichne, die
dessen Topologie erzeugt. Ist d eine ebensolche Metrik auf £(T, X), kann man p wie
folgt wihlen (vgl. Rudin [16], Theorem 1.41):

p([z], [y]) = inf{d(z —y,2) : z € (z = T)E(T, X)}

(beachte: z — T' hat abgeschlossenes Bild). Das Infimum erlaubt es uns, folgende
Wahl zu treffen: zu m € N wihle man eine Funktion f,, € £(T, X), so daf§

A, ~( = T) ) < ], 0) + = (0.

Die Translationsinvarianz von d liefert unmittelbar, da8 (z,, + (z — T) fin)m eine
Nullfolge in £(T, X) ist. Damit ist die Folge der O-ten Fourierkoeffizienten (z,, +
Fin(=1) =T f,,(0)),, eine Nullfolge in X, d.h. (,, ), selbst ist Nullfolge in X, denn
fiir die Norm von z,, gilt:

|zl < |2 + fin(=1) = T O + L (=Dl + I T fm O],

und rechts stehen nach dem oben Gesagten, der Voraussetzung (c¢) und Lemma
(3.5.1) - dafiir die Voraussetzungen (a) und (b) - nur Nullfolgen. &

3.5.3 Es laBt sich noch folgendes anfiigen: Wie einfache Beispiele zeigen, - und
hier bricht die Symmetrie zum &(C)-Fall - kann man aus der Eigenschaft (8)¢(r)
alleine im allgemeinen nicht auf £(T)-subskalar schlielen. Ist etwa das Spektrum
eines Operators T' € L(X) disjunkt zu D, so kann 7' einerseits nach (2.1.6) nicht
&(T)-subskalar sein, andererseits hat T' sicher (3)g(r). Die Voraussetzung an das

Spektrum von T garantiert nimlich, dafl £(T, X) e (T, X) sogar topologischer
Isomorphismus ist.

Ferner stellt man fest: Die drei Eigenschaften (a)-(c) im vorigen Satz sind nicht
unabhingig voneinander. Es geniigt beispielsweise in (a) zu verlangen, daf§ z — T
abgeschlossenes Bild hat, wie das néchste Lemma zeigt:

3.5.4 Lemma. Wachsen die positiven Potenzen eines Operators T € L(X) lang-
sam im Sinne von (3.5.2)(b), so ist die Abbildung (T, X) = E(T, X) injektiv.

Beweis. Angenommen, z — T wire nicht injektiv. Ist dann f € (T, X) ein nicht-
triviales Element aus ker(z — T'), so hat man: zf(z) — Tf(z) =0 (z € T) oder
via Fouriertransformation: Y oo (f(n — 1) — T'f(n))z™ = 0, weshalb wegen der

Injektivitdt der Fourierentwicklung bereits

~

Tfn)=fn-1) (nez)
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gelten muB. Mit dieser Gleichung und der Tatsache, daB f(I) # 0 fiir ein [ € Z (f
war als nichttrivial vorausgesetzt), erhalten wir induktiv:

T +n) = fO) (neNy).
Aus den Wachstumsbedingungen an die positiven Potenzen folgt damit sofort:
IO =1T"fC+ )l <c+n)|f+n)] (n€No).

Das vertriigt sich jedoch nicht mit der Voraussetzung, daf f € £(T, X) ist. Es gilt
namlich:

Y@+ D = > NF A+ DI+ |n+1)*

nez nez
> > I+ DI +n+ Dk
n€ENp
|U )| (1+n + 1)k
= Z 1 —I—TL Ico
neNy
= +OO,

denn die Summanden der Reihe sind positiv und bilden keine Nullfolge. Fiir f €
E(T, X) miiBte der Ausdruck allerdings endlich sein, denn die Fourierkoeffizienten
einer (T, X )-Funktion sind schnell fallend. &

Wiinschenswert im Hinblick auf die Analogie zum £(C)-Fall wire allerdings ein
Resultat, das es umgekehrt erlaubt, aus der Eigenschaft (3)¢(r) auf Teile der Vor-
aussetzungen (b) oder (c) von Satz (3.5.2) zu schlieflen. In diesem Zusammenhang
stellt sich insbesondere die Frage, ob und wie man die Forderungen in (b) und (c)
geeignet abschwiichen kann, ohne dafl der Satz seine Giiltigkeit verliert.
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4 Kalkiile mit Ausnahmemengen

Von einem konkreten Beispiel - dem Cesaro-Operator auf dem Hardyraum - geleitet,
stellt sich die Frage, ob man nicht durch Abschwichung der Wachstumsbedingun-
gen an die Resolvente noch Kalkiile iiber geeigneten Unteralgebren von £(T) erhiilt.
Eine naheliegende Forderung an solche Funktionenalgebren ist etwa, dafl die Funk-
tionen auf geeigneten offenen Mengen U (U N'T # () mit holomorphen Funktionen
iibereinstimmen. Wir werden diese Idee im folgenden Abschnitt prézisieren.

4.1 Geeignete Funktionenalgebren

4.1.1 Definition. Es wird sich als zweckmiflig erweisen, mit offenen Mengen der
folgenden Form zu arbeiten:

(a) Fira,f € R, a < und 0 < € < 1 definieren wir
Qo(e, B) :={re? . |r—1| <e, a <8< B},

d.h. Q.(«, B) ist ein offenes Kreisringsegment der Breite 2 mit einem Off-
nungswinkel § — a.

(b) Eine Teilmenge W C C heifle segmentiert, wenn W sich schreiben lifit als
disjunkte Vereinigung solcher Segmente - genauer, falls

W= U?:l@s(aiaﬂi)
mitn €N, a; € [0,27), a; < a1, @; < fi < a;+2r und 0 < e < 1.

Wenn in Zukunft von einer Darstellung W = U™ Q. («;, 8;) einer segmentier-
ten Menge die Rede ist, so wird immer stillschweigend vorausgesetzt, dafl sie den
Bedingungen aus (b) geniigt. Man {iberlegt sich leicht, daf§ eine solche Darstellung
eindeutig ist, und daf fiir die Winkel «;, 3; folgendes gilt:

0<a <pri<ay <P <--<ay < fn <ap +27.

Desweiteren ist ein einzelnes Segment Q). («, ) genau dann eine segmentierte Menge,
wenn neben den Forderungen aus Teil (a) der Definition noch die Bedingungen
a €0,27), f < a+ 27 erfiillt sind.

4.1.2 Lemma. Wenn wir uns in Zukunft auf segmentierte offene Mengen zurtick-
ziehen konnen, so hat das den folgenden Grund:

(a) Fiir ¢ € T bilden die Mengen der Form Q.1(0 — 1,0 + 1) (n € N) eine
Umgebungsbasis.

(b) Ist ) # S C T kompakt, und U D S,U C C offen, so existiert eine segmentierte
Menge W C Cmit SCW CU.
Beweis.

(a) Es ist klar, daB in jeder e-Umgebung um e ein solches Segment liegt, falls

man n nur grofl genug wihlt.

(b) Zu jedem z € S existiert nach (a) eine Umgebung der Form

Qs(z) (Oz(iL’), ﬂ(.%’)) cU

mit a(z) < B(z) und 0 < e(x) < 1. Da S von all diesen Umgebungen iiber-
deckt wird, erlaubt es die Kompaktheit, endlich viele davon auszuwéhlen, die
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S immer noch iiberdecken: S C U, Q¢, (e, 8;). Wegen S C T gilt auch mit
e := min{ey, - -,ep} noch: S C UL, Q.(ay, ;). Wir konnen dabei ohne Ein-
schrinkung annehmen, dafl die «; in [0,27) liegen und aufsteigend sortiert
sind. Da die Vereinigung zweier solcher (). - Segmente entweder disjunkt ist
oder selbst wieder ein (). - Segment bildet, kénnen wir ferner voraussetzen,
daB S C UM, Q(ay, 3) mit 0<e <1, a; €[0,27), o < B; < aiy1-

Die einzige Bedingung, die jetzt noch fehlt, ist §; < a; + 27 fir i =1,--- n.
Ist sie erfiillt, hat W := U, Q.(a;, 3;) alle geforderten Eigenschaften. Ist sie
jedoch falsch, so ist notwendigerweise n = 1 und £y > a; + 2x. Falls in dieser
letzten Beziehung Gleichheit gilt, so kann man (beachte: S kompakt) ein 6 > 0
so klein wéhlen, dafl S C Q. (a1, 1 — ) =: W, und ist ebenfalls am Ziel.

Ist hingegen 81 > a; + 2m, so ist zwangsldufig U D Q.(a1,81) = {z € C:
|1 —|z|| < €}, und man kann folgendermafien vorgehen: Wihle e?° € T — S
(# 0 nach Voraussetzung), und beachte, daf fiir ein § > 0 klein genug immer
noch gilt: S C Q:(¢o, w0 +2m—6) CU. ¢

4.1.3 Lemma. Sei W C C segmentiert.
(a) D — W ist ein Sterngebiet mit Sternmittelpunkt 0.

(b) W besitzt eine abzéhlbare Ausschépfung (Wy)y, durch segmentierte Mengen
Wy, wobei Wy, C Wi (und eine solche ist im folgenden immer gemeint, wenn
von einer segmentierten Ausschépfung die Rede ist).

Beweis.

(a) D—W =Dn (W)Y, also offen, und mit jedem Punkt aus D — W gehort die
Verbindungsstrecke 0z noch ganz dazu.

(b) Ist W = U, Q:(a;, 8;) mit passenden «; € [0,27), 8; und &, so setze

. 1 1
Wi = Ui:lQ(l—%)s(ai + E’Bi - E)

Dann ist Wy ab einem hinreichend grofien Index ko segmentiert, und es gilt
offenbar Wk C Wk+1. <>

4.1.4 Definition. Wir fiihren folgende Funktionenrdume ein:
(a) Fiir U C C offen, U NT # ) definieren wir
Eu(T, X) :={f:TUU = X; flr € &(T, X), flu € OU, X)},
ausgestattet mit der Initialtopologie beziiglich der algebraischen Einbettung

(T, X) — ET,X)e0U,X)
fo= flroflv

Ein erzeugendes Halbnormensystem fiir die Topologie wird dann etwa gege-
ben durch ||f||lx = || fltlls + Ifluclleec (kK € No), wenn (Uy), eine kompakte
Ausschopfung von U bezeichnet. (Hierzu beachte man, dafl die verwendeten
Halbnormen der beiden direkten Summanden aufsteigend geordnet sind.)
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(b) Ist W = U Q. (v, B;) C C segmentiert, definieren wir:
ETNW,X)={f:TNW = X;(t— f(e")) € EUL, (v, Bi), X)},
versehen mit der durch den algebraischen Isomorphismus

5(TQW7X> — 5(U7:1(al7ﬂl)7X>
fom (t= f(eh)

induzierten Initialtopologie.

c) Ist W segmentiert mit segmentierter Ausschopfung (Wg)x, so setzen wir
8 8 g
Ciyo (T, X) == {f : TUW, = X; flr € C*(T, X), flyp € AWy, X)},
versehen mit der Initialtopologie der Einbettung

Y (T,X) — CMT,X)® AW, X)
fo= flro flw

also der Norm || fl[x = || flzllx + [/ 57 lloo-

(d) Im skalarwertigen Fall (X = C) schreiben wir wie iiblich abkiirzend Ey(T),
E(TNW) bzw. Ck, (T).

4.1.5 Lemma. Fiir die soeben definierten Rdume gilt:
(a) Eu(T, X) und E(TNW, X) sind Fréchetrdume.
(b) Eu(T) und E(T N W) sind nuklear.

(c) Fiir jedes k € Ny ist Cfy; (T, X) ein Banachraum.

Beweis.

(a) Zunichst zu Ey (T, X): Das Bild der in der Definition angegebenen Abbildung
Eu(T, X) 5 E(T, X) @ O(U, X) ist offenbar die Menge

rani={f®g: flrrv=glrrv} CE(T,X) O, X).

Da die Topologie von £(T, X) wie die von O(U, X) stiirker ist als die punktwei-
se Konvergenz, erhilt man sofort, daf ran i in der direkten Summe (T, X) ®
O(U, X) abgeschlossen (und damit wie diese ein Fréchetraum) ist. Die Topolo-
gie auf £y (T, X) ist jedoch definitionsgemif die Initialtopologie der Injektion
i, die damit zum topologischen Monomorphismus wird. Mit ran ¢ ist daher
auch &y (T, X) ein Fréchetraum.

Zum Raum £(T N W, X): Der algebraische Isomorphismus £(T N W, X) —
E(UM, (ay, B;), X) ist nach Definition der Topologie auf dem Definitionsbe-
reich eine topologische Identifizierung von £(T N W, X) mit einem Fréchet-
raum.

(b) Mit £(T) und O(U) ist deren direkte Summe und jeder Teilraum davon nu-
klear. Vermoge der Abbildung £y (T) — £(T) ® O(U) aus der Definition kann
Eu(T) jedoch als ein solcher Teilraum aufgefafit werden.

Ferner ist allgemein £(U) (fiir U C R offen) nuklear (vgl. [8], Theorem A1.4).
E(TNW) stimmt jedoch definitionsgemf bis auf topologische Isomorphie mit
einem Raum dieses Typs iiberein.
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(c) Die in obiger Definition angegebene Norm ist gerade die direkte Summen-
Norm fiir die direkte Summe der Banachriume C*(T,X) und A(Wj, X).

Somit ist die Summe selbst wieder ein Banachraum und C{ka (T, X) -

CH(T, X) & A(Wy, X) stetig. Wie in (a) iiberlegt man sich, daf} i abgeschlos-
senes Bild hat; daraus folgt die Behauptung, da C{,“Vk (T, X) schlieflich topolo-
gisch isomorph ist zu einem abgeschlossenen Unterraum eines Banachraumes.

¢

Es ist klar, da £y(T) nicht nur ein Vektorraum, sondern auch eine Algebra ist.
In diesem Zusammenhang ist folgende Aussage von Interesse:

4.1.6 Lemma. Ist W segmentiert mit segmentierter Ausschépfung (W), so ist
(a) Ew(T) eine unitale Fréchetalgebra und
(b) Cf, (T, X) ein Banach-Ew (T)-Modul,

wobei die Verkniipfung wie tiblich durch punktweise Multiplikation gegeben ist.
Dartiberhinaus ist fiir (a) eine Segmentierung von W nicht erforderlich.

Beweis. Die Abbildung
(o, f) = o f

ist bilinear und erklirt offenbar eine Eyy (T)-Moduloperation auf C{ka (T, X). Bleibt
nur noch die Stetigkeit zu iiberpriifen, doch das bereitet keine grofle Miihe, denn ist
¢ € Ew(T) und f € Oy, (T, X), so gilt:

leflle = 1@ ellk + 1L f )y lloos

aber da ¢|r € E(T), f € C*¥(T, X), wissen wir aus (2.2.2)(b), daB eine universelle
Konstante c existiert, so dafl wir den gesamten Ausdruck abschétzen kénnen gegen:

cllelrllsll flrlle + Nlew, ool fiwslloo
max{L, c}(llelr/lx + llewlloo) (I THE + 157 lloo)
Cllllkll.fllx-

ININIA

Sehen wir f nun zuerst als Ew (T)-Funktion an (und dies ist ein Spezialfall obi-
ger Voraussetzungen), so zeigt die Abschétzung die Stetigkeit der Produktbildung
in &y (T). (Die Abschitzung funktioniert immer noch, wenn man die W}, durch
eine beliebige kompakte Ausschopfung ersetzt.) Ew (T) ist also als unitale (klar)
Fréchetalgebra identifiziert. Dann liefert aber die obige Abschiitzung (nun fir f €
C*(T, X)) analog die Stetigkeit der &y (T)-Modulmultiplikation auf C*(T, X). ¢

4.1.7 Satz. Ist W segmentiert, so ist die kanonische Tensorproduktdarstellung

Ew(MBX 25 &w(T, X)
fez - f-x

ein topologischer Isomorphismus.
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Beweis. Sei W = U, Q.(a;, 8;). Wir betrachten die folgende Sequenz

0 —— Ew(T,X) —2 &(T,X) & O(W,X) —2 &TnW,X),

wobei R; die natiirliche Einbettung bezeichnet, und R, definiert ist durch

Ry(p @ f) = ¢lraw — flraw.

Wohldefiniertheit und Linearitdt von R, sind offensichtlich. Zur Stetigkeit beachte
man, da$} fiir eine Nullfolge (v, @ fr) C E(T, X) @ O(W, X) gilt: ¢, = 0in E(T, X)
und somit auch in E(T N W, X), und f, — 0 in O(W, X), d.h. lokal gleichméiBig
auf W in allen Ableitungen. Das liefert aber: f,,(e?) — 0 lokal gleichméBig in allen
Ableitungen auf U, (ay, 3;). Somit:

Ry(on © fn) = onltaw — flraw = 0 in E(TNW, X).

Desweiteren gilt: ker Ry = {p & f € E(T,X) ® OW,X) : ¢oltnw = flraw} =
ran R, und da auflerdem R; als topologischer Monomorphismus injektiv ist, ist die
Sequenz fiir jede Wahl eines Banachraumes X als Bildraum exakt; insbesondere ist
die zugehorige Sequenz skalarwertiger Funktionenriume

0 — Ew(T) —2 &M a0W) —25 &TnW)

exakt, und durch zweimalige Anwendung von (B.6)(c) erhalten wir die Exaktheit
der mit id : X — X tensorierten Sequenz (hier gehen die Nuklearititsresultate aus
(4.1.5) ein):

0 —— Ew(T)HX 2% (&(T) e OW)BX L2294 eTnW)BX.

Diese und die X-wertige Funktionenraum-Sequenz von oben stellen im folgenden
Diagramm die Spalten:

Ew(T)®X — Ew (T, X)
Li®id R1

(ET) d OW)BRX —L s &(T,X)® O(W, X)

Lo®id Ro

ETnWRXx 24  &Tnw,X).

Linke und rechte Spalte sind somit exakt. Nun zu den Zeilenabbildungen: wir brau-
chen (aus Stetigkeitsgriinden, s.u.) nur zu beschreiben, wie sie auf Elementarten-
soren wirken. H ist dabei natiirlich der Kandidat fiir den gesuchten topologischen
Isomorphismus.

Hpwz) = g
H(poflor) = erofr
Hy(poz) = ox.

H, ist ein topologischer Isomorphismus, denn wie man leicht sieht, ist H; Hin-
tereinanderausfiihrung der wohlbekannten topologischen Identifizierungen

EMaOW)RX —— (E(MX) @ (OW)RX) —— &(T,X) ® O(W, X).
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(Zur ersten Identifizierung siehe [12], 15.5.3, und beachte, daf§ X normierbar; die
zweite folgt mit den kanonischen Isomorphismen £(T,X) ~ £(T)®X (aus dem
ersten Kapitel dieser Arbeit) bzw. O(W, X) ~ O(W)®X ([12], 16.7.5).)

H, ist ebenfalls ein topologischer Isomorphismus, da

STNAW)BX —25  £TnwW,X)

I I

WU (a4, B:) X —— E(UL, (o, Bi), X)

kommutativ ist, wenn die Spalten und die untere Zeilenabbildung kanonisch gegeben
sind. Nun sind jedoch Spaltenabbildungen und untere Zeilenabbildung topologische
Isomorphismen, also wegen der Kommutativitdt auch Hs.

Die Abbildung H ist stetig, denn die Abschitzung

d7 )
sup [|=ze(e)ell+ sup [lp@)ell < (lelllk + el llo) 1l
0sisk Wy

zeigt die Stetigkeit der bilinearen Abbildung
gW(T) XX%SW(TLXL (907517) = o,

und damit die Stetigkeit von H als Faktorisierung hiervon iiber &y (T)®X (vgl.
(B.5) im Anhang).

Die Kommutativitit des Ausgangsdiagrammes iiberlegt man sich nun einfach
auf auf Elementartensoren.

Mit Hilfe des Diagrammes lesen wir ab: H ist topologischer Monomorphismus,
denn ist (2,,), eine Folge in Ew (T)®X mit Hx, — 0, so gilt:

(RioH)xp, 0= (Hyo (L1 ®id)x, = 0= (L1 ®id)x, - 0=z, =0,

wobei wir ausgenutzt haben, dafl H; topologischer Isomorphismus und L; ® td
topologischer Monomorphismus ist. H ist aber auch surjektiv (also schliefilich ein
topologischer Isomorphismus). Ist ndmlich f € Ew (T, X), so folgt:

(RyoR1)f =0 = (RyoHy)H; "(Ri(f)) =0
= Hyo(Ly®id)H ' (Ry(f)) =0
= (Ly@id)H; *(Ri(f)) =0,

und die Exaktheit der linken Spalte liefert die Existenz eines fu € Ew (T)®X mit
H' (R (f)) = (L1 ®id) fo. Damit gilt aber:

Ri(f) = Hy o (L1 @id) fo = (R0 H) fo = Ri1(H fo).
Also schliefflich f = H fy, da Ry injektiv. &

Wir iiberzeugen uns sogleich, dafl auch die von £(T, X) gewohnte Dualitéits-
theorie funktioniert, was fiir die nachfolgende Charakterisierung Eyw (T)-subskalarer
Operatoren von zentraler Bedeutung ist.

4.1.8 Korollar. Es gibt eindeutige topologische Isomorphismen:
(a)
(b) p: & (MBX' — Ew (T, X) mit < gz, plv @) >=< p,v >< z,2' >

Qe

Ew(T, X)) — (Ew (T)RX) mit < ¢ @ x,6(u) >=< pr,u >

(c) 7: Ew(T,X) — L(EW(T), X") mit < x,(H(u))(p) >=< px,u > .

Beweis. Neben dem Resultat aus dem letzten Satz ist lediglich zu beachten, dafl
Ew (T) ein nuklearer Fréchetraum ist. Dann 14uft alles véllig analog zum Beweis von

(1.4.4). o
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4.2 Charakterisierung &y (T)-subskalarer Operatoren

Wir vereinbaren die folgende Schreibweise: Ist W segmentiert mit segmentierter

Ausschopfung (Wg), und M C Ew (T, X), so schreiben wir kurz " fiir den Ab-
schluf der Menge

{f|1ruWk:f € M} CCI]%/;V(T7X>

in der C{,“Vk (T, X)-Topologie. Die gleiche Abkiirzung verwenden wir, falls M eine
Teilmenge von Cfy, (T) mit I > k ist.

4.2.1 Lemma. Sei W segmentiert mit segmentierter Ausschépfung (Wy ). Dann
hat einen Ew (T)-Kalkiil

(a) der Multiplikationsoperator M, : C¥, (T,X) — Cf, (T,X); f — zf

(b) der davon auf dem Quotienten induzierte Multiplikationsoperator

2
K

M. :C¥ (T,X)/(z — T)Ew (T, X)'” — Cpy (T, X)/(z — T)éw (T, X)

Beweis.

(a) Wie im &£(T)-Falle definiert ¢ : Ew (T) — L(CY, (T,X)); @ = M, einen
Kalkil fiir M, . Die algebraischen Eigenschaften folgen wie oben, die Wohlde-
finiertheit und Stetigkeit aus der Ew (T)-Modulstruktur von Cfj, (T, X), denn
es gilt (vgl. (4.1.6)):

12(@) fllk = 1Mp £l < cll@llell f1]1,

woraus die Stetigkeit von M, sowie die von ® abgelesen werden kann.

L
K

(b) Fiir die Existenz des Quotientenkalkiils ist nur zu zeigen: (z — T)Ew (T, X)
ist invarianter Unterraum von ®(yp) fiir alle p. Aus Stetigkeitsgriinden geniigt
es nachzuweisen, da8 M, (2 — T)Ew (T, X) C (2 — T)Ew (T, X), was wegen
ez =T)f = (z = T)(pf) (wobei fir ¢ € Ew(T), f € Ew(T,X) gilt: of €
Ew (T, X)) offensichtlich ist. &

Wir streben eine Charakterisierung £y (T)-subskalarer Operatoren nach dem
Muster von Satz (3.2.6) an. Zur Vorbereitung dienen die néichsten Lemmata.

4.2.2 Lemma. Ist W segmentiert mit segmentierter Ausschopfung (Wy), so hat
man folgende kanonische topologische Identifizierungen:

(a) Ew(T,X) 5 lim O, (T,X); f = (Flruwd

k
)

(b) Ew (T, X) == limEw (T, X) 5 f = (flruwp)

() G-DEw(T,X) 2 limG-DEwTX) i f = (Flaum)x
Die Spektren in (b) und (c) sind dariiberhinaus reduziert.

Beweis.
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(a)

Das projektive Spektrum ist gegeben durch die natiirlichen Inklusionen

ing

Ciy, (T, X) Ciy, (T, X) (I > k)
[ = f|TUW_k'

Die Inklusionen sind - wie man sich leicht {iberlegt - normreduzierend, also
stetig, und erfiillen trivialerweise alle Strukturaxiome. Damit ist geklért, wie
der projektive Limes zu bilden ist, und wir kénnen die angegebene Abbildung

untersuchen. Die Wohldefiniertheit ist nach obiger Definition der Spektralab-
bildungen unmittelbar einsichtig; die Linearitit ist ebenfalls klar. Wir stel-
len fest: Ist (f|p )k = 0, so folgt: fly s = 0 fiir alle & € Ny, somit
0= fleu(upen, i) = fIruw, also f = 0 in Ew (T, X). Damit ist die Abbildung
injektiv. Die Surjektivitdt sieht man wie {iblich, indem man sich iiberzeugt,
daB fiir ein Element eines projektiven Limes dieser Form alle Komponenten
iibereinstimmen miissen. Ist ndmlich (fy)r € 1(2110{3% (T, X), so kénnen wir

z z€T
=B CeD
fl(z) (Z € VVl):
denn da die Spektralabbildungen die Einschrénkungen sind, wissen wir:

fleawi(2) = flrow(2) (1> k2 € W).

Damit ist die Definition sinnvoll. Insbesondere gilt fiir £ = 0: fly = folr =
[T € CYT,X) (VI), also ist f]r € E(T,X) und weiter: flw, = filw, €
OWg,X), somit: f € O(W,X). D.h. f € Ew(T,X) und nach Konstruktion
von f gilt: (f|r )k = (fk)k, was zur Surjektivitét zu zeigen war. Damit ist
die in (a) angegebene Abbildung eine Bijektion zwischen Fréchetriumen. Zur
Stetigkeit in beiden Richtungen geniigt es anzumerken, dafl die Normen in
den Stufen des projektiven Limes gerade ein erzeugendes Halbnormensystem
von Ew (T, X) durchlaufen, d.h. bezeichnet p, = || - [z[ln + || - [ |loo, SO gilt:
Pn © Wn(fljrum)k = pn(thUW_n) = pn(f)

definieren:

Als Strukurabbildungen im projektiven Spektrum verwenden wir die Ein-
schrinkungen der Inklusionen aus Teil (a): (fir [ > k)

2
K

Ew (T, X) 2 & (T, X)

Die weitere Argumentation verliuft dann vollkommen analog zum Teil (a).
Bleibt noch anzumerken, dafl die Strukturabbildungen dichtes Bild haben,
doch das ist trivial, denn im Bild ist immer Ew (T, X)) enthalten, was natiirlich

fiir jedes k in EW(']T,X)k dicht liegt.

2
L1

Auch fir lim (z — T)Ew (T, X) nehmen wir die Inklusionen
—

2
L1

= T)Ew (T, X) ™ z=T)ew (T, X) (1> k)

als Spektralabbildungen (mit gleicher Rechtfertigung wie oben); ebenfalls wie
oben sieht man sofort ein: diese haben dichtes Bild.

Nun betrachten wir die Abbildung (z — T') zwischen den Stufen

k »—T k
7

(LX) 3 - T)&w (T, X)
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wo sie offenbar dichtes Bild hat. Aulerdem sieht man sofort, daf

Ew(T,X) =Ly GG=T)&w (T, X)

(T, X) =L G-T)ew (T, X)

2
K

kommutativ ist, d.h. z — T ist Morphismus der projektiven Spektren mit in
jeder Stufe dichtem Bild. Dann hat aber auch (vgl. [8], Remark 3.2.5 (c¢))
die induzierte Abbildung zwischen den projektiven Limites - im folgenden
kommutativen Diagramm die linke obere Zeile - dichtes Bild:

lim(z — 1)

lim & (T, X)) ~—— 5 lim (z = T)&w (T, X)' —— lim & (T, X)"
— — —
Ew(T,X) =5  G-DEw(X) ——  &w(T,X),

Die mittlere Vertikale ist dabei durch die kanonische Abbildung io(f) = (f)
gegeben, und j ist von den Inklusionen induzierte Abbildung. Wie im zweiten
Beweisschritt von (3.2.2) iiberzeugt man sich dann davon, daf} iy topologischer
Isomorphismus ist. O

4.2.3 Satz. Ist W segmentiert mit segmentierter Ausschopfung (W), so ist die
folgende Abbildung ein topologischer Isomorphismus:

Ew(T,X)/(z—T)éw (T, X) — @C'vcvk(TaX)/(z—T)gw(T,X)k
o= (e

Beweis. Der Beweis verlduft vollig analog zu dem von Satz (3.2.2); insbesondere
handelt es sich um den zugehorigen nicht-reduzierten Fall der Uberlegungen aus der
Vorbemerkung zu Corollary 6.4.8, [8]. Wir konnen uns daher kurz fassen: In einer
festen Stufe (k € Ny) ist die Sequenz

2
K

0— (2 — T)ew(T,X)'" K Ck (T,X) 3 O, (T,X)/(z—T)éw (T, X) =0

offenbar exakt, wenn e die jeweilige Inklusion, ¢ die kanonische Quotientenab-
bildung bezeichnet. Die zu den Stufen gehorigen Spektralabbildungen sind fiir die
ersten beiden Spektren die Inklusionen, vgl. voriges Lemma, wo wir auch festgestellt
haben, dafl das erste Spektrum reduziert ist. Fiir die Quotienten bieten sich wieder
folgende Spektralabbildungen an:

Ol (1, X) /(= T)Ew(T,X) ™ Cly, (T, X)/(z ~ D)Ew (T, X) 3 [/ = [flruimle-

Wie im Beweis zu Satz (3.2.2) iiberzeugt man sich, dafl diese alle gewiinschten
Eigenschaften haben, und daf zudem die Einbettungen (e ) und (g )r Morphismen
zwischen den angegebenen Spektren sind. Dann kénnen wir wegen der Reduziertheit
des ersten Spektrums die Exaktheit der Sequenz zwischen den Stufen in den Limes
retten und erhalten, dafl die rechte Spalte des folgenden Diagrammes exakt ist:



4.2 Charakterisierung Eyw (T)-subskalarer Operatoren 73

0 0
(z = 1)éw (T, X) —os lim(e = T)Ew (T, X)
n e
J .
Ew (T, X) — lim Cy, (T, X)
oy ®

2
K

lim Cly, (T, X)/(z = T)Ew (T, %) — lim C, (T, X) /(= = T)ew (T, X)

0 0,

wobei e = lim e und ¢ = lim ¢y, bezeichnet, und die topologischen Identifizierungen
— —

j und ip aus Lemma (4.2.2) benutzt werden. Offenbar sind die Spalten #hnlich
zueinander, also ist mit der rechten auch die linke exakt. &

Nun haben wir alle Hilfsmittel zusammen, um eine zur Charakterisierung von
E(T)-subskalaren Operatoren vollig analoge Beschreibung von Ew (T)-subskalaren
Operatoren geben zu konnen.

4.2.4 Satz. Fir T € L(X) und W C C segmentiert sind dquivalent:
(a) T ist Ew (T)-subskalar

(b) Die Abbildung j: X — Ew (T, X)/(z —T)éw (T, X); =z — [z] ist ein topo-
logischer Monomorphismus

(c) Vlac’ € X' Jue LEw(T), X" mit u(z) = T'u(p) Ve € Ew(T) und u(l) =

Beweis. Der Beweis verlduft nun vollig analog zu dem von (3.2.4) bzw. (3.2.6). Wir
werden ihn daher nur skizzieren und fiir die Details auf die entsprechenden Stellen
verweisen.

(b) = (a). Die Abbildung j induziert nach (4.2.3) den topologischen Monomor-
phismus

X L tim O, (1, X) /= DEw (T, X) ;o0 (2,

so da8 wir wieder mit Lemma (3.2.3) eine Einbettung

X 2 ol (T, X) /G = T)Ew (T, X); « — [z,

in eine Stufe finden. Mit F := (z — T)&w (T, X) wissen wir aber nach Lemma
(4.2.1): M,/F hat einen &y (T)-Kalkiil. Also folgt die Behauptung wie in (3.2.4)
aus der Kommutativitét des folgenden Diagrammes:

X s X —S L (T,X)/(z = D)éw (T, X)
Tl l(Mz/lex lM;/F
X~ X —S Oy (T, X)/(z = T)éw(T, X)

7
b
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(c) = (b). Dies ist dieselbe Dualitéitstheorie wie in Lemma (3.2.5). Man beachte,
dafl wegen Korollar (4.1.8) der Beweis wortwortlich giiltig bleibt, wenn man nur
jeweils (T, X) gegen Ew (T, X) und v gegen 4 austauscht.

(a) = (c). Auch hier erhilt man durch Dualisieren der Ahnlichkeitsbeziehung
von T zu einer Einschrinkung eines Ey (T)-skalaren Operators T : X — X auf einen
invarianten Unterraum, dafl 77 Quotient des ebenfalls Eyy (T)-skalaren Operators T
ist. Das Diagramm

N 7 .
X — X'

1

x L x
ist kommutativ, wobei i’ surjektiv ist. Mit dem Ep (T)-Kalkiil ® fiir 7' und einem
Urbild &' von ' unter i’ definiert man ganz analog wie in (3.2.6)

u(p) =1i'2(p)3" (¢ € Ew(T)).

Wie dort begriindet man, dafl dies das in (c¢) gesuchte Funktional ist. &

4.3 Eine hinreichende Bedingung fiir (J)s modulo S

Auch fiir subskalare Operatoren gibt es eine Theorie, die Ausnahmemengen beriick-
sichtigt. Bevor wir ihre Ergebnisse festhalten, ein Wort zur Notation: fiir U C C
offen bezeichnen wir mit £(U, X') den Raum aller C*°-Funktionen auf U mit Werten
in X (X Banachraum), versehen mit der Topologie der kompakt gleichmiiligen Kon-
vergenz aller Ableitungen. (Diese sind wie im ersten Kapitel iiber Normkonvergenz
des Differenzenquotienten definiert.)

Analog zur Vorgehensweise im £(T)-Fall definiert man (U C C offen)

Euv(C X)) ={fel(CX): flu e OWUX)},

welches mit der Relativtopologie von £(C, X)) zum Fréchetraum wird. Man schreibt
auch hier kurz £y(C) im Falle X = C.
Die zentrale Aussage lautet nun (zum Beweis vgl. [4]):

4.3.1 Satz. Es sei X ein Banachraum, T € L(X) und S C o(T) kompakt. Dann
sind folgende Eigenschaften dquivalent:

(a) E(C—5,X) =% E(C — S, X) ist topologischer Monomorphismus

(b) Euv(C, X) = Eu(C, X) ist topologischer Monomorphismus fiir jede Wahl von
U D S, U offen und beschrinkt

(c) Fiir jedes U O S offen und beschrinkt existiert eine Erweiterung von T mit
Eu (C)-Kalkiil.

Ist eine dieser Bedingungen erfiillt, sagen wir: T hat die Eigenschaft (8)¢ modulo
S.

Bedingung (c) dient uns dabei als Ausgangspunkt: die dort geforderten Erwei-
terungen werden wir unter den Voraussetzungen des nachfolgenden Satzes konstru-
ieren konnen, wie das Korollar im Anschluf} zeigt.

4.3.2 Satz. Es sei ein T € L(X) gegeben mit folgenden Eigenschaften:
(a) o(T)CD
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(b) Es existiere eine analytische Linksresolvente fiir T', d.h.
AL € OD, L(X)) mit L(z)(» —T) =id (YzeD),

und eine kompakte Ausnahmemenge () # S C T, auerhalb der die Linksre-
solvente lokal langsam wéchst:

YU 5 S,U offen 3ey > 0,ky € No || L(2)|| < H—(ZW (Vz €D —U).
(c) Die Resolvente erfiille eine Wachstumsbedingung der Formn:

Dann gilt fiir jede offene Obermenge W der Ausnahmemenge S:
Vo' € X' Ju e L(Ew(T), X') mit u(zp) = T'u(p) (Vo € Ew(T)) und u(l) = '

Beweis. Zunichst bemerken wir: es geniigt, in der Aussage des Satzes W segmen-
tiert anzunehmen. Ist W nicht segmentiert, so wihle man einfach ein segmentiertes
W mit W D W D S nach Lemma (4.1.2). Ist nimlich fiir W eine Distribution u
gefunden, so ist die Hintereinanderausfithrung

Ew(T) - E4(T) - X

eine geeignete Distribution in L(Ew (T), X'), wobei i die stetige Einschrinkungsab-
bildung bezeichnet. Wir kénnen also ohne Einschrinkung W als segmentiert vor-
aussetzen.

Durch punktweises Dualisieren der Linksresolvente in (b) erhalten wir: L' €
O, L(X")) mit (z — T")L'(z) = id, also eine Rechtsresolvente fiir 77, die wegen
[IL'(2)|] = ||L(2)|| dasselbe Wachstumsverhalten zeigt wie L.

Wir wollen nun u iiber die Randverteilungsformel definieren, unter Benutzung
der Rechtsresolvente L'. Dazu fixieren wir eine Folge (ry)m in (0, 1) mit ry, 11, €in
beliebiges z' € X' und ein segmentiertes W 2 S. Dann setzen wir als Definition an:

e = Jim ot [ o0 (RCET) - Lng))dee' (o € D),
Wir werden nun zeigen, dafl dieses u wohldefiniert ist und die geforderten Eigen-
schaften hat. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten, und zwar werden wir uns
zur Existenz des Grenzwertes wieder auf die Existenz der Grenzwerte der einzel-
nen Integrale zuriickzichen. Wir fithren unsere Uberlegungen mit einem beliebig
gewdhlten ¢ € Ew (T) durch:

1. Schritt: Existenz von limy, oo [on ©(¢)L' (rm()dC.
Wir haben fiir W eine Zerlegung der Form W := U , Q. («;, 8;). DaW D Sund S C
T kompakt, finden wir sicher ein § > 0, so da fiir W := U, Q¢ (o +6, 6;—9) C W
immer noch gilt: Wy D S.

Wir setzen V := D — Wy, was nach Lemma (4.1.3) ein Sterngebiet mit Stern-
mittelpunkt 0 ist. Nach den Vorbemerkungen tiber das Wachstumsverhalten von L'
existieren dann Konstanten ¢ > 0 und k& € Ny, so daf

1L ()l < (z € V).

c
1= |=[*

Mit Lemma (3.4.5) finden wir (wihle dort E := L(X')) eine Folge von Stammfunk-
tionen (fpn)n>o in O(D, L(X")) zu fo := L' mit fr2 € A(V,L(X")). Passend dazu
gibt es nach Lemma (3.4.4) Polynome pi*?, so daf

k+2

oD " o rkd2 J dti k+2{Tm .

j=1
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Von entscheidender Bedeutung ist nun die Tatsache, daB sich der Ausdruck in Klam-
mern darstellen 18t als g(e®) mit einer Funktion g € & (T). Da Ew (T) eine Algebra
ist und offenbar mit jedem Polynom p € C[z] die Funktion TUW — C;z — p(%)
in Ew (T) liegt, ist dafiir die folgende Bedingung hinreichend:

Zu jedem ¢ € Ew (T) existiert ein g € Ew (T) mit Lep(e't) = g(e) fiir alle t € R.
Eine solche Funktion g zu finden, macht jedoch keine grofien Schwierigkeiten denn
fiir alle z € C mit e** € W gilt offenbar die Beziehung () = ¢'(e'*)ie’*, was
es ermoglicht, g wie folgt zu definieren:

Lole) (z=€*eT)

g:TUW—)C;Zb—){W(z)iz (z € W).

(Man priift leicht nach, dal g den geforderten Bedingungen gerecht wird.)
Haben wir nun ein g € Ew (T) gewdhlt, welches

k+2 dj
ity _ k+2( —it it
o) = S o) e m

erfiillt (und dies ist nach der Zwischenbemerkung moglich), so gilt offenbar:

2m
/ (C) TmC a¢ = / f]c+2 (Tme t)dt

Unter Ausnutzung der Holomorphie von g auf W werden wir nun das letzte Integral
ein wenig umschreiben. Dazu zerlegen wir zunéchst das Integrationsintervall [0, 27]
geeignet, und zwar im wesentlichen in Argumente von Zahlen aus ”gewissen Ab-
schnitten” der ”unkritischen Menge” TN (W — W) und den Rest. Zur Erinnerung:
W = UL, Q- (i, fi) und Wy = Ui, Q¢ (a; + d,8; — 0), so dafl es sich anbietet,
Intervalle der Form (a; + £, 8; — £) zu betrachten. Also ist:

/81/__

[ elor e = WZ / ) oy (et

au+2
1 n—1 au+1+2 ] '
T e Z/ » 9(e") frya(rme™)dt

LK iC—— Vg

1 a1+5+2m ) )
+ iz / g(elt)karg (Tmelt)dt.
riat? Jg, -8

Nun bemerken wir: mit Ausnahme der Integrale in der ersten Summe bewegen wir
uns beim Grenziibergang m — oo mit dem Argument von fry2 nur im Bereich V' =
D—Wy. Aber fiyo stammt aus A(V, L(X')) und hat somit eine stetige Fortsetzung
auf V. Der Integrand der betreffenden Integrale ist somit stetig bis zum Rand,
weshalb der Grenziibergang unter dem Integral durchgefiihrt werden kann.

Probleme bereiten die Integrale in der ersten Summe. Hier iiberstreicht man
bei der Integration gerade den Winkelbereich, der Wy schneidet, d.h. fiir den kein
langsames Wachstum des Integranden gegen den Torus vorliegt. Allerdings gilt fiir
ve{l,---,n} beliebig:

By — %g(elt)
/ ") frra(rme™)dt = / = frra(rme™)ie™ dt
ay % o +g 1€
- g
= [ LOfalmordc,
" zz



4.3 Eine hinreichende Bedingung fiir (8)¢ modulo S 7

d.h. jedes kritische Integral 148t sich in ein Kurvenintegral umschreiben, wobei of-
fenbar

Yot o ,/3”— ]—>’]I‘t»—>e

die zugehorige Parametrisierung ist. Entscheidend ist nun das folgende: weil -+ holo-
morph ist auf C— {0}, ist s1cher £ auf W holomorph; und fi42(ry,-) ist holomorph
auf der offenen Umgebung =D Von T. Damit liegt sp v; € W N 1 —D, dem Holo-
morphiegebiet des Integranden nach dem Cauchyschen Integralsatz wissen wir: Der
Integrationsweg kann darin bei festem Anfangs- und Endpunkt beliebig abgeéindert
werden, ohne daf sich der Wert des Integrals dndert. Wir kénnen nun einen Integra-
tionsweg wihlen, der ganz auflerhalb der kritischen Menge Wy verlduft, auf dem wir
also das Wachstum des Integranden kontrollieren kénnen. Wir setzen den Integrati-
onsweg aus drei Stiicken zusammen, zwei radialen Strahlen und einem Kreissegment
mit Radius (1 — 2¢):

W o, ga] LGt e et (1 p)

Wt ot B 3l Gt (1 2e)e

3o [0?}]—)@15!—)6( D1 —Ze+1).

Man setze w, = wldwZdw? und iiberzeuge sich mit einem Blick auf die Zerlegungen

W= UL, Q (e, i) und Wy := U, Q< (a; + 6, 8; — 9), daB sp w, € W — Wo. Mit
dem Cauchyschen Integralsatz wissen wir also:

[oem= |
I

&=

(O) fr42(rm)dC

v

(O s rmQ)d,

v

was wir auswerten koénnen als

v 2)el 2\ i 2 .
- /a +2 %<(1 - §5>€Zt> P2 (Tm(l - 56)6”)%'(1 — ge)etdt

g (ei<%+%>(1 - t)) Fria <rmei<%+%>(1 - t)) dt

2. ] 2 2
/3 g (ez(b’u—%)(l -3e+ t))fk+2 (Tmelw” D1~ 3¢ t))dt'
0

Sieht man sich nun die Integranden an, so stellt man fest: beim Grenziibergang
m — 0o (d.h. 7, T 1) bewegt man sich im Argument von fii» nur in der Menge
D — Wy =V, aber fi,» ist stetig fortsetzbar auf V. Damit kann mit dem Stetig-
keitslemma fiir Parameterintegrale der Grenziibergang unter dem Integral vollzogen
werden, und die Existenz des Grenzwertes ist gesichert.

2. Schritt: Existenz von lim,, faDga(C)R(%,T')dC.

Wir bilden die Funktion R(z) := R(%,T") fiir z € D— {0}, von der wir nach Lemma,

(3.3.3) wissen: sie wird durch R(0) := 0 holomorph fortgesetzt. Die Wachstumsbe-
dingungen von R(:,T) vererben sich dann auf R, denn

|
S~
-
N

+

- 1 ¢ |z|* ¢
IR = I1R(-, T < = < (z € D).
z =20~ e = 1% = [T= =
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Wieder liefert Lemma (3.4.5) eine Folge von Stammfunktionen (fy,)n>0 zu fo :=
R in OD,L(X")) mit fryo € A(D,L(X")), und nach Lemma (3.4.4) existieren
passende Polynome q;?“, so daf}

k+2

C ! 2 1 I3 dj 2 —1
/BDgo(C)R(a,T)dg:/o W(;qﬁz(e t)wgo(e t))karQ(Tme Ydt.

Wegen der Stetigkeit von fj,» auf D kann man den Grenziibergang m — oo unter
dem Integral durchfiihren.

3. Schritt: Die algebraischen Eigenschaften von u folgen &hnlich wie in Ab-
schnitt (3.4.2); alles was man dort benétigt, sind die Gleichungen: (z—T")L/(z) = id
und (z—T")R(z,T') = id, sowie die im 1. und 2. Schritt nachgewiesene Existenz des
Grenzwertes der einzelnen Integrale. Dann {iberlegt man sich wie oben zunéchst:

in [ GO (RGET) = L0 )

¢ o 6

= i [0SR

m—r0o0 oD 'm m

T) - crmL'@rm))dc

= i [0 (TRGE ) - T ) )

m—o0 oD

. , Coany g
= lim T Amw(g)<R(rm,T) L(rmC)>dC-

Da der Limes also sogar in der Norm-Topologie von L(X') existiert, bleibt die
Beziehung richtig, wenn man jeweils an der Stelle 2’ auswertet. Wir haben somit
gezeigt: u(zp) = T'u(yp) fir alle ¢ € Ew (T).

Zur Ermittlung von u(1) gehen wir ebenfalls vor wie in (3.4.2):

w(1) = lim i/m (R(i,T')—L'(rmg)>dgw'

m—o0 271 T
1
= lim —,rm/ R(¢, T"d(x!
oD 1 (0)

m—o0 2771

= [L"
wobei wir den holomorphen Kalkiil fiir 7' benutzt haben, sowie die Tatsache, daf
L'(ry,-) auf einer offenen Obermenge von D holomorph ist.
4. Schritt: Die Stetigkeit von u.
Hierzu vgl. (3.4.3): Fiir m € N definieren wir

(@)1= 505 [ 9O (RCT) = @) )dca' (9 € Ew (D).
T Jop Tm
Fiir festes m ist 0 < r,;, < 1 und der Integrand auf dem Integrationsweg stetig. Das
Integral existiert also als Wert in L(X'), womit u,, als Abbildung Ew (T) — X'
wohldefiniert ist (und dann offenbar linear). Die Stetigkeit des Integranden erlaubt
weiter folgende Abschitzung:

lum ()] < (IIR(:,T') = L'(rm-)llo) lellollz" I

wobel || - ||o wie iiblich die Supremums-Norm auf dem Torus bezeichnet. Der Term
in der Klammer ist aus Stetigkeitsgriinden fiir jedes feste m endlich und damit
Uy, sogar eine stetige lineare Abbildung. Da nach dem ersten und zweiten Schritt
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die Existenz des punktweisen Limes der u,,(p) gesichert ist, liefert der Satz von
Banach-Steinhaus, dafl auch die Abbildung u (als punktweiser Limes der u,,) stetig
linear ist. O

Als Bemerkung ist noch festzuhalten: Der Beweis 1d8t sich wohl auch auf den
Fall S = () ausdehnen, falls man in der Voraussetzung die Forderung

YUDS

ersetzt durch
VYU C C offen mit UNT #

und in der Behauptung des Satzes die entsprechenden Anderungen fiir W statt U
durchfiihrt. Im Beweis ist dann nur zu beachten, daf zu einer jeden solchen offenen
Menge U C C, UNT # () eine segmentierte Teilmenge existiert. Das ist jedoch
mit (4.1.2)(b) leicht einzusehen, wenn man dort S := {zp} setzt, wobei zp € UNT
beliebig gew&hlt werden kann.

Auch der Fall S = T liefle sich behandeln. Um den Integrationsweg geeignet
abzuindern, 148t sich dabei der Cauchysche Integralsatz fiir Kreisringe verwenden;
eine Zerlegung in Segmente wie im vorgefithrten Beweis ist nicht notwendig.

4.3.3 Korollar. Unter den Bedingungen von Satz (4.3.2) gilt:
(a) Fiir jede offene Menge U C C mit S C U gilt: T ist Ey(T)-subskalar.
(b) T hat die Eigenschaft (8)¢ modulo S.

Beweis.

(a) Wéhle ein segmentiertes W zwischen S und U (nach Lemma (4.1.2)). Nach
dem vorigen Satz ist dann die Bedingung (c) von Satz (4.2.4) erfiillt, der
die Existenz einer Erweiterung mit yw (T)-Kalkiil sicherstellt (bis auf Ahn-
lichkeit). Fiir U D W liefert dies jedoch wegen der stetigen, durch die Ein-
schriinkung gegebenen Einbettung £y (T) — Ew (T) auch einen &y (T)-Kalkiil.

(b) Hierzu geniigt es nach Becker [4], Satz 1.27, zu zeigen: Fiir jede beschriinkte
offene Obermenge von S existiert eine Erweiterung mit einem Funktional-
kalkiil iiber £(C). Allerdings haben wir so etwas in (a) konstruiert, denn die
Einbettung

Ev(C) — &u(T)
f = flrw

ist stetig, weil normreduzierend. Hintereinanderschalten der Einbettung und
des &y (T)-Kalkiils aus (a) liefern den gewiinschten &y (C)-Kalkiil fiir die Er-
weiterung. &

Ein Anwendungsbeispiel hierfiir findet sich in Abschnitt 5.3. In diesem Zusammen-
hang ist insbesondere Lemma (5.3.10) zu beachten, wonach sich die Eigenschaft
(8)e modulo einer Ausnahmemenge bei Translationen und Streckungen des Opera-
tors vererbt.
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5 Beispiele

Wir werden uns im vorliegenden Kapitel davon tiberzeugen, dafl die bisher ent-
wickelte Theorie stark genug ist, um interessante Beispiele behandeln zu kénnen.
Zunichst werden wir mit Hilfe des Folgenkriteriums aus Satz (3.1.5) bzw. der daraus
abgeleiteten Bedingung (3.1.6) eine ganze Klasse von Operatoren auf Hilbertriumen
als £(T)-subskalar identifizieren. Im Anschluf8 daran werden wir untersuchen, wie
sich £(T)-subskalare gewichtete Hilbertraum-Shifts durch Wachstumsbedingungen
an ihre Gewichtsfolge charakterisieren lassen. Als letzte Anwendung wird schliefflich
- aufbauend auf der Arbeit von T.L. Miller, V.G. Miller und R.C. Smith [14] - unter
Einsatz des Kriteriums aus Korollar (4.3.3) die Eigenschaft (8)¢ modulo {0} fiir
den Cesaro-Operator Cp, auf dem Hardyraum H? (1 < p < 00) nachgewiesen.

5.1 2-Hyperexpansionen

5.1.1 In den letzten Jahren wurde eine Klasse von stetig linearen Operatoren auf
Hilbertriumen betrachtet, die fiir k¥ € N der folgenden Bedingung geniigen:

3 (—1)P<”> T*PTP <0 (fir 1 <n < k).
0<p<n P

Ist H ein Hilbertraum, so nennen wir in Anlehnung an Athavale [3] einen Operator
T € L(H), der dieser Bedingung geniigt, eine k-Hyperexpansion. Man sieht sofort,
daf jede k-Hyperexpansion auch eine [-Hyperexpansion ist fiir 1 < 1 < k. Wird
hingegen die Bedingung fiir ein n mit = statt < erfiillt, so spricht man von einer n-
Isometrie (vgl. [1]). Fiir uns sind in erster Linie die 2-Hyperexpansionen interessant.
Diese werden - wie man durch einfaches Einsetzen in die obige Formel verifiziert -
charakterisiert durch die beiden Bedingungen

id—T*T < 0
id —2T*T + T**T? < 0.

Ausgehend von der zweiten Bedingung werden wir - in Anlehnung an den Artikel
von Richter [15] - zeigen, dal 2-Hyperexpansionen gewissen Wachstumsbedingungen
geniigen. Nebenbei stellt man fest (vgl. Teil (b) des nachfolgenden Lemmas), daf
die erste Bedingung in der zweiten schon enthalten ist:

5.1.2 Lemma. (Richter, [15]) Ist T € L(H) mit id — 2T*T + T**T? < 0, so gilt:

(2) Ie>1: 2]l < T"2|| < c(L+n)?|lz|| (z € H)

(b) T ist 2-Hyperexpansion.
Beweis. (vgl. [15], Lemma 1)

(a) Wir fixieren ein beliebiges z € H und betrachten die Folge

ag = [T al® = [T ) (k> 1).
Aus id — 2T*T + T**T? < 0 folgt sofort: ||z||? — 2||Tz||* + ||T2%z||* < 0, also
17?2l — | Tz )|* < [|T)l* — ]

Daran liest man ab: a; < ||Tz||> — ||z||>. AuBerdem erhiilt man mit 7%z statt
« in obiger Ungleichung:

1T*(T*2)|* = 1T (T* )|
1 T(T*)|]” — [|T*2”

= Q.

Opy1

IN
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Damit ist die Folge (ay ) monoton fallend, also sind sicher alle Glieder kleiner
oder gleich ;. Man hat somit fiir alle k£ € N:

ap = [T al? = [|T%|)* < || T|®  |ll>.

Die Terme auf der linken Seite lassen sich zu einer Teleskop-Summe zusam-
menfassen, denn fiir n € N gilt offenbar:

n—1
1T = [lal* = Y (1T 2l ® = |T*2]*) < n(||T|* - [,
k=0
d.h.
IT"2l” < [l2]* + n(| T2l ~ [lz]|*)  (n € N).
Daraus folgen beide Ungleichungen aus (a), denn die rechte Seite ist --- <

lz||? + n(|T||* = 1)||x]|?, was mit ¢ := max{1,]||T'||> — 1} dominiert wird durch
&1 + n)||z||?>. Dies liefert die rechte Ungleichung in (a). Zur linken beachte
man, daf} insbesondere ||T™z||> > 0 und somit

0 < Jlzlf” +n(|T2]® = ||lz]I*) (neN)
gilt, weshalb: 0 < n||Tz||> + (1 — n)||z]|? und schlieBlich

n—1

|1 Tz|* > lz]I*  (n € N).
Da die Ungleichung im Limes fiir n — oo erhalten bleibt, gilt die linke
Abschitzung in (a).

(b) Was T noch fehlt zur 2-Hyperexpansion, ist die Bedingung id — T*T < 0. Das
heift jedoch nichts anderes als ||z||* < ||Tz|)? fiir alle x € H, was wir gerade
fiir Teil (a) nachgerechnet haben. &

Das Wachstumsverhalten aus Teil (a) erkennen wir als Spezialfall der Voraus-
setzungen des folgenden Satzes:

5.1.3 Satz. Sei X ein Banachraum, T € L(X). Existieren Konstanten ¢ > 0 und
k € Ny mit
lzll < 1772l < e(1+n)lall (= € X,n € No),

so ist T' ein £(T)-subskalarer Operator.

Beweis. Die rechte Ungleichung aus der Voraussatzung entspricht dem ersten Teil
des Kriteriums aus Korollar (3.1.6)(b).

Von der linken Ungleichung benutzen wir die Aussage fiir n = 1, welche besagt:
[|[Tz|| > ||x||, was impliziert: T ist injektiv mit abgeschlossenem Bild. Damit kénnen
wir eine Liftungseigenschaft fiir 7' nachrechnen: Ist ndmlich 2’ € X'; so finden wir
zu 2’ ein Urbild y' mit ||y'|| < ||z’||. Dies sieht man wie folgt ein: gesucht ist ein
stetig lineares Funktional y' auf X mit < 2,7y > = < z,z' > (z € X) oder
dquivalent: < Tz,y' > = < x,z’ > fiir alle . Doch da T injektiv mit abgeschlos-
senem Bild ist, konnen wir ein solches 3’ auf dem Bild von T einfach durch diese
Formel definieren, d.h. wir setzen y'(Tx) := «'(x) fiir alle € X. Die Injektivitit
von T sichert, dafl ¥’ auf ran T" wohldefiniert ist. Nach dem Satz von Hahn-Banach
kann y' normerhaltend auf ganz X fortgesetzt werden. Die Fortsetzung ist dann
nach Konstruktion ein Urbild zu z’ unter T". Thre Norm ist nicht gréfler als die von
y" auf ran T'. Fiir die gilt aber: supjjpy =1 [y'(T2)| < [|2'[], da [|z|| < ||Tz]] = 1.
Damit ist die behauptete Liftungseigenschaft nachgewiesen.
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Ist nun 2’ € X' beliebig, so nutzen wir die gerade gewonnene Liftungseigenschaft,
um eine zu 2’ passende Folge im Sinne von (3.1.6)(b) zu finden; und zwar wihlen
wir induktiv ausgehend von z, = 2’ das Folgenglied 2, als ein Urbild von ] _;
unter 7" mit ||z} || < ||z!,_1]|. Damit gilt schlieflich:

T'z), =z, 1 (neN),
und da das Wachstum mit ||2},|| < ||z4|| = ||#'|| langsamer ist als das von (1 + n)*

und damit das der positiven Potenzen von T, ist das Kriterium aus Korollar (3.1.6)
erfiills. %

Aus dem Satz und dem vorhergehenden Lemma ergibt sich sofort:

5.1.4 Korollar. 2-Hyperexpansionen sind & (T)-subskalar.
¢

Als Abschlufibemerkung halten wir fest: 2-Isometrien sind wegen Lemma (5.1.2)
automatisch 2-Hyperexpansionen und damit £(T)-subskalar. Dies erklirt die Ahn-
lichkeit im Spektralverhalten (vgl. Satz (2.1.6) dieser Arbeit und Lemma 1.21 in

[1])-

5.2 Gewichtete unilaterale Hilbertraum-Shifts

Fiir die Dauer dieses Abschnittes bezeichne nun H einen separablen Hilbertraum,
(ev)ven, eine Hilbertraum-Orthonormalbasis von H und (o, )yen, eine beschrinkte
Folge in C — {0}. Unter diesen Voraussetzungen verstehen wir unter dem Shift-
Operator zur Gewichtsfolge (), die Abbildung

oo o0

T
E A€, — E ApQy€epq.
v=0 v=0

Man iiberzeugt sich leicht, dafl T" stetig linear ist und damit die eindeutig bestimmte
stetig lineare Abbildung darstellt, die

Te, =aye,r1 (¥ EN)

auf Basisvektoren bewirkt. Unser Ziel ist eine Charakterisierung der £(T)-skalaren
Shift-Operatoren iiber das Wachstumsverhalten der Koeffizientenfolge.

Fiir die Umsetzung dieses Vorhabens ist die folgende Feststellung entscheidend
(vgl. Shields [17]):

5.2.1 Lemma. Ist T der Shift zur Gewichtsfolge (o)., so gilt:

17" = Sél]\ll) |Oé,, ’ "051/+n—1| (n eNy).
velvo

(Wie tiblich wird dabei der Wert des leeren Produktes als 1 angenommen).
Beweis. Aus der Wirkungsweise von 1" auf Basisvektoren erhilt man induktiv
Ty =y Quin—1€vtn (N €Ny).

Da aber alle e, auf 1 normiert sind, kénnen wir damit eine Abschéitzung fiir die
Operatornorm nach unten angeben:

T > sup [T, ]|
vENp

= sup ||OZ,, T al/+’ﬂflell+’ﬂ||
vENp

= sup |Oé,,"'0£,,+n,1|.
vENp
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Um eine entsprechende Abschétzung nach oben zu erhalten, fixieren wir ein z =
> o Aves € H beliebig und berechnen damit:

1T 2> = 1T Aves |
v=0

0
= |l Z )\,,T"e,,||2
v=0
o
= ||Z/\VOCV"'au+n—1eu+n||2
v=0

o0
= S IWPlow - appna
v=0

00
S sup |a1/"'a1/+n71|22|)\1/|2
vENp v=0

2
= ( sup |OZV"'041/+n71|) ||SL'||2,
vENy

woraus unmittelbar die Normabschiitzung nach oben folgt. &

Das Lemma gibt uns eine Charakterisierung des Potenzwachstums von 7' in
Termen der Gewichtsfolge an die Hand. Die Kontrolle der positiven Potenzen ist
jedoch - wie wir aus (3.1.6) wissen - ein fester Bestandteil der Charakterisierung
E(T)-subskalarer Operatoren. Bleibt noch eine Folge wie in Teil (b) des oben zitier-
ten Kriteriums zu konstruieren. Es ist nicht {iberraschend, dal man eine solche bei
Shifts explizit angeben kann; man kann sogar unter allen Folgen mit der gewiinsch-
ten Eigenschaft eine in gewissem Sinne minimale Folge konkret angeben, wie das
néichste Lemma zeigt:

5.2.2 Lemma. Die zu T gehérige Gewichtsfolge (a,), geniige der folgenden Be-
dingung:

VneN: inf |a, - apin-1| > 0.
vENp

Ist dann =Y Aye, € H, so wird durch

o3}
Ay
Ty = Z a'ien-&-u (n € NU)

=0 o aI/Jrnfl
eine Folge in H erklirt, fiir die gilt:
(a) 2o =2 und T*xpy1 =2, (N ENy)

(b) Die Folge (xy, )y ist minimal in folgendem Sinne: Ist (y, ), eine weitere Folge,
die der Bedingung aus (a) geniigt, so gilt: ||z,| < ||lyn|l (Vn € Ny).

Beweis. Wegen inf,en, [ay -+ uyn_1] > 0 & sup,ep, I
n e N gilt:

al < oo fiir alle
b V+Tb71|

[e'e) 2 o0
S po (sup ;) ST

=0 Qy - - 'av—i-n—l vENp |OCV e au+n—1| =0

und die Summe auf der rechten Seite ist gleich ||z||?, also endlich. Damit ist die zu
Tp =00, #ﬁilenﬂ gehorige Koeffizientenfolge aus ¢2, und somit x,, selbst
als Element von H wohldefiniert, (x,,), also eine Folge in H - wie behauptet. Nun

zu deren Figenschaften:
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(a) Trivial: # = xo; und zur Wirkungsweise des Adjungierten 7™ iiberlegen wir

uns:
<T ey ey >=<ey,,Te, >=<e,,qu,11 >= 0ului1p-
Somit:
o0
T*e, = Z <T"e,,e, > e,
pu=0

oo
= E :au(suﬂﬂ/eu
©n=0

N {au—loeu—l ((;/;(())))

Dies bedeutet fiir die Anwendung von T* auf ein Folgenglied z,,11 (n € Ny):

0
A
* * v
T Tp+1 = T E —— En+l+4v
= al/"'al/Jrn
oo
_ § : Ay *
= —7T Cn+1+v
v=0 Q- Qygn
oo
Z Ay _
= ——— Oy 4nlpt+v
— Q- av+n
oo
> e
- — —  En+v
V=0 (6770 al/Jrnfl
= Tn,

und Teil (a) ist bewiesen.

(b) Die Wirkung von T* auf beliebige Elemente der Orthonormalbasis (e,), (in
(a) berechnet) offenbart: ker T* = lin {eg}, und wegen T*e, = @, _1e,_1 gilt:
ker(T*)™ = lin {eg, -, e,—1}. Damit steht nach Konstruktion das Folgenglied
Ty = 00 Ai”lemr,, € lin{e, : ¥ > n} senkrecht auf ker(7*)".

v=0 aV~~~EV+n_
Ist nun (y,), eine weitere Folge wie in (a), so gilt fiir diese wie fiir (zp,),:
(T*Yyp = & = (T*)™x,, (n € Ny). Damit ist aber y,, — x,, € ker(T*)" und mit
xy L ker(T*)™ und dem Satz von Pythagoras erhalten wir:

||yn||2 = Hyn —Tn + anZ = ||yn - wnHQ + ||xn||2 > HanQv

unabhéngig von n € N. &

Mit Hilfe dieser Voriiberlegungen gewinnt man folgendes Resultat:

5.2.3 Satz. Es bezeichne T den Shift zur Gewichtsfolge («,),. Dann gilt: T ist
genau dann £(T)-subskalar, wenn es Konstanten a,b > 0, k € Ny gibt, so daf die
folgenden Bedingungen erfiillt werden:

(a) Vn € No :  sup,en, o - - Qygn—1| < b(1 +n)*
(b) Vn €N : infi/GNo |Oé,, T al/+n71| > m-

Beweis. Wir beweisen zuerst, dafl die beiden Bedingungen hinreichend sind: Mit
Lemma (5.2.1) und der Bedingung (a) folgt, dafl die positiven Potenzen von T
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langsam wachsen, wie im Kriterium (3.1.6) fiir £(T)-subskalare Operatoren gefor-
dert. Bleibt noch die Folgenbedingung aus (3.1.6) nachzupriifen, die wir fiir den
Hilbertraum-Adjungierten 7* nachweisen wollen. (Dies geniigt, da die Identifizie-
rung H ~ H' isometrisch ist, d.h. Wachstumsbedingungen invariant bleiben beim
Ubergang zum Banachraum-Dual.) Hier hilft uns jedoch das vorige Lemma (5.2.2)
weiter: Fixieren wir némlich ein beliebiges « € H, so liefert ebendieses Lemma (be-
achte: nach (b) ist dessen Voraussetzung erfiillt) eine Folge (z,), in H mit o = x
und T*z,+1 = x,- Ist diese konkret gegeben wie im Lemma, so finden wir mit (b)
fiir die Norm folgende Abschitzung (beachte: & = Y, (A, e, mit 2-summierbarer
Koeffizientenfolge):

2
YT —
nENg (1 + n)k nENg (1 + n>2k
1 Zoo A
= sup — —
nen, (1+mn)?k 0 [y -y |?

< 1 ( 1 ilA |2>
< sup ———| sup —mM8M8M8M8™ ——
ey (1+1)2F \ ven, o - apin1|? v=0 ’
1 1 > 2)
= sup - - A
o e (oo e 2
1 .
< Sél]g maz(l +n)*||z|?
n 0
< a?llz|]?
< oo

Insgesamt sind damit die Voraussetzungen von (3.1.6) erfiillt und T folglich £(T)-
subskalar.

Nun zur Notwendigkeit der Bedingungen (a) und (b): Ist T £(T)-subskalar, so
existieren gemif (2.1.5) Konstanten a,b > 0 und k € Ny, so daf3

allz|| n .
Die rechte Ungleichung liefert mit Lemma (5.2.1) unmittelbar die Bedingung (a).
Die linke wenden wir auf die Basisvektoren z = e, an (v € Ny) und erhalten:

a alles||

(14+n)k - (1+n)k <|T"ey|| = |l -+ - gn—1€04nll = | - -y n 1]

fiir alle n,v € Ny. Daraus erhilt man bei festem, aber beliebigem n € Ny:

inf | 1> —
inf |o - Qgn— _—;
veNp Tl = (T )k
das ist die Bedingung (b), denn mit a ist L > 0. &

Der Beweis zeigt: Jeder Hilbertraum-Shift, der eine Wachstumsbedingung der

Form el
al|lz " &
A+ n)F <7l <01 +n)*|lzll (z € X,n € No)

erfiillt, ist £(T)-subskalar. Umgekehrt erfiillt jeder £(T)-subskalare Operator eine
solche Bedingung. Eine interessante Frage (die wir hier allerdings nicht beantworten
werden) ist die nach weiteren Klassen von Operatoren, fiir die eine solche Wachs-
tumsbedingung hinreichend (und damit auch dquivalent) ist zur Eigenschaft £(T)-
subskalar.
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5.3 Der Cesaro-Operator auf H?

Um dem Cesaro-Operator die Eigenschaft (5)s modulo {0} nachzuweisen, miissen
wir auf Konstruktionen und Beweistechniken aus [14] zuriickgreifen, die ihrerseits
auf Resultate von Siskakis aufbauen. Daher dienen die nichsten Abschnitte in er-
ster Linie dazu, eine saubere Schnittstelle zwischen dem erstgenannten Artikel und
der vorliegenden Arbeit zu schaffen, zumindest, was Notation und Bezeichnungen
angeht. Wir werden dabei nur das beweisen, was wirklich tiber bereits bekannte
Ergebnisse hinausgeht.

Wir beginnen mit einer Erinnerung an die Definition der Hardyrdume iiber der
Einheitskreisscheibe. Exakte Beweise der hier angegebenen Resultate findet man
etwa in dem Buch von Duren [7].

5.3.1 (Die HP-R#ume) Fiir 1 < p < oo bezeichnen wir mit H? den Hardyraum
iber D
H? ={f € OD) : || flla» < oo},

wobei || - ||g» definiert ist durch

27 %

I£le = (sop o2 [ hsteetpar)
0<r<1 47T Jo

Dies liefert bekanntermaflen eine Norm auf HP, die diesen zu einem Banachraum

macht (1 < p < 00).

Es 148t sich zeigen, dafl eine Funktion f € HP Randwerte in LP(T) hat, d.h. der
Grenzwert lim,+1 f(re't) existiert fiir fast alle ¢ € [0, 27] und liefert eine LP-Funktion
auf T, die wir im folgenden mit f* bezeichnen wollen.

Man erhilt auf diese Weise sogar eine isometrische Identifizierung von HP mit
dem abgeschlossenen Unterraum

HP :={f € LP(T) : f(n) =0 fiir alle n < 0} C LP(T),

vermoge der Zuordnung i, : H? — H”; f — f*. Dieser Unterraum H? ist insbe-
sondere komplementiert in LP(T), denn die Abbildung

pp s LP(T) = H; (ppf)(e") =Y f(n)e™
n=0

definiert eine stetig lineare Projektion. Wenn nun k : LP(T) — LP(T); f — f die
komplexe Konjugation bezeichnet (k ist konjugiert-linearer isometrischer Isomor-
phismus), so ergibt sich fiir den Kern der Komposition (p, o k):

ker(p, o k) = {f € LP(T) : f(n) = 0 fiir alle n < 0} =: HE.

Damit induziert p, o k eine wohldefinierte, konjugiert-lineare und bijektive Ab-

bildung
p o LP(T)/HE — HP;[g] = (pp o k)(g)-

Diese ist stetig mit Norm ||¢,|| < ||ppll, und nach dem Prinzip der offenen Abbildung
somit ein topologischer Isomorphismus.

Dessen Umkehrabbildung werden wir benutzen, um eine sesquilineare Dualitit
zwischen HP und H? fiir 1 < p < oo und % + ﬁ =1 zu definieren.

Fir 1 < p < oo und % + 1% = 1 hat man einen isometrischen Isomorphismus

zwischen LP (T)/HE " und (HP)', vermittelt durch die Abbildung

wp : LY (T)JHY = (HPY'; (uy () (f) = / FrgdA,
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wobei A das normalisierte Lebesgue-Mafl auf T bezeichnet (vgl. [7], Theorem 7.3).
Ist nun 1 < p < oo und p’ konjugiert, so kénnen wir die Komposition

wp t HY = (HP)'; f = (up 0 @t 0y )(f)

bilden, welche dann zum konjugiert-linearen topologischen Isomorphismus wird. Die
Abbildung w, vermittelt eine sesquilineare Dualitét zwischen H? und H?' , definiert
durch die Formel

< .0 3= (wp(@)(f) = / FFAN (feH? gen?).

Den beziiglich dieser sesquilinearen Dualitdt gebildeten Adjungierten eines Ope-
rators T € L(HP) wollen wir mit T* bezeichnen; er macht definitionsgeméif das
folgende Diagramm kommutativ:

(HP) —— (HP)

WPT T"Jp
’ T* ’
HY —— HPY.
Damit ist die Adjungiertenbildung
L(H?)>T — T* € L(H")

konjugiert-linear, und es gelten die Normabschitzungen ||T"]] < ¢ ||| und [|7*]| <
epllT'|| mit ¢ o= [lwplllw, | > 1.

5.3.2 (Der Cesaro-Operator auf H?) Ist f(z) = Y_;°, ayz" eine HP-Funktion,

so definiert man
o0 1 n "
DD =Y (T

n=1 k=0

d.h. man bildet die Funktion, deren Taylorkoeffizienten gerade die Cesaro-Mittel
der Koeflizienten von f darstellen. Es 148t sich zeigen, da3 C}, den Raum H,, in sich
abbildet, mehr noch: C, : H? — HP ist sogar ein beschrénkter linearer Operator
fir 1 < p < 00. Diese keineswegs offensichtliche Tatsache wurde von Siskakis unter
Verwendung von Operatorhalbgruppen nachgewiesen, die uns spéter noch begegnen
werden.

Fiir 1 < p < oo bezeichnen wir wie in der Arbeit von T.L. Miller, V.G. Miller
und R.C. Smith [14], an der wir von nun an die gesamte Notation ausrichten wollen,
den beziiglich der H? — H? -Dualitiit zu C,, adjungierten Operator mit A, (vgl. [14],
S.6). In der zitierten Arbeit wird die ganze Argumentation nicht fiir Cp, sondern
T, := 1 — C}p durchgefithrt. Wir schlieflen uns dieser Betrachtungsweise an und
halten sogleich fest:

5.3.3 Satz. (A. Siskakis, T.L. Miller, V.G. Miller, R.C. Smith) Falls 1 <
p < o0, gelten folgende Aussagen:

(a) o(Tp) = Dg(1- %)

(b) Ik >0: [[A=Tp) 7' < gmborryy (A € p(Tp)

(c) Es gibt eine Linksresolvente fiir T, die langsam wéchst, d.h. es existiert eine
Funktion L : int 0(T),) — L(HP) mit

LN\ -T,) =id (A€ into(T,) = Ds(1 - 2))
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und es existieren Konstanten a,b > 0, so daff auf int o(T},) gilt:

aexp(b]l — A\ 72)

1LV < ~3x do )

Der Beweis von (a) ergibt sich (wie in [14] (S.6) erwihnt) unmittelbar aus der
Tatsache, da8 (und hierzu siehe Siskakis, Thm. 2, 5.163) o(4,) = Dz (%). Also
o(T,) =1-0(Cp) =1—-{X: A€ a(A,)}.

Die Aussage in (b) entspricht exakt der Nummer (iv) von Theorem 2.1 in [14]
(8.7).

Die Linksresolvente aus Teil (c) taucht in der Formulierung dieses Theorems
nicht mehr auf, ist jedoch das zentrale Hilfsmittel im zugehorigen Beweis ([14],
S.10ff), wo auch die Wachstumsbedingung sichergestellt wird. Genauere Aussagen
dariiber zu machen, ist erst sinnvoll, wenn wir uns mit ein paar Fakten iiber die von
Siskakis eingefiithrten Operatorhalbgruppen vertraut gemacht haben. Dann werden
wir auch fiir (c) eine sichere Referenz angeben kénnen.

5.3.4 (Mit T, verwandte Operatorhalbgruppen) Wir beginnen mit der Defi-
nition zweier einfacher Zuordnungsvorschriften; fiir ¢ > 0 und z € D setzen wir:

ki(z) == (e7'=1)z+1
Yi(2) = e tz(k(2)) 7L

Die Definition von ¢, ist sinnvoll, da k(D) = Dj_.—)(1) C {z € C: Rez >
0}. Damit lassen sich iiber den Hauptzweig des Logarithmus sogar alle Potenzen
(e'ki(2))® = exp(aLog e’k (z)) bilden fiir a € C,z € D. Da weiter fiir beliebige
a € C die Abbildung D 3 z — (e'ki(2))* € C aus der Diskalgebra A(D) stammt,
ist der zugehorige Multiplikationsoperator auf HP:

Metye + HP = HP; o f = (2 (eke(2))* f(2))
wohldefiniert. Weiter wissen wir aus [14]: der Operator
Qu:HY = H?; [ foiy

ist fiir jedes t > 0 eine Kontraktion auf H? (das folgt sofort aus dem Schwarzschen
Lemma der Funktionentheorie und Littlewood’s subordination theorem (siehe Du-
ren [7]), wenn man beachtet, daf ;D C D und ¢(0) = 0). Wir kénnen nun die von
Siskakis eingefiihrte Operatorhalbgruppe angeben: Schreiben wir (a € C)

Lo = Metg,) -« 0 Qy,

so gilt : (I't,a)e>0 ist eine stark stetige Halbgruppe von Operatoren auf H? (fiir
1 <p < oo) (vgl. Lemma 2.4 (i) in [14]). IThren infinitesimalen Erzeuger wollen wir
mit Ap o bezeichnen, ihren Typ mit wy 4.

Ist z € C mit Re z > wp q, 50 wird durch

R(z,Ap o)z :/ e Ty o(z)dt (v € HP)
0

ein stetig linearer Operator auf H? erklirt, der (2 — Ap o) invertiert (vgl. Dunford-
Schwartz [6], Theorem VIII.1.11).

Dem Beweis von Theorem 2.1 in [14] (S.10) entnimmt man, daf} fiir A € int o(T},)
gilt:

Re

> w A
L—\ 7~ TP
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wobei p’ zu p konjugiert ist. Damit ist

A
R(ﬁ’Apul—ﬁ>

stetig linearer Operator auf H”'.

5.3.5 (Die Linksresolvente fiir T},) Das letzte noch fehlende Konstruktionsele-
ment fiir die Linksresolvente ist der (stetig lineare) Operator der Multiplikation mit
dem Argument auf H?', welchen wir der Notation von [14] folgend hier nicht mit
M, sondern mit S bezeichnen wollen.

Fiir A € int o(T}) bilde man nun den (stetig linearen!) Operator:

1 . A A
U)\ = m (Zd— ms o R(m,Ap/J_ﬁ)),

Uy € L(H?"). Damit kann nun endlich die Formel fiir die besagte Linksresolvente
von T, angegeben werden: (vgl. [14], S.10)

L:int o(T,) = L(HP); A+ (Us)*(id — A,8").

Auch die in (5.3.3) angegebene Wachstumsbedingung kann man der Arbeit [14]
entnehmen: Dort findet man auf S.11 die Abschitzung fiir

1LV < lIL* I
= ¢lltid = SCp) UKl
caexp(o]t - X
P dist(\, 00 (T}))
acy exp(b|]l — A|7?)
dist(\, 0o (Tp))

IN

(Fiir die letzte Gleichheit beachte man, dafl der entsprechende Ausdruck invariant
ist unter Austausch von A gegen \.) Dies ist die gewiinschte Normabschitzung.

Nach dieser Zusammenstellung bereits bekannter Resultate wollen wir uns nun
iiberzeugen, dafl die oben konstruierte Linksresolvente sogar analytisch ist. Der
Kern des Beweises wird darin bestehen, die Analytizitéit des Resolventenintegrals
Jo© e Tt o (x)dt nachzurechnen.

Dabei werden wir auf das folgende wohlbekannte Resultat tiber Holomorphie
von Parameterintegralen zuriickgreifen:

5.3.6 Satz. Sei ) C C offen, (M, A, u) ein MaBraum (u positives oder komplexes
Maf auf M), X ein Banachraum. Die Abbildung f : Q x M — X erfiille:

(a) f(w,-) € LY (u, X) fiir alle w €
(b) f(:,t) ist holomorph auf Q fiir allet € M
(c) Yw € Q U C Q offen, w € U und eine Funktion g € L'(p) mit:

sup [|f(z,8)]| < g(t).
zeU
Dann ist die durch
F:Q— X, o.n—)/ flw, t)du(t)
M

definierte Funktion holomorph auf ). (Die Ableitung kann durch Differentiation
unter dem Integral gewonnen werden.)



90 5 BEISPIELE

Beweis. (Der Satz ist Standard, daher zum Beweis nur Stichworte: Mit Hilfe von
Partialbruchzerlegung und Cauchyschem Integralsatz nutzt man die Bedingung (c),
um fiir die Norm des Differenzenquotienten eine integrierbare Majorante hinzu-
schreiben. Das iibliche dominated convergence - Argument liefert dann die Be-
hauptung. Im Falle eines komplexen Mafes p bediene man sich dazu der Jordan-
Zerlegung.) &

Wir kommen nun zum zentralen Resultat dieses Abschnittes:

5.3.7 Satz. Die oben definierte Linksresolvente L : int o(T,) — L(HP);\
(Ux)*(id — ApS™) ist analytisch.

Beweis. Im folgenden bezeichne D := int 0(7},) = Dz (1 — £). Der Beweis erfolgt
in mehreren Schritten:

1. Schritt: Wir analysieren den Aufbau der Linksresolvente und isolieren den
auf Holomorphie zu untersuchenden Term.

Da L(A) = (Ux)* o (id — A,S*) geniigt es offenbar zu zeigen: (Ux)* héngt ana-
lytisch von A € D ab. Da aber (---)* konjugiert-linear und stetig ist, gilt wegen

Uz,)" — (2" _ (U% :ng (An £ N),

daf8 (Uy)* jedenfalls holomorph von A € D abhéngt, wenn Uy holomorph von X
abhiingt fiir A € D. Da D allerdings symmetrisch zur reellen Achse liegt, also inva-
riant ist unter komplexer Konjugation, haben wir die Aussage des Satzes reduziert
auf den Beweis der Analytizitéit der Abbildung:

, 1 ) A A
D — L(H?); AHUA:ﬁ<Zd_mSOR<m’API71ﬁ>>.

Da jedoch 1 ¢ D = Dz (1 — %), erkennt man sofort: es geniigt zu tiberpriifen, daf
D — L(H"); A A
— L(H? ); =R T2

analytisch ist. Da die Abbildung n: D — C A — ﬁ injektiv und holomorph ist,
ist sie eine biholomorphe Abbildung auf ihr Bild W := 5(D), welches dann wie D
ein einfach zusammenhingendes Gebiet ist. In einem weiteren Schritt kénnen wir
uns also wegen der Kettenregel darauf beschrinken, daf3

W — L(H"); o0 = R(o, Ay 1)

analytisch ist. Hierzu sei angemerkt, daf} in [14] (S.10) gezeigt wird: W = n(a(T})) C
{z € C:Rez>wpi—.} Wiein (5.3.4) bereits erwihnt, liefert dann die Theorie
der stark stetigen Operatorhalbgruppen eine Integraldarstellung fiir R(c, Ap1-q)-

Nach einem wohlbekannten Resultat ist jedoch R(c, Ay 1—4) schon analytisch
in o, wenn nur fiir jedes x € H? die Auswertung R(e, Ay 1_o)z analytisch von o
abhéngt.

Unter Ausnutzung besagter Integraldarstellung ist also zu priifen, ob fiir belie-
biges z € H *" die Funktion

W — H” ;a5 R(a, Ay o)t = / e Ty o(z)dt
0

analytisch ist. Damit ist die weitere Vorgehensweise klar: wir werden versuchen,
den Vertauschungssatz (5.3.6) auf das Integral anzuwenden. Von der Giiltigkeit der
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Integrierbarkeitsvoraussetzung (a) haben wir uns gerade {iberzeugt. Bleibt also in
einem zweiten und dritten Schritt die Holomorphie und lokale Majorisierbarkeit des
Integranden im Parameter o nachzuweisen.

2. Schritt: Holomorphie des Integranden.
Wir zeigen etwas mehr als notig: Fiir ¢ € [0, 00) ist die Abbildung

C— LH")ja— e ™ T1o = "My, -a-a 0 Qy

holomorph. (Die Holomorphie bleibt natiirlich erhalten, wenn man die betrachtete
Operatorfunktion punktweise auf ein festes z € H 4 anwendet.)

Mit der Produktregel konnen wir uns dabei auf die Holomorphie der beteiligten
Familie von Multiplikationsoperatoren zuriickziehen. Genauer: wir werden zeigen,
dafl M(ety,)e fiir festes t € [0,00) analytisch in a ist auf ganz C.

Weil die Zuordnung A(D) — L(HP); f — M stetig linear ist, gentigt es hierfiir,
bei festem ¢ € [0,00) die Holomorphie der Abbildung

Gy : C— AD); (Gy(a)(2) = (e'ks(2))* = exp(aLog (e'k(2))) (2 € D)

zu bestitigen (zur Erinnerung: k(D) liegt ganz in der rechten Halbebene, so daf
man fiir Log den Hauptzweig des komplexen Logarithmus wihlen kann).
Dazu ist nur zu beachten, daf fiir festes ¢t € [0, 00) die durch

fi: D — C;z — Log (efks(2))

definierte Funktion in A(D) liegt. Damit 148t sich fiir ¢ € [0,00) die Funktion G
offenbar schreiben als

C%Amxawamw:wmwv=§3%r““
n=0 ’

woran man unmittelbar die Holomorphie von G abliest.

An dieser Stelle bietet es sich an, eine einfache Normabschétzung fiir G; durch-
zufiihren, die in den nichsten Beweisschritt entscheidend eingeht. Die obige Dar-
stellung von G erlaubt offenbar folgenden Schluf}:

1G: (@)oo < exp(lall[filleo) (¢ € [0,00),a € C),

so dafl nun alles daran liegt, wie sich f;(z) = Log (e'ks(2)) verhilt. Es gilt jedoch
(vgl. (5.3.4)) die folgende Abschiitzung: et < |ki(z)] < 2 —e™t < 2, also 1 <
letk;(2)| < 2et. Daraus ergibt sich:

[Log (k)| < logleki(2)| + 5

<
< log2e' 42
< t+3.

Das liefert unmittelbar ||fi|lco < ¢ + 3 bzw. eingesetzt in die Abschitzung fiir Gy
schlieB8lich:
G+ (@)]|oo < €13 (¢ € [0,00),a € O),

und wir kénnen zum letzten Beweisschritt iibergehen.

3. Schritt: Die Majorantenbedingung.
Nachdem wir im ersten und zweiten Schritt die Bedingungen (a) und (b) von Satz
(5.3.6) fiir das Parameterintegral

o0
W — LH"); « &—>/ ey 1—q(z)dt
0
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nachgepriift haben, miissen wir uns nun nur noch von der Giiltigkeit der Bedingung
(c) iiberzeugen. Da & € HP fest gewihlt ist, geniigt es, die Existenz einer lokal
von a unabhiingigen Majorante fiir ||e”*‘I; ;|| nachzuweisen. Fixieren wir dazu
zunéchst ein beliebiges ap € W, so kdnnen wir schreiben:

—ot _ —oapt ,—(a—ap)t
€ Ft,l—a = e %% ( 0) M(etkt)—(l—a) o Qt

e—aote—(a—ao)

tM(etkt)—(l—aml—ao) 0 Migt,)-t-a0) © Qt
= 67(aia0)tM(etkt)(a—ao)eiaotFtJ,ao.
Wir greifen nun aus dem zweiten Beweisschritt die Abschétzung fiir G¢(a) = (etk;)®

wieder auf und erhalten fiir die Norm des Multiplikationsoperators aus der letzten
Zeile folgende Abschétzung:

||MGt(ozfao) ||
1Ge(a — a0)|oo

e\ozfao\(t+3)

1M ety |

IN A

— €3|a—ao|€\a—ao\t'

Damit erhalten wir insgesamt folgende Normabschitzung:

le ™ Teaall = 1€ ] [ Mgyameoll e Irsa
< e|ao—a|t €3|0t—040|€\0‘—0‘0‘t exp(—Re Oéot)HFt,l—aoH
< ellamal exp (t(2|a —ap| — Re ao)) [1Te,1—al-

Bleibt noch die Halbgruppe in der Operatornorm abzuschitzen, doch wir wissen:
Wp'i—as < Re ap (denn ag € W C {2z € C: Re 2 > wy 1. }). Damit existiert eine
reelle Zahl 7 mit wyr 1-o, < 7 < Re ap, und wir kénnen ein ¢ > 0 so klein wéhlen,
daB

Wpr1—ap < T+ 2¢ < Re ap.

Ohne Einschrinkung (nach eventueller Verkleinerung von €) kénnen wir annehmen,
dal D.(ap) C W (W offen). Weiter wissen wir aus der Theorie der Operatorhalb-
gruppen, daf8 (vgl. [6], Corollary VIIL.1.5) wegen 7 > wy 1_q, eine Konstante M
existiert, so dafl

1T 1—a0ll < Mre™ (t > 0).

Setzen wir dies in obige Abschitzung ein, so finden wir fiir alle & € D.(ag) die
Beziehung:

lle” T 1all eflemeol exp (t(2la — an = Re o)) [|Te,1—aoll

<
< € M;exp (t(26 — Re ap))e™,

also mit C' := €3 M, gilt:
lle"*'T1-all < Cexp (t(r + 26 — Re ap)) (a € De(ap)).

Die rechte Seite ist jedoch zweifellos in ¢ iiber [0,00) integrierbar, da der Faktor
bei ¢ im Argument der Exponentialfunktion negativ ist, denn nach Wahl von 7 und
e gilt: 7 + 2¢ — Re ap < 0. Damit ist die Majorantenbedingung nachgewiesen und
(5.3.6) anwendbar, und der Satz ist bewiesen. &

Nun werden wir die analytische Linksresolvente benutzen, um mit dem Kriteri-
um aus Satz (4.3.2) bzw. Korollar (4.3.3) die Eigenschaft (8)s modulo {1} fiir den
Cesaro-Operator nachzuweisen. Zunéchst einmal stellen wir jedoch fest: die Opera-
toren 7}, und C), sind der dort entwickelten Theorie zunéchst nicht zugénglich, da
ihr Spektrum nicht in der Einheitskreisscheibe enthalten ist. Hier schafft eine affine
Transformation Abhilfe:
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5.3.8 Satz. Ist 1 < p < o0, so gelten fiir den Operator S, = %(Tp -(1-%) ¢
L(HP) die folgenden Aussagen:

(a) Sp=1- %Cp

(b) o(Sp) =D

(© F>0: RS < by (Mg D)

(d) 3L, € O(D, L(H?)) mit L,(A\)(A — Sp) = id (A € D) und es existieren Kon-
stanten a,b > 0, so daB

aexp(b|l — A ~2)

L, < AeD).
Beweis.
(a) Esist T, =1—Cp, daher S, = ?—)(1 —-Cp—(1-5) = %(?Z—) —Cp)=1- %Cp.

(b) Wir wissen: o(T,) = Eg(l — £), also nach dem spektralen Abbildungssatz

o(8p) = 2(o(T) — (1 - §)) =D.
(c) Wir iibertragen die Wachstumsbedingung der Resolvente von T}, aus Satz
(5.3.3). Fiir A ¢ D gilt demnach:

2 2
A= —1=-=T)*
I » pp) I

1A= Sp) I

D, P 2 1
= (= — I
2||(2(/\+p ) =Tp) |l
< P i
T 2 dist(l1-5+%X0D:(1-%))
_ P k
2 |5 18
B k
11— A

(d) Wir setzen

L,:D — L(HP); AH§L<§A+1—2>,

wobei L die nach (5.3.7) analytische Linksresolvente fiir T}, auf int o(T},) =
Deg (1 — %) bezeichnet. Ly ist daher auf ) wohldefiniert und analytisch, und
wir rechnen nach:

2 2
LNA-S,) = §L(§A+ 1 g)m 2 12

_ P (P _P\2p _p_
= 2L(2)\+1 2)p(2A+1 5~ Tn)
= id (AeD).

D.h. L, ist Linksresolvente fiir S, iber deren Wachstumsverhalten wir mit

(5.3.3) ableiten:
p p p
PrfPri1_72
i2e(Br+1-2)i

aexp (b|1 —(BA4+1- g)r?)
dist(BA+1-2,0D5(1-8))

1Ml

NS
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Behandeln wir den Nenner wie in (c), so ist dies

aex b.Q)\—?—)2>
) p(lz o1

2 B
aexp (b(§)2|1 - )\|2>
a 11— Al

fiir alle A € D. Damit ist klar, wie die Konstanten @ und b zu wihlen sind. ¢

5.3.9 Korollar. Fiir 1 < p < co hat der Operator S, = 1 — 2C, € L(H?) die
Eigenschaft (8)¢ modulo {1}.

Beweis. Die Aussage folgt aus Anwendung von Korollar (4.3.3) auf S,. Dazu ha-
ben wir fiir S, die Voraussetzungen von Satz (4.3.2) zu iiberpriifen, wobei wir die
einpunktige Ausnahmemenge S := {1} betrachten. Die Bedingungen (a) und (c)
folgen dann unmittelbar aus dem letzten Satz. Um die Voraussetzung (b) zu bestéti-
gen miissen wir das Wachstumsverhalten der analytischen Linksresolvente L, aus
(5.3.8)(d) richtig deuten. Ist U D S offen, d.h. hier: ist U eine offene Umgebung
der Zahl 1, so wihle man darin eine 6-Umgebung D;s(1) C U. Dann gilt fiir alle
AED—Ds(1): |1 =)\ >4, also |1 — A|72 < § 2 und dann mit (5.3.8)(d):

1L, < 2ee0)

ST (A e D - Ds(1)),

und damit sicher fiir A € D — U. Somit ist auch die Voraussetzung (b) von Satz
(4.3.2) erfiillt und das Korollar bewiesen. &

Wir werden uns nun noch davon iiberzeugen, dafl sich die Eigenschaft (5)¢
modulo S von S, auf C}, vererbt. Zunéchst {iberlegen wir uns:

5.3.10 Lemma. Sind G,H C C offen, g : G — H ein C*°-Diffeomorphismus, so
ist die Abbildung

SH,X) L &G, X)
fo= foyg
ein topologischer Isomorphismus mit Inverser f — fog 1.

Beweis. Wohldefiniertheit und Linearitéit sind offensichtlich, ebenso klar ist die Ge-
stalt der im Satz angegebenen Umkehrabbildung. Da die Topologie in den beiden
beteiligten Funktionenrdumen jeweils stirker ist als die der punktweisen Konver-
genz, folgt die Stetigkeit von j unmittelbar aus dem Graphensatz. Da j~' vom

gleichen Typ ist wie 7, zeigt dies auch die Stetigkeit von j~'. &

5.3.11 Lemma. Hat T € L(X) die Eigenschaft (8)¢ modulo S, so hat fiir a,b € C
aT + b die Eigenschaft (8)s modulo aS + b.

Beweis. Offenbar ist die Abbildung g: C—S = C—(aS +b);z — az + b ein C*°-
Diffeomorphismus mit Inverser g—1(z) = ZT_I’ Damit ist nach dem vorigen Lemma
die induzierte Abbildung

E(C-8,X) L E&(C—(aS+b),X)
f fog™!
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ein topologischer Isomorphismus mit Umkehrabbildung f — f o ¢. Um die Eigen-
schaft (8)s modulo aS + b fir aT" + b nachzuweisen, haben wir nach [4] nur zu
zeigen:

(z—=(aT +0)):E(C—(aS+b),X) = EC—(aS+D),X)

ist injektiv mit abgeschlossenem Bild. Dazu geniigt es zu zeigen, daf fiir jede Folge
(fr)n € E(C = (aS +b),X) mit (z — (aT + b)) f, — 0 schon gilt: f,, — 0. Die
Konvergenz bezieht sich hier immer auf die Topologie von £(C — (aS + b), X),
ebenso in der folgenden Aquivalenzkette:

(z — (@T + D) fn(2) 0 & a(Z=—T)fnog(g~(2)) = 0

& alg™H(2) = T)faoglg™(2)) =0
& aj(z—T)fnog—0.

Da j topologischer Isomorphismus ist, heifit das (Konvergenz in £(C — S, X)): (z —
T)fnog — 0, aber T hat (8)¢ modulo S, damit folgt: f,og =j 'f, = 0in £(C —
S, X). Aber j ! ist topologischer Isomorphismus, also: f,, — 0 in der Topologie von
E(C — (aS +1b),X). Damit ist die Behauptung bewiesen. &

Nach dieser Vorarbeit ergibt sich miihelos:

5.3.12 Satz. Fiir 1 < p < oo hat der Cesaro-Operator C,, auf dem Hardyraum H?
die Eigenschaft ()¢ modulo {0}.

Beweis. Wir haben in Korollar (5.3.9) gesehen: S, hat die Eigenschaft (5)¢ modulo
{1}, aber S, =1 — %Cp, also Cp = =55, + §. Folglich hat nach vorigem Lemma
Cp die Eigenschaft (3)¢ modulo {-£1+ £} = {0}. &
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A Die (}(Z, X)-£(Z, X')-Dualitiit
A.1 Satz. Die Abbildung

H:62(2,X") — (6(Z, X)) mit (H(z))n)(@n)n = D < T, ), >
ne”Z

ist ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis. Ist (2,), € (3°(Z, X') beliebig, dann gilt fiir jede Folge (xy,), € (4(Z, X):

[
1> <ana, > 1< llaalllllll = Y laall(+ n)* s

1+ n|)*’
neZ neZ neZ ( + | |)
was wir mit den Normen von ¢} und £5° weiter abschétzen konnen gegen

o Sl @n)all el (@)oo i < oo

Demzufolge ist H (), in der angegebenen Weise als Linearform auf ¢ (Z, X) wohl-
definiert, und die Abbildung H selbst ist linear und stetig mit ||H|| < 1.
Um die Isometrie zu zeigen, definieren wir zunéchst die Einbettungen

em: X = (2, X);x (0pmx)n (m €Z),
die sicher wohldefiniert und linear sind. Ferner ist e,, wegen
lemllk = [1Gnm@)nllr = (1 + |m])*[|]]
stetig mit Norm ||e,,|| = (1 + |m|)*. Daraus schlieen wir mit beliebigem m € Z:

|H (z},)nll > sup | < emz, H(zp)n > |
lemelly x=1

v

sup | <@, > |
— 1
2 ll= G

1 '
= sup | < x,x,, >
(1 + [m|)* HzH:1| > |

||,
(14 |m])k’

woraus nach Bildung des Supremums tiber m € Z die zur Isometrie von H noch
fehlende Ungleichung folgt.

Bleibt nur noch die Surjektivitit von H zu zeigen. Auch hier sind die Einbet-
tungen ey, niitzlich, denn ist (zy,), € (}(Z, X), so gilt:

l

l@nn = 32 emt@n)le= Y5 leallL+ )" =¥ 0,

m=-—1 n|>1+1

wobei der letzte Ausdruck deshalb gegen Null konvergiert, weil er der zur absolut
konvergenten Reihe ||(zn)nll1,e = 3,z lznll(1 + |n|)* gehorige Reihenrest ist.

Ist nun y' € (¢5(%, X)) gegeben, so konnen wir nach diesen Vorbemerkungen
die Folge mit den Gliedern z], := y'oe,, bilden. Dies ist dann eine Folge in X', mehr
noch: mit den Norm-Abschétzungen fiir e, wissen wir: ||z/, || < ||y'[|(1 + |m|)¥, d.h.
(@ )m € 67 (2, X).
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Nun rechnen wir nach (beachte die Konvergenz von Y e, (z,) gegen (2, )n)

< (@n)n, (H(@p)m) > = Z < Zn,y' oe, >
nez

= Z y'(en(zn))

nez

= ¥ enlzn)

nez
= yl(wn)n = < (wn>n:yl >

Also stellt (z),)m gerade das y' dar. Da dieses beliebig gewihlt war, folgt die Sur-
jektivitit und damit schliellich die Behauptung. O
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B Topologische Tensorprodukte

Vorausgesetzt werden elementare Kenntnisse iiber das algebraische Tensorprodukt,
wie man sie in jedem Lehrbuch iiber multilineare Algebra, etwa Greub [10], findet.

B.1 Seien E, F Vektorrdume, £ ® F ihr algebraisches Tensorprodukt. Dann gilt:
E@F =lin {z®y:z € E,y € F}, wobei die dadurch gegebene Darstellung fiir ein
Element des Tensorproduktes bekanntermaflen nicht eindeutig ist (z.B. 1 ® y1 —
Ty QYs = (71 —T2) QY1 + T2 @ (Y1 — ¥2)).

Fir 2’ € F',y’ € F' bezeichnen wir mit ' ® y' : E ® F — C die eindeutige
Linearform mit ' @ y'(z @ y) =< x, 2’ >< y,y’ > fir allex € E, y € F. (Hierbei
miissen z' und g’ nur aus dem algebraischen Dual stammen; wenn wir jedoch im
Anschluf topologische Vektorriume betrachten werden, sind natiirlich nur noch
stetige Linearformen von Interesse.)

Sind schliefllich G, H zwei weitere Vektorrdume, und S : £ - G, T : F - H
linear, so gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung S®T : EQF — GRH,
die auf Elementartensoren wie folgt wirkt:

(SeD)(zoy) =(5z)©(Ty) (reByck)

und als Tensorprodukt der Abbildungen S und T' bezeichnet wird.

B.2 Fortan wollen wir nur noch den Fall betrachten, dal £ und F' lokalkonvex
sind. Dann wird fiir beliebige absolutkonvexe Nullumgebungen U C E,V C F mit
zugehorigen Minkowski-Funktionalen pr, gy durch die Zuordnung

wu,v (z) ;= inf { ZMU(%’)HV(%) tx = Z:L’Z ® yl} (xeExF)

eine Halbnorm auf £ ® F erkldrt (3, steht fiir eine endliche Summe). Man sieht
sofort: sind Uy C U, Vy C V zwel weitere absolutkonvexe Nullumgebungen, so gilt:
Ty, v < Ty,,v,- Diese Eigenschaft stellt sicher, daf die folgende Definition sinnvoll,
d.h. unabhéngig von der dabei fixierten Nullumgebungsbasis ist:

Wihlen wir absolutkonvexe Nullumgebungsbasen Uy in E und Up in F, so

bezeichnen wir die durch das Halbnormensystem
{7TU7V U elg,V € Z/{F}

definierte lokalkonvexe Topologie auf E ® F' als projektive (kurz: w-) Topologie.

Daneben gibt es auch die injektive (oder e-) Topologie, deren erzeugendes Halb-
normensystem man wie folgt aufbaut: Fiir beliebige Teilmengen U C E,V C F
bezeichnen wir mit U° C E',V° C F' die zugehérigen absoluten Polaren, die wegen
U° = {2' € E': |2'(U)| € D1(0)} (analog bei V°) jeweils gleichstetige Mengen
linearer Funktionale im entsprechenden Dual darstellen. Man erklidrt Halbnormen
durch

evy(z) =sup{ls’ ®y'(z)|: ' € U°,y' € V°} (x€E®F)

und bestitigt wiederum elementar, dafl mit Uy C U, Vy C V die Abschiitzung
euyv < eu,,v, Gililtigkeit hat (beachte dabei: (Up)° D U®, analog bei V). Damit ist
auch die folgende Definition sinnvoll, d.h. wie oben unabhingig von der Wahl der
absolutkonvexen Nullumgebungsbasen g, U: Die e-Topologie ist die vom Halb-
normensystem

{5U,V U e,V € Z/{F}

erzeugte lokalkonvexe Topologie auf £ ® F'.

Statten wir das algebraische Tensorprodukt mit der 7- bzw. e-Topologie aus, so
sprechen wir auch kurz vom n- bzw. e-Tensorprodukt und schreiben E ®, F' oder
E®. F.
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Man kann sich nun iiberlegen, wie diese beiden Topologien miteinander zusam-
menh#ngen, und wie sich topologische Eigenschaften von lokalkonvexen R&umen
auf ihr Tensorprodukt (versehen mit einer der beiden gerade eingefiihrten Topo-
logien) vererben. Wir fassen die Resultate in folgendem Satz zusammen (bis auf
Teil (b) ist der Beweis nicht schwierig; man nutze die Tatsache, da8 die Wahl der
Nullumgebungsbasen in der Definition der erzeugenden Halbnormensysteme keine
Rolle spielt):

B.3 Satz. Es seien E,F,G, H lokalkonvexe Riume, S € L(E,G), T € L(F,H).
Dann gilt:

(a) Die w-Topologie auf E ® F ist feiner als die e-Topologie.
(b) Sind E, F Hausdorffsch und E zusétzlich nuklear, so gilt: E @, F = E ®, F.
(¢) Sind E, F Hausdorffsch, so auch E ®, F und E ®. F.

(d) Sind E, F beide metrisierbar (beide normierbar), so auch E ®, F und E®. F.

(e) S®T ist stetig als Abbildung E @, F >23 G®, H sowie E®. F 223 Go. H.
Die Beweise findet man in Jarchow [12], fiir (b) siehe auch Theorem A1.5 in Eschmei-
er und Putinar [8].

B.4 FEine zentrale topologische Eigenschaft {ibertrigt sich allerdings nicht notwen-
digerweise von den Ausgangsrdumen auf ihr Tensorprodukt: die Vollstindigkeit.
Allerdings sind die Topologien von E ®, F bzw. E ®. F' definitionsgemif lokalkon-
vex und - geht man von lokalkonvexen Hausdorffriumen E und F' aus - auch Haus-
dorffsch. Ein lokalkonvexer Hausdorffraum 148t sich jedoch in kanonischer Weise ver-
vollsténdigen (vgl. [9], §4.3.3). Entsprechend bezeichnen wir mit E®, F bzw. E®.F
die Vervollstdndigung des 7- bzw. e-Tensorproduktes beziiglich der zugrundeliegen-
den Topologie. Geht man insbesondere von Fréchetriumen (Banachridumen) E, F
aus, sind auch E®,F und E®,.F wieder Fréchetriume (Banachriume). Natiirlich
148t sich jede stetig lineare Abbildung von E ®, F' bzw. E®. F' in einen vollstindi-
gen lokalkonvexen Raum G fortsetzen auf E®,F bzw. EQ. F. Andererseits liegt die
lineare Hiille der Elementartensoren £ ® F' nach Definition der Vervollstindigung
dicht in dieser, weshalb eine stetig lineare Abbildung auf einem vervollstindigten
Tensorprodukt bereits durch ihre Wirkung auf Elementartensoren eindeutig festge-
legt ist.

Ist E nuklear, so stimmen offensichtlich auch die vervollstindigten Tensorpro-
dukte E@WF und E@)EF {iberein. Wir schreiben in diesem Fall einfach EQF fiir die
Vervollstandigung.

Was Stetigkeitsuntersuchungen bzgl. des m-Tensorproduktes angeht, ist die fol-
gende Beobachtung von Interesse:

B.5 Satz. Sind E, F', G lokalkonvexe Hausdorffrdume, G vollstdndig, so faktorisiert
jede stetige bilineare Abbildung B : E x F' — G iiber E®, F', d.h. es existiert genau
eine stetig lineare Abbildung

E@.F — G
mit x®y +— B(x,y).

Zum Beweis vgl. Kothe [13], §41.3 (1).

Im folgenden Satz fassen wir die zentralen Stabilitéitseigenschaften im Zusam-
menhang mit Tensorprodukten von linearen Abbildungen zusammen (unter Be-
schrinkung auf den Fréchetraum-Fall). Zuvor sei an eine allgemein gebriuchliche
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Sprechweise erinnert: Eine stetig lineare Abbildung 7" : £ — F' zwischen lokalkon-
vexen Riumen nennt man topologischen Homomorphismus, wenn 7' offen ist als
Abbildung von E nach ran T' C F' (ausgestattet mit der Relativtopologie). Ist T
ein injektiver topologischer Homomorphismus, oder dquivalent T" als Abbildung von
E nach ran T (mit der Relativtopologie) ein topologischer Isomorphismus, so heifit
T topologischer Monomorphismus.

B.6 Satz. Sind E, F,G, H Fréchetréume, S € L(E,G), T € L(F,H), a € L(E, F)
und § € L(F,G), so gelten folgende Aussagen:

(a) Sind S und T surjektiv, so auch S ® T : E®.F - G2, H.

(b) Sind S und T topologische Monomorphismen, so auch S ® T : E®.F —
G®:H.

(c) Ist E > F 2, G eine exakte Sequenz und zusétzlich F' oder H nuklear,
dann ist auch die Sequenz

E&.H 229 pag 29 G&.H

exakt.

Zum Beweis sei wieder auf den Anhang A in [8] verwiesen (Theorem A1.6).

B.7 Ist E ein folgenvollstindiger lokalkonvexer Hausdorffraum, A C E eine abge-
schlossene, absolutkonvexe und beschrénkte Teilmenge, so iiberlegt man sich leicht,
dafl E4 := |U,;>on4 ein linearer Teilraum von E ist, der mit dem Minkowski-
Funktional p4 als Norm zum Banachraum wird. Dariiberhinaus ist die kanonische
Inklusion B4 — E stetig. Nach dieser Vorbemerkung sind wir in der Lage, ein
Liftungsresultat fiir beschrankte Mengen zu formulieren:

B.8 Satz. Es seien E und F zwei Fréchetrdume (oder zwei vollstindige (DF)-
Réume) und E sei zusétzlich nuklear. Dann existieren zu jeder beschrédnkten Menge
M C E®F abgeschlossene, absolutkonvexe, beschrinkte Mengen A C E und B C
F, so daBB M enthalten ist im Bild der abgeschlossenen Einheitskugel unter der
Abbildung:

E.0,Fp 24 B3B,
wobel i : E» S E und j : Fp Sy F die kanonischen Inklusionen bezeichnen.
Auch hier findet man den Beweis in [8], (vgl. AL.10 und A1.11).
Zum Abschlufl wollen wir noch einen kurzen Blick auf die Dualitéitstheorie fiir

topologische Tensorprodukte werfen. Dreh- und Angelpunkt sind dabei die folgen-
den topologischen Identifizierungen:

B.9 Satz. Sind E, F' Fréchetriume, E nuklear, so gibt es eindeutig bestimmte to-
pologische Isomorphismen

(a) ©: E'®F — (EQF) mit <1z ®y,0(x' @y') >=<z,2' ><y,y >
(b) H : E'®F' — L(E,F') mit (H(z' ® y"))(z) =< z,2' >y,

wenn E' und F' die starke Dualraumtopologie tragen, und L(E, F') ausgestattet
wird mit der Topologie der gleichméfiigen Konvergenz auf beschridnkten Mengen.

Man macht sich leicht klar, dafl diese Abbildungen durch die gemachten Angaben
eindeutig bestimmt sind. Die Beweise hierzu findet man in [8] (Theorem Al.12)
bzw. in dem Buch von Treves [19] (Prop. 50.5 sowie 50.7).
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C Die Sobolevriume W*(T)

C.1 Ist (a,b) C R ein offenes Intervall, so ist der Sobolevraum der k-mal schwach-
differenzierbaren Funktionen definiert als

Wk (a,b) := {f € L*(a,b) : D' f € L*(a,b) fiir j = 1,---k},

wobei die L2-Réume beziiglich des eingeschréinkten Lebesgue-Mafles A auf (a,b)
gebildet werden. k-fache schwache Differenzierbarkeit bedeutet dabei gerade, daf3
die schwache Ableitung sich beziiglich partieller Integration gegen Testfunktionen
(d.h. C*°-Funktionen mit kompaktem Tréiger in (a, b)) wie eine C*-Funktion verhlt,
d.h. alle f € W¥(a,b) erfiillen die Gleichung

; ; d7 _
< Djf,QO >L2(a,b): (—]_)J < f} @(P >L2(a,b) (] =1,-- 7k>

bei beliebiger Wahl von ¢ € D(a,b) := {f € C*(a,b) : supp f C (a,b)}. Versehen
mit dem Skalarprodukt

k

< [y g >wr(ap)i= Z < DIf,Dig > 120
=0

wird W¥(a,b) zu einem Hilbertraum (vgl. Werner [20], S.162).
Eine Verbindung zwischen klassisch- und schwach-differenzierbaren Funktionen
stellt das Lemma von Sobolev her, das in diesem Spezialfall besagt:

Ve Wt (a,b) 3fr, € C(a,b):  fir(t) = f(t) fiir A-fast alle t € (a,b).

In jeder L?-Aquivalenzklasse einer (k+1)-mal schwach differenzierbaren Funktion
auf (a,b) findet man also einen Vertreter mit um eins verminderter klassischer Dif-
ferenzierbarkeitsordnung.

C.2 Mochte man Sobolevrdume auf dem Torus definieren, so fithrt man diese mit
der Parametrisierung ¢ — e® zuriick auf die oben eingefiihrten Sobolevriume iiber
einem reellen Intervall. Eine Moglichkeit ist etwa die folgende: Man setze

Wk(T) = {f € L2(T) : f(ei.)|(72ﬂ'727r) € Wk(_271-5277)}'
Dann ist die Abbildung
JWHT) — WE(=2m,2m); f = F(e")|(~2r,20)

injektiv und linear, weshalb sie vermoge

1 s
< fag >W’“(']I‘):: 5 < .]fa]g >Wk(72ﬂ'72ﬂ')

ein Skalarprodukt auf W*(T) induziert. Damit ausgestattet ist W*(T) ein Pri-
Hilbertraum und vermége j topologisch isomorph zu ran j C W¥ (=2, 27).

Um zu zeigen, dal W#(T) mit dem angegebenen Skalarprodukt sogar ein Hil-
bertraum ist, geniigt es also sicherzustellen, dafl j abgeschlossenes Bild hat. Dazu
schreiben wir das Bild von j als Kern einer geeigneten stetig linearen Abbildung.
Man betrachte etwa die exakte Sequenz

Wh(T) —L— Wh(—2r,27) —% L*(—2r,0),
wobei d die Abbildung
Wk(_ﬂ-v 271-) - Lz(_2ﬂ-70); f = f|(7271'70) - f( + 277)'(727@0)
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bezeichnet.

Zur Exaktheit ist nur anzumerken, daf eine Funktion f € W*(—2x,27) mit
f € kerd die Beziehung f(t) = f(t + 27) A-fast tiberall auf (—2x,0) erfiillt. Dies
ermoglicht die Wahl einer Funktion f € L*(T) mit f(e®) = f(t) A-fast iiberall auf
(—2m, 2m), also ist f Urbild von f unter j, und somit liegt f im Bild von j.

Die folgenden einfachen Normabschétzungen zeigen die Stetigkeit von d:

lldgllL2(—2x,0p = llg — g(- + 2m)[|L2(~2x,0)

gllL2(—2x0) + l9( + 2m)||L2(—2x.0)
2||9||L2(—27r727r)

2lgllwr(—2m2m (9 € Wk (—2m, 2m)),

was den Nachweis, da$ W¥(T) ein Hilbertraum ist, abschlieBt. Wie iiblich schreiben
wir || - [|yyx (7 fiir die vom Skalarprodukt induzierte Norm, d.h.

ININ A

Ifllwery == (< fo f Swar)?  (f € WED).

C.3 Lemma. Zu f € (\,ey, WH(T) existiert genau eine Funktion f* € £(T), so
daB f = f* (L),

Beweis. Nach dem Sobolev-Lemma, (vgl. C.1) existieren fiir alle ¥ € Ny Funktionen
fr € C¥(=2m,27) und Nullmengen Ny, C (=27,27) mit fx(t) = f(e¥) fiir alle
t € (=2m,27) — Ni. Dann gilt also auflerhalb der Nullmenge J,, N}, auf (—2m, 27)
die Gleichheit

frt) = F(e*) = fo(t) (k€ No).
Da stetige Funktionen, die aulerhalb einer Nullmenge tibereinstimmen, schon gleich

sind, folgt sofort fr = fo auf ganz (—2m, 27) fir jedes k € Ny. Damit mufl f, aber
automatisch eine C'*°-Funktion sein, die ferner

fo(t) = f(et) = f(e ™) = fo(t + 2m)  (M-fast iiberall auf (—27,0))

erfiillt. Aus Stetigkeitsgriinden gilt damit fol—2x0) = fo(- + 27)|(=2x,0), und fo
1aBt sich periodisch auf auf ganz R fortsetzen. Die Fortsetzung liegt dann sogar
in Eper (R), denn die Differenzierbarkeit 1d8t sich lokal immer zuriickfithren auf die
Differenzierbarkeit in einem Punkt des Intervalls (—27,27). Also koénnen wir eine
Funktion f* € £(T) so wihlen, daf

Fr(e") = folt) = f(e")
A-fast iiberall auf R gilt, weshalb f* = f (L?). %

C.4 Lemma. Man hat eine kanonische topologische Identifizierung
; k
E(T) — h&nW (T)
fo=

Beweis. Als Strukturabbildungen dienen wie iiblich die Inklusionsabbildungen (I >
k) WY{(T) — W*(T), die normreduzierend, also stetig sind. Ein Element (f)), des
projektiven Limes 1(211 wk (T) besteht daher schon aus lauter identischen Elementen,

dh. fr = fi € N, W"(T). Dazu gehort aber - wie wir uns im vorigen Lemma
iiberzeugt haben - genau eine £(T)-Funktion, die mit f fast tiberall iibereinstimmt.
Damit ist die im Lemma angegebene Abbildung offenbar surjektiv. Injektivitit und
Linearitét sind offensichtlich. Wir brauchen also nach dem Satz iiber die offene
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Abbildung nur noch die Stetigkeit in eine Richtung zu zeigen. Ist aber k& € Ny,
f € E(T), so gilt offenbar:

Wiy = I e smam
1 k 27 ) )
= 3> [T nora
im0z
< 2(k+1) sup |Lf(et))?
ot
= 2k + VISR,
womit die Stetigkeit nachgewiesen ist. &

C.5 Fiir die nachfolgenden Betrachtungen sind zwei einfache Feststellungen tiber
Wk_Funktionen auf Intervallen hilfreich. Seien dazu a,b € R mit a < b.

(a) Ist f € W¥(a,b) und ¢ € R, so gilt f(-+¢) € W*(a — ¢, b — ¢) und
(DIf(-+e))(t—c) = (DIf)(t) (Mfast iiberall auf (a,b)).

(b) Sind f € W*(a,b) und ¢,d € Rmit a < ¢ < d < b, so gilt fl.q) € WF(c,d)
und

(D’ flie.a)) = (D7 )l (e,a)-

Kurz: die Bildung der schwachen Ableitung ist mit der Bildung von Translatio-
nen und Einschrinkungen vertriglich. (Die Beweise ergeben sich unmittelbar aus
der Definition der schwachen Differenzierbarkeit.) Eine Anwendung findet sich im
Beweis des folgenden Lemmas:

C.6 Lemma. Fiir jedes k € Ny liegt £(T) C W*(T) dicht beziiglich der W*-Norm.

Beweis. Die Inklusion ist klar. Zur Dichtheit: Ist f € W¥(T) eine beliebig vorge-
gebene Funktion, so werden wir von der Folge der zugehorigen trigonometrischen
Polynome p; = Zln:fl f(n)z" zeigen: ||pi — fllwery — 0, oder gleichbedeutend:
(") = (") lw(—2x,27) — 0. Dies wiederum ist sichergestellt, wenn fiir 0 < j < k
beliebig gilt: ' ' o
1DIpi(e™) = DI (e |12 sm,0m) — 0.
Der Beweis hierzu erfolgt in mehreren Schritten:
1. Schritt: Fiir f € W*(T) gilt:
Dif(er)(m) = (in)/ f(n) (0 <4 <h),
wobei D7 f(e) - wie fiir die Dauer des gesamten Beweises - die j-te schwache Ab-
leitung der Funktion '
f(el')|(_2,,,2,r) € Wk(—27r, 27)
bezeichnet.
Zum Beweis wihlen wir eine Partition der Eins auf T bestehend aus zwei C*° -
Funktionen @1, s : T — [0, 1] mit kompaktem Tréger supp ¢1 C T—{1}, supp 2 C
T — {—1}. Dann gilt: ¢1(e")|(0,2x) € D(0,27), ©2(e")|(—r,x) € D(—m,)).

Dife)n) = 5 0W<Djf<ei'>>(t>e—""t(w(e“>+soz<e“>>dt
= 3, (D e (e
o [0 D@ et

2 0
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Nun ist f(e”)|(_2r,2r) € W¥(=2m,27), dann ist nach (C.5)(a) auch f(e")|(o2x) €
W¥(0,2r), und es gilt: D7 f(e")|(0,2m) = (D7 f(€"))|(0,27)- Im ersten Integral kann
also nach Definition der schwachen Ableitung von f(e")|(o2x) ”partiell integriert
werden”, und man erhélt:

2m 2 j
i (i —in i j i @ in i
| @i me et = (<17 [ e e o (@)

0 0

denn @1 (e")[(0,2) € D(0,2m). '
Die Bearbeitung des zweiten Integrals ist etwas aufwendiger (beachte: ¢o(e")

hat kompakten Triiger in (—m,7)). Eine kurze Rechnung, die wir im néchsten Be-
weisschritt nachtragen werden, zeigt jedoch:

™

/0 " (D9 () (B)e ™ g (et = / (D7 £ —n.m) (e s ().

-7

Unter Ausnutzung der Definition der schwachen Differenzierbarkeit formt man dies
sofort weiter um zu:

L " it d_J —int (it _ o z’td_j —int it
= [ S e M pale i = [ ) e (e

Durch Zusammenfassen ergibt sich schlieflich die gewiinschte Identitéit

pife)m = G [T e g e e + o)
_ (in)? [T ity ,—int
= o ), fleMe *dt
= (oo

2. Schritt: Nachzutragen bleibt der Beweis der Beziehung

K

/O (DY (e el = / (D7 F(€") (=) ()€™ )t

-7

(mit p = 27", € E(T)) unter den Voraussetzungen des ersten Beweisschrittes.
Mit Hilfe der Eigenschaften (C.5)(a) und (b) der schwachen Ableitung bestétigt
man die Beziehung:

[ e n@eteti = [T DN ot

0
= /(Djf(e"('*m)|<—2mzﬂ>)(t+27T)90(6”)dt

-7

0
= [ D nm) el
wobei unter dem letzten Integral schliefflich die schwache Ableitung der Funktion
F(€)|(—2r2x) € WH(—=27,27) steht. Durch Ausnutzen dieser Identitéit gewinnt man
sofort die Behauptung.

3. Schritt: Fiir f € W*(T) und 0 < j < k werden wir zeigen, daf:

||Djpl(ei.) - Djf(ei.)||L2(f27T727T) -0 (l - OO),

wobei p; = Z;:_l f(n)z" die Folge der zu f gehdrenden trigonometrischen Poly-
nome bezeichnet.
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Mit Hilfe des im ersten Schritt gewonnenen Resultates kénnen wir schreiben:

DN = LS e

n=-—I

— Z f znt

n=—I

!
= Z Di f(et)(n)e'™.

n=—1

Die Behauptung ist damit dquivalent zu:

/f|ZD:f ) (n)elt — (DI F(e)B)[2dt = 0 (I — o).

n=—1

Durch eine Argumentation wie im zweiten Schritt (man nutze die Vertriglichkeit
der schwachen Ableitung mit Translationen und Einschrankungen (C.5)) 1aBt sich
schliefilich das Teilintegral f -)dt auch als fo -)dt schreiben, so dafl man
insgesamt erhilt:

l
1D pi(e") = DI f(e") I 2m2m < 20 Y DIf(e)(n)e™ = (D7 f(e))llL2(0,2m);

n=-—I

und der rechte Ausdruck konvergiert gegen Null nach der L2-Theorie fiir Fourier-
reihen.

Damit ist gezeigt: die trigonometrischen Polynome (welches allesamt £(T)- Funk-
tionen sind) liegen dicht in W*(T), und der Beweis ist abgeschlossen. &



106 LITERATUR

Literatur

[1] J. Agler, M. Stankus (1995). m-isometric Transformations of Hilbert space I.
Integral Equations and Operator Theory 21, 383-429.

[2] E. Albrecht, J. Eschmeier (1997). Analytic functional models and local spectral
theory. Proc. Lond. Math. Soc., 75, 323-348.

[3] A. Athavale (1996). On completely hyperexpansive operators. Proc. Amer.
Math. Soc. 124, Nr.12, 3745-3752.

[4] T. Becker (1998). Die Lokalisierung von Eigenschaft (5)s und residualzerlegbare
Operatortupel. Diplomarbeit. Universitit des Saarlandes.

[5] I. Colojoara, C. Foiag (1968). Theory of Generalized Spectral Operators. Gordon
and Breach, New York.

[6] N. Dunford, J. Schwartz (1958). Linear Operators, Part I. Interscience Publis-
hers, Inc., New York.

[7] P.L. Duren (1970). Theory of H? spaces. Academic Press, New York.

[8] J. Eschmeier, M. Putinar (1996). Spectral decompositions and analytic sheaves.
Clarendon Press, Oxford.

[9] K. Floret, L. Wloka (1967). Eine Einfihrung in die Theorie der lokalkonvezen
Riume. Lect. Notes Math. Vol. 56. Springer-Verlag, Berlin.

W. Greub (1978). Multilinear Algebra (2nd Edition). Springer-Verlag, Berlin.
H. Heuser (1992). Lehrbuch der Analysis 2 (7. Aufl.). B.G.Teubner, Stuttgart.

[10]

[11]

[12] H. Jarchow (1981). Locally convex spaces. B.G.Teubner, Stuttgart.

[13] G. Kothe (1979). Topological vector spaces II. Springer-Verlag, New York.
[14]

T.L. Miller, V.G. Miller, R.C. Smith (1997). Bishop’s Property (8) and the
Cesdaro Operator. Preprint.

[15] S. Richter (1988). Invariant subspaces of the Dirichlet shift. J. reine angew.
Math. 386, 205-220.

[16] W. Rudin (1991). Functional analysis. McGraw-Hill.

[17] A. Shields (1974). Weighted shift operators and analytic function theory, in
Topics in Operator Theory. Herausgeber: C. Pearcy, Math. Surveys 13, AMS,
Providence.

[18] A. Siskakis (1987). Composition semigroups and the Cesdro operator on HP,
J. London Math. Soc. (2), 36, 153-164.

[19] F. Treves (1967). Topological vector spaces, distributions and kernels. Academic
Press, New York.

[20] D. Werner (1995). Funktionalanalysis. Springer-Verlag, Berlin.

[21] R. Wolff (1996). Spectral theory on Hardy spaces in several complex variables.
Dissertation. Westfilische Wilhelms-Universitidt Miinster.



Hiermit erklire ich an Eides statt, dafl ich die vorliegende Arbeit selbst angefertigt
und nur die angegebenen Hilfsmittel verwendet habe.

Saarbriicken, den



