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Einleitung

Ein wichtiger Satz der Funktionalanalysis des letzten Jahrhunderts ist der Di-
latationssatz von Sz.-Nagy [SN53], wonach zu jeder Kontraktion auf einem
Hilbertraum eine minimale unitére bzw. isometrische Dilatation existiert. Aus
diesem Satz folgt unmittelbar die Giiltigkeit der von Neumannschen Unglei-
chung:

Sei T eine Kontraktion auf einem Hilbertraum H. Dann gilt fir jedes Polynom

p in einer komplexen Variablen die Ungleichung

Ip(T)] < llpll o p-

Nach Sz.-Nagy hat die Kontraktion 7' eine unitdre Dilatation U auf einem
Hilbertraum K D H. Es gilt also

T = Py U”

fir « € N. Damit sieht man nun leicht, dafl

Ip(DI = [1Pu p(U)pl
< @)l
= |IPllso,o(0
< plloop-

Nun stellt sich die Frage nach der Verallgemeinerung dieser Ergebnisse auf den
mehrdimensionalen Fall. Dazu benétigt man zunéchst eine Verallgemeinerung
des Begriffes der Kontraktion und der zugehérigen unitiren bzw. isometrischen
Dilatation. In der vorliegenden Arbeit gehen wir dabei von einem Tupel von
vertauschenden Kontraktionen T € L(H)™ aus. Die zugehérige unitire bzw.
isometrische Dilatation ist dann ein Tupel U € L(K)" vertauschender unitérer
bzw. isometrischer Abbildungen auf einem groéfleren Hilbertraum &, so daf

T = Py U® |

fiir o € N” gilt. Im Jahr 1963 zeigte Ando [And63] die Existenz einer mini-
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EINLEITUNG 3

malen unitiren bzw. isometrischen Dilatation fiir ein Paar von vertauschenden
Kontraktionen. Genauso wie auf D aus dem Dilatationssatz von Sz.-Nagy die
von Neumannsche Ungleichung folgt, erhélt man eine analoge Ungleichung fiir
Paare von vertauschenden Kontraktionen, die als die Andosche Ungleichung
bekannt ist:

Sei T = (Ty,Ty) ein Paar von vertauschenden Kontraktionen in L(H)?. Dann

gilt fiir jedes Polynom p in zwei komplezen Variablen die Ungleichung

IP(T)]] < [Iplloo,52 -

Jedoch zeigt ein Gegenbeispiel von Parrott [Par70] aus dem Jahr 1970, daf} drei
oder mehr vertauschende Kontraktionen im Allgemeinen keine vertauschenden
unitdren bzw. isometrischen Dilatationen haben. Auflerdem wurde von Varo-
poulos [Var74] und Crabb-Davie [CD75] gezeigt, da8 fiir n > 3 die von Neu-
mannsche Ungleichung fiir ein vertauschendes Tupel von n Kontraktionen im
Allgemeinen falsch ist.

Der Satz von Fejér-Riesz, wonach jedes auf dem Rand des Einheiskreises nicht-
negative trigonometrische Polynom von der Form |p(e?)|? mit einem geeigneten
Polynom p ist, liefert eine zweite Moglichkeit, die von Neumannsche Unglei-
chung zu beweisen. Cole und Wermer haben in ihrer Arbeit aus dem Jahr 1999
[CW99] gezeigt, daBl eine dhnliche Eigenschaft von Polynomen in zwei kom-
plexen Variablen dquivalent zur Andoschen Ungleichung ist. Eine interessante
offene Frage ist, ob es wie im eindimensionalen Fall moglich ist, diese Eigen-
schaft von komplexwertigen Polynomen in zwei Variablen direkt zu zeigen und
somit einen alternativen Beweis der Andoschen Ungleichung zu erhalten. In
[CW99] benutzen Cole und Wermer einen Interpolationssatz von Agler (Pro-
position 5.2 in [CW99]), um die angesprochene Eigenschaft von Polynomen in
zwei komplexen Variablen herzuleiten, fithren aber keinen Beweis dafiir an. Das
erste Ziel dieser Arbeit wird sein, einen Beweis einer geeigneten Version des
Interpolationssatzes von Agler zu geben. Eine wichtige Rolle spielen in diesem

Zusammenhang positiv definite Abbildungen.

Das erste Kapitel gibt dementsprechend eine Zusammenfassung der wichtigsten
Sétze liber operatorwertige positiv definite Abbildungen. Danach fithren wir den
Spezialfall der skalarwertigen positiv definiten Abbildungen noch weiter aus, der
in der vorliegenden Arbeit eine zentrale Rolle spielen wird.



4 EINLEITUNG

Im zweiten Kapitel folgt dann der oben erwéhnte Interpolationssatz (Satz 2.5).
Sei f : § = C eine komplexwertige Funktion auf einer beliebigen Teilmen-
ge S des Bizylinders. In Satz 2.5 charakterisieren wir die Fortsetzbarkeit von
f zu einer holomorphen Funktion F : D? — C mit ||F||,p < 1 durch die
Existenz geeigneter positiv definiter Abbildungen. Wir zeigen auch, dafl das
Fortsetzungsproblem genau dann l6sbar ist, wenn f sich als Transferfunktion
eines geeigneten unitdren Matrixoperators schreiben 148t . Zum Beweis der obi-
gen Aquivalenzen benutzen wir die Andosche Ungleichung fiir vertauschende
Paare von Kontraktionen und modifizieren ein von Agler in einer dhnlichen
Situation [Agl90] gegebenes lokalkonvexes Trennungsargument. Mit Hilfe ei-
ner operatorwertigen von Neumannschen Ungleichung, die wir im zweiten Teil
dieses Kapitels herleiten, zeigen wir, daf} eine analoge Aussage auch fiir opera-
torwertige Funktionen f : S — L(E), wobei £ ein Hilbertraum ist, Giiltigkeit
hat (Satz 2.11). Wir zeigen an dieser Stelle ebenfalls, wie man die operatorwer-
tige von Neumannsche Ungleichung direkt aus Satz 2.11 zuriickerhélt.

SchlieBlich benutzen wir im dritten Kapitel den oben beschriebenen Interpola-
tionssatz (Satz 2.5), um eine geeignete Quadratsummendarstellung fiir Polyno-
me in zwei komplexen Variablen (Satz 3.3) herzuleiten. Dieses Ergebnis wenden
wir dann mit Hilfe eines Funktionalkalkiils fiir holomorphe C-wertige Funktio-
nen auf Paare vertauschender Kontraktionen an und erhalten so die Andosche
Ungleichung. Es bleibt weiterhin offen, ob es moglich ist, die in Satz 3.3 be-
schriebene Eigenschaft auch direkt, d.h. ohne die Andosche Ungleichung, zu
zeigen, um so einen alternativen Beweis der Andoschen Ungleichung zu erhal-
ten. Wir beenden die Arbeit mit einer Bemerkung, die zeigt, dafl es geniigt, die
von Cole und Wermer gestellte offene Frage in einer etwas spezielleren Situation

zu beantworten.

Mein herzlichster Dank gilt Herrn Prof. Dr. Jérg Eschmeier fiir die Themenstel-
lung und die geduldige Betreuung, Christoph Barbian fiir die vielen hilfreichen
Hinweise und Daniel Sonntag — nicht nur fiir seine Miihe beim Korrekturlesen.
Ich mochte mich auch bei meinen Eltern bedanken, die mir das Studium der
Mathematik erst ermdglicht und mich auch wihrend des Studiums unterstiitzt
haben.



Notationen

An dieser Stelle erkldren wir einige Notationen und Symbole, die durchgehend

in der vorliegenden Arbeit verwendet werden.

e Fiir zwei normierte Riume X und Y bezeichnet L(X,Y’) den Raum aller
stetig linearen Abbildungen von X nach Y. Abkiirzend wird auch L(X)
anstatt L(X, X') verwendet. Fiir einen normierten Raum X sei 1y immer
die identische Abbildung von X nach X. Kern und Bild einer linearen
Abbildung T' werden mit ker T und I'm T bezeichnet.

e Wir bezeichnen mit
— ®, das e-Tensorprodukt
— ®9 das Hilbertraumtensorprodukt
— ®e, ®9 die vervollstindigten Tensorprodukte.
Abkiirzend schreiben wir H ® G fiir das vervollstindigte Hilbertraum-
tensorprodukt von zwei Hilbertriumen H und G, also H® G = H®» G.

e In einem Hilbertraum H steht Pp; immer fiir die Orthogonalprojektion
auf einen abgeschlossenen Teilraum M von H.

e Es bezeichnet D die offene Einheitskreisscheibe in C und D® = Dx...xD
den offenen Einheitspolyzylinder in C".

e Fiir eine offene Menge U C C" ist O(U) die Menge der holomorphen
Funktionen auf U. Ist X ein Banachraum, so bezeichnet O(U, X) die
Menge der X-wertigen holomorphen Funktionen auf U.

e Wir bezeichnen mit A(D") die Diskalgebra der auf D" stetigen und auf
D" holomorphen Funktionen f : D" — C.



NOTATIONEN

Fiir U ¢ C" ist die Menge U definiert als
U={zzeU}.
Fiir eine Abbildung f : U — C ist die Abbildung f definiert als
f:U=¢C f(2) =f3).

Fiir eine Abbildung f : U — L(€) (€ ein Hilbertraum) ist die Abbildung
f definiert durch

f:U—=LE), f(z)=f(2)"

Somit ist f genau dann analytisch, wenn f es ist.

Fiir einen Multiindex oo € N* sei

n
laf = Z Qi
i=1

sowie fiir z € C

(S al. .
zZ =2

Fiir Elemente z,y eines Hilbertraumes H bezeichnen wir mit x ® y die
Abbildung

rQy: H — H
h — (h,y)z.

Wir bezeichnen einen Operator T' € L(H) als strikte Kontraktion, falls
1T < 1.



KAPITEL 1

Positiv definite Abbildungen

Im folgenden Kapitel werden zunéchst der Begriff der positiven Definitheit von
operatorwertigen Abbildungen auf X x X (X eine Menge) eingefiihrt und einige
grundlegende Eigenschaften solcher Abbildungen untersucht. Danach betrach-
ten wir den Spezialfall der skalarwertigen positiv definiten Abbildungen, da
dieser in der vorliegenden Arbeit eine wichtige Rolle spielt.

1. Operatorwertige positiv definite Abbildungen

Wir fithren aber zunichst noch die Begriffe des funktionalen Hilbertraumes und
des zugehorigen reproduzierenden Kerns ein, da diese zum Beweis der Sétze
iiber skalarwertige positiv definite Abbildungen benotigt werden.

Sei im Folgenden X eine Menge und £ ein Hilbertraum.

Definition 1.1. Ein Hilbertraum H C EX heifit funktional, falls fiir jedes
z € X die Punktauswertung

0, H—=E, f—=f(2)

stetig ist.

Der néchste Satz gibt eine weitere Charakterisierung funktionaler Hilbertraume.

Satz 1.2. Sei H C £X ein Hilbertraum. Dann sind dquivalent:

(a) H ist funktional.

(b) Es ezistiert eine Abbildung K : X x X — L(&) mit folgenden Eigenschaften:
e Firxz e undw € X liegt die Abbildung z — K(z,w)x in H.
o Esist (f, K(-,w)z) = (f(w),z) fir allex € £, w € X und f € H.

In diesem Full ist K eindeutig bestimmt und heifit reproduzierender Kern von

H.

Beweis. Es gelte (a). Fiir w € X sei d,, die stetige lineare Abbildung
dw:H—=E, [ f(w).

7



8 1. POSITIV DEFINITE ABBILDUNGEN

Dann definiert
K: X xX — L), (z,w)— 6,0,

eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:

e Firze& und we X ist K(-,w)x =5z € H.
e Firze & und we X ist (f, K(-,w)z) = (Ouwf,z) = (f(w),z).

Also ist K wie gewiinscht.

Es gelte nun (b). Sei w € X. Mit
1K (w)l? = (K (w,w)z,z)
< K@)l 2] (z €€)

erhalt man

I6u(Hl = sup  |{f(w), )|
ze,||z||<1
= sup  |(f,K(-w)z)]
zeg,|lz||<1
< I IK @,w)|z (f € H).

AN

Also ist dy, stetig mit |0y || ||K(w,w)||% und #H ist funktional.

Es bleibt die Eindeutigkeitsaussage zu zeigen: Seien also K und K wie oben.
Dann gilt fiir fe H,w e X und z € £

und somit K (-, w)z = K(-,w)z fir w € X und z € £, also K = K. O

Wir fithren nun den Begriff der positiven Definitheit operatorwertiger Abbil-
dungen auf X x X ein. Wir werden sehen, dafl die reproduzierenden Kerne
funktionaler Hilbertrdume £-wertiger Funktionen auf X positiv definit sind.

Definition 1.3. FEine Abbildung K : X x X — L(E) heifit positiv definit, falls

r

Z (K (2i,2j)j,15) > 0

ij=1
fur aller €N, z1,... ,2, € X und x1,... ,xz, € & gilt.

Bemerkung 1.4. (a) Ein Operator A = (A;;)i; € L(E™) ist genau dann posi-
tiv, wenn die Abbildung

Ka:{l,...,r}x{1,...,r} = L(E), (i,5) — Ajj

positiv definit ist.
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(b) Offensichtlich ist dann eine Abbildung K : X x X — L(E) genau dann
positiv definit, wenn fir alle z1,... ,z, € X der Operator

K(z1,2z1) ... K(z,2)
: . : € M(r, L(&))=L(&")
K(zp,21) ... K(zr,2)
positiv ist.
(¢) Identifiziert man im Falle £ = C wie dblich L(C)=C, so ist die Positivitit
des obigen Matrizoperators dquivalent zur positiven Semi-Definitheit der

zugehorigen skalaren Matriz.

Beweis. Von (a).
Sei Ka:{l,...,r} x{L,...,r} = L(&), (4,7) — A;j positiv definit. Dann gilt
insbesondere fiir z = (21,... ,2,) € &"
0< Y (Kaliyjzj,m) = > (Ayzj, i)
ij=1 s=1
= (Az,z)

und somit ist der Operator A = (A4;;);; € L(E") positiv.
Ist umgekehrt der Operator A = (4;j);j € L(E™) positiv, so geniigt es zum
Beweis der positiven Definitheit von K4, die definierende Bedingung aus Defi-

nition 1.3 fiir (21,...,2,) = (1,...,r) nachzupriifen. Denn sind £y, ... , ks aus
{1,...,r} beliebig, dann kann man die k1, ... , ks zunichst paarweise verschie-
den wihlen. Seien dazu k... , kq, die paarweise verschiedenen Elemente aus
kiy... ks und x1,... ,x5 aus £. Dann gilt
5 P
Z <KA(k1,a k])$], xz> = Z <KA(kozia kaj)yja yz>a
ij=1 B,j=1
wobei
yi= Y. m; firl<i<p.
{75 zj=xa;}
Seien nun also kq,...,ks € {1,... ,r} paarweise verschieden, dann gilt
S r
ij=1 5=1
wobei u = (u1,...,uy) € E" mit

up, =x; firie{l,...,s} und wur,=0 firke{l,...,r}\{ki,... ks}.
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Wir zeigen nun, dal reproduzierende Kerne von funktionalen Hilbertrdumen

positiv definit sind.

Satz 1.5. Sei H C EX ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem
Kern K. Dann ist K positiv definit.

Beweis. Seien z1,...,2, € X und z1,... ,z, € £. Dann ist

r

Y (K(ziyz)ejm) = (30 K(iz)wj ) K(,z)w)
j=1 i=1

ii=1
.
= ID_K(,z)z’
i=1
> 0.

O

Umgekehrt gehort auch zu jeder positiv definiten Abbildung K : X x X — L(E)
ein eindeutig bestimmter funktionaler Hilbertraum % C £~ mit reproduzieren-
dem Kern K, was im skalarwertigen Fall von Aronzajn [Aro50] gezeigt wurde.
Einen Beweis des operatorwertigen Falles findet man in [Bar02, Satz 1.6]

Eine weitere Charakterisierung von positiv definiten Abbildungen erhélt man

mit dem Satz von Kolmogorov:

Satz 1.6 (Kolmogorov). Fine Abbildung K : X x X — L(&) ist genau dann
positiv definit, wenn ein Hilbertraum F und eine Funktion 7 : X — L(F,E)
existieren, so dajs

K(z,w) = 7(2)7(w)*
fur z,w € X gilt. Man kann immer erreichen, dafi zusdtzlich gilt

F =TH(Im(r(2)*), 2 € X).

Beweis. Sei F ein Hilbertraum und 7 : X — L(F,€) eine Abbildung.
Dann definiert

K:XxX = L¢)

*

(z,w) +— 7(2)7(w)
offensichtlich eine positiv definite Abbildung.
Sei nun K : X x X — L(&) positiv definit. Sei F C X der funktionale Hil-
bertraum mit reproduzierendem Kern K und 6, : F — £ die Punktauswertung
in z € X. Sei dann 7 : X — L(F,€&) definiert durch 7(z) = d,. Dann folgt die
Behauptung aus dem Beweis von Satz 1.2. U



1. OPERATORWERTIGE POSITIV DEFINITE ABBILDUNGEN 11

Das folgende Lemma fafit nun einige wichtige Eigenschaften von operatorwer-
tigen positiv definiten Abbildungen zusammen, die sehr einfach aus dem Satz
von Kolmogorov folgen:

Lemma 1.7. Sei K : X x X — L(E) positiv definit. Dann gilt fiir alle z,w € X
und x,y € £

(a) K(z,w)* = K(w, 2)
(b) (K (z,w)z,y)|* < (K (2, 2)y, y)(K (w, w)z, z)
(¢) 1K (z,w)|* < |K(z,2)| [|K(w,w)].

Beweis. Wir wihlen zu K : X x X — L(£) gemifl des Satzes von Kol-
mogorov einen Hilbertraum F und eine Abbildung 7 : X — L(£,F) mit
K(z,w) = 7(z)7(w)*. Dann gilt

(a) K(z,w)" = (1(z)7(w)")" = 7(w)7(2)* = K(w,2).

(b) Es gilt fir z,w € X und z,y € £

(K (z,w)z,y)]? = [(7(w)"z,7(2)"y)|?
< lr(w) 2l Ir(2) y)?
= (K(z,z)y,y)(K(w,w)x,x).

(c) Die Behauptung folgt aus Teil (b) und der Definition der Operatornorm:
1K w)? = sup  [(K(z,w)z,y)
llzll<1,[lyl[<1

< sup - (K(z2)y, y) (K (w, w), z)
[EIESHFES!

= sup (K(z,2)y,y) sup (K(w,w)z,z)
lyll<1 lefl<1

= 1Kz 2)|| K (w,w)].
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2. Skalarwertige positiv definite Abbildungen

Wie eingangs erwéhnt, enthélt das bisher Gesagte den Fall skalarwertiger positiv
definiter Abbildungen als Spezialfall. Da die skalarwertigen positiv definiten
Abbildungen in dieser Arbeit eine zentrale Rolle spielen, fithren wir diesen Fall
ein wenig weiter aus. Hier lassen sich dann die Eigenschaften aus Lemma 1.7

wie folgt formulieren:
Lemma 1.8. Sei K : X x X — C positiv definit. Dann gilt fir alle z,w € X:

(a) K(z,2) >0
(b) K(w,z) = K(z,w)
(¢) |K(z,w)|* < K(z,2)K (w, w)

Im skalarwertigen Fall 148t sich der Satz von Kolmogorov (Satz 1.6) auch in
der folgenden Form formulieren. Wir geben an dieser Stelle einen alternativen
Beweis, da wir spéter von dieser Konstruktion noch Gebrauch machen werden.

Satz 1.9 (Kolmogorov). (a) Eine Abbildung K : X x X — C ist genau dann
positiv definit, wenn ein Hilbertraum H und eine Abbildung 7 : X — H
existieren, so dajs

K(z,w) = (1(2),7(w))

fiir alle z,w € X gilt. In diesem Fall nennen wir (1, H) eine Darstellung der
positiv definiten Abbildung K. Man kann immer erreichen, dafl zusdtzlich

gilt
H = LH(Im(7)).

(b) Seien (11, H1) und (12, Ho) zwei beliebige Darstellungen einer positiv defi-
niten Abbildung K : X x X — C. Dann existiert eine eindeutige unitdre
Abbildung

U:LH(Im(r)) — LH(Im(7s))
so, daf gilt:
T9o=UoT.
Beweis. (a) Sei H ein Hilbertraum und 7 : X — # eine Abbildung. Dann
definiert

K:XxX — C

(z,w) = (7(2), T(w))
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offensichtlich eine positiv definite Abbildung.
Sei nun also K : X x X — C positiv definit. Auf

Ho = LH{K(z,-);2 € X} C {f,f: X — C Abbildung}

wird durch
O K (zi,), > diK (wy, ) =D > cid;iK (21, w;)
=1 7=1 =1 j=1

ein Skalarprodukt definiert. Das ist wohldefiniert, denn gilt
n n m m
Z CiK(Zi, ) = Z éiK(Ei, ) und Z d]-K(wj, ) = Z CZjK(’lIJj, -),
i=1 =1 j=1 j=1
so erhédlt man mit Lemma 1.8(b) die Unabhingigkeit von der Wahl der
Darstellung;:

n m _ n moo_
> cdiK(zw) = ey diK(z,w)
i=1 j=1 =1 j=1

n m

= Yy diK (z,)

i=1  j=1

m _.n

= ZdeCiK(Zi,wj)
j=1 i=1

= ZdeZEiK(fz‘,@j)
j=1 i=1

= YO &diK (5, 1d;).

Offensichtlich ist (-,-) sesquilinear und wegen der positiven Definitheit von
K positiv semidefinit. Ferner gilt fiir f € Ho und z € X

Daraus folgt insbesondere
(K(wa ')7 K(Z, )) = K(wa Z)
und mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
F(2)]* < (f, /K (2 2).

Somit gilt (f, f} = 0 genau dann, wenn f die Nullabbildung ist.
Definiert man auflerdem

T7:X = Hy



14

1. POSITIV DEFINITE ABBILDUNGEN

durch

so gilt offensichtlich

(T(Z)a T(w)>7-l0 = K(Za w)'

Also liefert 7 zusammen mit der Hilbertraum-Vervollstindigung H = H, ei-
ne Darstellung von K. AuBerdem gilt nach Konstruktion H = LH (Im(7)).

Da (71,H1) und (72, H2) Darstellungen von K sind, gilt fiir z1,... ,2, € X
und zq,... ,z, € C

,
I ijTl(Z] Z ;T K (25, 21) = || Z{L']TQ Zj)|
j=1

7,k=1
Also definiert

Zx]ﬁ 2;)) Z$]TQ ;)
einen linearen isometrischen Operator
U:LH(Im(m)) — LH(Im(72)).
Dieser 148t sich zu einer unitiren Abbildung
U:LH(Im(r)) — LH(Im(7))
mit
Uri(z) =1(z) (2 € X)
fortsetzen.

O

Wir definieren nun noch zwei Spezialfille von positiv definiten Abbildungen:

Definition 1.10. Sei X C C" offen und sei K : X x X — C eine Abbildung.

(a) Man nennt K einen positiven holomorphen Kern auf X, falls K positiv

(b)

definit ist und fir alle w € X die Abbildung K(-,w) : X — C holomorph
18t.

Man nennt K einen positiven Polynomkern, falls K positiv definit ist und
fir alle w € X die Abbildung K(-,w) : X — C ein Polynom ist. In diesem
Fall sagt man, K hat Grad M, falls deg(K (-,w)) < M fir alle w € X und
M die kleinste natirliche Zahl mit dieser Figenschaft ist.
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Bemerkung. Sei H ein Hilbertraum, X C C" offen und 7 : X — H eine
Abbildung.

(a) Ist 7 holomorph, dann ist durch (7(z), 7(w)) ein positiver holomorpher Kern
auf X definiert.

(b) Ist 7 zusétzlich noch ein Polynom vom Grad M, dann ist durch (7(2), 7(w))
ein positiver Polynomkern vom Grad M definiert. Denn ist 7 = E‘ i< w2’
ein Polynom vom Grad M mit Koeffizienten in H, dann existiert ein vy mit
|vo| = M so, daB h,, # 0 ist. Offensichtlich ist

(r(2),7(w)) = Y 2wt (hy, by

V| <M, |u|<M

= D (D @, b))

|| <M |ul<M

fiir jedes w € X ein Polynom vom Grad < M in z mit Koeffizienten in C.
Fiir v = v ist dann 37, -y W (huyg, by} # 0, da nach dem Identitéitssatz die
Nullstellenmenge dieses von Null verschiedenen Polynoms keinen inneren
Punkt besitzen kann, was zeigt, daBl die Nullstellenmenge nicht ganz X
enthalten kann. Somit ist dann auch (7(z),7(w)) ein Polynom vom Grad
M.

Der nichste Satz zeigt, dafl die darstellende Abbildung 7 eines holomorphen
Kerns K auch holomorph ist.

Satz 1.11. Sei X C C" offen, K ein positiver holomorpher Kern auf X und
(1,H) eine Darstellung von K. Dann ist 7 : X — H holomorph.

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit an, daf}
H = LH(Im(1))
ist. Da K ein holomorpher Kern ist, ist nach Lemma 1.8(b) die Funktion
F:XxXCC™ »C, F(z,w)=K(zm)

in jeder Variablen holomorph. Dann ist F' nach dem Theorem von Hartogs
(siehe z.B.[Kra82, Theorem 1.2.6]) auch auf X x X holomorph.

Nachdem man X, falls notwendig, verkleinert hat, kann man erreichen, dafl
F auf X x X beschrinkt ist. Somit ist also K auf X x X beschriinkt und es
existiert eine Konstante ¢ > 0, so daf} gilt:

|7(2)||?> = K(2,2) < ¢ (z € X).



16 1. POSITIV DEFINITE ABBILDUNGEN

Fir z € H sei
g X = C,  g.(2) = (1(2), z).
Wir betrachten nun den Unterraum
V ={x € H; g ist holomorph auf X}

von H. Konvergiert z,, — = in ‘H, dann konvergiert g, — g, gleichméBig auf
X. Damit folgt dann, dal V' in H abgeschlossen ist.

Fiir x = 7(w) ist g,(2) = (7(2),7(w)) = K(z,w) holomorph auf X und somit
7(w) € V fiir alle w € X. Da H = LH(Im(7)), folgt V = H und somit ist 7
schwach holomorph, also holomorph. O

Wir fithren nun den Begriff des Ranges einer positiv definiten Abbildung ein.

Definition 1.12. Sei K : X x X — C positiv definit. Fiir jedes y € X sei hy
definiert durch hy(z) = K(z,y) fir alle x € X. Sei

Lx =LH{hy;y€e X} C{f;f: X — C Abbildung }.
Man definiert
rank(K) = dimLx.
Es gilt also: 0 < rank(K) < oo.

Der néchste Satz zeigt den Zusammenhang zwischen dem Rang einer positiv
definiten Abbildung K und ihrer darstellenden Abbildung 7.

Satz 1.13. Sei K auf X positiv definit und sei (1,H) eine Darstellung von K.
Dann gilt fiir den Rang von K

rank(K) = dim(LH (Im(T))).
Beweis. Sei Hy = LH{K(z,-);z € X} wie im Beweis von Satz 1.9(a)
definiert. Da die Abbildung
Lk —Ho, [ f
einen antilinearen Vektorraum-Isomorphismus definiert, gilt
dimLyx = dimHy.

Damit folgt dann die Behauptung aus dem Beweis von Satz 1.9(a) und aus Satz
1.9(b). O
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Satz 1.14. Sei X eine Menge.

(a)

(b)

Sei K auf X positiv definit mit rank(K) = N < oo. Dann hat K eine
Darstellung (7, H) mit dim(H) = N. Sei {om}N_, eine Orthonormalbasis

von H und
fm(z) = (T(z)a‘Pm> filr zeX, 1<m<N.

Dann gilt:
0) 70 = S fnlon (€ X)
(i5) {fmIN_, istNeine Basis von Li
() K () = 32 @) Fn@) (2 € X)

Sei (fm)N_, ez'ne_Folge von Funktionen f,, : X — C. Definiert man K
durch

K(z,w) = fm(2) fm(w)  (2,w € X),

1=

dann ist K auf X positiv definit, Lx = LH{fm;m = 1,... ,N} und
rank(K) < N.

Beweis. (a) Sei 7: X — H eine Darstellung von K mit H = LH (Im(7)).
Nach Satz 1.13 gilt dim(LH(Im(7))) = rank(K) = N < oo. Also ist
H = LH(Im(7)) ein N-dimensionaler Vektorraum. Da {¢,,}¥_, eine Or-
thonormalbasis von H ist, ist (i) klar.

Da (7,H) eine Darstellung von K und {¢,, })¥_; eine Orthonormalbasis ist,

folgt aus (i):

K(z,w) = (r(2),7(w))
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fiir alle z,w € X. Also gilt (iii).
Sei V.=LH{fn;m=1,... ,N}. Firy € X gilt

hy(z) = K(z,y) = (7(x),7(y))
N

= Y ful@)(om,7(¥))

m=1

fiir alle z € X. Also ist hy € V fiir alle y € X und somit Lx C V. Da nach
Voraussetzung dim (L) = N ist, gilt Lx =V und {f,,}Y_, ist eine Basis
von L.

Sei (f)N_, eine Folge von Funktionen auf X und sei K definiert durch

N

K(zw) =Y fm(2)fm(w) (z,w € X).

m=1

Sei H ein Hilbertraum mit dim(#H) = N und sei {p,, }¥_; eine Orthonor-
malbasis von H. Man definiert 7 : X — #H durch

N

7(2) = fm(2)em (2 € X).

m=1

Dann gilt fiir z,w € X

N
(r(2), (W) = D fn(2) frn(w) = K (2, w).

m=1

Also ist K auf X positiv definit mit Darstellung (7, H).
Sei V. =LH{fm;m =1,... ,N} und W = LH(Im(r)). Fir y aus X gilt
dann:

N —_—

hy(z) = K(z,y) = Z fm (@) fin(y).

m=1

~

Also ist hy € V fiir alle y € X und somit Lx C V.
Wir fixieren nun m € {1,... , N} und wihlen ¢ € W+, ¢; € C und z; € X,
(1 <i<r)so,daBl

om =&+ ch(zl)
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Dann gilt:

fm(2) = (7(2), om)
= Y @(r(2), (=)

= ZC_ZK(z,zZ)
= Zc_zhzl(z)

Also ist f, € LH{h,,} C Lx und damit V' C L.
O

Satz 1.14 zeigt, daff die Darstellung von K in Teil (b) nicht eindeutig ist, aufler

in trivialen Fallen.

Satz 1.15. Sei K ein positiver Polynomkern auf C* vom Grad M. Dann ist
N :=rank(K) < oo und es existieren linear unabhdngige Polynome f1,... | fn
auf C* vom Grad < M, so dafy K eine Darstellung wie in Satz 1.14(b) hat.
Ist (1,H) eine Darstellung von K, so ist T ein Polynom vom Grad M.

Sind umgekehrt fi,..., fn Polynome auf C* vom Grad < M, dann definiert
die Darstellung aus Satz 1.14(b) einen positiven Polynomkern K auf C" vom
Grad < M mit rank(K) < N.

Beweis. Der Vektorraum L ist in der Menge der Polynome vom Grad
< M enthalten, also gilt

N =dimLi < 0.

Sei (19, Ho) eine Darstellung von K mit LH(Im(ry)) = Ho. Nach Satz 1.13 gilt
dim’H,o = N.

Man wéhle zu 7 Funktionen f,..., fy wie in Teil (a) von Satz 1.14. Aus
Satz 1.14 folgt dann, da8 fi,..., fy eine Basis des Vektorraumes Lx bilden,
insbesondere also Polynome vom Grade < M sind. Es folgt ebenfalls, da§ auch
70 : C" — Hyp ein Polynom vom Grad < M ist.

Sei nun deg(my) = M' < M.

Nach Definition von f,, ist dann deg(f,,) < M' fir alle m = 1,... , N. Wegen
Lx =LH{fm;m=1,...,N} gilt auch deg(h) < M' fiir alle h € L.

Da nach Definition des Grades von K der Vektorraum Lg Polynome vom Grad
M enthilt, gilt M < M’ und somit M = M.

Sei nun (7,H) eine beliebige Darstellung von K.

Dann existiert nach Satz 1.9 eine unitdre Abbildung U : Ho — H, so daB
7 = U o 79 und somit ist 7 ebenfalls ein Polynom vom Grad M.

Die umgekehrte Richtung ist klar. O






KAPITEL 2

Interpolation auf dem Bizylinder

In diesem Kapitel beweisen wir zunéchst eine geeignete skalarwertige Version
von Agler’s Interpolationssatz fiir den Bizylinder ([CW99, Proposition 5.2]).
Dieses Ergebnis ist grundlegend fiir die Herleitung der eingangs erwéhnten Ki-
genschaft von Polynomen in zwei komplexen Variablen in Kapitel 3. Im Beweis
des Interpolationssatzes werden wir die Andosche Ungleichung fiir ein Paar von
vertauschenden Kontraktionen benutzen.

Danach werden wir sehen, dafl dieser Interpolationssatz auch fiir Funktionen
mit Werten in L(E) (€ ein Hilbertraum) giiltig bleibt. Um dies einzusehen,
benotigen wir eine von Neumannsche Ungleichung fiir Polynome mit Koeffizi-
enten in L(E), fiir die wir im zweiten Abschnitt dieses Kapitels einen Beweis
geben werden.

1. Ein skalarwertiger Interpolationssatz

Bevor wir den Interpolationssatz formulieren, zeigen wir zunéchst noch einige
Ergebnisse, die wir fiir den Beweis des Satzes benotigen.
Sei S CD? und K : S x S — C positiv definit. Fiir f € H>(D?) definiert man

Ki:Sx8—=C, (z,w)— K(z,w)(1— f(2)f(w)).
Indem man fir f die Koordinatenprojektionen
D = C, 2+ 2z (1=1,2)
wahlt, erhilt man die Abbildungen
K;i:SxS—>C, (z,w)— K(z,w)(l— zw;) (1=1,2).

Das folgende Lemma zeigt, dafi aus der positiven Definitheit der Abbildungen
K und K die positive Definitheit der Abbildung K fiir alle Funktionen
f € H*(D?) mit Supremumsnorm kleiner gleich 1 auf dem Bizylinder folgt:

Lemma 2.1. Sind K| und K3 positiv definit, so ist auch K fiir jede Funktion
f e H®([D?) mit || f|loope <1 positiv definit.

21
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Beweis. Nach dem Satz von Kolmogorov (Satz 1.9) kann man zu K eine
Funktion

7:S8 —H (H ein Hilbertraum)

so wihlen, daf

(i) K(z,ﬂ: (1(2),7(w)) (z,w € S)
(i) H = LH{7(2);2z € S}.

(1) Wir zeigen zunéchst, da fiir f € H*(D?) die Abbildung K; genau dann
positiv definit ist, wenn eine Kontraktion Ty : H — H existiert mit

Trr(z) = f(2)7(2) (2 €8).

Um dies einzusehen, beachte man, dafl

1Y "z ()P = 1) zif (z0) (20|
i=1 i=1

= > mZi(r(z),7(2)) = Y mZif () F(2)(7(2), 7())

ij=1 =1
= > (= f(z0) [ (2)) K (21, 2))
b=l :Kf(zwz])

fir z1,...,z, € C und 2,... ,2 € § gilt. Ist K; positiv definit, so ist
die letzte Doppelsumme nicht negativ und man kann die Kontraktion 7 :
‘H — H als die eindeutige stetig lineare Fortsetzung der Kontraktion

LH{7(2);z € S} — LH{7(2);z € S},
Yoair(z) = Y aif(z)7(z)
i=1 i=1

definieren.

Existiert umgekehrt eine Kontraktion Ty : H +— H mit Ty7(z) = f(2)7(2)
fiir alle z € S, so ist die linke Seite obiger Gleichungskette nicht negativ fiir
alle z1,... ,z, € Cund 2,...,% € S und daher K; positiv definit.

(2) Sei f € H®(D?) eine Funktion mit ||f||opz < 1. Wir zeigen, daf aus der
positiven Definitheit von K; und K> die Existenz einer Kontraktion 7'y mit
den oben beschriebenen Eigenschaften folgt. Als Anwendung von Teil (1)
erhilt man dann die positive Definitheit von K.
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Sind K7 und K5 positiv definit, so existieren also Kontraktionen 77 und Tb
in L(H) mit

Tit(z) =zi7m(2) (2€8) (i=1,2).
Die Operatoren T} und T5 vertauschen, da fiir alle z € S gilt:
T\ Tor(2) = 22T17(2) = 29217(2) = 21207 (2) = 21To7(2) = TeT17(2).

Also ist T' = (T,T5) ein vertauschendes Paar von Kontraktionen auf #.

Nach der Andoschen Ungleichung gilt dann

(D)1 < [lplloo,p2

fiir jedes Polynom p in zwei komplexen Variablen. Wir verwenden nun ein
Lemma, das wir spéiter auch fiir banachraumwertige H°°-Funktionen auf
dem Polyzylinder benétigen und es dann an dieser Stelle beweisen werden
(Lemma, 2.9). Danach existiert zu f € H*(D?) eine Folge von Polynomen
(Pr)ren mit [Ipkllsope < [Iflloope und lim py(z) = f(2) fiir = € D*. Da
nach Voraussetzung || f|loope < 1 ist, gilt auch [|p,(T)[| < 1 fiir alle & € N.
Auflerdem gilt:

(P(T)7(2) = pr(2)7(2) =5 f(2)7(2) (= € 9).
Also konvergiert (pg(T)z); fir alle z € LH{7(2);z € S} und sogar fiir alle
x € H, da (||pk(T)||)ken beschriankt ist.
Also existiert SOT—lergo pk(T) und definiert eine Kontraktion Ty € L(H)
mit Tp7(z) = f(2)7(2) fiir alle z € S. Wie in Teil (1) gezeigt, impliziert dies
die positive Definitheit von K.

O

Lemma 2.2. Seien z',... ,2" € D?. Dann bildet die Menge T aller Matrizen
T € M(r,C), fir die positiv semidefinite Matrizen A = (A;;) und B = (B;j)

existieren mit
einen abgeschlossenen Kegel in M (r,C), der alle positiv semidefiniten Matrizen
enthdlt.

Beweis. (1) Um zu zeigen, dafl T ein Kegel ist, seien T, S € T und p > 0.
Dann existieren positiv semidefinite Matrizen A = (A4;;), B = (B;;) und

A= (Aij), B = (Bj;) mit

Sij = (1 — Zi,?])z‘iz] + (1 — Z%f%)ézj (1 <i4,7< ’)").
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Dafir1<s,5<r
Ty; + uSij = (1 — 202]) (Aij + pdij) + (1 — 2523)(By; + uBij)

mit A+ pA und B+ puB € M(r,C) positiv semidefinit gilt, ist T+ pS € T.
Somit ist 7 ein Kegel.

Zum Beweis der Abgeschlossenheit von 7 sei (T®)), eine Folge in 7" mit
T®) — T fiir k — oo in M(r,C). Da Konvergenz in M(r,C) gleich kom-
ponentenweiser Konvergenz ist, gilt auch Ti(f) — Ty fiiralles,j = 1,...,7.
Fiir die 7™ gilt auBerdem

T = (1 2z2) A + (1 - A47)BY (1<ij<r)

mit geeigneten positiv semidefiniten Matrizen A%, B(*) ¢ M(r, C).
Wir miissen nun zeigen, dal der Grenzwert 7' wieder in T liegt. Dazu be-
trachten wir die Diagonaleintrige A;; fiiri=1,... ,r. Es gilt

0< (- lA4P)AY < 7.
Da die Folge (Tl(lk));€ konvergent, also beschrankt ist, ist auch (AgC ))k fiir
alles =1,... ,r beschrinkt.
Indem man die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auf die durch A% gege-
bene positiv semidefinite hermitesche Form (z,y) — (A®z, y) anwendet,

erhalt man

k
AP = [(AWey, ;)2
(A(k)ej, e;) (AB)e; e;)

_ pk) 4(k)
= Ajj Aj;

IN

(k))2.

i

IA

( max A
i=1,...,r

Also sind auch die Folgen (AZ(-;?))]c (i,j = 1,...,r) beschrinkt. Nach Uber-
gang zu geeigneten Teilfolgen darf man daher annehmen, daf§
AR E2 Y

k—oo

Bk "Z%¥ B

fiir geeignete positiv semidefinite Matrizen A, B € M (r,C).
Wegen

Ty =(1—27) Ay + (1 - 22)By; (1<4,5<r)

ist T' € T, und die Abgeschlossenheit von 7T ist gezeigt.
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(3) Um zu zeigen, dal 7 alle positiv semidefiniten Matrizen enthilt, sei die
Matrix A = (A;i;) € M(r,C) positiv semidefinit. Wegen
Aij=1—-2al)1-2a))"4; (1<i,j<r),
geniigt es zu zeigen, daB die Matrix ((1 — 2i27) 1A;;) € M(r,C) positiv
semidefinit ist. Da mit zwei positiv semidefiniten Matrizen auch ihr kompo-

nentenweises Produkt wieder positiv semidefinit ist (Satz von Schur, siehe
z.B. [Pau86, 3.6]), folgt dies aus der Darstellung

o0

und der positiven Semidefinitheit der Matrix (2{27); ;.

O

Lemma 2.3. Seien H,K Hilbertraume und seien (z;)icr, (Yi)icr Familien von
Vektoren z; € H,y; € K.

Dann gibt es eine Isometrie

V:LH{z;iel} - K

Vai =y
fur alle i € I genau dann, wenn
(viryj) = (i, )
fiir alle 1,5 € I gilt.
Beweis. Sei zuniichst V : LH{z;;i € I} — K eine Isometrie mit Vz; = y;.
Dann gilt
(Wi yj) = (Vai, Vaj) = (i, 7;)

fiir alle 4,7 € I.
Sei nun (y;,y;) = (x4, x;) fiir alle 4,5 € I. Dann gilt fiir 7 € N, {i1,... ,4,} C I,

al,...,ap €C, zjy, ... ,x;, € Hund y;y, ... ,y;, € K
r r
2 _ —
I E g, ||* = E al/aﬂ(‘miuﬁxi#)
v=1 v,u=1

r
= Z o Qp(Yi, > Yi,)

v,p=1

T
= 1D il
v=1
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Dies zeigt die Wohldefiniertheit und die Isometrie der Abbildung
Vo:LH{z;iel} — K,
T T
VO aim) = > i
i=1 i=1
Definiert man nun V : LH{z;;i € I} — K als die eindeutige stetig lineare
Fortsetzung der Abbildung Vjp, so ist V' wie gewiinscht. O

Lemma 2.4. Seien H,H',K und K' Hilbertriume und sei

( é g ) ceLHeK,H dK')
eine Kontraktion. Dann ist fiir jede Kontraktion
X:K =K,
fiir die der Operator 1 — DX € L(K') invertierbar ist, auch der Operator
A+ BX(1-DX)"'Ce L(H, 1)

eine Kontraktion. Insbesondere gilt dies fiir strikte Kontraktionen X € L(K', K).

Beweis. Sei z € . Dann ist y = (1 — DX) 'Cz € K’ und wegen
DXy+Cz = DX(1-DX) 'Cz+Cx
= (DX(1-DX)'+1)Cz
= (DX +(1-DX))(1-DX) 'Cz

=Y
gilt
(Ax+BXy)_<Ax+BXy)_<A B)(l o)(:c)
y Cz+ DXy ¢ D 0 X y |
Es folgt
1Az + BXy|* + llyl* < ll=[I* + llyl>.
Also gilt

I(A+BX(1-DX)"'O)z|| = [|[Az + BXy| < |||,

was zU zeigen war. O
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Wir werden im Folgenden Lemma 2.4 auf den Spezialfall H = H' = C anwen-
den. In diesem Fall werden wir die Operatoren A, C identifizieren mit ihren
Werten A1 € C und C1 € K'.

Nun kénnen wir die anfangs erwéihnte Verallgemeinerung von Agler’s Interpo-

lationssatz fiir den Bizylinder formulieren und beweisen:
Satz 2.5. Sei S CD? und f: S — C eine Funktion. Aquivalent sind:

(a) Es gibt eine Funktion F € H>®(D?*) mit |F|lop <1 und f = F|S.
(b) Es gibt positiv definite Abbildungen Ki,Ko:S x S — C so, daf

1— f(Z)m = (1 — Zl’lfll)Kl(Z,’lU) + (1 — ZZ'[I)Q)KZ(Z,'U))

fiir alle z,w € S gilt.
(¢) Es gibt Hilbertraume K; und ICy und einen unitdren Operator

U— <g g) e LIC® (K1 @ Ka))

mit
f(z)=A+BZ(1-DZ)'C (2€08).

Hierbei sei fir z = (z1,22) € C? der Operator Z : K1 ® Ko = K1 ® Ks
definiert durch

Z(Il,,’Bg) = (lel,ZQIQ).
Beweis. (a) = (b).

Wir zeigen diese Implikation zunichst fiir S C D? endlich.

(1) Sei also S = {z',...,2"} endlich mit paarweise verschiedenen Punkten
z',...2" € D% Definiere A € M(r,C) als die Matrizen mit (4, j)-Eintrag

Ajj =1— f(2") f(2)

Da eine Abbildung K : S x S — C genau dann positiv definit ist, wenn die
Matrix (K (2%, 27));; € M(r, C) positiv semidefinit ist (vgl. Bemerkung 1.4),
geniigt es (mit den Bezeichnungen aus Lemma 2.2) zu zeigen, dal A € T
ist. Dazu nehmen wir an, dafl A nicht in 7 liegt.

Dann folgt mit den Trennungssétzen, daf} in M (r,C)" ein u existiert, so daf}

(Re u)(A) <0< (Rew)(T) (T €T).
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Nach dem Satz iiber die Spur-Dualitét (siehe z.B. [Sch97, 4.3.9]) existiert
zuu € M(r,C) ein W € M(r,C) so, dafl

uw(T) = tr(WT)

fiir alle T € M(r,C) gilt.
Da {A}UT C{T € M(r,C); T =T*}, gilt

(Re u)(T) = Re(tr(WT)) =tr <W+TVV*T>

firalle T € {A}UT.

Indem man W durch w ersetzt, darf man annehmen, dal W selbst-
adjungiert ist. In diesem Fall ist W automatisch positiv semidefinit. Dazu
beachte man, dal 7 nach Lemma 2.2 alle positiv semidefiniten Matrizen
enthilt und daf

r

(Wz,z) = Z(Wac, ei)(ei, x)

= tr(W(z®x))

fiir alle x € C" gilt. Da tr(WT) > 0 fiir alle positiv semidefiniten Matrizen
T € M(r,C), ist (Wz,z) > 0 fiir alle z € C". Also ist W und somit auch die
transponierte Matrix positiv semidefinit. Wir bezeichnen mit K die positiv
definite Abbildung

K:SxS8—C, K()=W.

Dann gilt fiir z1,... ,2, € C
Zxx] 21— 2z {)J:tr(WT)ZO
ij=1 :K;(;,zj)

mit (T;)ij = (1 - 2}2])z:Z;)i; € T und

Z T x] 21— 2z %) tr(WT) >0
i,j=1

-~

=K>(z%,27)

mit (Tij)i; = (1 — 242 2;%5)i; € T
Also sind K7 und K5 (wie in Lemma 2.1) positiv definit.
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Dann ist nach Lemma 2.1 die Abbildung K positiv definit und man erhélt
den Widerspruch, daf§

r
tr(WA) =Y K(,2/)A; >0
ij=1
ist. Also gilt A € 7 und somit die Behauptung fiir S C D? endlich.

Sei nun S C D? beliebig und sei M = {z!,... 2"} C S endlich mit paarwei-
1

se verschiedenen Punkten z',... 2" € S. Nach (1) kann man dann positiv
definite Abbildungen
KM KM MxM-—C
so wahlen, daf}
1— f(2)f(w) = (1 — z10) KM (2, w) + (1 — zpw2) K (2, w)

fiir alle z,w € M gilt. Man setzt KM, KM auf S x S fort durch

KM (z,w) = K3 (z,w) =0
fir alle (z,w) € (S x S)\ (M x M). Fur alle z,w € S gelten dann die
Ungleichungen
1

1
|KM (z,w)| <
V1—lz1? /1 —|u]?

und
1

1
,w)| < .
V1=l /1= Jw?
Dies ist trivial, falls z ¢ M oder w ¢ M.
Sei also z € M und z = w. Dann folgt, da die Gleichung aus Teil (b) fiir
KM und KM gilt:
1 > 1-|f()P

= (1= |aP)E(2,2) + (1 = |2 K3/ (2, 2)
> (1 |z1)KT (2,2)

Lo

Es gilt also

1
KM < —.
1 (zaz)—1_|zl|2

Da nach Lemma 1.8
KM (z,w)]” < K (z,2) K] (w,w)

fiir z,w € M gilt, folgt die Ungleichung fiir K. Entsprechend folgt auch
die Ungleichung fiir K/ .
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Wir mochten nun mit Hilfe eines Kompaktheitsargumentes den Beweis der
Implikation (a) = (b) beenden. Sei dazu M = {M; M C S endlich}. M
ist ein gerichtetes System, partiell geordnet durch “C*“. Betrachtet man
KM und K als Netze auf M mit Werten in der Menge der Funktio-
nen auf S x §, die die beiden obigen Ungleichungen erfiillen, dann ist
(KM, KM)prepm ein Netz in der kompakten Menge

H Drl(zﬂﬂ) (0) X H Drz(z,w)(o)

(z,w)eS xS (z,w)eSXS

1,2). Sei (K{V‘[i,Kéwi)ieI ein kon-

T _ 1 1 o
mit r;(z,w) = (PR e (j =

vergentes Teilnetz und sei (K7, Ky) = l_iI?(K{V[i, Kéwl) Die Abbildungen
1€
Kj:SxS—C (j=12)

sind positiv definit, denn fiir z!,... ,2” € S gibt es ein ig € I mit
{z',...,2"} C M;,, und folglich gilt fiir alle cy, ... ,c, € C:

g ke K (25, 2 = l_irrll g ckélK]]-V[i(zk,zl) > 0.
1€
k,l k.l

J/

>0 fir alle i>ig

Ganz ahnlich sieht man, daf

1= f(z)f(w) = Eig(l — 2w K (z,w0) + (1 — 291) K3 (2, w)

= (]_ — Zl’lﬁl)Kl(z,’w) + (1 - zZQDZ)K?(va)

fiir beliebige z,w € S gilt.

(b) = (c).
Nach Satz 1.9 gibt es Funktionen 7; : S — H; (H; Hilbertraum, i = 1,2) so,

dafl

(i) Ki(z,w) = (7i(2), 7i(w)) (z,w € S)

(i) H; = LH{m;(2);z € S}

Die Voraussetzung

1—f(2)f(w) = (1 = zw1) K1 (z,w) + (1 — 20w2)Ko(z,w) (z,w € S)
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bedeutet genau, daf fiir z,w € S die Identitit

1 1
( <Z17'1(Z)> ) (wlTl(w)> )
227'2(2) ’UJQTQ(’UJ)
f(2) fw)
= (n(z)) , (n(w)) )
To(2) To(w)

gilt, wobei das Skalarprodukt in dem Hilbertraum C® (H1 & Hs) gebildet wird.
Nach Lemma, 2.3 ist diese Bedingung dquivalent dazu, dafl es eine Isometrie

1
L:LH{ (zlﬁ(z)> ;2€ 8 > Co (Hi1 @ Ha)

29T9(2)

gibt mit der Eigenschaft, daf§
1 f(2)
L Z1T1 (Z) = T1 (Z)
Z29T2 (Z) T2 (Z)

fiir alle z € S gilt. Setze L zu einer unitidren Abbildung U € L(C @ (K1 & K3))
fort, wobei IC; D H; geeignete Hilbertridume sind, und zerlege U entsprechend
der Zerlegung des Raumes C & (K1 & K9) in

U:<A B>‘
C D
1

Wendet man nun U auf ein Element aus LH{| 2z,7(2) |;z € S} an, so erhilt

29T9(2)
man mit u(z) = (71(z), 72(z)) die Gleichungen

A+ BZu(z) = f(z)
und

C + DZu(z) = u(z).
Daraus erhilt man

u(z) = (1-DZ)"'C
und Einsetzen ergibt dann

f(z)=A+BZ(1-DZzZ)"'C.
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(c) = (a).

Offensichtlich definiert die rechte Seite der Gleichung in Teil (c) eine holomorphe
Fortsetzung F : D? — C von f.

Auflerdem gilt nach Lemma 2.4 auch || F|[, pz < 1. O

Aus dem Beweis von Satz 2.5 folgt auch:

Bemerkung 2.6. (a) In der Situation (b) von Satz 2.5 haben die Abbildungen
f, K1 und Ky Fortsetzungen zu einer holomorphen Abbildung F : D? — C
bzw. zu holomorphen Kernen Ky, K> :D? x D?* — C so, dafs

1 — F(2)F(w) = (1 — zyw1) K1 (2, w) + (1 — 2012) Ko (2, w)

fiir zyw € D? gilt. Im Falle S = D? bedeutet dies, daf die positiv definiten
Abbildungen Ky, Ky in Teil (b) von Satz 2.5 automatisch holomorph sind.
(b) Definiert man in der Situation (c¢) von Satz 2.5 Funktionen

w:D? - K1 ® Ky, a(z)=(1-DZ)'C
und
7D = Ky Filz) = ma(z) (G =1,2),
so sind
Ki:D?*xD? 5 C, Ki(z,w) = (7(2),7i(w)) (=1,2)
positive holomorphe Kerne mit
1—f(2)f(w) = (1 — z101) K1 (2, w) + (1 — 2p12) Ko (2, w)

fiir alle z,w € S. Dieselbe Formel gilt auch fir alle z,w € D?, wenn man
auf der linken Seite f : S — C durch die holomorphe Fortsetzung

F:ID? -C, F(2)=A+BZ(1-D2Z)'C

ersetzt.

Beweis. Der Beweis der Implikationen (b) = (c) und (c) = (a) von Satz
2.5 zeigt, daf} es geniigt, den Teil (b) der Bemerkung zu zeigen.
Sei F : 1? — C die in Teil (b) der Bemerkung definierte holomorphe Fortsetzung
von f. Dann gilt mit den Bezeichnungen aus (b) fiir z € D?

A+ BZu(z) = F(z)
und

C + DZu(z) = u(z)
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oder dquivalent
1 F(z
48 o | =[ (ne
c D 217: 1(# = 7: 1(#
227'2(2) )

A

fiir alle z € D2. Da U = ( o

) unitir ist, folgt

= T ; 71 (w
T2 To(w
fiir alle z,w € D?. Nach Definition von K; bedeutet dies genau, daf}

1-— F(z)F(w) = (1 — lel)Kl(Z,w) + (1 — ZQ?IIQ)KQ(Z,’UJ)
fiir alle z,w € D? gilt. O

Im ersten Teil des Beweises der Implikation (a) = (b) von Satz 2.5 haben wir
Lemma 2.1 und damit die Andosche Ungleichung fiir vertauschende Paare von
Kontraktionen auf Hilbertriumen benutzt. Da die positiv definite Abbildung
K :S5 xS — C, auf die wir Lemma 2.1 im Beweis von Satz 2.5 angewendet ha-
ben, nur auf einer endlichen Menge S = {z1,... , 2, } definiert ist, kann man den
Darstellungsraum H von K in Lemma 2.1 als endlichdimensionalen Hilbertraum
wihlen (siehe Satz 1.13). In den Beweis von Satz 2.5 ist also nur die Andosche
Ungleichung fiir vertauschende Paare von Kontraktionen auf endlichdimensio-
nalen Hilbertrdumen eingegangen. Wir werden spéter sehen, dal umgekehrt aus
der Giiltigkeit von Satz 2.5 die allgemeine Andosche Ungleichung folgt.
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2. Die operatorwertige von Neumannsche Ungleichung

Seien im Folgenden £ und A Hilbertrdume. Fiir zwei C*-Algebren A und B
sei ap : A® B — R die minimale C*-Norm auf dem algebraischen Tensorpro-
dukt A® B (vgl. [Sak71, Thm. 1.22.6]). Die Vervollstindigung A®q, B ist auf
kanonische Weise eine C*-Algebra. Nach [Sak71, Prop. 1.22.3] gilt fiir einen
kompakten Hausdorffraum X und eine C*-Algebra B

C(X)®qyB = C(X)®.B = C(X, B).

Zu zwei *-Homomorphismen m : A — L(H;) und 7o : B — L(H2), H1 und
Ho Hilbertrdume, existiert nach [Sak71, Prop. 1.22.9] genau ein *-Homomor-
phismus m; ® T : A®a, B — L(H1 ® Ha) mit

T Q@ ma(a ®b) = mi(a) @ ma(b) (a € A,be B).
Daraus erhilt man sofort als Anwendung;:

Satz 2.7. Sei X ein kompakter Hausdorffraum und ¥ : C(X) — L(H) ein

x-Homomorphismus. Dann existiert ein eindeutiger x-Homomorphismus

U C(X,L(E)) = C(X)®L(E) - L(HR®E)
mit UE(f ® A) = U(f) ® A fiir alle f € C(X) und A € L(E).
ZuT = (Ty,T») € L(H)? vertauschend existiert nach [And63] eine vertau-
schende unitire Dilatation U = (Uy,Us) € L(K)?, K D H, mit

T* =PyU% (@ €N?).
Wendet man Satz 2.7 auf den C(T?)-Funktionalkalkiil
Uy : C(T?) = L(K),  f = Yu(f)

von U an, so erhilt man einen eindeutigen *-Homomorphismus

e C(T2, L(E)) = C(T*)®L(E) — LIK® &)
mit

VG(feA) =Ty(f)®A  (f € O(T?),A € L(E)).

Sei nun p(2) = Y j4<, 2%Aa € L(E)[2] ein Polynom in zwei komplexen Varia-
blen mit Koeffizienten in L(€). Dann definiert man fiir T € L(#)? wie oben

p(T) = T*® A € L(H®E),

laf<r
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und es folgt

p(T) = Z T ® A,

lee|<r

= Z PyU® 13 ® Aa
| <r

= ) (Py®1e)(U* ® Ad)(nse)
lee|<r

= Z Proe(U* ® Au)|(1ee)
| <r

= Pyge p(U)|use)

= Puge V5 (p) (1)

Da x-Homomorphismen kontraktiv sind, erhilt man als Korollar eine operator-

wertige von Neumannsche Ungleichung fiir zwei vertauschende Kontraktionen:

Korollar 2.8. Sei T = (T}, T») € L(H)? ein vertauschendes Paar von Kon-
traktionen. Dann gilt fiir jedes Polynom p € L(E)[z] in zwei komplezen Varia-
blen mit Koeffizienten in L(E) die Ungleichung

Ip(T)]] < [lplloo,p2-

Beweis. Sei wie oben U = (Uy,Us) € L(K)? eine unitéire Dilatation zu T

und p € L(€)[z] ein Polynom. Dann gilt

(D)l = [|Puse p(U)|nse)ll
< lp@)I
= 25l
< lplloo,r>
= [IPlloo,pe -

O

Unter geeigneten Bedingungen kann man Polynome p € L(€)[z] durch holomor-
phe Funktionen f € O(D?, L(£)) ersetzen. Dazu sei T € L(H)? ein vertauschen-
des Paar von Operatoren mit Taylorspektrum o(7) C D? und die Abbildung
O(D?) — L(H), f = f(T) bezeichne den analytischen Funktionalkalkiil von T
Dann existiert eine eindeutige stetig lineare Abbildung

5 OM?, L(E)) = O(D?) & L) - L(HL®E)
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mit

L(fRA)=fT)®A (f€OD?),Ac L(E)).
Dann erhilt man eine Verallgemeinerung von Korollar 2.8 mit

Lemma 2.9. Sei X ein Banachraum und f € H®(D", X). Dann existiert eine
Folge (pr)ken von X-wertigen Polynomen py mit ||pglloopr < ||floo,pn, s0 daff
(Pk)ken auf D" kompakt gleichmdflig gegen f konvergiert.

Beweis. Sei ohne Einschriankung || f|lcopr = 1. Sei (r4)32, eine Folge in
(0,1) mit r 2% 1. Dann konvergiert die Folge (f,, )72, wobei f,, (2) = f(ri2)
fiir z € D", auf D" kompakt gleichméBig gegen f. AuBerdem gilt fiir die Norm

[ friclloo,pn < N[f lloopr < 1.

Da die Funktion f,, fiir alle £ € N auf einer Umgebung von D" eine holomorphe
Fortsetzung hat, kann man zu f,, ein X-wertiges Polynom ¢; so wéhlen, daf

1
Hfrk - Qk“oo,]Dﬁ S E
Die Folge (qx)ren von Polynomen konvergiert auf D" kompakt gleichméfig ge-
gen f, denn es gilt fiir K C D™ kompakt

k
1 = aklloo,xc < ILf = frilloo,xc + 1 frg = @klloo,c = 0.
AuBerdem gilt [|gg|oo,pr < 144. Wir setzen pj, = IcLH qx- Dann ist ||pg|loo,pn <1
und
1

1
—_— = - < —_—.
||Qk pk”oo,]l)ﬂ 1+k||Qk||oo,]D)n S

Die Folge (pr)ren konvergiert auf D" ebenfalls kompakt gleichmiaBig gegen f,
denn es gilt fiir K C D" kompakt

k—o0

| f = Prlloo,x < IIf — @klloo,x + llak — Piloo,x — 0.

Also ist (qi)ren eine Folge von X-wertigen Polynomen mit den gewiinschten
Eigenschaften. O

Satz 2.10. Sei T € L(H)? ein vertauschendes Paar von Kontraktionen mit
Taylorspektrum o(T) C D?. Dann gilt fiir jedes f € H®(D?, L(£)) die Unglei-
chung

195 (N < 11f lloo,02-
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Beweis. Zu f € H®(D?, L(€)) existiert nach Lemma 2.9 eine Folge von

Polynomen (pg)ren in L(E)[2] mit [|pgfloope < [Iflloo,n2, s0 daB (pg)ken auf D?
kompakt gleichméfig gegen f konvergiert. Dann folgt mit Korollar 2.8

IS5 = Jim |95 (or)]

sup Hpka)o,]D)2
keN

IN

IA

1/ loo,pe -

In der Situation von Satz 2.10 benutzen wir im Folgenden die Notation

F(T) := ®F(f)
fir f € H®(D?, L(E)).

3. Die operatorwertige Version des Interpolationssatzes

Mit Hilfe der operatorwertigen von Neumannschen Ungleichung kénnen wir
nun auch eine operatorwertige Version von Satz 2.5 beweisen. Sei dazu £ ein
Hilbertraum.

Satz 2.11. Sei S CD? und f : S — L(E) eine Funktion. Aquivalent sind:

(a) Es gibt eine Funktion F € H*(D* L(£)) mit |F|lsop <1 und f = F|S.
(b) Es gibt positiv definite Abbildungen Ki,Ks:S x S — L(E) so, daf

1—f(2)f(w) =1 —z1w1)K1(2z,w) + (1 — 29w9) Ko (2, w)

fiir alle z,w € S gilt.
(c) Es gibt Hilbertriume K1 und KCo und einen unitiren Operator

U:(é g>EL(€®(’C1®’C2))

mit
f(z)=A+BZ(1-DZ)"'C (2€08).

Hierbei sei fiir z = (z1,22) € C? der Operator Z : K1 ® Ko — K @ K»
definiert durch

Z(x1,x2) = (2121, 2272).
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Beweis. (a) = (b).

Seien f und F wie in Bedingung (a) beschrieben.

Wir wihlen eine Orthonormalbasis (e;);c; von £. Fiir eine endliche Teilmenge
J C I sei

SJ:LH{ei;’i S J}

und Pj die Orthogonalprojektion von £ auf £;. Die Menge J aller endlichen

Teilmengen von I ist durch die Mengeninklusion gerichtet, (Py)jcs ist dann

ein Netz, welches in der starken Operatortopologie gegen 1¢ konvergiert.

(1) Sei nun also J C I endlich und sei zunéchst S = {z!,... 2"} endlich mit

paarweise verschiedenen Punkten z!',... , 2" € D?. Es sei V der Vektorraum
aller Abbildungen von S x S nach L(E), versehen mit der Supremumsnorm.
Dann ist V endlichdimensional, da S endlich und auch L(€;) endlichdimen-

sional ist. Ferner sei
C ={g € V;es existieren Ky, Ky : S x S — L(Ey) positiv definit mit
g(z,w) = (1 — z1w1) K1 (z,w) + (1 — 22w2) K2 (2, w)
fir alle z,w € S}.

Offensichtlich ist C ein konvexer Kegel in V.
Wir wollen im ersten Teil des Beweises zeigen, daf} die Funktion

h:Sx8S— L&), (z,w) = Pr(l— f(2)f(w)*)e,

zu C gehért. Dazu zeigen wir zunichst, dafl C abgeschlossen und spitz ist.
Zum Beweis der Spitzheit sei g € C, so dafl auch —g in C liegt. Also gilt:

g(z,w) = (1 —z1w1)Ki(z,w) + (1 — z9w2) Ko(z,w)
—g(z,w) = (1—2z1%)K(z,w)+ (1 — 200)Ka(z, w)
mit Ky, Ky, K1, Ky : S x S — L(£;) positiv definit. Fiir z € S gilt dann
0 = 9(212) —g(z,z?)

= (1—|21)(Ki(2,2) + Ki(2,2)) + (1 = |22*) (Ka(2, 2) + Ka(2, 2))

Ist die Summe zweier positiver Operatoren A, B € L(£) gleich 0, so miissen

die beiden Operatoren schon 0 gewesen sein:

0 = ((A+B)z,z)
= (Azx,z)+ (Bz,z) (x €€),
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also (Az,z) =0 = (Bz,z) fiir alle z € £ und damit A = B = 0. Somit gilt
in obiger Gleichung

Kl(Z,Z) = Rl(Z,Z) = KQ(ZaZ) = RQ(Z,Z) =0
fiir alle z € S. Mit Lemma 1.7 folgt dann fiir z,w € S und z,y € &;
1K1 (2, w)l|” < || K1 (2, 2)|| [ K (w,w)]| = 0.

Also ist K1 = 0. Analog zeigt man, dafl auch Ky = 0 ist und somit ist g = 0.
Zum Beweis der Abgeschlossenheit sei (¢™),en eine Folge in C mit Grenz-
wert ¢ in V. Fiir die ¢(® gilt

9™ (z,0) = (1 = zy01) K" (2,0) + (1 = 29@2) KS (2,0) (2,0 € S)

mit geeigneten positiv definiten Abbildungen K fn) und K. én). Seinun z € S
fest. Dann gilt fiir alle n € N

(1= &) K™ (2,2) < g™ (z,2) (i=1,2)
und somit auch
(1= z)IE™ (2, 2)| < 9™ (2, 2)] (i =1,2).

Da die Folge (¢(™),en konvergent und damit normbeschrinkt ist, ist die
Folge (HKZ.(”)(z, 2)|)nen (¢ = 1,2) fiir alle z € S beschrankt. Dann ist auch
die Folge (||Kz(n) (z,w)|)nen (i =1,2) fiir alle z, w € S beschrinkt, denn es
gilt nach Lemma 1.7

1K™ (z,w) > < | K™ (2, 2) | 1K™ (w,w)]| (n € Nyi = 1,2).

Da L(&7) endlichdimensional ist, diirfen wir ohne Beschrankung der Allge-
(n)

meinheit annehmen, daf die Grenzwerte K;(z,w) = lim,K; '(z,w) in

L(&y) fiir alle z,w € S und 7 = 1,2 existieren. Die Grenzwert-Abbildungen
K;:SxS— L(&y) (i =1,2) sind wieder positiv definit und es gilt

g(z,w) = (1 — z1w01) K1 (2, w) + (1 — 20w9) K2 (2, w)

fiir z,w € S. Damit ist die Abgeschlossenheit von C gezeigt.

Wir zeigen jetzt mit einem Trennungsargument, dafl A zu C gehért. Dazu
zeigen wir, daf fiir alle [ € V' (stetiger Dualraum), die Re I(g) > 0 fiir
g € C\ {0} erfiillen, schon Re [(h) > 0 folgt. Denn da V" endlichdimensional
ist, existiert nach [Kle55, Theorem 2.7], falls h ¢ C, eine stetige Linearform
[ auf V mit Rel(g) > 0 fiir g € C\{0} und Re l(h) < 0. Sei also im Folgenden
[ € V' wie oben beschrieben.

Zu g € V definieren wir

g =8 x 8= L(E)), (2,w) = g(w,2)",
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also gilt g* € V und (¢g*)* = ¢. Ferner sei

LV € g (o) + 1)

also L € V'. Fiir ¢ € V mit g = g* ist offenbar L(g) = Re l(g). Also gilt
L(g) = Re I(g) fiir alle g € C, da diese g = g* erfiillen:
§(5w) = glw,7)"
= (1 -—wz)Ki(w,2)" + (1 — weZp) Ka(w, 2))*
= (1 —zw)Ki(z,w) + (1 — zpw2) Ka(2z, w)
= g(z,w) (z,w € 5).

Weiter sei H der Vektorraum aller Abbildungen von S nach L(£;,C), al-
so ist H endlichdimensional. Wir wollen nun H mit einem Skalarprodukt
versehen. Zu @, € H sei

P xS xS = LEy), (z,w) = p(2) 4(w),

also ¢ x b € V. Man rechnet nach, daf} die Identitit ¢ x 9 = (¢ x ¢)* fiir
v, aus H gilt. Wir definieren nun

('7'>:HXH_>C7 <¢7¢>:L(¢X§0)

und behaupten, daf§ (-,-) ein Skalarprodukt auf H ist. Die Linearitit im
ersten Argument ist klar. Es gilt weiter

(0;9) = Ly x9)
= S0 x o) + T X 7))
= L((¢ x 9)")
= L{px9)

= (0} (o9 € H).
Somit ist (-, -) sesquilinear. Sei nun ¢ € H. Dann ist die Abbildung

Sx S —= L&), (z,w) = @ X p(z,0)
positiv definit, denn fiir endliche Folgen (z;) in S und (z;) in &£, gilt
S (o x oz, )z, m) = Y (o) o)z, ;)
= Z(‘P(zj)xja¢(2i)$i>
= > eGE)ml* > 0.
Nach Satz 1.15 in [Bar02] ist auch die Abbildung

Ki:SxS8— L&), (z,w)— (1-— 2:17111)_1@ X p(z, )
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positiv definit und somit gilt
o X p(z,w) = (1 — zyw1) K1 (2, w) (z,w € S).
Daher liegt die Abbildung ¢ X ¢ in C, und es ist

{p,0) = L x ¢) = Re l(¢ x ¢) > 0.
Aufgrund der Wahl von [ gilt (¢, ») = 0 genau dann, wenn ¢ x ¢ = 0 ist.
Wegen
lp(2)z? = (p(2)*p(2)z, )
= (pxo(z2),7) (2€85,2€&)
ist das dquivalent zu ¢ = 0, weswegen (-,-) positiv definit ist. Mit diesem

Skalarprodukt ist H also ein Hilbertraum.
Die Multiplikationen mit den Koordinatenfunktionen

T;: H— H, Tip(z) = zip(z) (1=1,2)

sind stetig, da H endlichdimensional ist. Wir werden zeigen, dafl 71 und 1%
strikte Kontraktionen sind. Fiir ¢ € H \ {0} und i = 1,2 ist

lell* = ITiell* = L(e x ) — L((Tip) x (Tip))
= L(p x ¢ — (Tip) x (Tip)) > 0,

denn die Darstellung

(o x @ = (Tip) x (Tip)) (2, W)
= 9(2)"p(w) — zip(2) wip(w)
= (1= ziw)p(2)"p(w)
= (1 = zw;)p x p(z,w) (z,we S, i=1,2)
zeigt, daBl die Abbildung ¢ x ¢ — (T;p) % (T;p) nur fiir ¢ = 0 gleich 0 ist
und somit fiir ¢ € H \ {0} in C \ {0} liegt. Da H endlichdimensional ist,

sind dann 77 und T3 strikte Kontraktionen. Auflerdem gilt fiir ¢ € H und
z€ S

TiTyp(z) = zTip(z) = 2z1¢0(2)
= m2p(2) = 21To¢p(2)
= TQTMO(Z)

Also ist T = (Ty,Ty) € L(H)? ein vertauschendes Paar von strikten Kon-
traktionen.
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Da o(T) = S C D?, ist nach Satz 2.10 dann F(T) € L(H ® &) ein Operator
mit
IE(T)]| < [1Fllsope < 1.

Nun behaupten wir, da fiir alle u,v € O(D?, L(€)), ¢, € H,z,y € £ und
(z,w) € § x § die folgende Gleichheit gilt:

(WT)p @ ,0(T)Y @ yhuee = L((z,w) = (u(w)z,v(Z)y)ed x o(z,w)).

Da bei festgehaltenen ¢, 1, z,y beide Seiten der Gleichung stetige sesqui-
lineare Abbildungen in 4 und v definieren, geniigt es, die Behauptung fiir
Funktionen der Form

u=up®A und v=vy®B (ug,v9 € OD?), A, B € L(E))
zu iiberpriifen:

(u(T)p ©z,0(T)Y @ y)roe

= (uo(T)e, vo(T ) yi (Az, By)e

= L((vo(T)%) x (uo(T)p){Az, By)e)

= L((z,w) = (v0(T)9)(2)" (uo(T)¢)(w){Az, By)e)
= L((z,w)Hvo (2)9(2) uo(w)p(w)(Az, By)e)

= L((z,w) = T/”“P)( w){uo (w) Az, vo(2) By)e)
= L((z,w) = (u(w)z,v(2)y)et x p(z,0)).

Mit dem bisher Gezeigten kénnen wir jetzt den Beweis des endlichdimen-
sionalen Falles abschliefen. Fiir 4 € J sei ¢; € H definiert durch

i S — L(£;,C), pi(2)z = (z,¢;).

Da F(T) € L(H ® &) eine Kontraktion ist, folgt ((z,w) € S x S):

0 < I wieal’ =T el

ieJ ieJ
= > (pipidn — > (F(T)(pi @ &), F(T)(p; ® €j)) oe
ieJ i,J€J
= > {pieidm — L((z,w) = Y (F(w)es, F(2)ej)e (v x pi)(z,w))
€] 1,J€J
= L((z,w) » Y _((1 = F(2)" F(w))es, e)e(0; x 9i)(z,w))
1,J€J

= L((zw) = Y {(1 = F()F(@)")ei, ej)e(pj x ¢3)(z,w)).

1,5€J
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SchlieBlich gilt
Y A= F@)f (@) e, e5) (0 x @i) (2, w)z
1,7€J

= Y- £ @ e e e

1,5€J

= S (1= f)f@)) Y Az, eider e5)e;

jer icJ
= P(1-f(z)f(0)")z

= h(z,w)z

fir € S,w e S und z € &.
Zusammengenommen ergibt sich also L(h) > 0. Wegen

h*(z,w) = h(w,2)*
= (Pr(1 = f(@)f(2)")e,)"
= Pi(1—-f(z)f(w))e,
= h(z,w) (z€e S,weSl)

gilt h = h* und folglich Re I(h) = L(h) > 0, was zu zeigen war.

Sei nun S C D? beliebig. Fiir M = {z',...,2"} C S und J C I endlich
existieren positiv definite Abbildungen

KM K M ox M — L(Ey)
mit
Py(1 = f(2)f (w))g, = (1 = 21@) K" (z,0) + (1 = 2002) Ky (2, w)

fiir alle z,w € M. Wir definieren Abbildungen LZM TS x S = L(E)
(i =1,2) durch LM =0 auf (S x §) \ (M x M) und

LZM’J(z,w) = LJKZ.M’JPJ

fiir z,w € M, wobei 1y : £ — £ die Inklusionsabbildung ist. Offensichtlich
sind die LZM"] fiir 2 = 1,2 positiv definit. Fiir festes z,w € S gilt

1z ( (i =1,2).

)“ < !
Z,Ww
\/1 — |zi|2\/1 — |wz~|2
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Dies ist trivial fiir (z,w) € (S x S)\ (M x M). Fiir z € M gilt
M,J
(1= lz1)ILy™ (2, 2)l
= sup (1= |aa)(L1" (2, %), 2)

llzl|<1
< sw (1= |21 PUE (2, 2)@,2) + (1 = |22 Ly (2, 2)m, )
z||<1
= sup (1 - f(2)f(2)")Psz, Pra)
llzl|<1
= sup (|[Psz]* = | f(2)" Prz|?)
llzl[<1
< 1
und somit
1
LM < —.
I @) < 7=

Da nach Lemma 1.7 fiir positiv definite Abbildungen

1L )P < 120 (2 ) 1L (w0
gilt, folgt die Ungleichung fiir Li‘/[ o Entsprechend folgt auch die Unglei-
chung fiir Lé\/l"].
Versehen mit der Relativtopologie der schwachen Operatortopologie bilden
die abgeschlossenen Kugeln Bri(z,w)(O) C L(€),i=1,2 mit

1
ri(z,w) =
Z V121 — w2

kompakte Hausdorffraume. Wir fassen die Familien (Lf\/‘[ ) M,y (1 =1,2) als

Netze in dem kompakten Produktraum

H Bri(z,w) (0)

zZ,weS

mit 7;(z,w) wie oben auf. Durch Ubergang zu konvergenten Teilnetzen er-

Mo T
L)

halten wir Netze ( aca (i = 1,2), die in den entsprechenden Pro-

duktraumen (d.h. punktweise in der schwachen Operatortopologie) gegen
Abbildungen
K;:SxS—LE) (i=1,2)

konvergieren. Die Abbildungen K; sind positiv definit, denn es gilt

r r

S (K e e = lim Y (LM (R e ) 20 (i=1,2).
k=1 acd T
fiir alle z',... ,2" € S und cy,... ,c € £. AuBerdem gilt

1—f(2)f(w)" = (1 —z1w1) K1 (z,w) + (1 — 2919) Ko(z, w)
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fir alle z, w € S. Um dies einzusehen, fixieren wir z, w € S und eine endliche
Menge J C I. Wir wihlen einen Index oy € A mit {z,w} C M,, und
J C Jy, und priifen nach, daf§

(1= f(2)f (w)")z,y)
o}igrg0<PJa(1 — f(2)f(w)) e, T y)
= ah>r£10(((1 — zlfu’Jl)LgM"’J")(z,w) +(1- zng)LéMa’J“)(z,w))x,y)

= (1 = zyw1)K1(z,w) + (1 — 20w9) Ko (2, w))z,y)

fiir alle z,y € &£ gilt.
Da aber J C I eine beliebige endliche Menge war und

LH{E;;J C I endlich} = &
ist, folgt Teil (b).
(b) = ().

Wihle wie in Satz 1.6 Funktionen k; : S — L(#,;,&) (H; Hilbertraum, i = 1,2)
so, daf

Ki(z,w) = ki(2)ki(w)"  (2,w € S).
Die Voraussetzung
1—f(2)f(w)" = (1 —z1w1) K1 (2z,w) + (1 — 20w9) Ko (2z,w) (z,w € S)
bedeutet genau, daf fiir z,w € S und z,y € £ die Identitét

z y
( (z1k1(2)) ; (wiky(w))*y )
(20k2(2)) @ (w2ka(w))*y
f(z)"x flw)*y
= ki(2)* @ : k1 (w)*y )
ko(z)*z ko (w)*y

gilt. Nach Lemma, 2.3 ist diese Bedingung dquivalent dazu, daf} es eine Isometrie

x
L:LH{ (z1k1(2))*z szeSundz e} = E@ (H1 @ Ha)
( (22k2(2))*x )
gibt mit der Eigenschaft, daf}
)
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Wihle Hilbertriume K; O H; (i = 1,2) und einen unitiren Operator

U:(é g>EL(E®(K1®K2))

so, dafl U™ eine Fortsetzung von L ist. Fasse k;(z)* auf als Operator in L(&, C;),
(z € S,i=1,2) und definiere u : S — L(&, K1 ®K2), u(z) = ( Zlgz;: ) Dann
gilt i

A*+ C*Z*u(z) = f(2)*
und

B* + D*Z*u(z) = u(z).
Daraus erhilt man

u(z) = (1 — D*Z*)"'B*
und Einsetzen ergibt dann

fz)*=A*+C*Z*(1 - D*Z*)"'B*
oder dquivalent
f(z)=A+B(1-2ZD)'ZC.

Wenn man die Formel

(1-2ZD) ' = i(ZD)’“
k=0

= 14+Z <§:(DZ)’“) D

k=0
= 1+Z(1-DZ)"'D

benutzt, sieht man, dafl
f(z) = A+B(1+Z(1-DZ) 'D)zZC
= A+BZC-BZ(1-DZ)'(1-DZ)C+BZ(1-DZ) 'C
= A+BzZ(1-Dz)'C

wie gewiinscht.

(c) = (a).

Offensichtlich definiert die rechte Seite der Gleichung in Teil (c) eine holomor-
phe Fortsetzung F € H>®(D?, L(£)) von f.

AuBlerdem gilt nach Lemma 2.4 auch ||F||,pe < 1. O
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Wie im skalarwertigen Fall folgt aus dem Beweis des Satzes auch

Bemerkung 2.12. (a) In der Situation (b) von Satz 2.11 haben die Abbildun-
gen Ky, Ko und f Fortsetzungen zu holomorphen Kernen

K, Ky :? xI? — L(E)
bzw. zu einer holomorphen Abbildung
F:D? = L&)
so, dafs
1 - F(2)F(w)* = (1 — 201K (z,w) + (1 — 2019) K2 (2, w)

fiir z,w € D? gilt. Im Falle S = D? bedeutet dies, daf die positiv definiten
Abbildungen Ky, Ky in Teil (b) von Satz 2.11 automatisch holomorph sind.
(b) Definiert man in der Situation (c) von Satz 2.11 Funktionen

4:D% = LIE, K1 ®Ky), a(z)=(1-D*2Z*)"'B*
und
ki D% = LK, €),  kiz) = a(2)"s (i=1,2),

wobei 1; 1 IC; — K1 & Ko fiir i = 1,2 die kanonischen Einbettungen sind, so
gilt ki(2)* = mya(2) fiir z € D? und die Abbildungen

K :D?*xD? = L), Ki(z,w) = ki(2)ki(w)* (i=1,2)
sind positive holomorphe Kerne mit
1= f(2)f(w)* = (1 — z2y01) K1 (2,0) + (1 — 20w2) K2 (2, w)

fiir alle z,w € S. Dieselbe Formel gilt auch fir alle z,w € D?, wenn man
auf der linken Seite f : S — L(E) durch die holomorphe Fortsetzung

F:D* = L), F(z)=A+BZ(1-Dz)"'C

ersetzt.

Beweis. Der Beweis der Implikationen (b) = (c) und (c) = (a) von Satz
2.11 zeigt, daf} es geniigt, den Teil (b) der Bemerkung zu zeigen.
Sei F : D? — L(&) die in Teil (b) der Bemerkung definierte holomorphe Fort-

setzung von f mit
F(z) =A+BZ(1-DZz)"'C
oder dquivalent (vgl. Beweis der Implikation (b) = (c) von Satz 2.11)
F(z)* = A*4+C*Z*(1 — D*Z*)"'B*.
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Dann gilt mit den Bezeichnungen aus (b) fiir z € D?

A"+ C*Z*u(z) = F(2)*
und

B* 4+ D*Z*u(z) = u(z)

oder dquivalent

< 4 o ) 1 F(z)*
. s (z1k1(2))* = ko (2)*
b ( (22ks(2))" ) ( hal2)* )

fiir alle z € D?. Da U = < g g ) unitér ist, folgt
~ * ~ y
( < (21k ()" ) , < (wihi(2))*y ) )
(22k2(2))" (wakz(w))*y
F(z)* F(w)*
k

=

T )y
= /%1(2)*90 ; 1(w)*y )
ka(z)*z 2(w)*y

fiir alle z,w € D? und z,y € £. Nach Definition von K; bedeutet dies genau
(mit vertauschten Rollen von z und w), daf}

1 — F(2)F(w)* = (1 — z1101) K, (z,w) + (1 — z919) Ko(2, w)

fiir alle z,w € D? gilt. O

Wir haben im Beweis der Implikation (a) = (b) von Satz 2.11 die operator-
wertige von Neumannsche Ungleichung fiir vertauschende Paare von Kontrak-
tionen benutzt. Umgekehrt folgt aus der Giiltigkeit der in Teil (c) von Satz
2.11 gegebenen Darstellung fiir beschriinkte holomorphe Funktionen auf D? die
operatorwertige von Neumannsche Ungleichung.

Bemerkung 2.13. Aus der Giltigkeit von Satz 2.11 folgt die Giiltigkeit der
operatorwertigen von Neumannschen Ungleichung in der in Satz 2.10 beschrie-

benen Form.

Beweis. Sei f € H*(D?, L(€)) und sei ohne Einschrinkung || f||e pz = 1.
Nach Satz 2.11 (c) hat f fiir z € D? eine Darstellung

f(z)=A+BZ(1-D2Z)"'C
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mit einem unitdren Operator

U= (g g)EL(S@(’CI@’CQ))'

Sei T = (Ty,Ty) € L(H)? ein vertauschendes Paar von Kontraktionen mit
o(T) C D?. Benutzt man Standardeigenschaften des analytischen Funktional-
kalkiils, so erhilt man

F(T)=13®@ A+ (1% ® B)Z(T) (lug(ciak,) — (1 ® D)Z(T)) '1y4 ® C.
Da der Operator

(17{®A 14 ® B

21, QUELHED (KoK
1 ®C 1H®D> 3 ® (He (o (K1 oK)

eine Kontraktion ist, folgt die Behauptung aus Lemma 2.4, falls die Abbildung
Z(T) € L(H ® (K1 & K2)) eine Kontraktion ist. Um dies einzusehen, seien

m o K@ Ko — K, (k‘l,k‘2) s ki

die kanonischen Projektionen. Da fiir hy,... ,h, € H und ki, ... ki € K;
(1 =1,2), gilt
I ki@ KLEDIP = D (hi@ (ki kD), hy @ (K, k7))
i=1 ij=1

n

= D (b by (K} k) + (k2. ED)
i,j=1

= Y (i @k by ® kD) + (hi @ k2, by @ k2))
i,j=1

n n
= 1Q_hi®kl,) hiok)|’
=1 =1

und da LH{(h®k',h®@k?);h € H,k' € K; fiiri = 1,2} = (HO K1) D (H®K>)
ist, gibt es eine eindeutige unitire Abbildung

U:HRKL D) > (HRK1) & (H®Ks)
mit
Uh® (k' k*) = (hok',hk?)
fir h € H und k' € K1,k% € Ky. Wegen

1 0 0 O
Z(z):z1< ’gl 0)-{-2:2(0 1 )EL(Kl@Kg)
2
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gilt
e, 0 0 0
Z(T)=Tie| +T® € LIH® (K1 @ Ky)).
0 0 0 1,

Vermoge U ist dieser Operator unitir dquivalent zu der Kontraktion
(T1 @1k, ®(Th @ 1k,) € LI(H® K1) ® (H @ K2)).

Also ist Z(T) eine Kontraktion, und Lemma 2.4 zeigt, da§ auch f(T) eine
Kontraktion ist. O

Insbesondere folgt aus der Giiltigkeit von Satz 2.10 auch die von Neumannsche
Ungleichung fiir operatorwertige Polynome. Denn ist T = (T}, Ty) € L(H)? ein
vertauschendes Paar von Kontraktionen und ist p ein operatorwertiges Polynom
in zwei komplexen Variablen, so folgt

P = lim [p(rT)I| < f[pllsope



KAPITEL 3

Darstellung von Funktionen als Summen von

Quadraten

In [CW99] haben Cole und Wermer gezeigt, daff die Andosche Ungleichung fiir
ein Paar von vertauschenden Kontraktionen dquivalent ist zu einer elementaren
Eigenschaft komplexer Polynome in zwei Variablen (siehe Satz 3.3). Im ein-
dimensionalen Fall kann man die entsprechende Eigenschaft eindimensionaler
komplexer Polynome direkt beweisen und erhilt so einen alternativen Beweis
der von Neumannschen Ungleichung fiir einzelne Kontraktionen. Ob ein &hnli-
ches Vorgehen fiir Polynome in zwei Variablen méglich ist, ist eine interessante
offene Frage.

1. Der eindimensionale Fall

Ist f € H>®(ID) rational, d.h. gibt es Polynome p, g in einer komplexen Variablen

mit

und p(z) # 0 fiir z € D, so hat f eine Fortsetzung zu einer holomorphen Funk-
tion auf einer offenen Umgebung U von D. Wihlt man die obige Darstellung
von f so, dal p und ¢ keine gemeinsamen Nullstellen besitzen, so hat p keine
Nullstelle in D. Ist zusiitzlich f eine innere Funktion, d.h. |p(z)] > |q(z)| fiir
z € D und |p(z)| = |q(2)| fir z € T, so gibt es f1,...,8xy € D und ¢ € ID so,
daf}
2= B
1&) =clli=7;

i=1

fiir z € D gilt (siehe z.B. [Con81, Korollar 4.11]). In diesem Fall ist N eindeutig
bestimmt (N ist die Anzahl der Nullstellen von f in D in Vielfachheiten gezéhlt).
Man nennt N den Grad der rationalen inneren Funktion f (N = deg(f)).

Ist f eine rationale innere Funktion vom Grade N und ist

),
=15 (eD)

51
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eine Darstellung von f durch teilerfremde Polynome p,q in einer komplexen
Variablen, so sind p und ¢ bis auf multiplikative Konstanten eindeutig bestimmt
und es gilt

deg(q) = deg(p) = N.

Lemma 3.1. Sei f eine rationale innere Funktion vom Grade n > 1 und sei

q(2)
z)=——= (z€D
f() =15 (zeD)
eine Darstellung von f durch teilerfremde Polynome p,q in einer komplexen
Variablen. Dann existieren Polynome A, auf C mit deg(A,) < n — 1 fir jedes

v=1,...,n so, daf

T = -3 () (20

2\ ) \plw)

fur alle z,w € D gilt.

Beweis. durch Induktion nach n.
Nach obigen Vorbemerkungen hat f fiir n = 1 die Form

i) =22 (e
mit

az) = cz—F) und

p(z) = 1-pz,

wobei |¢| =1 und || < 1. Man rechnet nach:

™I

- Z—,B,’JJ—
1—f(z)f(w) = 1_61—Bzcl—,3
(== B)(w - )
(1= p2)(1 - pw)
L+ |2 — 2 — |BP
(1= p2)(1 - pw)

g

N
= "G50 - pa)
12
= (1 —z20)————.
=) )

Also gilt fiir n = 1 die Behauptung mit

Ai(z) = (1 - |B])2.
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Sei nun ¢ eine rationale innere Funktion vom Grade n + 1 und sei
o) = 1)
p(2)
eine Darstellung von g durch teilerfremde Polynome p,q in einer komplexen
Variablen. Fiir g existieren rationale innere Funktionen hq, hy mit deg(hy) =n
und deg(hz) = 1 so0, dal g = hyho. Seien hy = 1% und hy = g—; Darstellungen von
h1 und ho durch teilerfremde Polynome p1, q; und po, g2 auf C, wobei p = p1ps
und ¢ = q1¢2. Nach Induktionsvoraussetzung existieren dann Polynome B, mit

Grad <m—1firv=1,...,n auf C und eine Konstante C' € C, 5o da
-0 -3 (212) (2
und
L = ha(2)ha(w) = (1 — zw) (p26(12)> @

fiir alle z,w € D gilt. Man setzt nun

A, =pB, firl<v<n

und
An+1 = QIC'
Dann gilt
— 2)hi(w) = (1 — 2w Y 4(z) Avlw)
1= h(hi(w) = (1 >§;<pu>><pw>>
und

hi(2)h1 (w)(1 = ha(2)ha(w))
(EZD (ZiEZD (=) (p2C(YZ)> (mfw)>
= (1-z0) (qu(lz()icz)) <P1(ﬁlf;ll)7)2fw)>

Damit folgt dann

L= g(2)g(@) = 1—hy(2)hn(@) + hi(2) (@)1 — ha(=)rp)
_ R AR TAw)
= (-z0) ), ma><pw>>

v=1
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fiir z,w € Dund jedes A,,v =1,... ,n+1, ist ein Polynom vom Grade < n. [

Bemerkung. Da zwei Polynome p,q € C[z] mit |p| = |g| auf C den gleichen
Grad und die gleichen Nullstellen haben, kénnen sie sich héchstens durch eine
multiplikative Konstante vom Betrag 1 unterscheiden.

Damit folgt nun die gewiinschte Eigenschaft fiir Polynome in einer komplexen
Variablen:

Satz 3.2. Seien p,q Polynome in einer komplexen Variablen. Es gelte

p(2)] = la(2)]

fiir z € D und

fiir z € T.
Sei N := deg(q). Dann ezistieren Polynome A, auf C mit deg(A,) < N — 1,
1<v <N, so daf8

N

p(2)p(w) — q(2)g(w) = (1 - z0) Y Ay(2) Ay (w)

v=1

fir z,w € C gilt. Die Summe auf der rechten Seite definiert einen positiven
Polynomkern vom Grade < N — 1 auf C.

Beweis. Nach obiger Bemerkung kann man annehmen, daf} |p| # |¢| auf C.
Wir setzen zunéichst voraus, dafi p und ¢ teilerfremde Polynome sind. Aus der
Teilerfremdheit und da |p(z)| > |q(z)| auf D folgt, daB p keine Nullstelle in D hat.
Also kénnen wir eine Funktion f auf D) definieren als f = %. Offensichtlich ist
f eine nicht konstante, rationale innere Funktion auf D mit deg(f) = N > 1.
Wir wihlen nun wie in Lemma 3.1 Polynome A, mit deg(A,) < N — 1 fur
1 < v < N. Multipliziert man nun beide Seiten der Gleichung in Lemma 3.1
mit p(z)p(w), so erhilt man

N

p(2)p(w) — q(2)g(w) = (1 - z0) Y Ay(2) Ay (w)

v=1

fiir z,w € D. Da beide Seiten dieser Gleichung Polynome in den Variablen z, w
sind, muf} sie auch fiir alle z,w € C gelten.

Seien nun p und ¢ nicht teilerfremd. Dann kann man p und ¢ schreiben als
p = rp; und ¢ = rg; mit p; und ¢ teilerfremd und deg(q1) < deg(q). Die



2. DIE QUADRATSUMMENDARSTELLUNG AUF DEM BIZYLINDER 55

Voraussetzungen des Satzes fiir p; und ¢; folgen aus den entsprechenden Be-
dingungen fiir p und gq.
Da fiir die teilerfremden Polynome p; und ¢; Polynome Ay,, v =1,... , N mit

N
pr(2)p1(w) = a1 ()i (w) = (1= 2d) Y Ay (2) Ary (w)

v=1

und deg(A1,) < deg(q1) — 1 existieren, folgt die gewiinschte Gleichung aus

p(2)p(w) — (2)g(w) = r(2)r(w)(pi()p1(w) — g1 ()q1 (w))
N
= r(@)rw)(1 - 2m) > A1, (2)Ar, (w)
v=1
N
= (1-20) ) A(2)A,(w),
v=1
wobei die A, = rAy, fir v = 1,... , N Polynome sind, die jeweils Grad <

deg(r) + deg(q1) — 1 = deg(q) — 1 haben. Somit gilt die Behauptung in allen
Fillen.
Die Schluflbemerkung in Satz 3.2 folgt direkt aus Satz 1.15. O

2. Die Quadratsummendarstellung auf dem Bizylinder

Wir wollen im Folgenden zeigen, dal man Satz 2.5 und damit die Andosche
Ungleichung fiir Paare von vertauschenden Kontraktionen auf Hilbertrdumen
benutzen kann, um ein Analogon von Satz 3.2 fiir Polynome in zwei komplexen

Variablen zu zeigen.

Satz 3.3. Seien p,q Polynome in zwei komplexen Variablen. Es gelte
fiir z € D? und

fiir z € T2. Sei N := deg(q). Dann gibt es Polynome A,,B,, (v =1,...,r),
vom Grade < N — 1 auf C?, so daff

PP —laz)P = =]z 1A G)P
v=1

+ (L= ) |Bu(2)]
v=1
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fiir alle z = (21, 22) € C? gilt und allgemeiner
—_— r —_—
p(2)p(w) = q(z)g(w) = (1—=zw7) ) Ay(2)A, (w)
v=1

+ (1 — zow3) Z B,(z)By(w)
v=1
fiir alle z = (21, 22) und w = (wy,ws) € C2.

Beweis. Ist p = 0, so ist auch ¢ = 0 und die beiden Gleichungen sind erfiillt
fiir r = 1 und Ay = By = 0. Also kann man ohne Einschrinkung annehmen,
daf} p # 0 ist.

Sei V = {z € C?;p(z) = 0} die Nullstellenmenge von p. Wir definieren

_az)
& =506)
fir z € D> NVC. Da |p(2)| > |q(2)] fiir z € D2, folgt

If() <1

fir z € D? N VC. Dann kann man f nach dem Riemannschen Hebbarkeits-
satz (siehe z.B. [Kra82, Theorem 7.3.3]) zu einer analytischen Funktion f auf
D? mit ||f|lope < 1 fortsetzen. Nach Satz 2.5 und Bemerkung 2.6 existieren
dann positive holomorphe Kerne K; und K, auf D?, zu denen nach Satz 1.9
Darstellungen (71, H1) und (72, Ho) exstieren, so daf}

1—f(2)f(w) = (1 = zw1)K1(z,w) + (1 — z0w3) K2 (2, w)

fiir alle z = (21, 22) und w = (w1, wy) € D? gilt. Multipliziert man diese Glei-

chung mit p(z)p(w), so erhilt man

p(2)p(w) = q(z)q(w)

= (1= zw)p(2)p(w) Ki(z,w) + (1 = zow2)p(2)p(w) Ka(z, w)
zunichst fiir z,w € D? N VY und aus Stetigkeitsgriinden fiir alle z,w € D?.

Definiert man

p(w)Ki(z,w) und

(w)Ka(z,w) (z,w € ]D)Q),

Ri(z,w) = p(2)
Ry(z,w) = p(2)

SRS

so wird die Gleichung zu

p(2)p(w) = q(2)q(w) = (1 = 21w7) R (2, w) + (1 — 20wW32) Ra(2, w)
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fiir alle z,w € D?. R; und Ry sind ebenfalls positive holomorphe Kerne auf I?
mit Darstellungen (pr,71) und (p72, H2). Setzt man

K:Kl—l-Kg,
und
R=Ri+ Ry

so sind auch K und R auf D? positiv definit. Eine Darstellung (7,%) von K im
Sinne von Satz 1.9 erhilt man wie folgt. Wir setzen

H=HdHo
und
7:D% 5 H, 7(2) = 11(2) ®(2).

Dann ist (7,) eine Darstellung von K.
Eine Darstellung (o, H) von R erhélt man mit der Abbildung

o:D? = H, o(z)=p)r(2).

Nach Satz 1.11 ist ¢ auf D? analytisch und es existieren Vektoren bjr € H,
0<j,k < o0, sodaf
o(z)= 3 busdz  (zeD?)
3k>0
und
> lbjilir’ ™ <00 (r<1).
3,k>0

Fir j 4+ k > N = deg(q) ist bj, =0, denn:
Fixiere & € C mit |a| = 1. Fiir jede Abbildung p von D? in eine Menge S sei
Po : D — S definiert durch

pa(z) = p(z; z).

Auf diese Weise erhilt man Polynome p, und g, mit deg(qg,) < N auf C und
analytische Abbildungen 7,04 : D — H. Dann folgt (e = 1)

Pa(2)pa(w) — qa(2)ga(w)

= p(z,az)p(w, aw) — q(z, az)q(w, aw)

(1 — zw)Ry1((z, az), (w, aw)) 4+ (1 — azaw)Ra((z, az), (w, aw))
= (1 —-zw)R((z, az), (w,aw))
(
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fiir alle z,w € D, wobei
R%(z,w) = R((z, az), (w,aw)) (2,w € D)

ein positiver holomorpher Kern auf D ist. Dieser hat die Darstellung (oq, H),
denn es gilt:

R*(z,w) = R((z, az),(w,aw))
= (o(z,az),0(w,aw))
= (0a(2),00(w)) (z,w € D).

Da p, und ¢, Polynome auf D sind, fiir die die Voraussetzungen aus Satz 3.2
gelten, existiert auf D ein positiver Polynomkern M* mit Grad < N — 1
so dal M® = R® auf D?. Nach Satz 1.15 hat M® eine Darstellung (x®, H%),
wobei x® : D — H® ein Polynom vom Grad < N — 1 ist. Dann ist (x®, H?*)
auch eine Darstellung von R®. Der positive holomorphe Kern R® hat also zwei
Darstellungen (o4, H) und (x®, H®). Dann existiert nach Satz 1.9 eine lineare
Abbildung U : H* — H, so daf}

0o =Uox"
auf D gilt. Also ist auch o, ein Polyom vom Grad < N — 1.
Setzt man nun
dy(a) = Z bjkak furp>0,
J+k=p
dann folgt mit der Reihendarstellung von o

oa(z) =0(z,02) = Z bjkzj(ozz)k
k>0

= Z bjkzj+k0[k
j, k>0
oo
= dp(a)2?

p=0
fiir alle z € D. Da deg(oy) < N — 1 ist, gilt:

p
0= dp(a) = Z bp,k,kak
k=0

fiir p > N. Da dies fiir alle o mit |a| = 1 richtig ist, ist b, = 0 fiir allep > N
und £ =0,... ,p und somit bj; =0 fiir j + k£ > N.
Damit und mit der Reihendarstellung von o folgt nun

o(z) = Z bjnz]2h

jHk<N-1
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fiir z = (21, 22) € D2.

Die positiven holomorphen Kerne R; und Ry kann man auf C? zu positiven
Polynomkernen mit Grad < N —1 fortsetzen. Sei dazu E die Projektion von H
auf H;. Da fiir z € D?

p(2)71(2) © p(2)72(2),

Q
—~
N
~—
I
S
—~
N
~—
\]
—~
N
~—
I

gilt, hat man also
E(o(2)) =p(z)1i(2) (2 €D?),
Setzt man cj, = E(bjx) fir alle 5,k mit j + k& < N — 1, so erhilt man fiir alle
z € D?
p()m(z) = Y. cpaldb.
JHk<N—1
Da Ry die Darstellung (p7i,H1) hat, gilt
Ra(eyw) = (pl2)m(2), plw)m(w)) (s € 17)

und somit gibt es eine Fortsetzung von R; zu einem positiven Polynomkern mit
Grad < N — 1 auf C?. Nach Satz 1.15 existieren dann Polynome Aj,..., Ay
vom Grade < N — 1 auf C?, so daB fiir alle z,w € D?

d
Ri(z,w) =Y Ay (2)A,(w)
v=1

gilt. Analog existieren auch zu Ry Polynome By,... , By vom Grade < N — 1
auf C?, so daB fiir alle z,w € D?

dl
Ry(z,w) =Y _ B,(2)B,(w)
v=1

gilt. Setzt man nun die obigen Darstellungen von R; und R in die Gleichung

p(2)p(w) — q(2)g(w) = (1 — z1W71) Ri1(2,w) + (1 — 22w03) Ra(2, w)
von oben ein, so erhilt man die Behauptung. O

Bemerkung 3.4. (a) Nach dem Beweis von Satz 3.3 kann man die Polynome
Ay, By, so wahlen, dafl

deg(A,) < deg(q) — 1
und
deg(B,) < deg(q) — 1

firv=1,...,r.
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(b) Die Darstellung fiir p(z)p(w) — q(2)q(w) in Satz 3.3 kann aus der fiir

Ip(2)1? — |q(2)|? gegebenen Darstellung hergeleitet werden.

Beweis. Von (b).
Seien also die Voraussetzungen wie in Satz 3.3 und es gelte:

PP —la(=)]> = (1 —]zP) ) |Au(2)]
v=1

+ (L=l ) IBu(2)]
v=1

fiir alle z € C2. Man definiert fiir alle Polynome A auf C? das Polynom A durch:
Alz) =A(z) (zeC).

Ist

dann ist

Az) =) Gz
jyk:()

Dann kann man obige Gleichung auch schreiben als

p(2)p(2) —q(2)i(2) = (1—2171) Y A(2)A,(2)
v=1

+ (1-%%) Y Bu=)Bu(2)
v=1

fiir alle z € C2.
Man definiert das Polynom S(z1, 22, &1,&2) in vier komplexen Variablen durch

S(z,6) = p(2)p(&) — q(2)q(&)
— (1=218) ) A(2)A(6) — (1 - 28) Y Bu(2)Bu(é).
v=1 v=1

Dann folgt mit obiger Gleichung, daf S(z,z) = 0 fiir alle z € C2. Schreibt man
nun das Polynom S(z, Z) als

S(z,2) = Zaaﬂzaiﬁ
mit Koeflizienten a,3 € C und «, 8 € N2, so gilt

1 o* 9

Aap = Mﬁﬁs(%fﬂz:o =0
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fiir alle o, 8 € N? und somit S(z, &) = 0 fiir alle z, & € C2. Also gilt die Gleichung

aus Satz 3.3 fiir alle z,w € C2. O
Korollar 3.5. Sei ¢ ecine rationale innere Funktion auf I? mit ¢ = % fir
Polynome p, q in zwei komplezen Variablen und p # 0 auf D?. Dann existieren
Polynome Ay, B,, v=1,...,r, in zwei komplexen Variablen, so daf, falls man
fv= % und g, = % setzt,

L=p(z)p(w) = (1—-zw) ny(z)m
v=1

+ (1= 2@2) ) gu(2)gy(w)
v=1

fiir alle z = (21, 22) und w = (wy,wz) € D? gilt.
Die Funktionen f,, g, sind rational und auf D? analytisch.

Beweis. Nach Satz 3.3 existieren Polynome A,, B,, v = 1,... ,r, in zwei
komplexen Variablen, so daf§

p()p(w) = q(z)a(w) = (1-zd1) )y A(2)A, (w)
v=1

= (1 — zowo) ZBu(z)Bu(w)
v=1

fiir alle z = (21,22) und w = (wy,wy) € D? gilt. Dividiert man beide Seiten

dieser Gleichung durch p(z)p(w)(# 0), so erhilt man

1—p(2)p(w) = (1-zw) ny(z)m
v=1

+ (1= 22) ) gu(2)gy(w)
v=1

fiir alle z = (21,22) und w = (wy,wy) € D?. O
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3. Ein Kalkiil holomorpher C-wertiger Funktionen

Um Satz 3.2 und Satz 3.3 in der Operatorentheorie anwenden zu kénnen, benoti-
gen wir noch einen Kalkiil fiir holomorphe C-wertige Funktionen.

Sei dazu im Folgenden H ein Hilbertraum.

Jede Funktion f € O(D?) hat eine Potenzreihendarstellung

f(z) = Z ao2"

aeN2

fir 2 = (21,22) € D?. Diese Potenzreihenentwicklung konvergiert kompakt
gleichmiBig und absolut auf D?. Fiir zwei strikte Kontraktionen S, T € L(H)
definiert man dann f(S,7T) durch

F(S.T) =" anSMT™.

acN?

Fiir jedes vertauschende Tupel T' = (Ti,... ,T,) € L(H)™ von Operatoren kann
man ein gemeinsames Spektrum, das sogenannte Taylor-Spektrum, (7)) C C*
so definieren, daf gilt:

(i) 0 # o(T) C C" ist kompakt
(ii) Es existiert ein Algebrenhomomorphismus

®:0(a(T)) = L(H), [ 2(f) = f(T)
mit
(1) =1y und P(z)=T; (1<i<n).

Die Abbildung @ erfiillt auBerdem fiir f = (f1,..., fm) € OU)™, wobei
U D o(T) offen sei, den spektralen Abbildungssatz

o(fi(T), ..., fm(T)) = f(o(T)).
Fiir T € L(H)" vertauschend gilt
o(T*) = o(T).
Fiir f € O(U) mit U S o(T) offen, ist
f:U—=C f(z):=[(2)

analytisch und es gilt

F(T)" = f(T™).
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Die Definition und Beweise der wichtigsten Eigenschaften des analytischen
Funktionalkalkiils in mehreren Variablen findet der Leser etwa in [EP96].
Fiir T € L(H) definiert

Ly L(H) — LH), X > TX

Rr:L(H) — LMH), X—XT
die Links- bzw. Rechtsmultiplikation mit T". Offensichtlich ist fiir zwei vertau-
schende Tupel S = (Si,...,5,) € L(H)" und T = (T,... ,T,,) € L(H)" das
Tupel

Msry = (Ls,Rr) = (Ls,,-.. ,Ls,,Rry,... , Rr,) € L(L(H))™"

vertauschend. Man kann zeigen (siehe [Esc88]), daf§ in diesem Fall

o(Msr)) = o(8) x o(T) (CC™)

gilt. Somit 148t sich Mg ) vermoge des analytischen Funktionalkalkiils in Funk-
tionen f € O(c(S) x o(T)) einsetzen. Ist f € O(D" x D") eine analytische
Funktion mit Potenzreihenentwicklung f(z,w) = > e Gz w* und gilt
o(S)Uo(T) C D", so folgt
FMsm)(n) = (Y aald R3?)(1y)
aEN?

— (Z aqLgor Rpos ) (1)

acN?

= Y ST,

aeN?
Hat die Funktion f € O(D" x ") die Form

f(z,w) = g(z)h(w)
mit analytischen Funktionen g und A, dann gilt
f(Msm)(1n) = g(Msry)h(Msr))(13)
= g(Ls)h(Rr)(1y)
= (Lgs)Rn(r)) (1)
= g(S)A(T).
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4. Anwendungen in der Operatorentheorie

Sei T im Folgenden eine strikte Kontraktion auf einem Hilbertraum H. In die-
sem Fall gilt auch 13 — TT* > 0.

Satz 3.6. Sei T wie oben und ¢ eine rationale innere Funktion auf C. Dann
eristieren rationale Funktionen f,, v = 1,... ,n, auf C, die analytisch auf D
sind, so daf$ gilt:

L = o(T)(T)* =Y fu(T) (1 = TT*) f,(T)".
v=1

Beweis. Sei ¢ eine rationale innere Funktion auf C. Dann kann man ¢

schreiben als ¢ = % mit teilerfremden Polynomen p und ¢ auf C. Nach Lemma

3.1 existieren dann rationale Funktionen fi,... , f, auf C, deren Nenner mit p

iibereinstimmen, so dafl

L= p()p(w) = (1 - zw) Y fu(2) fu(w)
v=1

fir z,w € D gilt. Insbesondere ist jedes f, analytisch auf ID. Nach Definition
von ¢ kann man diese Gleichung auch in der Form

1 —p(z)p(w) = (1 — zw) Zf,, fu ()
fiir z, w € D schreiben. Da z und w unabhingig sind, gilt auch

1—p(2)@(6) = (1 - 2¢) ny ) ful€ qu (1 —26) £, (&)

fiir z,& € D.
Die Funktion

O(z,8) =1-p(2)@(§) (2,¢€D)

A
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ist analytisch auf D?. Dann folgt die Behauptung mit dem im vorherigen Ab-
schnitt eingefithrten analytischen Funktionalkalkiil

Ly —p(Mp(T)" = 1y — e(T)p(T")
= O(Mrr+))(13)

_ ilfl,(LT)(lL(rH) — LrRy-) fu(Ry+) (13)
= zn; Ly,y(1pee) — LT R )R} ey (130)
- z:fl,(T)(er - TT*) f,(T)".
0

Aus Satz 3.6 folgt die von Neumannsche Ungleichung fiir die strikte Kontraktion
T, denn offensichtlich gilt

Ly —o(T)p(T)" >0
und somit
le(T)|| < 1.

Sei nun p ein Polynom in einer komplexen Variablen mit |p(z)| < 1 auf D.
Dann existiert nach dem Satz von Carathéodory (siche [Gar81, Theorem 2.1])
eine Folge von endlichen Blaschke-Produkten {¢,}5°,, die auf D kompakt
gleichméflig gegen p konvergiert. Indem man Satz 3.6 auf die Funktionen ¢,

anwendet, erhilt man
Ip(T)] = Tim lon(T)]| < 1.

Daraus erhilt man die von Neumannsche Ungleichung auch fiir beliebige Kon-
traktionen T' € L(#). Sei dazu p ein Polynom in einer komplexen Variablen mit
1plloo,p < 1, s0 folgt

Ip(T)|| = lim [[p(rT)[| < 1.
ril

Eine analoge Aussage gilt auch fiir ein Paar von vertauschenden strikten Kon-

traktionen:
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Satz 3.7. Sei (T1,T>) ein Paar von vertauschenden strikten Kontraktionen auf
einem Hilbertraum H und ¢ eine rationale innere Funktion auf D?. Dann exis-
tieren rationale Funktionen fi,...,fs und gi,... ,gs auf C?, die auf D? analy-
tisch sind, so daf die folgende Gleichheit gilt:

Ly — (T, To)p(T1, To)* = > ful(Th, To) (13 — TVTY) o (Th, To)*
v=1

S
+ ) 9T, 1) (g — ToT3) g, (T1, To)"
v=1

Beweis. Sei ¢ eine rationale innere Funktion auf D?. Dann kann man ¢
schreiben als ¢ = % mit Polynomen p und ¢. Dann existieren nach Korollar
3.5 rationale Funktionen fi,..., fs und g1,... ,gs auf C?, deren Nenner mit p

iibereinstimmen, so daf}

L—p(2)p ( ) = (1 — zwn) qu fo(w) + (1 — z0w3) ZQV

fiir z = (21, 22) und w = (wy, wy) € D? gilt. Insbesondere ist jedes f, und jedes
g, analytisch auf D?. Nach Definition von ¢ kann man diese Gleichung auch in
der Form

S S
v=1 v=1

fiir z = (21, 22) und w = (w1, w2) € D? schreiben. Da z und w unabhingig sind,
gilt auch

L—o(2)3(€) = (1—28) > fo() (@) + (1 —28) Y 9,(2)3(6)
v=1 v=1
= Y A0 - 26l +ng (1 — 222)9u(€)
v=1

fiir z,¢ € D?. Die Funktion

D(z,6) =1 - p(2)%(¢)

ist analytisch auf D? x D?. Dann folgt die Behauptung mit dem im vorheri-
gen Abschnitt eingefiihrten Funktionalkalkiil fiir das Paar T = (T,7T%) von
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vertauschenden strikten Kontraktionen wie im Beweis von Satz 3.6:

Ly — o(T)p(T)*
= 1y —(T)p(T")
= (M) (1%)

= D (D) =TT f(T*) + Y 9,(T) (1 = TT3) 3, (T*)
v=1

S
= va(T 1y — T1T1 ) fu(T +Zgu I’H_TITI*)QV(T)*-

O

Aus Satz 3.7 folgt die Andosche Ungleichung fiir das Paar (71, 7T%) von vertau-
schenden strikten Kontraktionen:

Sei p ein Polynom in zwei komplexen Variablen mit |[p|l pz < 1. Da der Satz
von Carathéodory auch mehrdimensional gilt (siehe [Rud69, S.126]), existiert
eine Folge {(,,}°° | von rationalen inneren Funktionen auf D?, die auf D? kom-
pakt gleichmifiig gegen p konvergiert. Aus Satz 3.7 folgt || (T1,T%)|| < 1 und
somit gilt

Ip(T1, To) | = lim i (T1, To)[| < 1
n—o0

genau wie im eindimensionalen Fall. Daraus erhilt man auch fiir ein beliebiges
Paar von vertauschenden Kontraktionen T' € L(#)? die Andosche Ungleichung.
Sei dazu p ein Polynom in zwei komplexen Variablen, so folgt

: p
lp(T) | = Tim [[pll oo b2 || 77— (rT) || < llplloo,pe -
ril 121l o0,p2

Bemerkung. Fir Polynome in N > 3 Variablen ist Satz 3.3 falsch. Denn
wiirde ein solcher Satz gelten, dann wiirde daraus wie im oben beschriebenen
zweidimensionalen Fall die Andosche Ungleichung fiir ein beliebiges Tupel von
vertauschenden Kontraktionen folgen. Wir wissen aber, daf} ein solches Analo-
gon der Andoschen Ungleichung falsch ist (siehe [Var74]).

Wie eingangs erwéhnt, ist eine interessante offene Frage (vgl. [CW99]), ob es
moglich ist, einen direkten Beweis fiir Satz 3.3 zu geben, der nicht die Ando-
sche Ungleichung fiir Paare von vertauschenden Kontraktionen benutzt. Wir
schlieBen die Arbeit mit einigen Anmerkungen zu diesem Problem.
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Die von Rudin in [Rud69, Satz 5.5.1] gegebene Version des Satzes von Carathéodory

zeigt, dafl jede Funktion f € H*°(D") auf D" kompakt gleichméafiig durch eine

Folge innerer Funktionen in A(ID") approximiert werden kann. Fiir n = 1 sind

die inneren Funktionen in A(D) genau die endlichen Blaschke-Produkte. Nach

Satz 5.2.5 in [Rud69] sind allgemeiner die inneren Funktionen in A(D™) genau

die rationalen Funktionen der Form
IO 6

p(2)
wobei p ein Polynom in n komplexen Variablen ist, das keine Nullstelle in D"

hat, und m ein Monom ist so, daf} m(z)ﬁ(%) ein Polynom in n komplexen

)

Variablen ist. Es geniigt also, Satz 3.3 zu beweisen fiir den Fall, dafl p ein
Polynom in zwei komplexen Variablen ohne Nullstellen in D? ist und daf ¢ ein
Polynom in zwei komplexen Variablen von der Form
o(z) = m(2)p ()
mit einem geeigneten Monom m ist. Fiir einfache Beispiele der Form
p(z) =14+ az +bz (a,beC:lal+ b < 1)
und
m(z) = z129

haben Cole und Wermer in [CW99] die Losbarkeit dieses Problems durch ex-
plizite Rechnungen nachgepriift. Ob das Problem allgemein mit direkten Me-
thoden l6sbar ist, muf3 an dieser Stelle offen bleiben.

Offenes Problem: Sie p ein Polynom in zwei komplexen Variablen ohne Null-

stellen in D? und sei m(z) = 2% (o € N?) ein Monom mit der Eigenschaft,

daB ¢(z) = m(2)p(1) ein Polynom in zwei komplexen Variablen ist. Man zei-
ge ohne Benutzung der Andoschen Ungleichung, daf endlich viele Polynome

Ai,..., A, By,..., B, in zwei komplexen Variablen existieren mit
r r
p(2)1” = la(2)]” = (1 = [21*) D [Au(2)” + (1= |2[) Y 1B.(2)]
v=1 v=1

fiir alle z € C2.
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