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EinleitungEin wihtiger Satz der Funktionalanalysis des letzten Jahrhunderts ist der Di-latationssatz von Sz.-Nagy [SN53℄, wonah zu jeder Kontraktion auf einemHilbertraum eine minimale unit�are bzw. isometrishe Dilatation existiert. Ausdiesem Satz folgt unmittelbar die G�ultigkeit der von Neumannshen Unglei-hung:Sei T eine Kontraktion auf einem Hilbertraum H. Dann gilt f�ur jedes Polynomp in einer komplexen Variablen die Ungleihungkp(T )k � kpk1;�D :Nah Sz.-Nagy hat die Kontraktion T eine unit�are Dilatation U auf einemHilbertraum K � H. Es gilt alsoT� = PH U� jHf�ur � 2 N. Damit sieht man nun leiht, da�kp(T )k = kPH p(U)jHk� kp(U)k= kpk1;�(U)� kpk1;�D :Nun stellt sih die Frage nah der Verallgemeinerung dieser Ergebnisse auf denmehrdimensionalen Fall. Dazu ben�otigt man zun�ahst eine Verallgemeinerungdes Begri�es der Kontraktion und der zugeh�origen unit�aren bzw. isometrishenDilatation. In der vorliegenden Arbeit gehen wir dabei von einem Tupel vonvertaushenden Kontraktionen T 2 L(H)n aus. Die zugeh�orige unit�are bzw.isometrishe Dilatation ist dann ein Tupel U 2 L(K)n vertaushender unit�arerbzw. isometrisher Abbildungen auf einem gr�o�eren Hilbertraum K, so da�T� = PH U� jHf�ur � 2 Nn gilt. Im Jahr 1963 zeigte Ando [And63℄ die Existenz einer mini-2



EINLEITUNG 3malen unit�aren bzw. isometrishen Dilatation f�ur ein Paar von vertaushendenKontraktionen. Genauso wie auf D aus dem Dilatationssatz von Sz.-Nagy dievon Neumannshe Ungleihung folgt, erh�alt man eine analoge Ungleihung f�urPaare von vertaushenden Kontraktionen, die als die Andoshe Ungleihungbekannt ist:Sei T = (T1; T2) ein Paar von vertaushenden Kontraktionen in L(H)2. Danngilt f�ur jedes Polynom p in zwei komplexen Variablen die Ungleihungkp(T )k � kpk1;�D2 :
Jedoh zeigt ein Gegenbeispiel von Parrott [Par70℄ aus dem Jahr 1970, da� dreioder mehr vertaushende Kontraktionen im Allgemeinen keine vertaushendenunit�aren bzw. isometrishen Dilatationen haben. Au�erdem wurde von Varo-poulos [Var74℄ und Crabb-Davie [CD75℄ gezeigt, da� f�ur n � 3 die von Neu-mannshe Ungleihung f�ur ein vertaushendes Tupel von n Kontraktionen imAllgemeinen falsh ist.Der Satz von Fej�er-Riesz, wonah jedes auf dem Rand des Einheiskreises niht-negative trigonometrishe Polynom von der Form jp(ei�)j2 mit einem geeignetenPolynom p ist, liefert eine zweite M�oglihkeit, die von Neumannshe Unglei-hung zu beweisen. Cole und Wermer haben in ihrer Arbeit aus dem Jahr 1999[CW99℄ gezeigt, da� eine �ahnlihe Eigenshaft von Polynomen in zwei kom-plexen Variablen �aquivalent zur Andoshen Ungleihung ist. Eine interessanteo�ene Frage ist, ob es wie im eindimensionalen Fall m�oglih ist, diese Eigen-shaft von komplexwertigen Polynomen in zwei Variablen direkt zu zeigen undsomit einen alternativen Beweis der Andoshen Ungleihung zu erhalten. In[CW99℄ benutzen Cole und Wermer einen Interpolationssatz von Agler (Pro-position 5.2 in [CW99℄), um die angesprohene Eigenshaft von Polynomen inzwei komplexen Variablen herzuleiten, f�uhren aber keinen Beweis daf�ur an. Daserste Ziel dieser Arbeit wird sein, einen Beweis einer geeigneten Version desInterpolationssatzes von Agler zu geben. Eine wihtige Rolle spielen in diesemZusammenhang positiv de�nite Abbildungen.Das erste Kapitel gibt dementsprehend eine Zusammenfassung der wihtigstenS�atze �uber operatorwertige positiv de�nite Abbildungen. Danah f�uhren wir denSpezialfall der skalarwertigen positiv de�niten Abbildungen noh weiter aus, derin der vorliegenden Arbeit eine zentrale Rolle spielen wird.



4 EINLEITUNGIm zweiten Kapitel folgt dann der oben erw�ahnte Interpolationssatz (Satz 2.5).Sei f : S ! C eine komplexwertige Funktion auf einer beliebigen Teilmen-ge S des Bizylinders. In Satz 2.5 harakterisieren wir die Fortsetzbarkeit vonf zu einer holomorphen Funktion F : D 2 ! C mit kFk1;D2 � 1 durh dieExistenz geeigneter positiv de�niter Abbildungen. Wir zeigen auh, da� dasFortsetzungsproblem genau dann l�osbar ist, wenn f sih als Transferfunktioneines geeigneten unit�aren Matrixoperators shreiben l�a�t . Zum Beweis der obi-gen �Aquivalenzen benutzen wir die Andoshe Ungleihung f�ur vertaushendePaare von Kontraktionen und modi�zieren ein von Agler in einer �ahnlihenSituation [Agl90℄ gegebenes lokalkonvexes Trennungsargument. Mit Hilfe ei-ner operatorwertigen von Neumannshen Ungleihung, die wir im zweiten Teildieses Kapitels herleiten, zeigen wir, da� eine analoge Aussage auh f�ur opera-torwertige Funktionen f : S ! L(E), wobei E ein Hilbertraum ist, G�ultigkeithat (Satz 2.11). Wir zeigen an dieser Stelle ebenfalls, wie man die operatorwer-tige von Neumannshe Ungleihung direkt aus Satz 2.11 zur�ukerh�alt.Shlie�lih benutzen wir im dritten Kapitel den oben beshriebenen Interpola-tionssatz (Satz 2.5), um eine geeignete Quadratsummendarstellung f�ur Polyno-me in zwei komplexen Variablen (Satz 3.3) herzuleiten. Dieses Ergebnis wendenwir dann mit Hilfe eines Funktionalkalk�uls f�ur holomorphe C -wertige Funktio-nen auf Paare vertaushender Kontraktionen an und erhalten so die AndosheUngleihung. Es bleibt weiterhin o�en, ob es m�oglih ist, die in Satz 3.3 be-shriebene Eigenshaft auh direkt, d.h. ohne die Andoshe Ungleihung, zuzeigen, um so einen alternativen Beweis der Andoshen Ungleihung zu erhal-ten. Wir beenden die Arbeit mit einer Bemerkung, die zeigt, da� es gen�ugt, dievon Cole und Wermer gestellte o�ene Frage in einer etwas spezielleren Situationzu beantworten.Mein herzlihster Dank gilt Herrn Prof. Dr. J�org Eshmeier f�ur die Themenstel-lung und die geduldige Betreuung, Christoph Barbian f�ur die vielen hilfreihenHinweise und Daniel Sonntag { niht nur f�ur seine M�uhe beim Korrekturlesen.Ih m�ohte mih auh bei meinen Eltern bedanken, die mir das Studium derMathematik erst erm�ogliht und mih auh w�ahrend des Studiums unterst�utzthaben.



NotationenAn dieser Stelle erkl�aren wir einige Notationen und Symbole, die durhgehendin der vorliegenden Arbeit verwendet werden.
� F�ur zwei normierte R�aume X und Y bezeihnet L(X;Y ) den Raum allerstetig linearen Abbildungen von X nah Y . Abk�urzend wird auh L(X)anstatt L(X;X) verwendet. F�ur einen normierten Raum X sei 1X immerdie identishe Abbildung von X nah X. Kern und Bild einer linearenAbbildung T werden mit ker T und Im T bezeihnet.� Wir bezeihnen mit{ 
� das �-Tensorprodukt{ 
2 das Hilbertraumtensorprodukt{ 
̂�, 
̂2 die vervollst�andigten Tensorprodukte.Abk�urzend shreiben wir H 
 G f�ur das vervollst�andigte Hilbertraum-tensorprodukt von zwei Hilbertr�aumen H und G, also H 
G = H
̂2 G.� In einem Hilbertraum H steht PM immer f�ur die Orthogonalprojektionauf einen abgeshlossenen Teilraum M von H.� Es bezeihnet D die o�ene Einheitskreissheibe in C und D n = D �: : :�Dden o�enen Einheitspolyzylinder in C n .� F�ur eine o�ene Menge U � C n ist O(U) die Menge der holomorphenFunktionen auf U . Ist X ein Banahraum, so bezeihnet O(U;X) dieMenge der X-wertigen holomorphen Funktionen auf U .� Wir bezeihnen mit A(D n) die Diskalgebra der auf �D n stetigen und aufD n holomorphen Funktionen f : �D n ! C .5



6 NOTATIONEN� F�ur U � C n ist die Menge ~U de�niert als~U = f�z; z 2 Ug:F�ur eine Abbildung f : U ! C ist die Abbildung ~f de�niert als~f : ~U ! C ; ~f(z) = f(�z):F�ur eine Abbildung f : U ! L(E) (E ein Hilbertraum) ist die Abbildung~f de�niert durh ~f : U ! L(E); ~f(z) = f(�z)�:Somit ist f genau dann analytish, wenn ~f es ist.� F�ur einen Multiindex � 2 Nn seij�j = nXi=1 �i;sowie f�ur z 2 C n z� = z�11 � : : : � z�nn :� F�ur Elemente x; y eines Hilbertraumes H bezeihnen wir mit x 
 y dieAbbildung x
 y : H ! Hh 7! hh; yix:� Wir bezeihnen einen Operator T 2 L(H) als strikte Kontraktion, fallskTk < 1.



KAPITEL 1Positiv de�nite AbbildungenIm folgenden Kapitel werden zun�ahst der Begri� der positiven De�nitheit vonoperatorwertigen Abbildungen auf X�X (X eine Menge) eingef�uhrt und einigegrundlegende Eigenshaften solher Abbildungen untersuht. Danah betrah-ten wir den Spezialfall der skalarwertigen positiv de�niten Abbildungen, dadieser in der vorliegenden Arbeit eine wihtige Rolle spielt.1. Operatorwertige positiv de�nite AbbildungenWir f�uhren aber zun�ahst noh die Begri�e des funktionalen Hilbertraumes unddes zugeh�origen reproduzierenden Kerns ein, da diese zum Beweis der S�atze�uber skalarwertige positiv de�nite Abbildungen ben�otigt werden.Sei im Folgenden X eine Menge und E ein Hilbertraum.De�nition 1.1. Ein Hilbertraum H � EX hei�t funktional, falls f�ur jedesz 2 X die Punktauswertung Æz : H ! E ; f 7! f(z)stetig ist.Der n�ahste Satz gibt eine weitere Charakterisierung funktionaler Hilbertr�aume.Satz 1.2. Sei H � EX ein Hilbertraum. Dann sind �aquivalent:(a) H ist funktional.(b) Es existiert eine Abbildung K : X�X ! L(E) mit folgenden Eigenshaften:� F�ur x 2 E und w 2 X liegt die Abbildung z 7! K(z; w)x in H.� Es ist hf;K(�; w)xi = hf(w); xi f�ur alle x 2 E, w 2 X und f 2 H.In diesem Fall ist K eindeutig bestimmt und hei�t reproduzierender Kern vonH. Beweis. Es gelte (a). F�ur w 2 X sei Æw die stetige lineare AbbildungÆw : H ! E ; f 7! f(w):7



8 1. POSITIV DEFINITE ABBILDUNGENDann de�niert K : X �X ! L(E); (z; w) 7! ÆzÆ�weine Abbildung mit folgenden Eigenshaften:� F�ur x 2 E und w 2 X ist K(�; w)x = Æ�wx 2 H.� F�ur x 2 E und w 2 X ist hf;K(�; w)xi = hÆwf; xi = hf(w); xi:Also ist K wie gew�unsht.Es gelte nun (b). Sei w 2 X. MitkK(�; w)xk2 = hK(w;w)x; xi� kK(w;w)k kxk2 (x 2 E)erh�alt man kÆw(f)k = supx2E;kxk�1 jhf(w); xij= supx2E;kxk�1 jhf;K(�; w)xij� kfk kK(w;w)k 12 (f 2 H):Also ist Æw stetig mit kÆwk � kK(w;w)k 12 und H ist funktional.Es bleibt die Eindeutigkeitsaussage zu zeigen: Seien also K und ~K wie oben.Dann gilt f�ur f 2 H, w 2 X und x 2 Ehf;K(�; w)xi = hf(w); xi = hf; ~K(�; w)xiund somit K(�; w)x = ~K(�; w)x f�ur w 2 X und x 2 E , also K = ~K.Wir f�uhren nun den Begri� der positiven De�nitheit operatorwertiger Abbil-dungen auf X � X ein. Wir werden sehen, da� die reproduzierenden Kernefunktionaler Hilbertr�aume E-wertiger Funktionen auf X positiv de�nit sind.De�nition 1.3. Eine Abbildung K : X �X ! L(E) hei�t positiv de�nit, fallsrXi;j=1hK(zi; zj)xj ; xii � 0f�ur alle r 2 N, z1; : : : ; zr 2 X und x1; : : : ; xr 2 E gilt.Bemerkung 1.4. (a) Ein Operator A = (Aij)ij 2 L(Er) ist genau dann posi-tiv, wenn die AbbildungKA : f1; : : : ; rg � f1; : : : ; rg ! L(E); (i; j) 7! Aijpositiv de�nit ist.



1. OPERATORWERTIGE POSITIV DEFINITE ABBILDUNGEN 9(b) O�ensihtlih ist dann eine Abbildung K : X � X ! L(E) genau dannpositiv de�nit, wenn f�ur alle z1; : : : ; zr 2 X der Operator0BB� K(z1; z1) : : : K(z1; zr)... . . . ...K(zr; z1) : : : K(zr; zr) 1CCA 2M(r; L(E)) ~=L(Er)positiv ist.() Identi�ziert man im Falle E = C wie �ublih L(C ) ~=C , so ist die Positivit�atdes obigen Matrixoperators �aquivalent zur positiven Semi-De�nitheit derzugeh�origen skalaren Matrix.Beweis. Von (a).Sei KA : f1; : : : ; rg � f1; : : : ; rg ! L(E); (i; j) 7! Aij positiv de�nit. Dann giltinsbesondere f�ur x = (x1; : : : ; xr) 2 Er0 � rXi;j=1hKA(i; j)xj ; xii = rXi;j=1hAijxj ; xii= hAx; xiund somit ist der Operator A = (Aij)ij 2 L(Er) positiv.Ist umgekehrt der Operator A = (Aij)ij 2 L(Er) positiv, so gen�ugt es zumBeweis der positiven De�nitheit von KA, die de�nierende Bedingung aus De�-nition 1.3 f�ur (z1; : : : ; zr) = (1; : : : ; r) nahzupr�ufen. Denn sind k1; : : : ; ks ausf1; : : : ; rg beliebig, dann kann man die k1; : : : ; ks zun�ahst paarweise vershie-den w�ahlen. Seien dazu k�1 ; : : : ; k�p die paarweise vershiedenen Elemente ausk1; : : : ; ks und x1; : : : ; xs aus E . Dann giltsXi;j=1hKA(ki; kj)xj ; xii = pXi;j=1hKA(k�i ; k�j )yj; yii;wobei yi = Xfj; xj=x�ig xj f�ur 1 � i � p:Seien nun also k1; : : : ; ks 2 f1; : : : ; rg paarweise vershieden, dann giltsXi;j=1hKA(ki; kj)xj ; xii = rXi;j=1hKA(i; j)uj ; uii = hAu; ui � 0;wobei u = (u1; : : : ; ur) 2 Er mituki = xi f�ur i 2 f1; : : : ; sg und uk = 0 f�ur k 2 f1; : : : ; rg n fk1; : : : ; ksg:



10 1. POSITIV DEFINITE ABBILDUNGENWir zeigen nun, da� reproduzierende Kerne von funktionalen Hilbertr�aumenpositiv de�nit sind.Satz 1.5. Sei H � EX ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendemKern K. Dann ist K positiv de�nit.Beweis. Seien z1; : : : ; zr 2 X und x1; : : : ; xr 2 E . Dann istrXi;j=1hK(zi; zj)xj ; xii = h rXj=1K(�; zj)xj; rXi=1 K(�; zi)xii= k rXi=1 K(�; zi)xik2� 0:Umgekehrt geh�ort auh zu jeder positiv de�niten AbbildungK : X�X ! L(E)ein eindeutig bestimmter funktionaler Hilbertraum H � EX mit reproduzieren-dem Kern K, was im skalarwertigen Fall von Aronzajn [Aro50℄ gezeigt wurde.Einen Beweis des operatorwertigen Falles �ndet man in [Bar02, Satz 1.6℄Eine weitere Charakterisierung von positiv de�niten Abbildungen erh�alt manmit dem Satz von Kolmogorov:Satz 1.6 (Kolmogorov). Eine Abbildung K : X � X ! L(E) ist genau dannpositiv de�nit, wenn ein Hilbertraum F und eine Funktion � : X ! L(F ; E)existieren, so da� K(z; w) = �(z)�(w)�f�ur z; w 2 X gilt. Man kann immer erreihen, da� zus�atzlih giltF = LH�Im(�(z)�); z 2 X�:Beweis. Sei F ein Hilbertraum und � : X ! L(F ; E) eine Abbildung.Dann de�niert K : X �X ! L(E)(z; w) 7! �(z)�(w)�o�ensihtlih eine positiv de�nite Abbildung.Sei nun K : X � X ! L(E) positiv de�nit. Sei F � EX der funktionale Hil-bertraum mit reproduzierendem Kern K und Æz : F ! E die Punktauswertungin z 2 X. Sei dann � : X ! L(F ; E) de�niert durh �(z) = Æz. Dann folgt dieBehauptung aus dem Beweis von Satz 1.2.



1. OPERATORWERTIGE POSITIV DEFINITE ABBILDUNGEN 11Das folgende Lemma fa�t nun einige wihtige Eigenshaften von operatorwer-tigen positiv de�niten Abbildungen zusammen, die sehr einfah aus dem Satzvon Kolmogorov folgen:Lemma 1.7. Sei K : X�X ! L(E) positiv de�nit. Dann gilt f�ur alle z; w 2 Xund x; y 2 E(a) K(z; w)� = K(w; z)(b) jhK(z; w)x; yij2 � hK(z; z)y; yihK(w;w)x; xi() kK(z; w)k2 � kK(z; z)k kK(w;w)k.Beweis. Wir w�ahlen zu K : X � X ! L(E) gem�a� des Satzes von Kol-mogorov einen Hilbertraum F und eine Abbildung � : X ! L(E ;F) mitK(z; w) = �(z)�(w)�. Dann gilt(a) K(z; w)� = (�(z)�(w)�)� = �(w)�(z)� = K(w; z).(b) Es gilt f�ur z; w 2 X und x; y 2 EjhK(z; w)x; yij2 = jh�(w)�x; �(z)�yij2� k�(w)�xk2 k�(z)�yk2= hK(z; z)y; yihK(w;w)x; xi:() Die Behauptung folgt aus Teil (b) und der De�nition der Operatornorm:kK(z; w)k2 = supkxk�1;kyk�1 jhK(z; w)x; yij2� supkxk�1;kyk�1hK(z; z)y; yihK(w;w)x; xi= supkyk�1hK(z; z)y; yi supkxk�1hK(w;w)x; xi= kK(z; z)k kK(w;w)k:



12 1. POSITIV DEFINITE ABBILDUNGEN2. Skalarwertige positiv de�nite AbbildungenWie eingangs erw�ahnt, enth�alt das bisher Gesagte den Fall skalarwertiger positivde�niter Abbildungen als Spezialfall. Da die skalarwertigen positiv de�nitenAbbildungen in dieser Arbeit eine zentrale Rolle spielen, f�uhren wir diesen Fallein wenig weiter aus. Hier lassen sih dann die Eigenshaften aus Lemma 1.7wie folgt formulieren:Lemma 1.8. Sei K : X �X ! C positiv de�nit. Dann gilt f�ur alle z; w 2 X:(a) K(z; z) � 0(b) K(w; z) = K(z; w)() jK(z; w)j2 � K(z; z)K(w;w)Im skalarwertigen Fall l�a�t sih der Satz von Kolmogorov (Satz 1.6) auh inder folgenden Form formulieren. Wir geben an dieser Stelle einen alternativenBeweis, da wir sp�ater von dieser Konstruktion noh Gebrauh mahen werden.Satz 1.9 (Kolmogorov). (a) Eine Abbildung K : X �X ! C ist genau dannpositiv de�nit, wenn ein Hilbertraum H und eine Abbildung � : X ! Hexistieren, so da� K(z; w) = h�(z); �(w)if�ur alle z; w 2 X gilt. In diesem Fall nennen wir (�;H) eine Darstellung derpositiv de�niten Abbildung K. Man kann immer erreihen, da� zus�atzlihgilt H = LH(Im(�)):(b) Seien (�1;H1) und (�2;H2) zwei beliebige Darstellungen einer positiv de�-niten Abbildung K : X � X ! C . Dann existiert eine eindeutige unit�areAbbildung U : LH(Im(�1))! LH(Im(�2))so, da� gilt: �2 = U Æ �1:Beweis. (a) Sei H ein Hilbertraum und � : X ! H eine Abbildung. Dannde�niert K : X �X ! C(z; w) 7! h�(z); �(w)i



2. SKALARWERTIGE POSITIV DEFINITE ABBILDUNGEN 13o�ensihtlih eine positiv de�nite Abbildung.Sei nun also K : X �X ! C positiv de�nit. AufH0 = LHfK(z; �); z 2 Xg � ff; f : X ! C Abbildunggwird durhh nXi=1 iK(zi; �); mXj=1 djK(wj; �)i = nXi=1 mXj=1 i �djK(zi; wj)ein Skalarprodukt de�niert. Das ist wohlde�niert, denn giltnXi=1 iK(zi; �) = ~nXi=1 ~iK(~zi; �) und mXj=1 djK(wj ; �) = ~mXj=1 ~djK( ~wj ; �);so erh�alt man mit Lemma 1.8(b) die Unabh�angigkeit von der Wahl derDarstellung: nXi=1 mXj=1 i �djK(zi; wj) = nXi=1 i mXj=1 �djK(zi; wj)= nXi=1 i ~mXj=1 ~djK(zi; ~wj)= ~mXj=1 ~dj nXi=1 iK(zi; ~wj)= ~mXj=1 ~dj ~nXi=1 ~iK(~zi; ~wj)= ~nXi=1 ~mXj=1 ~i ~djK(~zi; ~wj):O�ensihtlih ist h�; �i sesquilinear und wegen der positiven De�nitheit vonK positiv semide�nit. Ferner gilt f�ur f 2 H0 und z 2 Xhf;K(z; �)i = f(z):Daraus folgt insbesonderehK(w; �);K(z; �)i = K(w; z)und mit der Cauhy-Shwarzshen Ungleihungjf(z)j2 � hf; fiK(z; z):Somit gilt hf; fi = 0 genau dann, wenn f die Nullabbildung ist.De�niert man au�erdem � : X !H0



14 1. POSITIV DEFINITE ABBILDUNGENdurh �(z) = K(z; �);so gilt o�ensihtlih h�(z); �(w)iH0 = K(z; w):Also liefert � zusammen mit der Hilbertraum-Vervollst�andigungH = ~H0 ei-ne Darstellung von K. Au�erdem gilt nah Konstruktion H = LH(Im(�)).(b) Da (�1;H1) und (�2;H2) Darstellungen von K sind, gilt f�ur z1; : : : ; zr 2 Xund x1; : : : ; xr 2 C :k rXj=1 xj�1(zj)k2 = rXj;k=1xj �xkK(zj; zk) = k rXj=1 xj�2(zj)k2:Also de�niert U( rXj=1 xj�1(zj)) := rXj=1 xj�2(zj)einen linearen isometrishen OperatorU : LH(Im(�1))! LH(Im(�2)):Dieser l�a�t sih zu einer unit�aren AbbildungU : LH(Im(�1))! LH(Im(�2))mit U�1(z) = �2(z) (z 2 X)fortsetzen.Wir de�nieren nun noh zwei Spezialf�alle von positiv de�niten Abbildungen:De�nition 1.10. Sei X � C n o�en und sei K : X �X ! C eine Abbildung.(a) Man nennt K einen positiven holomorphen Kern auf X, falls K positivde�nit ist und f�ur alle w 2 X die Abbildung K(�; w) : X ! C holomorphist.(b) Man nennt K einen positiven Polynomkern, falls K positiv de�nit ist undf�ur alle w 2 X die Abbildung K(�; w) : X ! C ein Polynom ist. In diesemFall sagt man, K hat Grad M , falls deg(K(�; w)) �M f�ur alle w 2 X undM die kleinste nat�urlihe Zahl mit dieser Eigenshaft ist.



2. SKALARWERTIGE POSITIV DEFINITE ABBILDUNGEN 15Bemerkung. Sei H ein Hilbertraum, X � C n o�en und � : X ! H eineAbbildung.(a) Ist � holomorph, dann ist durh h�(z); �(w)i ein positiver holomorpher Kernauf X de�niert.(b) Ist � zus�atzlih noh ein Polynom vom GradM , dann ist durh h�(z); �(w)iein positiver Polynomkern vom GradM de�niert. Denn ist � =Pj�j�M h�z�ein Polynom vom Grad M mit KoeÆzienten in H, dann existiert ein �0 mitj�0j =M so, da� h�0 6= 0 ist. O�ensihtlih isth�(z); �(w)i = Xj�j�M;j�j�M z� �w�hh� ; h�i= Xj�j�M( Xj�j�M �w�hh� ; h�i)z�f�ur jedes w 2 X ein Polynom vom Grad � M in z mit KoeÆzienten in C .F�ur � = �0 ist dannPj�j�M �w�hh�0 ; h�i 6� 0, da nah dem Identit�atssatz dieNullstellenmenge dieses von Null vershiedenen Polynoms keinen innerenPunkt besitzen kann, was zeigt, da� die Nullstellenmenge niht ganz Xenthalten kann. Somit ist dann auh h�(z); �(w)i ein Polynom vom GradM .Der n�ahste Satz zeigt, da� die darstellende Abbildung � eines holomorphenKerns K auh holomorph ist.Satz 1.11. Sei X � C n o�en, K ein positiver holomorpher Kern auf X und(�;H) eine Darstellung von K. Dann ist � : X !H holomorph.Beweis. Wir nehmen ohne Einshr�ankung der Allgemeinheit an, da�H = LH(Im(�))ist. Da K ein holomorpher Kern ist, ist nah Lemma 1.8(b) die FunktionF : X � ~X � C 2n ! C ; F (z; w) = K(z; �w)in jeder Variablen holomorph. Dann ist F nah dem Theorem von Hartogs(siehe z.B.[Kra82, Theorem 1.2.6℄) auh auf X � ~X holomorph.Nahdem man X, falls notwendig, verkleinert hat, kann man erreihen, da�F auf X � ~X beshr�ankt ist. Somit ist also K auf X � X beshr�ankt und esexistiert eine Konstante  > 0, so da� gilt:k�(z)k2 = K(z; z) �  (z 2 X):



16 1. POSITIV DEFINITE ABBILDUNGENF�ur x 2 H sei gx : X ! C ; gx(z) = h�(z); xi:Wir betrahten nun den UnterraumV = fx 2 H; gx ist holomorph auf Xgvon H. Konvergiert xn ! x in H, dann konvergiert gxn ! gx gleihm�a�ig aufX. Damit folgt dann, da� V in H abgeshlossen ist.F�ur x = �(w) ist gx(z) = h�(z); �(w)i = K(z; w) holomorph auf X und somit�(w) 2 V f�ur alle w 2 X. Da H = LH(Im(�)), folgt V = H und somit ist �shwah holomorph, also holomorph.Wir f�uhren nun den Begri� des Ranges einer positiv de�niten Abbildung ein.De�nition 1.12. Sei K : X �X ! C positiv de�nit. F�ur jedes y 2 X sei hyde�niert durh hy(x) = K(x; y) f�ur alle x 2 X. SeiLK = LHfhy; y 2 Xg � ff ; f : X ! C Abbildung g:Man de�niert rank(K) = dimLK :Es gilt also: 0 � rank(K) � 1.Der n�ahste Satz zeigt den Zusammenhang zwishen dem Rang einer positivde�niten Abbildung K und ihrer darstellenden Abbildung � .Satz 1.13. Sei K auf X positiv de�nit und sei (�;H) eine Darstellung von K.Dann gilt f�ur den Rang von Krank(K) = dim(LH(Im(�))):Beweis. Sei H0 = LHfK(z; �); z 2 Xg wie im Beweis von Satz 1.9(a)de�niert. Da die Abbildung LK !H0; f 7! �feinen antilinearen Vektorraum-Isomorphismus de�niert, giltdimLK = dimH0:Damit folgt dann die Behauptung aus dem Beweis von Satz 1.9(a) und aus Satz1.9(b).



2. SKALARWERTIGE POSITIV DEFINITE ABBILDUNGEN 17Satz 1.14. Sei X eine Menge.(a) Sei K auf X positiv de�nit mit rank(K) = N < 1. Dann hat K eineDarstellung (�;H) mit dim(H) = N . Sei f'mgNm=1 eine Orthonormalbasisvon H und fm(z) = h�(z); 'mi f �ur z 2 X; 1 �m � N:Dann gilt:(i) �(z) = NPm=1 fm(z)'m (z 2 X)(ii) ffmgNm=1 ist eine Basis von LK(iii) K(z; w) = NPm=1 fm(z)fm(w) (z; w 2 X)(b) Sei (fm)Nm=1 eine Folge von Funktionen fm : X ! C . De�niert man Kdurh K(z; w) = NXm=1 fm(z)fm(w) (z; w 2 X);dann ist K auf X positiv de�nit, LK = LHffm;m = 1; : : : ; Ng undrank(K) � N .Beweis. (a) Sei � : X ! H eine Darstellung von K mit H = LH(Im(�)).Nah Satz 1.13 gilt dim(LH(Im(�))) = rank(K) = N < 1. Also istH = LH(Im(�)) ein N -dimensionaler Vektorraum. Da f'mgNm=1 eine Or-thonormalbasis von H ist, ist (i) klar.Da (�;H) eine Darstellung von K und f'mgNm=1 eine Orthonormalbasis ist,folgt aus (i): K(z; w) = h�(z); �(w)i= h NXm=1 fm(z)'m; NXn=1 fn(w)'ni= NXm;n=1 fm(z)fn(w)h'm; 'ni= NXm=1 fm(z)fm(w)



18 1. POSITIV DEFINITE ABBILDUNGENf�ur alle z; w 2 X. Also gilt (iii).Sei V = LHffm;m = 1; : : : ; Ng. F�ur y 2 X gilthy(x) = K(x; y) = h�(x); �(y)i= NXm=1 fm(x)h'm; �(y)if�ur alle x 2 X. Also ist hy 2 V f�ur alle y 2 X und somit LK � V . Da nahVoraussetzung dim(LK) = N ist, gilt LK = V und ffmgNm=1 ist eine Basisvon LK .(b) Sei (fm)Nm=1 eine Folge von Funktionen auf X und sei K de�niert durhK(z; w) = NXm=1 fm(z)fm(w) (z; w 2 X):Sei H ein Hilbertraum mit dim(H) = N und sei f'mgNm=1 eine Orthonor-malbasis von H. Man de�niert � : X !H durh�(z) = NXm=1 fm(z)'m (z 2 X):Dann gilt f�ur z; w 2 Xh�(z); �(w)i = NXm=1 fm(z)fm(w) = K(z; w):Also ist K auf X positiv de�nit mit Darstellung (�;H).Sei V = LHffm;m = 1; : : : ; Ng und W = LH(Im(�)). F�ur y aus X giltdann: hy(x) = K(x; y) = NXm=1 fm(x)fm(y):Also ist hy 2 V f�ur alle y 2 X und somit LK � V .Wir �xieren nun m 2 f1; : : : ; Ng und w�ahlen � 2 W?; i 2 C und zi 2 X,(1 � i � r) so, da� 'm = � +X i�(zi):



2. SKALARWERTIGE POSITIV DEFINITE ABBILDUNGEN 19Dann gilt: fm(z) = h�(z); 'mi= X ih�(z); �(zi)i= X iK(z; zi)= X ihzi(z):Also ist fm 2 LHfhzig � LK und damit V � LK .Satz 1.14 zeigt, da� die Darstellung von K in Teil (b) niht eindeutig ist, au�erin trivialen F�allen.Satz 1.15. Sei K ein positiver Polynomkern auf C n vom Grad M . Dann istN := rank(K) <1 und es existieren linear unabh�angige Polynome f1; : : : ; fNauf C n vom Grad �M , so da� K eine Darstellung wie in Satz 1.14(b) hat.Ist (�;H) eine Darstellung von K, so ist � ein Polynom vom Grad M .Sind umgekehrt f1; : : : ; fN Polynome auf C n vom Grad � M , dann de�niertdie Darstellung aus Satz 1.14(b) einen positiven Polynomkern K auf C n vomGrad �M mit rank(K) � N .Beweis. Der Vektorraum LK ist in der Menge der Polynome vom Grad�M enthalten, also gilt N = dimLK <1:Sei (�0;H0) eine Darstellung von K mit LH(Im(�0)) = H0. Nah Satz 1.13 giltdimH0 = N .Man w�ahle zu �0 Funktionen f1; : : : ; fN wie in Teil (a) von Satz 1.14. AusSatz 1.14 folgt dann, da� f1; : : : ; fN eine Basis des Vektorraumes LK bilden,insbesondere also Polynome vom Grade �M sind. Es folgt ebenfalls, da� auh�0 : C n !H0 ein Polynom vom Grad �M ist.Sei nun deg(�0) =M 0 �M .Nah De�nition von fm ist dann deg(fm) � M 0 f�ur alle m = 1; : : : ; N . WegenLK = LHffm;m = 1; : : : ; Ng gilt auh deg(h) �M 0 f�ur alle h 2 LK .Da nah De�nition des Grades von K der Vektorraum LK Polynome vom GradM enth�alt, gilt M �M 0 und somit M =M 0.Sei nun (�;H) eine beliebige Darstellung von K.Dann existiert nah Satz 1.9 eine unit�are Abbildung U : H0 ! H, so da�� = U Æ �0 und somit ist � ebenfalls ein Polynom vom Grad M .Die umgekehrte Rihtung ist klar.





KAPITEL 2Interpolation auf dem BizylinderIn diesem Kapitel beweisen wir zun�ahst eine geeignete skalarwertige Versionvon Agler's Interpolationssatz f�ur den Bizylinder ([CW99, Proposition 5.2℄).Dieses Ergebnis ist grundlegend f�ur die Herleitung der eingangs erw�ahnten Ei-genshaft von Polynomen in zwei komplexen Variablen in Kapitel 3. Im Beweisdes Interpolationssatzes werden wir die Andoshe Ungleihung f�ur ein Paar vonvertaushenden Kontraktionen benutzen.Danah werden wir sehen, da� dieser Interpolationssatz auh f�ur Funktionenmit Werten in L(E) (E ein Hilbertraum) g�ultig bleibt. Um dies einzusehen,ben�otigen wir eine von Neumannshe Ungleihung f�ur Polynome mit KoeÆzi-enten in L(E), f�ur die wir im zweiten Abshnitt dieses Kapitels einen Beweisgeben werden. 1. Ein skalarwertiger InterpolationssatzBevor wir den Interpolationssatz formulieren, zeigen wir zun�ahst noh einigeErgebnisse, die wir f�ur den Beweis des Satzes ben�otigen.Sei S � D 2 und K : S � S ! C positiv de�nit. F�ur f 2 H1(D 2 ) de�niert manKf : S � S ! C ; (z; w) 7! K(z; w)(1 � f(z) �f(w)):Indem man f�ur f die KoordinatenprojektionenD 2 ! C ; z 7! zi (i = 1; 2)w�ahlt, erh�alt man die AbbildungenKi : S � S ! C ; (z; w) 7! K(z; w)(1 � zi �wi) (i = 1; 2):Das folgende Lemma zeigt, da� aus der positiven De�nitheit der AbbildungenK1 und K2 die positive De�nitheit der Abbildung Kf f�ur alle Funktionenf 2 H1(D 2 ) mit Supremumsnorm kleiner gleih 1 auf dem Bizylinder folgt:Lemma 2.1. Sind K1 und K2 positiv de�nit, so ist auh Kf f�ur jede Funktionf 2 H1(D 2 ) mit kfk1;D2 � 1 positiv de�nit.21



22 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDERBeweis. Nah dem Satz von Kolmogorov (Satz 1.9) kann man zu K eineFunktion � : S !H (H ein Hilbertraum)so w�ahlen, da�(i) K(z; w) = h�(z); �(w)i (z; w 2 S)(ii) H = LHf�(z); z 2 Sg.(1) Wir zeigen zun�ahst, da� f�ur f 2 H1(D 2 ) die Abbildung Kf genau dannpositiv de�nit ist, wenn eine Kontraktion Tf : H ! H existiert mitTf�(z) = f(z)�(z) (z 2 S):Um dies einzusehen, beahte man, da�k rXi=1 xi�(zi)k2 � k rXi=1 xif(zi)�(zi)k2= rXi;j=1xi�xjh�(zi); �(zj)i � rXi;j=1xi�xjf(zi)f(zj)h�(zi); �(zj)i= rXi;j=1xi�xj (1� f(zi) �f(zj))K(zi; zj)| {z }=Kf (zi;zj)f�ur x1; : : : ; xr 2 C und z1; : : : ; zr 2 S gilt. Ist Kf positiv de�nit, so istdie letzte Doppelsumme niht negativ und man kann die Kontraktion Tf :H ! H als die eindeutige stetig lineare Fortsetzung der KontraktionLHf�(z); z 2 Sg ! LHf�(z); z 2 Sg;rXi=1 �i�(zi) 7! rXi=1 �if(zi)�(zi)de�nieren.Existiert umgekehrt eine Kontraktion Tf : H 7! H mit Tf�(z) = f(z)�(z)f�ur alle z 2 S, so ist die linke Seite obiger Gleihungskette niht negativ f�uralle x1; : : : ; xr 2 C und z1; : : : ; zr 2 S und daher Kf positiv de�nit.(2) Sei f 2 H1(D 2 ) eine Funktion mit kfk1;D2 � 1. Wir zeigen, da� aus derpositiven De�nitheit von K1 und K2 die Existenz einer Kontraktion Tf mitden oben beshriebenen Eigenshaften folgt. Als Anwendung von Teil (1)erh�alt man dann die positive De�nitheit von Kf .



1. EIN SKALARWERTIGER INTERPOLATIONSSATZ 23Sind K1 und K2 positiv de�nit, so existieren also Kontraktionen T1 und T2in L(H) mit Ti�(z) = zi�(z) (z 2 S) (i = 1; 2):Die Operatoren T1 und T2 vertaushen, da f�ur alle z 2 S gilt:T1T2�(z) = z2T1�(z) = z2z1�(z) = z1z2�(z) = z1T2�(z) = T2T1�(z):Also ist T = (T1; T2) ein vertaushendes Paar von Kontraktionen auf H.Nah der Andoshen Ungleihung gilt dannkp(T )k � kpk1;D2f�ur jedes Polynom p in zwei komplexen Variablen. Wir verwenden nun einLemma, das wir sp�ater auh f�ur banahraumwertige H1-Funktionen aufdem Polyzylinder ben�otigen und es dann an dieser Stelle beweisen werden(Lemma 2.9). Danah existiert zu f 2 H1(D 2) eine Folge von Polynomen(pk)k2N mit kpkk1;D2 � kfk1;D2 und limk!1pk(z) = f(z) f�ur z 2 D 2 . Danah Voraussetzung kfk1;D2 � 1 ist, gilt auh kpk(T )k � 1 f�ur alle k 2 N.Au�erdem gilt:(pk(T ))�(z) = pk(z)�(z) k!1�! f(z)�(z) (z 2 S):Also konvergiert (pk(T )x)k f�ur alle x 2 LHf�(z); z 2 Sg und sogar f�ur allex 2 H, da (kpk(T )k)k2N beshr�ankt ist.Also existiert SOT - limk!1pk(T ) und de�niert eine Kontraktion Tf 2 L(H)mit Tf�(z) = f(z)�(z) f�ur alle z 2 S. Wie in Teil (1) gezeigt, impliziert diesdie positive De�nitheit von Kf .Lemma 2.2. Seien z1; : : : ; zr 2 D 2 . Dann bildet die Menge T aller MatrizenT 2 M(r; C ), f�ur die positiv semide�nite Matrizen A = (Aij) und B = (Bij)existieren mitTij = (1� zi1�zj1)Aij + (1� zi2�zj2)Bij (1 � i; j � r);einen abgeshlossenen Kegel in M(r; C ), der alle positiv semide�niten Matrizenenth�alt.Beweis. (1) Um zu zeigen, da� T ein Kegel ist, seien T; S 2 T und � � 0.Dann existieren positiv semide�nite Matrizen A = (Aij), B = (Bij) und~A = ( ~Aij), ~B = ( ~Bij) mitTij = (1� zi1�zj1)Aij + (1� zi2�zj2)Bij (1 � i; j � r);Sij = (1� zi1�zj1) ~Aij + (1� zi2�zj2) ~Bij (1 � i; j � r):



24 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDERDa f�ur 1 � i; j � rTij + �Sij = (1� zi1�zj1)(Aij + � ~Aij) + (1� zi2�zj2)(Bij + � ~Bij)mit A+� ~A und B+� ~B 2M(r; C ) positiv semide�nit gilt, ist T +�S 2 T .Somit ist T ein Kegel.(2) Zum Beweis der Abgeshlossenheit von T sei (T (k))k eine Folge in T mitT (k) ! T f�ur k ! 1 in M(r; C ). Da Konvergenz in M(r; C ) gleih kom-ponentenweiser Konvergenz ist, gilt auh T (k)ij ! Tij f�ur alle i; j = 1; : : : ; r.F�ur die T (k) gilt au�erdemT (k)ij = (1� zi1�zj1)A(k)ij + (1� zi2�zj2)B(k)ij (1 � i; j � r)mit geeigneten positiv semide�niten Matrizen A(k); B(k) 2M(r; C ).Wir m�ussen nun zeigen, da� der Grenzwert T wieder in T liegt. Dazu be-trahten wir die Diagonaleintr�age Aii f�ur i = 1; : : : ; r. Es gilt0 � (1� jzi1j2)A(k)ii � T (k)ii :Da die Folge (T (k)ii )k konvergent, also beshr�ankt ist, ist auh (A(k)ii )k f�uralle i = 1; : : : ; r beshr�ankt.Indem man die Cauhy-Shwarzshe Ungleihung auf die durh A(k) gege-bene positiv semide�nite hermiteshe Form (x; y) 7! hA(k)x; yi anwendet,erh�alt man jA(k)ij j2 = jhA(k)ej ; eiij2� hA(k)ej ; ejihA(k)ei; eii= A(k)jj A(k)ii� ( maxi=1;::: ;rA(k)ii )2:Also sind auh die Folgen (A(k)ij )k (i; j = 1; : : : ; r) beshr�ankt. Nah �Uber-gang zu geeigneten Teilfolgen darf man daher annehmen, da�A(k) k!1�! AB(k) k!1�! Bf�ur geeignete positiv semide�nite Matrizen A;B 2M(r; C ).Wegen Tij = (1� zi1�zj1)Aij + (1� zi2�zj2)Bij (1 � i; j � r)ist T 2 T , und die Abgeshlossenheit von T ist gezeigt.



1. EIN SKALARWERTIGER INTERPOLATIONSSATZ 25(3) Um zu zeigen, da� T alle positiv semide�niten Matrizen enth�alt, sei dieMatrix A = (Aij) 2M(r; C ) positiv semide�nit. WegenAij = (1� zi1 �z1j)(1� zi1 �z1j)�1Aij (1 � i; j � r);gen�ugt es zu zeigen, da� die Matrix ((1 � zi1 �z1j)�1Aij) 2 M(r; C ) positivsemide�nit ist. Da mit zwei positiv semide�niten Matrizen auh ihr kompo-nentenweises Produkt wieder positiv semide�nit ist (Satz von Shur, siehez.B. [Pau86, 3.6℄), folgt dies aus der Darstellung11� zi1 �z1j = 1Xn=0(zi1 �z1j)nund der positiven Semide�nitheit der Matrix (zi1 �z1j)i;j.Lemma 2.3. Seien H;K Hilbertr�aume und seien (xi)i2I ; (yi)i2I Familien vonVektoren xi 2 H; yi 2 K.Dann gibt es eine IsometrieV : LHfxi; i 2 Ig ! Kmit V xi = yif�ur alle i 2 I genau dann, wennhyi; yji = hxi; xjif�ur alle i; j 2 I gilt.Beweis. Sei zun�ahst V : LHfxi; i 2 Ig ! K eine Isometrie mit V xi = yi.Dann gilt hyi; yji = hV xi; V xji = hxi; xjif�ur alle i; j 2 I.Sei nun hyi; yji = hxi; xji f�ur alle i; j 2 I. Dann gilt f�ur r 2 N, fi1; : : : ; irg � I,�1; : : : ; �r 2 C , xi1 ; : : : ; xir 2 H und yi1 ; : : : ; yir 2 Kk rX�=1��xi�k2 = rX�;�=1�� ���hxi� ; xi�i= rX�;�=1�� ���hyi� ; yi�i= k rX�=1��yi�k2:



26 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDERDies zeigt die Wohlde�niertheit und die Isometrie der AbbildungV0 : LHfxi; i 2 Ig ! K;V0( rXi=1 �ixi) = rXi=1 �iyi :De�niert man nun V : LHfxi; i 2 Ig ! K als die eindeutige stetig lineareFortsetzung der Abbildung V0, so ist V wie gew�unsht.Lemma 2.4. Seien H;H0;K und K0 Hilbertr�aume und sei A BC D ! 2 L(H�K;H0 �K0)eine Kontraktion. Dann ist f�ur jede KontraktionX : K0 ! K;f�ur die der Operator 1�DX 2 L(K0) invertierbar ist, auh der OperatorA+BX(1�DX)�1C 2 L(H;H0)eine Kontraktion. Insbesondere gilt dies f�ur strikte Kontraktionen X 2 L(K0;K).Beweis. Sei x 2 H. Dann ist y = (1�DX)�1Cx 2 K0 und wegenDXy + Cx = DX(1 �DX)�1Cx+ Cx= (DX(1 �DX)�1 + 1)Cx= (DX + (1�DX))(1 �DX)�1Cx= ygilt Ax+BXyy ! =  Ax+BXyCx+DXy ! =  A BC D ! 1 00 X ! xy ! :Es folgt kAx+BXyk2 + kyk2 � kxk2 + kyk2:Also gilt k(A+BX(1�DX)�1C)xk = kAx+BXyk � kxk;was zu zeigen war.



1. EIN SKALARWERTIGER INTERPOLATIONSSATZ 27Wir werden im Folgenden Lemma 2.4 auf den Spezialfall H = H0 = C anwen-den. In diesem Fall werden wir die Operatoren A;C identi�zieren mit ihrenWerten A1 2 C und C1 2 K0.Nun k�onnen wir die anfangs erw�ahnte Verallgemeinerung von Agler's Interpo-lationssatz f�ur den Bizylinder formulieren und beweisen:Satz 2.5. Sei S � D 2 und f : S ! C eine Funktion. �Aquivalent sind:(a) Es gibt eine Funktion F 2 H1(D 2) mit kFk1;D2 � 1 und f = F jS.(b) Es gibt positiv de�nite Abbildungen K1;K2 : S � S ! C so, da�1� f(z)f(w) = (1� z1 �w1)K1(z; w) + (1� z2 �w2)K2(z; w)f�ur alle z; w 2 S gilt.() Es gibt Hilbertr�aume K1 und K2 und einen unit�aren OperatorU =  A BC D ! 2 L(C � (K1 �K2))mit f(z) = A+BZ(1�DZ)�1C (z 2 S):Hierbei sei f�ur z = (z1; z2) 2 C 2 der Operator Z : K1 � K2 ! K1 � K2de�niert durh Z(x1; x2) = (z1x1; z2x2):Beweis. (a) ) (b).Wir zeigen diese Implikation zun�ahst f�ur S � D 2 endlih.(1) Sei also S = fz1; : : : ; zrg endlih mit paarweise vershiedenen Punktenz1; : : : zr 2 D 2 . De�niere A 2M(r; C ) als die Matrizen mit (i; j)-EintragAij = 1� f(zi)f(zj)Da eine Abbildung K : S � S ! C genau dann positiv de�nit ist, wenn dieMatrix (K(zi; zj))ij 2M(r; C ) positiv semide�nit ist (vgl. Bemerkung 1.4),gen�ugt es (mit den Bezeihnungen aus Lemma 2.2) zu zeigen, da� A 2 Tist. Dazu nehmen wir an, da� A niht in T liegt.Dann folgt mit den Trennungss�atzen, da� inM(r; C )0 ein u existiert, so da�(Re u)(A) < 0 � (Re u)(T ) (T 2 T ):



28 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDERNah dem Satz �uber die Spur-Dualit�at (siehe z.B. [Sh97, 4.3.9℄) existiertzu u 2M(r; C )0 ein W 2M(r; C ) so, da�u(T ) = tr(WT )f�ur alle T 2M(r; C ) gilt.Da fAg [ T � fT 2M(r; C ); T = T �g, gilt(Re u)(T ) = Re(tr(WT )) = tr�W +W �2 T�f�ur alle T 2 fAg [ T .Indem man W durh W+W �2 ersetzt, darf man annehmen, da� W selbst-adjungiert ist. In diesem Fall ist W automatish positiv semide�nit. Dazubeahte man, da� T nah Lemma 2.2 alle positiv semide�niten Matrizenenth�alt und da� hWx; xi = rXi=1hWx; eiihei; xi= rXi=1hW hei; xix; eii= rXi=1hW (x
 x)ei; eii= tr(W (x
 x))f�ur alle x 2 C r gilt. Da tr(WT ) � 0 f�ur alle positiv semide�niten MatrizenT 2 M(r; C ), ist hWx; xi � 0 f�ur alle x 2 C r . Also istW und somit auh dietransponierte Matrix positiv semide�nit. Wir bezeihnen mit K die positivde�nite AbbildungK : S � S ! C ; K(zi; zj) =Wji:Dann gilt f�ur x1; : : : ; xr 2 CrXi;j=1xi�xjK(zi; zj)(1� zi1�zj1)| {z }=K1(zi;zj) = tr(WT ) � 0mit (Tij)ij = ((1 � zi1�zj1)xi�xj)ij 2 T undrXi;j=1xi�xjK(zi; zj)(1� zi2�zj2)| {z }=K2(zi;zj) = tr(W ~T ) � 0mit ( ~Tij)ij = ((1 � zi2�zj2)xi�xj)ij 2 T .Also sind K1 und K2 (wie in Lemma 2.1) positiv de�nit.



1. EIN SKALARWERTIGER INTERPOLATIONSSATZ 29Dann ist nah Lemma 2.1 die AbbildungKF positiv de�nit und man erh�altden Widerspruh, da�tr(WA) = rXi;j=1K(zi; zj)Aij � 0ist. Also gilt A 2 T und somit die Behauptung f�ur S � D 2 endlih.(2) Sei nun S � D 2 beliebig und seiM = fz1; : : : ; zrg � S endlih mit paarwei-se vershiedenen Punkten z1; : : : ; zr 2 S. Nah (1) kann man dann positivde�nite Abbildungen KM1 ;KM2 :M �M ! Cso w�ahlen, da�1� f(z)f(w) = (1� z1 �w1)KM1 (z; w) + (1� z2 �w2)KM2 (z; w)f�ur alle z; w 2M gilt. Man setzt KM1 ;KM2 auf S � S fort durhKM1 (z; w) = KM2 (z; w) = 0f�ur alle (z; w) 2 (S � S) n (M � M). F�ur alle z; w 2 S gelten dann dieUngleihungen jKM1 (z; w)j � 1p1� jz1j2 1p1� jw1j2und jKM2 (z; w)j � 1p1� jz2j2 1p1� jw2j2 :Dies ist trivial, falls z 62M oder w 62M .Sei also z 2 M und z = w. Dann folgt, da die Gleihung aus Teil (b) f�urKM1 und KM2 gilt:1 � 1� jf(z)j2= (1� jz1j2)KM1 (z; z) + (1� jz2j2)KM2 (z; z)� (1� jz1j2)KM1 (z; z)Es gilt also KM1 (z; z) � 11� jz1j2 :Da nah Lemma 1.8jKM1 (z; w)j2 � KM1 (z; z)KM1 (w;w)f�ur z; w 2 M gilt, folgt die Ungleihung f�ur KM1 . Entsprehend folgt auhdie Ungleihung f�ur KM2 .



30 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDERWir m�ohten nun mit Hilfe eines Kompaktheitsargumentes den Beweis derImplikation (a) ) (b) beenden. Sei dazu M = fM ;M � S endlihg. Mist ein gerihtetes System, partiell geordnet durh \�\. Betrahtet manKM1 und KM2 als Netze auf M mit Werten in der Menge der Funktio-nen auf S � S, die die beiden obigen Ungleihungen erf�ullen, dann ist(KM1 ;KM2 )M2M ein Netz in der kompakten MengeY(z;w)2S�S �Dr1(z;w)(0) � Y(z;w)2S�S �Dr2(z;w)(0)mit rj(z; w) = 1p1�jzj j2 1p1�jwj j2 (j = 1; 2). Sei (KMi1 ;KMi2 )i2I ein kon-vergentes Teilnetz und sei (K1;K2) = limi2I (KMi1 ;KMi2 ). Die AbbildungenKj : S � S ! C (j = 1; 2)sind positiv de�nit, denn f�ur z1; : : : ; zr 2 S gibt es ein i0 2 I mitfz1; : : : ; zrg �Mi0 , und folglih gilt f�ur alle 1; : : : ; r 2 C :Xk;l k�lKj(zk; zl) = limi2I Xk;l k�lKMij (zk; zl)| {z }�0 f�ur alle i�i0 � 0:Ganz �ahnlih sieht man, da�1� f(z)f(w) = limi2I (1� z1 �w1)KMi1 (z; w) + (1� z2 �w2)KMi2 (z; w)= (1� z1 �w1)K1(z; w) + (1� z2 �w2)K2(z; w)f�ur beliebige z; w 2 S gilt.(b) ) ().Nah Satz 1.9 gibt es Funktionen �i : S ! Hi (Hi Hilbertraum, i = 1; 2) so,da�(i) Ki(z; w) = h�i(z); �i(w)i (z; w 2 S)(ii) Hi = LHf�i(z); z 2 SgDie Voraussetzung1� f(z)f(w) = (1� z1 �w1)K1(z; w) + (1� z2 �w2)K2(z; w) (z; w 2 S)



1. EIN SKALARWERTIGER INTERPOLATIONSSATZ 31bedeutet genau, da� f�ur z; w 2 S die Identit�ath0B� 1 z1�1(z)z2�2(z) ! 1CA ;0B� 1 w1�1(w)w2�2(w) ! 1CAi= h0B� f(z) �1(z)�2(z) ! 1CA ;0B� f(w) �1(w)�2(w) ! 1CAigilt, wobei das Skalarprodukt in dem Hilbertraum C � (H1�H2) gebildet wird.Nah Lemma 2.3 ist diese Bedingung �aquivalent dazu, da� es eine IsometrieL : LHf0B� 1 z1�1(z)z2�2(z) ! 1CA ; z 2 Sg ! C � (H1 �H2)gibt mit der Eigenshaft, da�L0B� 1 z1�1(z)z2�2(z) ! 1CA = 0B� f(z) �1(z)�2(z) ! 1CAf�ur alle z 2 S gilt. Setze L zu einer unit�aren Abbildung U 2 L(C � (K1 �K2))fort, wobei Ki � Hi geeignete Hilbertr�aume sind, und zerlege U entsprehendder Zerlegung des Raumes C � (K1 �K2) inU =  A BC D ! :Wendet man nun U auf ein Element aus LHf0B� 1z1�1(z)z2�2(z) 1CA ; z 2 Sg an, so erh�altman mit u(z) = (�1(z); �2(z)) die GleihungenA+BZu(z) = f(z)und C +DZu(z) = u(z):Daraus erh�alt man u(z) = (1�DZ)�1Cund Einsetzen ergibt dannf(z) = A+BZ(1�DZ)�1C:



32 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDER() ) (a).O�ensihtlih de�niert die rehte Seite der Gleihung in Teil () eine holomorpheFortsetzung F : D 2 ! C von f .Au�erdem gilt nah Lemma 2.4 auh kFk1;D2 � 1.Aus dem Beweis von Satz 2.5 folgt auh:Bemerkung 2.6. (a) In der Situation (b) von Satz 2.5 haben die Abbildungenf;K1 und K2 Fortsetzungen zu einer holomorphen Abbildung F : D 2 ! Cbzw. zu holomorphen Kernen K̂1; K̂2 : D 2 � D 2 ! C so, da�1� F (z)F (w) = (1� z1 �w1)K̂1(z; w) + (1� z2 �w2)K̂2(z; w)f�ur z; w 2 D 2 gilt. Im Falle S = D 2 bedeutet dies, da� die positiv de�nitenAbbildungen K1;K2 in Teil (b) von Satz 2.5 automatish holomorph sind.(b) De�niert man in der Situation () von Satz 2.5 Funktionenû : D 2 ! K1 �K2; û(z) = (1�DZ)�1Cund �̂i : D 2 ! Ki; �̂i(z) = �iû(z) (i = 1; 2);so sindK̂i : D 2 � D 2 ! C ; K̂i(z; w) = h�̂i(z); �̂i(w)i (i = 1; 2)positive holomorphe Kerne mit1� f(z)f(w) = (1� z1 �w1)K̂1(z; w) + (1� z2 �w2)K̂2(z; w)f�ur alle z; w 2 S. Dieselbe Formel gilt auh f�ur alle z; w 2 D 2 , wenn manauf der linken Seite f : S ! C durh die holomorphe FortsetzungF : D 2 ! C ; F (z) = A+BZ(1�DZ)�1Cersetzt.Beweis. Der Beweis der Implikationen (b) ) () und () ) (a) von Satz2.5 zeigt, da� es gen�ugt, den Teil (b) der Bemerkung zu zeigen.Sei F : D 2 ! C die in Teil (b) der Bemerkung de�nierte holomorphe Fortsetzungvon f . Dann gilt mit den Bezeihnungen aus (b) f�ur z 2 D 2A+BZû(z) = F (z)und C +DZû(z) = û(z)



1. EIN SKALARWERTIGER INTERPOLATIONSSATZ 33oder �aquivalent A BC D !0B� 1 z1�̂1(z)z2�̂2(z) ! 1CA = 0B� F (z) �̂1(z)�̂2(z) ! 1CAf�ur alle z 2 D 2 . Da U =  A BC D ! unit�ar ist, folgth0B� 1 z1�̂1(z)z2�̂2(z) ! 1CA ;0B� 1 w1�̂1(w)w2�̂2(w) ! 1CAi= h0B� F (z) �̂1(z)�̂2(z) ! 1CA ;0B� F (w) �̂1(w)�̂2(w) ! 1CAif�ur alle z; w 2 D 2 . Nah De�nition von K̂i bedeutet dies genau, da�1� F (z)F (w) = (1� z1 �w1)K̂1(z; w) + (1� z2 �w2)K̂2(z; w)f�ur alle z; w 2 D 2 gilt.Im ersten Teil des Beweises der Implikation (a) ) (b) von Satz 2.5 haben wirLemma 2.1 und damit die Andoshe Ungleihung f�ur vertaushende Paare vonKontraktionen auf Hilbertr�aumen benutzt. Da die positiv de�nite AbbildungK : S�S ! C , auf die wir Lemma 2.1 im Beweis von Satz 2.5 angewendet ha-ben, nur auf einer endlihen Menge S = fz1; : : : ; zrg de�niert ist, kann man denDarstellungsraumH vonK in Lemma 2.1 als endlihdimensionalen Hilbertraumw�ahlen (siehe Satz 1.13). In den Beweis von Satz 2.5 ist also nur die AndosheUngleihung f�ur vertaushende Paare von Kontraktionen auf endlihdimensio-nalen Hilbertr�aumen eingegangen. Wir werden sp�ater sehen, da� umgekehrt ausder G�ultigkeit von Satz 2.5 die allgemeine Andoshe Ungleihung folgt.



34 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDER2. Die operatorwertige von Neumannshe UngleihungSeien im Folgenden E und H Hilbertr�aume. F�ur zwei C�-Algebren A und Bsei �0 : A 
 B ! R die minimale C�-Norm auf dem algebraishen Tensorpro-dukt A
B (vgl. [Sak71, Thm. 1.22.6℄). Die Vervollst�andigung A
̂�0B ist aufkanonishe Weise eine C�-Algebra. Nah [Sak71, Prop. 1.22.3℄ gilt f�ur einenkompakten Hausdor�raum X und eine C�-Algebra BC(X)
̂�0B = C(X)
̂�B ~= C(X;B):Zu zwei �-Homomorphismen �1 : A ! L(H1) und �2 : B ! L(H2), H1 undH2 Hilbertr�aume, existiert nah [Sak71, Prop. 1.22.9℄ genau ein �-Homomor-phismus �1 
 �2 : A
̂�0B ! L(H1 
H2) mit�1 
 �2(a
 b) = �1(a)
 �2(b) (a 2 A; b 2 B):Daraus erh�alt man sofort als Anwendung:Satz 2.7. Sei X ein kompakter Hausdor�raum und 	 : C(X)! L(H) ein�-Homomorphismus. Dann existiert ein eindeutiger �-Homomorphismus	E : C(X;L(E)) = C(X)
̂�L(E)! L(H
 E)mit 	E(f 
A) = 	(f)
A f�ur alle f 2 C(X) und A 2 L(E).Zu T = (T1; T2) 2 L(H)2 vertaushend existiert nah [And63℄ eine vertau-shende unit�are Dilatation U = (U1; U2) 2 L(K)2, K � H, mitT� = PHU� jH (� 2 N2):Wendet man Satz 2.7 auf den C(T2)-Funktionalkalk�ul	U : C(T2)! L(K); f 7! 	U (f)von U an, so erh�alt man einen eindeutigen �-Homomorphismus	EU : C(T2; L(E)) = C(T2)
̂�L(E)! L(K 
 E)mit 	EU(f 
A) = 	U(f)
A (f 2 C(T2); A 2 L(E)):Sei nun p(z) = Pj�j�r z�A� 2 L(E)[z℄ ein Polynom in zwei komplexen Varia-blen mit KoeÆzienten in L(E). Dann de�niert man f�ur T 2 L(H)2 wie obenp(T ) = Xj�j�r T� 
A� 2 L(H
 E);



2. DIE OPERATORWERTIGE VON NEUMANNSCHE UNGLEICHUNG 35und es folgt p(T ) = Xj�j�r T� 
A�= Xj�j�rPHU� jH 
A�= Xj�j�r(PH 
 1E)(U� 
A�)j(H
E)= Xj�j�rPH
E(U� 
A�)j(H
E)= PH
E p(U)j(H
E)= PH
E 	EU (p)j(H
E):Da �-Homomorphismen kontraktiv sind, erh�alt man als Korollar eine operator-wertige von Neumannshe Ungleihung f�ur zwei vertaushende Kontraktionen:Korollar 2.8. Sei T = (T1; T2) 2 L(H)2 ein vertaushendes Paar von Kon-traktionen. Dann gilt f�ur jedes Polynom p 2 L(E)[z℄ in zwei komplexen Varia-blen mit KoeÆzienten in L(E) die Ungleihungkp(T )k � kpk1;D2 :Beweis. Sei wie oben U = (U1; U2) 2 L(K)2 eine unit�are Dilatation zu Tund p 2 L(E)[z℄ ein Polynom. Dann giltkp(T )k = kPH
E p(U)j(H
E)k� kp(U)k= k	EU (p)k� kpk1;T2= kpk1;D2 :Unter geeigneten Bedingungen kann man Polynome p 2 L(E)[z℄ durh holomor-phe Funktionen f 2 O(D 2 ; L(E)) ersetzen. Dazu sei T 2 L(H)2 ein vertaushen-des Paar von Operatoren mit Taylorspektrum �(T ) � D 2 und die AbbildungO(D 2)! L(H); f 7! f(T ) bezeihne den analytishen Funktionalkalk�ul von T .Dann existiert eine eindeutige stetig lineare Abbildung�ET : O(D 2 ; L(E)) = O(D 2) ~
 L(E)! L(H
 E)



36 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDERmit �ET (f 
A) = f(T )
A (f 2 O(D 2 ); A 2 L(E)):Dann erh�alt man eine Verallgemeinerung von Korollar 2.8 mitLemma 2.9. Sei X ein Banahraum und f 2 H1(D n ;X). Dann existiert eineFolge (pk)k2N von X-wertigen Polynomen pk mit kpkk1;Dn � kfk1;Dn , so da�(pk)k2N auf D n kompakt gleihm�a�ig gegen f konvergiert.Beweis. Sei ohne Einshr�ankung kfk1;Dn = 1. Sei (rk)1k=1 eine Folge in(0; 1) mit rk k!1�! 1. Dann konvergiert die Folge (frk)1k=1, wobei frk(z) = f(rkz)f�ur z 2 D n , auf D n kompakt gleihm�a�ig gegen f . Au�erdem gilt f�ur die Normkfrkk1;Dn � kfk1;Dn � 1:Da die Funktion frk f�ur alle k 2 N auf einer Umgebung von D n eine holomorpheFortsetzung hat, kann man zu frk ein X-wertiges Polynom qk so w�ahlen, da�kfrk � qkk1;Dn � 1k :Die Folge (qk)k2N von Polynomen konvergiert auf D n kompakt gleihm�a�ig ge-gen f , denn es gilt f�ur K � D n kompaktkf � qkk1;K � kf � frkk1;K + kfrk � qkk1;K k!1�! 0:Au�erdem gilt kqkk1;Dn � 1+ 1k . Wir setzen pk = kk+1 qk. Dann ist kpkk1;Dn � 1und kqk � pkk1;Dn = 11 + kkqkk1;Dn � 1k :Die Folge (pk)k2N konvergiert auf D n ebenfalls kompakt gleihm�a�ig gegen f ,denn es gilt f�ur K � D n kompaktkf � pkk1;K � kf � qkk1;K + kqk � pkk1;K k!1�! 0:Also ist (qk)k2N eine Folge von X-wertigen Polynomen mit den gew�unshtenEigenshaften.Satz 2.10. Sei T 2 L(H)2 ein vertaushendes Paar von Kontraktionen mitTaylorspektrum �(T ) � D 2 . Dann gilt f�ur jedes f 2 H1(D 2 ; L(E)) die Unglei-hung k�ET (f)k � kfk1;D2 :



3. DIE OPERATORWERTIGE VERSION DES INTERPOLATIONSSATZES 37Beweis. Zu f 2 H1(D 2 ; L(E)) existiert nah Lemma 2.9 eine Folge vonPolynomen (pk)k2N in L(E)[z℄ mit kpkk1;D2 � kfk1;D2 , so da� (pk)k2N auf D 2kompakt gleihm�a�ig gegen f konvergiert. Dann folgt mit Korollar 2.8k�ET (f)k = limk!1 k�ET (pk)k� supk2N kpkk1;D2� kfk1;D2 :In der Situation von Satz 2.10 benutzen wir im Folgenden die Notationf(T ) := �ET (f)f�ur f 2 H1(D 2 ; L(E)).3. Die operatorwertige Version des InterpolationssatzesMit Hilfe der operatorwertigen von Neumannshen Ungleihung k�onnen wirnun auh eine operatorwertige Version von Satz 2.5 beweisen. Sei dazu E einHilbertraum.Satz 2.11. Sei S � D 2 und f : S ! L(E) eine Funktion. �Aquivalent sind:(a) Es gibt eine Funktion F 2 H1(D 2 ; L(E)) mit kFk1;D2 � 1 und f = F jS.(b) Es gibt positiv de�nite Abbildungen K1;K2 : S � S ! L(E) so, da�1� f(z)f(w)� = (1� z1 �w1)K1(z; w) + (1� z2 �w2)K2(z; w)f�ur alle z; w 2 S gilt.() Es gibt Hilbertr�aume K1 und K2 und einen unit�aren OperatorU =  A BC D ! 2 L(E � (K1 �K2))mit f(z) = A+BZ(1�DZ)�1C (z 2 S):Hierbei sei f�ur z = (z1; z2) 2 C 2 der Operator Z : K1 � K2 ! K1 � K2de�niert durh Z(x1; x2) = (z1x1; z2x2):



38 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDERBeweis. (a) ) (b).Seien f und F wie in Bedingung (a) beshrieben.Wir w�ahlen eine Orthonormalbasis (ei)i2I von E . F�ur eine endlihe TeilmengeJ � I sei EJ = LHfei; i 2 Jgund PJ die Orthogonalprojektion von E auf EJ . Die Menge J aller endlihenTeilmengen von I ist durh die Mengeninklusion gerihtet, (PJ)J2J ist dannein Netz, welhes in der starken Operatortopologie gegen 1E konvergiert.(1) Sei nun also J � I endlih und sei zun�ahst S = fz1; : : : ; zrg endlih mitpaarweise vershiedenen Punkten z1; : : : ; zr 2 D 2 . Es sei V der Vektorraumaller Abbildungen von S� ~S nah L(EJ), versehen mit der Supremumsnorm.Dann ist V endlihdimensional, da S endlih und auh L(EJ) endlihdimen-sional ist. Ferner seiC = fg 2 V ; es existieren K1;K2 : S � S ! L(EJ) positiv de�nit mitg(z; �w) = (1� z1 �w1)K1(z; w) + (1� z2 �w2)K2(z; w)f�ur alle z; w 2 Sg:O�ensihtlih ist C ein konvexer Kegel in V .Wir wollen im ersten Teil des Beweises zeigen, da� die Funktionh : S � ~S ! L(EJ); (z; w) 7! PJ(1� f(z)f( �w)�)jEJzu C geh�ort. Dazu zeigen wir zun�ahst, da� C abgeshlossen und spitz ist.Zum Beweis der Spitzheit sei g 2 C, so da� auh �g in C liegt. Also gilt:g(z; �w) = (1� z1 �w1)K1(z; w) + (1� z2 �w2)K2(z; w)�g(z; �w) = (1� z1 �w1) ~K1(z; w) + (1� z2 �w2) ~K2(z; w)mit K1;K2; ~K1; ~K2 : S � S ! L(EJ ) positiv de�nit. F�ur z 2 S gilt dann0 = g(z; �z)� g(z; �z)= (1� jz1j2)(K1(z; z) + ~K1(z; z)) + (1� jz2j2)(K2(z; z) + ~K2(z; z))Ist die Summe zweier positiver Operatoren A;B 2 L(E) gleih 0, so m�ussendie beiden Operatoren shon 0 gewesen sein:0 = h(A+B)x; xi= hAx; xi + hBx; xi (x 2 E);



3. DIE OPERATORWERTIGE VERSION DES INTERPOLATIONSSATZES 39also hAx; xi = 0 = hBx; xi f�ur alle x 2 E und damit A = B = 0. Somit giltin obiger GleihungK1(z; z) = ~K1(z; z) = K2(z; z) = ~K2(z; z) = 0f�ur alle z 2 S. Mit Lemma 1.7 folgt dann f�ur z; w 2 S und x; y 2 EJkK1(z; w)k2 � kK1(z; z)k kK1(w;w)k = 0:Also istK1 = 0. Analog zeigt man, da� auh K2 = 0 ist und somit ist g = 0.Zum Beweis der Abgeshlossenheit sei (g(n))n2N eine Folge in C mit Grenz-wert g in V . F�ur die g(n) giltg(n)(z; �w) = (1� z1 �w1)K(n)1 (z; w) + (1� z2 �w2)K(n)2 (z; w) (z; w 2 S)mit geeigneten positiv de�niten AbbildungenK(n)1 und K(n)2 . Sei nun z 2 Sfest. Dann gilt f�ur alle n 2 N(1� jzij2)K(n)i (z; z) � g(n)(z; �z) (i = 1; 2)und somit auh(1� jzij2)kK(n)i (z; z)k � kg(n)(z; �z)k (i = 1; 2):Da die Folge (g(n))n2N konvergent und damit normbeshr�ankt ist, ist dieFolge (kK(n)i (z; z)k)n2N (i = 1; 2) f�ur alle z 2 S beshr�ankt. Dann ist auhdie Folge (kK(n)i (z; w)k)n2N (i = 1; 2) f�ur alle z; w 2 S beshr�ankt, denn esgilt nah Lemma 1.7kK(n)i (z; w)k2 � kK(n)i (z; z)k kK(n)i (w;w)k (n 2 N; i = 1; 2):Da L(EJ) endlihdimensional ist, d�urfen wir ohne Beshr�ankung der Allge-meinheit annehmen, da� die Grenzwerte Ki(z; w) = limn!1K(n)i (z; w) inL(EJ) f�ur alle z; w 2 S und i = 1; 2 existieren. Die Grenzwert-AbbildungenKi : S � S ! L(EJ) (i = 1; 2) sind wieder positiv de�nit und es giltg(z; �w) = (1� z1 �w1)K1(z; w) + (1� z2 �w2)K2(z; w)f�ur z; w 2 S. Damit ist die Abgeshlossenheit von C gezeigt.Wir zeigen jetzt mit einem Trennungsargument, da� h zu C geh�ort. Dazuzeigen wir, da� f�ur alle l 2 V 0 (stetiger Dualraum), die Re l(g) > 0 f�urg 2 C nf0g erf�ullen, shon Re l(h) � 0 folgt. Denn da V endlihdimensionalist, existiert nah [Kle55, Theorem 2.7℄, falls h 62 C, eine stetige Linearforml auf V mitRe l(g) > 0 f�ur g 2 Cnf0g undRe l(h) < 0. Sei also im Folgendenl 2 V 0 wie oben beshrieben.Zu g 2 V de�nieren wirg� : S � ~S ! L(EJ); (z; w) 7! g( �w; �z)�;



40 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDERalso gilt g� 2 V und (g�)� = g. Ferner seiL : V ! C ; g 7! 12(l(g) + l(g�));also L 2 V 0. F�ur g 2 V mit g = g� ist o�enbar L(g) = Re l(g). Also giltL(g) = Re l(g) f�ur alle g 2 C, da diese g = g� erf�ullen:g�(z; �w) = g(w; �z)�= ((1� w1�z1)K1(w; z))� + ((1 � w2�z2)K2(w; z))�= (1� z1 �w1)K1(z; w) + (1� z2 �w2)K2(z; w)= g(z; �w) (z; w 2 S):Weiter sei H der Vektorraum aller Abbildungen von ~S nah L(EJ ; C ), al-so ist H endlihdimensional. Wir wollen nun H mit einem Skalarproduktversehen. Zu '; 2 H sei'�  : S � ~S ! L(EJ ); (z; w) 7! '(�z)� (w);also '�  2 V . Man rehnet nah, da� die Identit�at '�  = ( � ')� f�ur'; aus H gilt. Wir de�nieren nunh�; �i : H �H ! C ; h'; i = L( � ')und behaupten, da� h�; �i ein Skalarprodukt auf H ist. Die Linearit�at imersten Argument ist klar. Es gilt weiterh'; i = L( � ')= 12(l( � ') + l(( � ')�))= L(( � ')�)= L('�  )= h ;'i ('; 2 H):Somit ist h�; �i sesquilinear. Sei nun ' 2 H. Dann ist die AbbildungS � S ! L(EJ ); (z; w) 7! '� '(z; �w)positiv de�nit, denn f�ur endlihe Folgen (zi) in S und (xi) in EJ giltXh'� '(zi; �zj)xj; xii = Xh'(�zi)�'(�zj)xj ; xii= Xh'(�zj)xj ; '(�zi)xii= kX'(�zi)xik2 � 0:Nah Satz 1.15 in [Bar02℄ ist auh die AbbildungK1 : S � S ! L(EJ); (z; w) 7! (1� z1 �w1)�1'� '(z; �w)



3. DIE OPERATORWERTIGE VERSION DES INTERPOLATIONSSATZES 41positiv de�nit und somit gilt'� '(z; �w) = (1� z1 �w1)K1(z; w) (z; w 2 S):Daher liegt die Abbildung '� ' in C, und es isth';'i = L('� ') = Re l('� ') � 0:Aufgrund der Wahl von l gilt h';'i = 0 genau dann, wenn ' � ' = 0 ist.Wegen j'(z)xj2 = h'(z)�'(z)x; xi= h'� '(�z; z)x; xi (z 2 ~S; x 2 EJ)ist das �aquivalent zu ' = 0, weswegen h�; �i positiv de�nit ist. Mit diesemSkalarprodukt ist H also ein Hilbertraum.Die Multiplikationen mit den KoordinatenfunktionenTi : H ! H; Ti'(z) = zi'(z) (i = 1; 2)sind stetig, da H endlihdimensional ist. Wir werden zeigen, da� T1 und T2strikte Kontraktionen sind. F�ur ' 2 H n f0g und i = 1; 2 istk'k2 � kTi'k2 = L('� ')� L((Ti')� (Ti'))= L('� '� (Ti')� (Ti')) > 0;denn die Darstellung(' � '� (Ti')� (Ti'))(z; �w)= '(�z)�'( �w)� zi'(�z)� �wi'( �w)= (1� zi �wi)'(�z)�'( �w)= (1� zi �wi)'� '(z; �w) (z; w 2 S; i = 1; 2)zeigt, da� die Abbildung ' � ' � (Ti') � (Ti') nur f�ur ' = 0 gleih 0 istund somit f�ur ' 2 H n f0g in C n f0g liegt. Da H endlihdimensional ist,sind dann T1 und T2 strikte Kontraktionen. Au�erdem gilt f�ur ' 2 H undz 2 ~S T1T2'(z) = z2T1'(z) = z2z1'(z)= z1z2'(z) = z1T2'(z)= T2T1'(z):Also ist T = (T1; T2) 2 L(H)2 ein vertaushendes Paar von strikten Kon-traktionen.



42 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDERDa �(T ) = ~S � D 2 , ist nah Satz 2.10 dann ~F (T ) 2 L(H
E) ein Operatormit k ~F (T )k � k ~F k1;D2 � 1:Nun behaupten wir, da� f�ur alle u; v 2 O(D 2 ; L(E)); ';  2 H;x; y 2 E und(z; w) 2 S � ~S die folgende Gleihheit gilt:hu(T )' 
 x; v(T ) 
 yiH
E = L�(z; w) 7! hu(w)x; v(�z)yiE � '(z; w)�:Da bei festgehaltenen '; ; x; y beide Seiten der Gleihung stetige sesqui-lineare Abbildungen in u und v de�nieren, gen�ugt es, die Behauptung f�urFunktionen der Formu = u0 
A und v = v0 
B (u0; v0 2 O(D 2 ); A;B 2 L(E))zu �uberpr�ufen:hu(T )' 
 x; v(T ) 
 yiH
E= hu0(T )'; v0(T ) iH hAx;ByiE= L�(v0(T ) ) � (u0(T )')hAx;ByiE�= L�(z; w) 7! (v0(T ) )(�z)�(u0(T )')(w)hAx;ByiE �= L�(z; w) 7! v0(�z) (�z)�u0(w)'(w)hAx;ByiE �= L�(z; w) 7! ( � ')(z; w)hu0(w)Ax; v0(�z)ByiE�= L�(z; w) 7! hu(w)x; v(�z)yiE � '(z; w)�:Mit dem bisher Gezeigten k�onnen wir jetzt den Beweis des endlihdimen-sionalen Falles abshlie�en. F�ur i 2 J sei 'i 2 H de�niert durh'i : ~S ! L(EJ ; C ); 'i(z)x = hx; eii:Da ~F (T ) 2 L(H 
 E) eine Kontraktion ist, folgt ((z; w) 2 S � ~S):0 � kXi2J 'i 
 eik2 � k ~F (T )(Xi2J 'i 
 ei)k2= Xi2J h'i; 'iiH � Xi;j2Jh ~F (T )('i 
 ei); ~F (T )('j 
 ej)iH
E= Xi2J h'i; 'iiH � L�(z; w) 7! Xi;j2Jh ~F (w)ei; ~F (�z)ejiE('j � 'i)(z; w)�= L�(z; w) 7! Xi;j2Jh(1 � ~F (�z)� ~F (w))ei; ejiE('j � 'i)(z; w)�= L�(z; w) 7! Xi;j2Jh(1 � F (z)F ( �w)�)ei; ejiE('j � 'i)(z; w)�:



3. DIE OPERATORWERTIGE VERSION DES INTERPOLATIONSSATZES 43Shlie�lih giltXi;j2Jh(1� f(z)f( �w)�)ei; eji('j � 'i)(z; w)x= Xi;j2Jh(1 � f(z)f( �w)�)ei; ejihx; eiiej= Xj2J 
(1� f(z)f( �w)�)Xi2J hx; eiiei; ej�ej= PJ(1� f(z)f( �w)�)x= h(z; w)xf�ur z 2 S;w 2 ~S und x 2 EJ .Zusammengenommen ergibt sih also L(h) � 0. Wegenh�(z; w) = h( �w; �z)�= (PJ (1� f( �w)f(z)�)jEJ )�= PJ(1� f(z)f( �w)�)jEJ= h(z; w) (z 2 S;w 2 ~S)gilt h = h� und folglih Re l(h) = L(h) � 0, was zu zeigen war.(2) Sei nun S � D 2 beliebig. F�ur M = fz1; : : : ; zrg � S und J � I endlihexistieren positiv de�nite AbbildungenKM;J1 ;KM;J2 :M �M ! L(EJ)mitPJ (1� f(z)f(w)�)jEJ = (1� z1 �w1)KM;J1 (z; w) + (1� z2 �w2)KM;J2 (z; w)f�ur alle z; w 2 M . Wir de�nieren Abbildungen LM;Ji : S � S ! L(E)(i = 1; 2) durh LM;Ji = 0 auf (S � S) n (M �M) undLM;Ji (z; w) = �JKM;Ji PJf�ur z; w 2M , wobei �J : EJ ! E die Inklusionsabbildung ist. O�ensihtlihsind die LM;Ji f�ur i = 1; 2 positiv de�nit. F�ur festes z; w 2 S giltkLM;Ji (z; w)k � 1p1� jzij2p1� jwij2 (i = 1; 2):



44 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDERDies ist trivial f�ur (z; w) 2 (S � S) n (M �M). F�ur z 2M gilt(1� jz1j2)kLM;J1 (z; z)k= supkxk�1(1� jz1j2)hLM;J1 (z; z)x; xi� supkxk�1((1� jz1j2)hLM;J1 (z; z)x; xi + (1� jz2j2)hLM;J2 (z; z)x; xi)= supkxk�1h(1� f(z)f(z)�)PJx; PJxi= supkxk�1(kPJxk2 � kf(z)�PJxk2)� 1und somit kLM;J1 (z; z)k � 11� jz1j2 :Da nah Lemma 1.7 f�ur positiv de�nite AbbildungenkLM;J1 (z; w)k2 � kLM;J1 (z; z)k kLM;J1 (w;w)kgilt, folgt die Ungleihung f�ur LM;J1 . Entsprehend folgt auh die Unglei-hung f�ur LM;J2 .Versehen mit der Relativtopologie der shwahen Operatortopologie bildendie abgeshlossenen Kugeln �Bri(z;w)(0) � L(E), i = 1; 2 mitri(z; w) = 1p1� jzij2p1� jwij2kompakte Hausdor�r�aume. Wir fassen die Familien (LM;Ji )M;J (i = 1; 2) alsNetze in dem kompakten ProduktraumYz;w2S �Bri(z;w)(0)mit ri(z; w) wie oben auf. Durh �Ubergang zu konvergenten Teilnetzen er-halten wir Netze (LM�;J�i )�2A (i = 1; 2), die in den entsprehenden Pro-duktr�aumen (d.h. punktweise in der shwahen Operatortopologie) gegenAbbildungen Ki : S � S ! L(E) (i = 1; 2)konvergieren. Die Abbildungen Ki sind positiv de�nit, denn es giltrXk;l=1hKi(zk; zl)l; ki = lim�2A rXk;l=1hL(M�;J�)i (zk; zl)l; ki � 0 (i = 1; 2):f�ur alle z1; : : : ; zr 2 S und 1; : : : ; r 2 E . Au�erdem gilt1� f(z)f(w)� = (1� z1 �w1)K1(z; w) + (1� z2 �w2)K2(z; w)



3. DIE OPERATORWERTIGE VERSION DES INTERPOLATIONSSATZES 45f�ur alle z; w 2 S. Um dies einzusehen, �xieren wir z; w 2 S und eine endliheMenge J � I. Wir w�ahlen einen Index �0 2 A mit fz; wg � M�0 undJ � J�0 und pr�ufen nah, da�h(1 � f(z)f(w)�)x; yi= lim���0hPJ�(1� f(z)f(w)�)jEJ�x; yi= lim���0h�(1� z1 �w1)L(M�;J�)1 (z; w) + (1� z2 �w2)L(M�;J�)2 (z; w)�x; yi= h((1 � z1 �w1)K1(z; w) + (1� z2 �w2)K2(z; w))x; yif�ur alle x; y 2 EJ gilt.Da aber J � I eine beliebige endlihe Menge war undLHfEJ ;J � I endlihg = Eist, folgt Teil (b).(b) ) ().W�ahle wie in Satz 1.6 Funktionen ki : S ! L(Hi; E) (Hi Hilbertraum, i = 1; 2)so, da� Ki(z; w) = ki(z)ki(w)� (z; w 2 S):Die Voraussetzung1� f(z)f(w)� = (1� z1 �w1)K1(z; w) + (1� z2 �w2)K2(z; w) (z; w 2 S)bedeutet genau, da� f�ur z; w 2 S und x; y 2 E die Identit�ath0B� x (z1k1(z))�x(z2k2(z))�x ! 1CA ;0B� y (w1k1(w))�y(w2k2(w))�y ! 1CAi= h0B� f(z)�x k1(z)�xk2(z)�x ! 1CA ;0B� f(w)�y k1(w)�yk2(w)�y ! 1CAigilt. Nah Lemma 2.3 ist diese Bedingung �aquivalent dazu, da� es eine IsometrieL : LHf0B� x (z1k1(z))�x(z2k2(z))�x ! 1CA ; z 2 S und x 2 Eg ! E � (H1 �H2)gibt mit der Eigenshaft, da�L0B� x (z1k1(z))�x(z2k2(z))�x ! 1CA = 0B� f(z)�x k1(z)�xk2(z)�x ! 1CA (z 2 S; x 2 E):



46 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDERW�ahle Hilbertr�aume Ki � Hi (i = 1; 2) und einen unit�aren OperatorU =  A BC D ! 2 L(E � (K1 �K2))so, da� U� eine Fortsetzung von L ist. Fasse ki(z)� auf als Operator in L(E ;Ki),(z 2 S; i = 1; 2) und de�niere u : S ! L(E ;K1�K2), u(z) =  k1(z)�k2(z)� !. Danngilt A� +C�Z�u(z) = f(z)�und B� +D�Z�u(z) = u(z):Daraus erh�alt man u(z) = (1�D�Z�)�1B�und Einsetzen ergibt dannf(z)� = A� + C�Z�(1�D�Z�)�1B�oder �aquivalent f(z) = A+B(1� ZD)�1ZC:Wenn man die Formel(1� ZD)�1 = 1Xk=0(ZD)k= 1 + Z  1Xk=0(DZ)k!D= 1 + Z(1�DZ)�1Dbenutzt, sieht man, da�f(z) = A+B(1 + Z(1�DZ)�1D)ZC= A+BZC �BZ(1�DZ)�1(1�DZ)C +BZ(1�DZ)�1C= A+BZ(1�DZ)�1Cwie gew�unsht.() ) (a).O�ensihtlih de�niert die rehte Seite der Gleihung in Teil () eine holomor-phe Fortsetzung F 2 H1(D 2 ; L(E)) von f .Au�erdem gilt nah Lemma 2.4 auh kFk1;D2 � 1.



3. DIE OPERATORWERTIGE VERSION DES INTERPOLATIONSSATZES 47Wie im skalarwertigen Fall folgt aus dem Beweis des Satzes auhBemerkung 2.12. (a) In der Situation (b) von Satz 2.11 haben die Abbildun-gen K1;K2 und f Fortsetzungen zu holomorphen KernenK̂1; K̂2 : D 2 � D 2 ! L(E)bzw. zu einer holomorphen AbbildungF : D 2 ! L(E)so, da�1� F (z)F (w)� = (1� z1 �w1)K̂1(z; w) + (1� z2 �w2)K̂2(z; w)f�ur z; w 2 D 2 gilt. Im Falle S = D 2 bedeutet dies, da� die positiv de�nitenAbbildungen K1;K2 in Teil (b) von Satz 2.11 automatish holomorph sind.(b) De�niert man in der Situation () von Satz 2.11 Funktionenû : D 2 ! L(E ;K1 �K2); û(z) = (1�D�Z�)�1B�und k̂i : D 2 ! L(Ki; E); k̂i(z) = û(z)��i (i = 1; 2);wobei �i : Ki ! K1 �K2 f�ur i = 1; 2 die kanonishen Einbettungen sind, sogilt k̂i(z)� = �iû(z) f�ur z 2 D 2 und die AbbildungenK̂i : D 2 � D 2 ! L(E); K̂i(z; w) = k̂i(z)k̂i(w)� (i = 1; 2)sind positive holomorphe Kerne mit1� f(z)f(w)� = (1� z1 �w1)K̂1(z; w) + (1� z2 �w2)K̂2(z; w)f�ur alle z; w 2 S. Dieselbe Formel gilt auh f�ur alle z; w 2 D 2 , wenn manauf der linken Seite f : S ! L(E) durh die holomorphe FortsetzungF : D 2 ! L(E); F (z) = A+BZ(1�DZ)�1Cersetzt.Beweis. Der Beweis der Implikationen (b) ) () und () ) (a) von Satz2.11 zeigt, da� es gen�ugt, den Teil (b) der Bemerkung zu zeigen.Sei F : D 2 ! L(E) die in Teil (b) der Bemerkung de�nierte holomorphe Fort-setzung von f mit F (z) = A+BZ(1�DZ)�1Coder �aquivalent (vgl. Beweis der Implikation (b) ) () von Satz 2.11)F (z)� = A� + C�Z�(1�D�Z�)�1B�:



48 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDERDann gilt mit den Bezeihnungen aus (b) f�ur z 2 D 2A� + C�Z�û(z) = F (z)�und B� +D�Z�û(z) = û(z)oder �aquivalent A� C�B� D� !0B� 1 (z1k̂1(z))�(z2k̂2(z))� ! 1CA =0B� F (z)� k̂1(z)�k̂2(z)� ! 1CAf�ur alle z 2 D 2 . Da U =  A BC D ! unit�ar ist, folgth0B� x (z1k̂1(z))�x(z2k̂2(z))�x ! 1CA ;0B� y (w1k̂1(z))�y(w2k̂2(w))�y ! 1CAi= h0B� F (z)�x k̂1(z)�xk̂2(z)�x ! 1CA ;0B� F (w)�y k̂1(w)�yk̂2(w)�y ! 1CAif�ur alle z; w 2 D 2 und x; y 2 E . Nah De�nition von K̂i bedeutet dies genau(mit vertaushten Rollen von z und w), da�1� F (z)F (w)� = (1� z1 �w1)K̂1(z; w) + (1� z2 �w2)K̂2(z; w)f�ur alle z; w 2 D 2 gilt.Wir haben im Beweis der Implikation (a) ) (b) von Satz 2.11 die operator-wertige von Neumannshe Ungleihung f�ur vertaushende Paare von Kontrak-tionen benutzt. Umgekehrt folgt aus der G�ultigkeit der in Teil () von Satz2.11 gegebenen Darstellung f�ur beshr�ankte holomorphe Funktionen auf D 2 dieoperatorwertige von Neumannshe Ungleihung.Bemerkung 2.13. Aus der G�ultigkeit von Satz 2.11 folgt die G�ultigkeit deroperatorwertigen von Neumannshen Ungleihung in der in Satz 2.10 beshrie-benen Form.Beweis. Sei f 2 H1(D 2 ; L(E)) und sei ohne Einshr�ankung kfk1;D2 = 1.Nah Satz 2.11 () hat f f�ur z 2 D 2 eine Darstellungf(z) = A+BZ(1�DZ)�1C



3. DIE OPERATORWERTIGE VERSION DES INTERPOLATIONSSATZES 49mit einem unit�aren OperatorU =  A BC D ! 2 L(E � (K1 �K2)):Sei T = (T1; T2) 2 L(H)2 ein vertaushendes Paar von Kontraktionen mit�(T ) � D 2 . Benutzt man Standardeigenshaften des analytishen Funktional-kalk�uls, so erh�alt manf(T ) = 1H 
A+ (1H 
B)Z(T )(1H
(K1�K2) � (1H 
D)Z(T ))�11H 
 C:Da der Operator 1H 
A 1H 
B1H 
 C 1H 
D ! ~= 1H 
 U 2 L(H
 (E � (K1 �K2)))eine Kontraktion ist, folgt die Behauptung aus Lemma 2.4, falls die AbbildungZ(T ) 2 L(H
 (K1 �K2)) eine Kontraktion ist. Um dies einzusehen, seien�i : K1 �K2 ! Ki; (k1; k2) 7! kidie kanonishen Projektionen. Da f�ur h1; : : : ; hn 2 H und ki1; : : : ; kin 2 Ki(i = 1; 2), giltk nXi=1 hi 
 (k1i ; k2i )k2 = nXi;j=1hhi 
 (k1i ; k2i ); hj 
 (k1j ; k2j )i= nXi;j=1hhi; hji(hk1i ; k1j i+ hk2i ; k2j i)= nXi;j=1(hhi 
 k1i ; hj 
 k1j i+ hhi 
 k2i ; hj 
 k2j i)= k( nXi=1 hi 
 k1i ; nXi=1 hi 
 k2i )k2und da LHf(h
k1; h
k2);h 2 H; ki 2 Ki f�ur i = 1; 2g = (H
K1)� (H
K2)ist, gibt es eine eindeutige unit�are AbbildungU : H
 (K1 �K2)! (H
K1)� (H
K2)mit U(h
 (k1; k2)) = (h
 k1; h
 k2)f�ur h 2 H und k1 2 K1; k2 2 K2. WegenZ(z) = z1 1K1 00 0 !+ z2 0 00 1K2 ! 2 L(K1 �K2)



50 2. INTERPOLATION AUF DEM BIZYLINDERgilt Z(T ) = T1 
 1K1 00 0 !+ T2 
 0 00 1K2 ! 2 L(H
 (K1 �K2)):Verm�oge U ist dieser Operator unit�ar �aquivalent zu der Kontraktion(T1 
 1K1)� (T2 
 1K2) 2 L((H
K1)� (H
K2)):Also ist Z(T ) eine Kontraktion, und Lemma 2.4 zeigt, da� auh f(T ) eineKontraktion ist.Insbesondere folgt aus der G�ultigkeit von Satz 2.10 auh die von NeumannsheUngleihung f�ur operatorwertige Polynome. Denn ist T = (T1; T2) 2 L(H)2 einvertaushendes Paar von Kontraktionen und ist p ein operatorwertiges Polynomin zwei komplexen Variablen, so folgtkp(T )k = limr"1 kp(rT )k � kpk1;D2 :



KAPITEL 3Darstellung von Funktionen als Summen vonQuadratenIn [CW99℄ haben Cole und Wermer gezeigt, da� die Andoshe Ungleihung f�urein Paar von vertaushenden Kontraktionen �aquivalent ist zu einer elementarenEigenshaft komplexer Polynome in zwei Variablen (siehe Satz 3.3). Im ein-dimensionalen Fall kann man die entsprehende Eigenshaft eindimensionalerkomplexer Polynome direkt beweisen und erh�alt so einen alternativen Beweisder von Neumannshen Ungleihung f�ur einzelne Kontraktionen. Ob ein �ahnli-hes Vorgehen f�ur Polynome in zwei Variablen m�oglih ist, ist eine interessanteo�ene Frage. 1. Der eindimensionale FallIst f 2 H1(D ) rational, d.h. gibt es Polynome p; q in einer komplexen Variablenmit f(z) = q(z)p(z)und p(z) 6= 0 f�ur z 2 D , so hat f eine Fortsetzung zu einer holomorphen Funk-tion auf einer o�enen Umgebung U von D . W�ahlt man die obige Darstellungvon f so, da� p und q keine gemeinsamen Nullstellen besitzen, so hat p keineNullstelle in D . Ist zus�atzlih f eine innere Funktion, d.h. jp(z)j � jq(z)j f�urz 2 D und jp(z)j = jq(z)j f�ur z 2 T, so gibt es �1; : : : ; �N 2 D und  2 �D so,da� f(z) =  NYi=1 z � �i1� ��izf�ur z 2 D gilt (siehe z.B. [Con81, Korollar 4.11℄). In diesem Fall ist N eindeutigbestimmt (N ist die Anzahl der Nullstellen von f in D in Vielfahheiten gez�ahlt).Man nennt N den Grad der rationalen inneren Funktion f (N = deg(f)).Ist f eine rationale innere Funktion vom Grade N und istf(z) = q(z)p(z) (z 2 D )51



52 3. DARSTELLUNG VON FUNKTIONEN ALS SUMMEN VON QUADRATENeine Darstellung von f durh teilerfremde Polynome p; q in einer komplexenVariablen, so sind p und q bis auf multiplikative Konstanten eindeutig bestimmtund es gilt deg(q) = deg(p) = N:Lemma 3.1. Sei f eine rationale innere Funktion vom Grade n � 1 und seif(z) = q(z)p(z) (z 2 D )eine Darstellung von f durh teilerfremde Polynome p; q in einer komplexenVariablen. Dann existieren Polynome A� auf C mit deg(A�) � n� 1 f�ur jedes� = 1; : : : ; n so, da�1� f(z)f(w) = (1� z �w) nX�=1�A�(z)p(z) ��A�(w)p(w) �f�ur alle z; w 2 D gilt.Beweis. durh Induktion nah n.Nah obigen Vorbemerkungen hat f f�ur n = 1 die Formf(z) = q(z)p(z) (z 2 D )mit q(z) = (z � �) undp(z) = 1� ��z;wobei jj = 1 und j�j < 1. Man rehnet nah:1� f(z)f(w) = 1�  z � �1� ��z � �w � ��1� � �w= 1� (z � �)( �w � ��)(1� ��z)(1 � � �w)= 1 + j�j2z �w � z �w � j�j2(1� ��z)(1� � �w)= (1� z �w) 1� j�j2(1 � ��z)(1� � �w)= (1� z �w) 1� j�j2p(z)p(w) :Also gilt f�ur n = 1 die Behauptung mitA1(z) = (1� j�j2) 12 :



1. DER EINDIMENSIONALE FALL 53Sei nun g eine rationale innere Funktion vom Grade n+ 1 und seig(z) = q(z)p(z)eine Darstellung von g durh teilerfremde Polynome p; q in einer komplexenVariablen. F�ur g existieren rationale innere Funktionen h1, h2 mit deg(h1) = nund deg(h2) = 1 so, da� g = h1h2. Seien h1 = q1p1 und h2 = q2p2 Darstellungen vonh1 und h2 durh teilerfremde Polynome p1; q1 und p2; q2 auf C , wobei p = p1p2und q = q1q2. Nah Induktionsvoraussetzung existieren dann Polynome B� mitGrad � n� 1 f�ur � = 1; : : : ; n auf C und eine Konstante C 2 C , so da�1� h1(z)h1(w) = (1� z �w) nX�=1�B�(z)p1(z) ��B�(w)p1(w) �und 1� h2(z)h2(w) = (1� z �w)� Cp2(z)�� Cp2(w)�f�ur alle z; w 2 D gilt. Man setzt nunA� = p2B� f�ur 1 � � � nund An+1 = q1C:Dann gilt 1� h1(z)h1(w) = (1� z �w) nX�=1�A�(z)p(z) ��A�(w)p(w) �und h1(z)h1(w)(1� h2(z)h2(w))= �q1(z)p1(z)�� q1(w)p1(w)�(1� z �w)� Cp2(z)�� Cp2(w)�= (1� z �w)� q1(z)Cp1(z)p2(z)�� q1(w)Cp1(w)p2(w)�= (1� z �w)�An+1(z)p(z) ��An+1(w)p(w) �:Damit folgt dann1� g(z)g(w) = 1� h1(z)h1(w) + h1(z)h1(w)(1� h2(z)h2(w))= (1� z �w) n+1X�=1�A�(z)p(z) ��A�(w)p(w) �



54 3. DARSTELLUNG VON FUNKTIONEN ALS SUMMEN VON QUADRATENf�ur z; w 2 D und jedes A� , � = 1; : : : ; n+1, ist ein Polynom vom Grade � n.Bemerkung. Da zwei Polynome p; q 2 C [z℄ mit jpj = jqj auf C den gleihenGrad und die gleihen Nullstellen haben, k�onnen sie sih h�ohstens durh einemultiplikative Konstante vom Betrag 1 untersheiden.Damit folgt nun die gew�unshte Eigenshaft f�ur Polynome in einer komplexenVariablen:Satz 3.2. Seien p; q Polynome in einer komplexen Variablen. Es geltejp(z)j � jq(z)jf�ur z 2 D und jp(z)j = jq(z)jf�ur z 2 T.Sei N := deg(q). Dann existieren Polynome A� auf C mit deg(A�) � N � 1,1 � � � N , so da�p(z)p(w) � q(z)q(w) = (1� z �w) NX�=1A�(z)A�(w)f�ur z; w 2 C gilt. Die Summe auf der rehten Seite de�niert einen positivenPolynomkern vom Grade � N � 1 auf C .Beweis. Nah obiger Bemerkung kann man annehmen, da� jpj 6� jqj auf C .Wir setzen zun�ahst voraus, da� p und q teilerfremde Polynome sind. Aus derTeilerfremdheit und da jp(z)j � jq(z)j auf D folgt, da� p keine Nullstelle in D hat.Also k�onnen wir eine Funktion f auf D de�nieren als f = qp . O�ensihtlih istf eine niht konstante, rationale innere Funktion auf D mit deg(f) = N � 1.Wir w�ahlen nun wie in Lemma 3.1 Polynome A� mit deg(A�) � N � 1 f�ur1 � � � N . Multipliziert man nun beide Seiten der Gleihung in Lemma 3.1mit p(z)p(w), so erh�alt manp(z)p(w) � q(z)q(w) = (1� z �w) NX�=1A�(z)A�(w)f�ur z; w 2 D . Da beide Seiten dieser Gleihung Polynome in den Variablen z; �wsind, mu� sie auh f�ur alle z; w 2 C gelten.Seien nun p und q niht teilerfremd. Dann kann man p und q shreiben alsp = rp1 und q = rq1 mit p1 und q1 teilerfremd und deg(q1) < deg(q). Die



2. DIE QUADRATSUMMENDARSTELLUNG AUF DEM BIZYLINDER 55Voraussetzungen des Satzes f�ur p1 und q1 folgen aus den entsprehenden Be-dingungen f�ur p und q.Da f�ur die teilerfremden Polynome p1 und q1 Polynome A1� , � = 1; : : : ; N mitp1(z)p1(w) � q1(z)q1(w) = (1� z �w) NX�=1A1�(z)A1�(w)und deg(A1�) � deg(q1)� 1 existieren, folgt die gew�unshte Gleihung ausp(z)p(w)� q(z)q(w) = r(z)r(w)(p1(z)p1(w)� q1(z)q1(w))= r(z)r(w)(1� z �w) NX�=1A1�(z)A1�(w)= (1� z �w) NX�=1A�(z)A�(w);wobei die A� = rA1� f�ur � = 1; : : : ; N Polynome sind, die jeweils Grad �deg(r) + deg(q1) � 1 = deg(q) � 1 haben. Somit gilt die Behauptung in allenF�allen.Die Shlu�bemerkung in Satz 3.2 folgt direkt aus Satz 1.15.2. Die Quadratsummendarstellung auf dem BizylinderWir wollen im Folgenden zeigen, da� man Satz 2.5 und damit die AndosheUngleihung f�ur Paare von vertaushenden Kontraktionen auf Hilbertr�aumenbenutzen kann, um ein Analogon von Satz 3.2 f�ur Polynome in zwei komplexenVariablen zu zeigen.Satz 3.3. Seien p; q Polynome in zwei komplexen Variablen. Es geltejp(z)j � jq(z)jf�ur z 2 D 2 und jp(z)j = jq(z)jf�ur z 2 T2. Sei N := deg(q). Dann gibt es Polynome A� ; B�, (� = 1; : : : ; r),vom Grade � N � 1 auf C 2 , so da�jp(z)j2 � jq(z)j2 = (1� jz1j2) rX�=1 jA�(z)j2+ (1� jz2j2) rX�=1 jB�(z)j2



56 3. DARSTELLUNG VON FUNKTIONEN ALS SUMMEN VON QUADRATENf�ur alle z = (z1; z2) 2 C 2 gilt und allgemeinerp(z)p(w) � q(z)q(w) = (1� z1w1) rX�=1A�(z)A�(w)+ (1� z2w2) rX�=1B�(z)B�(w)f�ur alle z = (z1; z2) und w = (w1; w2) 2 C 2 .Beweis. Ist p � 0, so ist auh q � 0 und die beiden Gleihungen sind erf�ulltf�ur r = 1 und A1 = B1 = 0. Also kann man ohne Einshr�ankung annehmen,da� p 6� 0 ist.Sei V = fz 2 C 2 ; p(z) = 0g die Nullstellenmenge von p. Wir de�nierenf(z) = q(z)p(z)f�ur z 2 D 2 \ V C . Da jp(z)j � jq(z)j f�ur z 2 D 2 , folgtjf(z)j � 1f�ur z 2 D 2 \ V C . Dann kann man f nah dem Riemannshen Hebbarkeits-satz (siehe z.B. [Kra82, Theorem 7.3.3℄) zu einer analytishen Funktion f aufD 2 mit kfk1;D2 � 1 fortsetzen. Nah Satz 2.5 und Bemerkung 2.6 existierendann positive holomorphe Kerne K1 und K2 auf D 2 , zu denen nah Satz 1.9Darstellungen (�1;H1) und (�2;H2) exstieren, so da�1� f(z)f(w) = (1� z1w1)K1(z; w) + (1� z2w2)K2(z; w)f�ur alle z = (z1; z2) und w = (w1; w2) 2 D 2 gilt. Multipliziert man diese Glei-hung mit p(z)p(w), so erh�alt manp(z)p(w) � q(z)q(w)= (1� z1 �w1)p(z)p(w)K1(z; w) + (1� z2 �w2)p(z)p(w)K2(z; w)zun�ahst f�ur z; w 2 D 2 \ V C und aus Stetigkeitsgr�unden f�ur alle z; w 2 D 2 .De�niert man R1(z; w) = p(z)p(w)K1(z; w) undR2(z; w) = p(z)p(w)K2(z; w) (z; w 2 D 2);so wird die Gleihung zup(z)p(w)� q(z)q(w) = (1� z1w1)R1(z; w) + (1� z2w2)R2(z; w)



2. DIE QUADRATSUMMENDARSTELLUNG AUF DEM BIZYLINDER 57f�ur alle z; w 2 D 2 . R1 und R2 sind ebenfalls positive holomorphe Kerne auf D 2mit Darstellungen (p�1;H1) und (p�2;H2). Setzt manK = K1 +K2;und R = R1 +R2so sind auh K und R auf D 2 positiv de�nit. Eine Darstellung (�;H) von K imSinne von Satz 1.9 erh�alt man wie folgt. Wir setzenH = H1 �H2und � : D 2 !H; �(z) = �1(z)� �2(z):Dann ist (�;H) eine Darstellung von K.Eine Darstellung (�;H) von R erh�alt man mit der Abbildung� : D 2 !H; �(z) = p(z)�(z):Nah Satz 1.11 ist � auf D 2 analytish und es existieren Vektoren bjk 2 H,0 � j; k <1, so da� �(z) = Xj;k�0 bjkzj1zk2 (z 2 D 2 )und Xj;k�0 kbjkkrj+k <1 (r < 1):F�ur j + k � N = deg(q) ist bjk = 0, denn:Fixiere � 2 C mit j�j = 1. F�ur jede Abbildung � von D 2 in eine Menge S sei�� : D ! S de�niert durh ��(z) = �(z; �z):Auf diese Weise erh�alt man Polynome p� und q� mit deg(q�) � N auf C undanalytishe Abbildungen ��; �� : D !H. Dann folgt (��� = 1)p�(z)p�(w)� q�(z)q�(w)= p(z; �z)p(w;�w) � q(z; �z)q(w;�w)= (1� z �w)R1((z; �z); (w;�w)) + (1� �z�� �w)R2((z; �z); (w;�w))= (1� z �w)R((z; �z); (w;�w))= (1� z �w)R�(z; w)



58 3. DARSTELLUNG VON FUNKTIONEN ALS SUMMEN VON QUADRATENf�ur alle z; w 2 D , wobeiR�(z; w) = R((z; �z); (w;�w)) (z; w 2 D )ein positiver holomorpher Kern auf D ist. Dieser hat die Darstellung (��;H),denn es gilt: R�(z; w) = R((z; �z); (w;�w))= h�(z; �z); �(w;�w)i= h��(z); ��(w)i (z; w 2 D ):Da p� und q� Polynome auf D sind, f�ur die die Voraussetzungen aus Satz 3.2gelten, existiert auf D ein positiver Polynomkern M� mit Grad � N � 1 ,so da� M� = R� auf D 2 . Nah Satz 1.15 hat M� eine Darstellung (��;H�),wobei �� : D ! H� ein Polynom vom Grad � N � 1 ist. Dann ist (��;H�)auh eine Darstellung von R�. Der positive holomorphe Kern R� hat also zweiDarstellungen (��;H) und (��;H�). Dann existiert nah Satz 1.9 eine lineareAbbildung U : H� !H, so da� �� = U Æ ��auf D gilt. Also ist auh �� ein Polyom vom Grad � N � 1.Setzt man nun dp(�) = Xj+k=p bjk�k f �ur p � 0;dann folgt mit der Reihendarstellung von ���(z) = �(z; �z) = Xj;k�0 bjkzj(�z)k= Xj;k�0 bjkzj+k�k= 1Xp=0 dp(�)zpf�ur alle z 2 D . Da deg(��) � N � 1 ist, gilt:0 = dp(�) = pXk=0 bp�k;k�kf�ur p � N . Da dies f�ur alle � mit j�j = 1 rihtig ist, ist bp�k;k = 0 f�ur alle p � Nund k = 0; : : : ; p und somit bjk = 0 f�ur j + k � N .Damit und mit der Reihendarstellung von � folgt nun�(z) = Xj+k�N�1 bjkzj1zk2



2. DIE QUADRATSUMMENDARSTELLUNG AUF DEM BIZYLINDER 59f�ur z = (z1; z2) 2 D 2 .Die positiven holomorphen Kerne R1 und R2 kann man auf C 2 zu positivenPolynomkernen mit Grad � N � 1 fortsetzen. Sei dazu E die Projektion von Hauf H1. Da f�ur z 2 D 2�(z) = p(z)�(z) = p(z)�1(z)� p(z)�2(z);gilt, hat man also E(�(z)) = p(z)�1(z) (z 2 D 2 ):Setzt man jk = E(bjk) f�ur alle j; k mit j + k � N � 1, so erh�alt man f�ur allez 2 D 2 p(z)�1(z) = Xj+k�N�1 jkzj1zk2 :Da R1 die Darstellung (p�1;H1) hat, giltR1(z; w) = hp(z)�1(z); p(w)�1(w)i (z; w 2 D 2 )und somit gibt es eine Fortsetzung von R1 zu einem positiven Polynomkern mitGrad � N � 1 auf C 2 . Nah Satz 1.15 existieren dann Polynome A1; : : : ; Advom Grade � N � 1 auf C 2 , so da� f�ur alle z; w 2 D 2R1(z; w) = dX�=1A�(z)A�(w)gilt. Analog existieren auh zu R2 Polynome B1; : : : ; Bd0 vom Grade � N � 1auf C 2 , so da� f�ur alle z; w 2 D 2R2(z; w) = d0X�=1B�(z)B�(w)gilt. Setzt man nun die obigen Darstellungen von R1 und R2 in die Gleihungp(z)p(w)� q(z)q(w) = (1� z1w1)R1(z; w) + (1� z2w2)R2(z; w)von oben ein, so erh�alt man die Behauptung.Bemerkung 3.4. (a) Nah dem Beweis von Satz 3.3 kann man die PolynomeA� ; B� so w�ahlen, da� deg(A�) � deg(q) � 1und deg(B�) � deg(q) � 1f�ur � = 1; : : : ; r.



60 3. DARSTELLUNG VON FUNKTIONEN ALS SUMMEN VON QUADRATEN(b) Die Darstellung f�ur p(z)p(w) � q(z)q(w) in Satz 3.3 kann aus der f�urjp(z)j2 � jq(z)j2 gegebenen Darstellung hergeleitet werden.Beweis. Von (b).Seien also die Voraussetzungen wie in Satz 3.3 und es gelte:jp(z)j2 � jq(z)j2 = (1� jz1j2) rX�=1 jA�(z)j2+ (1� jz2j2) rX�=1 jB�(z)j2f�ur alle z 2 C 2 . Man de�niert f�ur alle Polynome A auf C 2 das Polynom ~A durh:~A(z) = A(�z) (z 2 C 2):Ist A(z) = NXj;k=0 jkzj1zk2 ;dann ist ~A(z) = NXj;k=0 jkzj1zk2 :Dann kann man obige Gleihung auh shreiben alsp(z)~p(�z)� q(z)~q(�z) = (1� z1z1) rX�=1A�(z) ~A�(�z)+ (1� z2z2) rX�=1B�(z) ~B�(�z)f�ur alle z 2 C 2 .Man de�niert das Polynom S(z1; z2; �1; �2) in vier komplexen Variablen durhS(z; �) = p(z)~p(�)� q(z)~q(�)� (1� z1�1) rX�=1A�(z) ~A�(�)� (1� z2�2) rX�=1B�(z) ~B�(�):Dann folgt mit obiger Gleihung, da� S(z; �z) = 0 f�ur alle z 2 C 2 . Shreibt mannun das Polynom S(z; �z) alsS(z; �z) =X a��z��z�mit KoeÆzienten a�� 2 C und �; � 2 N2 , so gilta�� = 1�!�! ���z� ����z� S(z; �z)jz=0 = 0



2. DIE QUADRATSUMMENDARSTELLUNG AUF DEM BIZYLINDER 61f�ur alle �; � 2 N2 und somit S(z; �) = 0 f�ur alle z; � 2 C 2 . Also gilt die Gleihungaus Satz 3.3 f�ur alle z; �w 2 C 2 .Korollar 3.5. Sei ' eine rationale innere Funktion auf D 2 mit ' = qp f�urPolynome p; q in zwei komplexen Variablen und p 6= 0 auf D 2 . Dann existierenPolynome A� ; B� , � = 1; : : : ; r, in zwei komplexen Variablen, so da�, falls manf� = A�p und g� = B�p setzt,1� '(z)'(w) = (1� z1 �w1) rX�=1 f�(z)f�(w)+ (1� z2 �w2) rX�=1 g�(z)g�(w)f�ur alle z = (z1; z2) und w = (w1; w2) 2 D 2 gilt.Die Funktionen f� ; g� sind rational und auf D 2 analytish.Beweis. Nah Satz 3.3 existieren Polynome A� ; B� , � = 1; : : : ; r, in zweikomplexen Variablen, so da�p(z)p(w) � q(z)q(w) = (1� z1 �w1) rX�=1A�(z)A�(w)= (1� z2 �w2) rX�=1B�(z)B�(w)f�ur alle z = (z1; z2) und w = (w1; w2) 2 D 2 gilt. Dividiert man beide Seitendieser Gleihung durh p(z)p(w)(6= 0), so erh�alt man1� '(z)'(w) = (1� z1 �w1) rX�=1 f�(z)f�(w)+ (1� z2 �w2) rX�=1 g�(z)g�(w)f�ur alle z = (z1; z2) und w = (w1; w2) 2 D 2 .



62 3. DARSTELLUNG VON FUNKTIONEN ALS SUMMEN VON QUADRATEN3. Ein Kalk�ul holomorpher C -wertiger FunktionenUm Satz 3.2 und Satz 3.3 in der Operatorentheorie anwenden zu k�onnen, ben�oti-gen wir noh einen Kalk�ul f�ur holomorphe C -wertige Funktionen.Sei dazu im Folgenden H ein Hilbertraum.Jede Funktion f 2 O(D 2 ) hat eine Potenzreihendarstellungf(z) = X�2N2 a�z�f�ur z = (z1; z2) 2 D 2 . Diese Potenzreihenentwiklung konvergiert kompaktgleihm�a�ig und absolut auf D 2 . F�ur zwei strikte Kontraktionen S; T 2 L(H)de�niert man dann f(S; T ) durhf(S; T ) = X�2N2 a�S�1T�2 :F�ur jedes vertaushende Tupel T = (T1; : : : ; Tn) 2 L(H)n von Operatoren kannman ein gemeinsames Spektrum, das sogenannte Taylor-Spektrum, �(T ) � C nso de�nieren, da� gilt:(i) ; 6= �(T ) � C n ist kompakt(ii) Es existiert ein Algebrenhomomorphismus� : O(�(T ))! L(H); f 7! �(f) =: f(T )mit �(1) = 1H und �(zi) = Ti (1 � i � n):Die Abbildung � erf�ullt au�erdem f�ur f = (f1; : : : ; fm) 2 O(U)m, wobeiU � �(T ) o�en sei, den spektralen Abbildungssatz�(f1(T ); : : : ; fm(T )) = f(�(T )):F�ur T 2 L(H)n vertaushend gilt�(T �) = ℄�(T ):F�ur f 2 O(U) mit U � �(T ) o�en, ist~f : ~U ! C ; ~f(z) := f(�z)analytish und es gilt f(T )� = ~f(T �):



3. EIN KALK�UL HOLOMORPHER C -WERTIGER FUNKTIONEN 63Die De�nition und Beweise der wihtigsten Eigenshaften des analytishenFunktionalkalk�uls in mehreren Variablen �ndet der Leser etwa in [EP96℄.F�ur T 2 L(H) de�niertLT : L(H) ! L(H) ; X 7! TXRT : L(H) ! L(H) ; X 7! XTdie Links- bzw. Rehtsmultiplikation mit T . O�ensihtlih ist f�ur zwei vertau-shende Tupel S = (S1; : : : ; Sn) 2 L(H)n und T = (T1; : : : ; Tn) 2 L(H)n dasTupel M(S;T ) := (LS ; RT ) = (LS1 ; : : : ; LSn ; RT1 ; : : : ; RTn) 2 L(L(H))2nvertaushend. Man kann zeigen (siehe [Es88℄), da� in diesem Fall�(M(S;T )) = �(S)� �(T ) (� C 2n)gilt. Somit l�a�t sihM(S;T ) verm�oge des analytishen Funktionalkalk�uls in Funk-tionen f 2 O(�(S) � �(T )) einsetzen. Ist f 2 O(D n � D n) eine analytisheFunktion mit Potenzreihenentwiklung f(z; w) = P�2N2 a�z�1w�2 und gilt�(S) [ �(T ) � D n , so folgtf(M(S;T ))(1H) = (X�2N2 a�L�1S R�2T )(1H)= (X�2N2 a�LS�1RT�2 )(1H)= X�2N2 a�S�1T�2 :Hat die Funktion f 2 O(D n � D n) die Formf(z; w) = g(z)h(w)mit analytishen Funktionen g und h, dann giltf(M(S;T ))(1H) = g(M(S;T ))h(M(S;T ))(1H)= g(LS)h(RT )(1H)= (Lg(S)Rh(T ))(1H)= g(S)h(T ):



64 3. DARSTELLUNG VON FUNKTIONEN ALS SUMMEN VON QUADRATEN4. Anwendungen in der OperatorentheorieSei T im Folgenden eine strikte Kontraktion auf einem Hilbertraum H. In die-sem Fall gilt auh 1H � TT � > 0.Satz 3.6. Sei T wie oben und ' eine rationale innere Funktion auf C . Dannexistieren rationale Funktionen f�, � = 1; : : : ; n, auf C , die analytish auf Dsind, so da� gilt:1H � '(T )'(T )� = nX�=1 f�(T )(1H � TT �)f�(T )�:Beweis. Sei ' eine rationale innere Funktion auf C . Dann kann man 'shreiben als ' = qp mit teilerfremden Polynomen p und q auf C . Nah Lemma3.1 existieren dann rationale Funktionen f1; : : : ; fn auf C , deren Nenner mit p�ubereinstimmen, so da�1� '(z)'(w) = (1� z �w) nX�=1 f�(z)f�(w)f�ur z; w 2 D gilt. Insbesondere ist jedes f� analytish auf D . Nah De�nitionvon ~' kann man diese Gleihung auh in der Form1� '(z) ~'( �w) = (1� z �w) nX�=1 f�(z) ~f�( �w)f�ur z; w 2 D shreiben. Da z und w unabh�angig sind, gilt auh1� '(z) ~'(�) = (1� z�) nX�=1 f�(z) ~f�(�) = nX�=1 f�(z)(1 � z�) ~f�(�)f�ur z; � 2 D .Die Funktion �(z; �) = 1� '(z) ~'(�) (z; � 2 D )



4. ANWENDUNGEN IN DER OPERATORENTHEORIE 65ist analytish auf D 2 . Dann folgt die Behauptung mit dem im vorherigen Ab-shnitt eingef�uhrten analytishen Funktionalkalk�ul1H � '(T )'(T )� = 1H � '(T ) ~'(T �)= �(M(T;T �))(1H)= nX�=1 f�(LT )(1L(H) � LTRT �) ~f�(RT �)(1H)= nX�=1Lf�(T )(1L(H) � LTRT �)R ~f�(T �)(1H)= nX�=1 f�(T )(1H � TT �)f�(T )�:
Aus Satz 3.6 folgt die von Neumannshe Ungleihung f�ur die strikte KontraktionT , denn o�ensihtlih gilt 1H � '(T )'(T )� � 0und somit k'(T )k � 1:Sei nun p ein Polynom in einer komplexen Variablen mit jp(z)j � 1 auf D .Dann existiert nah dem Satz von Carath�eodory (siehe [Gar81, Theorem 2.1℄)eine Folge von endlihen Blashke-Produkten f'ng1n=1, die auf D kompaktgleihm�a�ig gegen p konvergiert. Indem man Satz 3.6 auf die Funktionen 'nanwendet, erh�alt man kp(T )k = limn!1 k'n(T )k � 1:Daraus erh�alt man die von Neumannshe Ungleihung auh f�ur beliebige Kon-traktionen T 2 L(H). Sei dazu p ein Polynom in einer komplexen Variablen mitkpk1;D � 1, so folgt kp(T )k = limr"1 kp(rT )k � 1:Eine analoge Aussage gilt auh f�ur ein Paar von vertaushenden strikten Kon-traktionen:



66 3. DARSTELLUNG VON FUNKTIONEN ALS SUMMEN VON QUADRATENSatz 3.7. Sei (T1; T2) ein Paar von vertaushenden strikten Kontraktionen aufeinem Hilbertraum H und ' eine rationale innere Funktion auf D 2 . Dann exis-tieren rationale Funktionen f1; : : : ; fs und g1; : : : ; gs auf C 2 , die auf D 2 analy-tish sind, so da� die folgende Gleihheit gilt:1H � '(T1; T2)'(T1; T2)� = sX�=1 f�(T1; T2)(1H � T1T �1 )f�(T1; T2)�+ sX�=1 g�(T1; T2)(1H � T2T �2 )g�(T1; T2)�:Beweis. Sei ' eine rationale innere Funktion auf D 2 . Dann kann man 'shreiben als ' = qp mit Polynomen p und q. Dann existieren nah Korollar3.5 rationale Funktionen f1; : : : ; fs und g1; : : : ; gs auf C 2 , deren Nenner mit p�ubereinstimmen, so da�1� '(z)'(w) = (1� z1 �w1) sX�=1 f�(z)f�(w) + (1� z2 �w2) sX�=1 g�(z)g�(w)f�ur z = (z1; z2) und w = (w1; w2) 2 D 2 gilt. Insbesondere ist jedes f� und jedesg� analytish auf D 2 . Nah De�nition von ~' kann man diese Gleihung auh inder Form1� '(z) ~'( �w) = (1� z1 �w1) sX�=1 f�(z) ~f�( �w) + (1� z2 �w2) sX�=1 g�(z)~g�( �w)f�ur z = (z1; z2) und w = (w1; w2) 2 D 2 shreiben. Da z und w unabh�angig sind,gilt auh1� '(z) ~'(�) = (1� z1�1) sX�=1 f�(z) ~f�(�) + (1� z2�2) sX�=1 g�(z)~g�(�)= sX�=1 f�(z)(1 � z1�1) ~f�(�) + sX�=1 g�(z)(1� z2�2)~g�(�)f�ur z; � 2 D 2 . Die Funktion �(z; �) := 1� '(z) ~'(�)ist analytish auf D 2 � D 2 . Dann folgt die Behauptung mit dem im vorheri-gen Abshnitt eingef�uhrten Funktionalkalk�ul f�ur das Paar T = (T1; T2) von



4. ANWENDUNGEN IN DER OPERATORENTHEORIE 67vertaushenden strikten Kontraktionen wie im Beweis von Satz 3.6:1H � '(T )'(T )�= 1H � '(T ) ~'(T �)= �(M(T;T �))(1H)= sX�=1 f�(T )(1H � T1T �1 ) ~f�(T �) + sX�=1 g�(T )(1H � T2T �2 )~g�(T �)= sX�=1 f�(T )(1H � T1T �1 )f�(T )� + sX�=1 g�(T )(1H � T1T �1 )g�(T )�:
Aus Satz 3.7 folgt die Andoshe Ungleihung f�ur das Paar (T1; T2) von vertau-shenden strikten Kontraktionen:Sei p ein Polynom in zwei komplexen Variablen mit kpk1;D2 � 1. Da der Satzvon Carath�eodory auh mehrdimensional gilt (siehe [Rud69, S.126℄), existierteine Folge f'ng1n=1 von rationalen inneren Funktionen auf D 2 , die auf D 2 kom-pakt gleihm�a�ig gegen p konvergiert. Aus Satz 3.7 folgt k'n(T1; T2)k � 1 undsomit gilt kp(T1; T2)k = limn!1 k'n(T1; T2)k � 1genau wie im eindimensionalen Fall. Daraus erh�alt man auh f�ur ein beliebigesPaar von vertaushenden Kontraktionen T 2 L(H)2 die Andoshe Ungleihung.Sei dazu p ein Polynom in zwei komplexen Variablen, so folgtkp(T )k = limr"1 kpk1;D2 pkpk1;D2 (rT ) � kpk1;D2 :
Bemerkung. F�ur Polynome in N � 3 Variablen ist Satz 3.3 falsh. Dennw�urde ein solher Satz gelten, dann w�urde daraus wie im oben beshriebenenzweidimensionalen Fall die Andoshe Ungleihung f�ur ein beliebiges Tupel vonvertaushenden Kontraktionen folgen. Wir wissen aber, da� ein solhes Analo-gon der Andoshen Ungleihung falsh ist (siehe [Var74℄).Wie eingangs erw�ahnt, ist eine interessante o�ene Frage (vgl. [CW99℄), ob esm�oglih ist, einen direkten Beweis f�ur Satz 3.3 zu geben, der niht die Ando-she Ungleihung f�ur Paare von vertaushenden Kontraktionen benutzt. Wirshlie�en die Arbeit mit einigen Anmerkungen zu diesem Problem.



68 3. DARSTELLUNG VON FUNKTIONEN ALS SUMMEN VON QUADRATENDie von Rudin in [Rud69, Satz 5.5.1℄ gegebene Version des Satzes von Carath�eodoryzeigt, da� jede Funktion f 2 H1(D n) auf D n kompakt gleihm�a�ig durh eineFolge innerer Funktionen in A(D n) approximiert werden kann. F�ur n = 1 sinddie inneren Funktionen in A(D ) genau die endlihen Blashke-Produkte. NahSatz 5.2.5 in [Rud69℄ sind allgemeiner die inneren Funktionen in A(D n) genaudie rationalen Funktionen der Formf(z) = m(z)~p(1z )p(z) ;wobei p ein Polynom in n komplexen Variablen ist, das keine Nullstelle in �D nhat, und m ein Monom ist so, da� m(z)~p(1z ) ein Polynom in n komplexenVariablen ist. Es gen�ugt also, Satz 3.3 zu beweisen f�ur den Fall, da� p einPolynom in zwei komplexen Variablen ohne Nullstellen in �D 2 ist und da� q einPolynom in zwei komplexen Variablen von der Formq(z) = m(z)~p(1z )mit einem geeigneten Monom m ist. F�ur einfahe Beispiele der Formp(z) = 1 + az1 + bz2 (a; b 2 C : jaj+ jbj < 1)und m(z) = z1z2haben Cole und Wermer in [CW99℄ die L�osbarkeit dieses Problems durh ex-plizite Rehnungen nahgepr�uft. Ob das Problem allgemein mit direkten Me-thoden l�osbar ist, mu� an dieser Stelle o�en bleiben.O�enes Problem: Sie p ein Polynom in zwei komplexen Variablen ohne Null-stellen in �D 2 und sei m(z) = z� (� 2 N2) ein Monom mit der Eigenshaft,da� q(z) = m(z)~p(1z ) ein Polynom in zwei komplexen Variablen ist. Man zei-ge ohne Benutzung der Andoshen Ungleihung, da� endlih viele PolynomeA1; : : : ; Ar; B1; : : : ; Br in zwei komplexen Variablen existieren mitjp(z)j2 � jq(z)j2 = (1� jz1j2) rX�=1 jA�(z)j2 + (1� jz2j2) rX�=1 jB�(z)j2f�ur alle z 2 C 2 .
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