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Einleitung

In [18] (Chapter 1) zeigen Nagy und Foiag die Existenz der minimalen isome-
trischen Dilatation von Kontraktionen und die Wold-Zerlegung fiir Isometrien.
Als Konsequenz daraus erhilt man die bekannte Von-Neumann-Ungleichung

P < lIplloo.n

fiir Polynome p € C[z] und Hibertraum-Kontraktionen T'. Dabei bezeichne D
die offene Kreisscheibe in C.

Ando verallgemeinerte in [1] die Existenz der minimalen isometrischen Dilatati-
on und die Giiltigkeit der Von-Neumann-Ungleichung fiir Tupel T = (T4, T5)
zweier vertauschender Kontraktionen. Allerdings bleiben diese Resultate fiir
hohere Dimensionen nicht mehr richtig. Parrott ([14]) widerlegte fiir n > 3
die Existenz von isometrischen Dilatationen fiir Tupel vertauschender Kontrak-
tionen und Varopoulos zeigte in [19], dass die Von-Neumann-Ungleichung fiir
Tupel vertauschender Kontraktionen falsch ist, falls n hinreichend gro8 ist.
Um dennoch eine Verallgemeinerung fiir den mehrdimensionalen Fall zu erhal-
ten, braucht man daher einen geeigneteren Kontraktionsbegriff. Wir bezeichnen
Tupel T' = (11, ..., T,,) € L(H)™ von stetigen Operatoren auf einem Hilbertraum
H als n-Kontraktion, falls

Zn:Tl'Ti* < I

i=1

gilt. Mit dieser Definition zeigt Arveson in [5] (Theorem 8.1), dass fiir eine n-
Kontraktion 7', deren Komponenten 77, ..., T,, miteinander kommmutieren, und
ein Polynom p € C[z1, ..., z,] in n Variablen die Abschitzung

(D) < llplle

gilt. Dabei ist ||p||a die Norm des Multiplikationsoperators mit p auf einem
geeigneten funktionalen Hilbertraum analytischer Funktionen iiber der Ein-
heitskugel, den man mit dem symmetrischen Fockraum ’J’i identifizieren kann.
Offenbar ist dieses Resultat eine Verallgemeinerung der urspriinglichen Von-
Neumann-Ungleichung auf den Fall von Tupeln vertauschender Operatoren.
Wir beschiiftigen uns in dieser Arbeit mit n-Kontraktionen, deren Komponen-
ten nicht notwendigerweise miteinander kommutieren. Popescu beweist in [11]
(Theorem 2.1) die Existenz der minimalen isometrischen Dilatation fiir eine sol-
che n-Kontraktion. Diese ist dabei gegeben als Tupel V = (Vi,...,V},) € L(K)"
von Isometrien mit paarweise orthogonalen Bildern auf einem Hilbertraum X,
der 3 umfasst.



Weiterhin enthilt [11] einen Beweis der Wold-Zerlegung eines Tupels von Iso-
metrien mit paarweise orthogonalen Bildern (Theorem 1.3).

Davon ausgehend zeigt Popescu in [12] (Theorem 2.1) eine Version der Von-
Neumann-Ungleichung fiir beliebige n-Kontraktionen. An die Stelle des Poly-
noms p € Clz, ..., zp] tritt dabei ein Polynom aus dem Fockraum

7 = 32 = P>

keN

und die Norm des Multiplikationsoperators mit p auf dem symmetrischen Fock-
raum J73 wird ersetzt durch die Norm des (Links-)Multiplikationsoperators mit
p auf dem vollen Fockraum J2.

Im kommutativen Fall betrachtet Arveson ([5]) die Multiplikationsoperatoren
S; = M., mit den Koordinaten z; (¢ = 1,...,n) und definiert die Toeplitz-
Algebra 7 als die von 51, ..., 5, erzeugte C*-Algebra. Als entscheidendes Mittel
zum Beweis der Von-Neumann-Ungleichung fiir eine n-Kontraktion T' € L(H)™
mit vertauschenden Komponenten benutzt er einen unitalen, vollsténdig positi-
ven und vollstdndig kontraktiven Operator

@T:T%L(J’C)

von der Toeplitz-Algebra in die stetig linearen Operatoren auf H, der

erfiillt (vergleiche [5], Theorem 6.2).
Analog dazu konstruieren Arias und Popescu in [3] (Chapter 3) einen entspre-
chenden Operator

D7 : C*(S1, ..., Sp) = L(H)

fiir beliebige n-Kontraktionen 7' € L(H)"™ und nennen diesen Operator die
Poisson-Transformation von 7. Dabei entspricht S; dem Multiplikationsope-
rator mit e; auf dem Fockraum 32 (i = 1,...,n) und C*(S4,...,S,) ist die von
S1, ..., Sy erzeugte C*-Unteralgebra von L(F?).

Wir geben in dieser Arbeit einen Beweis der (nichtkommutativen) Von-Neumann-
Ungleichung mit Hilfe der Poisson-Transformation ®7. Dabei orientieren wir uns
am Beweis von Arveson ([5]) im kommutativen Fall. Dariiber hinaus erhalten
wir neue Beweise fiir die Existenz der minimalen isometrischen Dilatation und
der Wold-Zerlegung mit Hilfe der Poisson-Transformation.

Im ersten Kapitel geben wir zuniichst eine fiir unsere Zwecke geeignete Darstel-
lung des Fockraums F2 an. Dann beschiiftigen wir uns mit Multiplikatoren auf
2. Wir geben verschiedene Darstellungen der Menge der Multiplikatoren bezie-
hungsweise der Menge der zugehorigen Multiplikationsoperatoren in £(J?) an.
Auflerdem wird eine allgemeine Definition des Shiftbegriffs (n-Shift) gegeben
und speziell der Vorwértsshift S = (51, ...,5,) € L(F?)", dessen Komponenten
S; = M., (i =1,...,n) die (Links-)Multiplikationsoperatoren mit e; auf ¥ sind,
nédher untersucht.

Im zweiten Kapitel fithren wir die Konstruktion der Poisson-Transformation ei-
ner n-Kontraktion T aus und erhalten damit die Von-Neumann-Ungleichung fiir
T'. Der Dilatationssatz von Stinespring, angewendet auf die Poisson-Transforma-
tion, erlaubt es uns, die minimale isometrische Dilatation von T' zu konstruieren.



Wir zeigen, dass die Toeplitz C*-Algebra C*(Si,...,S,) alle kompakten Ope-
ratoren auf F? enthélt, und benutzen Zerlegungssiitze fiir Darstellungen von
C*-Algebren von Operatoren, die die kompakten Operatoren enthalten, um die
Wold-Zerlegung fiir Tupel von Isometrien mit paarweise orthogonalen Bildern
zu konstruieren. Schliellich benutzen wir die Wold-Zerlegung, um zu zeigen,
dass jede n-Kontraktion T = (T1,...,T,) € L(H)™ auf einem Hilbertraum H
bis auf unitire Aquivalenz Kompression der direkten Summe aus einem n-Shift
und einem sphérisch unitdren Tupel auf einen *-invarianten Unterraum ist. Es
stellt sich heraus, dass die Vielfachheit des Shiftanteils durch die Hilbertraum-
Dimension des Defektraums von 7' gegeben ist.

Mein Dank gilt Herrn Prof. Dr. J. Eschmeier fiir das interessante Thema und
die geduldige Betreuung. Weiterhin bedanke ich mich bei Herrn Dipl. Math.
Christoph Barbian und Herrn Jochen Haupenthal fiir zahlreiche fachliche Dis-
kussionen, Frau Ute Staemmler fiir das Korrekturlesen meiner Arbeit und Herrn
Dipl. Kfm. Martin Becker fiir die wertvolle Hilfe beim Layout.

Auflerdem danke ich meiner Familie fiir die finanzielle und moralische Un-
terstiitzung, ohne die mein Studium nicht moglich gewesen wire.



Kapitel 1

Multiplikationsoperatoren
auf dem Fockraum

1.1 Bezeichnungen und Grundlegendes

Sei n € N* eine natiirliche Zahl.
Im folgenden bezeichne

F=F,={0}y u |J{1,...,n}"
keN*

die freie Halbgruppe iiber den Erzeugern 1,...,n.
Dabei ist 0 neutrales Element von F und fiir a = (aq,...a5), b= (b1, ...,b) € F
definiert

a-b = (a, b) = (al, ey Ak bl, ey bl)

das Produkt von @ und b in F'
Weiter sei fiir a € F' der Betrag von a definiert durch

la| =k, falls a € {1,...,n}* und |0| =0 .

Man sieht sofort, dass |(a,b)| = |a| + |b| fiir alle a,b € F gilt.
Wir schreiben auflerdem
F* = F\{0}.

Weiterhin sei H,, = C" mit dem iiblichen Skalarprodukt
(@), Wi ) = Y wdi
i=1

versehen. Wir definieren
H®" = H,®---® H, (meN)
— ————
m—mal

und
H® =C.



Es bezeichne
F = 5O = {(@m)men; Tm € HE™} .

Mit der komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation ist ¥ dann
ein C-Vektorraum. Im folgenden definieren wir eine Multiplikation auf J.
Fiir k,1 € N sei

©: H®% @ H® _y H®k g g o go(k+l)
die kanonische bilineare Abbildung, die durch
(z,y) » z®y (zeHS*, ye H?

gegeben ist.
Fir ¢ = (@) men, ¥ = (Um)men € F definieren wir dann

vOy = (Y, w0y )men€T .
k+l=m

Mit diesem Produkt wird F zu einer (fiir n > 2 nichtkommutativen) C-Algebra
mit Einselement ey = (do,m)men, das durch dpo = 1 und dp,, = 0 (m € N¥)
gegeben ist.

Fiir 1 < p < oo definieren wir

F¥ = F(0) = {z=(@m)men €F; [2]} = D [lom|” < oo} .
m=0
Damit ist (F2,]| - ||p) (1 < p < 00) ein Banachraum. Im Fall p = 2 erhilt man
einen Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

< (xm)meN > (ym)mEN > = Z <wmaym>H,§’m ( (wm)mENa (ym)mEN €g? )
meN

Dieser Hilbertraum 3?2 heifit Fockraum.

Aus der Standardorthonormalbasis (e, ...,e;,) von H,, erhilt man fiir m € N*
die Orthonormalbasis (e,; a € {1,...,n}™) von HZ™.

(Dabei ist e, = €4, ® ... ® €,,, fir a = (a1, ..., an,) € {1,...,n}™)

Wegen {1,..,n}™ = {a € F; |a| = m} kann man (eq; a € {1,...,n}"™) auch als
Orthonormalbasis der endlichen Hilbertraum-direkten Summe

P € ={@a=m; ra€C}

a€F,|al=m

auffassen und so H2™ mit € C identifizieren.

la|=m
Damit kann man F = [] HZ™ algebraisch mit
meN
II @ ¢ = J[C = {(®a)acr; z. € Cfiirac F}
meN |a|=m aEF

identifizieren.
Wie man leicht nachrechnet erhélt man vermoge dieser Identifizierung fiir das
Produkt auf F die Darstellung

(Ta)acr © (yp)rer = ( Z Ta Yo )eer
(a,b)=c



und der Fockraum ergibt sich als
52 = {z = (2a)aer €55 eI} = ) |aaf <0} C F
ack

mit dem Skalarprodukt

< (wa)aeF ) (ya)aeF > = Zway_a-
acF
Wir benutzen im folgenden fiir (z,)qcr € F auch die Schreibweise Y z,e,.

acF
Sei nun K ein Hilbertraum und seien T4, ..., T, € L(H) stetig lineare Operatoren

auf H. Wir definieren fiir a € F' den Operator T, € L(FH) durch

T, = T, T, falls a=(a,..,a;) € {1,...,n}*
und
T, = Iy, fallsa=0.

Damit ergibt sich fiir a,b € F' die Beziehung

T, Ty = Tiap) -

1.2 Multiplikatoren auf 32

Wir haben gesehen, dass F eine Algebra beziiglich dem Faltungsprodukt @ ist.
Multipliziert man aber zwei Elemente aus F2, so erhiilt man im allgemeinen
nicht wieder ein Element aus F2. Wir interessieren uns nun fiir die Elemente
x € F, fiir die die zugehorige Linksmultiplikation mit x

M, :F—>F;y—»2x0y
den Fockraum F? invariant lésst (das heift, es gilt M, (F?) C F2).

Definition 1.2.1.
Sei x € F. Wir nennen z einen Multiplikator (von F?), falls z ® y € F? fiir alle
y € F2 gilt. Schreibe M fiir die Menge der Multiplikatoren, also

M = {z € F; = ist Multiplikator von F2} .
Fiir x € M heifit der Operator
M, :F* = 3% ; y+— r ©y (Linksmultiplikation mit x auf F2)

der zu z gehorige Multiplikationsoperator. Die Menge der Multiplikationsope-
ratoren bezeichnen wir mit

M={M,; v € M}.

Man sieht sofort, dass M ein Untervektorraum von JF ist. AuBerdem gilt M C F2,
denn fiir s e Mist 2 =2 ®© ey € F2, da ey € F2 .

Wir wollen nun zeigen, dass alle Multiplikationsoperatoren M, (x € M) schon
stetig sind. Dies ist Gegenstand des nichsten Satzes. Wie iiblich bezeichnen wir
den Raum der stetig linearen Operatoren auf einem Hilbertraum H mit £(3).



Satz 1.2.2.
Sei x € M. Dann ist M, € L(F?) .

Beweis.
Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen geniigt es zu zeigen, dass fiir jede
Folge (y™)men in F2 und fiir y,§ € F2 mit

lim y" =yund lim M,y™ =4

m—r00 m—00

bereits M,y = ¢ gilt.
Man beachte zunichst, dass aus Konvergenz in 32 komponentenweise Konver-
genz folgt, das heif}t es gilt

lim (y™)e = yo und lim (M,y™)e =9, (a € F) .
m—o0

m—r00
Daher folgt fiir alle ¢ € F":
(Mpy)e = Z LalYb
(a,b)=c

= lim Z zo(y™)p (denn die Summe ist endlich)

m—00

(a,b)=c
= lim (Myy™).
m—roo
= Yo -
Also ergibt sich M,y = ¢, was zu zeigen war. O

Im niichsten Lemma zeigen wir, dass alle Elemente aus ' Multiplikatoren auf
F? sind, das heift also, es gilt

roOyeTF firrecF undyecI?.

Lemma 1.2.3.
(a) Seien (\g)ren € €1 und ()ien € €. Definiere die Folge

(Vm)men = (Ae)ken * (t)ien

durch

Vp = Z Ap -y firmeN .
k+l=m

Dann ist (Vy,)m € €* und es gilt
[@m)mllee < [[w)kller -l (ua)ille -
(b) Es gilt F* C M und ||M,|| < ||z||1 fir alle x € F*.

Beweis.
Die Aussage in Teil (a) ist bekannt, man vergleiche etwa [9] (Theorem 276) .
Fiir (b) ist zu zeigen, dass

lz©ylla < Nzl llyll2



fir alle z € ! und y € F? gilt.
Seien also © = (zy)ken € F* und y = (y;)i1en € F2. Dann gilt

o0
2\ L
lzoylle = (D1 D wvoul®)?

m=0 k+l=m

(S"C Y lavoull)?):

<

m=0 k+Il=m

)

1

= (20> Dl -llwll )* )z

m=0 k+Il=m
= Cllzell Dren * Cllyll Dien e
()
< NClzell D renller - [1CHyell Jrendle:

2 - llyll2 -
Da y € F? beliebig war, folgt nun, dass © € M und ||M,|| < ||z|]; gilt, was zu
zeigen war. O

Definition 1.2.4.
Es bezeichne
P = { Z Da€a; M EN, p, € Cfiir a € F mit |a|] <m}
a€F,|a|<m
= LH{e,; a€ F} CF
die Menge der Polynome in 3.
Fiir ein Polynom p € P mit p # 0 sei der Grad von p definiert als

grad(p) = max{m € N; es existiert ein @ € F mit |a| = m und p, # 0} .

(AuBerdem sei grad(0) = —c0.)
Weiterhin sei (P); der Schnitt der Polynome mit der abgeschlossenen Einheits-
kugel in 32, also

(P)1 = {peP; |pll. <1}.

Offenbar liegt die Menge der Polynome P dicht in 2, da fiir z = Y. @,e, € F2

ack
die Folge
( Z Tg€q )mEN
la]<m
in P liegt und beziiglich || - || gegen « konvergiert.

Da offensichtlich P C F* gilt, folgt wie in 1.2.3, dass z ® p € F? fiir alle z € 2
und p € P gilt. Wir zeigen nun, dass ein & € F? genau dann Multiplikator von
F? ist, wenn {z ® p; p € (P)1} beschrinkt in F? ist. Diese Charakterisierung
von M enthilt der néichste Satz.

Satz 1.2.5.
Sei x € F2. Dann gilt

zeEM = ||zl = sup |z Op|l2 <o0.
pe(P)

In diesem Fall gilt ||z]|co = || M.



Beweis.
Sei zunédchst € M. Dann gilt fiir alle p € (P);

lz © pll2 = [|Mapllz < |Me] - [Ipll2 < |Me]] -

Also folgt
l#]loc = sup |lz © plla < ||Me]] < oo
pe(Ph
Umgekehrt nehmen wir nun an, dass ||z||cc < oo gilt, und betrachten ein belie-
biges y = > y.e. € T2
ceEF
Wir wollen zeigen, dass * © y € F2 mit ||z © y||2 < ||7]|o - [|¥]]2 gilt.
Fir y = 0 ist dies klar. Sei also y # 0.

Fir k € N betrachte man
Z YcCce -

le| <k

Offenbar ist y* € P und wegen

1 2y L1
Iyl = (Y lyel) < Q_lwel)z = llylla

NI

le|<k cEF
ist 7 € (P
Nach Definition von || - ||oo gilt also
und damit

Iz ©y*]l2 < llllos - llyllz - (k €N).

Man beachte nun weiter, dass sich fiir k¥ € N und ¢ € F mit |¢] < k die
Komponenten von  ® y und von = ® y* an der Stelle ¢ nicht unterscheiden,
denn es gilt

3 wap = (@ oyt firld <k
(a,b)=c

Damit folgt fiir alle k € N

Yoyl = D l@oyh)

le|<k le| <k
< e oyt
<l - llyllz

und mit £ — oo erhilt man z ® y € 32 und

lzoyllz < lleli - Nyl -

Daraus ergibt sich
z € Mund ||M,|| <||z]lso -



Nun wollen wir zeigen, dass die Funktion

|- floc : M= R 2 [[z]loc = sup |lz©pll2
pE(P)1

eine Norm definiert, die M zu einem Banachraum macht.

Satz 1.2.6.
Die Menge M der Multiplikatoren von F2 ist mit || - || ein Banachraum.

Beweis.
Da die Abbildung
®:M— L(FH; x— M,

offensichtlich linear und injektiv ist und nach 1.2.5 ||z]|cc = || M| (z € M) gilt,
ist || - ||oo eine Norm auf M. Zum Beweis der Vollstandigkeit orientieren wir uns
an der Arbeit [12] von Popescu.

Sei (zx)ken eine Cauchy-Folge in (M, || - ||s0)-

Fir alle y € M gilt

lWlleo = sup lly©pll 2 [ly©eollz = [lyll2
PE(P)1
und daher ist (z3); auch eine Cauchy-Folge in dem Hilbertraum (2, - ||2).

Also existiert ein z € F2 mit ||z — zx|2 %4 0. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ € M

und ||z — 2k |0 ~£50 gilt.
Sei € > 0 gegeben. Wihle ky € N, so dass ||zx — 2i||o < € fiir alle k,1 > ko
gilt. Dann folgt fiir alle k,1 > ko und fiir alle Polynome p= Y pue, € P die

la|<m
Abschitzung
I@—=zx)opll: < [[@—z)opll + |[(zr — ) ©pll
< Y pal- i@ — @) @ealla + o — @illoo - Iplla
la|<m
< Y Ipal-llz—all: + e pll2 -
la|<m

Fiir | — oo konvergiert der erste Summand gegen 0 und man erhilt
(@ —z) ©pllz2 < e-llpll2 (k> ko).

Dies zeigt, dass ¢ — xp, € M und ||z — z||co < € fiir alle & > ko gilt. Man erhilt
also x € M und ||x — 2kl +40, was zu zeigen war. O

Die Abbildung
D (M, || loo) = L(F?) ; &+ M,

definiert nach 1.2.5 eine Isometrie, deren Bild M ist. Daher folgt nach 1.2.6, dass
M mit der Operatornorm ein Banachraum und somit M C L(F?) abgeschlossen
ist.
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1.3 Der Vorwirtsshift auf 52

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit dem Tupel S € L(F2)™ aus den
zu e; € F2 (i = 1,...,n) gehorigen Multiplikationsoperatoren und mit der von
S erzeugten, norm-abgeschlossenen, unitalen Unteralgebra von £(J2). Wir de-
finieren zunéchst allgemein den Begriff eines n-Shifts.

Definition 1.3.1.

(a) Fiir einen Hilbertraum X und ein Tupel V = (V;)1; von Isometrien auf H
heifit ein abgeschlossener Unterraum L C H wandernd fir V, falls V,L 1 V, L
fiir a,b € F mit a # b gilt. In diesem Fall definiert man

Mp(L,V) = @Vl C 3.

a€F

(Dabei bezeichne @ die ¢2-direkte Summe.)

(b) Ein Tupel V' = (V;), von Isometrien auf einem Hilbertraum H heifit
n-Shift auf 3, falls es einen wandernden Unterraum L C H fiir V gibt mit
H = My (L, V).

Das folgende technische Lemma beschiiftigt sich mit einigen elementaren Aus-
sagen iiber Tupel von Isometrien und n-Shifts.

Lemma 1.3.2.
(a) Ein Tupel V = (V;)?_, von Isometrien auf einem Hilbertraum H hat genau
dann paarweise orthogonale Bilder, wenn

n

D VIV < Iy

i=1
gilt.
(b) Fiir ein Tupel V = (V;)™, von Isometrien auf H mit paarweise orthogonalen
Bildern ist

L = HoPViK
i=1

ein wandernder Unterraum fir V und

P, = Iy — ZViVi* € L(F0)
i=1
ist die Orthogonalprojektion auf L in H.
(¢) Fir einen n-Shift V.= (Vi)?, auf H sind die Bilder der V; paarweise
orthogonal. Der wandernde Unterraum L C H fir V mit H = Mp(L,V) ist
eindeutig bestimmdt, es gilt

L = f}-f@évif}(.

i=1

Beweis.
(a) Fiir jede Isometrie V € L(K) ist V*V = I3 und damit rechnet man leicht

11



n
nach, dass VV* die Orthogonalprojektion auf VI ist. Damit ist > V;V;* die
i=1

Summe der Orthogonalprojektionen auf die Bilder der V;.
Also gilt Z ViV;* < Iy genau dann, wenn die Bilder der V; (i = 1,...,n) paar-

weise orthogonal sind.

(b) Seien a,b € F mit a # b. Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass |a| > |b|
gilt und betrachten zunichst den Fall, dass ein ¢ € F existiert mit a = (b, ¢).
Dann gilt ¢ # 0 (sonst @ = b) und damit

VL, Vily = WV WYy = (Vel,l) = 0
fiir alle [, e L, denn V, ist isometrisch und V.l € V.JH L L. Alsoist V,L L V, L.
Falls kein solches ¢ € F existiert, folgt mit a = (a1, ...,ax) und b = (by, ..., by,)
(k=lal, m=1b|, a1,...,ak,b1, ..., b;m € {1,...,n}), dass a; # b; fiir ein geeigne-
tes j € {1,...,m} gilt. Fiir minimales j mit dieser Eigenschaft folgt

(Val, Vbi> = (V(ah---aj—l)v%‘V(aj+17~»7ak)l Viar,oaz—1) Vo Vb, )l>
(Va;Viasgrsman)l s Vij(le,...,bm)l )
= 0 (denn V4,3 L Vj,H)
fiir alle ,{ € L, also gilt V,L 1 VL. Damit ist gezeigt, dass L ein wandernder

Unterraum fiir V' ist.
Da V;V;* die Orthogonalprojektion auf ViH ist (¢ = 1,...,n) und VU-( 1L V;H

fiir ¢ # j gilt, ist Isc — Z V;V;* die Orthogonalprojektion auf JH © @ VidH = L.

(c) Sei V = (V) ein n-Shift auf H und L ein wandernder Unterraum fur V
mit H = Mp(L,V). Fiir h, h € H gibt es dann (Iy)acr, (Ip)per € (2(F,L) mit
h= 3> Vil undh—ZVblb

ack ber
Da V1, ...V, linear und stetig sind, folgt dann
(Vih, Vi) = > (ViVala , ViValy )
a,beF
= Z < ‘/(i,a)la ) Vv(j,b)[b >
a,beF
=0

fir i,5 € {1,...,n} mit ¢ # j, denn es gilt (i,a) # (j,b) und somit
Vi)l L Vijp) L. Insgesamt folgt V;H L V;H fiir i # j.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit von L zu zeigen. Sei h € H & @ V;H. Dann

i=1
existiert (I,)aer € (2(F,L) mit h = > V,l, und fiir alle b € F* gilt
acF
0 = < h ’ ‘/blb >
= Z< Vala 5 Vils )

acF
= Vo, Volo ) = (L, ) = [Ibll*

n
(Man beachte, dass h L @ V;H und V,L L V3L fiir a # b gilt.)

i=1

n
Also folgt h = Vylp = lp € L und damit gilt L D H o P V;H.
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Umgekehrt sei l € L und i € {1,...,n}. Dann lisst sich jedes h € 3 in der Form

h= > Vi, mit (I)ecr € (*(F, L) schreiben und es folgt
a€F

(1, Vih) = Y (1, ViVala)

acF

= Z( l ) ‘/(i,a)la >

acF
= O’

denn L L V; o) L. Also ist I € H © @ Vi gezeigt und insgesamt folgt
i=1

L = %@é‘/ﬂ{.

i=1
O

Bemerkung 1.3.3.

Fiir einen n-Shift V' auf H nennt man die (Hilbertraum-)Dimension des eindeu-
tig bestimmten (vergleiche 1.3.2) wandernden Unterraums L C H fiir V' mit
H = Mp(L,V) die Vielfachheit des n-Shifts V.

Fiir i = 1, ..., n definieren wir nun S; = M,, € L(J?) als Multiplikationsoperator
von links mit dem Einheitsvektor e; € 32 und setzen S = (Si,...S,) € L(F?)™.
Wir bezeichnen S als den (Links-)Vorwirtsshift auf 2. Im niichsten Lemma
fassen wir einige Eigenschaften von S zusammen, unter anderem die Tatsache,
dass S ein n-Shift auf 2 mit wanderndem Unterraum (eq) C F? ist.

Lemma 1.3.4.

(a) Firz =Y x4, € F2 und i € {1,...,n} gilt
acl

(Siz)o = 0
und
(Siw)(j,a) = 6%'7]' *La (a € F7 JE {17 ,TL}) .

(b) Fiir die adjungierten Abbildungen zu den S; (i =1,...,n) gilt

Sz = Zw(i,a)ea

aceF

fiir alle v = " wqe, € F2.
a€F
(¢) Firi,je{l,..,n} gilt
SiSi = 0ijlg2

und somit sind Sy, ..., Sy Isometrien auf F* mit paarweise orthogonalen Bildern.
(d) Wir definieren nun den Unterraum

L = ffzgésisf?

i=1

13



von F? als das orthogonale Komplement der Bilder der S;. Dann gilt L = (eg).
n n

(e) Es gilt > S;Sf < Ig2 und Py = Ig2 — ), S; S} ist die Orthogonalprojektion
i=1 i=1

auf L in F2.

(f) Der Unterraum L C F? ist ein wandernder Unterraum fiir S und es gilt
Mp(L,S) = F2. Somit ist S ein n-Shift auf F2 mit Vielfachheit 1.

Beweis.
(a) Es gilt

Sl( Z Ta€q ) = e © Z LTa€q = Z Za€(iq) -

a€F acF acF

Durch Vergleich der Komponenten folgt die Behauptung.

(b) Fiir alle z = Y @geq, y = > Yaeq € F? gilt
a€F a€F

(> zaea,y) = D Tiaba

acF acF

= > Y dieGala

j=1a€F

= Z Z T(j,0)0i,5Ya

j=1a€F

= Y Y wG.wSi) G + (S

j=1a€F

= Z wa(Siy>a

Daraus folgt die behauptete Darstellung von S;.

(c) Aus (a) und (b) folgt fir alle z = > x4e, die Beziechung
aceF

(S]*Slm>a = (Siw)(j@) = 6i7j$a (aEF)

und somit gilt S7S; = d; /52, Damit ist klar, dass Si,...,S, Isometrien mit
paarweise orthogonalen Bildern sind.
(d) Fiir alle i € {1,..,n} und z € F2 gilt

—

a

(Si$,€0> = (Slw)o = 0.

=

Also steht eg senkrecht auf den Bildern der S; (i = 1,...,n) und damit gilt
(60) C L.

Sei umgekehrt = > x,e, € L. Dann folgt 2, = (x,e,) = 0 fiir alle
a€F
a=(ay,..,a;) € F*, denn

€qa = €q ®e(a27...7ak) = Sale(a27...7ak) ES(M?Z CLL

und x € L.
Also ist
x = zp-€ €{ep)

14



und damit ist auch die umgekehrte Inklusion gezeigt.

(e) Nach (c¢) sind Sy, ..., Sy, Isometrien mit paarweise orthogonalen Bildern. Da-
her folgt (e) aus 1.3.2.

(f) Nach 1.3.2 ist L ein wandernder Unterraum fiir S. Zudem gilt

SuL = Saleo) = {ea®(\-e0); AECTH = {dew; AEC} = (ea) (a€F)

und damit

Mp(L,S) = 2= Sl = 2 — Plea) = F°.

acF aceF
Also ist S ein n-Shift auf 2. O

Bemerkung 1.3.5.

Aus dem obigen Lemma 1.3.4 iiberlegt man sich leicht die folgenden Aussagen
fiir die Operatoren S¥ und Sy (a,b € F).

(a) Es gilt Spec = e, fiir alle b,c € F'.

(b) Es gilt

N eq ; fallsein d € F existiert mit ¢ = (a,d)
SaeC = .
0 ; sonst

fir alle a,c€ F.
(c) Es gilt

Sq ; falls ein d € F existiert mit b = (a,d)
S¥Sy = S% ; fallsein d € F existiert mit a = (b, d)
0 ; sonst

fiir alle a,b € F. Insbesondere gilt also S*S, = I52 (a € F).

Wir interessieren uns im folgenden fiir die von S erzeugte, norm-abgeschlossene,
unitale Unteralgebra A von L(F?), also

A = Alg(S, S Tga) e

Wir wollen zeigen, dass A genau aus den Multiplikationsoperatoren von Multi-
plikatoren aus dem || - ||oo-Abschluss von P besteht. Spéter werden wir sehen,
dass der schwache Abschluss von A gleich der Menge M aller Multiplikations-
operatoren ist.

Zunichst definieren wir

a =P .

Satz 1.3.6.
Es gilt
A= {M;; ze A} .

Beweis.
Fiir die von Si, ..., S, und Ig: erzeugte Unteralgebra von L(F?) gilt

Alg(Sl,...,Sn,I§2> = LH(Sa, ac F) .
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Offensichtlich ist aber S, gleich dem Multiplikationsoperator mit e,, denn fiir
a=(ay,..,a;) € F* ist

Su = Say -+ Sa, = M

Cay ..

'Meak = M(ea1®...®eak) = Mea

und es gilt
S() - Igz = Meo .
Damit sind die Linearkombinationen der S, (a € F') genau die Multiplikations-

operatoren zu Linearkombinationen der e,, also zu Polynomen p € P. Es folgt
also

Dabei sei ® die Abbildung, die jedem Multiplikator den zugehoérigen Multipli-
kationsoperator zuordnet, also

M= LT 2 M, .

Nach 1.2.5 ist @ ein isometrischer Isomorphismus von (M, || - ||oo) nach M mit
der Operatornorm. Daher ist

WH'HL(;&) _ q)(ﬁH'HoO)'

Zusammen folgt die Behauptung. O

1.4 Der Raum H®*®

Fir x = ) 2,6, € Fund 0 < r < 1 definiere man das Element z, € F durch
a€F

T, = Z( rlalg, )eq -

a€F

Daraus ergeben sich unmittelbar einige Rechenregeln.

Propostion 1.4.1.
Seien x,y € F, A€ C und r,s € (0,1). Dann gelten die folgenden Beziehungen:

(Tr)s = (g
(T+y)yr = 2 +yr
Nz = Xz
(TOY)r = 2,0y .

Beweis.
Wir wollen exemplarisch die letzte Gleichung beweisen.
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Seien dazu also z = ) x4eq, y = Y. ypep € Fund 0 < 7 < 1. Dann folgt

a€EF beF
Tr OYpr = Z( Z (@r)a - (Yr)o ) €c
ceF (a,b)=c
= Y e,y ) e,
ceF (a,b)=c
= Z( Z rlal+ bz y, ) e,
ceF (a,b)=c
= D (N map ) e
ceEF (a,b)=c
= Z( (Oy)r e e
ceEF
= (m®y>r~

(Man beachte, dass |a| + |b| = || fiir (a,b) = ¢ gilt.)
Die ersten drei Gleichungen ergeben sich analog unmittelbar aus der Definition
von Iy. O

Wir wollen im folgenden zeigen, dass x,, € M fiir alle # € F? gilt. Nach 1.2.3
geniigt es, ¥, € F! zu zeigen. Dies tun wir im folgenden Lemma.

Lemma 1.4.2.
Firzed? und 0 <r <1istz, € F' und es gilt

< 1
ol < (L=r*)72 -l -

Beweis.
Seien * = (Ty)men € F? (xym € HE™ fiir m € N) und 0 < r < 1 gegeben.
Damit ergibt sich x, = (r™z,)men und fiir M € N gilt

M
pR |
m=0
M

= > el
m=0

M
-( Z || )% (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
m=0

IA
M=
=
2
(V)
<

o0

O Mol )2

= (1=r")7% Jlall2 -

IA
NE
ﬁl\D
3
o=

Fiir M — oo folgt nun z, € F* und ||z, ||; < (1 — r2)~2 - ||z]|2, was zu zeigen
war.

Aus obigem Lemma 1.4.2 ergibt sich zusammen mit 1.2.3 unmittelbar der fol-
gende Satz.
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Satz 1.4.3.
Seien x € 32 und 0 < r < 1. Dann ist x, € M und es gilt

oy 1
2r]loo < (T =7%)7% - lzfls .

Also ist fiir € 2 die Abbildung M, ein stetig linearer Operator auf F? fiir
jedes 0 < r < 1.

Wir betrachten nun die Elemente x € F?, fiir die ||M,, || (beziehungsweise
[|2r||oo) fir 0 < r < 1 beschrénkt bleibt, und definieren

H® = {z € 9% ||zllsce = sup [|M,|| < oo} .
0<r<1

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass dies lediglich eine neue Charakte-
risierung von (M, || - ||oo) darstellt, das heif}t

H® =M und || - [|s = || * |loo

soll gezeigt werden.
Dazu zeigen wir zuniichst, dass (3, || - ||9c) ein normierter Raum ist.

Propostion 1.4.4.
Die Funktion
|- llace : H* = R 5 @ sup ||My,]|
0<r<1

ist eine Norm auf dem Unterraum H>® von J2.

Beweis.

Es ist klar, dass 0 € H mit [|0]|g¢eo = O ist.

Ist € H*>, so ist offensichtlich ||z||s¢~ > 0 und aus ||z||s~ = 0 folgt = 0.
Seien nun ¢ € H* und A € C.

Dann gilt (A - z), = A -z, fiir alle r € (0,1) und damit

sup [|[Mpay,ll = sup [[Mxg,ll
0<r<1 o<r<1
= sup ||[AM,,]|
o<r<1

sup [A[ - [[ My, ||
o<r<1

AL [lzll3ce < 00

Also folgt
A-z € H® und |- z||gcee = |A] - ||2]|9¢e -
Nun ist noch die Abgeschlossenheit von H*> beziiglich der Addition und die
Dreiecksungleichung zu zeigen.
Seien also z,y € H.
Dann gilt (z + y), = x, + y, fiir alle r € (0, 1) und damit folgt
Sup [[Meyy), |l = sup [[Mg, 4yl

0<r<1 0<r<1
sup ||Ma, + My, ||
<r<1

0
< sup (|| M, || + 1My, 1)
o<r<1
< sup [[Me || + sup ||My,||
o<r<1

0<r<1
[zllacee + Nlyllacee < o0 .
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Also ist @+ y € 3% mit |12 + yllsc < allsc + [lyllsce
Damit ist gezeigt, dass (H*,|| - ||9c~) ein normierter Raum ist. O

Als niichstes zeigen wir die Abschitzung ||||co < ||-]]3¢>= und damit die Inklusion
H>* Cc M. Auflerdem kann der Operator M, fir x € H* in der schwachen
Operatortopologie durch die Operatoren M, fiir r T 1 approximiert werden.
Zum Beweis brauchen wir noch die folgende Bemerkung.

Bemerkung 1.4.5.

In [17] (Theorem 1.8) wird gezeigt, dass die abgeschlossene Einheitskugel in
L(H) (fiir einen Hilbertraum H) WOT-kompakt ist und damit sind beliebige
abgeschlossene Kugeln in L(H) WOT-kompakt. Jede beschriinkte Teilmenge
von L(H) ist in einer abgeschlossenen Kugel enthalten und daher relativ kom-
pakt in der WOT-Topologie.

Satz 1.4.6.
Fiir z € H*> gilt

o €M und ||z||oo < ||Z]|9ce0,

o M, = li%rll M., in der WOT-Topologie auf L(F?).

Beweis.

Sei & = Y waeq € H™® gegeben. Wir zeigen zuniichst, dass fiir jeden Operator
aEF

B € L(3?), der WOT-Limes eines Teilnetzes von (M, )o<r<1 ist, bereits

By =z ©y fiir alle y € F? gilt.

Sei also B € L(F?) und (M.

w(ra))aeA ein Teilnetz von (M, )o<r<1 mit

WOT — lim M, , = B
aEA &

und sei y = > ypep € F2. Dann gilt

beF

(By)e = (By,e)
= lim (Me(,y, e)
= iig}\(x(ra)(ay, €c )
- iig\(a%j_crlcflwayb

= Z Zoyp (denn die Summe ist endlich und rq sy | )

= (z0y)

fiir alle ¢ € F' und somit gilt By = x © y.

Nach Definition von H*> ist die Menge {M,; 0 < r < 1} C L(H) normbe-
schrinkt und damit relativ WOT-kompakt. Somit hat (M., )o<r<1 ein WOT-
konvergentes Teilnetz, das — wie wir oben gesehen haben — gegen einen Ope-
rator B € L(3?) mit By = z ® y (y € F?) konvergiert. Also ist z ® y € F? fiir
y € F? und damit ist € M. Da auch jedes Teilnetz von (M,, )o<r<1 ein WOT-
konvergentes Teilnetz hat und dessen WOT-Limes ebenfalls M, sein muss, folgt
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schlieBlich, dass (M, )o<r<1 selbst WOT gegen M, konvergiert.

Da die Kugel {B € L(F?%); ||B|| < ||z||sc=} C L(F?) abgeschlossen in der
WOT-Topologie von L(F?) ist, iibertrigt sich die Abschétzung

1Mz, || < |lz]lsce (0<r<1)

auf den WOT-Limes M,, das heift es gilt

1.2.5
lzlloe "= [[Ma]] < [lalgc -

Damit ist die Behauptung gezeigt.
O

Damit sind eine Inklusion zwischen H{* und 3> und eine Ungleichung zwi-
schen den entsprechenden Normen gezeigt. Fiir die umgekehrten Beziehungen
benutzen wir einen Operator U7 : L(F?) — L(H) fiir eine C.o-Kontraktion
T € L(H)™ auf einem Hilbertraum H, den Arias und Popescu in [3] (Ab-
schnitt 3) entwickeln. Wir beginnen mit der Definition einer C.o-Kontraktion.

Definition 1.4.7.
Seien H ein Hilbertraum und 77, ...,7;, € L(H).
Das Tupel T = (T4, ..., Ty,) € L(H)™ heifit n-Kontraktion auf H, falls

Z TyTF < Iy
i=1
gilt.
Eine n-Kontraktion T' = (11, ..., T},) heifit C.o-Kontraktion, falls
SOT - lim Y T.T; = 0

k—o0
la|=k

ist.

Eine andere Charakterisierung fiir C.o-Kontraktionen wird im folgenden Lemma
gegeben.

Lemma 1.4.8.

(a) Sei (Tk)ken eine Folge positiver Operatoren auf einem Hilbertraum 3. Falls
1
SOT-lim 1;? =0 gilt, so folgt auch SOT-lim T} = 0.
k—o00 k—

o0

(b) Eine n-Kontraktion T = (T4, ...,Ty,) € L(H)™ auf einem Hilbertraum 3 ist
genau dann eine C.o-Kontraktion, wenn

. * 2 _
klggol;kIITahll =0
al=

fiir alle h € 3 gilt.

Beweis.
1
a) Es gelte SOT-lim 72 = 0. Sei h € H. Nach dem Satz von Fischer-Riesz
k k
— 0
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und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

[Txh|| = sup [(Tkh,g)]
llgll=1
1 1
= sup [T h, T} g)|
[lgll=1
1 1
< sup [|[TZR| - [|T¢ 9|l
[lgll=1
1 1
= |21 1173 Al

1

fur alle k¥ € N. Die Folge (1}?)) ist punktweise beschrankt (sie ist SOT-kon-

vergent) und damit nach dem Prinzip der gleichméfigen Beschrinktheit auch

normbeschrankt. .

Da auflerdem lim ||T}2 h|| = 0 gilt, folgt insgesamt lim ||T,h|| = 0, was zu zei-
k—o0 k—ro0

gen war.

(b) Sei T' zunichst eine C.o-Kontraktion. Dann gilt fiir alle h € H und k € N

STl = Y TIih, b)) S 0,

la|=k |a|=k
. «7. k=0
denn nach Vorraussetzung gilt >, T,7+h — 0.
la|=k
Umgekehrt setzen wir voraus, dass lim Y [|T7h]|? =0 (h € H) gilt.
k— o0 \a\:k

Da 3 T,T7 € L(H) positiv ist, existiert (57 1,77 )2 € L(H) (k € N) und
|a|=k |a|=k
es folgt fiir h € Hund k € N

IO, TP = (Y TIh, by = Y ITchR 25 0.
lal=k la|=k lal=k

Mit (a) folgt, dass SOT— lim > T,T7 =0 gilt, T" ist also eine C.o-Kontrak-

k—o00 |a|=k

tion. O

Sei nun eine solche C.o-Kontraktion T' = (11, ...,T},) auf einem Hilbertraum H
gegeben. Wir definieren den zu T' gehorigen Defektoperator

A= Ar = (Inc= Y T} )% € L(%0).
i=1

Damit ist A offenbar ein positiver Operator auf H.
Weiter sei der zu T gehorige Poisson-Kern K = Ky definiert als die lineare
Abbildung
K:H-FH; h Y (ea®ATH) .
acF
Damit gilt das folgende Lemma.

Lemma 1.4.9.
Der Poisson-Kern K ist eine (wohldefinierte) Isometrie, die die Bedingung

K*( S8y @Iy YK = T,y
fiir alle a,b € F erfillt.
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Beweis.
Sei h € H. Dann gilt

> llea ® AT

> lleall3 - 1A A

acl acF

= > (AT;h, Trh)
acF

= > A Iu=> TT)T;h, Trh)
a€el =1

= > Y ((Tih, Trh)y = > (T Tih, T;Tih))
k=0 |a|=k i=1

= > (> (T;h, Trh)y = > (T;h, Tih))
k=0 |a|=k la|=k+1

_ * 2 . * 2

= |ITghI® - lim > T

|a|=k+1
= ||h]* (denn T ist eine C.o-Kontraktion) .

Fir a,b € F mit a # b gilt e, L e, und somit auch (e, ® AT h) L (e ® AT R).

Mit obiger Rechnung folgt daraus, dass Y (e, ® AT*h ) in 2 ® H konvergiert
ack

1Y (ea @ ATZR)| = |||

a€F

und

gilt. Also ist K eine wohldefinierte Isometrie.
Es bleibt zu zeigen, dass K*( S,S; ® Isc )K = T,T) (a,b € F) gilt.
Seien dazu zunichst a € F' und h € H. Dann gilt

(S;@Ip )Kh = (S;i®L)(d e ®ATh)
celr
= ) Sre.®ATrh
ceEF
1%5 Z €q & AT(*a7d)h
deF
= Y ea@AT;Tih
deF
= KT}h
und es folgt (S} ® Is()K = KT;. Damit erhilt man nun

K*(S,Sy @1Isc )K = K*(S,®1Is)( Sy @I )K
= ((Sily)K ) (Spoly)K
(KT}) KTy
T,K*KT}
= T,y (K ist Isometrie)

fiir alle a,b € F. Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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Wir definieren nun
U = Ur:L(F) > L(H); B K(B®Iy )K .

Mit dem né#chsten Satz werden grundlegende Eigenschaften dieser Abbildung
gezeigt.

Satz 1.4.10.
Der Operator U ist unital, vollstindig kontraktiv, vollstindig positiv und erfillt

U(S,Sy) = T,y
fiir alle a,b € F.

Beweis.
Es gilt

U(lg2) = K*'(I52 @ Iy ) K = K'K = Iy,
denn K ist eine Isometrie. Also ist ¥ unital.

Die Abbildung

7 L(F?) = L(FPRH) ; B B Iy
ist offensichtlich ein *-Homomorphismus und es gilt K € L(F?,F? ® H) mit
|IK|| = 1. Wegen ¥(B) = K*n(B)K (B € L(3?)) folgt nach [15] (Seite 28),
dass ¥ vollsténdig positiv und vollstandig kontraktiv ist.
Die Bedingung ¥(S,S;) = 1.1} (a,b € F) folgt unmittelbar aus 1.4.9. O

Wir wollen nun diesen Operator ¥ im Fall T = rS anwenden, wobei S der
Vorwirtsshift auf 2 und 0 < r < 1 ist. Dazu ben&tigt man zunéchst, dass rS
eine C.o-Kontraktion ist. Wir definieren fiir 7' = (11, ...,Ty) € L(H)"™ (H ein
Hilbertraum) die Abbildung

Sy L(H) - L(H) 3 X = Y TXT) .

i=1
Damit ist offensichtlich ¥ € L(L(H)) und es gilt das folgende Lemma.

Lemma 1.4.11.
(a) Es ist T genau dann eine n-Kontraktion auf H, wenn ||Xr|| < 1 gilt.
(b) Fir k € N gilt (Sp)F(Is)) = 3 T.T7.
la|=k
(¢) Fiir X € C gilt Sxr = [M\*Zr.

Beweis.
Offensichtlich ist ¥4 ein positiver Operator. Es gilt also

n
I1Z7]l = [1Z2(Lso)ll = | Y TIT -
i=1
(Verglelche etwa [15], Corollary 2.9)
Da Z T; T positiv ist, gilt Z T;TF < Iy genau dann, wenn || Z T;Tr| <1

ist, und damit folgt Teil (a).
Dle Teile (b) und (c) lassen sich leicht nachrechnen. O
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Lemma 1.4.12.

(a) Fir eine n-Kontraktion T € L(FH)" auf H und 0 < r < 1 ist rT eine C.o-
Kontraktion auf H.

(b) Ist S = (S1,...,Sn) = (Mg, ..., M,,) € L(F?)™ der Vorwirtsshift auf 2 und
0<r <1, soistrS eine C.o-Kontraktion auf F2.

Beweis.
(a) Nach 1.4.11 ist
1Sl = r?l|IZr]] < 7* < 1.

Damit gilt (,7)* *=3° 0 in £(L(%)) und somit insbesondere
> 0T = (Ser) (1) =5 0.
|a|=k

Somit ist 1" eine C.o-Kontraktion auf H.
(b) In 1.3.4 (e) haben wir gesehen, dass

n
> 88y < Iy
i=1

gilt. Also ist S eine n-Kontraktion.

Mit (a) folgt die Behauptung. O

Also ist 7S (0 < 7 < 1) eine C.o-Kontraktion auf 2. Man kann also wie oben
den Defektoperator A,g, den Poisson-Kern K, s und den Operator ¥,.s bilden.
Fiir einen Multiplikator z € M kann man dann den stetig linearen Operator M,
in ¥,g einsetzen. Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass das Ergebnis dann der zu z,
gehorige Multiplikationsoperator M, ist, es soll also die Beziehung

U,s(M;) = M, (xeM, 0<r<1)

gezeigt werden.
Dann folgt die Abschitzung

1My, || < [|Mz]l = [lz]lo

aus der Tatsache, dass ¥,.¢ kontraktiv ist.
Schliefllich ergibt sich daraus

M C H® und ||z||gc> < ||2||oo fiir & € H™ .

Zunéchst berechnen wir den Defektoperator A,s.

Lemma 1.4.13.
Sei S der Vorwdrtsshift auf 2 und 0 < r < 1.
Sei Aps € L(F?) der Defektoperator zu der C.o-Kontraktion rS. Dann gilt

Alg = (1=r)g2+ 1Py,

wobei Py € L(F?) die orthogonale Projektion in 2 auf den Unterraum ( ey )
ist, also
P35 7F? ; Z$a€a'—>$060 .
aEF
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Beweis.
Nach 1.3.4 (e) gilt

Y SiSF = I - R
i=1
und daraus folgt
A%S = Igz - ZTS%TS:
i=1
= Ir;t2—7"2( Igz PO )
= (1—7‘)[¢2+7‘P0,

was zu zeigen war. O

Satz 1.4.14.
Sei 0 <r <1 undx € M. Dann gilt

‘IJTS(M.T) = Mzr .

Beweis.
Nach Definition des Kalkiils ¥,.g gilt

‘IITS(Mz) = K:S( Mz ®Iff2 )KT‘S )

wobei der Poisson-Kern
K,s:9% 5 929 3?

durch
K,sy = Z( €a ® Ars(rS)yy ) = Z rlal. (ea®ArsSyy) (y€9?)

acF acF
gegeben ist. Es geniigt zu zeigen, dass die Beziehung
(lI]TS(MLE)yv Z) = <Mzry7 Z)
fiir alle y, z € F2 gilt.

Seien also y = Y. yu€a, 2 = Y. 2pep € F2. Dann gilt
a€F beF

(Urs(Ma)y 5 =)
= ( ’I‘S(M ®I?2>K7’Sy7z>
= ((My®I5 )K;sy, Kys z)
= ((My®Ig2 )( D> 1l (ea@ArsSiy ) ), Y - (e ® AvsS;2))
acF beF
= Yl (o6 ) 9 AsSiy e @ ArsSi2)
a,beF
= > e, , e ) (ArsSiy, ArsSpz)
a,beF

Fir a,b € F gilt

TOe, = Z Lc€(c,a)

ceF
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und daraus folgt

(z®eq,e) =z fallseince F existiert mit b = (c,a),

und

(z®eq,e) = 0 sonst.

Auflerdem gilt im Fall b = (¢,a) mit c € F

la +[b] = 2[a| + ]

sowie
( ’I’SS vy, A’I’SS()Z>
= (ALSiy, SiSi)
1413 (((A=rH)Ig2+12Py )Sty , S*S* )
= (- )'<5*y SeSiz) + - ( RSty , S;87%)
= ( Zyad)zcad)+r “YaZ(c,a) (¢,a)
deF
= YaZ(c,a) + ]-_T Z yad'z(cad)
der

(Man beachte dabei, dass A, s selbstadjungiert ist und dass S () = SrS:
gilt.)

Setzt man dies alles in obige Gleichung ein, so erhilt man

(Vrs(Mz)y , 2)
Z [TQ‘Q‘JFM U ( YaZ(c,a) + (1 - 7“2) ’ Z Y(a,d)?(c,a,d) )]

a,ceF deF~
Z [T|C|$c Z ( Tz‘a‘yaz(c,a) + T2\a\(1 - T2> Z Y(a,d)?(c,a,d) )]
celF a€F deF*

0
D (@)e[ D" Y vaFew
m=0 la|=m
0
+ Z(TQM_ m+1) Z Z Y(a,d)# cad)
m=0

la|=m deF*

Nun berechnen wir die zweite Summe iiber m in diesem Ausdruck. Durch eine
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Indexverschiebung im zweiten Teil ergibt sich

o0
Z( P2 — 2ty Z Z Y(a,d)?(c,a,d)
m=0 la|=m dEF*
o0
= Zrzm YD YedTead — ZTQ’” YD Ve e
|la|=m deF* la|=m—1deF*
o0
= Zrzm Z Zyad VR(c,a,d) ZTQm Z Zyad YZ(c,a,d)
|la|=m deF* la|=m deF
= Y e — Zrzm Z YaZ(ca) -
der*

Beim zweiten Gleichheitszeichen beachte man dabei, dass fiir m € N* der Index
(a,d) auf beiden Seiten die selben Elemente durchliuft, denn fiir ¢ € F mit
la] =m —1und d = (dy,...,dg) € F* ist

(a,d) = (a,dy,ds,...,dy) = (,d)

mit @ = (a,d;) und d = (da, ..., dy), also @ € F mit |a@| = m und d € F (umge-
kehrt analog).

Nun kann man dieses Ergebnis in die Berechnung von ( ¥,.s(M,)y , z ) einset-
zen.

Man erhalt

<‘IJ7‘S(M )ya Z>

= Z Zrz Z YaZ(c,a) T Z YdZ(c,d) — ZT Z yaz(ca

ceF m=0 deF*

= Z(xr)c[ YoZe + Z ydm]

ceF deF~

Z Z(xr)c Yd Z(c,d)

ceF deF

9N @) m

a€F (c,d)=a

= Z(‘Z’T‘Qy)a'%

a€F
= <wT®y,z)
= <ery7z>'

(Fiir (x) benutzen wir, dass man F' x F' als disjunkte Vereinigung

FxF= U{(c,d); (¢,d) = a}

a€F

schreiben kann.)
Da y,z € 32 beliebig waren, folgt schlielich

\I’TS(Mz) = era

was zU zeigen war. O
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Aus diesem Satz folgt nun, wie bereits oben angedeutet, die Gleichheit der
Réume

(M- lloo ) und (H, (- [lace= ) -

Korollar 1.4.15.
Es gilt M = H* und ||z||co = ||%]|9ce fiir alle z € M.

Beweis.
Nach 1.4.6 gilt H>*® C M und ||z]|oo < ||Z||9c~ fiir alle z € H™>. Sei also z € M.
Dann gilt fir 0 <r < 1

1.4.14 1.2.5

1Mo, || =" [|¥rs(Ma)]| < |IMall =" ||zl ,
denn ¥, ist kontraktiv nach 1.4.10.
Also folgt
sup ||Me, || < ||zl < o0
o<r<1
und damit ist z € H> mit
zllsc < [l#]loo -

O

1.5 Die vom Shift erzeugte, WOT-abgeschlossene,
unitale Algebra

In Abschnitt 1.3 wurde die vom Vorwiirtsshift S = (Sy,...,S,) € L(F?)" er-
zeugte, abgeschlossene, unitale Unteralgebra A von L(F?) untersucht, also

A = Alg(St, o8I

In 1.3.6 wurde gezeigt, dass A gleich der Menge der Multiplikationsoperatoren
zu Multiplikatoren aus der Menge

A =7P= cxu

ist, das heift es gilt
A = {M,;, z€A}.

Also folgt insbesondere
A CM = {M;; xeM}.

Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, dass der Abschluss von A in der schwa-
chen Operatortopologie gleich M ist. Man erhilt eine Inklusion, indem man
zeigt, dass M WOT-abgeschlossen ist.

Satz 1.5.1.
M st abgeschlossen in der WOT-Topologie von L(F?).
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Beweis.
Sei (z;)ier ein Netz in M und B € L(F?), so dass

WOT —lim M,, = B
el

ist, das heift es gilt

lim{ M,y , 2y = (By, z)

icl
fiir alle y, z € F2.
Wir miissen zeigen, dass B € M gilt, es muss also einen Multiplikator x € M
mit B = M, geben.
Dazu betrachten wir zunéichst ein festes a € F und untersuchen das Bild von e,
unter B. Wir wollen zeigen, dass es ein Element z® € 2 mit

Be, = z* ®e,

gibt.
Definiere
E, = {z0e,; v €T} C F2.

Zu zeigen ist, dass Be, € E, gilt.
Da E, ein abgeschlossener Unterraum von J? ist, geniigt es fir z € J2 die
Implikation

z1l E, = z 1 Be,

Zu zeigen.
Fiir z € 32 mit z L E, gilt aber fiir alle ¢ € T

(z;®e, z)y =0
und demzufolge
(Bey, z) = lilenll(wi@ea,z) =0.
Also ist z 1 Be, und daher gibt es fiir jedes a € F ein 2% € F2 mit
Be, = 2% 0e, .

Als nichstes wollen wir zeigen, dass £ unabhingig von a ist.
Fiir alle a,b € F gilt

0 = lm(( My, - Blea, i)
= %ig}“%—wa)@ea,e(m))
= liierr}(:z:i—:z:“,eb)
= liierr}(:vl, er) — (2%, e)

Also gilt
(z%, ep) zliierrll(w“eb>

und daher ist ( x® , e ) fiir alle b € F unabhéngig von a.
Also ist auch z* unabhingig von a.
Es gibt also ein 2 € 32 mit

Be, = x0e,
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fiir alle a € F.
Weiter gilt fiir alle Polynome p = Y pse, € (P); in der abgeschlossenen

la|]<m

Einheitskugel von 2 die Abschétzung

leopl = oo 3 pedll

la|<m

= 1Y pule el

la|<m

= || Y pa(Bed)ll2
la|]<m

= [IBpll:

1Bl - [Pl

1Bl -

Damit ist
sup [z opll2 < [|B]| < oo,
pE(P)1
also ist x € M nach 1.2.5.
Damit ist nach 1.2.2 der zu x gehorige Multiplikationsoperator M, stetig.
Wie oben sieht man, dass M, und B auf den Polynomen iibereinstimmen. Diese
liegen aber dicht in 2. Da auch B stetig ist, folgt schliefllich

B = M,,
was zZu zeigen war. O

Also ist M WOT-abgeschlossen.
Wegen A C M erhélt man unmittelbar das folgende Korollar.

Korollar 1.5.2.
Es gilt
a7 cu
Fiir die umgekehrte Inklusion betrachte man einen Multiplikationsoperator M,
zu einem Multiplikator € M. Nach 1.4.6 gilt

M, = WOT —lim M, .
rt1

Kann man zeigen, dass M,, € A fiir alle 0 < r < 1 gilt, so folgt damit

M, € 2" und man hat die umgekehrte Inklusion gezeigt.
Nach 1.3.6 ist A gegeben als die Menge der Multiplikationsoperatoren zu Ele-
menten aus

A = pll=

Es geniigt also zu zeigen, dass z, € A gilt, das heifit, dass sich x, beziiglich
|| - []oo durch Polynome approximieren lidsst (0 < r < 1).
Im nichsten Lemma wird dies sogar fiir alle x € F2 gezeigt.

Lemma 1.5.3.
FirzeJ? und0<r <1 gilt z, € A
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Beweis.
Seiz€eJF?und 0<r < 1.
Da die Polynome dicht in F? liegen, gibt es eine Folge (py)gen in P mit

lim ||z —pgll2 = O.
k—o00

Es gilt weiter
( —pe)r = T — (P)r
und nach 1.4.3 folgt

k—oo

1
lor = (@)rlle = 1@ = pr)illoe < (1 =r")72 flz—pifls =5 0.

Wegen py, € P ist auch (pi), € P (k € N). Daher ist ((px)r)ren eine Folge von
Polynomen, die beziiglich || - ||co gegen x, konvergiert, und damit ist

zePl= = 4.
O

Es wurde bereits gezeigt, dass hieraus die umgekehrte Inklusion in 1.5.2 folgt.
Damit ist der folgende Satz bewiesen.

Satz 1.5.4.
Der Abschluss von A in der schwachen Operatortopologie ist gleich der Menge
aller Multiplikationsoperatoren, also

TvoT _ 4
Bemerkung 1.5.5.
(a) Nach Definition ist A der Operatornorm-Abschluss der von Sy, ..., S, und
I5- erzeugten Unteralgebra von L(F?). Da die WOT-Topologie grober als die
Normtopologie ist, folgt fiir den WOT-Abschluss von A

WOT
WOT

2V — Rig(Sr, . Sni Ty e — Alg(S, Syt

Also besagt 1.5.4, dass die Menge M der Multiplikationsoperatoren die kleinste
WOT-abgeschlossene Unteralgebra von L(F?) ist, die Sy, ..., S, und I52 enthilt.
(b) Sei 7+ die ultraschwache Topologie auf £(J?). Da diese stets feiner als die
WOT-Topologie ist, folgt aus 1.5.4 unmittelbar

A c A = m.

In 1.4.6 wurde fiir x € H>* =M gezeigt, dass WOT—li%l M,, = M, gilt. Da die

ultraschwache Topologie und die WOT-Topologie auf normbeschrankten Teil-
mengen iibereinstimmen (vergleiche [17], Lemma in 1.3) und

sup M|l = [lallse= < oo
0<r<1

gilt, folgt sogar
Ty _'lqg}ﬂ4ér = A4é ($ c %{).

Mit 1.5.3 erhélt man
A = M.

31



1.6 Der Kommutant der Rechtsmultiplikations-
operatoren

Wir haben in 1.5.4 gesehen, dass M als unitale, WOT-abgeschlossene Unteral-
gebra in £(9?) vom Linksvorwértsshift S erzeugt wird. Wir definieren nun den
Rechtsvorwiéirtsshift R = (Ry, ..., Ry) € L(F?)™ auf 3?2 als Tupel der Rechtsmul-
tiplikationsoperatoren

Ri:F* =9, ema0e (i=1,..,n).

Damit ist R — ebenso wie S — ein n-Shift auf 32 und wie fiir S ist L = (eg)
wandernd fiir R mit Mp(L, R) = 2. Zunichst bemerken wir, dass S und R
miteinander kommutieren und folglich ist M im Kommutant von R enthalten.

Lemma 1.6.1.
(a) Firi,j € {1,...,n} gilt S;R; = R;S;.
(b) Der Kommutant

(R)I = (Rl, ...,Rn>l = {B S L(:—Trz), R;B = BR; firi=1, ,n}
von R enthdlt die Menge M der Multiplikationsoperatoren.

Beweis.
(a) Seien i,j € {1,...,n} und x € F°. Dann folgt

SiRj.%' = Si(wGej) =e0rOe = Rj(eiGw) = R]SZ.%'

(b) Wegen (a) gilt Sy, ..., S, € (R)' und da Kommutanten stets unitale, WOT-
abgeschlossene Unteralgebren der Algebra der stetig linearen Operatoren sind,

folgt
O
M 2 AR 5T Ot c (R

(Alternativ dazu sieht man auch direkt, dass fir t € Mund j =1,...,n

M,Rjy = 20y©e; = RiMyy (y€TF?)
gilt und damit M, € (R)' ist.) O

Wir wollen im folgenden zeigen, dass auch die umgekehrte Inklusion gilt, es
gibt also zu jedem Operator B € L(5?), der mit Ry, ..., R,, kommutiert, einen
Multiplikator z € M mit B = M,. Wir fithren zun#chst einige Bezeichnungen
ein.

Definition 1.6.2.
(a) Fir a € F sei @ € F definiert durch

(alv'"vak) = (akv'"aal) (k € PL at, ..., a € {17'"7n})

und 0 = 0.
(b) Der Operator

f:9> 9%, ZwaeaHngea

aceF acF

heilt Flipoperator auf J2.
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Damit erhilt man die folgenden Rechenregeln.

Propostion 1.6.3.

(a) Fir alle a € F gilt @ = a.

(b) Fiir alle a,b € F gilt (a,b) = (b,a).

(¢) Der Flipoperator f auf 32 ist unitir (Insbesondere ist f linear und stetig.)
mit f2 = Ig:2.

(d) Fiir alle z,y € 32 gilt f(x ©y) = f(y) © f(z).

(e) Fiir den Rechtsvorwirtsshift R = (Ry, ..., R,) € L(F4)™ gilt

Rix=x0eg (a€F),

das heifst, der Operator R, wirkt auf 32 durch Multiplikation von rechts mit ez.
(f) Firae F gilt S, = fR.f und R, = fS.f.

(9) Fira e F gilt S; = fR:f und R, = fS:f.

Beweis.

(a)-(c) ergeben sich unmittelbar aus der Definition 1.6.2.

(d) Seien x = > x4eq, y= > yper € F2 gegeben. Dann gilt fiir alle ¢ € F
acF beF

(flzoy)) = (z0y)k

Z Lalb
(a,b)=c

(a),(b)
> wav
(b,a)=c

> (fo)a(Fy)s

(b,a)=c

= ((fwolf))e

und somit folgt die Behauptung.
(e) Fir a = 0 ist die Behauptung klar, sei also a = (a1, ...,ar) € F*. Dann gilt
Rax — Ra1 . Rakw
= (Ra2"'Rakw)®ea1

ey ©...0eq

T @ e(ak7...7a1)

= z0Oeg

fiir alle z € F2.
(f) Fiir a € F gilt

R,x © O eg (0)(4) flea © (fz)) = fSufz
fiir alle z € 2. Damit folgt R, = fS.f und damit
FRS = 125,22 5, (aeF).
(g) ist klar nach (f) und (c). O
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Wir definieren weiterhin den Operator

Q:F - C; ZxaeaHeo

acF

als die Projektion von 2 auf die ep-Komponente. Mit den Rechenregeln aus
1.3.5 fiir den Linksvorwértsshift S ergibt sich damit fiir x = > x,e, € F2 und

a€F
ceF
QSiz = z. .

Offensichtlich gilt @ f = @ und man erhilt mit 1.6.3 (g)
QRIz = QfSifr = QSifv = (fr)e = ¢

firx= > z,e, € F2undce F.
acF
Nun kénnen wir zu einem Operator B € (R)' einen Multiplikator z € M mit

B = M, konstruieren und damit den folgenden Satz beweisen.

Satz 1.6.4.
(a) Sei B € L(F?) mit BR; = R;B fiiri =1, ...,n. Setzt man z, = QR:Bey € C
firae Fundz= 3 z.e4 €F, so gilt t € M und B = M,.
acF
(b) Der Kommutant von R ist gleich der Menge der Multiplikationsoperatoren

zu Multiplikatoren von 32, es gilt also

(R) = M .
Beweis.
(a) Seiy = > ypep € F2. Nach 1.6.3 (a),(e) gilt e, = eg © e= = Ryeo und es
beF
folgt
y = Zybeb = Zbegeo .
beF beF
Damit folgt
(By)e =  QRBy
= ) mQRIBRze
beF
BE(R)' .
S QR R Be
beF
© Z ypQRzBeg
(a,b)=c
= Z Lalb
(a,b)=c
= (z©y)e

fir alle c € F.
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(Man beachte in (x), dass

1.6.3

QR:Ry; "= QfS:f*S;f
= QS:Sf (denn Qf = Q und f? = I5»)
) QSzf =0 ; fallsein a € F* existiert mit b = (¢,a)
&5 QS:f =QR: ; fallsein a € F existiert mit ¢ = (b, a)
0 ;  sonst

_ QR: ; fallsein a € F existiert mit ¢ = (a,b)
o 0 ;  sonst

fir b,c € F gilt.)

Also gilt z ®y = By € J? fiir alle y € 32 und damit ist 2 ein Multiplikator und
der zu z gehorige Multiplikationsoperator M, ist gleich B.

(b) ist klar nach (a) und 1.6.1. O
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Kapitel 2

Minimale isometrische
Dilatation und
Wold-Zerlegung

2.1 Poisson-Transformation und Von-Neumann-
Ungleichung
Wir definieren fiir ein Polynom p= Y pseq € PCM (m €N, p, €C) in F
la|<m

(vergleiche 1.2.4) und ein Tupel T' = (T, ...,T,) € L(H)™ von Operatoren auf
einem Hilbertraum H den Operator

p(T) = > paTa € L(3H) .

la|<m
In [12], Theorem 2.1 hat Popescu gezeigt, dass dann die Von-Neumann-Ungleichung

(D] < llplloo

fiir n-Kontraktionen 7" und Polynome p € P gilt.

In diesem Abschnitt zeigen wir diese Ungleichung mit Hilfe der Poisson-Transformation
O zu einer n-Kontraktion T' (vergleiche dazu auch [3]). Wir beginnen mit der
Konstruktion der Poisson-Transformation.

Es sei S = (S1,...,S,) der Vorwirtsshift auf 32 und C*(Si,...,S,) die von

S1, ..y Sy und Iz in L(F?) erzeugte C*-Algebra. Zunichst geben wir eine Cha-
rakterisierung von C*(Sy, ..., Sy) an.

Lemma 2.1.1.
Die von S erzeugte, unitale C*-Algebra C*(S1,...,S,) C L(F?) ist die abge-

schlossene lineare Hiille der Operatoren

S.S: (a,b€F).
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Beweis.
Offensichtlich sind alle Operatoren der Form

SuS; (a,b € F)
in C*(S,...,S,) enthalten, also ist auch die abgeschlossene lineare Hiille
B = \/ (S.S;; a,beF)

eine Teilmenge von C*(S4, ..., Sy).
Da auBerdem
Sty Spy g2 € B

gilt, geniigt es zu zeigen, dass B eine abgeschlossene, x-abgeschlossene Unteral-
gebra von L£(F?) ist, um die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Es ist klar, dass
B ein abgeschlossener Unterraum von L(F?) ist, und wegen

(SaSp)* = SpST€B (abeF)

ist B auch x-abgeschlossen.
Die Abgeschlossenheit von B beziiglich der Multiplikation folgt, weil nach 1.3.5
fir b,c € F

St 5 fallsein f € F existiert mit b = (c, f)
SpSe = Sy ; fallsein f € F existiert mit ¢ = (b, f)
0 ; sonst

gilt, denn damit ist das Produkt zweier Erzeuger von B
(SaSp)(S:S;) (a,b,e,de€ F)
von einer der Formen
SaS(a,py (fE€F), SapnSa (FEF), 0
und damit sicherlich wieder in B, also ist B multiplikativ abgeschlossen. O

Sei nun T eine n-Kontraktion auf einem Hilbertraum H. Nach 1.4.12 ist dann
rT fiir jedes r € (0,1) eine C.o-Kontraktion mit zugehérigem Poisson-Kern

K : H—>F0H; h Y (eq@rlATrh)
acF

und
U,.r: L(S"Q) = L(H); B Kqp(Be I K, .

Mit dem nichsten Satz zeigen wir, dass ¥,(B) fiir 1 1 in der Normtopologie
auf L(5?) konvergiert, falls B € C*(Sy, ...,.Sy,) ist, und erhalten dadurch die zu
T gehorige Poisson-Transformation ®.

Satz 2.1.2.
Fiir jedes B € C*(S4,...,Sy) existiert der Grenzwert

7(B) = lim ¥, (B) € £(30)
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beziiglich der Operatornorm auf L(J).
Die Abbildung

& =&y :C*(Sy,...,Sn) > L(H) ; B &7(B)

ist ein unitaler, vollstindig positiver und vollstindig kontraktiver Operator, der
die Bedingung
Or(S,Sy) = T Ty
fiir alle a,b € F erfiillt.
Man nennt @ die zu T gehdrige Poisson-Transformation.

Beweis.
Zunéchst gilt nach 1.4.10 fir alle ¢, b€ Fund 0 <r <1

U,r(S,57) = (7)) = vl 0T, Ty ™ T Ty (besiiglich || - [|e o) -

Damit ist ®7(S,S;) wohldefiniert und gleich T, T}".

Da ¥,r linear ist (0 < r < 1), existiert lig V,.r(B) € L(H) beziiglich der
T

Operatornorm auch fiir alle B € LH(S,S;; a,b € F).

Da {¥,7; 0 < r < 1} beschrinkt in der Operatornorm ist (denn ||¥, 7| <1

nach 1.4.10) und LH(S,S}; a,b € F) nach 2.1.1 dicht in C*(S1,..., Sn) liegt,

existiert li%rll U,r(B) fir alle B € C*(5y, ..., Sn)-

Also ist @7 wohldefiniert und offensichtlich linear. Nach 1.4.10 ist ¥, fiir

0 < r < 1 unital, vollstindig positiv und vollstéindig kontraktiv. Man sieht
leicht, dass sich diese Eigenschaften auf ®r iibertragen. O

Fir a € F erhilt man aus ®7(S,) = T, (vergleiche 2.1.2) mit der Linearitit
von @

p(T) = > pa

la]<m

= (I)T( Z paSa)

la|<m
= (I)T(Mp)
fiir beliebige Polynome p = 3~ pge, € P.

la|<m

(Man beachte, dass S, = M, (a € F') und damit

D PaSa= Y paMe, = M( 5 peyy =My
lal<m

la|<m la|<m
gilt.)
Nun folgt aus der Kontraktivitit der Poisson-Transformation
1.2.5
P = N1@r(Mp)[l < [[Mpll "=" lIplloo

die Von-Neumann-Ungleichung ist also gezeigt.

Korollar 2.1.3. (Von-Neumann-Ungleichung)
Fiir ein Polynom p € P und eine n-Kontraktion T € L(F)" auf einem Hilbert-
raum H gilt

(D) < lplloo -
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2.2 Minimale isometrische Dilatation

Gegeben seien n € N, ein Hilbertraum H, sowie eine n-Kontraktion
T = (T1,...,Ty) € L(H)™ auf H, das heiflt es gilt

zn:TiTi* < Iy .
=1

Wir definieren zunéchst den Begriff einer minimalen isometrischen Dilatation
fir T

Definition 2.2.1.
Sei T eine n-Kontraktion auf H.
Fiir einen Hilbertraum X O H und Isometrien Vi, ..., V;, € L(X) heiflt das Tupel

V= (W,.., V) € LEK)"

minimale isometrische Dilatation fiir 7', falls

o VAH C Hound Vilge =17 (i=1,..,n)

o« XK=V V,X
a€F

gilt.

Bemerkung 2.2.2.
(a) Die erste Bedingung in 2.2.1 ist dquivalent dazu, dass

(Vi) L (ViK) (i =1,m, i £5)
gilt (vergleiche dazu 1.3.2), und damit dquivalent dazu, dass V;*V; = ; ;I fiir
i,j €{1,...,n} gilt.

(b) Eine minimale isometrische Dilatation fiir T" erfiillt

Py Vylse = To (a€F)

und damit
Pyp(V)|sc = p(T) (peP),

wobei Py : X — H die Projektion von X auf H ist.

Beweis.
Fiir alle h, h € H gilt

(PocVah, By = (b, Vi Pich) = (h,Tih) = (Tuh,h) .
(Man beachte dabei, dass Py, : 0 — X die Inklusionsabbildung ist und dass
Vrh =Trh gilt.) O
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In [11] (Theorem 2.1) hat Popescu gezeigt, dass jede n-Kontraktion T eine (bis
auf Isomorphie eindeutige) minimale isometrische Dilatation besitzt. Ein Ziel
dieses Kapitels ist es, diese minimale isometrische Dilatation durch Konstruktion
der minimalen Stinespring-Dilatation fiir die Poisson Transformation

Ur: C*(Sy,...,Sn) = L(H) (vergleiche 2.1.2)

zu erhalten.
Wir brauchen zuniichst einen Dilatationssatz fiir vollstindig positive Abbildun-
gen, der in [15] (Theorem 4.1 und anschlieflende Bemerkung) gezeigt wird.

Satz 2.2.3. (Minimale Stinespring-Dilatation)
Seien B eine unitale C*-Algebra, H ein Hilbertraum und

¢:B— L(H)

ein vollstindig positiver Operator.
Dann existiert ein Hilbertraum K, ein unitaler x-Homomorphismus

m:B = L(K)
und eine stetig lineare Abbildung
V:H—= K,
s0 dass
o [lo(1s)l| = [V
o ¢(8) = V*n(B)V fiir alle B € B
e K =V (n(f)VH; BeB)
gilt.

Geht man in 2.2.3 zusitzlich davon aus, dass ¢ unital ist, so ist die Abbildung V'
eine Isometrie. Identifiziert man H in diesem Fall mit V H vermoge V, so wird
() zur Kompression von «(f) auf H C K fiir alle g € B.

Korollar 2.2.4.
Seien B eine unitale C*-Algebra, H ein Hilbertraum und

¢:B— L(H)

ein vollstindig positiver, unitaler Operator.
Dann existiert ein Hilbertraum K D H und ein unitaler x-Homomorphismus

w:B = LK),

so dass
o(B) = Pur(B)|u
fiir alle B € B und
K = \/ (n(®)H; 5 €B)

gilt. (Dabei sei Py : K — H die Projektion von K auf H.)
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Beweis.
Zunichst wihle man K, 7 : B — L(K) und V : H - K wie in 2.2.3.
Weil ¢ und 7 unital sind, gilt

VYV = VgV = V'r(1ls)V = ¢(1s) = Iy,

also ist V eine Isometrie.

Damit ist V H ein Hilbertraum und H und V H sind isometrisch isomorph. Also
kann man H mit V H identifizieren und so als Unterraum von K auffassen. Bei
dieser Identifizierung entspricht V' der Einbettung

j:H—-K; h—h

und V* der Projektion Py von K auf H.
Setzt man dies in die Bedingungen aus 2.2.3 ein, so folgt die Behauptung. O

Man kann also jeden vollstéindig positiven, unitalen Operator als Kompression
eines unitalen *-Homomorphismus darstellen.
Die Poisson-Transformation

Op 0 C*(S1, .y Sp) = L(0)

ist ein solcher vollstindig positiver, unitaler Operator auf C*(Sy,...,S,) (ver-
gleiche 2.1.2). Wendet man 2.2.4 auf ®7 an, so erhilt man den folgenden Satz.

Satz 2.2.5.

Seien T = (T4, ..., T,,) eine n-Kontraktion auf einem Hilbertraum H und @ die
zu T gehdrige Poisson-Transformation.

Dann ezistiert ein Hilbertraum X = K¢ D H und ein unitaler x-Homomorphis-
mus

=77 :C*(S1,...,S) = L(Kr) ,

so dass

@T(B) = Pg{ﬂ'T(B)b{ (B c C*(Sl,,Sn))
und

Ky = \/ (7e(B)¥; BeC*(S,...,5))
gilt.

Weiter gilt
TaT(;k = Pg—(ﬂ'T(SaS;”%

fir alle a,b € F.

Beweis.
Es ist nur noch die letzte Gleichung zu zeigen.
Diese gilt wegen

TaTb* = @T(Sasg) = P}(?TT(SQS;”{}( .
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Sei nun eine n-Kontraktion T' auf einem Hilbertraum J gegeben.
Wir fixieren einen Hilbertraum

X =Xr OH
und einen unitalen x-Homomorphismus
7 =mnp : C*(S,...,5n) = L(K)

wie in 2.2.5.
Mit dem néchsten Satz zeigen wir, dass man eine minimale isometrische Dila-
tation von T erhilt, indem man den Vorwirtsshift S in 7 einsetzt.

Satz 2.2.6. (Minimale isometrische Dilatation)
Seien T' = (Th, ..., T,,) eine n-Kontraktion auf einem Hilbertraum H und X, =
wie oben. Setze

Vi = 7(S) €L(K) (i=1,..,n).

Dann ist
V=MW,..,V,) e L@

eine minimale isometrische Dilatation von T'.

Beweis.
Wegen
S;Si = 6;jIs2 (vergleiche 1.3.4 (c))

ist
V;*V; = W(Sj)*ﬂ'(sl> = W(S;SZ) = (Sid'ﬂ'(.[gz) = (5i7jIg<j
fir i,j € {1,...,n}. Also sind V4, ..., V}, Isometrien und nach 2.2.2 gilt
n
DV < Ik
i=1
Nun wollen wir zeigen, dass
VFH CHund V¥ =T (i=1,..,n)

gilt. Sei dazu
Py : K —>H

die Projektion von X auf H und
j:H—->XK; h—h

die Inklusion von J{ in X.
Dann sind Py und j zueinander adjungiert, das heifit es gilt

P}, = j und j* = Py .

AuBlerdem ist
Pyj = Iy .
Nach 2.2.5 gilt

T, Ty = Pyrn(SeSy)ac = Pycw(SeSE)i
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fir alle a,b € F.
(Damit gilt insbesondere

Ta = Pg—(ﬂ'(sa)j,
Ty = Pyr(S5)i )
Es folgt
Pym(So)jPycm(Sy)j = ToTy = Pom(S.S;)j (a,beF).
Man sieht nun weiter, dass
(JPym(S3)j — w(53)d )" (jPxm(S3)) — w(S5)7 )
= (Pur(Sa)jPrc — Pyrm(Sa) ) (jPrm(S5)i — w(55)5)
= Pym(Sa)jPycjPocm(S5)j — Pocm(Sa)jPycm(55)7

= Pym(Sa)j Pocm(S3)5 + Poc(Sa)w(S5)J
= 0

und damit
JPym(Sz)g — m(Sz)j = 0

fir alle a € F gilt.
Es folgt
Vai = m(80)i = jPun(S)i = jT; (a€F),

und damit
VIHCHund VI |gc =T, (a€F).

Insbesondere kann man fiir a die Elemente aus F' mit Betrag 1 einsetzen und
erhélt das Gewlinschte.
Nun ist noch die Minimalitétsbedingung

X =\ VK

a€F
zu zeigen. Aus 2.2.5 wissen wir, dass
K = \/ (#(B)3; BeC*(S1,..,50))
gilt. Kann man nun zeigen, dass

m(BheX® = \/ Vak
a€F

fiir alle B € C*(S1, ..., Sp) und h € H gilt, so folgt die Behauptung
KX =%,

weil K ein abgeschlossener Unterraum von X ist.
Seien dazu also B € C*(51,...,S,) und h € H. Wir betrachten zunichst den
Fall, dass B eine Linearkombination von Operatoren der Form

S.S; (a,b€ F)
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ist, es gebe also m € N, Aq,..., A, €C, a1,...,am,, b1,....0p, € F
derart, dass

B = zmj AiSa, S5,

7=0
ist. Damit folgt

(B = w( > AiSa; S5, ) b
j=0

I
NE

Ajm(Sa; )7 (Sp, )

<.
Il
=]

I
NE

AVa, Vi .

<
Il
=]

Weil H invariant unter allen Vy; ist, gilt
hj = VyheXH

fiir alle j € {1,...,m}. Daher ist dann #(B)h eine Linearkombination der Ele-
mente V. h;, wobei a; € F und h; € 3 (j = 1,...,m) sind, und damit ist

m(B)h € K° .

Sei nun B € C*(54, ..., S,) beliebig.

Nach 2.1.1 ist B der Grenzwert einer Folge (Bj)ren von Linearkombinationen
der S,S; (a,b € F) in der Normtopologie auf L(F?).

Fiir die Operatoren By, wurde oben bereits gezeigt, dass

7(By)h € K°

fiir alle k € N gilt.
Weil 7 : C* (S, ...,S,) = L(K) stetig ist, folgt aus

By, "= B beziiglich | - |52 ,

dass
k—oo

m(By,) — w(B) beziiglich || - [| ¢ (x)
und damit insbesondere
7(Bi)h "=3° (B)h beziiglich || - ||«
gilt. Da alle m(B;)h € X° (k € N) und da K abgeschlossen ist, folgt
7(B)h € X°,
was zu zeigen war. O

Wir haben nun gesehen, dass jede n-Kontraktion T' = (T4, ..., T),) € L(H)™ eine
minimale isometrische Dilatation V' = (V1,...,V,,) € L(K)™ auf einem groferen
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Hilbertraum X D H besitzt. Die V; (i = 1,...n) sind dabei Isometrien mit paar-

weise orthogonalen Bildern. Durch die Minimalitéitsbedingung X = \ V,H
ack
wird garantiert, dass der Raum X nicht ’zu grof’ gewéhlt wird.

Wegen dieser Minimalitdt des Raumes K konnen wir mit dem folgenden Satz
zeigen, dass die minimale isometrische Dilatation von 7" eindeutig bis auf unitére
Aquivalenz ist. Die der Aquivalenz zugrundeliegende unitire Abbildung ist da-
bei konstant auf JH.

Satz 2.2.7.
Sei T = (Th, ..., Tp,) € L(H)" eine n-Kontraktion auf einem Hilbertraum H und
seien V= (Vi,..,Vy) € LK), V = (V1,...,V,,) € L(K)"™ minimale isometri-
sche Dilatationen von T auf Hilbertrdumen X > H und K D H.
Dann gibt es einen unitdren Operator 6 : KX — K mit 0h = h fiir alle h € ¥, so
dass

oV, = Vb
fir alle i € {1,...,n} gilt.

Beweis.
Seien h, h € 3. Fiir alle ¢ € F gilt dann V;H C H und V,*|5¢ = T*. Damit folgt

(Veh,h) = (n,V7h) = (B, Th) = (Tch,h)

und analog 3 3
(h,Vch)y = (h,T:h)y (c€F).

Da Vi,...,V,, Isometrien mit paarweise orthogonalen Bildern sind, erhilt man
fir alle a,b € F

} (Veh,hy = (T.h,h)y ; falls ein ¢ € F existiert mit a = (b, c)
(Vah,Vsh) = < (h,V.h) = (h,T.h) ; fallsein c € F existiert mit b = (a, c)
;  sonst.

Man sieht also, dass (V,h, V) unabhingig von V ist und damit erhilt man
(Vah,Vsh) = (Vah,Voh) (a,b€ F). (2.1)

Wir definieren nun die Untervektorriume L C K und L C K durch

k
L = {ZVaihi; keN, ay,..,ar € F, hy,...,hy € H}
=1
und
~ k ~
L = {> Vahi; k€N, ay,....ax € F, hy,...,hy € H}

i=1

und betrachten die Abbildung

k k
Oo:L—L; > Vahirr > Vohi.
i=1

i=1

Mit 2.1 rechnet man leicht nach, dass 6y eine wohldefinierte Isometrie ist. Of-
fensichtlich ist #y auch surjektiv, also eine unitire Abbildung zwischen L und
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L.DaV und V minimale isometrische Dilatationen von T sind, liegt L, bezie-
hungsweise L, dicht in X, beziehungsweise X. Daher kann 6 zu einer unitéren
Abbildung 0 : X — X fortgesetzt werden. Man erhilt

OVik = Vibk (i=1,...,n)

zunéchst durch eine einfache Rechnung fiir £ € L und dann aus Stetigkeits-
griinden fir k£ € K. Offensichtlich ist 8h = h fiir alle h € H.

Also hat 6 alle geforderten Eigenschaften und somit ist die Behauptung ge-
zeigt. O

Wir betrachten nun den Fall, dass T7,...,T,, € L(H) bereits Isometrien auf
H mit paarweise orthogonalen Bildern sind. Dann ist 7' insbesondere eine n-
Kontraktion und eine minimale isometrische Dilatation von sich selbst. Nach
2.2.7 folgt dann, dass jede minimale isometrische Dilatation von T' mit T iiber-
einstimmt.

Korollar 2.2.8.

Sei T = (Th,...,T,) € L(IO™ ein Tupel von Isometrien auf einem Hilber-
traum H mit paarweise orthogonalen Bildern. Dann ist T' insbesondere eine n-
Kontraktion auf H und fir eine minimale isometrische Dilatation V = (Vi,...,V,,) €

LK) von T auf einem Hilbertraum X D H gilt
K=H undV; =T, firie{l,..,n}.

Bemerkung 2.2.9.

Seinun V. = (W1, ..., V4,) € L(H)™ ein Tupel von Isometrien auf K mit paarweise
orthogonalen Bildern. Damit ist V' insbesondere eine n-Kontraktion und man
erhilt die Poisson-Transformation

By 1 C*(S1, .y Sn) = L(K)

wie in 2.1.2 und gemif 2.2.5 einen Hilbertraum X D % und einen unitalen
*x-Homomorphismus

wy : C*(S1,...,5,) = L(X) ,
der die Bedingung
Pj(j']TV(B)|fK = @V(B) (B S C*(Sl,,Sn))

erfiillt. Nach 2.2.6 ist

mv(S) = (7v(S1),...,mv(Sn)) € L(K)"
eine minimale isometrische Dilatation von V auf K. Nach 2.2.8 folgt jetzt aber,

dass X = K und damit 7y = ®y gilt. Also ist die Poisson-Transformation in
diesem Fall ein *-Homomorphismus.
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2.3 Wold-Zerlegung

Man betrachte ein Tupel V = (V1, ..., V3,) € L(X)™ von Isometrien mit paarweise
orthogonalen Bildern auf einem Hilbertraum X, das heifit es gilt

ViV = bijlx

fiir alle ¢,5 € {1,...,n}. In diesem Abschnitt soll eine Zerlegung von X in eine
orthogonale Summe
K = KoKy

konstruiert werden, so dass

V|9<0 = (‘/1|K07 (23} Vn|i7<o)

ein n-Shift auf Xy ist und
n
(L =Y ViVi )z, = 0
j=1

gilt. Dabei sollen Xy und X; abgeschlossene Unterrdume von X sein, die redu-
zierend fiir V sind, das heif3t

V;Xs C K und Vj*st CXs (j=1,..,n; s=0,1)

soll gelten. Dieses Resultat, das Popescu mit einer anderen Methode in [11]
(Theorem 1.3) gezeigt hat, soll hier mit Hilfe der Poisson-Transformation my =
@y (vergleiche 2.2.9) bewiesen werden. Wir werden sehen, dass man Ko und J;
durch

Ko = \/ ( 7y (C)X; C kompakter Operator auf 32 )

und
Xy = ﬂ ( ker(my(C)); C kompakter Operator auf 32 )

definieren kann. Zuniichst ist zu zeigen, dass man jeden kompakten Operator
C € L(3?) in my einsetzen kann, das heifit es muss C € C*(S1, ..., S,,) gelten.
Es bezeichne

C(F?%) = { C € L(F?); C kompakt }

die Menge der kompakten Operatoren auf F2.

Lemma 2.3.1.
Die kompakten Operatoren auf F2 sind in der von S = (Si,...,Sy) erzeugten,
unitalen C*-Algebra enthalten, es gilt also

C(F?) C C*(Si1,...,Sn) -

Beweis.
Wir wollen zunfichst zeigen, dass die Operatoren in £(F?) mit eindimensionalem
Bild in C*(S4,...,S,) enthalten sind. Sei also B € L£(F?) mit

dim(BJ?) = 1.

Wir wihlen ein Element x € 32 mit ||z|l» = 1, so dass das Bild von B von x
erzeugt wird, also
BF? = (z) = {A-z; A€ C}.
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Weiterhin definiere man
y = Bz e 3?
und schreibe
T = Zwaea und y = Zyaea (2a,y, € Cliirae F) .
acF aceF
Wie bisher bezeichne
Py:F?2 5 32 ; Z Za€a F> 20€0
acF

die Orthogonalprojektion auf { eg ) in 2 und fiir k¥ € N sei By, € L(F?) definiert
durch

Bk = Z .%'by_aSbP()S; .
lal,|b|<k

Wegen
n
Py = Ig2— ZSiSf (vergleiche 1.3.4)
i=1

ist Py € C*(Sy, ..., Sp) und damit ist auch
By € C*(S1,..,S,) (k€EN).

Da C*(Sy, ..., Sp) € L(F?) abgeschlossen beziiglich der Operatornorm ist,
geniigt es zu zeigen, dass

lim B, = B (beziiglich der Normtopologie auf 32)

k— o0

gilt, um zu schlieflen, dass auch B € C*(S5y, ..., S,,) ist.
Wir definieren fiir u,v € 2 die lineare Abbildung

Buw:F> =T 2 (2,0) - u .

Offensichtlich ist By, € L(F?) mit ||Bu] < ||ullz - ||v]l2 (v,v € F?) und damit
ist die sesquilineare Abbildung

B:F*xTF? = L(T?) ;5 (u,v) = Buw

stetig.
Wir betrachten nun ein beliebiges z = 3 z,e, € F2. Weil das Bild von B von
ack
x erzeugt wird, existiert ein A € C mit
Bz = A-x

Wegen ||z]|]2 = 1 folgt
A= Xz} =(Xx,z) = (Bz,z).
Also gilt
Bz = (Bz,z)-x



und

BkZ = Z .Z’by_aSbP()S:Z
lal,|b|<k

= E TpYaZaChd

lal,[b|<k
= (> z¥a) () mey)
la|<k [b] <k

= 6$k7yk <

mit T = Y. Te€q, Yr = Y. Ya€a (k €N).
la|<k la|<k

(Man beachte dabei, dass

Sp Py S ( chec) 34 SpPo( Zz(qa)ec) = Sp(zae0) = za€p
cEF ceF
fiir alle a,b € F gilt.)
Man sieht also, dass B = §, , und By, = 0, 4, (k € N) gilt und wegen z, g
und yi, "23° y in 2 folgt mit der Stetigkeit von

k— o0
By, = ﬁwmyk — Bw,y = B,

was zu zeigen war.
Jeder Operator B € L(5?) mit endlichdimensionalem Bild ist endliche Summe
von Operatoren mit eindimensionalem Bild. Diese sind, wie bereits gezeigt, in
C*(S1, ..., Sp) enthalten und weil C*(S,...,S,) additiv abgeschlossen ist, gilt
B € C*(S1,...,Sp), falls dim(BJ?) < oco.
Die Operatoren in £(J?) mit endlichdimensionalem Bild liegen dicht in den
kompakten Operatoren C(F?) (F2 Hilbertraum).
Da C*(S51, ..., Sy) abgeschlossen ist und die Operatoren mit endlichdimensiona-
lem Bild enthilt, folgt

C(F?* c C*(S1,.--,Sn) ,

was zu zeigen war. O
Sei nun X ein Hilbertraum und Vi, ..., V,, € L(X) Isometrien auf X mit
n
DV S I
J=1

Weiterhin sei
7 =my(= ®y) : C*(Sy,...,5,) = L(XK)

die Poisson-Transformation zu V', das heifit es gilt
w(SeSy) = VoV

fiir alle a,b € F. Nach 2.2.9 ist 7y ein *-Homomorphismus.
Wir definieren

Ko =\ (n(C)%; CeC(3?)) C X.
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Dann ist Ky ein abgeschlossener Unterraum von X.
Wir zeigen nun, dass Ky w-invariant ist, das heifit es gilt

7(B)Ko C Ko
fir alle B € C*(S1,..., Sn)-

Lemma 2.3.2.
Fiir alle B € C*(S1,...,S,) und ko € Ko ist 7(B)ko € Ko, das heifst Ko ist
invariant unter allen Operatoren

#(B) € L(X) (B €C*(Si,...,Sn)) .

Beweis.
Sei B € C*(S1, ..., Sh).
Dann gilt fiir alle C' € €(3?), dass auch BC € €(9?) ist und damit folgt fiir alle
keX
m(B)n(C)k = n(BCYk € Ko .

Also gilt
7(B) (1(C)X) C Ko (C € C(F?)

und weil 7(B) € L(XK) linear und stetig ist, folgt

=B) (\/ w(O)X) C Ko,

Cee(F?)

also
w(B)Xy C Ko.

O

Also lisst jedes n(B) € L(X) (B € C*(S1,...,Sn)) den Unterraum Ko C X
invariant, und daher kann man 7 im folgenden Sinn auf Ky einschrianken. Man
definiert

mo = Ta, : C*(S1y .oy Sp) = L(Ko) ; B 7(B)|x, -

Wir schréinken diese Abbildung auBerdem auf die C*-Unteralgebra €(3?) von
C*(S1, ..., Sp) ein und betrachten

7To|@(5tz) :6(3"2) — L(fxo) ; C 7T(C)|g<0 .

Definition 2.3.3.
Sei B eine C*-Algebra und K ein Hilbertraum.
(a) Ein C*-Homomorphismus

I:B— L(K)

heifit Darstellung von B auf K.
(b) Eine Darstellung IT von B auf K heifit nichtentartet, falls

M ker(I(8) ) = {0}

BEB
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Bemerkung 2.3.4.
Eine Darstellung II : B — L(K) von einer C*-Algebra B auf einen Hilbertraum
K ist genau dann nichtentartet, wenn

() kerI(B) )* = K
BEB
gilt. Fiir alle § € B ist aber

(ker II(B) )* = H(B)*K = (6K
und mit {8*; § € B} = B folgt

(keI = \/ (kerI(8))*

BeB BeEB

=V IEHK
BEB
=\ I@K .
BEB
Also ist II genau dann nichtentartet, wenn \/ II(8)K = K gilt.
BEB
In [4] wird gezeigt, dass jede nichtentartete Darstellung II von einer C*-Unter-
algebra B C C(H) (H Hilbertraum) der kompakten Operatoren in H auf einen
Hilbertraum K unitér dquivalent zu einem Produkt von Unterdarstellungen der
identischen Darstellung ist, das heif3t man kann den Raum K in eine orthogonale
Summe

K = @PK; (I Indexmenge)
icl

von II-invarianten Unterrdumen K; C K zerlegen, derart dass fiir B € B der
Operator II(B)|k, € L(K;) unitidr dquivalent zu einer Einschrinkung B|g, von
B auf einen B-invarianten Unterraum H; C H ist. Dabei hingen der Unterraum
H; und die der Aquivalenz zugrundeliegende unitiire Abbildung nicht von B € B
ab.

Das heifit, es gilt der folgende Satz.

Satz 2.3.5.
Seien H, K Hilbertriume, B eine C*-Unteralgebra von C(H) und

I:B — L(K)

eine nichtentartete Darstellung von B ouf K.
Dann existieren eine Indexmenge I und eine Zerlequng

@K,v = K (¢* — direkte Summe)

il
von X in I-invariante Unterrdume {0} # K; (i € I), so dass fir jedes i € T
ein abgeschlossener, B-invarianter Unterraum {0} # H; C H und eine unitdre
Abbildung

Ul' : Kz — Hz s
existieren mat
11(B)

x, = U'B

K3

;Ui
fiir alle B € B.
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Der Beweis findet sich in [4], Theorem 1.4.4 (und Beweis von Theorem 1.4.4).
Wir betrachten nun den Spezialfall

B = C(H)

in 2.3.5, das heifit II ist eine Darstellung der kompakten Operatoren von H auf
K. Dann sind die abgeschlossenen Unterrdume {0} # H; C H (i € I) invariant
unter allen kompakten Operatoren. Mit dem néchsten Lemma folgt daraus, dass

H,=H firalleiel
gilt.

Lemma 2.3.6.

Sei H ein Hilbertraum.

Dann ist die C*-Algebra C(H) der kompakten Operatoren auf H irreduzibel, das
heift fiir jeden abgeschlossenen Unterraum H C H mit

fiir alle C € C(H) gilt ) )
H = {0} oder H=H .

Beweis.
Sei }
{0} # H C H

ein C(H)-invarianter Unterraum von H.

Zu zeigen ist, dass dann H = H gilt. Wihle z € H \ {0}. Da es fiir jedes y € H
einen stetig linearen Operator mit eindimensionalem Bild, also insbesondere
einen kompakten Operator C, € C(H) gibt mit

Cyx =y
und da mit € H auch Cz € H (C € C(H)) ist, folgt also
H = H.
O

Wie bereits oben beschrieben, erhélt man nun das folgende Korollar aus 2.3.5
fiir den Fall B = C(H).

Korollar 2.3.7.
Seien H, K Hilbertriume und

II: C(H) - L(K)

eine nichtentartete Darstellung.
Dann existieren eine Indexmenge I und eine Zerlegung

C-PE =K
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von K in H-invariante Unterrdume {0} # K; (i € I), so dass fir jedes i € I
eine unitire Abbildung

existiert mit

1(C)

fir alle C € C(H).

Dieses Resultat kann man nun auf die Darstellung
Wole(gz) : 6(32) g L(:Ko) ; Cw— W(C)lg{o

anwenden. Dazu braucht man noch das folgende Lemma, in dem gezeigt wird,
dass mo|e(g2) nichtentartet ist. Dies liegt an der Konstruktion des Raumes X,
der gerade von den Bildern der 7(C) (C € C(F?)) erzeugt wird.

Zum Beweis geben wir auflerdem explizit die Gestalt des orthogonalen Komple-
ments

Xy = Kok
von Xg in X an.

Lemma 2.3.8.
(a) Fir das orthogonale Komplement Xy von Ko in XK gilt

Ky =K0Ko = () (ker(x(C)); C €€(F?) ).

(b) Die Darstellung
7T0|@(g“2) : 8(52) — L(:K()>

ist nichtentartet.

Beweis.
(a) Fiir C € €(F?) gilt

Kon(C)X = ker(n(C)*) = ker( n(C"))
und weil mit C' auch C* kompakt ist, gilt
Keko = Xe( \/ #(O)x)

cee(?)

= () (Xex@)x)
cee(?)

= ﬂ ker 7(C™*)
cee(?)

= ﬂ ker 7(C)
cee(?)

(b) Sei k € Ky gegeben mit
Wo(C)k =0

fiir alle C' € C(F?).
Dann ist auch #(C)k = 0, das heift

k € ker n(C) (C € €(F?)).
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Nach (a) folgt
keX, =KoXy
und wegen k € Ko muss k = 0 gelten.
Somit ist mo|e(g2) nichtentartet. O

Man kann also 2.3.7 auf mo|e(s2) anwenden und erhélt so Teil (a) des folgenden
Satzes. In Teil (b) betrachten wir die direkte Summe der unitéren Abbildungen
U; aus (a) und erhalten, dass mo|e(g2) unitir dquivalent zu einem Vielfachen der
identischen Darstellung ist.

Satz 2.3.9.
(a) Sei
ole2) 1 C(F?) = L(Ko) ; C = w(CO)]x,

wie bisher. Dann existieren eine Indexmenge I und eine Zerlegung

C-Px: = Ko

iel
von Ko in mo|e(g2)-invariante Unterrdume {0} # X; (i € 1), so dass fiir jedes
1 € I eine unitire Abbildung
U; - sz — 32

ezistiert mit

WO(C)|'K1 = UZ*CUl
fiir alle C € €(F?). Das heift also, dass

7t C(T?) = L(K;) 5 C = m(C)

XK

unitdr dquivalent zur identischen Darstellung auf C(F?) ist.
(b) Definiert man die Abbildung

U=PUi: Xo=Pxi—» P

i€l il il
als direkte Summe der unitiren Abbildungen U;, so ist U ebenfalls unitir und
es gilt

m(C) = U (Pc U

iel

fiir alle C' € C(F?).
Beweis.
(a) Nach 2.3.8 (b) kann man 2.3.7 auf mo|e(s2) anwenden.

(b) Der Operator U ist als direkte orthogonale Summe von unitéren Operatoren
unitdr und es gilt

mw(C) = @(C)
el
s Y(otelin)
el
= (BuH@o@u)
iel el icl

= U(@Pov

iel

fKi)
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fiir alle C € C(F?). O
Man sieht also, dass
o C*(Slvvsn) %L(KO) ; B'_’W(B”Ko

bis auf unitire Aquivalenz auf den kompakten Operatoren wie ein Vielfaches der
identischen Darstellung wirkt. Die Tatsache, dass die kompakten Operatoren auf
F? ein Ideal in C*(S4, ..., S,,) bilden, gestattet uns mit Hilfe einer Eindeutigkeits-
aussage fiir Fortsetzungen nichtentarteter Darstellungen zu schlielen, dass sich
die Beziehung
m(C) = U(EPC)IU (Ceed?)
icl

auf die ganze C*-Algebra C*(S4,...,S,) erweitern lésst, das heifit es gilt

m(B) = U (B (B€C*(S1,...,S)) -

iel
Damit erhilt man

VJ"KO = W(SJ)L’KO = 770(5]') = U*(@Sj W (j=1,...,n)
iel

und weil S ein n-Shift auf F? ist, kann man damit leicht zeigen, dass

V|9<0 = (‘/1|K07 (33} Vn|i7<o)

ein n-Shift auf XKy ist.
Wir beginnen mit dem Fortsetzungssatz fiir nichtentartete Darstellungen.

Satz 2.3.10.
Sei K ein Hilbertraum, B eine C*-Algebra und J C B ein Ideal in B.
Dann hat jede nichtentartete Darstellung

II:J— L(K)

eine eindeutige Fortsetzung zu einer Darstellung von B auf K. Diese Fortsetzung
ist ebenfalls nichtentartet.

Bemerkung 2.3.11.

Wir bezeichnen mit dem Begriff 'Ideal’ stets ein abgeschlossenes zweiseitiges
Ideal. In einer C*-Algebra ist ein solches Ideal immer *-abgeschlossen (vergleiche
etwa [4], 1.3 Corollary 1), also selbst eine C*-Algebra. Daher ist es in 2.3.10
berechtigt, von Darstellungen von J auf K zu sprechen.

Beweis. (von 2.3.10)
Fiir die Existenz der Fortsetzung vergleiche man [4]. Wir zeigen noch die Ein-
deutigkeit.

Nach 2.34 ist \ (a)K = K, denn IT : J — L(K) ist nichtentartet. Ist
acd
Iy : B — L(K) eine Fortsetzung von II, so gilt fir alle € B,a € Jund k € K

o (B)(I(a)k) = Io(B)lo()k = Ho(Ba)k = II(Ba)k .
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(Man beachte, dass pa € J gilt, weil J C B ein Ideal ist.)
Also ist fiir § € B der Operator IIo(8) € L(K) auf allen Elementen der Form

O(a)k (o € J,k € K) und daher auch auf \/ II(a)K = K durch II eindeutig
acJ
festgelegt. Somit ist die Fortsetzung Il eindeutig bestimmt. O

Nun kénnen wir zeigen, dass 7o unitéir dquivalent zu einem Vielfachen der iden-
tischen Darstellung ist.

Satz 2.3.12.
Fiir alle B € C*(S1, ..., Sn) gilt

m(B) = U (EPB)U

il
fiir eine Indexmenge I und eine unitire Abbildung

U:%o— P35
iel
Beweis.
Wir betrachten die C*-Algebra C*(Sy, ...,Sy,) und die unitire Abbildung
U: Ko — @ F? aus 2.3.9. Die Darstellungen
i€l
7o : C*(S1,...,8n) = L(Ko) ; B — 7(B)|x,

und
C*(S1, -+ 8n) = L(Ko) ; B U (P B)U
i€l
sind nach 2.3.9 Fortsetzungen der (nach 2.3.8 nichtentarteten) Darstellung mo|e(g=)
auf dem Ideal C(F?) C C*(S1, ..., Sn). Nach 2.3.10 stimmen sie iiberein, es gilt
also
m(B) = U (P B)IU (B€eC*(S,..,5)) -
icl

O

Wir kehren nun zum Ausgangspunkt zuriick und betrachten wieder das Tupel

V=0MW,.., V. € L(K)" von Isometrien mit orthogonalen Bildern vom Beginn
dieses Abschnitts. Nach Konstruktion von 7 = 7y gilt die Bedingung

Vi = w(S;) (G=1,..n).

Mit den bisherigen Resultaten iiber die ’Einschrinkung’ von 7 auf Xy soll nun
gezeigt werden, dass Vg, ein n-Shift ist.

Satz 2.3.13.
Sei V.= (Vi,...., V) € L(K)™ ein Tupel von Isometrien auf einem Hilbertraum
XK mit paarweise orthogonalen Bildern.
Sei
m=mny :C*(S,...,5,) = L(X)

wie in 2.2.5. Dann ist der Unterraum

Ko = \/ (r(C)X) ¢ X
Cee(F?)

96



reduzierend fir alle V; (j =1,...,n) und
V|3<o = (‘/1|9<07~-~7Vn|9<0>
ist ein n-Shift auf Ko. Wahlt man I und U : Ko — @ F? wie in 2.3.12, so ist

icl
der wandernde Unterraum L fir Vs, mit KXo = Mp(L,V|x,) durch

L= U(Pleo))
icl
gegeben.

Beuweis.

Nach Lemma 2.3.2 ist X invariant unter allen Operatoren der Form 7(B) mit
B € C*(51,...,Sy), also insbesondere unter V; = 7(S;) und V;" = 7(S}) mit
j=1,...,n. Also ist Ky reduzierend fiir V.

Da Vi, ..., V,, Isometrien mit paarweise orthogonalen Bildern sind, gilt dies auch
fiir die Einschrankungen Vi|x,, .-, Valxc,-

Weiter gilt

2.3.12 o, .
Vilko, = m0(S;) "= UN(EPS;)U (G=1,..,n)
i€l
mit einer Indexmenge I und einem unitéren Operator U : Ko — € F? wie in

iel
2.3.12. Wir definieren nun

L= U(Ple)) € Ko

i€l
und wollen zeigen, dass L ein wandernder Unterraum fiir V|, ist, fiir den

Mp(L,V]x,) = Ko

gilt. Wegen
L = U (Pleo))

el

= U @Fepss”))
iel j=1

= U((@PFe@Pss))
iel j=1 i€l

= U@ e @uEps7)
iel j=1 iel

= XKoo (PUE@sHN@)
j=1 iel iel

= Koo éU*(Q} SHUK, )
j=1 el

= Koo (EPVjlx,)Ko )

J=1
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ist £ nach 1.3.2 ein wandernder Unterraum fir Vg, .
AuBlerdem gilt

Va|3<o = ﬂ'(Sa)|9<o = U*( @Sa )U
icl
fiir alle @ € F und damit folgt

Vol = U (P S ) UU( Peo) )

el el
= U (@D Sufen))
el
= U(Ple)) (aeF).
el

SchlieBlich kann man daraus den Raum Mp(L,V|x,) wie folgt berechnen:

Mp(L,Vl]x,) = EPVal

a€F

= DU (Dlea))

a€F el

= U'(DDlea))

i€l a€F

- ()
il
= KXo
Es folgt die Behauptung. O

Wir haben nun gezeigt, dass V' auf Ky als n-Shift wirkt. Nun untersuchen wir
die Wirkung von V' auf dem orthogonalen Komplement

X1 = KoK

von Ko in X.
Wir haben in 2.3.8 bereits gesehen, dass

K1 = (] kern(C)
CeC(F2)

gilt.
Man sieht leicht, dass K; reduzierend fiir V71, ..., V,, ist. (Es gilt sogar, dass X; -
invariant ist.) Im folgenden Satz zeigen wir

n
(Z‘/]V]* )|K1 = IKI :
j=1

Diese Bedingung ist dquivalent dazu, dass der Operator

()™ = K5 (Y15 yn) = D Viy;

j=1

unitar ist.
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Satz 2.3.14.

(a) Der Unterraum X, C K ist m-invariant und insbesondere reduzierend fir
Vi, Vi

(b) Es gilt

( Z‘/J‘/j* >|3<1 =Ix, -

j=1

Beweis.

(a) Seien k € Xy und B € C*(Sy, ..., Sn)-

Dann ist k im Kern aller kompakten Operatoren auf 32 und fiir C' € €(F?) ist
auch CB € €(F?). Also folgt

7(C)(7(B)k) = n(CB)k = 0 (C € €(F?))
und damit ist
W(B)k c XK.

Also ist K m-invariant.
Insbesondere ist K; invariant unter den Operatoren

Vi =n(S;) und V" =7(S7) (G =1,..,n),

das heifit X, ist reduzierend fir Vi, ..., Vi,.
(b) Wir betrachten den Operator

n
I = 2 ViV
j=1

und wollen zeigen, dass er das Bild eines kompakten Operators auf 32 unter der
Darstellung 7 ist. Da K; der gemeinsame Kern aller 7(C) (C € €(3?)) ist, folgt
dann

n
(T =3 ViVi )l = 0.
j=1
In der Tat gilt

n

I =Y ViVi = w(Isz2) = Y w(Sp)m(S;)"
j=1 j=1

= w(Iy =) _S;8;)
j=1
= 7T(P0),

wobei
Py:F% 5 93%, Zxaea — Zo€o
a€F
die Projektion auf ( ep ) in F? ist.
Diese ist als Operator mit eindimensionalem Bild sicherlich kompakt und damit
folgt die Behauptung. O
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Definition 2.3.15.
Ein Tupel V = (V1,..., V) € L(K) von Operatoren auf einem Hilbertraum K
heifit spharisch unitires Tupel auf K, falls

Vi'Vi = ik (i,j=1,...n)
und
ZViVé* = Ik
i=1
gilt.

In 2.3.14 wurde gezeigt, dass V]|x, = (Vilxy, - Valx,) € L(XK1)™ ein sphérisch
unitéires Tupel auf X; ist. Fasst man die bisherigen Ergebnisse zusammen, so
erhilt man den folgenden Satz iiber die Wold-Zerlegung eines Tupels von Iso-
metrien mit paarweise orthogonalen Bildern.

Satz 2.3.16. (Wold-Zerlegung)
Seien K ein Hilbertraum und V1, ..., V, Isometrien auf X mit

PAVEESCS
j=1

Sei
7 =my : C*(S1, ..., 9n) = L(K)

die Poisson-Transformation zu V.
Dann sind die Unterrdume

Ko =\ (7(C)%; Ceed?))

und

Ky = ker =(C); C € €(F?))
reduzierend fir Vi, ..., Vy, und es gilt
e KooKy = X
o Vg, ist ein n-Shift.
o V0, ist ein spharisch unitires Tupel.

Mit dem né#chsten Satz zeigen wir, dass die Wold-Zerlegung in 2.3.16 eindeutig
bestimmt ist. Man vergleiche dazu auch [11] (Theorem 1.3).

Satz 2.3.17.
Seien X ein Hilbertraum und V1, ..., V,, Isometrien auf X mit

ATETS

j=1

Eine Zerlegung
KX = Ko d XKy
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von X in V-invariante Untervektorriume Ko, K1 von X, derart dass V|, ein
n-Shift und V|, ein sphérisch unitires Tupel ist, ist eindeutig bestimmt, es gilt

Ko = Mp(L,V)

mit

n

L = Xe@VK .

i=1
Beweis.
Da V|, ein n-Shift ist, gibt es einen abgeschlossenen Unterraum L C Ko, der
wandernd fiir V|, ist und fiir den Ko = Mp(L,V|«,) gilt. Da Ky V-invariant
ist, ist L wandernd fiir V mit Ko = Mp(L,V).

Also ist Ko (und damit auch Xy) durch L gegeben. Es geniigt also zu zeigen,
dass L eindeutig bestimmt ist.

Da Vg, sphérisch unitér ist, gilt K1 = @ V;X; und mit Ko L K; erhiilt man

=1
1.3.2(c) -
L =Y Koo @PViKo
i=1
n
= (9(0693{1)6@(%5(0@%5{1)
i=1
= Xe@pux
i=1
und somit ist L eindeutig bestimmt. O

2.4 Modellsatz fiir n-Kontraktionen

In diesem Abschnitt benutzen wir die Existenz einer minimalen isometrischen
Dilatation V' € L(X)™ fiir eine n-Kontraktion T' € L(H)" (vergleiche 2.2.6) und
die Konstruktion der Wold-Zerlegung (vergleiche 2.3.16), um einen Modellsatz
fiir T zu erhalten. Darin wird 7" als Kompression einer orthogonalen Summe,
bestehend aus einem n-Shift und einem sphirisch unitdren Tupel, dargestellt.
Der Shiftanteil ist dabei unitér dquivalent zu € S, mit einer Indexmenge I und
icl

dem Vorwirtsshift S auf F2. Wir zeigen auflerdem, dass die Michtigkeit von
I der (Hilbertraum-)Dimension des Defektraums ApH entspricht. Wir fithren
zunéchst einige Bezeichnungen ein.

Definition 2.4.1.
Seien H ein Hilbertraum und T € L(H)™ eine n-Kontraktion auf 3. Wie zuvor
ist der Defektoperator Ar von 1" durch

Ar = (Ig =Y TI7 ) € L&)
=1

definiert. Weiterhin heif3t
Dr = A7H CcH
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der Defektraum von T und
dy = dim Dy (Hilbertraumdimension von Dy)

der Defekt von T'.

Bemerkung 2.4.2.
(a) Da Ay ein positiver Operator ist, gilt

Beweis.
Wir zeigen, dass die Kerne von Ay und A% iibereinstimmen. Da Az und A%
selbstadjungiert sind, folgt dann

Ard = (ker A7)t = (ker AZ)T = AZK.
Sei also h € ker AZ%.. Dann gilt
(Arh , Arh) = (A%h, h) =0
und folglich ist h € ker AZ.. Die umgekehrte Inklusion ist trivial. O

(b) Ist V- = (V1, ..., Vi) € L(H)™ ein Tupel von Isometrien mit paarweise ortho-
gonalen Bildern, so ist A2, = Iy — > V;V;* die Orthogonalprojektion auf den

i=1
abgeschlossenen Unterraum L = H © é ViH von H (vergleiche 1.3.2).
Damit ist -
Ay = A} = Ig—) ViV
i=1
und

Dy = L = %eé‘/ﬂ{.

i=1

Insbesondere kann man die folgenden beiden Spezialfille betrachten.

e Ist V ein n-Shift auf H, so gibt es nach 1.3.2 einen eindeutigen wandernden
n
Unterraum L fiir V mit Mp(L,V) =H. Esgilt L=H o § V;H = Dy

i=1
und damit ist der Defekt dy von V' gleich der (Hilbertraum-)Dimension
von L, also gleich der Vielfachheit von V.

e Ist V sphérisch unitér, so gilt Ay = Ig— > V;V;* = 0 und folglich Dy =0
i=1
und dy = 0.
Im folgenden Lemma untersuchen wir den Defektraum und den Defekt einer
n-Kontraktion 7" auf einem Hilbertraum H, der sich in eine orthogonale Summe

H = Ho ® H; fir T reduzierender Unterrdume Hy, H; C H aufspalten lisst.
Wir erhalten Dy = D(beo) @ D(T\wl) und damit dr = d(7,. ) + d(T|5,)-
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Bemerkung 2.4.3.

Die Defekte von T'|g¢, (s = 0,1) sind nach Definition Hilbertraumdimensionen,
also Kardinalzahlen. Fiir zwei Kardinalzahlen «, § erkliren wir die Summe a+
als die Kardinalitét der Menge A U B, wenn A, B disjunkte Mengen mit den
Kardinalitdten « beziehungsweise 3 sind. Dabei ergibt sich die iibliche Summe
natiirlicher Zahlen, falls «, 8 beide endlich sind. Falls a oder § unendlich ist, so
ist a + 8 die groBere der beiden Kardinalitéiten.

Lemma 2.4.4.

Sei T = (Th,..,T,) € L(FH)™ eine n-Kontraktion auf H und seien Ho und H;
T -invariante Unterrdume von H mit H = Ho D H;.

Dann sind T|9¢, = (T1|9¢y, -, T1|9¢,) und T|oc, = (Thlocy, -, T1|9c,) n-Kontrak-
tionen auf Hy beziehungsweise Hy und es gelten die folgenden Aussagen.

(a) Der Defektraum von T ist die orthogonale Summe der Defektriume von
T3¢, und T|g¢,.

(b) Der Defekt von T ist die Summe der Defekte von T3¢, und T'|g¢, .

Beweis. (von 2.4.4)
Da Hy, H; invariant fir 11, ..., T, sind und H = Hg & H; gilt, sind Hy und H;
sogar reduzierend fiir T4, ..., Tj,. Also gilt (Tj|sc,)* = T |9, fir i =1,...,n und
s =0,1. Man erhilt

n

S (Tilse )T loe,) = (D TT7 Mo, <Ine, (s=0,1)
i=1 i=1
und somit sind T'|4¢,, T'|9¢, n-Kontraktionen auf Hy beziechungsweise H;.

Auflerdem sind Hp und H;y auch invariant fiir Iy¢ — > ;77 und damit fiir

i
=1

Ap = (Iy— 3 T;T7F ). Es gilt

=1

n

Aty = (Iog, = > (Tilae) (T lc,) )2

=1
n 1

= (Ix- ZTiTi* )2 ¢,
=1

= Arly, (s=0,1)

und somit folgt
AT = Arlsey) S ATlse,) -
Es ergibt sich
Dy = ArH
= Brlsg) Mo & Bryae,) I

= Drisey) © D(1)sey)

und damit ist (a) gezeigt.
(b) folgt unmittelbar. O
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Im folgenden Satz zeigen wir, dass der Defekt einer n-Kontraktion und der
Defekt ihrer minimalen isometrischen Dilatation identisch sind.

Satz 2.4.5.
Sei T = (11, ...,Tp,) € L(H)" eine n-Kontraktion und V = (V1,...,V,,) € LK)"
eine minimale isometrische Dilatation von T auf X D H. Dann gelten die fol-
genden Aussagen.
(a) Der Defektraum Dy = Ay XK von V st bereits durch Dy = Ay H gegeben.
(b) Der Operator A3 ist die Kompression des Operators A3, auf 3, das heifst
es gilt

A2 = Py A% g .
(c) Es gilt dp = dy .

Beweis.
(a) Da Ay linear und stetig ist, folgt aus der Minimalitétsbedingung

K=V VoK fir die minimale isometrische Dilatation, dass
ack

Dy = Ay \/ VK c AWK (2:2)
a€F acl

n

gilt. Nach 2.4.2 gilt Ay = A% = I — 21 ViV und mit V;*V; = 6; 1y
=

(i, =1,...,n) folgt

AvVi = (In =3 ViVi)V
i=1
= V= ViV,
i=1
V=V
=0 G=1,..,n).

Damit gilt Ay V, = 0 fiir alle a € F* und aus 2.2 erhilt man Dy C AyH. Die
umgekehrte Inklusion ist trivial, es gilt also Gleichheit.

(b) Es gilt V*H C H und V*|g5c = T}, sowie PgVi|gc = T; fiir ¢ € {1,...,n}.
Damit folgt

Py Alsc = Poc (I =D ViVi )l
i=1

= Iyx->» T,T;
i=1
- AL
(¢) Wir betrachten die Abbildung
Wo : Avf}f — AT}C ; Avh — ATh .
Fiir h, h € H gilt

(Avh, Ayh) = (PyA%h, h)
2 (An, k)
= (Arh, Arh).



(Man beachte, dass Ay und Ay selbstadjungiert sind.)

Daher ist Wy eine wohldefinierte Isometrie (Linearitét klar), die nach Definiti-
on surjektiv ist. Somit ist Wy unitdr und l&sst sich folglich zu einer unitéren
Abbildung

WZDV (g) Avj‘c — ATJ'( = DT

fortsetzen. Also haben Dy und Dy die gleiche (Hilbertraum-)Dimension, es gilt
also dy = dr, was zu zeigen war. O

Um Aussagen iiber den Defekt einer n-Kontraktion zu erhalten, kann man also
auch den Defekt ihrer minimalen isometrischen Dilatation untersuchen. Wir be-
trachten also ein Tupel V' = (V1,...,V,) € L(XK)™ von [sometrien mit paarweise
orthogonalen Bildern auf einem Hilbertraum X. Wie zuvor betrachten wir die
Poisson-Transformation

m=my : C*(S1,...,5n) = L(K)
mit 7(5,5;) = Vo Vy* (a,b € F) und die Unterrdume
Ko= \/ #(OX uwnd K= (] kern(C)
Cee(F?) cee(3?)

von K. Wir ibernehmen die folgenden Ergebnisse aus 2.3.

e Die Unterrdume Xy und X; sind reduzierend fiir V1,...,V,, und es gilt
K=Ky XK.

e Das Tupel V]x, = (Vilxys - Valx,) € L(K71)™ ist sphérisch unitér.
e Es existieren eine Indexmenge I und ein unitédrer Operator
U:%o— P35,
iel

so dass V|x, = (Vilxgs - Valx,) € L(Ko)™ ein n-Shift auf Ky ist. Dabei

ist L = U*(GB(G())) C Ko wandernd fiir V|g<0 mit MF(L,V|3<O) =Xo.
el

Nach 2.4.2 ist der Defekt von V|, gleich 0 und der Defekt von V|, ist gleich
der Dimension von L. Da U unitér ist, gilt
dim(L) = dim P (eo) = #I .
icl
Nach 2.4.4 gilt fiir den Defekt von V'
dy = d(V\xo) + d(V\xl) = #I14+0 = #I.

Betrachtet man nun eine n-Kontraktion T' € L(H)™ und benutzt die Existenz
einer minimalen isometrischen Dilatation V' € L(X)™ von T (vergleiche 2.2.6)
und die obigen Ergebnisse aus 2.3 fiir V, so erhélt man mit 2.4.5 den folgenden
Modellsatz fir T'.
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Satz 2.4.6. (Modellsatz fir n-Kontraktionen)

Sei T = (T, ...,T) € L(H)™ eine n-Kontraktion auf einem Hilbertraum J.

Dann existieren Hilbertraume KXo und K1 mit H C Ko D K1, eine Indexmenge I

mit #1 = dr, ein unitirer Operator U : Ko — @ F? und ein sphirisch unitires
iel

Tupel V1 = (V... V1) € L(K1)"™ auf K1, so dass T die Kompression von

U*(P S)U ® V! auf H ist, das heifit es gilt
el

T; = PJ-C( (U* @S] U) @ ‘/jl )|?C (jzla"'an) :

iel

Auferdem ist H dabei invariant unter den Adjungierten zu den Operatoren
U s;U)a® le (j=1,..,n).

icl
(Dabei ist S der Vorwdirtsshift auf 2, Py : Ko ® K1 — H die Projektion in
Ko ® K1 auf H und dr der Defekt von T'.)
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