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Einleitung

In [18℄ (Chapter 1) zeigen Nagy und Foia�s die Existenz der minimalen isome-

trishen Dilatation von Kontraktionen und die Wold-Zerlegung f

�

ur Isometrien.

Als Konsequenz daraus erh

�

alt man die bekannte Von-Neumann-Ungleihung

kp(T )k � kpk

1;D

f

�

ur Polynome p 2 C [z℄ und Hibertraum-Kontraktionen T . Dabei bezeihne D

die o�ene Kreissheibe in C .

Ando verallgemeinerte in [1℄ die Existenz der minimalen isometrishen Dilatati-

on und die G

�

ultigkeit der Von-Neumann-Ungleihung f

�

ur Tupel T = (T

1

; T

2

)

zweier vertaushender Kontraktionen. Allerdings bleiben diese Resultate f

�

ur

h

�

ohere Dimensionen niht mehr rihtig. Parrott ([14℄) widerlegte f

�

ur n � 3

die Existenz von isometrishen Dilatationen f

�

ur Tupel vertaushender Kontrak-

tionen und Varopoulos zeigte in [19℄, dass die Von-Neumann-Ungleihung f

�

ur

Tupel vertaushender Kontraktionen falsh ist, falls n hinreihend gro� ist.

Um dennoh eine Verallgemeinerung f

�

ur den mehrdimensionalen Fall zu erhal-

ten, brauht man daher einen geeigneteren Kontraktionsbegri�. Wir bezeihnen

Tupel T = (T

1

; :::; T

n

) 2 L(H)

n

von stetigen Operatoren auf einem Hilbertraum

H als n-Kontraktion, falls

n

X

i=1

T

i

T

�

i

� I

H

gilt. Mit dieser De�nition zeigt Arveson in [5℄ (Theorem 8.1), dass f

�

ur eine n-

Kontraktion T , deren Komponenten T

1

; :::; T

n

miteinander kommmutieren, und

ein Polynom p 2 C [z

1

; :::; z

n

℄ in n Variablen die Absh

�

atzung

kp(T )k � kpk

M

gilt. Dabei ist kpk

M

die Norm des Multiplikationsoperators mit p auf einem

geeigneten funktionalen Hilbertraum analytisher Funktionen

�

uber der Ein-

heitskugel, den man mit dem symmetrishen Fokraum F

2

+

identi�zieren kann.

O�enbar ist dieses Resultat eine Verallgemeinerung der urspr

�

unglihen Von-

Neumann-Ungleihung auf den Fall von Tupeln vertaushender Operatoren.

Wir besh

�

aftigen uns in dieser Arbeit mit n-Kontraktionen, deren Komponen-

ten niht notwendigerweise miteinander kommutieren. Popesu beweist in [11℄

(Theorem 2.1) die Existenz der minimalen isometrishen Dilatation f

�

ur eine sol-

he n-Kontraktion. Diese ist dabei gegeben als Tupel V = (V

1

; :::; V

n

) 2 L(K)

n

von Isometrien mit paarweise orthogonalen Bildern auf einem Hilbertraum K,

der H umfasst.

1



Weiterhin enth

�

alt [11℄ einen Beweis der Wold-Zerlegung eines Tupels von Iso-

metrien mit paarweise orthogonalen Bildern (Theorem 1.3).

Davon ausgehend zeigt Popesu in [12℄ (Theorem 2.1) eine Version der Von-

Neumann-Ungleihung f

�

ur beliebige n-Kontraktionen. An die Stelle des Poly-

noms p 2 C [z

1

; :::; z

n

℄ tritt dabei ein Polynom aus dem Fokraum

F

2

= F

2

n

=

M

k2N

(C

n

)


k

und die Norm des Multiplikationsoperators mit p auf dem symmetrishen Fok-

raum F

2

+

wird ersetzt durh die Norm des (Links-)Multiplikationsoperators mit

p auf dem vollen Fokraum F

2

.

Im kommutativen Fall betrahtet Arveson ([5℄) die Multiplikationsoperatoren

S

i

= M

z

i

mit den Koordinaten z

i

(i = 1; :::; n) und de�niert die Toeplitz-

Algebra � als die von S

1

; :::; S

n

erzeugte C

�

-Algebra. Als entsheidendes Mittel

zum Beweis der Von-Neumann-Ungleihung f

�

ur eine n-Kontraktion T 2 L(H)

n

mit vertaushenden Komponenten benutzt er einen unitalen, vollst

�

andig positi-

ven und vollst

�

andig kontraktiven Operator

�

T

: � ! L(H)

von der Toeplitz-Algebra in die stetig linearen Operatoren auf H, der

�

T

(S

i

) = T

i

(i = 1; :::; n)

erf

�

ullt (vergleihe [5℄, Theorem 6.2).

Analog dazu konstruieren Arias und Popesu in [3℄ (Chapter 3) einen entspre-

henden Operator

�

T

: C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(H)

f

�

ur beliebige n-Kontraktionen T 2 L(H)

n

und nennen diesen Operator die

Poisson-Transformation von T . Dabei entspriht S

i

dem Multiplikationsope-

rator mit e

i

auf dem Fokraum F

2

(i = 1; :::; n) und C

�

(S

1

; :::; S

n

) ist die von

S

1

; :::; S

n

erzeugte C

�

-Unteralgebra von L(F

2

).

Wir geben in dieser Arbeit einen Beweis der (nihtkommutativen) Von-Neumann-

Ungleihung mit Hilfe der Poisson-Transformation�

T

. Dabei orientieren wir uns

am Beweis von Arveson ([5℄) im kommutativen Fall. Dar

�

uber hinaus erhalten

wir neue Beweise f

�

ur die Existenz der minimalen isometrishen Dilatation und

der Wold-Zerlegung mit Hilfe der Poisson-Transformation.

Im ersten Kapitel geben wir zun

�

ahst eine f

�

ur unsere Zweke geeignete Darstel-

lung des Fokraums F

2

an. Dann besh

�

aftigen wir uns mit Multiplikatoren auf

F

2

. Wir geben vershiedene Darstellungen der Menge der Multiplikatoren bezie-

hungsweise der Menge der zugeh

�

origen Multiplikationsoperatoren in L(F

2

) an.

Au�erdem wird eine allgemeine De�nition des Shiftbegri�s (n-Shift) gegeben

und speziell der Vorw

�

artsshift S = (S

1

; :::; S

n

) 2 L(F

2

)

n

, dessen Komponenten

S

i

=M

e

i

(i = 1; :::; n) die (Links-)Multiplikationsoperatoren mit e

i

auf F

2

sind,

n

�

aher untersuht.

Im zweiten Kapitel f

�

uhren wir die Konstruktion der Poisson-Transformation ei-

ner n-Kontraktion T aus und erhalten damit die Von-Neumann-Ungleihung f

�

ur

T . Der Dilatationssatz von Stinespring, angewendet auf die Poisson-Transforma-

tion, erlaubt es uns, die minimale isometrishe Dilatation von T zu konstruieren.

2



Wir zeigen, dass die Toeplitz C

�

-Algebra C

�

(S

1

; :::; S

n

) alle kompakten Ope-

ratoren auf F

2

enth

�

alt, und benutzen Zerlegungss

�

atze f

�

ur Darstellungen von

C

�

-Algebren von Operatoren, die die kompakten Operatoren enthalten, um die

Wold-Zerlegung f

�

ur Tupel von Isometrien mit paarweise orthogonalen Bildern

zu konstruieren. Shlie�lih benutzen wir die Wold-Zerlegung, um zu zeigen,

dass jede n-Kontraktion T = (T

1

; :::; T

n

) 2 L(H)

n

auf einem Hilbertraum H

bis auf unit

�

are

�

Aquivalenz Kompression der direkten Summe aus einem n-Shift

und einem sph

�

arish unit

�

aren Tupel auf einen �-invarianten Unterraum ist. Es

stellt sih heraus, dass die Vielfahheit des Shiftanteils durh die Hilbertraum-

Dimension des Defektraums von T gegeben ist.

Mein Dank gilt Herrn Prof. Dr. J. Eshmeier f

�

ur das interessante Thema und

die geduldige Betreuung. Weiterhin bedanke ih mih bei Herrn Dipl. Math.

Christoph Barbian und Herrn Johen Haupenthal f

�

ur zahlreihe fahlihe Dis-

kussionen, Frau Ute Staemmler f

�

ur das Korrekturlesen meiner Arbeit und Herrn

Dipl. Kfm. Martin Beker f

�

ur die wertvolle Hilfe beim Layout.

Au�erdem danke ih meiner Familie f

�

ur die �nanzielle und moralishe Un-

terst

�

utzung, ohne die mein Studium niht m

�

oglih gewesen w

�

are.
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Kapitel 1

Multiplikationsoperatoren

auf dem Fokraum

1.1 Bezeihnungen und Grundlegendes

Sei n 2 N

�

eine nat

�

urlihe Zahl.

Im folgenden bezeihne

F = F

n

= f0g [

[

k2N

�

f1; :::; ng

k

die freie Halbgruppe

�

uber den Erzeugern 1; :::; n.

Dabei ist 0 neutrales Element von F und f

�

ur a = (a

1

; :::a

k

); b = (b

1

; :::; b

l

) 2 F

de�niert

a � b = (a; b) = (a

1

; :::; a

k

; b

1

; :::; b

l

)

das Produkt von a und b in F .

Weiter sei f

�

ur a 2 F der Betrag von a de�niert durh

jaj = k; falls a 2 f1; :::; ng

k

; und j0j = 0 :

Man sieht sofort, dass j(a; b)j = jaj+ jbj f

�

ur alle a; b 2 F gilt.

Wir shreiben au�erdem

F

�

= F n f0g :

Weiterhin sei H

n

= C

n

mit dem

�

ublihen Skalarprodukt

h (x

i

)

n

i=1

; (y

i

)

n

i=1

i =

n

X

i=1

x

i

y

i

versehen. Wir de�nieren

H


m

n

= H

n


 � � � 
H

n

| {z }

m�mal

(m 2 N

�

)

und

H


0

n

= C :

4



Es bezeihne

F = F(C ) = f(x

m

)

m2N

; x

m

2 H


m

n

g :

Mit der komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation ist F dann

ein C -Vektorraum. Im folgenden de�nieren wir eine Multiplikation auf F.

F

�

ur k; l 2 N sei


 : H


k

n

�H


l

n

! H


k

n


H


l

n

�

=

H


(k+l)

n

die kanonishe bilineare Abbildung, die durh

(x; y) 7! x
 y (x 2 H


k

n

; y 2 H


l

n

)

gegeben ist.

F

�

ur x = (x

m

)

m2N

; y = (y

m

)

m2N

2 F de�nieren wir dann

x� y = (

X

k+l=m

x

k


 y

l

)

m2N

2 F :

Mit diesem Produkt wird F zu einer (f

�

ur n � 2 nihtkommutativen) C -Algebra

mit Einselement e

0

= (Æ

0;m

)

m2N

, das durh Æ

0;0

= 1 und Æ

0;m

= 0 (m 2 N

�

)

gegeben ist.

F

�

ur 1 � p <1 de�nieren wir

F

p

= F

p

(C ) = fx = (x

m

)

m2N

2 F; kxk

p

p

=

1

X

m=0

kx

m

k

p

<1g :

Damit ist (F

p

; k � k

p

) (1 � p < 1) ein Banahraum. Im Fall p = 2 erh

�

alt man

einen Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

h (x

m

)

m2N

; (y

m

)

m2N

i =

X

m2N

hx

m

; y

m

i

H


m

n

( (x

m

)

m2N

; (y

m

)

m2N

2 F

2

):

Dieser Hilbertraum F

2

hei�t Fokraum.

Aus der Standardorthonormalbasis (e

1

; :::; e

n

) von H

n

erh

�

alt man f

�

ur m 2 N

�

die Orthonormalbasis (e

a

; a 2 f1; :::; ng

m

) von H


m

n

.

(Dabei ist e

a

= e

a

1


 :::
 e

a

m

f

�

ur a = (a

1

; :::; a

m

) 2 f1; :::; ng

m

.)

Wegen f1; :::; ng

m

= fa 2 F ; jaj = mg kann man (e

a

; a 2 f1; :::; ng

m

) auh als

Orthonormalbasis der endlihen Hilbertraum-direkten Summe

M

a2F;jaj=m

C = f (x

a

)

jaj=m

; x

a

2 C g

au�assen und so H


m

n

mit

L

jaj=m

C identi�zieren.

Damit kann man F =

Q

m2N

H


m

n

algebraish mit

Y

m2N

M

jaj=m

C =

Y

a2F

C = f(x

a

)

a2F

; x

a

2 C f

�

ur a 2 Fg

identi�zieren.

Wie man leiht nahrehnet erh

�

alt man verm

�

oge dieser Identi�zierung f

�

ur das

Produkt auf F die Darstellung

(x

a

)

a2F

� (y

b

)

b2F

= (

X

(a;b)=

x

a

� y

b

)

2F

5



und der Fokraum ergibt sih als

F

2

= fx = (x

a

)

a2F

2 F; kxk

2

2

=

X

a2F

jx

a

j

2

<1g � F

mit dem Skalarprodukt

h (x

a

)

a2F

; (y

a

)

a2F

i =

X

a2F

x

a

y

a

:

Wir benutzen im folgenden f

�

ur (x

a

)

a2F

2 F auh die Shreibweise

P

a2F

x

a

e

a

.

Sei nunH ein Hilbertraum und seien T

1

; :::; T

n

2 L(H) stetig lineare Operatoren

auf H. Wir de�nieren f

�

ur a 2 F den Operator T

a

2 L(H) durh

T

a

= T

a

1

� � � T

a

k

; falls a = (a

1

; :::; a

k

) 2 f1; :::; ng

k

und

T

a

= I

H

; falls a = 0 :

Damit ergibt sih f

�

ur a; b 2 F die Beziehung

T

a

T

b

= T

(a;b)

:

1.2 Multiplikatoren auf F

2

Wir haben gesehen, dass F eine Algebra bez

�

uglih dem Faltungsprodukt � ist.

Multipliziert man aber zwei Elemente aus F

2

, so erh

�

alt man im allgemeinen

niht wieder ein Element aus F

2

. Wir interessieren uns nun f

�

ur die Elemente

x 2 F, f

�

ur die die zugeh

�

orige Linksmultiplikation mit x

M

x

: F! F ; y 7! x� y

den Fokraum F

2

invariant l

�

asst (das hei�t, es gilt M

x

(F

2

) � F

2

).

De�nition 1.2.1.

Sei x 2 F. Wir nennen x einen Multiplikator (von F

2

), falls x� y 2 F

2

f

�

ur alle

y 2 F

2

gilt. Shreibe M f

�

ur die Menge der Multiplikatoren, also

M = fx 2 F; x ist Multiplikator von F

2

g :

F

�

ur x 2M hei�t der Operator

M

x

: F

2

! F

2

; y 7! x� y (Linksmultiplikation mit x auf F

2

)

der zu x geh

�

orige Multiplikationsoperator. Die Menge der Multiplikationsope-

ratoren bezeihnen wir mit

M = fM

x

; x 2Mg :

Man sieht sofort, dassM ein Untervektorraum von F ist. Au�erdem giltM � F

2

,

denn f

�

ur x 2M ist x = x� e

0

2 F

2

, da e

0

2 F

2

.

Wir wollen nun zeigen, dass alle Multiplikationsoperatoren M

x

(x 2 M) shon

stetig sind. Dies ist Gegenstand des n

�

ahsten Satzes. Wie

�

ublih bezeihnen wir

den Raum der stetig linearen Operatoren auf einem Hilbertraum H mit L(H).

6



Satz 1.2.2.

Sei x 2M. Dann ist M

x

2 L(F

2

) .

Beweis.

Nah dem Satz vom abgeshlossenen Graphen gen

�

ugt es zu zeigen, dass f

�

ur jede

Folge (y

m

)

m2N

in F

2

und f

�

ur y; ~y 2 F

2

mit

lim

m!1

y

m

= y und lim

m!1

M

x

y

m

= ~y

bereits M

x

y = ~y gilt.

Man beahte zun

�

ahst, dass aus Konvergenz in F

2

komponentenweise Konver-

genz folgt, das hei�t es gilt

lim

m!1

(y

m

)

a

= y

a

und lim

m!1

(M

x

y

m

)

a

= ~y

a

(a 2 F ) :

Daher folgt f

�

ur alle  2 F :

(M

x

y)



=

X

(a;b)=

x

a

y

b

= lim

m!1

X

(a;b)=

x

a

(y

m

)

b

(denn die Summe ist endlih)

= lim

m!1

(M

x

y

m

)



= ~y



:

Also ergibt sih M

x

y = ~y, was zu zeigen war.

Im n

�

ahsten Lemma zeigen wir, dass alle Elemente aus F

1

Multiplikatoren auf

F

2

sind, das hei�t also, es gilt

x� y 2 F

2

f

�

ur x 2 F

1

und y 2 F

2

:

Lemma 1.2.3.

(a) Seien (�

k

)

k2N

2 `

1

und (�

l

)

l2N

2 `

2

. De�niere die Folge

(�

m

)

m2N

= (�

k

)

k2N

� (�

l

)

l2N

durh

�

m

=

X

k+l=m

�

k

� �

l

f

�

ur m 2 N :

Dann ist (�

m

)

m

2 `

2

und es gilt

k(�

m

)

m

k

`

2

� k(�

k

)

k

k

`

1

� k(�

l

)

l

k

`

2

:

(b) Es gilt F

1

�M und kM

x

k � kxk

1

f

�

ur alle x 2 F

1

.

Beweis.

Die Aussage in Teil (a) ist bekannt, man vergleihe etwa [9℄ (Theorem 276) .

F

�

ur (b) ist zu zeigen, dass

kx� yk

2

� kxk

1

� kyk

2

7



f

�

ur alle x 2 F

1

und y 2 F

2

gilt.

Seien also x = (x

k

)

k2N

2 F

1

und y = (y

l

)

l2N

2 F

2

. Dann gilt

kx� yk

2

= (

1

X

m=0

k

X

k+l=m

x

k


 y

l

k

2

)

1

2

� (

1

X

m=0

(

X

k+l=m

kx

k


 y

l

k )

2

)

1

2

= (

1

X

m=0

(

X

k+l=m

kx

k

k � ky

l

k )

2

)

1

2

= k ( kx

k

k )

k2N

� ( ky

l

k )

l2N

k

`

2

(a)

� k( kx

k

k )

k2N

k

`

1
� k( ky

l

k )

l2N

k

`

2

= kxk

1

� kyk

2

:

Da y 2 F

2

beliebig war, folgt nun, dass x 2 M und kM

x

k � kxk

1

gilt, was zu

zeigen war.

De�nition 1.2.4.

Es bezeihne

P = f

X

a2F;jaj�m

p

a

e

a

; m 2 N; p

a

2 C f

�

ur a 2 F mit jaj � mg

= LHfe

a

; a 2 Fg � F

die Menge der Polynome in F.

F

�

ur ein Polynom p 2 P mit p 6= 0 sei der Grad von p de�niert als

grad(p) = maxfm 2 N; es existiert ein a 2 F mit jaj = m und p

a

6= 0g :

(Au�erdem sei grad(0) = �1.)

Weiterhin sei (P )

1

der Shnitt der Polynome mit der abgeshlossenen Einheits-

kugel in F

2

, also

(P )

1

= fp 2 P ; kpk

2

� 1g :

O�enbar liegt die Menge der Polynome P diht in F

2

, da f

�

ur x =

P

a2F

x

a

e

a

2 F

2

die Folge

(

X

jaj�m

x

a

e

a

)

m2N

in P liegt und bez

�

uglih k � k

2

gegen x konvergiert.

Da o�ensihtlih P � F

1

gilt, folgt wie in 1.2.3, dass x� p 2 F

2

f

�

ur alle x 2 F

2

und p 2 P gilt. Wir zeigen nun, dass ein x 2 F

2

genau dann Multiplikator von

F

2

ist, wenn fx � p; p 2 (P )

1

g beshr

�

ankt in F

2

ist. Diese Charakterisierung

von M enth

�

alt der n

�

ahste Satz.

Satz 1.2.5.

Sei x 2 F

2

. Dann gilt

x 2M () kxk

1

:= sup

p2(P )

1

kx� pk

2

<1 :

In diesem Fall gilt kxk

1

= kM

x

k.
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Beweis.

Sei zun

�

ahst x 2M. Dann gilt f

�

ur alle p 2 (P )

1

kx� pk

2

= kM

x

pk

2

� kM

x

k � kpk

2

� kM

x

k :

Also folgt

kxk

1

= sup

p2(P )

1

kx� pk

2

� kM

x

k <1 :

Umgekehrt nehmen wir nun an, dass kxk

1

<1 gilt, und betrahten ein belie-

biges y =

P

2F

y



e



2 F

2

.

Wir wollen zeigen, dass x� y 2 F

2

mit kx� yk

2

� kxk

1

� kyk

2

gilt.

F

�

ur y = 0 ist dies klar. Sei also y 6= 0.

F

�

ur k 2 N betrahte man

y

k

=

X

jj�k

y



e



:

O�enbar ist y

k

2 P und wegen

ky

k

k

2

= (

X

jj�k

jy



j

2

)

1

2

� (

X

2F

jy



j

2

)

1

2

= kyk

2

ist

y

k

kyk

2

2 (P )

1

.

Nah De�nition von k � k

1

gilt also

kx� (

y

k

kyk

2

)k

2

� kxk

1

<1

und damit

kx� y

k

k

2

� kxk

1

� kyk

2

(k 2 N):

Man beahte nun weiter, dass sih f

�

ur k 2 N und  2 F mit jj � k die

Komponenten von x � y und von x � y

k

an der Stelle  niht untersheiden,

denn es gilt

(x � y)



=

X

(a;b)=

x

a

y

b

= (x� y

k

)



f

�

ur jj � k :

Damit folgt f

�

ur alle k 2 N

X

jj�k

j(x� y)



j

2

=

X

jj�k

j(x � y

k

)



j

2

� kx� y

k

k

2

2

� kxk

2

1

� kyk

2

2

und mit k !1 erh

�

alt man x� y 2 F

2

und

kx� yk

2

2

� kxk

2

1

� kyk

2

2

:

Daraus ergibt sih

x 2M und kM

x

k � kxk

1

:
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Nun wollen wir zeigen, dass die Funktion

k � k

1

:M! R ; x 7! kxk

1

= sup

p2(P )

1

kx� pk

2

eine Norm de�niert, die M zu einem Banahraum maht.

Satz 1.2.6.

Die Menge M der Multiplikatoren von F

2

ist mit k � k

1

ein Banahraum.

Beweis.

Da die Abbildung

� :M! L(F

2

) ; x 7!M

x

o�ensihtlih linear und injektiv ist und nah 1.2.5 kxk

1

= kM

x

k (x 2M) gilt,

ist k � k

1

eine Norm auf M. Zum Beweis der Vollst

�

andigkeit orientieren wir uns

an der Arbeit [12℄ von Popesu.

Sei (x

k

)

k2N

eine Cauhy-Folge in (M; k � k

1

).

F

�

ur alle y 2M gilt

kyk

1

= sup

p2(P )

1

ky � pk

2

� ky � e

0

k

2

= kyk

2

und daher ist (x

k

)

k

auh eine Cauhy-Folge in dem Hilbertraum (F

2

; k � k

2

).

Also existiert ein x 2 F

2

mit kx� x

k

k

2

k

�! 0. Es bleibt zu zeigen, dass x 2 M

und kx� x

k

k

1

k

�! 0 gilt.

Sei � > 0 gegeben. W

�

ahle k

0

2 N, so dass kx

k

� x

l

k

1

< � f

�

ur alle k; l � k

0

gilt. Dann folgt f

�

ur alle k; l � k

0

und f

�

ur alle Polynome p =

P

jaj�m

p

a

e

a

2 P die

Absh

�

atzung

k(x� x

k

)� pk

2

� k(x� x

l

)� pk

2

+ k(x

k

� x

l

)� pk

2

�

X

jaj�m

jp

a

j � k(x� x

l

)� e

a

k

2

+ kx

k

� x

l

k

1

� kpk

2

�

X

jaj�m

jp

a

j � kx� x

l

k

2

+ � � kpk

2

:

F

�

ur l !1 konvergiert der erste Summand gegen 0 und man erh

�

alt

k(x� x

k

)� pk

2

� � � kpk

2

(k � k

0

):

Dies zeigt, dass x� x

k

2M und kx� x

k

k

1

� � f

�

ur alle k � k

0

gilt. Man erh

�

alt

also x 2M und kx� x

k

k

1

k

�! 0, was zu zeigen war.

Die Abbildung

� : (M; k � k

1

)! L(F

2

) ; x 7!M

x

de�niert nah 1.2.5 eine Isometrie, deren BildM ist. Daher folgt nah 1.2.6, dass

M mit der Operatornorm ein Banahraum und somitM � L(F

2

) abgeshlossen

ist.
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1.3 Der Vorw

�

artsshift auf F

2

In diesem Abshnitt besh

�

aftigen wir uns mit dem Tupel S 2 L(F

2

)

n

aus den

zu e

i

2 F

2

(i = 1; :::; n) geh

�

origen Multiplikationsoperatoren und mit der von

S erzeugten, norm-abgeshlossenen, unitalen Unteralgebra von L(F

2

). Wir de-

�nieren zun

�

ahst allgemein den Begri� eines n-Shifts.

De�nition 1.3.1.

(a) F

�

ur einen Hilbertraum H und ein Tupel V = (V

i

)

n

i=1

von Isometrien auf H

hei�t ein abgeshlossener Unterraum L � H wandernd f

�

ur V , falls V

a

L ? V

b

L

f

�

ur a; b 2 F mit a 6= b gilt. In diesem Fall de�niert man

M

F

(L; V ) =

M

a2F

V

a

L � H :

(Dabei bezeihne

L

die `

2

-direkte Summe.)

(b) Ein Tupel V = (V

i

)

n

i=1

von Isometrien auf einem Hilbertraum H hei�t

n-Shift auf H, falls es einen wandernden Unterraum L � H f

�

ur V gibt mit

H =M

F

(L; V ).

Das folgende tehnishe Lemma besh

�

aftigt sih mit einigen elementaren Aus-

sagen

�

uber Tupel von Isometrien und n-Shifts.

Lemma 1.3.2.

(a) Ein Tupel V = (V

i

)

n

i=1

von Isometrien auf einem Hilbertraum H hat genau

dann paarweise orthogonale Bilder, wenn

n

X

i=1

V

i

V

�

i

� I

H

gilt.

(b) F

�

ur ein Tupel V = (V

i

)

n

i=1

von Isometrien auf H mit paarweise orthogonalen

Bildern ist

L = H	

n

M

i=1

V

i

H

ein wandernder Unterraum f

�

ur V und

P

L

= I

H

�

n

X

i=1

V

i

V

�

i

2 L(H)

ist die Orthogonalprojektion auf L in H.

() F

�

ur einen n-Shift V = (V

i

)

n

i=1

auf H sind die Bilder der V

i

paarweise

orthogonal. Der wandernde Unterraum L � H f

�

ur V mit H = M

F

(L; V ) ist

eindeutig bestimmt, es gilt

L = H	

n

M

i=1

V

i

H :

Beweis.

(a) F

�

ur jede Isometrie V 2 L(H) ist V

�

V = I

H

und damit rehnet man leiht
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nah, dass V V

�

die Orthogonalprojektion auf VH ist. Damit ist

n

P

i=1

V

i

V

�

i

die

Summe der Orthogonalprojektionen auf die Bilder der V

i

.

Also gilt

n

P

i=1

V

i

V

�

i

� I

H

genau dann, wenn die Bilder der V

i

(i = 1; :::; n) paar-

weise orthogonal sind.

(b) Seien a; b 2 F mit a 6= b. Wir nehmen ohne Einshr

�

ankung an, dass jaj � jbj

gilt und betrahten zun

�

ahst den Fall, dass ein  2 F existiert mit a = (b; ).

Dann gilt  6= 0 (sonst a = b) und damit

hV

a

l; V

b

~

li = hV

b

V



l; V

b

~

li = hV



l;

~

li = 0

f

�

ur alle l;

~

l 2 L, denn V

b

ist isometrish und V



l 2 V



H ? L. Also ist V

a

L ? V

b

L.

Falls kein solhes  2 F existiert, folgt mit a = (a

1

; :::; a

k

) und b = (b

1

; :::; b

m

)

(k = jaj; m = jbj; a

1

; :::; a

k

; b

1

; :::; b

m

2 f1; :::; ng), dass a

j

6= b

j

f

�

ur ein geeigne-

tes j 2 f1; :::;mg gilt. F

�

ur minimales j mit dieser Eigenshaft folgt

h V

a

l ; V

b

~

l i = h V

(a

1

;:::a

j�1

)

V

a

j

V

(a

j+1

;:::;a

k

)

l ; V

(a

1

;:::a

j�1

)

V

b

j

V

(b

j+1

;:::;b

m

)

~

l i

= h V

a

j

V

(a

j+1

;:::;a

k

)

l ; V

b

j

V

(b

j+1

;:::;b

m

)

~

l i

= 0 (denn V

a

j

H ? V

b

j

H)

f

�

ur alle l;

~

l 2 L, also gilt V

a

L ? V

b

L. Damit ist gezeigt, dass L ein wandernder

Unterraum f

�

ur V ist.

Da V

i

V

�

i

die Orthogonalprojektion auf V

i

H ist (i = 1; :::; n) und V

i

H ? V

j

H

f

�

ur i 6= j gilt, ist I

H

�

n

P

i=1

V

i

V

�

i

die Orthogonalprojektion auf H	

n

L

i=1

V

i

H = L.

() Sei V = (V

i

)

n

i=1

ein n-Shift auf H und L ein wandernder Unterraum f

�

ur V

mit H = M

F

(L; V ). F

�

ur h;

~

h 2 H gibt es dann (l

a

)

a2F

; (

~

l

b

)

b2F

2 `

2

(F;L) mit

h =

P

a2F

V

a

l

a

und

~

h =

P

b2F

V

b

~

l

b

.

Da V

1

; :::V

n

linear und stetig sind, folgt dann

h V

i

h ; V

j

~

h i =

X

a;b2F

h V

i

V

a

l

a

; V

j

V

b

~

l

b

i

=

X

a;b2F

h V

(i;a)

l

a

; V

(j;b)

~

l

b

i

= 0

f

�

ur i; j 2 f1; :::; ng mit i 6= j, denn es gilt (i; a) 6= (j; b) und somit

V

(i;a)

L ? V

(j;b)

L. Insgesamt folgt V

i

H ? V

j

H f

�

ur i 6= j.

Es bleibt noh die Eindeutigkeit von L zu zeigen. Sei h 2 H 	

n

L

i=1

V

i

H. Dann

existiert (l

a

)

a2F

2 `

2

(F;L) mit h =

P

a2F

V

a

l

a

und f

�

ur alle b 2 F

�

gilt

0 = h h ; V

b

l

b

i

=

X

a2F

h V

a

l

a

; V

b

l

b

i

= hV

b

l

b

; V

b

l

b

i = h l

b

; l

b

i = kl

b

k

2

:

(Man beahte, dass h ?

n

L

i=1

V

i

H und V

a

L ? V

b

L f

�

ur a 6= b gilt.)

Also folgt h = V

0

l

0

= l

0

2 L und damit gilt L �H	

n

L

i=1

V

i

H.
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Umgekehrt sei l 2 L und i 2 f1; :::; ng. Dann l

�

asst sih jedes h 2 H in der Form

h =

P

a2F

V

a

l

a

mit (l

a

)

a2F

2 `

2

(F;L) shreiben und es folgt

h l ; V

i

h i =

X

a2F

h l ; V

i

V

a

l

a

i

=

X

a2F

h l ; V

(i;a)

l

a

i

= 0 ;

denn L ? V

(i;a)

L. Also ist l 2 H	

n

L

i=1

V

i

H gezeigt und insgesamt folgt

L = H	

n

M

i=1

V

i

H :

Bemerkung 1.3.3.

F

�

ur einen n-Shift V auf H nennt man die (Hilbertraum-)Dimension des eindeu-

tig bestimmten (vergleihe 1.3.2) wandernden Unterraums L � H f

�

ur V mit

H =M

F

(L; V ) die Vielfahheit des n-Shifts V .

F

�

ur i = 1; :::; n de�nieren wir nun S

i

=M

e

i

2 L(F

2

) als Multiplikationsoperator

von links mit dem Einheitsvektor e

i

2 F

2

und setzen S = (S

1

; :::S

n

) 2 L(F

2

)

n

.

Wir bezeihnen S als den (Links-)Vorw

�

artsshift auf F

2

. Im n

�

ahsten Lemma

fassen wir einige Eigenshaften von S zusammen, unter anderem die Tatsahe,

dass S ein n-Shift auf F

2

mit wanderndem Unterraum he

0

i � F

2

ist.

Lemma 1.3.4.

(a) F

�

ur x =

P

a2F

x

a

e

a

2 F

2

und i 2 f1; :::; ng gilt

(S

i

x)

0

= 0

und

(S

i

x)

(j;a)

= Æ

i;j

� x

a

(a 2 F; j 2 f1; :::; ng) :

(b) F

�

ur die adjungierten Abbildungen zu den S

i

(i = 1; :::; n) gilt

S

�

i

x =

X

a2F

x

(i;a)

e

a

f

�

ur alle x =

P

a2F

x

a

e

a

2 F

2

.

() F

�

ur i; j 2 f1; :::; ng gilt

S

�

j

S

i

= Æ

i;j

I

F

2

und somit sind S

1

; :::; S

n

Isometrien auf F

2

mit paarweise orthogonalen Bildern.

(d) Wir de�nieren nun den Unterraum

L = F

2

	

n

M

i=1

S

i

F

2
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von F

2

als das orthogonale Komplement der Bilder der S

i

. Dann gilt L = he

0

i.

(e) Es gilt

n

P

i=1

S

i

S

�

i

� I

F

2

und P

0

= I

F

2

�

n

P

i=1

S

i

S

�

i

ist die Orthogonalprojektion

auf L in F

2

.

(f) Der Unterraum L � F

2

ist ein wandernder Unterraum f

�

ur S und es gilt

M

F

(L; S) = F

2

. Somit ist S ein n-Shift auf F

2

mit Vielfahheit 1.

Beweis.

(a) Es gilt

S

i

(

X

a2F

x

a

e

a

) = e

i

�

X

a2F

x

a

e

a

=

X

a2F

x

a

e

(i;a)

:

Durh Vergleih der Komponenten folgt die Behauptung.

(b) F

�

ur alle x =

P

a2F

x

a

e

a

; y =

P

a2F

y

a

e

a

2 F

2

gilt

h

X

a2F

x

(i;a)

e

a

; y i =

X

a2F

x

(i;a)

y

a

=

n

X

j=1

X

a2F

Æ

i;j

x

(j;a)

y

a

=

n

X

j=1

X

a2F

x

(j;a)

Æ

i;j

y

a

(a)

=

n

X

j=1

X

a2F

x

(j;a)

(S

i

y)

(j;a)

+ x

0

(S

i

y)

0

=

X

a2F

x

a

(S

i

y)

a

= h x ; S

i

y i :

Daraus folgt die behauptete Darstellung von S

�

i

.

() Aus (a) und (b) folgt f

�

ur alle x =

P

a2F

x

a

e

a

die Beziehung

(S

�

j

S

i

x)

a

= (S

i

x)

(j;a)

= Æ

i;j

x

a

(a 2 F )

und somit gilt S

�

j

S

i

= Æ

i;j

I

F

2

. Damit ist klar, dass S

1

; :::; S

n

Isometrien mit

paarweise orthogonalen Bildern sind.

(d) F

�

ur alle i 2 f1; ::; ng und x 2 F

2

gilt

h S

i

x ; e

0

i = (S

i

x)

0

(a)

= 0 :

Also steht e

0

senkreht auf den Bildern der S

i

(i = 1; :::; n) und damit gilt

he

0

i � L.

Sei umgekehrt x =

P

a2F

x

a

e

a

2 L. Dann folgt x

a

= hx; e

a

i = 0 f

�

ur alle

a = (a

1

; :::; a

k

) 2 F

�

, denn

e

a

= e

a

1

� e

(a

2

;:::;a

k

)

= S

a

1

e

(a

2

;:::;a

k

)

2 S

a

1

F

2

� L

?

und x 2 L.

Also ist

x = x

0

� e

0

2 h e

0

i
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und damit ist auh die umgekehrte Inklusion gezeigt.

(e) Nah () sind S

1

; :::; S

n

Isometrien mit paarweise orthogonalen Bildern. Da-

her folgt (e) aus 1.3.2.

(f) Nah 1.3.2 ist L ein wandernder Unterraum f

�

ur S. Zudem gilt

S

a

L = S

a

he

0

i = fe

a

� (� � e

0

); � 2 C g = f�e

a

; � 2 C g = he

a

i (a 2 F )

und damit

M

F

(L; S) = `

2

�

M

a2F

S

a

L = `

2

�

M

a2F

he

a

i = F

2

:

Also ist S ein n-Shift auf F

2

.

Bemerkung 1.3.5.

Aus dem obigen Lemma 1.3.4

�

uberlegt man sih leiht die folgenden Aussagen

f

�

ur die Operatoren S

�

a

und S

b

(a; b 2 F ).

(a) Es gilt S

b

e



= e

(b;)

f

�

ur alle b;  2 F .

(b) Es gilt

S

�

a

e



=

�

e

d

; falls ein d 2 F existiert mit  = (a; d)

0 ; sonst

f

�

ur alle a;  2 F .

() Es gilt

S

�

a

S

b

=

8

<

:

S

d

; falls ein d 2 F existiert mit b = (a; d)

S

�

d

; falls ein d 2 F existiert mit a = (b; d)

0 ; sonst

f

�

ur alle a; b 2 F . Insbesondere gilt also S

�

a

S

a

= I

F

2
(a 2 F ).

Wir interessieren uns im folgenden f

�

ur die von S erzeugte, norm-abgeshlossene,

unitale Unteralgebra A von L(F

2

), also

A = Alg(S

1

; :::; S

n

; I

F

2

)

k�k

L(F

2

)

:

Wir wollen zeigen, dass A genau aus den Multiplikationsoperatoren von Multi-

plikatoren aus dem k � k

1

-Abshluss von P besteht. Sp

�

ater werden wir sehen,

dass der shwahe Abshluss von A gleih der Menge M aller Multiplikations-

operatoren ist.

Zun

�

ahst de�nieren wir

A = P

k�k

1

�M :

Satz 1.3.6.

Es gilt

A = fM

x

; x 2 Ag :

Beweis.

F

�

ur die von S

1

; :::; S

n

und I

F

2

erzeugte Unteralgebra von L(F

2

) gilt

Alg(S

1

; :::; S

n

; I

F

2

) = LH(S

a

; a 2 F ) :
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O�ensihtlih ist aber S

a

gleih dem Multiplikationsoperator mit e

a

, denn f

�

ur

a = (a

1

; :::; a

k

) 2 F

�

ist

S

a

= S

a

1

� � � S

a

k

= M

e

a

1

� � �M

e

a

k

= M

(e

a

1

�:::�e

a

k

)

= M

e

a

und es gilt

S

0

= I

F

2
= M

e

0

:

Damit sind die Linearkombinationen der S

a

(a 2 F ) genau die Multiplikations-

operatoren zu Linearkombinationen der e

a

, also zu Polynomen p 2 P . Es folgt

also

Alg(S

1

; :::; S

n

; I

F

2

) = fM

p

; p 2 Pg = �(P ) :

Dabei sei � die Abbildung, die jedem Multiplikator den zugeh

�

origen Multipli-

kationsoperator zuordnet, also

� :M! L(F

2

) ; x 7!M

x

:

Nah 1.2.5 ist � ein isometrisher Isomorphismus von (M; k � k

1

) nah M mit

der Operatornorm. Daher ist

�(P )

k�k

L(F

2

)

= �(P

k�k

1

) :

Zusammen folgt die Behauptung.

1.4 Der Raum H

1

F

�

ur x =

P

a2F

x

a

e

a

2 F und 0 < r < 1 de�niere man das Element x

r

2 F durh

x

r

=

X

a2F

( r

jaj

x

a

)e

a

:

Daraus ergeben sih unmittelbar einige Rehenregeln.

Propostion 1.4.1.

Seien x; y 2 F, � 2 C und r; s 2 (0; 1). Dann gelten die folgenden Beziehungen:

(x

r

)

s

= x

(r�s)

(x+ y)

r

= x

r

+ y

r

(� � x)

r

= � � x

r

(x� y)

r

= x

r

� y

r

:

Beweis.

Wir wollen exemplarish die letzte Gleihung beweisen.
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Seien dazu also x =

P

a2F

x

a

e

a

; y =

P

b2F

y

b

e

b

2 F und 0 < r < 1. Dann folgt

x

r

� y

r

=

X

2F

(

X

(a;b)=

(x

r

)

a

� (y

r

)

b

) e



=

X

2F

(

X

(a;b)=

r

jaj

x

a

� r

jbj

y

b

) e



=

X

2F

(

X

(a;b)=

r

jaj+jbj

x

a

y

b

) e



=

X

2F

( r

jj

�

X

(a;b)=

x

a

y

b

) e



=

X

2F

( (x� y)

r

)



e



= (x� y)

r

:

(Man beahte, dass jaj+ jbj = jj f

�

ur (a; b) =  gilt.)

Die ersten drei Gleihungen ergeben sih analog unmittelbar aus der De�nition

von x

r

.

Wir wollen im folgenden zeigen, dass x

r

2 M f

�

ur alle x 2 F

2

gilt. Nah 1.2.3

gen

�

ugt es, x

r

2 F

1

zu zeigen. Dies tun wir im folgenden Lemma.

Lemma 1.4.2.

F

�

ur x 2 F

2

und 0 < r < 1 ist x

r

2 F

1

und es gilt

kx

r

k

1

� (1� r

2

)

�

1

2

� kxk

2

:

Beweis.

Seien x = (x

m

)

m2N

2 F

2

(x

m

2 H


m

n

f

�

ur m 2 N) und 0 < r < 1 gegeben.

Damit ergibt sih x

r

= (r

m

x

m

)

m2N

und f

�

ur M 2 N gilt

M

X

m=0

kr

m

x

m

k

=

M

X

m=0

r

m

� kx

m

k

� (

M

X

m=0

(r

m

)

2

)

1

2

� (

M

X

m=0

kx

m

k

2

)

1

2

(Cauhy-Shwarz-Ungleihung)

� (

1

X

m=0

r

2m

)

1

2

� (

1

X

m=0

kx

m

k

2

)

1

2

= (1� r

2

)

�

1

2

� kxk

2

:

F

�

ur M ! 1 folgt nun x

r

2 F

1

und kx

r

k

1

� (1 � r

2

)

�

1

2

� kxk

2

, was zu zeigen

war.

Aus obigem Lemma 1.4.2 ergibt sih zusammen mit 1.2.3 unmittelbar der fol-

gende Satz.
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Satz 1.4.3.

Seien x 2 F

2

und 0 < r < 1. Dann ist x

r

2M und es gilt

kx

r

k

1

� (1� r

2

)

�

1

2

� kxk

2

:

Also ist f

�

ur x 2 F

2

die Abbildung M

x

r

ein stetig linearer Operator auf F

2

f

�

ur

jedes 0 < r < 1.

Wir betrahten nun die Elemente x 2 F

2

, f

�

ur die kM

x

r

k (beziehungsweise

kx

r

k

1

) f

�

ur 0 < r < 1 beshr

�

ankt bleibt, und de�nieren

H

1

= fx 2 F

2

; kxk

H

1

= sup

0<r<1

kM

x

r

k <1g :

Ziel dieses Abshnittes ist es, zu zeigen, dass dies lediglih eine neue Charakte-

risierung von (M; k � k

1

) darstellt, das hei�t

H

1

=M und k � k

H

1

= k � k

1

soll gezeigt werden.

Dazu zeigen wir zun

�

ahst, dass (H

1

; k � k

H

1

) ein normierter Raum ist.

Propostion 1.4.4.

Die Funktion

k � k

H

1

: H

1

! R ; x 7! sup

0<r<1

kM

x

r

k

ist eine Norm auf dem Unterraum H

1

von F

2

.

Beweis.

Es ist klar, dass 0 2 H

1

mit k0k

H

1

= 0 ist.

Ist x 2 H

1

, so ist o�ensihtlih kxk

H

1

� 0 und aus kxk

H

1

= 0 folgt x = 0.

Seien nun x 2 H

1

und � 2 C .

Dann gilt (� � x)

r

= � � x

r

f

�

ur alle r 2 (0; 1) und damit

sup

0<r<1

kM

(��x)

r

k = sup

0<r<1

kM

(��x

r

)

k

= sup

0<r<1

k�M

x

r

k

= sup

0<r<1

j�j � kM

x

r

k

= j�j � kxk

H

1

<1 :

Also folgt

� � x 2 H

1

und k� � xk

H

1

= j�j � kxk

H

1

:

Nun ist noh die Abgeshlossenheit von H

1

bez

�

uglih der Addition und die

Dreieksungleihung zu zeigen.

Seien also x; y 2 H

1

.

Dann gilt (x+ y)

r

= x

r

+ y

r

f

�

ur alle r 2 (0; 1) und damit folgt

sup

0<r<1

kM

(x+y)

r

k = sup

0<r<1

kM

(x

r

+y

r

)

k

= sup

0<r<1

kM

x

r

+M

y

r

k

� sup

0<r<1

(kM

x

r

k+ kM

y

r

k)

� sup

0<r<1

kM

x

r

k + sup

0<r<1

kM

y

r

k

= kxk

H

1

+ kyk

H

1

<1 :
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Also ist x+ y 2 H

1

mit kx+ yk

H

1

� kxk

H

1

+ kyk

H

1

.

Damit ist gezeigt, dass (H

1

; k � k

H

1

) ein normierter Raum ist.

Als n

�

ahstes zeigen wir die Absh

�

atzung k�k

1

� k�k

H

1

und damit die Inklusion

H

1

� M. Au�erdem kann der Operator M

x

f

�

ur x 2 H

1

in der shwahen

Operatortopologie durh die Operatoren M

x

r

f

�

ur r " 1 approximiert werden.

Zum Beweis brauhen wir noh die folgende Bemerkung.

Bemerkung 1.4.5.

In [17℄ (Theorem 1.8) wird gezeigt, dass die abgeshlossene Einheitskugel in

L(H) (f

�

ur einen Hilbertraum H) WOT-kompakt ist und damit sind beliebige

abgeshlossene Kugeln in L(H) WOT-kompakt. Jede beshr

�

ankte Teilmenge

von L(H) ist in einer abgeshlossenen Kugel enthalten und daher relativ kom-

pakt in der WOT-Topologie.

Satz 1.4.6.

F

�

ur x 2 H

1

gilt

� x 2M und kxk

1

� kxk

H

1

,

� M

x

= lim

r"1

M

x

r

in der WOT-Topologie auf L(F

2

).

Beweis.

Sei x =

P

a2F

x

a

e

a

2 H

1

gegeben. Wir zeigen zun

�

ahst, dass f

�

ur jeden Operator

B 2 L(F

2

), der WOT-Limes eines Teilnetzes von (M

x

r

)

0<r<1

ist, bereits

By = x� y f

�

ur alle y 2 F

2

gilt.

Sei also B 2 L(F

2

) und (M

x

(r

�

)

)

�2�

ein Teilnetz von (M

x

r

)

0<r<1

mit

WOT� lim

�2�

M

x

(r

�

)

= B

und sei y =

P

b2F

y

b

e

b

2 F

2

. Dann gilt

(By)



= h By ; e



i

= lim

�2�

h M

x

(r

�

)

y ; e



i

= lim

�2�

h x

(r

�

)

� y ; e



i

= lim

�2�

X

(a;b)=

r

jaj

�

x

a

y

b

=

X

(a;b)=

x

a

y

b

(denn die Summe ist endlih und r

�

�2�

�! 1 )

= (x� y)



f

�

ur alle  2 F und somit gilt By = x� y.

Nah De�nition von H

1

ist die Menge fM

x

r

; 0 < r < 1g � L(H) normbe-

shr

�

ankt und damit relativ WOT-kompakt. Somit hat (M

x

r

)

0<r<1

ein WOT-

konvergentes Teilnetz, das | wie wir oben gesehen haben | gegen einen Ope-

rator B 2 L(F

2

) mit By = x � y (y 2 F

2

) konvergiert. Also ist x � y 2 F

2

f

�

ur

y 2 F

2

und damit ist x 2M. Da auh jedes Teilnetz von (M

x

r

)

0<r<1

ein WOT-

konvergentes Teilnetz hat und dessen WOT-Limes ebenfallsM

x

sein muss, folgt
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shlie�lih, dass (M

x

r

)

0<r<1

selbst WOT gegen M

x

konvergiert.

Da die Kugel fB 2 L(F

2

); kBk � kxk

H

1

g � L(F

2

) abgeshlossen in der

WOT-Topologie von L(F

2

) ist,

�

ubertr

�

agt sih die Absh

�

atzung

kM

x

r

k � kxk

H

1

(0 < r < 1)

auf den WOT-Limes M

x

, das hei�t es gilt

kxk

1

1:2:5

= kM

x

k � kxk

H

1

:

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Damit sind eine Inklusion zwishen H

1

und F

1

und eine Ungleihung zwi-

shen den entsprehenden Normen gezeigt. F

�

ur die umgekehrten Beziehungen

benutzen wir einen Operator 	

T

: L(F

2

) ! L(H) f

�

ur eine C

�0

-Kontraktion

T 2 L(H)

n

auf einem Hilbertraum H, den Arias und Popesu in [3℄ (Ab-

shnitt 3) entwikeln. Wir beginnen mit der De�nition einer C

�0

-Kontraktion.

De�nition 1.4.7.

Seien H ein Hilbertraum und T

1

; :::; T

n

2 L(H).

Das Tupel T = (T

1

; :::; T

n

) 2 L(H)

n

hei�t n-Kontraktion auf H, falls

n

X

i=1

T

i

T

�

i

� I

H

gilt.

Eine n-Kontraktion T = (T

1

; :::; T

n

) hei�t C

�0

-Kontraktion, falls

SOT� lim

k!1

X

jaj=k

T

a

T

�

a

= 0

ist.

Eine andere Charakterisierung f

�

ur C

�0

-Kontraktionen wird im folgenden Lemma

gegeben.

Lemma 1.4.8.

(a) Sei (T

k

)

k2N

eine Folge positiver Operatoren auf einem Hilbertraum H. Falls

SOT- lim

k!1

T

1

2

k

= 0 gilt, so folgt auh SOT- lim

k!1

T

k

= 0.

(b) Eine n-Kontraktion T = (T

1

; :::; T

n

) 2 L(H)

n

auf einem Hilbertraum H ist

genau dann eine C

�0

-Kontraktion, wenn

lim

k!1

X

jaj=k

kT

�

a

hk

2

= 0

f

�

ur alle h 2 H gilt.

Beweis.

(a) Es gelte SOT- lim

k!1

T

1

2

k

= 0. Sei h 2 H. Nah dem Satz von Fisher-Riesz
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und der Cauhy-Shwarz-Ungleihung gilt

kT

k

hk = sup

kgk=1

jhT

k

h; gij

= sup

kgk=1

jhT

1

2

k

h; T

1

2

k

gij

� sup

kgk=1

kT

1

2

k

hk � kT

1

2

k

gk

= kT

1

2

k

k � kT

1

2

k

hk

f

�

ur alle k 2 N. Die Folge (T

1

2

k

)

k

ist punktweise beshr

�

ankt (sie ist SOT-kon-

vergent) und damit nah dem Prinzip der gleihm

�

a�igen Beshr

�

anktheit auh

normbeshr

�

ankt.

Da au�erdem lim

k!1

kT

1

2

k

hk = 0 gilt, folgt insgesamt lim

k!1

kT

k

hk = 0, was zu zei-

gen war.

(b) Sei T zun

�

ahst eine C

�0

-Kontraktion. Dann gilt f

�

ur alle h 2 H und k 2 N

X

jaj=k

kT

�

a

hk

2

= h

X

jaj=k

T

a

T

�

a

h ; h i

k!1

�! 0 ;

denn nah Vorraussetzung gilt

P

jaj=k

T

a

T

�

a

h

k!1

�! 0.

Umgekehrt setzen wir voraus, dass lim

k!1

P

jaj=k

kT

�

a

hk

2

= 0 (h 2 H) gilt.

Da

P

jaj=k

T

a

T

�

a

2 L(H) positiv ist, existiert (

P

jaj=k

T

a

T

�

a

)

1

2

2 L(H) (k 2 N) und

es folgt f

�

ur h 2 H und k 2 N

k(

X

jaj=k

T

a

T

�

a

)

1

2

hk

2

= h

X

jaj=k

T

a

T

�

a

h ; h i =

X

jaj=k

kT

�

a

hk

2

k!1

�! 0 :

Mit (a) folgt, dass SOT� lim

k!1

P

jaj=k

T

a

T

�

a

= 0 gilt, T ist also eine C

�0

-Kontrak-

tion.

Sei nun eine solhe C

�0

-Kontraktion T = (T

1

; :::; T

n

) auf einem Hilbertraum H

gegeben. Wir de�nieren den zu T geh

�

origen Defektoperator

� = �

T

= ( I

H

�

n

X

i=1

T

i

T

�

i

)

1

2

2 L(H) :

Damit ist � o�enbar ein positiver Operator auf H.

Weiter sei der zu T geh

�

orige Poisson-Kern K = K

T

de�niert als die lineare

Abbildung

K : H! F

2


H ; h 7!

X

a2F

( e

a


�T

�

a

h ) :

Damit gilt das folgende Lemma.

Lemma 1.4.9.

Der Poisson-Kern K ist eine (wohlde�nierte) Isometrie, die die Bedingung

K

�

( S

a

S

�

b


 I

H

)K = T

a

T

�

b

f

�

ur alle a; b 2 F erf

�

ullt.
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Beweis.

Sei h 2 H. Dann gilt

X

a2F

ke

a


�T

�

a

hk

2

=

X

a2F

ke

a

k

2

2

� k�T

�

a

hk

2

=

X

a2F

h �

2

T

�

a

h ; T

�

a

h i

=

X

a2F

h (I

H

�

n

X

i=1

T

i

T

�

i

)T

�

a

h ; T

�

a

h i

=

1

X

k=0

X

jaj=k

( h T

�

a

h ; T

�

a

h i �

n

X

i=1

h T

�

i

T

�

a

h ; T

�

i

T

�

a

h i )

=

1

X

k=0

(

X

jaj=k

h T

�

a

h ; T

�

a

h i �

X

jaj=k+1

h T

�

a

h ; T

�

a

h i )

= kT

�

0

hk

2

� lim

k!1

X

jaj=k+1

kT

�

a

hk

2

= khk

2

(denn T ist eine C

�0

-Kontraktion) :

F

�

ur a; b 2 F mit a 6= b gilt e

a

? e

b

und somit auh (e

a


�T

�

a

h) ? (e

b


�T

�

b

h).

Mit obiger Rehnung folgt daraus, dass

P

a2F

( e

a


�T

�

a

h ) in F

2


H konvergiert

und

k

X

a2F

( e

a


�T

�

a

h )k = khk

gilt. Also ist K eine wohlde�nierte Isometrie.

Es bleibt zu zeigen, dass K

�

( S

a

S

�

b


 I

H

)K = T

a

T

�

b

(a; b 2 F ) gilt.

Seien dazu zun

�

ahst a 2 F und h 2 H. Dann gilt

( S

�

a


 I

H

)Kh = ( S

�

a


 I

H

)(

X

2F

e




�T

�



h )

=

X

2F

S

�

a

e




�T

�



h

1:3:5

=

X

d2F

e

d


�T

�

(a;d)

h

=

X

d2F

e

d


�T

�

d

T

�

a

h

= KT

�

a

h

und es folgt (S

�

a


 I

H

)K = KT

�

a

. Damit erh

�

alt man nun

K

�

( S

a

S

�

b


 I

H

)K = K

�

( S

a


 I

H

)( S

�

b


 I

H

)K

= ( ( S

�

a


 I

H

)K )

�

( S

�

b


 I

H

)K

= (KT

�

a

)

�

KT

�

b

= T

a

K

�

KT

�

b

= T

a

T

�

b

(K ist Isometrie)

f

�

ur alle a; b 2 F . Damit ist die Behauptung gezeigt.
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Wir de�nieren nun

	 = 	

T

: L(F

2

)! L(H) ; B 7! K

�

( B 
 I

H

)K :

Mit dem n

�

ahsten Satz werden grundlegende Eigenshaften dieser Abbildung

gezeigt.

Satz 1.4.10.

Der Operator 	 ist unital, vollst

�

andig kontraktiv, vollst

�

andig positiv und erf

�

ullt

	(S

a

S

�

b

) = T

a

T

�

b

f

�

ur alle a; b 2 F .

Beweis.

Es gilt

	(I

F

2

) = K

�

( I

F

2


 I

H

)K = K

�

K = I

H

;

denn K ist eine Isometrie. Also ist 	 unital.

Die Abbildung

� : L(F

2

)! L(F

2


H) ; B 7! B 
 I

H

ist o�ensihtlih ein �-Homomorphismus und es gilt K 2 L(F

2

;F

2


 H) mit

kKk = 1. Wegen 	(B) = K

�

�(B)K (B 2 L(F

2

)) folgt nah [15℄ (Seite 28),

dass 	 vollst

�

andig positiv und vollst

�

andig kontraktiv ist.

Die Bedingung 	(S

a

S

�

b

) = T

a

T

�

b

(a; b 2 F ) folgt unmittelbar aus 1.4.9.

Wir wollen nun diesen Operator 	

T

im Fall T = rS anwenden, wobei S der

Vorw

�

artsshift auf F

2

und 0 < r < 1 ist. Dazu ben

�

otigt man zun

�

ahst, dass rS

eine C

�0

-Kontraktion ist. Wir de�nieren f

�

ur T = (T

1

; :::; T

n

) 2 L(H)

n

(H ein

Hilbertraum) die Abbildung

�

T

: L(H)! L(H) ; X 7!

n

X

i=1

T

i

XT

�

i

:

Damit ist o�ensihtlih �

T

2 L(L(H)) und es gilt das folgende Lemma.

Lemma 1.4.11.

(a) Es ist T genau dann eine n-Kontraktion auf H, wenn k�

T

k � 1 gilt.

(b) F

�

ur k 2 N gilt (�

T

)

k

(I

H

) =

P

jaj=k

T

a

T

�

a

.

() F

�

ur � 2 C gilt �

�T

= j�j

2

�

T

.

Beweis.

O�ensihtlih ist �

T

ein positiver Operator. Es gilt also

k�

T

k = k�

T

(I

H

)k = k

n

X

i=1

T

i

T

�

i

k :

(Vergleihe etwa [15℄, Corollary 2.9.)

Da

n

P

i=1

T

i

T

�

i

positiv ist, gilt

n

P

i=1

T

i

T

�

i

� I

H

genau dann, wenn k

n

P

i=1

T

i

T

�

i

k � 1

ist, und damit folgt Teil (a).

Die Teile (b) und () lassen sih leiht nahrehnen.
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Lemma 1.4.12.

(a) F

�

ur eine n-Kontraktion T 2 L(H)

n

auf H und 0 < r < 1 ist rT eine C

�0

-

Kontraktion auf H.

(b) Ist S = (S

1

; :::; S

n

) = (M

e

1

; :::;M

e

n

) 2 L(F

2

)

n

der Vorw

�

artsshift auf F

2

und

0 < r < 1, so ist rS eine C

�0

-Kontraktion auf F

2

.

Beweis.

(a) Nah 1.4.11 ist

k�

rT

k = r

2

k�

T

k � r

2

< 1 :

Damit gilt (�

rT

)

k

k!1

�! 0 in L(L(H)) und somit insbesondere

X

jaj=k

(rT )

a

(rT )

�

a

= (�

rT

)

k

(I

H

)

k!1

�! 0 :

Somit ist rT eine C

�0

-Kontraktion auf H.

(b) In 1.3.4 (e) haben wir gesehen, dass

n

X

i=1

S

i

S

�

i

� I

F

2

gilt. Also ist S eine n-Kontraktion.

Mit (a) folgt die Behauptung.

Also ist rS (0 < r < 1) eine C

�0

-Kontraktion auf F

2

. Man kann also wie oben

den Defektoperator �

rS

, den Poisson-Kern K

rS

und den Operator 	

rS

bilden.

F

�

ur einen Multiplikator x 2M kann man dann den stetig linearen OperatorM

x

in 	

rS

einsetzen. Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass das Ergebnis dann der zu x

r

geh

�

orige Multiplikationsoperator M

x

r

ist, es soll also die Beziehung

	

rS

(M

x

) = M

x

r

(x 2M; 0 < r < 1)

gezeigt werden.

Dann folgt die Absh

�

atzung

kM

x

r

k � kM

x

k = kxk

1

aus der Tatsahe, dass 	

rS

kontraktiv ist.

Shlie�lih ergibt sih daraus

M � H

1

und kxk

H

1

� kxk

1

f

�

ur x 2 H

1

:

Zun

�

ahst berehnen wir den Defektoperator �

rS

.

Lemma 1.4.13.

Sei S der Vorw

�

artsshift auf F

2

und 0 < r < 1.

Sei �

rS

2 L(F

2

) der Defektoperator zu der C

�0

-Kontraktion rS. Dann gilt

�

2

rS

= (1� r

2

)I

F

2

+ r

2

P

0

;

wobei P

0

2 L(F

2

) die orthogonale Projektion in F

2

auf den Unterraum h e

0

i

ist, also

P

0

: F

2

! F

2

;

X

a2F

x

a

e

a

7! x

0

e

0

:
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Beweis.

Nah 1.3.4 (e) gilt

n

X

i=1

S

i

S

�

i

= I

F

2

� P

0

und daraus folgt

�

2

rS

= I

F

2

�

n

X

i=1

rS

i

rS

�

i

= I

F

2

� r

2

( I

F

2

� P

0

)

= (1� r

2

)I

F

2

+ r

2

P

0

;

was zu zeigen war.

Satz 1.4.14.

Sei 0 < r < 1 und x 2M. Dann gilt

	

rS

(M

x

) = M

x

r

:

Beweis.

Nah De�nition des Kalk

�

uls 	

rS

gilt

	

rS

(M

x

) = K

�

rS

( M

x


 I

F

2

)K

rS

;

wobei der Poisson-Kern

K

rS

: F

2

! F

2


 F

2

durh

K

rS

y =

X

a2F

( e

a


�

rS

(rS)

�

a

y ) =

X

a2F

r

jaj

� ( e

a


�

rS

S

�

a

y ) (y 2 F

2

)

gegeben ist. Es gen

�

ugt zu zeigen, dass die Beziehung

h 	

rS

(M

x

)y ; z i = h M

x

r

y ; z i

f

�

ur alle y; z 2 F

2

gilt.

Seien also y =

P

a2F

y

a

e

a

; z =

P

b2F

z

b

e

b

2 F

2

. Dann gilt

h 	

rS

(M

x

)y ; z i

= h K

�

rS

( M

x


 I

F

2
)K

rS

y ; z i

= h ( M

x


 I

F

2

)K

rS

y ; K

rS

z i

= h ( M

x


 I

F

2

)(

X

a2F

r

jaj

� ( e

a


�

rS

S

�

a

y ) ) ;

X

b2F

r

jbj

� ( e

b


�

rS

S

�

b

z ) i

=

X

a;b2F

r

jaj+jbj

� h ( x� e

a

)
�

rS

S

�

a

y ; e

b


�

rS

S

�

b

z i

=

X

a;b2F

r

jaj+jbj

� h x� e

a

; e

b

i � h �

rS

S

�

a

y ; �

rS

S

�

b

z i :

F

�

ur a; b 2 F gilt

x� e

a

=

X

2F

x



e

(;a)
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und daraus folgt

h x� e

a

; e

b

i = x



; falls ein  2 F existiert mit b = (; a);

und

h x� e

a

; e

b

i = 0 sonst.

Au�erdem gilt im Fall b = (; a) mit  2 F

jaj+ jbj = 2jaj+ jj

sowie

h �

rS

S

�

a

y ; �

rS

S

�

b

z i

= h �

2

rS

S

�

a

y ; S

�

a

S

�



z i

1:4:13

= h ( (1� r

2

)I

F

2
+ r

2

P

0

)S

�

a

y ; S

�

a

S

�



z i

= (1� r

2

) � h S

�

a

y ; S

�

a

S

�



z i + r

2

� h P

0

S

�

a

y ; S

�

a

S

�



z i

= (1� r

2

) �

X

d2F

y

(a;d)

z

(;a;d)

+ r

2

� y

a

z

(;a)

= y

a

z

(;a)

+ (1� r

2

) �

X

d2F

�

y

(a;d)

z

(;a;d)

:

(Man beahte dabei, dass �

rS

selbstadjungiert ist und dass S

�

(;a)

= S

�

a

S

�



gilt.)

Setzt man dies alles in obige Gleihung ein, so erh

�

alt man

h 	

rS

(M

x

)y ; z i

=

X

a;2F

�

r

2jaj+jj

� x



� ( y

a

z

(;a)

+ (1� r

2

) �

X

d2F

�

y

(a;d)

z

(;a;d)

)

�

=

X

2F

�

r

jj

x



X

a2F

�

r

2jaj

y

a

z

(;a)

+ r

2jaj

(1� r

2

)

X

d2F

�

y

(a;d)

z

(;a;d)

��

=

X

2F

(x

r

)



�

1

X

m=0

r

2m

X

jaj=m

y

a

z

(;a)

+

1

X

m=0

( r

2m

� r

2(m+1)

)

X

jaj=m

X

d2F

�

y

(a;d)

z

(;a;d)

�

:

Nun berehnen wir die zweite Summe

�

uber m in diesem Ausdruk. Durh eine
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Indexvershiebung im zweiten Teil ergibt sih

1

X

m=0

( r

2m

� r

2(m+1)

)

X

jaj=m

X

d2F

�

y

(a;d)

z

(;a;d)

=

1

X

m=0

r

2m

X

jaj=m

X

d2F

�

y

(a;d)

z

(;a;d)

�

1

X

m=1

r

2m

X

jaj=m�1

X

d2F

�

y

(a;d)

z

(;a;d)

=

1

X

m=0

r

2m

X

jaj=m

X

d2F

�

y

(a;d)

z

(;a;d)

�

1

X

m=1

r

2m

X

jaj=m

X

d2F

y

(a;d)

z

(;a;d)

=

X

d2F

�

y

d

z

(;d)

�

1

X

m=1

r

2m

X

jaj=m

y

a

z

(;a)

:

Beim zweiten Gleihheitszeihen beahte man dabei, dass f

�

ur m 2 N

�

der Index

(a; d) auf beiden Seiten die selben Elemente durhl

�

auft, denn f

�

ur a 2 F mit

jaj = m� 1 und d = (d

1

; :::; d

k

) 2 F

�

ist

(a; d) = (a; d

1

; d

2

; :::; d

k

) = (~a;

~

d)

mit ~a = (a; d

1

) und

~

d = (d

2

; :::; d

k

), also ~a 2 F mit j~aj = m und

~

d 2 F (umge-

kehrt analog).

Nun kann man dieses Ergebnis in die Berehnung von h 	

rS

(M

x

)y ; z i einset-

zen.

Man erh

�

alt

h 	

rS

(M

x

)y ; z i

=

X

2F

(x

r

)



�

1

X

m=0

r

2m

X

jaj=m

y

a

z

(;a)

+

X

d2F

�

y

d

z

(;d)

�

1

X

m=1

r

2m

X

jaj=m

y

a

z

(;a)

�

=

X

2F

(x

r

)



[ y

0

z



+

X

d2F

�

y

d

z

(;d)

℄

=

X

2F

X

d2F

(x

r

)



y

d

z

(;d)

(�)

=

X

a2F

(

X

(;d)=a

(x

r

)



y

d

) � z

a

=

X

a2F

(x

r

� y)

a

� z

a

= h x

r

� y ; z i

= h M

x

r

y ; z i :

(F

�

ur (�) benutzen wir, dass man F � F als disjunkte Vereinigung

F � F =

[

a2F

f(; d); (; d) = ag

shreiben kann.)

Da y; z 2 F

2

beliebig waren, folgt shlie�lih

	

rS

(M

x

) = M

x

r

;

was zu zeigen war.
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Aus diesem Satz folgt nun, wie bereits oben angedeutet, die Gleihheit der

R

�

aume

( M; k � k

1

) und ( H

1

; k � k

H

1

) :

Korollar 1.4.15.

Es gilt M = H

1

und kxk

1

= kxk

H

1

f

�

ur alle x 2M.

Beweis.

Nah 1.4.6 gilt H

1

�M und kxk

1

� kxk

H

1

f

�

ur alle x 2 H

1

. Sei also x 2M.

Dann gilt f

�

ur 0 < r < 1

kM

x

r

k

1:4:14

= k	

rS

(M

x

)k � kM

x

k

1:2:5

= kxk

1

;

denn 	

rS

ist kontraktiv nah 1.4.10.

Also folgt

sup

0<r<1

kM

x

r

k � kxk

1

< 1

und damit ist x 2 H

1

mit

kxk

H

1

� kxk

1

:

1.5 Die vom Shift erzeugte, WOT-abgeshlossene,

unitale Algebra

In Abshnitt 1.3 wurde die vom Vorw

�

artsshift S = (S

1

; :::; S

n

) 2 L(F

2

)

n

er-

zeugte, abgeshlossene, unitale Unteralgebra A von L(F

2

) untersuht, also

A = Alg(S

1

; :::; S

n

; I

F

2

)

L(F

2

)

:

In 1.3.6 wurde gezeigt, dass A gleih der Menge der Multiplikationsoperatoren

zu Multiplikatoren aus der Menge

A = P

k�k

1

�M

ist, das hei�t es gilt

A = fM

x

; x 2 Ag :

Also folgt insbesondere

A �M = fM

x

; x 2Mg :

Ziel dieses Abshnitts ist es, zu zeigen, dass der Abshluss von A in der shwa-

hen Operatortopologie gleih M ist. Man erh

�

alt eine Inklusion, indem man

zeigt, dass M WOT-abgeshlossen ist.

Satz 1.5.1.

M ist abgeshlossen in der WOT-Topologie von L(F

2

).
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Beweis.

Sei (x

i

)

i2I

ein Netz in M und B 2 L(F

2

), so dass

WOT� lim

i2I

M

x

i

= B

ist, das hei�t es gilt

lim

i2I

h M

x

i

y ; z i = h By ; z i

f

�

ur alle y; z 2 F

2

.

Wir m

�

ussen zeigen, dass B 2 M gilt, es muss also einen Multiplikator x 2 M

mit B =M

x

geben.

Dazu betrahten wir zun

�

ahst ein festes a 2 F und untersuhen das Bild von e

a

unter B. Wir wollen zeigen, dass es ein Element x

a

2 F

2

mit

Be

a

= x

a

� e

a

gibt.

De�niere

E

a

= fx� e

a

; x 2 F

2

g � F

2

:

Zu zeigen ist, dass Be

a

2 E

a

gilt.

Da E

a

ein abgeshlossener Unterraum von F

2

ist, gen

�

ugt es f

�

ur z 2 F

2

die

Implikation

z ? E

a

) z ? Be

a

zu zeigen.

F

�

ur z 2 F

2

mit z ? E

a

gilt aber f

�

ur alle i 2 I

h x

i

� e

a

; z i = 0

und demzufolge

h Be

a

; z i = lim

i2I

h x

i

� e

a

; z i = 0 :

Also ist z ? Be

a

und daher gibt es f

�

ur jedes a 2 F ein x

a

2 F

2

mit

Be

a

= x

a

� e

a

:

Als n

�

ahstes wollen wir zeigen, dass x

a

unabh

�

angig von a ist.

F

�

ur alle a; b 2 F gilt

0 = lim

i2I

h ( M

x

i

�B )e

a

; e

(b;a)

i

= lim

i2I

h ( x

i

� x

a

)� e

a

; e

(b;a)

i

= lim

i2I

h x

i

� x

a

; e

b

i

= lim

i2I

h x

i

; e

b

i � h x

a

; e

b

i :

Also gilt

h x

a

; e

b

i = lim

i2I

h x

i

; e

b

i

und daher ist h x

a

; e

b

i f

�

ur alle b 2 F unabh

�

angig von a.

Also ist auh x

a

unabh

�

angig von a.

Es gibt also ein x 2 F

2

mit

Be

a

= x� e

a
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f

�

ur alle a 2 F .

Weiter gilt f

�

ur alle Polynome p =

P

jaj�m

p

a

e

a

2 (P )

1

in der abgeshlossenen

Einheitskugel von F

2

die Absh

�

atzung

kx� pk

2

= kx�

X

jaj�m

p

a

e

a

k

2

= k

X

jaj�m

p

a

(x� e

a

)k

2

= k

X

jaj�m

p

a

(Be

a

)k

2

= kBpk

2

� kBk � kpk

2

� kBk :

Damit ist

sup

p2(P )

1

kx� pk

2

� kBk < 1 ;

also ist x 2M nah 1.2.5.

Damit ist nah 1.2.2 der zu x geh

�

orige Multiplikationsoperator M

x

stetig.

Wie oben sieht man, dassM

x

und B auf den Polynomen

�

ubereinstimmen. Diese

liegen aber diht in F

2

. Da auh B stetig ist, folgt shlie�lih

B = M

x

;

was zu zeigen war.

Also ist M WOT-abgeshlossen.

Wegen A �M erh

�

alt man unmittelbar das folgende Korollar.

Korollar 1.5.2.

Es gilt

A

WOT

�M :

F

�

ur die umgekehrte Inklusion betrahte man einen Multiplikationsoperator M

x

zu einem Multiplikator x 2M. Nah 1.4.6 gilt

M

x

= WOT� lim

r"1

M

x

r

:

Kann man zeigen, dass M

x

r

2 A f

�

ur alle 0 < r < 1 gilt, so folgt damit

M

x

2 A

WOT

und man hat die umgekehrte Inklusion gezeigt.

Nah 1.3.6 ist A gegeben als die Menge der Multiplikationsoperatoren zu Ele-

menten aus

A = P

k�k

1

:

Es gen

�

ugt also zu zeigen, dass x

r

2 A gilt, das hei�t, dass sih x

r

bez

�

uglih

k � k

1

durh Polynome approximieren l

�

asst (0 < r < 1).

Im n

�

ahsten Lemma wird dies sogar f

�

ur alle x 2 F

2

gezeigt.

Lemma 1.5.3.

F

�

ur x 2 F

2

und 0 < r < 1 gilt x

r

2 A.
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Beweis.

Sei x 2 F

2

und 0 < r < 1.

Da die Polynome diht in F

2

liegen, gibt es eine Folge (p

k

)

k2N

in P mit

lim

k!1

kx� p

k

k

2

= 0 :

Es gilt weiter

(x� p

k

)

r

= x

r

� (p

k

)

r

und nah 1.4.3 folgt

kx

r

� (p

k

)

r

k

1

= k(x� p

k

)

r

k

1

� (1� r

2

)

�

1

2

� kx� p

k

k

2

k!1

�! 0 :

Wegen p

k

2 P ist auh (p

k

)

r

2 P (k 2 N). Daher ist ((p

k

)

r

)

k2N

eine Folge von

Polynomen, die bez

�

uglih k � k

1

gegen x

r

konvergiert, und damit ist

x

r

2 P

k�k

1

= A :

Es wurde bereits gezeigt, dass hieraus die umgekehrte Inklusion in 1.5.2 folgt.

Damit ist der folgende Satz bewiesen.

Satz 1.5.4.

Der Abshluss von A in der shwahen Operatortopologie ist gleih der Menge

aller Multiplikationsoperatoren, also

A

WOT

= M :

Bemerkung 1.5.5.

(a) Nah De�nition ist A der Operatornorm-Abshluss der von S

1

; :::; S

n

und

I

F

2

erzeugten Unteralgebra von L(F

2

). Da die WOT-Topologie gr

�

ober als die

Normtopologie ist, folgt f

�

ur den WOT-Abshluss von A

A

WOT

= Alg(S

1

; :::; S

n

; I

F

2

)

k�k

L(F

2

)

WOT

= Alg(S

1

; :::; S

n

; I

F

2

)

WOT

:

Also besagt 1.5.4, dass die Menge M der Multiplikationsoperatoren die kleinste

WOT-abgeshlossene Unteralgebra von L(F

2

) ist, die S

1

; :::; S

n

und I

F

2

enth

�

alt.

(b) Sei �

!

�

die ultrashwahe Topologie auf L(F

2

). Da diese stets feiner als die

WOT-Topologie ist, folgt aus 1.5.4 unmittelbar

A

�

!

�

� A

WOT

= M :

In 1.4.6 wurde f

�

ur x 2 H

1

=M gezeigt, dass WOT-lim

r"1

M

x

r

=M

x

gilt. Da die

ultrashwahe Topologie und die WOT-Topologie auf normbeshr

�

ankten Teil-

mengen

�

ubereinstimmen (vergleihe [17℄, Lemma in 1.3) und

sup

0<r<1

kM

x

r

k = kxk

H

1

< 1

gilt, folgt sogar

�

!

�

� lim

r"1

M

x

r

= M

x

(x 2M) :

Mit 1.5.3 erh

�

alt man

A

�

!

�

= M :
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1.6 Der Kommutant der Rehtsmultiplikations-

operatoren

Wir haben in 1.5.4 gesehen, dass M als unitale, WOT-abgeshlossene Unteral-

gebra in L(F

2

) vom Linksvorw

�

artsshift S erzeugt wird. Wir de�nieren nun den

Rehtsvorw

�

artsshift R = (R

1

; :::; R

n

) 2 L(F

2

)

n

auf F

2

als Tupel der Rehtsmul-

tiplikationsoperatoren

R

i

: F

2

! F

2

; x 7! x� e

i

(i = 1; :::; n) :

Damit ist R | ebenso wie S | ein n-Shift auf F

2

und wie f

�

ur S ist L = he

0

i

wandernd f

�

ur R mit M

F

(L;R) = F

2

. Zun

�

ahst bemerken wir, dass S und R

miteinander kommutieren und folglih ist M im Kommutant von R enthalten.

Lemma 1.6.1.

(a) F

�

ur i; j 2 f1; :::; ng gilt S

i

R

j

= R

j

S

i

.

(b) Der Kommutant

(R)

0

= (R

1

; :::; R

n

)

0

= fB 2 L(F

2

); R

i

B = BR

i

f

�

ur i = 1; :::; ng

von R enth

�

alt die Menge M der Multiplikationsoperatoren.

Beweis.

(a) Seien i; j 2 f1; :::; ng und x 2 F

2

. Dann folgt

S

i

R

j

x = S

i

(x� e

j

) = e

i

� x� e

j

= R

j

(e

i

� x) = R

j

S

i

x :

(b) Wegen (a) gilt S

1

; :::; S

n

2 (R)

0

und da Kommutanten stets unitale, WOT-

abgeshlossene Unteralgebren der Algebra der stetig linearen Operatoren sind,

folgt

M

1:5:4

= Alg(S

1

; :::; S

n

; I

F

2

)

WOT

� (R)

0

:

(Alternativ dazu sieht man auh direkt, dass f

�

ur x 2M und j = 1; :::; n

M

x

R

j

y = x� y � e

j

= R

j

M

x

y (y 2 F

2

)

gilt und damit M

x

2 (R)

0

ist.)

Wir wollen im folgenden zeigen, dass auh die umgekehrte Inklusion gilt, es

gibt also zu jedem Operator B 2 L(F

2

), der mit R

1

; :::; R

n

kommutiert, einen

Multiplikator x 2 M mit B = M

x

. Wir f

�

uhren zun

�

ahst einige Bezeihnungen

ein.

De�nition 1.6.2.

(a) F

�

ur a 2 F sei a 2 F de�niert durh

(a

1

; :::; a

k

) = (a

k

; :::; a

1

) (k 2 N; a

1

; :::; a

k

2 f1; :::; ng)

und 0 = 0.

(b) Der Operator

f : F

2

! F

2

;

X

a2F

x

a

e

a

7!

X

a2F

x

a

e

a

hei�t Flipoperator auf F

2

.

32



Damit erh

�

alt man die folgenden Rehenregeln.

Propostion 1.6.3.

(a) F

�

ur alle a 2 F gilt a = a.

(b) F

�

ur alle a; b 2 F gilt (a; b) = (b; a).

() Der Flipoperator f auf F

2

ist unit

�

ar (Insbesondere ist f linear und stetig.)

mit f

2

= I

F

2
.

(d) F

�

ur alle x; y 2 F

2

gilt f(x� y) = f(y)� f(x).

(e) F

�

ur den Rehtsvorw

�

artsshift R = (R

1

; :::; R

n

) 2 L(F

2

)

n

gilt

R

a

x = x� e

a

(a 2 F ) ;

das hei�t, der Operator R

a

wirkt auf F

2

durh Multiplikation von rehts mit e

a

.

(f) F

�

ur a 2 F gilt S

a

= fR

a

f und R

a

= fS

a

f .

(g) F

�

ur a 2 F gilt S

�

a

= fR

�

a

f und R

�

a

= fS

�

a

f .

Beweis.

(a)-() ergeben sih unmittelbar aus der De�nition 1.6.2.

(d) Seien x =

P

a2F

x

a

e

a

; y =

P

b2F

y

b

e

b

2 F

2

gegeben. Dann gilt f

�

ur alle  2 F

( f(x� y) )



= (x � y)



=

X

(a;b)=

x

a

y

b

(a);(b)

=

X

(b;a)=

x

a

y

b

=

X

(b;a)=

(fx)

a

(fy)

b

= ( (fy)� (fx) )



und somit folgt die Behauptung.

(e) F

�

ur a = 0 ist die Behauptung klar, sei also a = (a

1

; :::; a

k

) 2 F

�

. Dann gilt

R

a

x = R

a

1

� � �R

a

k

x

= ( R

a

2

� � �R

a

k

x )� e

a

1

= :::

= x� e

a

k

� :::� e

a

1

= x� e

(a

k

;:::;a

1

)

= x� e

a

f

�

ur alle x 2 F

2

.

(f) F

�

ur a 2 F gilt

R

a

x

(e)

= x� e

a

();(d)

= f(e

a

� (fx)) = fS

a

fx

f

�

ur alle x 2 F

2

. Damit folgt R

a

= fS

a

f und damit

fR

a

f = f

2

S

a

f

2

()

= S

a

(a 2 F ) :

(g) ist klar nah (f) und ().
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Wir de�nieren weiterhin den Operator

Q : F

2

! C ;

X

a2F

x

a

e

a

7! e

0

als die Projektion von F

2

auf die e

0

-Komponente. Mit den Rehenregeln aus

1.3.5 f

�

ur den Linksvorw

�

artsshift S ergibt sih damit f

�

ur x =

P

a2F

x

a

e

a

2 F

2

und

 2 F

QS

�



x = x



:

O�ensihtlih gilt Qf = Q und man erh

�

alt mit 1.6.3 (g)

QR

�



x = QfS

�



fx = QS

�



fx = (fx)



= x



f

�

ur x =

P

a2F

x

a

e

a

2 F

2

und  2 F .

Nun k

�

onnen wir zu einem Operator B 2 (R)

0

einen Multiplikator x 2 M mit

B =M

x

konstruieren und damit den folgenden Satz beweisen.

Satz 1.6.4.

(a) Sei B 2 L(F

2

) mit BR

i

= R

i

B f

�

ur i = 1; :::; n. Setzt man x

a

= QR

�

a

Be

0

2 C

f

�

ur a 2 F und x =

P

a2F

x

a

e

a

2 F, so gilt x 2M und B =M

x

.

(b) Der Kommutant von R ist gleih der Menge der Multiplikationsoperatoren

zu Multiplikatoren von F

2

, es gilt also

(R)

0

= M :

Beweis.

(a) Sei y =

P

b2F

y

b

e

b

2 F

2

. Nah 1.6.3 (a),(e) gilt e

b

= e

0

� e

b

= R

b

e

0

und es

folgt

y =

X

b2F

y

b

e

b

=

X

b2F

y

b

R

b

e

0

:

Damit folgt

(By)



= QR

�



By

=

X

b2F

y

b

QR

�



BR

b

e

0

B2(R)

0

=

X

b2F

y

b

QR

�



R

b

Be

0

(�)

=

X

(a;b)=

y

b

QR

�

a

Be

0

=

X

(a;b)=

x

a

y

b

= (x� y)



f

�

ur alle  2 F .
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(Man beahte in (�), dass

QR

�



R

b

1:6:3

= QfS

�



f

2

S

b

f

= QS

�



S

b

f (denn Qf = Q und f

2

= I

F

2

)

1:3:5

=

8

<

:

QS

a

f = 0 ; falls ein a 2 F

�

existiert mit b = (; a)

QS

�

a

f = QR

�

a

; falls ein a 2 F existiert mit  = (b; a)

0 ; sonst

=

�

QR

�

a

; falls ein a 2 F existiert mit  = (a; b)

0 ; sonst

f

�

ur b;  2 F gilt.)

Also gilt x� y = By 2 F

2

f

�

ur alle y 2 F

2

und damit ist x ein Multiplikator und

der zu x geh

�

orige Multiplikationsoperator M

x

ist gleih B.

(b) ist klar nah (a) und 1.6.1.
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Kapitel 2

Minimale isometrishe

Dilatation und

Wold-Zerlegung

2.1 Poisson-Transformation und Von-Neumann-

Ungleihung

Wir de�nieren f

�

ur ein Polynom p =

P

jaj�m

p

a

e

a

2 P �M (m 2 N; p

a

2 C ) in F

(vergleihe 1.2.4) und ein Tupel T = (T

1

; :::; T

n

) 2 L(H)

n

von Operatoren auf

einem Hilbertraum H den Operator

p(T ) =

X

jaj�m

p

a

T

a

2 L(H) :

In [12℄, Theorem 2.1 hat Popesu gezeigt, dass dann die Von-Neumann-Ungleihung

kp(T )k � kpk

1

f

�

ur n-Kontraktionen T und Polynome p 2 P gilt.

In diesem Abshnitt zeigen wir diese Ungleihung mit Hilfe der Poisson-Transformation

�

T

zu einer n-Kontraktion T (vergleihe dazu auh [3℄). Wir beginnen mit der

Konstruktion der Poisson-Transformation.

Es sei S = (S

1

; :::; S

n

) der Vorw

�

artsshift auf F

2

und C

�

(S

1

; :::; S

n

) die von

S

1

; :::; S

n

und I

F

2

in L(F

2

) erzeugte C

�

-Algebra. Zun

�

ahst geben wir eine Cha-

rakterisierung von C

�

(S

1

; :::; S

n

) an.

Lemma 2.1.1.

Die von S erzeugte, unitale C

�

-Algebra C

�

(S

1

; :::; S

n

) � L(F

2

) ist die abge-

shlossene lineare H

�

ulle der Operatoren

S

a

S

�

b

(a; b 2 F ) :
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Beweis.

O�ensihtlih sind alle Operatoren der Form

S

a

S

�

b

(a; b 2 F )

in C

�

(S

1

; :::; S

n

) enthalten, also ist auh die abgeshlossene lineare H

�

ulle

B =

_

(S

a

S

�

b

; a; b 2 F )

eine Teilmenge von C

�

(S

1

; :::; S

n

).

Da au�erdem

S

1

; :::; S

n

; I

F

2

2 B

gilt, gen

�

ugt es zu zeigen, dass B eine abgeshlossene, �-abgeshlossene Unteral-

gebra von L(F

2

) ist, um die umgekehrte Inklusion zu zeigen. Es ist klar, dass

B ein abgeshlossener Unterraum von L(F

2

) ist, und wegen

(S

a

S

�

b

)

�

= S

b

S

�

a

2 B (a; b 2 F )

ist B auh �-abgeshlossen.

Die Abgeshlossenheit von B bez

�

uglih der Multiplikation folgt, weil nah 1.3.5

f

�

ur b;  2 F

S

�

b

S



=

8

<

:

S

�

f

; falls ein f 2 F existiert mit b = (; f)

S

f

; falls ein f 2 F existiert mit  = (b; f)

0 ; sonst

gilt, denn damit ist das Produkt zweier Erzeuger von B

(S

a

S

�

b

)(S



S

�

d

) (a; b; ; d 2 F )

von einer der Formen

S

a

S

�

(d;f)

(f 2 F ); S

(a;f)

S

�

d

(f 2 F ); 0

und damit siherlih wieder in B, also ist B multiplikativ abgeshlossen.

Sei nun T eine n-Kontraktion auf einem Hilbertraum H. Nah 1.4.12 ist dann

rT f

�

ur jedes r 2 (0; 1) eine C

�0

-Kontraktion mit zugeh

�

origem Poisson-Kern

K

rT

: H! F

2


H ; h 7!

X

a2F

(e

a


 r

jaj

�

rT

T

�

a

h)

und

	

rT

: L(F

2

)! L(H) ; B 7! K

�

rT

(B 
 I

H

)K

rT

:

Mit dem n

�

ahsten Satz zeigen wir, dass 	

rT

(B) f

�

ur r " 1 in der Normtopologie

auf L(F

2

) konvergiert, falls B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

) ist, und erhalten dadurh die zu

T geh

�

orige Poisson-Transformation �

T

.

Satz 2.1.2.

F

�

ur jedes B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

) existiert der Grenzwert

�

T

(B) = lim

r"1

	

rT

(B) 2 L(H)
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bez

�

uglih der Operatornorm auf L(H).

Die Abbildung

� = �

T

: C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(H) ; B 7! �

T

(B)

ist ein unitaler, vollst

�

andig positiver und vollst

�

andig kontraktiver Operator, der

die Bedingung

�

T

(S

a

S

�

b

) = T

a

T

�

b

f

�

ur alle a; b 2 F erf

�

ullt.

Man nennt �

T

die zu T geh

�

orige Poisson-Transformation.

Beweis.

Zun

�

ahst gilt nah 1.4.10 f

�

ur alle a; b 2 F und 0 < r < 1

	

rT

(S

a

S

�

b

) = (rT )

a

(rT )

�

b

= r

jaj+jbj

T

a

T

�

b

r"1

�! T

a

T

�

b

(bez

�

uglih k � k

L(H)

) :

Damit ist �

T

(S

a

S

�

b

) wohlde�niert und gleih T

a

T

�

b

.

Da 	

rT

linear ist (0 < r < 1), existiert lim

r"1

	

rT

(B) 2 L(H) bez

�

uglih der

Operatornorm auh f

�

ur alle B 2 LH(S

a

S

�

b

; a; b 2 F ).

Da f	

rT

; 0 < r < 1g beshr

�

ankt in der Operatornorm ist (denn k	

rT

k � 1

nah 1.4.10) und LH(S

a

S

�

b

; a; b 2 F ) nah 2.1.1 diht in C

�

(S

1

; :::; S

n

) liegt,

existiert lim

r"1

	

rT

(B) f

�

ur alle B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

).

Also ist �

T

wohlde�niert und o�ensihtlih linear. Nah 1.4.10 ist 	

rT

f

�

ur

0 < r < 1 unital, vollst

�

andig positiv und vollst

�

andig kontraktiv. Man sieht

leiht, dass sih diese Eigenshaften auf �

T

�

ubertragen.

F

�

ur a 2 F erh

�

alt man aus �

T

(S

a

) = T

a

(vergleihe 2.1.2) mit der Linearit

�

at

von �

T

p(T ) =

X

jaj�m

p

a

T

a

= �

T

(

X

jaj�m

p

a

S

a

)

= �

T

(M

p

)

f

�

ur beliebige Polynome p =

P

jaj�m

p

a

e

a

2 P .

(Man beahte, dass S

a

=M

e

a

(a 2 F ) und damit

X

jaj�m

p

a

S

a

=

X

jaj�m

p

a

M

e

a

=M

(

P

jaj�m

p

a

e

a

)

=M

p

gilt.)

Nun folgt aus der Kontraktivit

�

at der Poisson-Transformation

kp(T )k = k�

T

(M

p

)k � kM

p

k

1.2.5

= kpk

1

;

die Von-Neumann-Ungleihung ist also gezeigt.

Korollar 2.1.3. (Von-Neumann-Ungleihung)

F

�

ur ein Polynom p 2 P und eine n-Kontraktion T 2 L(H)

n

auf einem Hilbert-

raum H gilt

kp(T )k � kpk

1

:
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2.2 Minimale isometrishe Dilatation

Gegeben seien n 2 N, ein Hilbertraum H, sowie eine n-Kontraktion

T = (T

1

; :::; T

n

) 2 L(H)

n

auf H, das hei�t es gilt

n

X

i=1

T

i

T

�

i

� I

H

:

Wir de�nieren zun

�

ahst den Begri� einer minimalen isometrishen Dilatation

f

�

ur T .

De�nition 2.2.1.

Sei T eine n-Kontraktion auf H.

F

�

ur einen Hilbertraum K �H und Isometrien V

1

; :::; V

n

2 L(K) hei�t das Tupel

V = (V

1

; :::; V

n

) 2 L(K)

n

minimale isometrishe Dilatation f

�

ur T , falls

�

n

P

i=1

V

i

V

�

i

� I

K

� V

�

i

H � H und V

�

i

j

H

= T

�

i

(i = 1; :::; n)

� K =

W

a2F

V

a

H

gilt.

Bemerkung 2.2.2.

(a) Die erste Bedingung in 2.2.1 ist

�

aquivalent dazu, dass

(V

i

K) ? (V

j

K) (i; j = 1; :::; n; i 6= j)

gilt (vergleihe dazu 1.3.2), und damit

�

aquivalent dazu, dass V

�

j

V

i

= Æ

i;j

I

K

f

�

ur

i; j 2 f1; :::; ng gilt.

(b) Eine minimale isometrishe Dilatation f

�

ur T erf

�

ullt

P

H

V

a

j

H

= T

a

(a 2 F )

und damit

P

H

p(V )j

H

= p(T ) (p 2 P ) ;

wobei P

H

: K! H die Projektion von K auf H ist.

Beweis.

F

�

ur alle h;

~

h 2 H gilt

hP

H

V

a

h;

~

hi = hh; V

�

a

P

�

H

~

hi = hh; T

�

a

~

hi = hT

a

h;

~

hi :

(Man beahte dabei, dass P

�

H

: H ! K die Inklusionsabbildung ist und dass

V

�

a

~

h = T

�

a

~

h gilt.)
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In [11℄ (Theorem 2.1) hat Popesu gezeigt, dass jede n-Kontraktion T eine (bis

auf Isomorphie eindeutige) minimale isometrishe Dilatation besitzt. Ein Ziel

dieses Kapitels ist es, diese minimale isometrishe Dilatation durh Konstruktion

der minimalen Stinespring-Dilatation f

�

ur die Poisson Transformation

	

T

: C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(H) (vergleihe 2.1.2)

zu erhalten.

Wir brauhen zun

�

ahst einen Dilatationssatz f

�

ur vollst

�

andig positive Abbildun-

gen, der in [15℄ (Theorem 4.1 und anshlie�ende Bemerkung) gezeigt wird.

Satz 2.2.3. (Minimale Stinespring-Dilatation)

Seien B eine unitale C

�

-Algebra, H ein Hilbertraum und

� : B! L(H)

ein vollst

�

andig positiver Operator.

Dann existiert ein Hilbertraum K, ein unitaler �-Homomorphismus

� : B! L(K)

und eine stetig lineare Abbildung

V : H ! K ;

so dass

� k�(1

B

)k = kV k

2

� �(�) = V

�

�(�)V f

�

ur alle � 2 B

� K =

W

( �(�)V H ; � 2 B )

gilt.

Geht man in 2.2.3 zus

�

atzlih davon aus, dass � unital ist, so ist die Abbildung V

eine Isometrie. Identi�ziert man H in diesem Fall mit V H verm

�

oge V , so wird

�(�) zur Kompression von �(�) auf H � K f

�

ur alle � 2 B.

Korollar 2.2.4.

Seien B eine unitale C

�

-Algebra, H ein Hilbertraum und

� : B! L(H)

ein vollst

�

andig positiver, unitaler Operator.

Dann existiert ein Hilbertraum K � H und ein unitaler �-Homomorphismus

� : B! L(K) ;

so dass

�(�) = P

H

�(�)j

H

f

�

ur alle � 2 B und

K =

_

( �(�)H ; � 2 B )

gilt. (Dabei sei P

H

: K ! H die Projektion von K auf H.)
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Beweis.

Zun

�

ahst w

�

ahle man K, � : B! L(K) und V : H ! K wie in 2.2.3.

Weil � und � unital sind, gilt

V

�

V = V

�

I

K

V = V

�

�(1

B

)V = �(1

B

) = I

H

;

also ist V eine Isometrie.

Damit ist V H ein Hilbertraum und H und V H sind isometrish isomorph. Also

kann man H mit V H identi�zieren und so als Unterraum von K au�assen. Bei

dieser Identi�zierung entspriht V der Einbettung

j : H ! K ; h 7! h

und V

�

der Projektion P

H

von K auf H .

Setzt man dies in die Bedingungen aus 2.2.3 ein, so folgt die Behauptung.

Man kann also jeden vollst

�

andig positiven, unitalen Operator als Kompression

eines unitalen �-Homomorphismus darstellen.

Die Poisson-Transformation

�

T

: C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(H)

ist ein solher vollst

�

andig positiver, unitaler Operator auf C

�

(S

1

; :::; S

n

) (ver-

gleihe 2.1.2). Wendet man 2.2.4 auf �

T

an, so erh

�

alt man den folgenden Satz.

Satz 2.2.5.

Seien T = (T

1

; :::; T

n

) eine n-Kontraktion auf einem Hilbertraum H und �

T

die

zu T geh

�

orige Poisson-Transformation.

Dann existiert ein Hilbertraum K = K

T

�H und ein unitaler �-Homomorphis-

mus

� = �

T

: C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(K

T

) ;

so dass

�

T

(B) = P

H

�

T

(B)j

H

(B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

))

und

K

T

=

_

( �

T

(B)H; B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

) )

gilt.

Weiter gilt

T

a

T

�

b

= P

H

�

T

(S

a

S

�

b

)j

H

f

�

ur alle a; b 2 F .

Beweis.

Es ist nur noh die letzte Gleihung zu zeigen.

Diese gilt wegen

T

a

T

�

b

= �

T

(S

a

S

�

b

) = P

H

�

T

(S

a

S

�

b

)j

H

:
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Sei nun eine n-Kontraktion T auf einem Hilbertraum H gegeben.

Wir �xieren einen Hilbertraum

K = K

T

� H

und einen unitalen �-Homomorphismus

� = �

T

: C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(K)

wie in 2.2.5.

Mit dem n

�

ahsten Satz zeigen wir, dass man eine minimale isometrishe Dila-

tation von T erh

�

alt, indem man den Vorw

�

artsshift S in � einsetzt.

Satz 2.2.6. (Minimale isometrishe Dilatation)

Seien T = (T

1

; :::; T

n

) eine n-Kontraktion auf einem Hilbertraum H und K; �

wie oben. Setze

V

i

= �(S

i

) 2 L(K) (i = 1; :::; n) :

Dann ist

V = (V

1

; :::; V

n

) 2 L(K)

n

eine minimale isometrishe Dilatation von T .

Beweis.

Wegen

S

�

j

S

i

= Æ

i;j

I

F

2
(vergleihe 1.3.4 ())

ist

V

�

j

V

i

= �(S

j

)

�

�(S

i

) = �(S

�

j

S

i

) = Æ

i;j

�(I

F

2

) = Æ

i;j

I

K

f

�

ur i; j 2 f1; :::; ng. Also sind V

1

; :::; V

n

Isometrien und nah 2.2.2 gilt

n

X

i=1

V

i

V

�

i

� I

K

:

Nun wollen wir zeigen, dass

V

�

i

H �H und V

�

i

j

H

= T

�

i

(i = 1; :::; n)

gilt. Sei dazu

P

H

: K! H

die Projektion von K auf H und

j : H! K ; h 7! h

die Inklusion von H in K.

Dann sind P

H

und j zueinander adjungiert, das hei�t es gilt

P

�

H

= j und j

�

= P

H

:

Au�erdem ist

P

H

j = I

H

:

Nah 2.2.5 gilt

T

a

T

�

b

= P

H

�(S

a

S

�

b

)j

H

= P

H

�(S

a

S

�

b

)j
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f

�

ur alle a; b 2 F .

(Damit gilt insbesondere

T

a

= P

H

�(S

a

)j ;

T

�

b

= P

H

�(S

�

b

)j :)

Es folgt

P

H

�(S

a

)jP

H

�(S

�

b

)j = T

a

T

�

b

= P

H

�(S

a

S

�

b

)j (a; b 2 F ) :

Man sieht nun weiter, dass

( jP

H

�(S

�

a

)j � �(S

�

a

)j )

�

( jP

H

�(S

�

a

)j � �(S

�

a

)j )

= ( P

H

�(S

a

)jP

H

� P

H

�(S

a

) ) ( jP

H

�(S

�

a

)j � �(S

�

a

)j )

= P

H

�(S

a

)jP

H

jP

H

�(S

�

a

)j � P

H

�(S

a

)jP

H

�(S

�

a

)j

� P

H

�(S

a

)jP

H

�(S

�

a

)j + P

H

�(S

a

)�(S

�

a

)j

= 0

und damit

jP

H

�(S

�

a

)j � �(S

�

a

)j = 0

f

�

ur alle a 2 F gilt.

Es folgt

V

�

a

j = �(S

�

a

)j = jP

H

�(S

�

a

)j = jT

�

a

(a 2 F ) ;

und damit

V

�

a

H � H und V

�

a

j

H

= T

�

a

(a 2 F ) :

Insbesondere kann man f

�

ur a die Elemente aus F mit Betrag 1 einsetzen und

erh

�

alt das Gew

�

unshte.

Nun ist noh die Minimalit

�

atsbedingung

K =

_

a2F

V

a

H

zu zeigen. Aus 2.2.5 wissen wir, dass

K =

_

( �(B)H; B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

) )

gilt. Kann man nun zeigen, dass

�(B)h 2 K

0

=

_

a2F

V

a

H

f

�

ur alle B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

) und h 2 H gilt, so folgt die Behauptung

K = K

0

;

weil K

0

ein abgeshlossener Unterraum von K ist.

Seien dazu also B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

) und h 2 H. Wir betrahten zun

�

ahst den

Fall, dass B eine Linearkombination von Operatoren der Form

S

a

S

�

b

(a; b 2 F )
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ist, es gebe also m 2 N; �

1

; :::; �

m

2 C ; a

1

; :::; a

m

; b

1

; :::; b

m

2 F

derart, dass

B =

m

X

j=0

�

j

S

a

j

S

�

b

j

ist. Damit folgt

�(B)h = �(

m

X

j=0

�

j

S

a

j

S

�

b

j

) h

=

m

X

j=0

�

j

�(S

a

j

)�(S

�

b

j

)h

=

m

X

j=0

�

j

V

a

j

V

�

b

j

h :

Weil H invariant unter allen V

�

b

j

ist, gilt

h

j

= V

�

b

j

h 2 H

f

�

ur alle j 2 f1; :::;mg. Daher ist dann �(B)h eine Linearkombination der Ele-

mente V

a

j

h

j

, wobei a

j

2 F und h

j

2 H (j = 1; :::;m) sind, und damit ist

�(B)h 2 K

0

:

Sei nun B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

) beliebig.

Nah 2.1.1 ist B der Grenzwert einer Folge (B

k

)

k2N

von Linearkombinationen

der S

a

S

�

b

(a; b 2 F ) in der Normtopologie auf L(F

2

).

F

�

ur die Operatoren B

k

wurde oben bereits gezeigt, dass

�(B

k

)h 2 K

0

f

�

ur alle k 2 N gilt.

Weil � : C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(K) stetig ist, folgt aus

B

k

k!1

�! B bez

�

uglih k � k

L(F

2

)

;

dass

�(B

k

)

k!1

�! �(B) bez

�

uglih k � k

L(K)

und damit insbesondere

�(B

k

)h

k!1

�! �(B)h bez

�

uglih k � k

K

gilt. Da alle �(B

k

)h 2 K

0

(k 2 N) und da K

0

abgeshlossen ist, folgt

�(B)h 2 K

0

;

was zu zeigen war.

Wir haben nun gesehen, dass jede n-Kontraktion T = (T

1

; :::; T

n

) 2 L(H)

n

eine

minimale isometrishe Dilatation V = (V

1

; :::; V

n

) 2 L(K)

n

auf einem gr

�

o�eren
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Hilbertraum K �H besitzt. Die V

i

(i = 1; :::n) sind dabei Isometrien mit paar-

weise orthogonalen Bildern. Durh die Minimalit

�

atsbedingung K =

W

a2F

V

a

H

wird garantiert, dass der Raum K niht 'zu gro�' gew

�

ahlt wird.

Wegen dieser Minimalit

�

at des Raumes K k

�

onnen wir mit dem folgenden Satz

zeigen, dass die minimale isometrishe Dilatation von T eindeutig bis auf unit

�

are

�

Aquivalenz ist. Die der

�

Aquivalenz zugrundeliegende unit

�

are Abbildung ist da-

bei konstant auf H.

Satz 2.2.7.

Sei T = (T

1

; :::; T

n

) 2 L(H)

n

eine n-Kontraktion auf einem Hilbertraum H und

seien V = (V

1

; :::; V

n

) 2 L(K)

n

;

~

V = (

~

V

1

; :::;

~

V

n

) 2 L(

~

K)

n

minimale isometri-

she Dilatationen von T auf Hilbertr

�

aumen K �H und

~

K � H.

Dann gibt es einen unit

�

aren Operator � : K!

~

K mit �h = h f

�

ur alle h 2 H, so

dass

�V

i

=

~

V

i

�

f

�

ur alle i 2 f1; :::; ng gilt.

Beweis.

Seien h;

~

h 2 H. F

�

ur alle  2 F gilt dann V

�



H �H und V

�



j

H

= T

�



. Damit folgt

hV



h;

~

hi = hh; V

�



~

hi = hh; T

�



~

hi = hT



h;

~

hi

und analog

hh; V



~

hi = hh; T



~

hi ( 2 F ) :

Da V

1

; :::; V

n

Isometrien mit paarweise orthogonalen Bildern sind, erh

�

alt man

f

�

ur alle a; b 2 F

hV

a

h; V

b

~

hi =

8

<

:

hV



h;

~

hi = hT



h;

~

hi ; falls ein  2 F existiert mit a = (b; )

hh; V



~

hi = hh; T



~

hi ; falls ein  2 F existiert mit b = (a; )

0 ; sonst:

Man sieht also, dass hV

a

h; V

b

~

hi unabh

�

angig von V ist und damit erh

�

alt man

hV

a

h; V

b

~

hi = h

~

V

a

h;

~

V

b

~

hi (a; b 2 F ) : (2.1)

Wir de�nieren nun die Untervektorr

�

aume L � K und

~

L �

~

K durh

L = f

k

X

i=1

V

a

i

h

i

; k 2 N; a

1

; :::; a

k

2 F; h

1

; :::; h

k

2 Hg

und

~

L = f

k

X

i=1

~

V

a

i

h

i

; k 2 N; a

1

; :::; a

k

2 F; h

1

; :::; h

k

2 Hg

und betrahten die Abbildung

�

0

: L!

~

L ;

k

X

i=1

V

a

i

h

i

7!

k

X

i=1

~

V

a

i

h

i

:

Mit 2.1 rehnet man leiht nah, dass �

0

eine wohlde�nierte Isometrie ist. Of-

fensihtlih ist �

0

auh surjektiv, also eine unit

�

are Abbildung zwishen L und
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~

L. Da V und

~

V minimale isometrishe Dilatationen von T sind, liegt L, bezie-

hungsweise

~

L, diht in K, beziehungsweise

~

K. Daher kann �

0

zu einer unit

�

aren

Abbildung � : K!

~

K fortgesetzt werden. Man erh

�

alt

�V

i

k =

~

V

i

�k (i = 1; :::; n)

zun

�

ahst durh eine einfahe Rehnung f

�

ur k 2 L und dann aus Stetigkeits-

gr

�

unden f

�

ur k 2 K. O�ensihtlih ist �h = h f

�

ur alle h 2 H.

Also hat � alle geforderten Eigenshaften und somit ist die Behauptung ge-

zeigt.

Wir betrahten nun den Fall, dass T

1

; :::; T

n

2 L(H) bereits Isometrien auf

H mit paarweise orthogonalen Bildern sind. Dann ist T insbesondere eine n-

Kontraktion und eine minimale isometrishe Dilatation von sih selbst. Nah

2.2.7 folgt dann, dass jede minimale isometrishe Dilatation von T mit T

�

uber-

einstimmt.

Korollar 2.2.8.

Sei T = (T

1

; :::; T

n

) 2 L(H)

n

ein Tupel von Isometrien auf einem Hilber-

traum H mit paarweise orthogonalen Bildern. Dann ist T insbesondere eine n-

Kontraktion aufH und f

�

ur eine minimale isometrishe Dilatation V = (V

1

; :::; V

n

) 2

L(K)

n

von T auf einem Hilbertraum K �H gilt

K = H und V

i

= T

i

f

�

ur i 2 f1; :::; ng :

Bemerkung 2.2.9.

Sei nun V = (V

1

; :::; V

n

) 2 L(H)

n

ein Tupel von Isometrien auf K mit paarweise

orthogonalen Bildern. Damit ist V insbesondere eine n-Kontraktion und man

erh

�

alt die Poisson-Transformation

�

V

: C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(K)

wie in 2.1.2 und gem

�

a� 2.2.5 einen Hilbertraum

~

K � K und einen unitalen

�-Homomorphismus

�

V

: C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(

~

K) ;

der die Bedingung

P

K

�

V

(B)j

K

= �

V

(B) (B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

))

erf

�

ullt. Nah 2.2.6 ist

�

V

(S) = (�

V

(S

1

); :::; �

V

(S

n

)) 2 L(

~

K)

n

eine minimale isometrishe Dilatation von V auf

~

K. Nah 2.2.8 folgt jetzt aber,

dass

~

K = K und damit �

V

= �

V

gilt. Also ist die Poisson-Transformation in

diesem Fall ein �-Homomorphismus.
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2.3 Wold-Zerlegung

Man betrahte ein Tupel V = (V

1

; :::; V

n

) 2 L(K)

n

von Isometrien mit paarweise

orthogonalen Bildern auf einem Hilbertraum K, das hei�t es gilt

V

�

i

V

j

= Æ

i;j

I

K

f

�

ur alle i; j 2 f1; :::; ng. In diesem Abshnitt soll eine Zerlegung von K in eine

orthogonale Summe

K = K

0

�K

1

konstruiert werden, so dass

V j

K

0

= (V

1

j

K

0

; :::; V

n

j

K

0

)

ein n-Shift auf K

0

ist und

( I

K

�

n

X

j=1

V

j

V

�

j

)j

K

1

= 0

gilt. Dabei sollen K

0

und K

1

abgeshlossene Unterr

�

aume von K sein, die redu-

zierend f

�

ur V sind, das hei�t

V

j

K

s

� K

s

und V

�

j

K

s

� K

s

(j = 1; :::; n; s = 0; 1)

soll gelten. Dieses Resultat, das Popesu mit einer anderen Methode in [11℄

(Theorem 1.3) gezeigt hat, soll hier mit Hilfe der Poisson-Transformation �

V

=

�

V

(vergleihe 2.2.9) bewiesen werden. Wir werden sehen, dass man K

0

und K

1

durh

K

0

=

_

( �

V

(C)K; C kompakter Operator auf F

2

)

und

K

1

=

\

( ker(�

V

(C)); C kompakter Operator auf F

2

)

de�nieren kann. Zun

�

ahst ist zu zeigen, dass man jeden kompakten Operator

C 2 L(F

2

) in �

V

einsetzen kann, das hei�t es muss C 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

) gelten.

Es bezeihne

C(F

2

) = f C 2 L(F

2

); C kompakt g

die Menge der kompakten Operatoren auf F

2

.

Lemma 2.3.1.

Die kompakten Operatoren auf F

2

sind in der von S = (S

1

; :::; S

n

) erzeugten,

unitalen C

�

-Algebra enthalten, es gilt also

C(F

2

) � C

�

(S

1

; :::; S

n

) :

Beweis.

Wir wollen zun

�

ahst zeigen, dass die Operatoren in L(F

2

) mit eindimensionalem

Bild in C

�

(S

1

; :::; S

n

) enthalten sind. Sei also B 2 L(F

2

) mit

dim(BF

2

) = 1 :

Wir w

�

ahlen ein Element x 2 F

2

mit kxk

2

= 1, so dass das Bild von B von x

erzeugt wird, also

BF

2

= hxi = f� � x; � 2 C g :
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Weiterhin de�niere man

y = B

�

x 2 F

2

und shreibe

x =

X

a2F

x

a

e

a

und y =

X

a2F

y

a

e

a

(x

a

; y

a

2 C f

�

ur a 2 F ) :

Wie bisher bezeihne

P

0

: F

2

! F

2

;

X

a2F

z

a

e

a

7! z

0

e

0

die Orthogonalprojektion auf h e

0

i in F

2

und f

�

ur k 2 N sei B

k

2 L(F

2

) de�niert

durh

B

k

=

X

jaj;jbj�k

x

b

y

a

S

b

P

0

S

�

a

:

Wegen

P

0

= I

F

2

�

n

X

i=1

S

i

S

�

i

(vergleihe 1.3.4)

ist P

0

2 C

�

(S

1

; :::; S

n

) und damit ist auh

B

k

2 C

�

(S

1

; :::; S

n

) (k 2 N) :

Da C

�

(S

1

; :::; S

n

) 2 L(F

2

) abgeshlossen bez

�

uglih der Operatornorm ist,

gen

�

ugt es zu zeigen, dass

lim

k!1

B

k

= B (bez

�

uglih der Normtopologie auf F

2

)

gilt, um zu shlie�en, dass auh B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

) ist.

Wir de�nieren f

�

ur u; v 2 F

2

die lineare Abbildung

�

u;v

: F

2

! F

2

; z 7! hz; vi � u :

O�ensihtlih ist �

u;v

2 L(F

2

) mit k�

u;v

k � kuk

2

� kvk

2

(u; v 2 F

2

) und damit

ist die sesquilineare Abbildung

� : F

2

� F

2

! L(F

2

) ; (u; v) 7! �

u;v

stetig.

Wir betrahten nun ein beliebiges z =

P

a2F

z

a

e

a

2 F

2

. Weil das Bild von B von

x erzeugt wird, existiert ein � 2 C mit

Bz = � � x :

Wegen kxk

2

= 1 folgt

� = � � kxk

2

2

= h �x ; x i = h Bz ; x i :

Also gilt

Bz = h Bz ; x i � x

= h z ; B

�

x i � x

= h z ; y i � x

= �

x;y

z
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und

B

k

z =

X

jaj;jbj�k

x

b

y

a

S

b

P

0

S

�

a

z

=

X

jaj;jbj�k

x

b

y

a

z

a

e

b

= (

X

jaj�k

z

a

y

a

) � (

X

jbj�k

x

b

e

b

)

= h z ; y

k

i � x

k

= �

x

k

;y

k

z

mit x

k

=

P

jaj�k

x

a

e

a

; y

k

=

P

jaj�k

y

a

e

a

(k 2 N).

(Man beahte dabei, dass

S

b

P

0

S

�

a

(

X

2F

z



e



)

1:3:4

= S

b

P

0

(

X

2F

z

(;a)

e



) = S

b

(z

a

e

0

) = z

a

e

b

f

�

ur alle a; b 2 F gilt.)

Man sieht also, dass B = �

x;y

und B

k

= �

x

k

;y

k

(k 2 N) gilt und wegen x

k

k!1

�! x

und y

k

k!1

�! y in F

2

folgt mit der Stetigkeit von �

B

k

= �

x

k

;y

k

k!1

�! �

x;y

= B ;

was zu zeigen war.

Jeder Operator B 2 L(F

2

) mit endlihdimensionalem Bild ist endlihe Summe

von Operatoren mit eindimensionalem Bild. Diese sind, wie bereits gezeigt, in

C

�

(S

1

; :::; S

n

) enthalten und weil C

�

(S

1

; :::; S

n

) additiv abgeshlossen ist, gilt

B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

), falls dim(BF

2

) <1.

Die Operatoren in L(F

2

) mit endlihdimensionalem Bild liegen diht in den

kompakten Operatoren C(F

2

) (F

2

Hilbertraum).

Da C

�

(S

1

; :::; S

n

) abgeshlossen ist und die Operatoren mit endlihdimensiona-

lem Bild enth

�

alt, folgt

C(F

2

) � C

�

(S

1

; :::; S

n

) ;

was zu zeigen war.

Sei nun K ein Hilbertraum und V

1

; :::; V

n

2 L(K) Isometrien auf K mit

n

X

j=1

V

j

V

�

j

� I

K

:

Weiterhin sei

� = �

V

(= �

V

) : C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(K)

die Poisson-Transformation zu V , das hei�t es gilt

�(S

a

S

�

b

) = V

a

V

�

b

f

�

ur alle a; b 2 F . Nah 2.2.9 ist �

V

ein �-Homomorphismus.

Wir de�nieren

K

0

=

_

( �(C)K; C 2 C(F

2

) ) � K :
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Dann ist K

0

ein abgeshlossener Unterraum von K.

Wir zeigen nun, dass K

0

�-invariant ist, das hei�t es gilt

�(B)K

0

� K

0

f

�

ur alle B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

).

Lemma 2.3.2.

F

�

ur alle B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

) und k

0

2 K

0

ist �(B)k

0

2 K

0

, das hei�t K

0

ist

invariant unter allen Operatoren

�(B) 2 L(K) (B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

)) :

Beweis.

Sei B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

).

Dann gilt f

�

ur alle C 2 C(F

2

), dass auh BC 2 C(F

2

) ist und damit folgt f

�

ur alle

k 2 K

�(B)�(C)k = �(BC)k 2 K

0

:

Also gilt

�(B) (�(C)K) � K

0

(C 2 C(F

2

))

und weil �(B) 2 L(K) linear und stetig ist, folgt

�(B) (

_

C2C(F

2

)

�(C)K ) � K

0

;

also

�(B)K

0

� K

0

:

Also l

�

asst jedes �(B) 2 L(K) (B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

)) den Unterraum K

0

� K

invariant, und daher kann man � im folgenden Sinn auf K

0

einshr

�

anken. Man

de�niert

�

0

= �j

K

0

: C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(K

0

) ; B 7! �(B)j

K

0

:

Wir shr

�

anken diese Abbildung au�erdem auf die C

�

-Unteralgebra C(F

2

) von

C

�

(S

1

; :::; S

n

) ein und betrahten

�

0

j

C(F

2

)

: C(F

2

)! L(K

0

) ; C 7! �(C)j

K

0

:

De�nition 2.3.3.

Sei B eine C

�

-Algebra und K ein Hilbertraum.

(a) Ein C

�

-Homomorphismus

� : B! L(K)

hei�t Darstellung von B auf K.

(b) Eine Darstellung � von B auf K hei�t nihtentartet, falls

\

�2B

ker( �(�) ) = f0g :
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Bemerkung 2.3.4.

Eine Darstellung � : B! L(K) von einer C

�

-Algebra B auf einen Hilbertraum

K ist genau dann nihtentartet, wenn

(

\

�2B

ker �(�) )

?

= K

gilt. F

�

ur alle � 2 B ist aber

( ker �(�) )

?

= �(�)

�

K = �(�

�

)K

und mit f�

�

; � 2 Bg = B folgt

(

\

�2B

ker �(�) )

?

=

_

�2B

( ker �(�) )

?

=

_

�2B

�(�

�

)K

=

_

�2B

�(�)K :

Also ist � genau dann nihtentartet, wenn

W

�2B

�(�)K = K gilt.

In [4℄ wird gezeigt, dass jede nihtentartete Darstellung � von einer C

�

-Unter-

algebra B � C(H) (H Hilbertraum) der kompakten Operatoren in H auf einen

Hilbertraum K unit

�

ar

�

aquivalent zu einem Produkt von Unterdarstellungen der

identishen Darstellung ist, das hei�t man kann den RaumK in eine orthogonale

Summe

K =

M

i2I

K

i

(I Indexmenge)

von �-invarianten Unterr

�

aumen K

i

� K zerlegen, derart dass f

�

ur B 2 B der

Operator �(B)j

K

i

2 L(K

i

) unit

�

ar

�

aquivalent zu einer Einshr

�

ankung Bj

H

i

von

B auf einen B-invarianten Unterraum H

i

� H ist. Dabei h

�

angen der Unterraum

H

i

und die der

�

Aquivalenz zugrundeliegende unit

�

are Abbildung niht von B 2 B

ab.

Das hei�t, es gilt der folgende Satz.

Satz 2.3.5.

Seien H;K Hilbertr

�

aume, B eine C

�

-Unteralgebra von C(H) und

� : B! L(K)

eine nihtentartete Darstellung von B auf K.

Dann existieren eine Indexmenge I und eine Zerlegung

M

i2I

K

i

= K (`

2

� direkte Summe)

von K in �-invariante Unterr

�

aume f0g 6= K

i

(i 2 I), so dass f

�

ur jedes i 2 I

ein abgeshlossener, B-invarianter Unterraum f0g 6= H

i

� H und eine unit

�

are

Abbildung

U

i

: K

i

! H

i

;

existieren mit

�(B)j

K

i

= U

�

i

Bj

H

i

U

i

f

�

ur alle B 2 B.
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Der Beweis �ndet sih in [4℄, Theorem 1.4.4 (und Beweis von Theorem 1.4.4).

Wir betrahten nun den Spezialfall

B = C(H)

in 2.3.5, das hei�t � ist eine Darstellung der kompakten Operatoren von H auf

K. Dann sind die abgeshlossenen Unterr

�

aume f0g 6= H

i

� H (i 2 I) invariant

unter allen kompakten Operatoren. Mit dem n

�

ahsten Lemma folgt daraus, dass

H

i

= H f

�

ur alle i 2 I

gilt.

Lemma 2.3.6.

Sei H ein Hilbertraum.

Dann ist die C

�

-Algebra C(H) der kompakten Operatoren auf H irreduzibel, das

hei�t f

�

ur jeden abgeshlossenen Unterraum

~

H � H mit

C

~

H �

~

H

f

�

ur alle C 2 C(H) gilt

~

H = f0g oder

~

H = H :

Beweis.

Sei

f0g 6=

~

H � H

ein C(H)-invarianter Unterraum von H .

Zu zeigen ist, dass dann

~

H = H gilt. W

�

ahle x 2

~

H n f0g. Da es f

�

ur jedes y 2 H

einen stetig linearen Operator mit eindimensionalem Bild, also insbesondere

einen kompakten Operator C

y

2 C(H) gibt mit

C

y

x = y

und da mit x 2

~

H auh Cx 2

~

H (C 2 C(H)) ist, folgt also

~

H = H :

Wie bereits oben beshrieben, erh

�

alt man nun das folgende Korollar aus 2.3.5

f

�

ur den Fall B = C(H).

Korollar 2.3.7.

Seien H;K Hilbertr

�

aume und

� : C(H)! L(K)

eine nihtentartete Darstellung.

Dann existieren eine Indexmenge I und eine Zerlegung

`

2

�

M

i2I

K

i

= K
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von K in �-invariante Unterr

�

aume f0g 6= K

i

(i 2 I), so dass f

�

ur jedes i 2 I

eine unit

�

are Abbildung

U

i

: K

i

! H

existiert mit

�(C)j

K

i

= U

�

i

CU

i

f

�

ur alle C 2 C(H).

Dieses Resultat kann man nun auf die Darstellung

�

0

j

C(F

2

)

: C(F

2

)! L(K

0

) ; C 7! �(C)j

K

0

anwenden. Dazu brauht man noh das folgende Lemma, in dem gezeigt wird,

dass �

0

j

C(F

2

)

nihtentartet ist. Dies liegt an der Konstruktion des Raumes K

0

,

der gerade von den Bildern der �(C) (C 2 C(F

2

)) erzeugt wird.

Zum Beweis geben wir au�erdem explizit die Gestalt des orthogonalen Komple-

ments

K

1

= K	K

0

von K

0

in K an.

Lemma 2.3.8.

(a) F

�

ur das orthogonale Komplement K

1

von K

0

in K gilt

K

1

= K	K

0

=

\

( ker(�(C)); C 2 C(F

2

) ) :

(b) Die Darstellung

�

0

j

C(F

2

)

: C(F

2

)! L(K

0

)

ist nihtentartet.

Beweis.

(a) F

�

ur C 2 C(F

2

) gilt

K	 �(C)K = ker( �(C)

�

) = ker( �(C

�

) )

und weil mit C auh C

�

kompakt ist, gilt

K	K

0

= K	 (

_

C2C(F

2

)

�(C)K )

=

\

C2C(F

2

)

( K	 �(C)K )

=

\

C2C(F

2

)

ker �(C

�

)

=

\

C2C(F

2

)

ker �(C) :

(b) Sei k 2 K

0

gegeben mit

�

0

(C)k = 0

f

�

ur alle C 2 C(F

2

).

Dann ist auh �(C)k = 0, das hei�t

k 2 ker �(C) (C 2 C(F

2

)) :
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Nah (a) folgt

k 2 K

1

= K	K

0

und wegen k 2 K

0

muss k = 0 gelten.

Somit ist �

0

j

C(F

2

)

nihtentartet.

Man kann also 2.3.7 auf �

0

j

C(F

2

)

anwenden und erh

�

alt so Teil (a) des folgenden

Satzes. In Teil (b) betrahten wir die direkte Summe der unit

�

aren Abbildungen

U

i

aus (a) und erhalten, dass �

0

j

C(F

2

)

unit

�

ar

�

aquivalent zu einem Vielfahen der

identishen Darstellung ist.

Satz 2.3.9.

(a) Sei

�

0

j

C(F

2

)

: C(F

2

)! L(K

0

) ; C 7! �(C)j

K

0

wie bisher. Dann existieren eine Indexmenge I und eine Zerlegung

`

2

�

M

i2I

K

i

= K

0

von K

0

in �

0

j

C(F

2

)

-invariante Unterr

�

aume f0g 6= K

i

(i 2 I), so dass f

�

ur jedes

i 2 I eine unit

�

are Abbildung

U

i

: K

i

! F

2

existiert mit

�

0

(C)j

K

i

= U

�

i

CU

i

f

�

ur alle C 2 C(F

2

). Das hei�t also, dass

�

i

: C(F

2

)! L(K

i

) ; C 7! �

0

(C)j

K

i

unit

�

ar

�

aquivalent zur identishen Darstellung auf C(F

2

) ist.

(b) De�niert man die Abbildung

U =

M

i2I

U

i

: K

0

=

M

i2I

K

i

!

M

i2I

F

2

als direkte Summe der unit

�

aren Abbildungen U

i

, so ist U ebenfalls unit

�

ar und

es gilt

�

0

(C) = U

�

(

M

i2I

C )U

f

�

ur alle C 2 C(F

2

).

Beweis.

(a) Nah 2.3.8 (b) kann man 2.3.7 auf �

0

j

C(F

2

)

anwenden.

(b) Der Operator U ist als direkte orthogonale Summe von unit

�

aren Operatoren

unit

�

ar und es gilt

�

0

(C) =

M

i2I

(�

0

(C)j

K

i

)

(a)

=

M

i2I

(U

�

i

CU

i

)

= (

M

i2I

U

�

i

)(

M

i2I

C)(

M

i2I

U

i

)

= U

�

(

M

i2I

C)U
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f

�

ur alle C 2 C(F

2

).

Man sieht also, dass

�

0

: C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(K

0

) ; B 7! �(B)j

K

0

bis auf unit

�

are

�

Aquivalenz auf den kompakten Operatoren wie ein Vielfahes der

identishen Darstellung wirkt. Die Tatsahe, dass die kompakten Operatoren auf

F

2

ein Ideal in C

�

(S

1

; :::; S

n

) bilden, gestattet uns mit Hilfe einer Eindeutigkeits-

aussage f

�

ur Fortsetzungen nihtentarteter Darstellungen zu shlie�en, dass sih

die Beziehung

�

0

(C) = U

�

(

M

i2I

C )U (C 2 C(F

2

))

auf die ganze C

�

-Algebra C

�

(S

1

; :::; S

n

) erweitern l

�

asst, das hei�t es gilt

�

0

(B) = U

�

(

M

i2I

B )U (B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

)) :

Damit erh

�

alt man

V

j

j

K

0

= �(S

j

)j

K

0

= �

0

(S

j

) = U

�

(

M

i2I

S

j

)U (j = 1; :::; n)

und weil S ein n-Shift auf F

2

ist, kann man damit leiht zeigen, dass

V j

K

0

= (V

1

j

K

0

; :::; V

n

j

K

0

)

ein n-Shift auf K

0

ist.

Wir beginnen mit dem Fortsetzungssatz f

�

ur nihtentartete Darstellungen.

Satz 2.3.10.

Sei K ein Hilbertraum, B eine C

�

-Algebra und J � B ein Ideal in B.

Dann hat jede nihtentartete Darstellung

� : J ! L(K)

eine eindeutige Fortsetzung zu einer Darstellung von B auf K. Diese Fortsetzung

ist ebenfalls nihtentartet.

Bemerkung 2.3.11.

Wir bezeihnen mit dem Begri� 'Ideal' stets ein abgeshlossenes zweiseitiges

Ideal. In einer C

�

-Algebra ist ein solhes Ideal immer �-abgeshlossen (vergleihe

etwa [4℄, 1.3 Corollary 1), also selbst eine C

�

-Algebra. Daher ist es in 2.3.10

berehtigt, von Darstellungen von J auf K zu sprehen.

Beweis. (von 2.3.10)

F

�

ur die Existenz der Fortsetzung vergleihe man [4℄. Wir zeigen noh die Ein-

deutigkeit.

Nah 2.3.4 ist

W

�2J

�(�)K = K, denn � : J ! L(K) ist nihtentartet. Ist

�

0

: B! L(K) eine Fortsetzung von �, so gilt f

�

ur alle � 2 B; � 2 J und k 2 K

�

0

(�)(�(�)k) = �

0

(�)�

0

(�)k = �

0

(��)k = �(��)k :
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(Man beahte, dass �� 2 J gilt, weil J � B ein Ideal ist.)

Also ist f

�

ur � 2 B der Operator �

0

(�) 2 L(K) auf allen Elementen der Form

�(�)k (� 2 J; k 2 K) und daher auh auf

W

�2J

�(�)K = K durh � eindeutig

festgelegt. Somit ist die Fortsetzung �

0

eindeutig bestimmt.

Nun k

�

onnen wir zeigen, dass �

0

unit

�

ar

�

aquivalent zu einem Vielfahen der iden-

tishen Darstellung ist.

Satz 2.3.12.

F

�

ur alle B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

) gilt

�

0

(B) = U

�

(

M

i2I

B )U

f

�

ur eine Indexmenge I und eine unit

�

are Abbildung

U : K

0

!

M

i2I

F

2

:

Beweis.

Wir betrahten die C

�

-Algebra C

�

(S

1

; :::; S

n

) und die unit

�

are Abbildung

U : K

0

!

L

i2I

F

2

aus 2.3.9. Die Darstellungen

�

0

: C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(K

0

) ; B 7! �(B)j

K

0

und

C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(K

0

) ; B 7! U

�

(

M

i2I

B )U

sind nah 2.3.9 Fortsetzungen der (nah 2.3.8 nihtentarteten) Darstellung �

0

j

C(F

2

)

auf dem Ideal C(F

2

) � C

�

(S

1

; :::; S

n

). Nah 2.3.10 stimmen sie

�

uberein, es gilt

also

�

0

(B) = U

�

(

M

i2I

B )U (B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

)) :

Wir kehren nun zum Ausgangspunkt zur

�

uk und betrahten wieder das Tupel

V = (V

1

; :::; V

n

) 2 L(K)

n

von Isometrien mit orthogonalen Bildern vom Beginn

dieses Abshnitts. Nah Konstruktion von � = �

V

gilt die Bedingung

V

j

= �(S

j

) (j = 1; :::; n) :

Mit den bisherigen Resultaten

�

uber die 'Einshr

�

ankung' von � auf K

0

soll nun

gezeigt werden, dass V j

K

0

ein n-Shift ist.

Satz 2.3.13.

Sei V = (V

1

; :::; V

n

) 2 L(K)

n

ein Tupel von Isometrien auf einem Hilbertraum

K mit paarweise orthogonalen Bildern.

Sei

� = �

V

: C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(K)

wie in 2.2.5. Dann ist der Unterraum

K

0

=

_

C2C(F

2

)

( �(C)K ) � K
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reduzierend f

�

ur alle V

j

(j = 1; :::; n) und

V j

K

0

= (V

1

j

K

0

; :::; V

n

j

K

0

)

ist ein n-Shift auf K

0

. W

�

ahlt man I und U : K

0

!

L

i2I

F

2

wie in 2.3.12, so ist

der wandernde Unterraum L f

�

ur V j

K

0

mit K

0

=M

F

(L; V j

K

0

) durh

L = U

�

(

M

i2I

he

0

i )

gegeben.

Beweis.

Nah Lemma 2.3.2 ist K

0

invariant unter allen Operatoren der Form �(B) mit

B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

), also insbesondere unter V

j

= �(S

j

) und V

�

j

= �(S

�

j

) mit

j = 1; :::; n. Also ist K

0

reduzierend f

�

ur V .

Da V

1

; :::; V

n

Isometrien mit paarweise orthogonalen Bildern sind, gilt dies auh

f

�

ur die Einshr

�

ankungen V

1

j

K

0

; :::; V

n

j

K

0

.

Weiter gilt

V

j

j

K

0

= �

0

(S

j

)

2:3:12

= U

�

(

M

i2I

S

j

)U (j = 1; :::; n)

mit einer Indexmenge I und einem unit

�

aren Operator U : K

0

!

L

i2I

F

2

wie in

2.3.12. Wir de�nieren nun

L = U

�

(

M

i2I

he

0

i ) � K

0

und wollen zeigen, dass L ein wandernder Unterraum f

�

ur V j

K

0

ist, f

�

ur den

M

F

(L; V j

K

0

) = K

0

gilt. Wegen

L = U

�

(

M

i2I

he

0

i )

= U

�

(

M

i2I

(F

2

	

n

M

j=1

S

j

F

2

) )

= U

�

( (

M

i2I

F

2

)	 (

n

M

j=1

M

i2I

S

j

F

2

) )

= U

�

(

M

i2I

F

2

)	 (

n

M

j=1

U

�

(

M

i2I

S

j

F

2

))

= K

0

	 (

n

M

j=1

U

�

(

M

i2I

S

j

)(

M

i2I

F

2

) )

= K

0

	 (

n

M

j=1

U

�

(

M

i2I

S

j

)UK

0

)

= K

0

	 (

n

M

j=1

(V

j

j

K

0

)K

0

)
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ist L nah 1.3.2 ein wandernder Unterraum f

�

ur V j

K

0

.

Au�erdem gilt

V

a

j

K

0

= �(S

a

)j

K

0

= U

�

(

M

i2I

S

a

)U

f

�

ur alle a 2 F und damit folgt

V

a

L = U

�

(

M

i2I

S

a

)UU

�

(

M

i2I

he

0

i )

= U

�

(

M

i2I

S

a

he

0

i )

= U

�

(

M

i2I

he

a

i ) (a 2 F ) :

Shlie�lih kann man daraus den Raum M

F

(L; V j

K

0

) wie folgt berehnen:

M

F

(L; V j

K

0

) =

M

a2F

V

a

L

=

M

a2F

U

�

(

M

i2I

he

a

i )

= U

�

(

M

i2I

M

a2F

he

a

i )

= U

�

(

M

i2I

F

2

)

= K

0

Es folgt die Behauptung.

Wir haben nun gezeigt, dass V auf K

0

als n-Shift wirkt. Nun untersuhen wir

die Wirkung von V auf dem orthogonalen Komplement

K

1

= K	K

0

von K

0

in K.

Wir haben in 2.3.8 bereits gesehen, dass

K

1

=

\

C2C(F

2

)

ker �(C)

gilt.

Man sieht leiht, dass K

1

reduzierend f

�

ur V

1

; :::; V

n

ist. (Es gilt sogar, dass K

1

�-

invariant ist.) Im folgenden Satz zeigen wir

(

n

X

j=1

V

j

V

�

j

)j

K

1

= I

K

1

:

Diese Bedingung ist

�

aquivalent dazu, dass der Operator

(K

1

)

n

! K

1

; (y

1

; :::; y

n

) 7!

n

X

j=1

V

j

y

j

unit

�

ar ist.
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Satz 2.3.14.

(a) Der Unterraum K

1

� K ist �-invariant und insbesondere reduzierend f

�

ur

V

1

; :::; V

n

.

(b) Es gilt

(

n

X

j=1

V

j

V

�

j

)j

K

1

= I

K

1

:

.

Beweis.

(a) Seien k 2 K

1

und B 2 C

�

(S

1

; :::; S

n

).

Dann ist k im Kern aller kompakten Operatoren auf F

2

und f

�

ur C 2 C(F

2

) ist

auh CB 2 C(F

2

). Also folgt

�(C)( �(B)k ) = �(CB)k = 0 (C 2 C(F

2

))

und damit ist

�(B)k 2 K

1

:

Also ist K

1

�-invariant.

Insbesondere ist K

1

invariant unter den Operatoren

V

j

= �(S

j

) und V

�

j

= �(S

�

j

) (j = 1; :::; n) ;

das hei�t K

1

ist reduzierend f

�

ur V

1

; :::; V

n

.

(b) Wir betrahten den Operator

I

K

�

n

X

j=1

V

j

V

�

j

und wollen zeigen, dass er das Bild eines kompakten Operators auf F

2

unter der

Darstellung � ist. Da K

1

der gemeinsame Kern aller �(C) (C 2 C(F

2

)) ist, folgt

dann

( I

K

�

n

X

j=1

V

j

V

�

j

)j

K

1

= 0 :

In der Tat gilt

I

K

�

n

X

j=1

V

j

V

�

j

= �(I

F

2

)�

n

X

j=1

�(S

j

)�(S

j

)

�

= �( I

F

2

�

n

X

j=1

S

j

S

�

j

)

= �(P

0

) ;

wobei

P

0

: F

2

! F

2

;

X

a2F

x

a

e

a

7! x

0

e

0

die Projektion auf h e

0

i in F

2

ist.

Diese ist als Operator mit eindimensionalem Bild siherlih kompakt und damit

folgt die Behauptung.
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De�nition 2.3.15.

Ein Tupel V = (V

1

; :::; V

n

) 2 L(K) von Operatoren auf einem Hilbertraum K

hei�t sph

�

arish unit

�

ares Tupel auf K, falls

V

�

i

V

j

= Æ

i;j

I

K

(i; j = 1; :::; n)

und

n

X

i=1

V

i

V

�

i

= I

K

gilt.

In 2.3.14 wurde gezeigt, dass V j

K

1

= (V

1

j

K

1

; :::; V

n

j

K

1

) 2 L(K

1

)

n

ein sph

�

arish

unit

�

ares Tupel auf K

1

ist. Fasst man die bisherigen Ergebnisse zusammen, so

erh

�

alt man den folgenden Satz

�

uber die Wold-Zerlegung eines Tupels von Iso-

metrien mit paarweise orthogonalen Bildern.

Satz 2.3.16. (Wold-Zerlegung)

Seien K ein Hilbertraum und V

1

; :::; V

n

Isometrien auf K mit

n

X

j=1

V

j

V

�

j

� I

K

:

Sei

� = �

V

: C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(K)

die Poisson-Transformation zu V .

Dann sind die Unterr

�

aume

K

0

=

_

( �(C)K; C 2 C(F

2

) )

und

K

1

=

\

( ker �(C); C 2 C(F

2

) )

reduzierend f

�

ur V

1

; :::; V

n

und es gilt

� K

0

�K

1

= K

� V j

K

0

ist ein n-Shift.

� V j

K

1

ist ein sph

�

arish unit

�

ares Tupel.

Mit dem n

�

ahsten Satz zeigen wir, dass die Wold-Zerlegung in 2.3.16 eindeutig

bestimmt ist. Man vergleihe dazu auh [11℄ (Theorem 1.3).

Satz 2.3.17.

Seien K ein Hilbertraum und V

1

; :::; V

n

Isometrien auf K mit

n

X

j=1

V

j

V

�

j

� I

K

:

Eine Zerlegung

K = K

0

�K

1
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von K in V -invariante Untervektorr

�

aume K

0

;K

1

von K, derart dass V j

K

0

ein

n-Shift und V j

K

1

ein sph

�

arish unit

�

ares Tupel ist, ist eindeutig bestimmt, es gilt

K

0

= M

F

(L; V )

mit

L = K	

n

M

i=1

V

i

K :

Beweis.

Da V j

K

0

ein n-Shift ist, gibt es einen abgeshlossenen Unterraum L � K

0

, der

wandernd f

�

ur V j

K

0

ist und f

�

ur den K

0

=M

F

(L; V j

K

0

) gilt. Da K

0

V -invariant

ist, ist L wandernd f

�

ur V mit K

0

=M

F

(L; V ).

Also ist K

0

(und damit auh K

1

) durh L gegeben. Es gen

�

ugt also zu zeigen,

dass L eindeutig bestimmt ist.

Da V j

K

1

sph

�

arish unit

�

ar ist, gilt K

1

=

n

L

i=1

V

i

K

1

und mit K

0

? K

1

erh

�

alt man

L

1:3:2()

= K

0

	

n

M

i=1

V

i

K

0

= ( K

0

�K

1

)	

n

M

i=1

( V

i

K

0

� V

i

K

1

)

= K	

n

M

i=1

V

i

K

und somit ist L eindeutig bestimmt.

2.4 Modellsatz f

�

ur n-Kontraktionen

In diesem Abshnitt benutzen wir die Existenz einer minimalen isometrishen

Dilatation V 2 L(K)

n

f

�

ur eine n-Kontraktion T 2 L(H)

n

(vergleihe 2.2.6) und

die Konstruktion der Wold-Zerlegung (vergleihe 2.3.16), um einen Modellsatz

f

�

ur T zu erhalten. Darin wird T als Kompression einer orthogonalen Summe,

bestehend aus einem n-Shift und einem sph

�

arish unit

�

aren Tupel, dargestellt.

Der Shiftanteil ist dabei unit

�

ar

�

aquivalent zu

L

i2I

S, mit einer Indexmenge I und

dem Vorw

�

artsshift S auf F

2

. Wir zeigen au�erdem, dass die M

�

ahtigkeit von

I der (Hilbertraum-)Dimension des Defektraums �

T

H entspriht. Wir f

�

uhren

zun

�

ahst einige Bezeihnungen ein.

De�nition 2.4.1.

Seien H ein Hilbertraum und T 2 L(H)

n

eine n-Kontraktion auf H. Wie zuvor

ist der Defektoperator �

T

von T durh

�

T

= ( I

H

�

n

X

i=1

T

i

T

�

i

)

1

2

2 L(H)

de�niert. Weiterhin hei�t

D

T

= �

T

H �H
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der Defektraum von T und

d

T

= dim D

T

(Hilbertraumdimension von D

T

)

der Defekt von T .

Bemerkung 2.4.2.

(a) Da �

T

ein positiver Operator ist, gilt

D

T

= �

T

H = �

2

T

H :

Beweis.

Wir zeigen, dass die Kerne von �

T

und �

2

T

�

ubereinstimmen. Da �

T

und �

2

T

selbstadjungiert sind, folgt dann

�

T

H = (ker �

T

)

?

= (ker �

2

T

)

?

= �

2

T

H :

Sei also h 2 ker �

2

T

. Dann gilt

h �

T

h ; �

T

h i = h �

2

T

h ; h i = 0

und folglih ist h 2 ker �

2

T

. Die umgekehrte Inklusion ist trivial.

(b) Ist V = (V

1

; :::; V

n

) 2 L(H)

n

ein Tupel von Isometrien mit paarweise ortho-

gonalen Bildern, so ist �

2

V

= I

H

�

n

P

i=1

V

i

V

�

i

die Orthogonalprojektion auf den

abgeshlossenen Unterraum L = H	

n

L

i=1

V

i

H von H (vergleihe 1.3.2).

Damit ist

�

V

= �

2

V

= I

H

�

n

X

i=1

V

i

V

�

i

und

D

V

= L = H	

n

M

i=1

V

i

H :

Insbesondere kann man die folgenden beiden Spezialf

�

alle betrahten.

� Ist V ein n-Shift aufH, so gibt es nah 1.3.2 einen eindeutigen wandernden

Unterraum L f

�

ur V mit M

F

(L; V ) = H. Es gilt L = H 	

n

L

i=1

V

i

H = D

V

und damit ist der Defekt d

V

von V gleih der (Hilbertraum-)Dimension

von L, also gleih der Vielfahheit von V .

� Ist V sph

�

arish unit

�

ar, so gilt �

V

= I

H

�

n

P

i=1

V

i

V

�

i

= 0 und folglihD

V

= 0

und d

V

= 0.

Im folgenden Lemma untersuhen wir den Defektraum und den Defekt einer

n-Kontraktion T auf einem Hilbertraum H, der sih in eine orthogonale Summe

H = H

0

�H

1

f

�

ur T reduzierender Unterr

�

aume H

0

;H

1

� H aufspalten l

�

asst.

Wir erhalten D

T

= D

(T j

H

0

)

�D

(T j

H

1

)

und damit d

T

= d

(T j

H

0

)

+ d

(T j

H

1

)

.
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Bemerkung 2.4.3.

Die Defekte von T j

H

s

(s = 0; 1) sind nah De�nition Hilbertraumdimensionen,

also Kardinalzahlen. F

�

ur zwei Kardinalzahlen �; � erkl

�

aren wir die Summe �+�

als die Kardinalit

�

at der Menge A [ B, wenn A;B disjunkte Mengen mit den

Kardinalit

�

aten � beziehungsweise � sind. Dabei ergibt sih die

�

ublihe Summe

nat

�

urliher Zahlen, falls �; � beide endlih sind. Falls � oder � unendlih ist, so

ist �+ � die gr

�

o�ere der beiden Kardinalit

�

aten.

Lemma 2.4.4.

Sei T = (T

1

; ::; T

n

) 2 L(H)

n

eine n-Kontraktion auf H und seien H

0

und H

1

T -invariante Unterr

�

aume von H mit H =H

0

�H

1

.

Dann sind T j

H

0

= (T

1

j

H

0

; :::; T

1

j

H

0

) und T j

H

1

= (T

1

j

H

1

; :::; T

1

j

H

1

) n-Kontrak-

tionen auf H

0

beziehungsweise H

1

und es gelten die folgenden Aussagen.

(a) Der Defektraum von T ist die orthogonale Summe der Defektr

�

aume von

T j

H

0

und T j

H

1

.

(b) Der Defekt von T ist die Summe der Defekte von T j

H

0

und T j

H

1

.

Beweis. (von 2.4.4)

Da H

0

;H

1

invariant f

�

ur T

1

; :::; T

n

sind und H =H

0

�H

1

gilt, sind H

0

und H

1

sogar reduzierend f

�

ur T

1

; :::; T

n

. Also gilt (T

i

j

H

s

)

�

= T

�

i

j

H

s

f

�

ur i = 1; :::; n und

s = 0; 1. Man erh

�

alt

n

X

i=1

(T

i

j

H

s

)(T

�

i

j

H

s

) = (

n

X

i=1

T

i

T

�

i

)j

H

s

� I

H

s

(s = 0; 1)

und somit sind T j

H

0

; T j

H

1

n-Kontraktionen auf H

0

beziehungsweise H

1

.

Au�erdem sind H

0

und H

1

auh invariant f

�

ur I

H

�

n

P

i=1

T

i

T

�

i

und damit f

�

ur

�

T

= ( I

H

�

n

P

i=1

T

i

T

�

i

)

1

2

. Es gilt

�

(T j

H

s

)

= ( I

H

s

�

n

X

i=1

(T

i

j

H

s

)(T

�

i

j

H

s

) )

1

2

= ( I

H

�

n

X

i=1

T

i

T

�

i

)

1

2

j

H

s

= �

T

j

H

s

(s = 0; 1)

und somit folgt

�

T

= �

(T j

H

0

)

��

(T j

H

1

)

:

Es ergibt sih

D

T

= �

T

H

= �

(T j

H

0

)

H

0

��

(T j

H

1

)

H

1

= D

(T j

H

0

)

�D

(T j

H

1

)

und damit ist (a) gezeigt.

(b) folgt unmittelbar.
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Im folgenden Satz zeigen wir, dass der Defekt einer n-Kontraktion und der

Defekt ihrer minimalen isometrishen Dilatation identish sind.

Satz 2.4.5.

Sei T = (T

1

; :::; T

n

) 2 L(H)

n

eine n-Kontraktion und V = (V

1

; :::; V

n

) 2 L(K)

n

eine minimale isometrishe Dilatation von T auf K � H. Dann gelten die fol-

genden Aussagen.

(a) Der Defektraum D

V

= �

V

K von V ist bereits durh D

V

= �

V

H gegeben.

(b) Der Operator �

2

T

ist die Kompression des Operators �

2

V

auf H, das hei�t

es gilt

�

2

T

= P

H

�

2

V

j

H

:

() Es gilt d

T

= d

V

.

Beweis.

(a) Da �

V

linear und stetig ist, folgt aus der Minimalit

�

atsbedingung

K =

W

a2F

V

a

H f

�

ur die minimale isometrishe Dilatation, dass

D

V

= �

V

_

a2F

V

a

H �

_

a2F

�

V

V

a

H (2.2)

gilt. Nah 2.4.2 gilt �

V

= �

2

V

= I

H

�

n

P

i=1

V

i

V

�

i

und mit V

�

i

V

j

= Æ

i;j

I

H

(i; j = 1; :::; n) folgt

�

V

V

j

= ( I

H

�

n

X

i=1

V

i

V

�

i

)V

j

= V

j

�

n

X

i=1

V

i

V

�

i

V

j

= V

j

� V

j

= 0 (j = 1; :::; n) :

Damit gilt �

V

V

a

= 0 f

�

ur alle a 2 F

�

und aus 2.2 erh

�

alt man D

V

� �

V

H. Die

umgekehrte Inklusion ist trivial, es gilt also Gleihheit.

(b) Es gilt V

�

i

H � H und V

�

i

j

H

= T

�

i

, sowie P

H

V

i

j

H

= T

i

f

�

ur i 2 f1; :::; ng.

Damit folgt

P

H

�

2

V

j

H

= P

H

( I

K

�

n

X

i=1

V

i

V

�

i

)j

H

= I

H

�

n

X

i=1

T

i

T

�

i

= �

2

T

:

() Wir betrahten die Abbildung

W

0

: �

V

H! �

T

H ; �

V

h 7! �

T

h :

F

�

ur h;

~

h 2 H gilt

h �

V

h ; �

V

~

h i = h P

H

�

2

V

h ;

~

h i

(b)

= h �

2

T

h ;

~

h i

= h �

T

h ; �

T

~

h i :
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(Man beahte, dass �

V

und �

T

selbstadjungiert sind.)

Daher ist W

0

eine wohlde�nierte Isometrie (Linearit

�

at klar), die nah De�niti-

on surjektiv ist. Somit ist W

0

unit

�

ar und l

�

asst sih folglih zu einer unit

�

aren

Abbildung

W : D

V

(a)

= �

V

H �! �

T

H = D

T

fortsetzen. Also haben D

V

und D

T

die gleihe (Hilbertraum-)Dimension, es gilt

also d

V

= d

T

, was zu zeigen war.

Um Aussagen

�

uber den Defekt einer n-Kontraktion zu erhalten, kann man also

auh den Defekt ihrer minimalen isometrishen Dilatation untersuhen. Wir be-

trahten also ein Tupel V = (V

1

; :::; V

n

) 2 L(K)

n

von Isometrien mit paarweise

orthogonalen Bildern auf einem Hilbertraum K. Wie zuvor betrahten wir die

Poisson-Transformation

� = �

V

: C

�

(S

1

; :::; S

n

)! L(K)

mit �(S

a

S

�

b

) = V

a

V

�

b

(a; b 2 F ) und die Unterr

�

aume

K

0

=

_

C2C(F

2

)

�(C)K und K

1

=

\

C2C(F

2

)

ker �(C)

von K. Wir

�

ubernehmen die folgenden Ergebnisse aus 2.3.

� Die Unterr

�

aume K

0

und K

1

sind reduzierend f

�

ur V

1

; :::; V

n

und es gilt

K = K

0

�K

1

.

� Das Tupel V j

K

1

= (V

1

j

K

1

; :::; V

n

j

K

1

) 2 L(K

1

)

n

ist sph

�

arish unit

�

ar.

� Es existieren eine Indexmenge I und ein unit

�

arer Operator

U : K

0

!

M

i2I

F

2

;

so dass V j

K

0

= (V

1

j

K

0

; :::; V

n

j

K

0

) 2 L(K

0

)

n

ein n-Shift auf K

0

ist. Dabei

ist L = U

�

(

L

i2I

he

0

i) � K

0

wandernd f

�

ur V j

K

0

mit M

F

(L; V j

K

0

) = K

0

.

Nah 2.4.2 ist der Defekt von V j

K

1

gleih 0 und der Defekt von V j

K

0

ist gleih

der Dimension von L. Da U unit

�

ar ist, gilt

dim(L) = dim

M

i2I

he

0

i = #I :

Nah 2.4.4 gilt f

�

ur den Defekt von V

d

V

= d

(V j

K

0

)

+ d

(V j

K

1

)

= #I + 0 = #I :

Betrahtet man nun eine n-Kontraktion T 2 L(H)

n

und benutzt die Existenz

einer minimalen isometrishen Dilatation V 2 L(K)

n

von T (vergleihe 2.2.6)

und die obigen Ergebnisse aus 2.3 f

�

ur V , so erh

�

alt man mit 2.4.5 den folgenden

Modellsatz f

�

ur T .

65



Satz 2.4.6. (Modellsatz f

�

ur n-Kontraktionen)

Sei T = (T

1

; :::; T

n

) 2 L(H)

n

eine n-Kontraktion auf einem Hilbertraum H.

Dann existieren Hilbertr

�

aume K

0

und K

1

mit H � K

0

�K

1

, eine Indexmenge I

mit #I = d

T

, ein unit

�

arer Operator U : K

0

!

L

i2I

F

2

und ein sph

�

arish unit

�

ares

Tupel V

1

= (V

1

1

; :::; V

1

n

) 2 L(K

1

)

n

auf K

1

, so dass T die Kompression von

U

�

(

L

i2I

S)U � V

1

auf H ist, das hei�t es gilt

T

j

= P

H

( (U

�

M

i2I

S

j

U) � V

1

j

)j

H

(j = 1; :::; n) :

Au�erdem ist H dabei invariant unter den Adjungierten zu den Operatoren

(U

�

L

i2I

S

j

U)� V

1

j

(j = 1; :::; n).

(Dabei ist S der Vorw

�

artsshift auf F

2

, P

H

: K

0

� K

1

! H die Projektion in

K

0

�K

1

auf H und d

T

der Defekt von T .)
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