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Einleitung
Sei H ein komplexer Hilbertraum und T ∈ L(H) ein stetig linearer Operator. Es
bezeichne

LatT = {M ; M ⊂ H abgeschlossener Teilraum mit TM ⊂M}

die Menge der abgeschlossenen invarianten Teilräume für T . Eine berühmte offene Frage
in der Operatorentheorie ist das sogenannte

Invariante-Teilraum-Problem. Besitzt jeder stetige Operator T ∈ L(H) auf einem
unendlich dimensionalen Hilbertraum H einen nichttrivialen abgeschlossenen invari-
anten Teilraum, das heißt, gibt es einen Raum M ∈ LatT mit {0} 6= M 6= H ?

Ist H 6= {0} endlich dimensional, so hat jeder Operator T ∈ L(H) mindestens einen Ei-
genwert λ ∈ C. Ist T kein skalares Vielfaches der Identität, so ist Ker(λ−T ) ∈ LatT ein
nichttrivialer abgeschlossener Teilraum von H, der sogar invariant unter allen Operato-
ren A ist, die mit T kommutieren. Einen solchen Raum nennt man auch hyperinvariant.

Beispiele von Ch. Read ([11]) und P. Enflo ([5]) zeigen, dass es auf gewissen unendlich
dimensionalen Banachräumen X sehr wohl stetig lineare Operatoren T ∈ L(X) gibt
mit LatT = {{0}, X}. Positive Lösungen des Invarianten-Teilraum-Problems sind nur
für relativ wenige Klassen von Operatoren bekannt.

V. Lomonosov hat 1973 gezeigt, dass jeder Operator T ∈ L(X) \ C1X der mit einem
kompakten Operator K ∈ K(X) \ {0} vertauscht, einen nichttrivialen abgeschlossenen
hyperinvarianten Teilraum besitzt. Insbesondere ist für solche Operatoren die Menge
LatT nichttrivial.

Man kann zeigen (siehe etwa [1] und [9]), dass das Invariante-Teilraum-Problem äqui-
valent ist zu einer ganz einfachen Frage für einen ganz konkreten Operator. Sei

L2
a(D) =

{
f ∈ O(D); ‖f‖2 =

∫
D
|f(z)|2 dλ(z) <∞

}
der Bergman-Raum der quadrat integrierbaren holomorphen Funktionen auf dem offe-
nen Einheitskreis D ⊂ C und sei

Mz : L2
a(D)→ L2

a(D), f 7→ zf

der Bergman-Shift.

Man kann zeigen, dass das Invariante-Teilraum-Problem auf Hilberträumen eine positi-
ve Lösung besitzt genau dann, wenn für je zwei RäumeM,N ∈ LatMz mit N ⊂M und
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dimM/N ≥ 2 ein weiterer invarianter Teilraum L ∈ LatMz existiert mit N ( L (M .

In einer Arbeit von 1998 hat Hedenmalm gezeigt, dass ein solcher Raum L ∈ LatMz

immer existiert, wenn M = L2
a(D) ist.

Diese Arbeit beschäftigt sich mit einem Ergebnis von Kunyu Guo, Wei He und Shengz-
hao Hou aus dem Jahr 2010 ([8]). Wir präsentieren ihren Beweis, eines wesentlich all-
gemeineren Resultats, welches zeigt, dass obige Aussage richtig ist für jeden Raum
M ∈ LatMz mit dim(M/zM) < ∞. Wegen L2

a(D)/zL2
a(D) = 1 ist das Resultat von

Hedenmalm ein Spezialfall dieses Ergebnisses.

Das Resultat von Guo, He und Hou ist jedoch wesentlich allgemeiner formuliert und
lässt sich nicht nur auf den Operator Mz ∈ L(L2

a(D)) anwenden.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit stellen wir wichtige Hilfsmittel zur Verfügung, formu-
lieren grundlegende Existenzaussagen für invariante Teilräume und stellen Ergebnisse
über Schatten-p-Klasse Operatoren vor.
Das zweite Kapitel dient dem Beweis einer zentralen Existenzaussage. Dabei stützen
wir uns auf die Ergebnisse aus einer Monographie von I. Colojoara und C. Foias. Das
dritte Kapitel widmet sich dem Beweis des Resultats aus [8]. Dazu führen wir im ersten
Abschnitt die Ergebnisse aus der Arbeit von Guo, He und Hou an und formulieren das
Hauptresultat. Im zweiten Abschnitt zeigen wir zentrale Aussagen über die Existenz
von nichttrivialen abgeschlossenen hyperinvarianten Teilräumen für stetige Operatoren
T ∈ L(H), deren Spektrum im Einheitskreisrand enthalten ist, und können so einen
Beweis des Hauptresultats liefern.
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1 Grundlagen
Im Folgenden Kapitel werden wir wichtige Werkzeuge bereitstellen.

1.1 Summierbare Familien
Sei E ein normierter Vektorraum über k = R oder C.

Definition 1.1.1. Sei (xi)i∈I eine Familie in E und sei x ∈ E. Wir nennen (xi)i∈I
summierbar zu x, falls es zu jedem ε > 0 eine endliche Menge F0 ⊂ I gibt so, dass∥∥∥∥∥∑

i∈F
xi − x

∥∥∥∥∥ < ε

für alle endlichen Mengen F ⊂ I mit F0 ⊂ F gilt. In diesem Fall schreiben wir abkür-
zend ∑

i∈I
xi = x.

Sei (xi)i∈I eine Familie in E und sei x ∈ E. Wir bemerken, dass die Menge F =
{F ⊂ I; F endlich} mit der üblichen Mengeninklusion zu einer nach oben gerichteten,
partiell geordneten Menge wird. Dann ist (xi)i∈I genau dann summierbar zu x, wenn
das Netz (∑α∈F xα)F∈F gegen x konvergiert.

Damit folgt für summierbare Familien (xi)i∈I , (yi)i∈I in E, λ ∈ k und T : E → F stetig
linear (wobei F ein weiterer normierter k-Vektorraum ist), dass auch (xi + yi)i∈I , (λxi)i∈I
und (Txi)i∈I summierbar sind mit

∑
i∈I

(xi + yi) =
∑
i∈I

xi +
∑
i∈I

yi,
∑
i∈I

(λxi) = λ
∑
i∈I

xi,
∑
i∈I

Txi = T

(∑
i∈I

xi

)
.

Lemma 1.1.2. Eine Familie (xi)i∈I in [0,∞[ ist genau dann summierbar, wenn

s = sup
{∑
i∈F

xi; F ⊂ I endlich
}
<∞

gilt. In diesem Fall gilt s = ∑
i∈I
xi.

Einen Beweis dieses Lemmas findet man etwa in [7, Bemerkung 11.20].
Man überlegt sich, dass eine summierbare Familie nicht überabzählbar viele von Null
verschiedene Summanden haben kann.

Lemma 1.1.3. Ist (xi)i∈I eine summierbare Familie in E, so ist I ′ = {i ∈ I; xi 6= 0}
höchstens abzählbar.
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Beweis: Sei x = ∑
i∈I
xi. Zu n ∈ N gibt es Fn ⊂ I endlich mit

∥∥∥∥∥x−∑
i∈F

xi

∥∥∥∥∥ < 1
n

für alle F ⊂ I endlich mit Fn ⊂ F . Für j /∈ Fn gilt dann

‖xj‖ ≤

∥∥∥∥∥∥x−
∑

i∈Fn∪{j}
xi

∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Fn

xi − x

∥∥∥∥∥∥ < 2
n
,

also ist I ′ ⊂
∞⋃
n=1

Fn. Damit ist I ′ höchstens abzählbar.

Folgendes Resultat liefert uns eine nützliche Charakterisierung für summierbare Fami-
lien.

Satz 1.1.4. Sei I eine Menge und µ : P(I) → [0,∞], B 7→ |B| das Zählmaß auf I.
Ist f : I → [0,∞[ eine Funktion, so ist diese genau dann integrierbar bezüglich µ, wenn
(f(i))i∈I summierbar ist. In diesem Fall gilt∫

I
f dµ =

∑
i∈I

f(i).

Beweis: Sei zunächst f integrierbar bezüglich µ. Für F ⊂ I endlich gilt dann∫
I
f dµ ≥

∫
F
f dµ =

∑
i∈F

∫
{i}
f dµ =

∑
i∈F

f(i)

und damit insbesondere

sup
{∑
i∈F

f(i); F ⊂ I endlich
}
≤
∫
I
f dµ <∞.

Mit Lemma 1.1.2 folgt, dass (f(i))i∈I summierbar ist.

Sei (f(i))i∈I summierbar zu x ∈ R. Wähle eine aufsteigende Folge (Fn)n≥1 endlicher
Mengen Fn ⊂ I so, dass ∣∣∣∣∣x−∑

i∈F
f(i)

∣∣∣∣∣ < 1
n

für jedes n ∈ N∗ und für alle endlichen Mengen F ⊂ I mit Fn ⊂ F gilt.
Wie im Beweis von Lemma 1.1.3 folgt, dass f = 0 ist auf I \ ⋃∞n=1 Fn. Wegen∫

I
fχFn dµ ≤ x (n ≥ 1)

folgt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz, dass (fχFn)n≥1 punktweise µ-fast
überall und in L1(µ) gegen eine µ-integrierbare Funktion f̃ : I → R konvergiert. Dann
ist aber f = f̃ µ-integrierbar und es gilt∫

I
f dµ = lim

n→∞

∫
I
fχFn dµ = x.
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Folgendes Resultat erleichtert uns den Umgang mit Doppelsummen in Banachräumen.
Korollar 1.1.5. Sei (xi)i∈A eine summierbare Familie in einem Banachraum E mit
x = ∑

i∈A xi und sei A = ⋃
j∈J Aj mit paarweise disjunkten Mengen Aj gegeben. Dann

gilt
x =

∑
j∈J

∑
i∈Aj

xi.

Beweis: Mit dem Cauchy-Kriterium folgt, dass (xi)i∈B summierbar ist für jede Teil-
menge B ⊂ A. Setze xj = ∑

i∈Aj xi für j ∈ J . Sei ε > 0. Dann gibt es Iε ⊂ A endlich
mit ∥∥∥∥∥x−∑

i∈I
xi

∥∥∥∥∥ < ε

2
für alle endlichen Teilmengen I ⊂ A mit Iε ⊂ I. Zu Iε gibt es eine endliche Menge
Jε ⊂ J mit

Iε =
⋃
j∈Jε

Aj ∩ Iε.

Sei J ′ ⊃ Jε endlich. Dann gibt es für alle j ∈ J ′ eine endliche Menge Ij ⊂ Aj mit
Ij ⊃ Aj ∩ Iε und ∥∥∥∥∥∥xj −

∑
i∈Ij

xi

∥∥∥∥∥∥ < ε

2 |J ′| .

Damit folgt∥∥∥∥∥∥x−
∑
J∈J ′

xj

∥∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥∥x−

∑
j∈J ′

∑
i∈Ij

xi

∥∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥∥
∑
j∈J ′

∑
i∈Ij

xi

− xj
∥∥∥∥∥∥ < ε

2 + ε

2 < ε.

Auch für beliebige Summen lässt sich eine Aussage über die Umordnung der Summan-
den treffen.
Lemma 1.1.6. Seien (xi)i∈I eine Familie in E, J eine Menge und ϕ : J → I eine
Bijektion. Dann ist (xi)i∈I summierbar genau dann, wenn

(
xϕ(j)

)
j∈J

summierbar ist.
In diesem Fall gilt ∑

i∈I
xi =

∑
j∈J

xϕ(j).

Beweis: Da beide Implikationen durch Übergang zu ϕ−1 : I → J analog zu beweisen
sind, werden wir nur eine Richtung betrachten. Sei dazu (xi)i∈I summierbar und ε > 0.
Dann gibt es F0 ⊂ I endlich mit ∥∥∥∥∥x−∑

i∈F
xi

∥∥∥∥∥ < ε

für alle I ⊃ F ⊃ F0 endlich. Mit F̃0 = ϕ−1(F0) ⊂ J gilt dann weiter∥∥∥∥∥∥x−
∑
j∈F̃

xϕ(j)

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥x−
∑

i∈ϕ(F̃ )

xi

∥∥∥∥∥∥ < ε

für alle J ⊃ F̃ ⊃ F̃0 endlich. Damit ist (xϕ(j))j∈J summierbar.
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Satz 1.1.7. Sei (xi)i∈N eine Folge in C. Dann ist (xi)i∈N genau dann summierbar,
wenn die Reihe ∑∞i=0 xi im üblichen Sinne absolut konvergiert. In diesem Fall gilt

∑
i∈N

xi =
∞∑
i=0

xi

Zum Beweis dieses Satzes sei an dieser Stelle auf [2, Thm. 10.1] und [7, Satz 11.18]
verwiesen.

Insbesondere folgt aus Lemma 1.1.3, Korollar 1.1.5 und Satz 1.1.7, dass sich viele,
für klassische Reihen bekannte Ungleichungen auf summierbare Familien übertragen.
Beispielsweise erhalten wir ein Analogon zur Hölderschen Ungleichung, welches direkt
aus der Hölderschen Ungleichung für endliche Teilsummen folgt.

Korollar 1.1.8. Seien p, q ∈ (1,∞) mit 1
p

+ 1
q

= 1 und (xi)i∈I , (yi)i∈I Familien in
E so, dass (‖xi‖p)i∈I und (‖yi‖q)i∈I summierbar sind. Dann ist auch (‖xi‖ ‖yi‖)i∈I
summierbar mit ∑

i∈I
‖xi‖ ‖yi‖ ≤

(∑
i∈I
‖xi‖p

) 1
p
(∑
i∈I
‖yi‖q

) 1
q

.

Mit dem Cauchy-Kriterium für summierbare Familien kann man ein Analogon zum
klassischen Majorantenkriterium für Reihen zeigen.

Lemma 1.1.9. Seien (ai)i∈I , (bi)i∈I Familien in einem Banachraum E beziehungsweise
in [0,∞) mit ‖ai‖ ≤ bi für alle i ∈ I. Konvergiert

∑
i∈I bi, so konvergiert auch ∑i∈I ai.

Nun führen wir unendliche Produkte ein.

Definition 1.1.10. Sei (uk)k≥1 eine Folge in C. Man schreibt
∞∏
k=1

(1 + uk)

für die Folge (pK)K≥1 der Partialprodukte pK = ∏K
k=1(1 + uk) und nennt das Produkt

∞∏
k=1

(1 + uk)

konvergent mit Wert p ∈ C, wenn p = limK→∞ pK gilt. Das Produkt ∏∞k=1(1+uk) heißt
absolut konvergent, wenn

∞∑
k=1
|uk| <∞

ist.

Wie etwa in [12] zeigt man folgendes Resultat.

Satz 1.1.11. Sei (uk)k≥1 eine Folge beschränkter Funktionen auf D ⊂ C so, dass die
Reihe ∑∞k=1 |uk(z)| gleichmäßig auf D konvergiert. Dann gelten:

6



(i) f(z) = ∏∞
k=1(1 + uk(z)) konvergiert gleichmäßig auf D.

(ii) Für z ∈ D ist f(z) = 0 genau dann, wenn ein k ≥ 1 existiert mit uk(z) = −1.

(iii) Für jede Permutation π : N→ N gilt

f(z) =
∞∏
k=1

(1 + uπ(k)(z)),

wobei das Produkt wieder gleichmäßig auf D konvergiert.

Indem man D = {z} ⊂ C wählt, erhält man entsprechende Aussagen für unendliche
Produkte komplexer Zahlen.

Zum Abschluss des Abschnittes stellen wir noch einige allgemeine Hilfsaussagen zur
Verfügung, die wir später benötigen werden.

Lemma 1.1.12. Sei X ein metrischer Raum und seien (xn)n∈N eine Folge in X, sowie
x ∈ X so, dass jede Teilfolge von (xn)n∈N eine gegen x konvergente Teilfolge hat. Dann
gilt xn n−→ x.

Beweis: Angenommen, xn n−→ x gilt nicht. Dann gäbe es ein ε > 0 derart, dass es zu
jedem k ∈ N ein nk > k mit |xnk − x| ≥ ε gibt. Rekursiv könnte man eine Teilfolge
(xnk)k∈N von (xn)n∈N wählen mit |xnk − x| ≥ ε für alle k ∈ N. Diese Teilfolge hätte
aber keine gegen x konvergente Teilfolge im Widerspruch zur Voraussetzung.

Ist X ein Banachraum, so bezeichnen wir mit

K(X) = {T ∈ L(X); T kompakt}

die kompakten Operatoren auf X.

Lemma 1.1.13. Sei H ein unendlich dimensionaler Hilbertraum.

(i) Ist (xn)n∈N eine orthonormale Folge in H, so gilt xn n−→
τw

0.

(ii) Sei B ∈ K(H) und (xn)n∈N eine Folge in H mit xn n−→
τw

x. Dann gilt Bxn n−→
‖·‖

Bx.

Beweis: (i) Für alle y ∈ H gilt
∞∑
n=1
|〈xn, y〉|2 ≤ ‖y‖2 <∞

nach der Besselschen Ungleichung. Damit folgt direkt 〈xn, y〉 n−→ 0 für alle y ∈ H.

(ii) Sei (Bxnk)k∈N eine Teilfolge von (Bxn)n∈N.
Da B kompakt und (xk)k∈N beschränkt ist, gibt es eine normkonvergente Teilfolge
(Bxnkl )l∈N, sei etwa y = lim

l→∞
Bxnkl . Insbesondere

Bxnkl
l−→
τw

y ∈ H.
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Da B schwach stetig ist, gilt auchBxnkl
l−→
τw

Bx. Aufgrund der Eindeutigkeit des
Grenzwertes folgt y = Bx und damit

Bxnkl
l−→
‖·‖

Bx.

Aus Lemma 1.1.12 folgt Bxn n−→
‖·‖

Bx.

Lemma 1.1.14. Seien E, F Banachräume und T ∈ L(E,F ) injektiv. Dann ist ImT
genau dann nicht abgeschlossen, wenn es eine Folge (xk)k∈N in E mit ‖xk‖ = 1 für alle
k ∈ N und Txk k−→ 0 gibt.

Beweis: Eine Folge wie in der Voraussetzung gibt es genau dann, wenn

inf
‖x‖=1

‖Tx‖ = 0

gilt. Laut Korollar 8.6 in [7] ist ImT ⊂ F genau dann abgeschlossen.

Lemma 1.1.15. Seien X ein Banachraum und T ∈ L(X) so, dass Operatoren S ∈
L(X), K ∈ K(X) existieren mit ST = 1 +K. Dann ist dim KerT <∞ und ImT ⊂ X
abgeschlossen.

Beweis: Nach Lemma 9.1 in [7] ist KerST und damit KerT ⊂ KerST endlich dimen-
sional. Angenommen, T hätte kein abgeschlossenes Bild. Dann gäbe es nach Lemma
1.1.14 eine Folge (xk + KerT )k∈N in X/KerT mit ‖xk + KerT‖ = 1 für alle k ∈ N und
Txk

k−→ 0. Nach Definition der Quotientennorm kann man zusätzlich erreichen, dass
‖xk‖ < 2 für alle k ∈ N gilt. Aber dann gilt

xk +Kxk
k−→ 0

und durch Übergang zu einer Teilfolge kann man zusätzlich erreichen, dass (Kxk)k∈N
konvergiert. Dann existiert

x = lim
k→∞

xk

und es gilt
‖x+ KerT‖ = lim

k→∞
‖xk + KerT‖ = 1

und
Tx = lim

k→∞
Txk = 0.

Dieser Widerspruch zeigt, dass ImT ⊂ X abgeschlossen ist.

Im Hilbertraum-Fall gilt auch die umgekehrte Implikation, dies folgt etwa aus dem
Beweis von Satz 10.6 in [7].

Wir erinnern an die Definition banachraumwertiger holomorpher Funktionen.
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Definition 1.1.16. SeienX ein Banachraum, U ⊂ C offen und z0 ∈ U . Eine Abbildung
Φ: U → X heißt holomorph in z0, falls

lim
z→z0

Φ(z)− Φ(z0)
z − z0

existiert. Φ heißt holomorph auf U , falls sie holomorph in allen z ∈ U ist.

Schließlich zeigen wir zwei Abschätzungen, die wir später benötigen werden.

Lemma 1.1.17. Seien n ∈ N und α > 0. Dann gibt es eine Konstante C > 0 mit(
1 + 1

nα

)n+1
≤ C exp

(
n1−α

)
für n ≥ 1

und (
1 + 1

2nα − 1

)n−1
≤ exp

(
n1−α

)
für n ≥ 1.

Beweis: Für n ≥ 1 ist

(n+ 1) log
(

1 + 1
nα

)
− n1−α ≤ n+ 1

nα
− n1−α = 1

nα
≤ 1.

Also gilt die erste Ungleichung mit C = e. Für n ≥ 1 gilt

(n− 1) log
(

1 + 1
2nα − 1

)
− n1−α ≤ n

2nα − 1 − n
1−α = n1−α

(
1

2− 1
nα

− 1
)
≤ 0.

Also gilt die zweite Ungleichung.

1.2 Grundlegende Existenzaussagen für invariante
Teilräume

In diesem Abschnitt stellen wir einige fundamentale Aussagen über die Existenz von in-
varianten Teilräumen bereit, die wir später benötigen werden. Sei H stets ein unendlich
dimensionaler komplexer Hilbertraum.

Definition 1.2.1. Seien M ⊂ H ein abgeschlossener Teilraum und T ∈ L(H).

(i) Wir nennen M invariant für T , wenn TM ⊂M gilt.

(ii) Wir bezeichnen mit

LatT = {M ; M ⊂ H abgeschlossener Teilraum mit TM ⊂M}

die Menge der abgeschlossenen invarianten Teilräume für T .

(iii) Ist M invariant für T so nennen wir einen invarianten Teilraum N ⊂ M für T
maximal invariant in M , falls N ( M gilt und es keinen weiteren invarianten
Teilraum L für T gibt mit N ( L (M .
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Lemma 1.2.2. Seien P : H → H eine stetige Projektion, M = ImP , N = KerP und
T ∈ L(H). Dann gelten:

(i) M ist genau dann invariant für T , wenn PTP = TP gilt.

(ii) M und N sind genau dann invariant für T , wenn TP = PT gilt.

Beweis: (i) Sei zunächst M invariant für T und x ∈ H. Dann gilt Px ∈ M , also
auch TPx ∈M und somit PTPx = TPx.
Ist andererseits PTP = TP und x ∈M beliebig, so gilt

Tx = TPx = PTPx ∈M.

Also ist dann TM ⊂M .

(ii) Nach (i) sind M und N genau dann invariant für T , wenn PTP = TP und
(1− P )T (1− P ) = T (1− P ) gelten. Die zweite Gleichung berechnet sich zu

T − TP − PT + PTP = T − TP.

Also sind M und N invariant für T genau dann, wenn PTP = TP und −PT +
PTP = 0 gelten. Durch Gleichsetzen folgt daraus sofort TP = PT . Umgekehrt
folgt aus TP = PT wegen P 2 = P sofort PTP = PT und TP = PTP .

Ist T ∈ L(H) so bezeichnen

(T )′ = {S ∈ L(H); ST = TS}

und
(T )′′ = {S ∈ L(H); SR = RS für alle R ∈ (T )′} ,

den Kommutanten beziehungsweise den Bikommutanten von T .

Satz 1.2.3. Seien P : H → H eine Projektion, M = ImP , N = KerP und T ∈ L(H).
Ist P ∈ (T )′′, so sind M und N invariant für T .

Beweis: Wegen T ∈ (T )′ gilt TP = PT . Nach Lemma 1.2.2 sind M und N invariant
für T .

Die Existenz von invarianten Teilräumen für einen Operator und seinen adjungierten
Operator stehen in engem Zusammenhang. Präzise gilt das folgende Resultat.

Lemma 1.2.4. Für T ∈ L(H) und einen abgeschlossenen Teilraum M ⊂ H sind
äquivalent:

(i) M ist hyperinvariant für T .

(ii) M⊥ ist hyperinvariant für T ∗.
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Beweis: Sei T ∈ L(H) und ohne Einschränkung gelte ∅ 6= M 6= H. Sei M zunächst
hyperinvariant für T . Ist weiter S ∈ (T ∗)′ gegeben, so gilt sofort S∗ ∈ (T )′. Es folgt

〈Sx, y〉 = 〈x, S∗y〉 = 0,

für x ∈M⊥ und y ∈M . Damit ist SM⊥ ⊂M⊥.
Die andere Implikation folgt direkt aus M⊥⊥ = M und (T ∗)∗ = T .

Ähnlich kann man für einen abgeschossenen Teilraum M ⊂ H zeigen, dass M genau
dann invariant für T ist, wenn M⊥ invariant für T ∗ ist.

Wir erinnern nun an den analytischen Funktionalkalkül aus der Funktionalanalysis.
Siehe etwa [7].

Satz 1.2.5. Seien A eine unitale Banachalgebra, x ∈ A, U ⊃ σ(x) offen und Γ ein
Zyklus, der σ(x) in U umrundet. Dann ist die Abbildung

Φ: O(U)→ (x)′′, f 7→ f(x) = 1
2πi

∫
Γ
f(λ)R(λ, x) dλ,

wobei R(λ, x) die Resolventenfunktion von x bezeichne, ein stetiger Algebrenhomomor-
phismus (unabhängig von der Wahl von Γ) mit Φ(1) = 1A und Φ(z) = x.

Wir betrachten im Folgenden die unitale Banachalgebra L(H).

Wir zeigen nun, dass Operatoren A ∈ L(H) mit unzusammenhängendem Spektrum
nichttriviale invariante Teilräume haben. Genauer gilt sogar der folgende Satz.

Satz 1.2.6 (Rieszscher Zerlegungssatz). Sei A ∈ L(H) so, dass man σ(A) = σ1 ∪ σ2
in abgeschlossene, disjunkte Teilmengen σ1 6= ∅ 6= σ2 zerlegen kann. Dann hat A ein
komplementäres Paar von nichttrivialen, invarianten Teilräumen M1 und M2 derart,
dass

σ(A|Mi
) = σi

für i = 1, 2 gilt.

Beweis: Da σ1 und σ2 disjunkt und kompakt sind, gibt es disjunkte, offene Mengen U1
und U2 mit σ1 ⊂ U1 und σ2 ⊂ U2. Seien Funktionen f1, f2 definiert durch

f1 : U1 ∪ U2 → C, f1(z) =

1, für z ∈ U1

0, für z ∈ U2
,

f2 : U1 ∪ U2 → C, f2(z) =

0, für z ∈ U1

1, für z ∈ U2
.

Da U1∩U2 = ∅ gilt, sind f1 und f2 holomorph. Mit dem analytischen Funktionalkalkül
folgt dann

f1(A) + f2(A) = 1, [f1(A)]2 = f1(A), [f2(A)]2 = f2(A).
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Damit sind f1(A) und f2(A) stetige Projektionen mit Im f1(A) + Im f2(A) = H.
Sei i ∈ {1, 2}. Dann folgt aus Satz 1.2.3, dass Mi = Im fi(A) invariant unter A ist.
Schreiben wir Ai = A|Mi

, so bleibt zu zeigen, dass σ(Ai) = σi für i = 1, 2 gilt. Dass M1
und M2 nichttrivial sind, folgt dann automatisch.

Sei zunächst λ /∈ σ1. Die Räume M1,M2 ⊂ H sind offensichtlich invariant unter allen
Operatoren f(A) für f ∈ O(σ(A)). Für λ ∈ C \ σ1 sei g : (U1 ∩ {λ}c) ∪ U2 → C die
holomorphe Funktion mit

g(z) =


f1(z)
λ−z , z ∈ U1 ∩ {λ}c

0, sonst
.

Dann gilt
(λ− A)g(A) = ((λ− z)g)(A) = f1(A) = PM1

und genauso
g(A)(λ− A) = PM1 .

Durch Einschränken auf M1 erhält man

(λ− A1)g(A)|M1 = g(A)|M1(λ− A1) = 1M1 .

Damit ist λ /∈ σ(A1) und es gilt σ(A1) ⊂ σ1. Genauso folgt σ(A2) ⊂ σ2. Die umgekehr-
ten Inklusionen gelten wegen σ1 ∪ σ2 = σ(T ) ⊂ σ(A1) ∪ σ(A2).

Korollar 1.2.7. Sei A ∈ L(H). Ist σ(A) nicht zusammenhängend, so hat A ein kom-
plementäres Paar von nichttrivialen, hyperinvarianten Teilräumen.

Beweis: Da σ(A) nicht zusammenhängend und abgeschlossen ist, gibt es disjunkte,
nichtleere, abgeschlossene Mengen σ1, σ2 mit σ(A) = σ1 ∪ σ2. Seien f1(A), f2(A) die
Projektionen aus dem Beweis von Satz 1.2.6. Aus der Definition des analytischen Funk-
tionalkalküls folgt

f1(A), f2(A) ∈ (A)′′.
Damit sind Im f1(A), Im f2(A) invariant unter jedem Operator aus (A)′ und nichttrivial
nach dem Beweis von 1.2.6.

Wir benötigen das in der Einleitung bereits erwähnte Resultat, dass kompakte Ope-
ratoren stets einen nichttrivialen abgeschlossenen invarianten Teilraum besitzen. Für
einen Beweis, siehe etwa [10].

Satz 1.2.8 (Lomonosov). Ist 0 6= K ∈ K(H), so hat K einen nichttrivialen hyperin-
varianten Teilraum.

Das folgende Resultat liefert eine sehr nützliche Aussage über das Spektrum kompakter
Störungen stetiger Operatoren.

Satz 1.2.9 (Weyl). Sind A ∈ L(H) und K ∈ K(H), so gilt

σ(A+K) ⊂ σ(A) ∪ σp(A+K).
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Beweis: Sei λ ∈ σ(A+K) ∩ σ(A)c. Es gilt

(A+K)− λ = (A− λ)(1 + (A− λ)−1K) (∗).

Da A−λ in L(H) invertierbar ist, kann 1 + (A−λ)−1K nicht invertierbar sein. Daher
folgt

−1 ∈ σ
(
(A− λ)−1K

)
und wegen

(A− λ)−1K ∈ K(H),

gilt sogar −1 ∈ σp ((A− λ)−1K). Mit (∗) folgt dann λ ∈ σp(A+K), also die Behaup-
tung.

Wir benötigen in späteren Kapiteln Abschätzungen für die Resolventen von speziellen
Operatoren. Diese erhalten wir durch folgende Aussagen über holomorphe Funktionen.

Sei R > 0. Wir bezeichnen mit

A(DR(0)) =
{
f ∈ C(DR(0)); f |DR(0) ∈ O(DR(0))

}
die stetigen Funktionen auf DR(0), die holomorph auf DR(0) sind.

Lemma 1.2.10 (Ungleichung von Borel-Carathéodory). Ist f ∈ A(DR(0)) so gilt

|f(z)| ≤ 2 |z|
R− |z|

A(R) + R + |z|
R− |z|

|f(0)|

für 0 ≤ |z| < R. Für 0 ≤ r ≤ R bezeichne

A(r) = max
|w|≤r
{Re f(w)} .

Beweis: Wir setzen zunächst f(0) = 0 voraus. In diesem Fall dürfen wir zusätzlich
annehmen, dass f nicht konstant ist. Mit a = A(R) gilt dann aufgrund des Maximum-
prinzips für harmonische Funktionen a > A(0) = 0. Damit ist die Funktion

g : D1(0)→ {z ∈ C; Re z < a} , z 7→ f(Rz)

holomorph. Man rechnet leicht nach, dass die Abbildung

T : {z ∈ C; Re z < a} → D1(0), z 7→ z

2a− z

biholomorph ist mit Umkehrabbildung

T−1 : D1(0)→ {z ∈ C; Re z < a} , z 7→ 2az
1 + z

.

Für die holomorphe Verkettung

ϕ = T ◦ g : D1(0)→ D1(0)
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gilt dann ϕ(0) = 0. Aus dem Lemma von Schwarz folgt

|ϕ(z)| ≤ z

für alle z ∈ D1(0). Mit a > 0 folgt

|g(z)| =
∣∣∣T−1(ϕ(z))

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 2aϕ(z)
1 + ϕ(z)

∣∣∣∣∣ ≤ 2a |z|
1− |z|

für alle z ∈ D1(0), und damit

|f(z)| =
∣∣∣∣g ( zR

)∣∣∣∣ ≤ 2a |z|
R− |z|

für alle z ∈ DR(0). Für z ∈ DR(0) gilt also

|f(z)| ≤ 2 |z|
R− |z|

A(R).

Sei nun f ∈ O(DR(0)) beliebig. Wendet man die oben gezeigte Ungleichung auf die
holomorphe Funktion

h : DR(0)→ C, h(z) = f(z)− f(0)

die h(0) = 0 erfüllt, an, so erhält man

|h(z)| = ≤ 2 |z|
R− |z|

max
|w|≤R

{Re(f(w)− f(0)}

≤ 2 |z|
R− |z|

(A(R) + |f(0)|)

für alle z ∈ DR(0). Es folgt schließlich

|f(z)| ≤ |h(z)|+ |f(0)|

≤ 2 |z|
R− |z|

(A(R) + f(0)) + |f(0)|

= 2 |z|
R− |z|

A(R) + R + |z|
R− |z|

|f(0)|

für alle z ∈ DR(0).

Lemma 1.2.11. Seien p ≥ 0, w ∈ C und f ∈ O(Dr(w)) mit

Re f(z) ≤ (r − |z − w|)−p

für alle z ∈ Dr(w). Dann existiert K > 0 so, dass

|f(z)| ≤ K (r − |z − w|)−p−1

für alle z ∈ Dr(w) gilt.
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Beweis: Für s ∈ (0, r) und mit Lemma 1.2.10 angewendet auf die holomorphe Funktion
f(·+ w) ∈ O(Ds(0)) folgt

|f(z)| = |f(z − w + w)| ≤ 2 |z − w|
s− |z − w|

max
|v−w|≤s

{Re f(v)}+ s+ |z − w|
s− |z − w|

|f(w)|

= s+ |z − w|
s− |z − w|

(
2 |z − w|
s+ |z − w| max

|v−w|≤s
{Re f(v)}+ |f(w)|

)

für |z − w| < s. Da [0,∞[→ R, t 7→ 2t
s+t streng monoton wachsend ist, gilt

2 |z − w|
s+ |z − w| ≤

2r
r
2 + r

= 4
3

für s ∈ [ r2 , r) und |z − w| < s. Nach Voraussetzung ist

max
|v−w|≤s

{Re f(v)} ≤ 1
(r − s)p

und für s ∈ [ r2 , r) und |z − w| < s folgt damit weiter

|f(z)| ≤ s+ |z − w|
s− |z − w|

(4
3(r − s)−p + |f(w)|

)
.

Da 2s− r < s ist für s < r folgt für s ∈ [ r2 , r) und |z − w| = 2s− r damit

|f(z)| ≤ 3 |z − w|+ r

r − |z − w|

4
3

(
r

2 −
|z − w|

2

)−p
+ |f(w)|


≤ 4r

(
2p+2 (r − |z − w|)−p−1 + |f(w)|

r − |z − w|

)

= 2p+4r

(
(r − |z − w|)−p−1 + |f(w)|

2p+2 (r − |z − w|)−1
)

≤
(
2p+4r (1 + |f(w)| (r − |z − w|)p)

)
(r − |z − w|)−p−1

≤
(
2p+4r (1 + |f(w)|) rp

)
(r − |z − w|)−p−1 .

Wegen
{

2s− r; s ∈ [ r2 , r)
}

= [0, r) folgt mit der Wahl

K = 2p+4r (1 + |f(w)| rp)

die Behauptung.
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1.3 Schatten-p-Klasse Operatoren
Seien H und K stets komplexe Hilberträume. Außerdem bezeichne

F(H,K) = {T ∈ L(H,K); dim ImT <∞}

die Operatoren endlichen Ranges und

K(H,K) = {T ∈ L(H,K); T kompakt}

die kompakten Operatoren zwischen H und K.

Seien S ∈ L(H) positiv und (ei)i∈I , (fj)j∈J zwei Orthonormalbasen von H und
(〈Sei, ei〉)i∈I summierbar. Für jede endliche Menge M ⊂ I × J gilt dann∑

(i,j)∈M

∣∣∣〈S 1
2 ei, fj

〉∣∣∣2 ≤ ∑
i∈πI(M)

∑
j∈πJ (M)

∣∣∣〈S 1
2 ei, fj

〉∣∣∣2 ≤∑
i∈I
〈Sei, ei〉 <∞,

also ist
(∣∣∣〈S 1

2 ei, fj
〉∣∣∣2)

(i,j)∈I×J
summierbar nach Lemma 1.1.2 und durch zweimaliges

Anwenden von Korollar 1.1.5 folgt∑
i∈I

∑
j∈J

∣∣∣〈S 1
2 ei, fj

〉∣∣∣2 =
∑

(i,j)∈I×J

∣∣∣〈S 1
2 ei, fj

〉∣∣∣2 =
∑
j∈J

∑
i∈I

∣∣∣〈S 1
2 ei, fj

〉∣∣∣2 .
Unter Anwendung der Parsevalschen Gleichung folgt∑

i∈I
〈Sei, ei〉 =

∑
i∈I

∥∥∥S 1
2 ei
∥∥∥2

=
∑
i∈I

∑
j∈J

∣∣∣〈S 1
2 ei, fj

〉∣∣∣2
=
∑
j∈J

∑
i∈I

∣∣∣〈S 1
2fj, ei

〉∣∣∣2
=
∑
j∈J
〈Sfj, fj〉 .

Damit ist sowohl die Summierbarkeit von (〈Sei, ei〉)i∈I als auch der Wert der Summe∑
i∈I 〈Sei, ei〉 unabhängig von der Wahl der Orthonormalbasis und wir können die Spur

eines positiven Operators wie folgt definieren.

Definition 1.3.1. Seien (ei)i∈I eine Orthonormalbasis von H und S ∈ L(H) positiv.
Wir nennen S einen Operator mit endlicher Spur, falls (〈Sei, ei〉)i∈I summierbar ist. In
diesem Fall nennen wir

trS =
∑
i∈I
〈Sei, ei〉

die Spur von S.

Für 1 ≤ p <∞ heißt die Menge

Sp(H,K) = {A ∈ L(H,K); |A|p hat endliche Spur}

die Schatten-p-Klasse von H nach K.
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Wir zeigen nun wichtige Eigenschaften der Schatten-p-Klasse-Operatoren.

Satz 1.3.2. Seien 1 ≤ p <∞, H0, H, K0 und K Hilberträume. Dann gilt:

(i) F(H,K) ⊂ Sp(H,K) ⊂ K(H,K),

(ii) Sp(H,K) ist ein C−Vektorraum und durch

‖·‖p = (tr |·|p)
1
p

wird eine Norm auf Sp(H,K) definiert.

(iii) Ist T ∈ Sp(H,K), so ist T ∗ ∈ Sp(K,H),

(iv) Für T ∈ Sp(H,K), S ∈ L(K,K0) und R ∈ L(H0, H) gilt

STR ∈ Sp(H0, K0)

und
‖STR‖p ≤ ‖S‖ ‖R‖ ‖T‖p .

Beweis: Beginnen wir mit Teil (i). Wir rechnen zunächst eine alternative Darstellung
für tr |T |p nach. Sei dazu T ∈ K(H,K).
Da T ∗T ∈ K(H) selbstadjungiert ist, können wir den Spektralsatz für kompakte, nor-
male Operatoren anwenden.

Sei also (ei)i∈I eine Orthonormalbasis von H zu den Eigenwerten (ai)i∈I von T ∗T ,
wobei I ′ = {i ∈ I; ai 6= 0} höchstens abzählbar ist. Dann gilt also

T ∗Tei = aiei

für alle i ∈ I. Weiterhin sei αi = √ai für alle i ∈ I.
Mit den Eigenschaften des stetigen Funktionalkalküls folgt, dass∑

i∈F
〈|T |p ei, ei〉 =

∑
i∈F

αpi 〈ei, ei〉 =
∑
i∈F

αpi

für alle F ⊂ I endlich gilt. Insbesondere ist damit (〈|T |p ei, ei〉)i∈I genau dann sum-
mierbar, wenn (αpi )i∈I summierbar ist, und in diesem Fall gilt∑

i∈I
〈|T |p ei, ei〉 =

∑
i∈I

αpi . (1.1)

Ist T ∈ F(H,K), so ist I ′ sogar endlich. Damit gilt insbesondere F(H,K) ⊂ Sp(H,K).

Wir zeigen als nächstes, dass S2(H,K) ⊂ K(H,K) gilt. Seien dazu S ∈ S2(H,K) und
eine Orthonormalbasis (ei)i∈I von H gegeben. Da(〈

|S|2 ei, ei
〉)

i∈I
=
(
‖Sei‖2

)
i∈I

summierbar ist, ist nach Lemma 1.1.3 die Menge Ĩ = {i ∈ I : Sei 6= 0} ⊂ I höchstens
abzählbar. Wir können ohne Einschränkung annehmen, dass

∣∣∣Ĩ∣∣∣ = ∞ gilt, da sonst
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S ∈ F(H,K) ⊂ K(H,K) folgt.

Wir können also eine Familie (Jn)n∈N endlicher Teilmengen von I mit ⋃n∈N Jn = Ĩ und
Jn ( Jn+1 für alle n ∈ N wählen. Wir definieren Sn ∈ F(H,K) durch

Sn =
∑
j∈Jn
〈·, ej〉Sej.

Wegen

(S − Sn) ei = Sei −
∑
j∈Jn
〈ei, ej〉Sej =

0, für i ∈ Jn
Sei, für i /∈ Jn

für alle i ∈ I gilt
‖S − Sn‖2

2 =
∑

i∈Ĩ\Jn

‖Sei‖2 n→∞−−−→ 0.

Für alle x ∈ H gilt unter Benutzung von Korollar 1.1.8 und der Parsevalschen Gleichung

‖Sx‖2 ≤
(∑
i∈I
|〈x, ei〉|2

)(∑
i∈I
‖Sei‖2

)
= ‖x‖2 ‖S‖2

2 .

Daraus folgt ‖·‖ ≤ ‖·‖2 und mit ‖S − Sn‖2
n→∞−−−→ 0 erhalten wir auch

‖S − Sn‖
n→∞−−−→ 0.

Als Grenzwert von Operatoren endlichen Ranges ist S damit kompakt.

Sei schließlich T ∈ Sp(H,K) gegeben. Es folgt

|T |p ∈ S1(H),

und damit
|T |

p
2 ∈ S2(H) ⊂ K(H).

Da die kompakten Operatoren ein Ideal bilden folgt daraus

|T | ∈ K(H).

Benutzt man die Polarzerlegung von T , so erhält man ein U ∈ L(H,K) mit

T = U |T | ∈ K(H,K).

Als nächstes widmen wir uns den Teilen (iii) und (iv).

Sei dazu zunächst T ∈ Sp(H,K) gegeben und sei außerdem wie im Beweis von (i)
durch (ei)i∈I eine Orthonormalbasis von H aus Eigenvektoren zur Familie der Eigen-
werte (ai)i∈I von T ∗T gegeben. Wir schreiben wieder αi = √ai für alle i ∈ I und
I ′ = {i ∈ I; αi 6= 0}.

Für alle i ∈ I ′ sei weiter
fi = 1

αi
Tei ∈ K.
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Für i, j ∈ I ′ gilt dann

〈fi, fj〉 = 1
αiαj

〈T ∗Tei, ej〉 = α2
i

αiαj
〈ei, ej〉 = δij,

womit (fi)i∈I′ ein Orthonormalsystem in K ist. Wir ergänzen (fi)i∈I′ zu einer Ortho-
normalbasis (fj)j∈J von K und erhalten mit (1.1), dass

‖T‖pp =
∑
i∈I′

αpi =
∑
i∈I′

( 1
αi
〈T ∗Tei, ei〉

)p
=
∑
i∈I′
|〈Tei, fi〉|p

gilt. Damit folgt

‖T‖p ≤ sup


∑
l∈L
|〈Tgl, hl〉|p

 1
p

 (1.2)

wobei das Supremum auf der rechten Seite über alle Indexmengen L ⊂ I und Ortho-
normalsysteme (gl)l∈L von H und (hl)l∈L von K gebildet wird.

Wir zeigen nun über eine allgemeinere Ungleichung, dass in (1.2) sogar Gleichheit gilt.
Seien dazu S ∈ L(K,K0) wie in (iv) und (gl)l∈L beziehungsweise (hl)l∈L Orthonormal-
systeme in H beziehungsweise K0.

Sei U : H → K eine partielle Isometrie mit T = U |T |. Für alle l ∈ L gilt∑
i∈I
|〈U∗S∗hl, ei〉| |〈ei, gl〉|

≤
(∑
i∈I
|〈U∗S∗hl, ei〉|2

) 1
2
(∑
i∈I
|〈ei, gl〉|2

) 1
2

≤‖U∗S∗hl‖ ‖gl‖ ≤ ‖S∗‖ = ‖S‖ ,

wobei wir Korollar 1.1.8 und die Besselsche Ungleichung benutzt haben.
Eine erneute Anwendung von Korollar 1.1.8 liefert(∑

i∈I
αi |〈U∗S∗hl, ei〉| |〈ei, gl〉|

)p

≤
(∑
i∈I

αpi |〈U∗S∗hl, ei〉| |〈ei, gl〉|
)(∑

i∈I
|〈U∗S∗hl, ei〉| |〈ei, gl〉|

) p
q

für alle l ∈ L, wobei q den konjugierten Exponenten zu p bezeichnet.
Aus der vorigen Rechnung folgern wir für den zweiten Faktor

(∑
i∈I
|〈U∗S∗hl, ei〉| |〈ei, gl〉|

) p
q

≤ ‖S‖
p
q (l ∈ L).
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Damit folgt dann unter Beachtung von (1.1) weiter

∑
l∈L

(∑
i∈I

αi |〈U∗S∗hl, ei〉| |〈ei, gl〉|
)p

≤‖S‖
p
q

∑
l∈L

∑
i∈I

αpi |〈U∗S∗hl, ei〉| |〈ei, gl〉|


= ‖S‖

p
q

∑
i∈I

αpi
∑
l∈L
|〈U∗S∗hl, ei〉| |〈ei, gl〉|


≤‖S‖

p
q

∑
i∈I

αpi

∑
l∈L
|〈SUei, hl〉|2

 1
2
∑
l∈L
|〈ei, gl〉|2

 1
2


≤‖S‖
p
q
∑
i∈I

αpi ‖SUei‖ ‖ei‖

≤‖S‖
p
q

+1∑
i∈I

αpi = ‖S‖
p
q

+1 ‖T‖pp = ‖S‖p ‖T‖pp .

Es gilt außerdem

|T | (U∗S∗hl) = |T |
(∑
i∈I
〈U∗S∗hl, ei〉 ei

)
=
∑
i∈I

αi 〈U∗S∗hl, ei〉 ei

und damit
|〈|T |U∗S∗hl, gl〉| ≤

∑
i∈I

αi |〈U∗S∗hl, ei〉| |〈ei, gl〉|

für alle l ∈ L. Dies liefert schließlich∑
l∈L
|〈|T |U∗S∗hl, gl〉|p ≤ ‖S‖p ‖T‖pp .

Wegen |〈STgl, hl〉| = |〈T ∗S∗hl, gl〉| = |〈|T |U∗S∗hl, gl〉| für alle l ∈ L folgt schlussendlich
∑
l∈L
|〈STgl, hl〉|p

 1
p

≤ ‖S‖ ‖T‖p . (1.3)

Wählt man nun speziell K0 = K und S = 1K , so erhält man die Darstellung

‖T‖p = sup


∑
l∈L
|〈Tgl, hl〉|p

 1
p

 ,
wobei das Supremum über alle Orthonormalsysteme (gl)l∈L in H und (hl)l∈L in K ge-
bildet wird.
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Aus dieser Darstellung ergibt sich für T, T1, T2 ∈ Sp(H,K) sofort,

T1 + T2 ∈ Sp(H,K).

Da das Supremum symmetrisch in H und K ist, folgt für T ∈ Sp(H,K) außerdem,
dass T ∗ ∈ Sp(K,H) mit ‖T ∗‖p = ‖T‖p gilt. Außerdem erhalten wir mit Gleichung
(1.3) für T ∈ Sp(H,K) und S ∈ L(K,K0), dass

‖ST‖p ≤ ‖S‖ ‖T‖p

und insbesondere ST ∈ Sp(H,K0) gelten. Für einen weiteren Operator R ∈ L(H0, H)
folgt schließlich

‖TR‖p = ‖R∗T ∗‖p ≤ ‖R
∗‖ ‖T ∗‖p = ‖R‖ ‖T‖p

und damit insbesondere TR ∈ Sp(H0, K).

Die Behauptungen aus (ii) folgen nun direkt aus (1.3). Zum Beweis der Definitheit von
‖·‖p beachte man (1.1).

Aus dem obigen Beweis folgt insbesondere das folgende Korollar.

Korollar 1.3.3. Seien H ein komplexer, seperabler Hilbertraum, T ∈ K(H) normal.
Sei weiter (en)n∈N eine Orthonormalbasis von H und (αn)n∈N eine Folge mit

Ten = αnen

für alle n ∈ N. Dann ist T ∈ Sp(H) genau dann, wenn ∑∞n=0 |αn|
p <∞ gilt.

Sind H,K Hilberträume und 0 < p1 ≤ p2, so kann man zeigen, dass

Sp1(H,K) ⊂ Sp2(H,K)

gilt. Insbesondere gibt es zu p > 0 ein k ∈ N mit k ≥ p und

Sp(H,K) ⊂ Sk(H,K).

Aus dem Beweis von Satz 1.3.2 entnimmt man, dass F2(H,K) ⊂ Sp(H,K) dicht be-
züglich ‖·‖ und ‖·‖p ist.

Allgemeiner kann man folgendes Resultat zeigen, siehe etwa [4].

Korollar 1.3.4. Sind H,K Hilberträume und T ∈ Sp(H,K) für 1 ≤ p < ∞, so gibt
es eine Folge (Tn)n∈N in F(H,K) so, dass

‖T − Tn‖
n−→ 0, ‖T − Tn‖p

n−→ 0

gelten.

Wir führen nun einen verallgemeinerten Determinantenbegriff auf dem Raum der Schatten-
p-Klasse-Operatoren ein.
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Definition 1.3.5. Seien k ∈ N∗ und T ∈ Sk(H) und (λi)i∈N eine Abzählung der von
Null verschiedenen Eigenwerte von T so, dass jeder Eigenwert λ 6= 0 entsprechend
seiner Vielfachheit vorkommt und die Folge (|λi|)i∈N monoton fällt. Gibt es nur N
solcher Eigenwerte mit N ∈ N, so sei λi = 0 für i > N . Dann definieren wir

δk(T ) =
∞∏
i=1

[
(1 + λi) exp

(
−λi + λ2

i

2 − · · ·+
(−1)k−1

k − 1 λk−1
i

)]
.

Für σp(T ) = {0} oder σp(T ) = ∅ sei δk(T ) = 1.

Lemma 1.3.6. (i) Ist T ∈ Sk(H) für ein k ∈ N∗, so ist δk(T ) ein absolut konver-
gentes Produkt

(ii) Die Abbildung
Sk(H)→ C, T 7→ δk(T )

ist stetig. Hierbei sei Sk(H) mit der von ‖·‖k erzeugten Topologie versehen.

(iii) Es existiert eine Konstante Γk > 0 so, dass

|δk(T )| ≤ exp
(
Γk ‖T‖kk

)
für alle T ∈ Sk(H) gilt.

(iv) Gilt darüberhinaus −1 /∈ σ(T ), so existiert eine Konstante ∆k so, dass∣∣∣δk(T )(1 + T )−1
∣∣∣ ≤ exp

(
∆k ‖T‖kk

)
für alle T ∈ Sk(H) gilt.

Einen Beweis dieses Lemmas findet man etwa in [4].

Lemma 1.3.7. Seien U ⊂ C offen, A : U → Cn×n holomorph und N, n ∈ N∗ fest.
Dann ist die Abbildung

U → C, z 7→ δN(A(z))
holomorph.

Beweis: Sei U ⊂ C offen, A : U → Cn×n ∼= L(Cn) homomorph Dann ist die Abbildung

f : U × C, f(z, λ) = det(λ1− A(z))

holomorph, wobei f(z, ·) ∈ C [λ] für z ∈ U ein normiertes Polynom n-ten Grades ist.
Insbesondere ist f in jeder Nullstelle (a, b) ∈ Z(f) = {(z, λ) ∈ U × C; f(z, λ) = 0}
λ-regulär mit der algebraischen Vielfachheit von b als Eigenwert von A(a) ∈ Cn×n als
Ordnung.

Sei (a, b) ∈ Z(f). Fixiere einen Eigenwert b von A(a) der algebraischen Vielfachheit k.
Nach Lemma 4.4 (a) in [6] gibt es eine Zahl r0 > 0 so, dass es zu jedem r ∈ (0, r0) ein
δ > 0 mit

Dδ(a)×Dr(b) ⊂ U × C
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gibt, und dass für alle z ∈ Dδ(a) die Funktion f(z, ·) genau k Nullstellen (in Vielfach-
heiten) λ1(z), . . . , λk(z) in Dr(b) hat und auf ∂Dr(b) keine.
Man beachte, dass

f(z, ·) = det(·En − A(z))
das charakteristische Polynom der Matrix A(z) ist. Also hat für z ∈ Dδ(a) die Matrix
A(z) in Dr(b) genau die k Eigenwerte λ1(z), . . . , λk(z), wobei jeder dieser Eigenwerte
entsprechend seiner algebraischen Vielfachheit als Nullstelle des charakteristischen Po-
lynoms vorkommt.

Definiert man für gegebenes N ∈ N∗ die Abbildung

g : U × C→ C, g(z, λ) = (1 + λ) exp
N−1∑
j=1

(−1)j λ
j

j

 ,
so ist diese holomorph und mit Lemma 4.4 (b) in [6] folgt, dass auch die Funktion

Dδ(a)→ C, z 7→
k∏
i=1

g(z, λi(z)) =
k∏
i=1

(1 + λi(z)) exp
N−1∑
j=1

(−1)j (λi(z))j
j


holomorph ist.

Für a ∈ U seien b1, . . . , br die paarweise verschiedenen Eigenwerte der Matrix A(a) mit
algebraischen Vielfachheiten k1, . . . , kr.
Indem man obige Überlegung auf jeden der Eigenwerte bl (l = 1, . . . , r) anwendet, kann
man Zahlen δ, r > 0 wählen so, dass

Dr(bl) ∩Dr(bm) = ∅

für l,m = 1, . . . , r mit l 6= m gilt und so, dass für jedes z ∈ Dδ(a) und jedes l = 1, . . . , r
die Funktion

f(z, ·) = det(·En − A(z))
genau kl Nullstellen λ

(l)
1 , . . . , λ

(l)
kl

in Dr(bl) hat (in Vielfachheiten) und auf ∂Dr(bl)
keine. Als Anwendung von Lemma 4.4 (b) in [6] erhält man wie oben gesehen, dass die
Funktion

Dδ(a)→ C, z 7→
r∏
l=1

kl∏
i=1

(1 + λ
(l)
i (z)) exp

N−1∑
j=1

(−1)j λ
(l)
i (z)
j

 = δN(A(z))

holomorph von ist. Man beachte dabei, dass die

λ
(l)
i (l = 1, . . . , r, i = 1, . . . , kl)

genau die paarweise verschiedenen Eigenwerte der Matrix A(z) sind, wobei jeder ent-
sprechend seiner Vielfachheit als Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A(z)
wiederholt wird.

Da a ∈ U beliebig war, folgt daraus die Holomorphie von

U → C, z 7→ δN(A(z)).
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Zum Abschluss dieses Kapitels zeigen wir eine verbesserte Version der Polarzerlegung.

Lemma 1.3.8. Sei T ∈ L(H) mit KerT = KerT ∗. Dann gibt es eine unitäre Abbildung
U ∈ L(H) mit T = U |T |, wobei wie üblich |T | =

√
T ∗T gelte.

Beweis: Es gilt
‖|T |x‖2 =

〈
|T |2 x, x

〉
= 〈T ∗Tx, x〉 = ‖Tx‖2

für alle x ∈ H. Damit ist die durch

Ũ : Im |T | → ImT, |T |x 7→ Tx

definierte lineare Abbildung wohldefiniert und isometrisch. Wir setzen Ũ stetig zu einer
Isometrie

Û : Im |T | → ImT

fort. Man rechnet nach, dass KerT ∗T = KerT = KerT ∗ und KerT ∗T = Ker(T ∗T ) 1
2

gelten, und erhält damit

Im |T | = (Ker |T |)⊥ = (KerT ∗)⊥ = ImT .

Wir setzen
U = ÛPIm|T | + PImT

⊥ .

Man rechnet leicht nach, dass U eine surjektive Isometrie definiert und damit unitär
ist.
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2 A-spektrale Funktionen

2.1 Zulässige A-Algebren und Zerlegbarkeit
Sei X ein Banachraum. In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit id ∈ L(X) die identi-
sche Abbildung auf X.

Definition 2.1.1. Seien Ω ⊂ C und A ⊂ {f ; f : Ω→ C stetig} eine Algebra.

(i) A heißt normal, falls für jede endliche offene Überdeckung Ω ⊂ U1 ∪ . . . ∪ Un
(n ∈ N∗) Funktionen fi ∈ A (i = 1, . . . , n) mit
a) fi(Ω) ⊂ [0, 1] (i = 1, . . . , n),
b) supp fi ⊂ Ui (i = 1, . . . , n),
c) ∑n

i=1 fi = 1 auf Ω,
existieren.

(ii) A heißt zulässig, falls sie die folgenden Eigenschaften hat:
a) (Ω→ C, z 7→ z) = z ∈ Ω.
b) (Ω→ C, z 7→ 1) = 1 ∈ Ω.
c) A ist normal.
d) Für alle f ∈ A und ξ ∈ C \ supp (f) ist die Funktion

fξ : Ω→ C, fξ(z) =


f(z)
ξ−z , z ∈ Ω \ {ξ}
0, z ∈ Ω ∩ {ξ}

in A.

Definition 2.1.2. Sei A eine zulässige Algebra. Eine Abbildung U : A→ L(X), f 7→
Uf heißt A-spektral, falls

(i) U ein Algebrenhomomorphismus mit U1 = id ist und

(ii) die Abbildung (supp {f}c → L(X), ξ 7→ Ufξ) holomorph ist für alle f ∈ A.

Definition 2.1.3. Eine Algebra (A, τ) mit einer Topologie τ heißt topologisch zulässig,
falls

(i) A zulässig ist,

(ii) τ eine lokalkonvexe Topologie ist, so, dass für jede Cauchyfolge (fn)n∈N in A mit
fn(z) n−→ 0 für alle z ∈ Ω schon fn n−→ 0 in τ gilt und
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(iii) die Abbildung (supp {f}c → A, ξ 7→ fξ) stetig ist für alle f ∈ A.

Definition 2.1.4. Sei (A, τ) eine topologisch zulässige Algebra. Eine Abbildung U : A→
L(X) heißt stetig A-spektral, falls U ein stetiger Algebrenhomomorphismus mit U1 = id
ist.

Satz 2.1.5. Seien (A, τ) eine topologisch zulässige Algebra und U : A → L(X) eine
stetig A-spektrale Abbildung. Dann ist U auch A-spektral.

Einen Beweis dieses Satzes findet man etwa in [3, Thm. 3.5.4].

Definition 2.1.6. Sei T ∈ L(X). Ein abgeschlossener TeilraumM ⊂ X heißt spektral
maximaler Raum (SM-Raum) von T , falls

(i) M ∈ Lat(T ) ist und

(ii) für N ⊂ X mit N ∈ Lat(T ) und σ(T |N) ⊂ σ(T |M) schon N ⊂M gilt.

Lemma 2.1.7. Seien T ∈ L(X) und M ⊂ X ein SM-Raum von T . Dann ist M
hyperinvariant für T .

Einen Beweis findet man etwa in [3, Prop. 1.3.2].

Definition 2.1.8. Ein Operator T ∈ L(X) heißt zerlegbar, falls für jede endliche offene
Überdeckung σ(T ) ⊂ U1 ∪ . . . ∪ Un (n ∈ N∗) SM-Räume M1, . . . ,Mn von T mit

(i) σ(T |Mi
) ⊂ Ui (i = 1, . . . , n) und

(ii) X = M1 + · · ·+Mn

existieren.

Lemma 2.1.9. Ist T ∈ L(X) mit |σ(T )| > 1, so hat T nichttriviale abgeschlossene
hyperinvariante Teilräume.

Beweis: Sei etwa {λ1, λ2} ⊂ σ(T ). Wir wählen eine offene Überdeckung σ(T ) ⊂ U1∪U2
mit

λi ∈ Ui \ U1 ∩ U2 (i = 1, 2)

und SM-Räume M1, M2 für T mit σ(T |Mi
) ⊂ Ui (i = 1, 2) und X = M1 + M2. Diese

sind abgeschlossen und nach Lemma 2.1.7 hyperinvariant.

WäreM1 = ∅ oderM2 = ∅, so wäreX = M2 oderX = M1, also σ(T ) ⊂ U1 oder σ(T ) ⊂
U2. Wegen λ2 ∈ σ(T ) \ U1 beziehungsweise λ1 ∈ σ(T ) \ U2 ist das ein Widerspruch.
Genauso M1 = X oder M2 = X.

Satz 2.1.10. Seien A eine zulässige Algebra und U : A → L(X) eine A-spektrale Ab-
bildung. Dann ist Uz zerlegbar.

Einen Beweis dieses Resultats findet man etwa in [3, Thm. 3.1.16].
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2.2 Die Banachalgebra Aρ

Sei X ein Banachraum. In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit id ∈ L(X) die identi-
sche Abbildung auf X.

Ist eine Folge ρ = (ρn)n∈Z in [1,∞) mit
(i) ρn+m ≤ ρnρm (n,m ∈ Z),

(ii) lim
|n|→∞

|n|
√
ρn = 1

gegeben, so setzen wir

Aρ = A(ρn)n∈Z =

f ∈ C(T); ‖f‖ =
∑
n∈Z

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣ ρn <∞

 .
Hierbei bezeichne f̂(n) den n-ten Fourierkoeffizienten von f . Man rechnet leicht nach,
vergleiche etwa [3, S. 140], dass für eine Folge ρ wie oben, (Aρ, ‖·‖) eine Banachalgebra
ist.
Definition 2.2.1. Sei (ρn)n∈Z eine Folge in [1,∞), welche die Bedingungen (i) und (ii)
von oben erfüllt. Wir sagen, ρ = (ρn)n∈Z erfülle die Beurling-Bedingung, falls∑

n∈Z

log ρn
1 + n2

konvergiert.
Satz 2.2.2. Erfüllt eine Folge (ρn)n∈Z die Bedingungen (i) und (ii) von oben und
zusätzlich die Beurling-Bedingung, so ist die Banachalgebra Aρ topologisch zulässig.
Einen Beweis dieses Satzes findet man etwa in [3, Thm. 5.2.12 und Thm. 5.2.7].

Sei T ∈ L(X) mit σ(T ) ⊂ T. Mit dem spektralen Abbildungssatz folgt
1 = r(T n) ≤ ‖T n‖

für alle n ∈ Z und
n

√
‖T n‖ n−→ r(T ) = 1, n

√
‖T−n‖ n−→ r(T−1) = 1.

Also erfüllt die durch ρn = ‖T n‖ (n ∈ Z) definierte Folge ρ = (ρn)n∈Z die Bedingungen
(i) und (ii) von oben. Damit ist

AT = A(‖Tn‖)n∈Z ⊂ C(T)
eine Banachalgebra. Man rechnet leicht nach, dass die Abbildung

U : AT → L(X), f 7→ Uf =
∑
n∈Z

f̂(n)T n

einen stetigen Algebrenhomomorphismus mit U1 = id und Uz = T definiert.
Satz 2.2.3. Sei T ∈ L(X) mit σ(T ) ⊂ T. Erfüllt T die Beurling-Bedingung, so ist T
zerlegbar. Gilt zusätzlich |σ(T )| > 1, so besitzt T nichttriviale abgeschlossene hyperin-
variante Teilräume.
Beweis: Die Behauptung folgt mit Satz 2.2.2, Satz 2.1.5, Satz 2.1.10, Lemma 2.1.9,
und den Bemerkungen vor diesem Satz.
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2.3 Operatoren mit Wachstumsbedingung
In diesem Abschnitt zeigen wir ein hinreichendes Kriterium für die Erfüllung der
Beurling-Bedingung. Sei X ein Banachraum.
Lemma 2.3.1. Seien T ∈ L(X) mit σ(T ) ⊂ T. Gibt es Zahlen β, K, M > 0 so, dass∥∥∥(λ− T )−1

∥∥∥ ≤M exp
(
K ||λ| − 1|−β

)
für alle λ ∈ D2(0) \ T gilt, so gibt es weitere Konstanten M1, K1 > 0 so, dass

‖T n‖ ≤M1 exp
(
K1 |n|1−

1
1+β
)

für alle n ∈ Z gilt.

Beweis: Sei α = 1
1+β ∈ (0, 1). Dann ist αβ = 1−α = 1− 1

1+β . Wir betrachten zunächst
den Fall n ∈ Z≥0. In diesem Fall setzen wir r = 1 + 1

nα
. Dann gilt 1 < r ≤ 2 und mit

dem analytischen Funktionalkalkül (Satz 1.2.5) folgt

T n = 1
2πi

∫
∂Dr(0)

λnR(λ, T ) dλ.

Mit der Standartabschätzung für Kurvenintegrale folgt

‖T n‖ ≤ rn+1M exp
(
K |r − 1|−β

)
= M

(
1 + 1

nα

)n+1
exp

(
K |r − 1|−β

)
für alle n ≥ 1. Unter Verwendung von Lemma 1.1.17 folgt dann

‖T n‖ ≤ CM exp
(
n1−α +Knαβ

)
= CM exp

(
(1 +K)n1− 1

1+β
)
.

Wir betrachten jetzt den Fall negativer Exponenten. Sei n ∈ Z≥2 und r = 1 − 1
2nα .

Dann gilt

T−n = 1
2πi

∫
∂D2‖T‖(0)

λ−nR(λ, T ) dλ− 1
2πi

∫
∂Dr(0)

λ−nR(λ, T ) dλ.

Das erste Integral berechnet sich zu
1

2πi

∫
∂D2‖T‖(0)

∞∑
k=0

T k

λk+n+1 dλ =
∞∑
k=0

1
2πi

(∫
∂D2‖T‖(0)

1
λk+n+1 dλ

)
T k = 0.

Das zweite Integral lässt sich abschätzen gegen
M

rn−1 exp(Knαβ) = M
(

1 + 1
2nα − 1

)n−1
exp(Knαβ).

Mit Lemma 1.1.17 folgt ∥∥∥T−n∥∥∥ ≤M exp
(
(1 +K)n1− 1

1+β
)

für alle n ≥ 1. Also folgt die Behauptung mit M1 = max {CM,M, 1} und K1 =
1 +K.
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Satz 2.3.2. Sei T ∈ L(X) mit σ(T ) ⊂ T. Gibt es Zahlen β, K, M > 0 mit∥∥∥(λ− T )−1
∥∥∥ ≤M exp

(
K ||λ| − 1|−β

)
für alle λ ∈ C \ T, so erfüllt T die Beurling-Bedingung.

Beweis: Aus Lemma 2.3.1 folgt, dass es Konstanten M1, K1 > 0 gibt, so dass

‖T n‖ ≤M1 exp
(
K1 |n|1−

1
1+β
)

für alle n ∈ Z gilt. Damit folgt

log ‖T n‖
1 + n2 ≤

logM1

1 + n2 + K1 |n|1−
1

1+β

1 + n2

für alle n ∈ Z. Da ∑n∈Z
1

1+n2 konvergiert und da wegen 1 − 1
1+β < 1 auch ∑n∈Z

|n|α
1+n2

konvergiert, konvergiert nach Lemma 1.1.9 auch

∑
n∈Z

log ‖T n‖
1 + n2 .

Also ist die Beurling-Bedingung erfüllt.
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3 Maximal invariante Teilräume für
Operatoren auf Hilberträumen

Dieses Kapitel widmet sich dem Beweis des Hauptresultats.

3.1 Existenz von invarianten Teilräumen für
Operatoren spezieller Klassen

Sei H im folgenden stets ein komplexer unendlich dimensionaler seperabler Hilber-
traum.

Lemma 3.1.1. Sind T ∈ Fred(H) und 1 − T ∗T ∈ Sp(H) für ein p ≥ 1, so ist
1− TT ∗ ∈ Sp(H).

Beweis: Sei T ∈ Fred(H). Wir zeigen zunächst, dass Operatoren Q ∈ L(H) und F ∈
F(H) existieren so, dass TQ = 1 + F gilt. Wir betrachten dazu die Abbildung

T̃ : (KerT )⊥ −→ ImT, T̃x = Tx

welche nach dem Prinzip der stetigen Inversen invertierbar ist. Damit folgt, dass

Q : H PImT−−−→ ImT
T̂=i◦T̃−1
−−−−−→ H

stetig ist, wobei i : (KerT )⊥ ↪→ H die Inklusion bezeichnet. Dann hat der Operator

1− TQ = 1− T T̂PImT

als stetige Projektion auf ImT⊥ endlichen Rang. Somit können wir F = −(1 − TQ)
von endlichem Rang mit TQ = 1 + F wählen. Sei nun zusätzlich 1 − T ∗T ∈ Sp(H).
Nach Satz 1.3.2 gelten (1− TT ∗)F ∈ Sp(H) und T (1− T ∗TQ) ∈ Sp(H). Wegen

T (1− T ∗T )Q = (1− TT ∗)TQ
= (1− TT ∗)(1 + F )
= 1− TT ∗ + (1− TT ∗)F

folgt 1− TT ∗ ∈ Sp(H).

Satz 3.1.2. Seien T ∈ L(H) und 1 − TT ∗ ∈ Sp(H) für ein p ≥ 1 gilt. Dann hat T
einen nichttrivialen abgeschlossenen invarianten Teilraum.
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Dem Beweis von obigem Satz widmen wir uns erst in Kapitel 3.2, da dieser umfang-
reiche Vorarbeit benötigt.

Sind N ⊂M ⊂ H abgeschlossene Teilräume, so bezeichnen wir mit M 	N = M ∩N⊥
das orthogonale Komplement von N in M . Dann gilt (M 	N)⊕N = M .

Lemma 3.1.3. Sei T ∈ Fred(H) so, dass 1 − TT ∗ ∈ Sp(H) für ein p ≥ 1 gilt. Sind
M , N ∈ LatT mit N ⊂M , und gelten

(i) dim(M 	N) ≥ 2,

(ii) dim(M 	 TM) <∞,

dann existiert L ∈ LatT so, dass N ( L (M gilt.

Beweis: Wir betrachten im Folgenden die Kompression

S : M 	N −→M 	N, Sx = PM	NTx.

Wir zeigen zunächst, dass es L ∈ LatT mit N ( L ( M genau dann gibt, wenn
es L0 ∈ LatS mit {0} ( L0 ( M 	 N gibt. Ist nämlich einerseits L ∈ Lat(T ) mit
N ( L (M , so gilt

L0 = L	N /∈ {{0},M 	N} .

Dann folgt weiter

SL0 = PM	NT |M	N(L	N) ⊂ L	N = L0,

also ist L0 invariant für S.
Ist andererseits L0 ∈ Lat(S) mit {0} 6= L0 ( M 	 N und setzen wir L = L0 + N , so
gilt

PM	NT |M	NL0 ⊂ L0,

und wegen TL0 ⊂ TM ⊂M auch

PN⊥TL0 ⊂ L0.

Damit folgt zunächst

TL0 = PNTL0 + PN⊥TL0 ⊂ N + L0 = L

und weiter
TL = TL0 + TN ⊂ L.

Damit genügt es zu zeigen, dass S einen nichttrivialen invarianten Teilraum hat. Um
dies zu zeigen wollen wir Satz 3.1.2 auf S anwenden. Es reicht also zu zeigen, dass

1M	N − SS∗ ∈ Sp(M 	N)

gilt. Wir betrachten nun
T |M : M −→M.
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Zuerst zeigen wir, dass
1M − T |M(T |M)∗ ∈ Sp(M)

gilt. Da T ∈ Fred(H) und 1−TT ∗ ∈ Sp(H) gelten, ist 1−T ∗T ∈ Sp(H) nach Lemma
3.1.1. Für R ∈ Sp(H) und M ∈ Lat(R) gilt nach Satz 1.3.2 allgemein

R|M = PM ◦R ◦ i ∈ Sp(M),

wobei i : M ↪→ H die Inklusion bezeichnet. Damit gilt

1M − (T |M)∗(T |M) = 1M − PMT ∗|MT |M
= (1− PMT ∗T ) |M
= (PM(1− T ∗T )PM)︸ ︷︷ ︸

∈Sp(H)

|M ∈ Sp(M).

Wegen KerT |M ⊂ KerT gilt dim KerT |M < ∞. Da TM ⊂ H nach Lemma 1.1.15
abgeschlossen ist, sind M/TM und M 	 TM als Vektorräume isomorph und es gilt

dimM/TM = dimM 	 TM <∞,

also ist T |M ∈ Fred(M). Mit obiger Rechnung folgt aus Satz 3.1.2 weiter, dass

1M − T |M (T |M)∗ ∈ Sp(M)

gilt. Wegen T ∗N⊥ ⊂ N⊥ ist

SS∗ = (PM	NT |M	N) (PM	NT |M	N)∗

= (PM	NTPM	NT ∗) |M	N
= (PM	NT (PM − PN)T ∗) |M	N
= PM	NTPMT

∗|M	N

und damit folgt schließlich

1M	N − SS∗ = (1− PM	NTPMT ∗) |M	N
= PM	N (1M − (T |M) (T |M)∗)︸ ︷︷ ︸

∈Sp(M)

|M	N ∈ Sp(M 	N).

Damit erhalten wir sofort das Hauptresultat dieser Arbeit.

Korollar 3.1.4. Seien T ∈ Fred(H) und 1 − TT ∗ ∈ Sp(H) für ein p ≥ 1. Ist M
ein invarianter Teilraum für T mit dimM 	 TM < ∞, dann gilt für jeden maximal
invarianten Teilraum N ⊂M schon dimM/N = 1.
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3.2 Schatten-p-Klasse Störungen von unitären
Operatoren

In diesem Abschnitt werden wir das noch nicht bewiesene Theorem 3.1.2 beweisen. Sei
H im Folgenden ein komplexer unendlich dimensionaler seperabler Hilbertraum, sowie
1 ≤ p <∞.

Wir erinnern an den in 1.3.5 eingeführten Determinantenbegriff für Operatoren der
Schatten-p-Klasse.

Lemma 3.2.1. Sind B ∈ Sp(H), k ∈ N mit k ≥ p und A ∈ L(H), so ist die Funktion

ρ(A)→ C, z 7→ δk(B(z − A)−1)

holomorph.

Beweis: Seien z0 ∈ ρ(A) und r > 0 mit Dr(z0) ⊂ ρ(A). Zu n ∈ N wähle Bn ∈ F(H)
mit ‖Bn −B‖k <

1
n
und ‖Bn −B‖ < 1

n
und setze Mn = ImBn. Für alle z ∈ Dr(z0) ist

Mn invariant für Bn(z − A)−1.

Ist T ∈ L(H), so gilt
Ker(λ− T ) = Ker(λ− T |ImT )

für λ ∈ C \ {0}. Da ImBn(z − A)−1 = ImBn = Mn gilt, besitzen Bn(z − A)−1 und
die Einschränkung Bn(z − A)−1|Mn die selben von Null verschiedenen Eigenwerte mit
denselben Vielfachheiten und es gilt daher

δk
(
Bn(z − A)−1

)
= δk

((
Bn(z − A)−1

)
|Mn

)
.

Unter Berücksichtigung der linearen Abbildung

{T ∈ L(H); Mn ∈ LatT} → L(Mn), T 7→ T |Mn ,

dem Isomorphismus L(Mn) ∼= CN×N (mit N = dimMn) und der holomorphen Abbil-
dung

ρ(A)→ L(H), z 7→ 1 +Bn(z − A)−1,

folgt mit Lemma 1.3.7, dass

ρ(A)→ C, z 7→ δk(Bn(z − A)−1)

holomorph ist. Unter Benutzung von Satz 1.3.2 gilt außerdem∥∥∥Bn(z − A)−1 −B(z − A)−1
∥∥∥
k

=
∥∥∥(Bn −B)(z − A)−1

∥∥∥
k

≤ ‖Bn −B‖k
∥∥∥(z − A)−1

∥∥∥
für alle z ∈ ρ(A). Mit Lemma 1.3.6 (ii) folgt

δk(Bn(z − A)−1) n−→ δk(B(z − A)−1)
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für alle z ∈ ρ(A). Da ∥∥∥Bn(z − A)−1
∥∥∥
k
≤ sup

n∈N
‖Bn‖k

∥∥∥(z − A)−1
∥∥∥

für alle n ∈ N und z ∈ Dr(0) gilt, und

D = Dr(z0)→ [0,∞[, z 7→
∥∥∥(z − A)−1

∥∥∥
eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge ist, folgt

sup
z∈D

sup
n∈N

∥∥∥Bn(z − A)−1
∥∥∥
k
<∞.

Somit ist (δk(Bn(z − A)−1))n∈N gleichmäßig beschränkt auf D nach Lemma 1.3.6 (iii).
Nach dem Satz von Vitali konvergiert die durch

fn : ρ(A)→ C, z 7→ δk(Bn(z − A)−1) (n ∈ N)

gegebene Funktionenfolge (fn)n∈N kompakt gleichmäßig gegen

ρ(A)→ C, z 7→ δk(B(z − A)−1).

Mit dem Satz von Weierstraß folgt die Behauptung.

Lemma 3.2.2. Seien w ∈ C, r > 0, D = Dr(w) und z ∈ D gegeben. Dann gilt

d(z, ∂D) = r − |z − w| .

Beweis: Sei ohne Einschränkung z 6= w. Für z ∈ D gilt

d(z, ∂D) = inf
p∈∂D

|z − p|

≥ inf
p∈∂D

(|w − p| − |z − w|)

=
(

inf
p∈∂D

|w − p|
)
− |z − w|

= r − |z − w| .

Mit q = z + z−w
|z−w|(r − |z − w|) folgt

∣∣∣∣∣
(
z + z − w
|z − w|

(r − |z − w|)
)
− w

∣∣∣∣∣ = |z − w|
|z − w|

(|z − w|+ r − |z − w|) = r,

somit ist q ∈ ∂D. Damit gilt andererseits

d(z, ∂D) = inf
p∈∂D

|z − p| ≤ |z − q| = r − |z − w| .
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Lemma 3.2.3. Seien w ∈ C, r > 0, D = Dr(w), v0 ∈ C und z0 ∈ ∂D, so, dass für
die abgeschlossene Strecke L = [z0, v0] schon v0 ∈ D ∪ {z0} gilt. Dann gibt es eine
Konstante K = K(r, w) ∈ (0,∞) mit

d(z, ∂D) ≥ K |z − z0|

für alle z ∈ L.

Beweis: Wir dürfen ohne Einschränkung annehmen, dass v0 6= z0 ist, denn sonst wäre
L = {z0}. Sei z ∈ L und

[0, 1]→ C ∼= R2, t 7→ z0 + t(v0 − z0)

die kanonische Parametrisierung von L. Für

f : [0, 1]→ R2, t 7→ z0 + t(v0 − z0)− w

und t ∈ [0, 1] gilt f ′(t) = v0 − z0. Wegen

grad |·| (x, y) = 1
|(x, y)|(x, y)

für alle (x, y) ∈ R2 folgt mit

g : [0, 1]→ R, t 7→ |f(t)|

und der Kettenregel

g′(0) = grad |·| (f(0)) f ′(0)

= 1
|z0 − w|

(z0 − w)t(v0 − z0) 6= 0,

denn sonst wäre

|v0 − w|2 = |(v0 − z0) + (z0 − w)|2 = |v0 − z0|2 + |z0 − w|2 ≥ r2

im Widerspruch zur Voraussetzung, dass v0 ∈ D = Dr(w) gilt. Die Funktion

h : ]0, 1]→ C ∼= R2, h(t) = t |v0 − z0|
r − |z0 + t(v0 − z0)− w|

ist stetig und mit der Parametrisierung von L und Lemma 3.2.2 folgt, dass

{h(t); t ∈ ]0, 1]} =
{
|z − z0|
d(z, ∂D) ; z ∈ L \ {z0}

}
(∗)

gilt. Wegen

lim
t→0

h(t) =
(

lim
t→0

t− 0
g(t)− g(0)

)
(− |v0 − z0|) = −|v0 − z0|

g′(0)

ist h in t = 0 zu h̃ stetig fortsetzbar.

Da h̃ als stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ihr Maximum annimmt, ist sie
beschränkt, etwa durch K(r, w). Dann ist aber auch h beschränkt und die Behauptung
folgt aus (∗).
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Lemma 3.2.4. Seien w ∈ C, r > 0, D = Dr(w), z0 ∈ ∂D, p ≥ 0 und L = [z0, v0] eine
abgeschlossene Strecke mit L \ {z0} ⊂ D. Ist f : D → C holomorph mit

Re f(z) ≤ K d(z, ∂D)−p

für alle z ∈ D, so existiert M > 0 mit

|f(z)| ≤M |z − z0|−p−1

für alle z ∈ D ∩ L = L \ {z0}.

Beweis: Sei z ∈ D ∩ L. Aus der Voraussetzung und Lemma 3.2.2 folgt

Re f(z) ≤ K d(z, ∂D)−p = K(r − |z − w|)−p

für alle z ∈ D. Aus Lemma 1.2.11 und Lemma 3.2.3 folgt direkt, dass es Konstanten
N,M > 0 mit

|f(z)| ≤ N(r − |z − w|)−p−1

= N(d(z, ∂D))−p−1

≤M |z − z0|−p−1

für alle z ∈ L \ {z0} gibt.

Lemma 3.2.5. Seien k ∈ N∗, A ∈ L(H) unitär, B ∈ Sk(H) und T = A+B. Weiterhin
gelte σp(T ) = ∅. Seien weiter z0 ∈ T und L eine Strecke, die z0 als Endpunkt besitzt,
nicht tangential zu T liegt und L∩T = {z0} erfüllt. Dann gibt es eine Konstante K ∈ N
derart, dass ∥∥∥(z − T )−1

∥∥∥ ≤ exp
(
K |z − z0|−k−1

)
für alle z ∈ L \ {z0} mit |z − z0| klein genug.

Beweis: Nach dem Satz von Weyl 1.2.9 ist σ(T ) ⊂ σ(A) ⊂ T. Seien z0 ∈ σ(T ), L eine
Strecke wie in der Voraussetzung und

D =

D1(0), falls L ∩D1(0) 6= ∅
D1(2z0), sonst.

Dann enthält D ∩ L eine Teilstrecke von L. Nach Lemma 3.2.1 ist die Abbildung

δ : ρ(A)→ C, δ(z) = δk(−B(z − A)−1),

holomorph. Für alle z ∈ ρ(A) ⊂ ρ(T ) gilt weiter

z − T = (1−B(z − A)−1)(z − A),

und damit −1 /∈ σ(−B(z − A)−1).

Aus Lemma 1.3.6 (i) folgt δ(z) 6= 0 für alle z ∈ ρ(A). Damit gilt

(z − T )−1 = (δ(z))−1(z − A)−1δ(z)(1−B(z − A)−1)−1.
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Wir wollen nun ‖(z − T )−1‖ geeignet nach oben abschätzen, indem wir die einzelnen
Faktoren betrachten.

Nach Lemma 1.3.6 (iii) gibt es zunächst eine nur von k abhängige Konstante K1 > 0
so, dass

|δ(z)| ≤ exp
(
K1

∥∥∥B(z − A)−1
∥∥∥k
k

)
für alle z ∈ ρ(A) gilt. Mit Satz 1.3.2 folgt

|δ(z)| ≤ exp
(
K1 ‖B‖kk

∥∥∥(z − A)−1
∥∥∥k)

für alle z ∈ ρ(A).

Da A normal ist, ist auch (z − A)−1 normal. Mit der Spektralradiusformel gilt∥∥∥(z − A)−1
∥∥∥ = sup

{
|λ| ; λ ∈ σ((z − A)−1)

}
= sup

{
1

|z − λ|
; λ ∈ σ(A)

}

= 1
d(z, σ(A))

für alle z ∈ ρ(A).

Mit K2 = K1 ‖B‖kk folgt wegen d(z, σ(A)) ≥ d(z,T) schon

|δ(z)| ≤ exp
(
K2(d(z,T))−k

)
für alle z ∈ ρ(A). Weiter gilt

d(z,T) ≥ d(z, ∂D),

für alle z ∈ D, womit sofort

|δ(z)| ≤ exp
(
K2(d(z, ∂D))−k

)
für alle z ∈ D folgt.

Da δ(z) 6= 0 für alle z ∈ ρ(A) gilt, hat δ insbesondere auf D einen holomorphen
Logarithmus. Es gibt also ein α ∈ O(D) mit

exp(α(z)) = δ(z)

für alle z ∈ D. Damit gilt

exp(Re(α(z)) =
(
exp(α(z))expα(z)

) 1
2 = |δ(z)|

und somit
Re(α(z)) ≤ K2(d(z, ∂D))−k
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für alle z ∈ D.

Mit Lemma 3.2.4 angewendet auf α existiert eine Konstante K3 > 0 mit

|α(z)| ≤ K3 |z − z0|−k−1

für alle z ∈ D ∩ L = L \ {z0}. Wegen

−Reα(z) ≤ |α(z)|

für alle z ∈ D folgt weiter ∣∣∣(δ(z))−1
∣∣∣ ≤ exp

(
K3 |z − z0|−k−1

)
für alle z ∈ L \ {z0}.

Nach Lemma 1.3.6 (iv) gibt es eine Konstante K4 > 0 mit∥∥∥(z − T )−1
∥∥∥ ≤ exp

(
K3 |z − z0|−k−1

) ∥∥∥(z − A)−1
∥∥∥ ∥∥∥δ(z)(1−B(z − A)−1)−1

∥∥∥
≤ exp

(
K3 |z − z0|−k−1

) 1
d(z, ∂D) exp

(
K4

∥∥∥B(z − A)−1
∥∥∥k
k

)

≤ exp
(
K3 |z − z0|−k−1

) 1
d(z, ∂D) exp

(
K4 ‖B‖kk
d(z, ∂D)k

)

für alle z ∈ L \ {z0}. Da L nicht tangential zu ∂D ist gibt es nach Lemma 3.2.3 eine
Konstante K5 > 0 mit

|z − z0|
d(z, ∂D) ≤ K5

für alle z ∈ L. Damit folgt
∥∥∥(z − T )−1

∥∥∥ ≤ exp
(
K3 |z − z0|−k−1

) K5

|z − z0|
exp

(
K4 ‖B‖kk

Kk
5

|z − z0|k

)

für alle z ∈ L \ {z0}.

Man rechnet leicht nach, dass es dann auch ein K > 0, mit∥∥∥(z − T )−1
∥∥∥ ≤ exp

(
K |z − z0|−k−1

)
für alle z ∈ L \ {z0} gibt.

Bemerkung 3.2.6. Sei T = A + B wie in Lemma 3.2.5. Dann gibt es eine nur von T
abhängige Konstante K > 0 mit∥∥∥(z − T )−1

∥∥∥ ≤ exp
(
K |1− |z||−k−1

)
für alle z ∈ D2(0)\T. Zum Beweis wähle man für z ∈ D2(0)\(T ∪ {0}) die Strecke L als
die Verbindungsstrecke L = [z, z|z| ]. Setzt man z0 = z

|z| so folgt mit den Bezeichnungen
aus dem Beweis von Lemma 3.2.5

d(z, ∂D) = d(z,T) = |1− |z||
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und
|δ(z)| ≤ exp

(
K2 |1− |z||−k

)
mit einer nur von K und B abhängigen Konstante K2. Der Beweis von Lemma 1.2.11
zeigt, dass

|α(z)| ≤ 2k+4 (K2 + |α(wz)|) |1− |z||−k−1

gilt, wobei wz ∈ {0}∪∂D2(0) den Mittelpunkt des Kreises D bezeichnet. Da δ(z) keine
Nullstelle hat, ist

{Reα(z); z ∈ {0} ∪ ∂D2(0)} ⊂ R
beschränkt. Indem man

Imα(wz) ∈ [0, 2π]
wählt, erreicht man, dass

|α(z)| ≤M |1− |z||−k−1

für alle z ∈ D2(0) \ (T ∪ {0}) gilt mit einer nur von T abhängigen Konstante M > 0.
Mit K3 = M folgt wie im Beweis von Lemma 3.2.5 die Existenz einer nur von T
abhängigen Konstante K > 0 mit∥∥∥(z − T )−1

∥∥∥ ≤ exp
(
K |1− |z||−k−1

)
für alle z ∈ D2(0) \ T.
Im Folgenden betrachten wir Existenzaussagen über invariante und hyperinvariante
Teilräume von unitären Operatoren mit Schatten-p-Klasse Störung.

Satz 3.2.7. Seien p ≥ 1, A ∈ L(H) unitär, B ∈ Sp(H) und T = A + B. Wei-
ter sei |σ(T )| > 1. Dann hat T einen nichttrivialen abgeschlossenen hyperinvarianten
Teilraum.

Beweis: Mit dem Satz von Weyl (1.2.9), angewendet auf A = T −B, gilt zunächst

σ(A) ⊂ σ(T ) ∪ σp(A).

Wegen |σ(T )| > 1 gilt
T 6= µ1

für alle µ ∈ C, denn sonst wäre σ(T ) = {µ}. Daher können wir ohne Einschränkung
annehmen, dass σp(T ) = ∅ gilt.

Gäbe es λ ∈ σp(T ), so wäre nämlich

Mλ = {x ∈ H; Tx = λx} 6= ∅

ein hyperinvarianter Teilraum für T , der wegen T 6= λ1 auch Mλ ( H erfüllt.
Mit dem Satz von Weyl (1.2.9), angewendet auf T = A+B folgt dann

σ(T ) ⊂ σ(A) ⊂ T.

Wir können ohne Einschränkung annehmen, dass σ(T ) zusammenhängend ist, denn
sonst folgte die Behauptung sofort aus dem Rieszschen Zerlegungssatz (1.2.7).
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Durch Multiplikation von T = A + B mit einer passenden komplexen Zahl kann man
erreichen, dass 1 ∈ σ(T ) gilt. Da sich durch Multiplikation mit einem Skalar die Menge
Lat(T ) nicht ändert, können wir ohne Einschränkung 1 ∈ σ(T ) voraussetzen, wenn wir
die Frage untersuchen, ob T nichttriviale abgeschlossene invariante Teilräume besitzt.

Ist dann λ ∈ D2(0) \ T, so ist L = [1, 2] eine Strecke wie in Lemma 3.2.5. Aus Lemma
3.2.5 und Bemerkung 3.2.6 folgt dann also insbesondere, dass T die Voraussetzung
von Lemma 2.3.1 erfüllt. Zusammen mit Satz 2.3.2 und Satz 2.2.3 folgt, dass T einen
nichttrivialen abgeschlossenen hyperinvarianten Teilraum besitzt.

Lemma 3.2.8. Seien N ∈ L(H) normal und µ ∈ C so, dass

(i) µ der einzig mögliche Häufungspunkt in σ(N) ist und

(ii) dim Ker(λ−N) <∞ ist für alle λ ∈ C \ {µ}.

Dann ist N kompakt.

Beweis: Ohne Einschränkung sei µ = 0. Sonst ersetze N durch N − µ. Aus Vorausset-
zung (i) folgt, dass jeder Punkt λ ∈ σ(N) \ {0} isolierter Punkt in σ(N) und damit
Eigenwert für N ist.

Sei ε > 0. Dann gibt es r ∈ (0, ε) so, dass

σp(N) ∩ {z ∈ C; |z| = r} = ∅

gilt. Die Menge
M = σp(N) ∩ {λ ∈ C; |λ| > r}

ist höchstens endlich, denn

M ⊂ {λ ∈ C; r ≤ |λ| ≤ ‖N‖} ⊂ C

ist relativ kompakt und M besitzt keine Häufungspunkte. Sei also M = {λ1, . . . , λn}.
Zu i = 1, . . . , n betrachte

Gi
ε : Dr(0) ∪M → {0, 1} , z 7→

1, falls z = λi für ein i ∈ {1, . . . , n} ,
0, sonst.

Dann gilt für
Gε =

n∑
i=1

Gi
ε,

dass Gε(λi) = 1 für i = 1, . . . , n und Gε(z) = 0 für alle z ∈ Dr(0). Für Fε = 1 − Gε

folgt aus den Eigenschaften des stetigen Funktionalkalküls, dass

Fε(N) +Gε(N) = 1

gilt, dass Fε(N) und Gε(N) Projektionen sind, und dass Fε(N) selbstadjungiert ist. Da

(· − λi)Gi
ε(·) ≡ 0
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für alle i = 1, . . . , n gilt, folgt weiter, dass

NGi
ε(N) = λiG

i
ε(N)

für alle i = 1, . . . , n gilt. Damit ist ImGi
ε(N) ⊂ Ker (λi −N) endlich dimensional für

i = 1, . . . , n und es folgt Gε(N) ∈ F(H). Weiter gilt

N = NFε(N) +
n∑
i=1

λiG
i
ε(N)

und wegen
‖NFε(N)‖ = sup

z∈σ(N)
|zFε(z)| ≤ r < ε

ist N Grenzwert von Operatoren endlichen Ranges, also kompakt.

Ist T ∈ L(H) so bezeichnen wir mit σπ(T ) das approximative Punktspektrum von T.

Korollar 3.2.9. Seien p ≥ 1, A ∈ L(H) unitär, B ∈ Sp(H) und T = A + B. Dann
hat T einen nichttrivialen abgeschlossenen invarianten Teilraum.

Beweis: Wegen Lemma 3.2.7 dürfen wir annehmen, dass σ(T ) = {µ} für ein µ ∈ C.

Wir zeigen, dass A− µ kompakt ist. Aus dem Satz von Weyl (1.2.9) folgt

σ(A) ⊂ {µ} ∪ σp(A).

Wäre A − µ nicht kompakt, so würde mit Lemma 3.2.8 folgen, dass ein λ ∈ C \ {µ}
existieren würde mit dim (Ker(λ− A)) =∞ oder dass es einen Häufungspunkt λ 6= µ
von σ(A) gibt.

In beiden Fällen gibt es ein Orthonormalsystem (xn)n∈N, eine Folge (λn)n∈N mit λn n−→ λ
und

Axn = λnxn

für alle n ∈ N. Da B kompakt ist, folgt ‖Bxn‖ n−→ 0 mit Lemma 1.1.13. Damit folgt

‖(A+B − λ)xn‖ ≤ ‖(A+B − λn)xn‖+ ‖(λn − λ)xn‖ n−→ 0

und somit ist
λ ∈ σπ(T ) ⊂ σ(T )

im Widerspruch zu σ(T ) = {0}.
Also ist A − µ kompakt und somit auch T − µ = (A − µ) + B. Mit dem Satz von
Lomonosov (1.2.8) folgt die Behauptung.

Satz 3.2.10. Seien T ∈ L(H) und 1 − T ∗T ∈ Sp(H) für 1 ≤ p < ∞. Dann hat T
einen nichttrivialen abgeschlossenen invarianten Teilraum.
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Beweis: Es gelte ohne Einschränkung σp(T ) = ∅ = σp(T ∗). Denn für λ ∈ σp(T ) wäre
jeder eindimensionale Teilraum von Ker(λ−T ) 6= {0} ein nichttrivialer hyperinvarianter
Teilraum für T . Für λ ∈ σp(T ∗) benutze man Lemma 1.2.4.
Da KerT = KerT ∗ = {0} gilt, folgt aus Lemma 1.3.8, dass es einen unitären Operator
U ∈ L(H) mit T = U |T | gibt. Es ist

B = |T | − 1 = (1 + |T |)−1(|T |2 − 1) = (1 + |T |)−1(T ∗T − 1) ∈ Sp(H)

und damit
T = U(1−B) = U + UB ∈ U + Sp(H).

Mit Korollar 3.2.9 folgt die Behauptung.

Schließlich erhalten wir die Behauptung aus Satz 3.1.2, indem wir Satz 3.2.10 auf T ∗
anwenden.
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