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Einleitung

Eine der wichtigen Fragen in der Funktionalanalysis ist die nach der Existenz
von minimalen unitdren bzw. isometrischen Dilatationen von Kontraktionen.
Nagy und Foias ([13]) konnten diese Frage positiv beantworten. Als eine von
vielen Konsequenzen aus diesem wichtigen Ergebnis folgt unmittelbar die von
Neumannsche Ungleichung

P < lIpllo,p

fiir Polynome p € C[z] und Hilbertraumkontraktionen 7', wobei D die offene
euklidische Kreisscheibe in C bezeichnet.

Es stellt sich nun die Frage nach einer natiirlichen Verallgemeinerung auf den
mehrdimensionalen Fall. Dabei geht man anstelle von einzelnen Kontraktionen
T € L(H) von einem Tupel T' = (T4,...,T,) € L(H)™ von vertauschenden
Kontraktionen aus.

Ando ([1]) gelang es fiir n = 2 die Existenz minimaler unitirer beziehungsweise
isometrischer Dilatationen fiir ein Tupel (T}, T5) vertauschender Kontraktionen
und die Giiltigkeit der von Neumannschen Ungleichung zu zeigen.

Diese Resultate bleiben allerdings fiir n > 3 im Allgemeinen nicht richtig. So
stammt von Parrott ([10]) fiir den Fall n = 3 ein Gegenbeispiel, das zeigt, dass
fiir beliebige Dimensionen im allgemeinen keine unitiren beziehungsweise iso-
metrischen Dilatationen eines vertauschenden Tupels von Kontraktionen mehr
existieren. Wihlt man n hinreichend grof3, so wurde auflerdem von Varopou-
los ([14]) gezeigt, dass die von Neumannsche Ungleichung fiir ein Tupel von
vertauschenden Kontraktionen iiber der Kugel falsch ist.

Um trotzdem eine Verallgemeinerung fiir den mehrdimensionalen Fall zu erhal-
ten benotigt man einen stirkeren Kontraktionsbegriff.

Wir bezeichnen ein Tupel T' = (T, ...,Ty,) € L(H)™ von vertauschenden, stetig
linearen Operatoren auf einem Hilbertraum H als n-Kontraktion, falls

Xn:TiTi* < Iy
i=1

gilt.
Mit dieser Definition gelang es Arveson ([3]) die Giiltigkeit der von Neumann-
schen Ungleichung

eIl < lIpllm

fiir n-Kontraktionen T' und Polynome p € C[zy,..., 2z,] zu zeigen. Dabei er-
setzt er die Supremumsnorm auf der Einheitskreisscheibe durch die Norm des



Multiplikationsoperators mit Symbol p auf einem geeigneten funktionalen Hil-
bertraum analytischer Funktionen, den wir mit H(B) bezeichnen, wobei B die
n-dimensionale Einheitskugel darstellt. Man kann diesen Hilbertraum mit dem
symmetrischen Anteil des Fockraums identifizieren und er ist eine natiirliche
Verallgemeinerung des uns wohlbekannten Hardyraums tiber der Einheitskreis-
scheibe.

Ziel dieser Arbeit soll es sein, einen Modellsatz fiir n-Kontraktionen anzuge-
ben, der es uns gestattet, eine n-Kontraktion 7" auf einem Hilbertraum H bis
auf unitire Aquivalenz als Kompression einer direkten Summe aus einem so-
genannten n-Shift und einem sphirisch unitiren Tupel auf einen *-invarianten
Unterraum zu schreiben.

Wesentlich dabei ist die Konstruktion eines vollstéandig kontraktiven, vollstindig
positiven Algebrenhomomorphismus

p: T — L(H), pM;) = pT)

wobei 7 die Toeplitz-Algebra, das heifit die vom n-Shift M, € L(H(B))"
erzeugte unitale C*-Algebra, ist.

Mit Hilfe des Arvesonschen Fortsetzungssatzes kénnen wir diese Abbildung zu
einer vollstindig positiven Abbildung

¢ : L(H(B)) — L(H)

fortsetzen.
Unter Zuhilfenahme des Stinespringschen Dilatationsatzes folgt die Existenz
einer Dilatation zu einem C*-Algebrenhomomorphismus

7 L(HB) — LK) (K> H)

mit
¢(T) = Pyn(T)|lg T € L(H(B)).

Insbesondere gilt also auch

T, = Pum(M.,)

bt (i=1,...,n).

Zu Begin beschiftigen wir uns mit einigen Eigenschaften des uns zugrundeliegen-
den Raumes H (B, ) (£ Hilbertraum), insbesondere dabei mit n-Kontraktionen
und im Speziellen wiederum mit dem n-Shift M, € L(H(B)).

Anschlieflend geben wir den Fortsetzungssatz von Arveson und den Stinespring-
schen Dilatationssatz mit Beweisskizzen an, welche im weiteren Verlauf der Ar-
beit von entscheidender Rolle sein werden.

Im dritten Kapitel konstruieren wir zunéchst den oben bereits angesprochenen
vollstindig positiven, vollstindig kontraktiven, unitalen Algebrenhomomorphis-
mus. Schliefllich geben wir einige fiir uns niitzliche Resultate aus der Darstel-
lungstheorie an und zeigen, dass die kompakten Operatoren in der Toeplitz-
Algebra enthalten sind. Als Ergebnis dieser Bemiihungen erhalten wir die oben
bereits erwihnte Zerlegung von n-Kontraktionen in einen Shift-Anteil und einen
sphérisch unitdren Anteil.

Benutzt man eine minimale Stinespring-Dilatation, so kann man die erhaltenen



Ergebnisse noch verbessern und es stellt sich heraus, dass die Vielfachheit des
Shift-Anteils durch die Hilbertraum-Dimension des Defektraums von 7' gegeben
ist.

Abschlieflend wenden wir den Modellsatz auf den Spezialfall einer sphirischen
Isometrie an und erhalten direkt ein Ergebnis von Athavale, das besagt, dass
jede sphirische Isometrie subnormal ist.

Mein Dank gilt Herrn Prof. Dr. J. Eschmeier fiir das interessante Thema, die
hervorragende Vorbereitung in den im Vorfeld stattgefundenen Seminaren und
die iiberaus geduldige Betreuung. Weiterhin bedanke ich mich bei Herrn Dipl.
Math. Christoph Barbian und Herrn Dipl. Math. Dominik Faas fiir die zahlrei-
chen fachlichen Diskussionen und die geleistete Hilfe.

SchlieBllich danke ich meinen Eltern, die mir das Studium der Mathematik erst
ermoglicht und mich in den vergangenen Jahren in jeder Hinsicht unterstiitzt
haben. Threm Vorbild will ich folgen.



Kapitel 1

Aller Anfang ist schwer

1.1 Der Raum H(B,¢)

Sei im Folgenden immer £ ein Hilbertraum und B = {z € C"; |z| < 1} die offene
euklidische Einheitskugel in C". Fiir « € N* sei

ol =1+ +...4+a, und al=aglas!...ap!.

Proposition 1.1.1.
Fiir z,w € B gilt die Gleichung

(1-<z,w>)t= Z Va2 W, (1.1)
aeN™

R -]
wobei Yo = oy -

Beweis. .
Fir z = (z1,...,2,) mit > |z;] <1 gilt
i=1

k
(l_zlzj)lzz( 12’]') :Z( Z zzlzlk>

k=0 k=0 \i1,...,ip=1

Indem man {1,...,n}* als disjunkte Vereinigung

{1,...,n}* :U{j“ | « € N* mit |a| =k}
der Mengen

Jo={ic{l,....n}F | #{pe{l,...k}|i,=v}=q, fir v=1,...,n}

schreibt und benutzt, dass # .7, = 7o ist (siche dazu etwa S.280 ff. in [8]), erhélt
man

(1- Zn:zy')_l = i ( > %ZO‘> = ) 72"

j=1 k=0 \aeN",|a|=k €N



Das heif3t, mit

n
<z,w>= E ZjW;
Jj=1

folgt die Behauptung, da nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
Y lzgwsl < 2l fw| < 1
Jj=1

fiir z,w € B gilt.

Insbesondere gilt fiir z € B
L=z = Y 7yl (1.2)
aeN™
Wir betrachten nun die Menge

laal”

Y

H(B,E)={ Z aaz® | aq € € fiir alle @ € N* mit(z

aeN? a€eN?

)2 < o0}

Mit den iiblichen Verkniipfungen wird diese Menge, bestehend aus formalen
Potenzreihen, deren Koeffizienten der angegebenen Summierbarkeitsbedingung
geniigen, offensichtlich zu einem Vektorraum.

Versieht man H (B, £) mit der durch das Skalarprodukt

( Z a2, Z baz® ) = Z < o ba 22

aeN? aeN? a€EN? T

gegebenen Norm || - ||, so wird H(B, &) zu einem Hilbertraum.

Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung im [?(N") kann man zeigen,
dass die oben auftretenden Potenzreihen kompakt gleichméfig auf B konvergie-
ren. Dies ermdglicht es uns, den Raum H (B, &) mit einem Teilvektorraum des
Raumes O(B, ) aller £-wertigen analytischen Funktionen auf B zu identifizie-
ren.

Proposition 1.1.2.
Es gilt
H(B,E) c O(B,¢E).

Beweis.
Sei > aqnz® € H(B,E).
aeN™
Fiir alle |z| < 1 erhalten wir dann

Y llaaztll = Y l(o=aa)vAa=")]
VY

aEN? a€EN?
|| ||2 1/2 1/2
Qa,
S (Z L) . (Z 7a|2a|2> ,
a€EN™ T aEN?



indem wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auf endliche Teilsummen an-
wenden. Der erste Faktor ist nach Vorraussetzung endlich und fiir den zweiten

Faktor gilt
1/2
S o) @ (2
: L=/

aeN™

Da jede punktweise konvergente Potenzreihe auf B kompakt gleichméBig auf B
konvergiert, wird durch

B — &, z > Z anz™
eine holomorphe, £-wertige Funktion auf B definiert.

Betrachten wir nun die Abbildung
K :BxB — C, (z,w) = (1— < z,w>)""

Mit Hilfe von Proposition 1.1.1 sehen wir, dass fir w € B und z € £ die
Abbildung
K(,wx : B = €&, z = K(z,w)z

in H(B, &) liegt.

Proposition 1.1.3.
Fiirw € B und z € £ gilt

K(,wz € H(BYCE)

mit || K (- w)al| < /E(w,w) - [l2]|.

Beweis.
Mit Proposition 1.1.1 folgt fiir w € Bund z € £

K(zwz = (1-<z,w>)" =z

fiir alle z € B. Und wegen

e |® -
> a7 = D val@ Pl
«

a€N™ aENm
L2) |l
1= |w]?

< 00

ist K(-,w)r € H(B,E) firwe Bund z € £.



Proposition 1.1.4.
Firwe B,z € £ und f € H(B,E) gilt

< f:K('vw)w >H(B,€) = ( f(w),a: >5- (13)

Beweis.
Nach Definition des Skalarproduktes in H(B,E) gilt fiir eine Potenzreihe

f:Zaazo‘ €H(B,E) und weB,zef
aENm

(fLECGwz) = (Y aaz®, Y (va®"2)2%)

aEN? aEN?
Z < Goy YaW T >

aeN™ T

= < Z aqw®,x >
aeNn
= < f(w),z>.

O

Wir nennen K den reproduzierenden Kern von H (B, ) und schreiben H (B) fiir
H(B,C).
Bemerkung.

Ein funktionaler Hilbertraum iiber B ist ein Hilbertraum von C - wertigen Funk-
tionen auf B, so dass die Punktauswertungen in den Punkten w € B stetig sind.

Durch Spezialisieren auf den Fall £ = C erhalten wir

Proposition 1.1.5.
Fiir den Hilbertraum H(B) gilt:

(i) Fiir alle w € B liegt die Abbildung
z = K(z,w)
in H(B) und fir alle f € H(B),w € B gilt f(w) =< f,K(-,w) >.
(i7) Die Punktauswertungen
0w :HB) - C, f — f(w)
sind stetig fiir alle w € B.
Beweis.

(¢) Dies wurde in Proposition 1.1.3 und 1.1.4 sogar allgemeiner fiir den vek-
torwertigen Fall bewiesen.

(i) Mit Hilfe von (i) folgt

(L3

160N = 1F@)] E) ) < £,ECw) > | < 1] 1K w)l
fiir alle f € H(B), das heifit [|6,]] < ||K (-, w)|| fir alle w € B.



1.2 n-Kontraktionen

Wir wollen in diesem Abschnitt den Begriff der n-Kontraktion definieren und
ein wichtiges Beispiel, gerade in Bezug auf den weiteren Verlauf dieser Arbeit,
betrachten.

Definition 1.2.1.
Fiir einen Hilbertraum H heifit ein Tupel T' € L(H)" vertauschender, stetig
linearer Operatoren eine n-Kontraktion, falls

ZTiTi* <Iy.
i=1

Bemerkung.

Fiir n = 1 ist eine n-Kontraktion einfach ein Operator T' € L(H) mit ||T|| < 1,
und der Raum H (B) ist der klassische Hardyraum H?(D) iiber dem Einheits-
kreis in C.

Lemma 1.2.2.
Fiir einen Hilbertraum H wund ein Tupel stetig linearer Operatoren T € L(H)"
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(1) T ist n-Kontraktion.
(17) Die Abbildung

(T, ..

n
H" —.)’Tn)H, (.’L”l) — ZTszz
i=1

ist kontraktiv.

Beweis.
Zum Beweis der obigen Aussage betrachten wir die Abbildung

n
p : H" — H, cp(a:l,...,a:n):ZTia:i.
i=1

Offensichtlich ist die zu ¢ adjungierte Abbildung gegeben durch
" H - H", ¢*(z)=Tx,..., T, ).
Damit ergibt sich
n
pt =Y T,T.
i=1
Um nun die Aquivalenz von (i) und (i) zu zeigen, geniigt es die Aquivalenzkette
" <Im & [o'l<1 & o]l <1

zu betrachten.



Im Folgenden werden wir uns mit den Operatoren M., der Multiplikationen mit
den Koordinatenfunktionen z; (i = 1,...,n) beschiftigen. Wir werden zeigen,
dass das von ihnen gebildete Tupel M, = (M,,,..., M., ) aus stetig linearen
Operatoren auf H (B) besteht und selbst eine n-Kontraktion ist. Damit wir dazu
in der Lage sind, miissen wir zuvor noch etwas genauer auf die uns bereits aus
Proposition 1.1.1 bekannten Vorfaktoren 7, (a € N™) eingehen.

Lemma 1.2.3.
Sei a« € N*. Dann gilt fiir v, = lal!

al

Ya—e; Qa;
_—t = — <1 a>e;). 1.4
S B CRVRN RS (1.4)
Beweis.
Wir miissen lediglich die Definition der 7, auf die auftretenden Terme anwenden
und erhalten fiir a > e;
|o]!

Ya—e; _ Ja—ell al (Ja| =D'a!  Ta1 % a4

Yo o ol (@—e)! ot 3—' T alt el
:

O

Nun koénnen wir die gewiinschten Aussagen iiber die Multiplikationsoperatoren
mit den Koordinatenfunktionen zeigen.

Lemma 1.2.4.
Die Abbildungen

sind wohldefiniert und stetig linear mit |M,]| < 1.

Beweis.
Sei f= Y aqz® € H(B).Dann gilt
aENm
(M=, f)(2) = (2 f)(2) = Z 42T = Z Go—e; 2 (1.5)
a€eNn aze;

Um zu zeigen, dass der letzte Ausdruck wieder in H(B) liegt, rechnen wir die
Summierbarkeitsbedingung von H(B) nach.

2

Z |aa—e; _ Z |Ga—e, > Ya—e;

a>e; Yo a>e; Yo—e; Ya
(1:4) Z |aafei 2 &
a>es Yo—e; |a|
2
a
< Y by
aeNn T

Die Kontraktivitit der Abbildung folgt ebenfalls aus obiger Rechnung und die
Linearitét ist offensichtlich.
O



Um nun weiter schlieflen zu kénnen, dass das Tupel
M,=(M,,...,M,,) € L(H(B))"

eine n-Kontraktion ist, berechnen wir zuerst die zu M., (i = 1,...,n) adjun-
gierten Operatoren.

Lemma 1.2.5.
Fir f = Y anz® € H(B) gilt fiir die zu den Multiplikationsoperatoren mit

aeN?
den Koordinatenfunktionen z; adjungierten Operatoren M}, (i =1,...,n)
M) = Y L Gare™. (L6)
aEN? Totei

Beweis.
Da mit f,g € H(B) sowohl M, f als auch M} g fiir alle i = 1,...,n wieder in
H(B) liegen, kénnen wir obige Aussage schwach nachrechnen.

Seien dazu f = > aqnz% g= Y. baz® € H(DB).
aeN™ aeN”
Dann gilt fiirallei =1,...,n

(fiMZg) = (M.f,9g)

= (Z Go—e; 2%, Z baz™)

a>e; a€N™

_ Z < aa—ei:ba >c

a>e; T

_ Z Go—e;ba

a>e; Vo

_ Z aobate; Va

aeNn Ve Vate;

- aobare;

< Qq, ﬁ ba—i—ei >c

= (Z aaza,z Ta bate; 2%).

aENn aENn Tate

Beachte dabei

Yo ba+ei

2
2
Z Yate; _ Z '7a |ba+ei

aeNn Yo aeNn Yate; Vate;

(1.4) Z& |ba
- |al

a>e; Vo

| 2

< lgl*.

10



Bemerkung.
Arveson nennt das Tupel

M,=(M,,...,M,,) € L(H(B))"

den n-dimensionalen Shift oder n-Shift, welchem wir uns anschlieflen werden.

Bemerkung 1.2.6.
Aus Lemma 1.2.5 folgt, dass fiir o, f € N* ,i=1,...,nund f = > d27 gilt:

veNr
D= By
b) M2B () € { C {zg}_ﬁ : ?Ofs tﬁ (komponentenweise)
¢) PeM:Pf = ds 5 = 2.

Den Beweis dieser Aussagen kann man zum Teil dem Beweis von Lemma 1.2.5
entnehmen, zum anderen werden sie durch elementare Rechnungen, die hier
nicht mehr ausgefiihrt werden, gezeigt.

Lemma 1.2.7.
Das Tupel
M,=(M,,...,M,,) € L(HB)"

ist eine n-Kontraktion.

Beweis.
Wir werden in unserem Beweis nicht nur zeigen dass der n-dimensionale Shift

eine n-Kontraktion ist, sondern dass Iy s) — Z M., M?, die Orthogonalprojek-

tion auf C-1 C H(B), das heif}t auf die konstanten Funktionen in H (B) ist. Sei

dazu f = > an2z® € H(B). Dann folgt
aEN?

ZM M f (L6) zn:Mzi Z o Gote; 2%

i=1 aenn Totei

n
(1.5) Ya—e; a
= E 22 a2

wobei ay = a4 fiir @ # 0 und ag = 0.
Insbesondere ist dann ) M., M}, < Ip(z) und wir haben somit gezeigt, dass

=1
das Tupel M, eine n-Kontraktion ist.
|

11



1.3 Multiplikatoren

In diesem Abschnitt fiihren wir eine Klasse von Operatoren ein, fiir die wir schon
ein Beispiel aus dem vorigen Kapitel kennen, ndmlich die Multiplikationsopera-
toren mit den Koordinatenfunktionen.

Definition 1.3.1.
Man nennt

M(HB))={feOB)|f-H(B) C H?B)}
den Raum der Multiplikatoren von H(B).

Fiir die zu diesen Funktionen gehdrenden Multiplikationsoperatoren gilt das
folgende Lemma.

Lemma 1.3.2.

Fir f € M(H(B)) ist der Operator
My : H(B) - H(B), g~ fg
stetig linear.

Beweis.
Die Linearitdt ist offensichtlich und die Stetigkeit ist eine Folgerung aus dem
Graphensatz. Da nach Proposition 1.1.5 die Punktauswertungen auf H (B) stetig

sind, gilt fiir f € M(H(B)), (gn)nen, g, h € H(B) mit g, "= g, fgn — h
fw)gw) = f(w) bu(g)
= f(w) lim_bu(gn)
= lim f(w) 6u(gn)
= lim 0, (fgn)
= u(lim (fgn))
= du(h)
= h(w) (w € By).
Damit hat M; abgeschlossenen Graphen und somit sind die Multiplikationsope-

ratoren M stetig fiir alle f € M(H(B)).
O

Wir versehen M (H (B)) mit der von L(H(B)) vermoge
Ifllae = 1Myl (f € M(H(B)))

induzierten Norm.

Bemerkung.

Im eindimensionalen Fall, das heift fiir n = 1, stimmt der von uns betrachtete
Hilbertraum H (B), wie bereits schon erw#hnt, mit dem Hardyraum {iberein.
Auflerdem ist bekannt, dass die Multiplikatoren des Hardyraums genau die be-
schrénkten holomorphen Funktionen sind. Somit gilt also

M(H (D)) = M(H*(D)) = H*(D)

und fiir f € H>(D) ist
1Fllag = [ flloo,p-

12



Mit diesem Wissen sind wir in der Lage, die von Neumannsche Ungleichung fiir
(einzelne) Kontraktionen T' € L(H) auf einem Hilbertraum H

M < lpllep (e Clz]) (L.7)

neu zu formulieren.
Da bekanntlich ||pll,, p = |Ipllyg = |M,]| und M, = p(M.) (p € Clz]) gilt, ist
(1.7) dquivalent zu

Ip(T)I| < llp(M)Il - (p € Clz]). (1.8)

Bemerkung 1.3.3. ( Maximalitat der H(B) — Norm )
Arveson zeigt in [3], dass die H(B)-Norm in gewissem Sinne maximal ist.
Genauer heifit das, dass die Hilbertraum-Normen des "Hardy-Raums H?(08,,)
und des 'Bergmann’-Raums H?(B,) beide von || - ||g(s) dominiert werden.
Tatséchlich gilt

H(B) C H*(0B,) C H*(By),

wobei beide Einbettungsabbildungen kompakte Operatoren mit Norm 1 sind.
Beachten sollte man auflerdem noch, dass H(B) der einzige dieser 3 Funktio-
nenrdume ist, in dem H°° nicht enthalten ist, und dass er der einzige dieser drei
ist, fiir den die n-Kontraktion

Mz = (le7"‘7MZn)

der Multiplikationsoperatoren nicht subnormal ist (vergleiche dazu Theorem 4.3
und anschlieende Bemerkungen in [3]).

1.4 Ausblick

Wir haben in Abschnitt 1.3 gesehen, dass man die von Neumannsche Unglei-
chung fiir (einzelne) Kontraktionen (1.7) auch anders formulieren kann, indem
man auf der rechten Seite der Ungleichung die Supremumsnorm auf dem Ein-
heitskreis durch die Multipliernorm || - || o auf H(B) ersetzt.

Wir werden in einem spiteren Kapitel sehen, dass die von Neumannsche Un-
gleichung in der Form (1.8) auch fiir n-Kontraktionen richtig bleibt.

Seien H ein Hilbertraum, T' € L(H)™ eine n-Kontraktion und p € Clz, ..., 2y]
ein Polynom in n Variablen. Dann gilt

Ip(D)Il < lIp(M)],

wobei M, € L(H(B))"™ das in Abschnitt 1.2 definierte Multiplikationstupel auf
H(B), das heifit der n-Shift, ist.

Sei A ={p(M,)|p€eCz,...,20] } C L(H(B))dievon M,,,..., M, erzeugte
unitale Unteralgebra von L(H (B)). Wir werden zeigen, dass die Abbildung
p: A= L(H), pM.) ~ p(T)

ein wohldefinierter, vollstindig kontraktiver, vollstindig positiver, unitaler Al-
gebrenhomomorphismus ist, den wir sogar auf dem gréfleren Operatorsystem
S D A mit

S = LH{ M*M” |0, eN* } C L(H(B))

13



definieren konnen. Mit Hilfe des Arvesonschen Fortsetzungssatzes konnen wir
diese Abbildung zu einer vollstindig positiven Abbildung

& : L(H(B)) — L(H)

fortsetzen. Unter Zuhilfenahme des Stinespringschen Dilatationssatzes folgt wie-
derum, dass diese Fortsetzung eine Dilatation zu einem C*-Algebrenhomomor-
phismus hat, das heif3t, dass ein Hilbertraum K O H und eine C*-Darstellung

w : L(H(B)) —» L(K)
existieren mit

®(a) = Py w(a)|m (a € L(H(B)) ).

Insbesondere gilt fiir jedes Polynom p € C[z]

p(T) = @(p(M:))
Py m(p(M:))|u
= PH p(W(Mm)a"'

77r(MZn))|H7

also auch
Ti = PH ’/T(le.)

H (i:l,...,n).
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Kapitel 2

Wichtige Hilfsmittel: Die
Sitze von Arveson und
Stinespring

2.1 Der Arvesonsche Fortsetzungssatz

Seien A, B C*-Algebren und S C A ein Operatorsystem, das heifit also ein
x-abgeschlossener Unterraum mit Eins. Sicherlich kann man dann M,(S) als
Unterraum der C*-Algebra M, (A) ansehen. Wir versehen M,,(S) mit der von
M,,(A) vererbten Norm- und Ordnungstruktur.

Sei nun ¢ : S — B eine lineare Abbildung. Wir definieren fiir n € N

$n @ Mn(S) = Mn(B)  durch  ¢n((aij) = ((ai;))-

Dann heif3t ¢ n-positiv, falls ¢,, positiv ist und wir nennen ¢ vollsténdig positiv,
falls ¢ m-positiv ist fiir alle n. AuBerdem heifit ¢ vollstéindig beschriinkt, falls
sup,, ||¢n|| endlich ist und wir schreiben dann

||¢||cb = Sup ||¢n||
n

Wir beachten hierbei, dass || - ||cs eine Norm auf den vollsténdig beschrinkten
Abbildungen darstellt.

Ebenso benutzen wir die Ausdriicke vollsténdig isometrisch und vollsténdig kon-
traktiv, falls jedes ¢,, isometrisch ist, beziehungsweise ||¢||.» < 1 gilt.

Ziel dieses Abschnittes ist es einen Satz von Arveson bereitzustellen, der es uns
ermoglicht, vollstindig positive Abbildungen

v : S — L(H)

von einem Operatorsystem S C A einer unitalen C*-Algebra A auf L(H) fiir
einen Hilbertraum H zu einer vollstéindig positiven Abbildung

¢ A — L(H)

fortzusetzen. Dieses Ergebnis wollen wir dann auf die bereits in Abschnitt 1.4 be-
schriebene Situation anwenden. Es soll an dieser Stelle schon erwihnt werden,
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dass unser Beweis des Arvesonschen Fortsetzungsatzes keineswegs vollstindig
ist, vielmehr wird eine Anleitung, beziehungsweise eine Beweisskizze geliefert,
anhand derer man in der Lage ist, die einzelnen Beweisschritte nachzuvollzie-
hen. Auflerdem sei gesagt, dass wir hier nur die Zuriickfiithrung auf den endlich-
dimensionalen Fall erkldren méchten und den verbleibenden Fall lediglich zitie-
ren wollen.

Satz 2.1.1. (Arveson)
Seien A eine unitale C*-Algebra, S C A ein Operatorsystem und

¢ S — L(H)

eine vollstindig positive Abbildung.
Dann existiert eine vollstindig positive Abbildung

¢+ A - L(H) mit @ =d|s.

Beweis.

Die Idee des Beweises kann man in zwei Teilaussagen untergliedern, zum einen
die Riickfiithrung des vorliegenden Falles auf einen endlich-dimensionalen Fall
und zum anderen einen Kompaktheitsschlul mit Banach-Alaoglu.

Da man fiir einen endlich-dimensionalen Hilbertraum H mit dim(H) = n die
Menge der beschrinkten Operatoren auf H mit den n x n-Matrizen identifizieren
kann, und dieser Fall etwa in Satz 5.2 aus [11] nachzulesen ist, verbleibt an
dieser Stelle fiir uns noch die Riickfiihrung des allgemeinen auf den endlich-
dimensionalen Fall zu zeigen.

Dazu schreiben wir

F = { FC H | F Unterraum , dim(F) < oo }

und ordnen F beziiglich der Inklusion.
Seien nun F' € F und
j: F - H

die Inklusion. Damit wird j* zur Orthogonalprojektion Pr von H auf F' und
CH . L(H) - L(F), T ~ j*Tj

ist nach den Beispielen aus [11] auf Seite 28 vollstéindig positiv. Da Kompositio-
nen von vollstindig positiven Abbildungen wieder vollstindig positiv sind, sind
die Abbildungen

pr = Cfop (FEF)

vollstandig positiv.
Nach Satz 5.2 aus [11] existieren dann fiir

er S = L(F), a — Pry(a)|lr
vollstandig positive Fortsetzungen
or + A = L(F).
Wir betrachten nun im Anschluss die induzierten Abbildungen

dr A — L(H), a HP}¢F(G)PF
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Diese sind, wiederum nach den oben zitierten Beispielen aus [11], vollstéindig
positiv, und es gilt

< ®p(a)z,y > = < p(a)Ppzx, Ppy > (a€ S, z,y € H).

Man erhilt also ein Netz
(®F)Fer

aus vollsténdig positiven Abbildungen in L(A, L(H)) mit ||®r|] < ||¢]|-
Die Idee ist es, jetzt zu zeigen, dass L(A, L(H)) Dualraum eines Banachraumes
ist so, dass die Menge

{p€ L(A,L(H)) | p vollstandig positiv mit ||p|| < ||l¢ll}

w*- kompakt ist.

Dann kann man mit dem Satz von Banach-Alaoglu schliefien, dass (®p)per
ein w*-konvergentes Teilnetz besitzt. Es ist nicht schwer zu sehen, dass der
Grenzwert ® € L(A, L(H)) eines solchen Teilnetzes eine Fortsetzung von ¢ mit
den gewiinschten Eigenschaften ist.

Seien nun X,Y Banachriume.

Dann existiert genau eine lineare Abbildung

j: X®Y o LX,Y')

<T,jlzoy) >=<y,Tx > (reX,yeY, TeLX,Y").
Fiir diese gilt
litz@y)ll = llzll-llyll (z€X, yeY).
An dieser Stelle fiihren wir noch die Notationen

XY = j(X®Y) c LX) Y
oy = jroy)

ein.
AuBlerdem bezeichnen wir mit rest die kontraktive Abbildung

LEXY)" ™S (XGYY, ¢ = elxay
und mit ¢ die kanonische isometrische Einbettung

LIX,Y) & LIX,Y")', T —<T, >.
Die Komposition

= LX,Y) S DX, Y S (X ey

ist ein isometrischer Isomorphismus (vergleiche Lemma 6.1 in [11]).
= ist die eindeutig bestimmte lineare Abbildung

L(X,Y) 5 (X&Y)
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mit
<z@y,E(T) > =<Tjlz®y) > (=<y,Tz>). ()
Die w*-Topologie auf L(X,Y") beziiglich der Dualitét

< X®Y,L(X,Y') >

heifit BW-Topologie.
Sei nun (Ly)xea ein beschrinktes Netz in L(X,Y”) und L € L(X,Y"), so dass
L(z) fiir alle z € X der w*-Grenzwert in Y’ von (Lx(z))xen ist.
Da X
Ly(z) *5 L(x) fiir alle z € X

wegen (x) dquivalent dazu ist, dass (L — L)aeca als Netz in (X®Y')' punktweise
auf j(X ®Y) gegen 0 konvergiert, (Ly — L) ea ein beschriinktes Netz in (X&Y'’
ist und auBerdem j(X ®Y) C X®Y dicht liegt, impliziert dies, dass (Lx —L)xea
punktweise auf X®Y gegen 0 konvergiert.

Folglich gilt

Ly 2% L o ILi2) % L) firallez e X.

Nun fasst man L(H) auf als Dualraum der Spurklasseoperatoren vermoge des
Dualsystems

C'(H) x L(H) — C, (A, T) — tr(AT).
Man kann zeigen, dass ein beschrinktes Netz (T,) in L(H) genau dann gegen
T € L(H) in der w*-Topologie von L(H) konvergiert, wenn

(Ta) 5 T
(siche dazu etwa Proposition I. 2.5 in [6]).
Somit gilt fiir ein beschrénktes Netz (Ly)xea € L(X, L(H)) und
L e L(X,L(H)), falls X ein Banachraum ist

Iy 2 L o L) ™ L) firaleze X.
Hat man dies verinnerlicht, so kann man anschlielend die Aussage treffen, dass
fiir eine unitale C*-Algebra A, ein norm-abgeschlossenes Operatorsystem
S C A, einen abgeschlossenen Unterraum M C A und r > 0 die Mengen

Br(M,H) = {LeL(MLH)||L[<r}
CB(M,H) = {LeL(MLH)||Llcp <7}
CP.(S§,H) = {L(S,L(H)) | L vollstindig positiv , ||L|]|<r }

(P € L(H) positiv)

kompakt in der BW-Topologie sind.

Da nun die BW-Topologie die w*-Topologie auf L(M,L(H)) ist, folgt, dass
B,.(M, H) kompakt nach Banach-Alaoglu ist. Fiir CP,(S,H) und CB,(M, H)
geniigt es zu zeigen, dass sie BW-abgeschlossene Teilmengen von B,.(M, H) sind
(vergleiche Theorem 6.4 in [11]).

Damit hat das oben erhaltene Netz

(®r)rerF,
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da es in C'Pj,| (A, H) liegt, ein konvergentes Teilnetz

(®r(n))rea

in der BW-Topologie, dessen Grenzwert wir mit ® bezeichnen.
Dann gilt

b = li/{n Priy € CP\WH(A’ H).
Sind z,y € H beliebig, so gilt fiir alle A € A mit F(\) D LH{z,y}

<pla)r,y > =< Pppyr,y > Acq < ®(a)z,y > (a €38).

Damit gilt also
Y = (I>|S.

2.2 Der Stinespringsche Dilatationssatz

Wir haben in Abschnitt 2.1 gesehen, dass es zu einer vollstdndig positiven Ab-
bildung
v S — L(H)

von einem Operatorsystem S C A einer unitalen C*-Algebra A immer eine
vollsténdig positive Abbildung

¢ : A — L(H) mit ¢ = ¢|s

gibt.
Der Stinespringsche Dilatationssatz sagt uns nun, dass man zu dieser vollstindig
positiven Fortsetzung einen Hilbertraum K D H, einen unitalen C*-Homomor-

phismus
w : L(H(B)) —» L(K)

und einen stetigen Operator V : H — K mit ||¢(I1g(5))|| = ||V]]? finden kann,
so dass

¢(a) = V'r(a)V (a€ L(H(B)) ).

Ist ¢ unital, so kann man noch mehr aussagen.
Es folgt die allgemeine Version des Stinespringschen Dilatationssatzes.

Satz 2.2.1. (Stinespring)
Seien H ein Hilbertraum, A eine unitale C*-Algebra und

¢ A — L(H)

eine vollstindig positive Abbildung.
Dann existieren ein Hilbertraum K, ein unitaler C*-Homomorphismus

T : A — LK)
und ein beschrinkter Operator V : H — K mit ||¢(14)|| = [|V||?, so dass

¢(a) = V'r(a)V (ae A).
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Ist ¢ unital, so ist V' damit isometrisch.
Identifiziert man in diesem Fall wie iblich den Raum H mit seinem Bild unter
der Isometrie V, so gilt

#(a) = Pgm(a)lg  (a€A).

Beweis.

Zunéchst konstruieren wir uns den Hilbertraum K D H und das zugehorige
Skalarprodukt.

Wir bezeichnen mit A ® H das algebraische Tensorprodukt.

Seien b € A, y € H. Dann ist die Abbildung

AxH — C, (a,z) - < ¢(b"a)x,y >

offensichtlich bilinear.
Die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes liefert uns die Existenz einer
linearen Abbildung

Shy : A®H — C mit Spyla®z) =< (b a)z,y >.
AuBerdem ist die Abbildung
AxH —» (A® H)", (b,y) — Spy

antibilinear, wobei wir mit (A ® H)* den algebraischen Dualraum zu (A ® H)
bezeichnen.

Dann folgt, wiederum mit der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes, die
Existenz einer antilinearen Abbildung

S: A®H - (A® H)", bRy — Spy.
Wir definieren nun die sesquilineare Abbildung

<,>: (A H)x (A® H) — C, (u,v) — S(v)u.

n
Dannist firu= Y a;®z; € A H

i=1
<wu,u>= Swu = Y <o(aje))wj,wi >
i,j=1
= < ¢nllaia;),; ;))((xi)e), ((z;);) >mn
> 0,

da ¢ vollstindig positiv ist. Das heifit < -,- > ist positiv semidefinit.
Seinimm N={uce A®H | <u,u>=0}.
Man sieht leicht, dass N ein Untervektorraum ist und durch

<u+ N, v+ N >:=<u,v>

ein Skalarprodukt auf (A® H)/N erklirt ist. Mit diesem Skalarprodukt ist
(A® H)/N also ein Prihilbertraum.
Wir definieren dann K als Vervollstdndigung von (A ® H) / N und erhalten den
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gewiinschten Hilbertraum.
Als n#chstes wenden wir uns dem unitalen C*-Homomorphismus 7 : 4 — L(K)
ZU.

Fiir a € A ist die Abbildung
AxH - A®H, (b,y) = (ab) @y

offensichtlich bilinear.
Dann liefert erneut die universelle Eigenschaft des Tensorprodukts eine lineare
Abbildung

m(a) : AQH - A®H mit w(a)(b®y) = (ab) ®y.
Das heifit, es gilt
mo(a) = L, ® 1,
wobei
L, : A — A
die Linksmultiplikation mit a ist.
n

Fira € Aund u =) b;®y; € N gilt unter Benutzung, dass ¢,, positiv ist
i=1
und in der C*-Algebra M,,(A) die Abschiitzung

(bfa*abj)i; < llall® (b;b;)i; (1 <i,j <n)

gilt,

n n

<m(a)u,m(a)u> = < (ab)@yi,» (ab;) ® y; >
i=1 i=1

= > < ollabi)"(abj))ys,vi >

ij=1

= < ¢n((bja"aby)i;)(yi)is (yi)i >

n

< lall® Y < o(b5by)y;,vi >

ij=1
= la|* <u,u>.

Diese Rechnung zeigt, dass N invariant unter mo(a) fiir alle a € A ist und dass
die induzierte Quotientenabbildung

7(a) : A®H)/N - (A® H)/N, (u+N) = (mo(a)u) + N

wohldefiniert und stetig linear mit ||7(a)|| < ||al| ist.
Damit existiert also auch eine stetig lineare Fortsetzung

m(a) : K - K mit |x(a)|]| < |la|| (a€ A).
Man priift leicht nach, dass durch

m: A — L(K), a — m(a)

21



ein unitaler x-Homomorphismus definiert wird. Wir definieren V' als die Abbil-
dung
H - K, z = (ly®z)+ N.

Die Linearitéit ist offensichtlich und es gilt

Vz||* = <Vz,Vz>
= <(la®z)+ N, la®z)+N >
= <1u®z, Ip0x>
= <¢p(Qa)z, x>
< Q- lll*  (z € H).
Damit ist V beschrinkt und es folgt
VI = sup [[Va|?
llzll<1

= sup < ¢(la)z, z > = |[o(14)l,
llzll<1

da ¢ positiv ist.

Somit gilt [[V][* = [|¢(La)ll.

(Man sieht an dieser Stelle auch, dass, falls ¢ unital ist, ||Vz|| = ||| gilt, also
dass V eine Isometrie ist.)

AuBerdem gilt

<V*r(a)Vz, y> <rw(a)Vzx, Vy>
<7m(a)(lg®z)+N), (I4®y)+N >
<m(a)(la®a), (la®y) >
<a®rx,luy>

= <¢la)r, y> (z,y € H, a € A).

a)
a)

Das heif3t
V*r(a)V = ¢(a) (a € A).

Betrachten wir nun noch den Fall, dass ¢ unital ist.
Identifiziert man H mit V H vermdoge der Isometrie V', so wird

V: H— K, A

die Inklusion und

vV . K - H
die Orthogonalprojektion von K auf H.
Also ist
Pyr(a)lg = ¢(a) fiir alle a € A.
O
Bemerkung.

e Stinespring — Darstellung
Man nennt jedes Tripel (K,7,V) mit den in Satz 2.2.1 beschriebenen
Eigenschaften eine Stinespring - Darstellung von ¢ .
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e Minimale Stinespring — Darstellung
Definiert man einen Teilraum K; C K als die abgeschlossene lineare Hiille
aller Vektoren der Form n(a)Vh fiir a € A und h € H - wir schreiben
hierfiir Ky = [ 7(A)V H ] - so sind die Abbildungen

m o A = L(Ky), mi(a) = 7(a)lk,
und
Vvl:H—)Kl, Vlill':ViL'

wohldefiniert.
AuBlerdem ist 7y als Einschrinkung von 7 auf K; immer noch ein *-Homo-
morphismus und offensichtlich gilt V; € L(H, K1) mit

Vi'm(a)Vi = ¢(a) (a € A).

Die Stinespring - Darstellung (K7, 7, V1) von ¢ ist minimal in dem Sinne,
dass
K, = [m(AWVH]

gilt.

e FEine minimale Stinespring — Darstellung ist bis auf unitire Aquiva-
lenz eindeutig
Seien (Ki,71, V1) und (K», 72, V) zwel minimale Stinespring-Darstellun-
gen. Dann gilt

||Z7r1(ai)V1hi||2 = < Zm(ai)Vlhi ) Z"rl(ai)vlhi >
=1 =1 =1

= Z < 7r1(ai)V1hi R 7r1(aj)V1hj >

ij=1

n
= Z < Vl*ﬂl(a;ai)Vlhi s hj >
ij—1
n

= Z < ¢(a;‘a1)hz s h]' >

ij=1

n
= > <Vim(aja)Vehi , hj >

ij=1

= Z < WQ(ai)‘/éhi R ’/Tg(dj)Vzhj >

ij=1

= <Y mlai)Vahi, Y mala;)Vah; >
i i=1

= 1D malai)Vahil?
i=1

fir ai,...,an € A, h1,...,hy € H.
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Damit ist die Abbildung

LH{m(a)Vih|a€ A he HY — LH{m(a)V2h|a€ A he H},

Z T (a,)Vlh, = Z T (al)Vth
i=1 i=1

wohldefiniert, isometrisch und offensichtlich surjektiv.
Durch Fortsetzen dieser Abbildung erhalten wir eine unitére Abbildung

U: K= [ ’/Tl(A)VlH ] - Ky = [ 7r2(A)V2H ]
Fiir diese gilt dann

UViz=Vex (x € H) und Umi(a)U* = m(a) (a € A).
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Kapitel 3

Der Modellsatz

3.1 Konstruktion eines vollstindig kontraktiven
Algebrenhomomorphismus

Sei H ein Hilbertraum und 7' € L(H)™ eine n-Kontraktion.
Wir wollen in diesem Abschnitt die in Kapitel 1.4 schon erwihnte Abbildung

p i A — LH), pM.) — pT),

wobei A = {p(M,) | p € Clz1,...,2,]} C L(H(B)) die von M,,,...,M,,
erzeugte Unteralgebra von L(H (B)) ist, konstruieren und zeigen, dass sie ein
vollsténdig kontraktiver, vollstindig positiver, unitaler Algebrenhomomorphis-
mus ist,.

Lemma 3.1.1.

Die Abbildung

n
or : L(H) —» L(H), X = Y TXT;
i=1
15t positiv.
Beweis.
Um zu zeigen, dass die obige Abbildung o positiv ist, rechnen wir nach, dass

sie positive Elemente wieder auf positive abbildet. Sei dazu X € L(H) positiv.
Dann gilt

n
<Y TXTh, h>

i=1

<or(X)h, h>

n
= > <TiXT/h, h>
i=1

= Y <XT'h,Tfh> >0 (heH).

(2 (2

i=1
€eH €H
>0
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Bemerkung.
Nach den Beispielen auf Seite 28 in [11], die wir auch schon in Kapitel 2 zitiert
haben, ist die Abbildung o sogar vollstindig positiv.

Wir betrachten nun fiir A € L(H) die Abbildung
My : L(H) - L(H), X — AXA".
Dann ist

n
or = E A£E7
i=1

und fiir £ > 0 gilt
n
ok = Z Mr,,...1;, = Z Yo Mra. (3.1)
i1 ,.eeyin=1 || =k

Insbesondere heifit das, dass
ohIg)= Y (T T )Ty, .. Ty

Lemma 3.1.2.
Die Folge (0% (I))ken ist eine monoton fallende Folge positiver Operatoren.

Beweis.
Fir k e Nund T € L(H)™ gilt

or(In) — o5 (In) = op(In) —op(or(In))
= or(Ig —or(In))

n
= of(In =) _ TT7).
i=1

Nach Voraussetzung ist T € L(H)" eine n-Kontraktion, also ist Ig — Y T;T}
i=1

positiv und somit folgt o% (I — Y. T;T;) > 0 (k € N), da nach Lemma 3.1.1
i=1
die Abbildung o7 positiv ist.
([l

Als monoton fallende Folge positiver Operatoren konvergiert (o (Ir))ren
punktweise gegen einen positiven Operator auf L(H). Wir schreiben

A = SOT — lim ok (Iy),
k—o00

wobei 0 < ||[Aeo 7l < L

Lemma 3.1.3.

Die Abbildung

Kr : H - HB,H), =~ Y 7a(arT*%z)z"
aEN?
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ist eine wohldefinierte, stetig lineare Kontraktion, fir die

KT 2l? = ||z~ < Awr z, > (v € H) (3.2)
n
gilt, wobei ar = (Iy — 3 T;TF)Y/?.
=1

Beweis.
Mit v, = |Z—," folgt

k
Ip— o™ (In) = Y (ohn)— ol (In))

(3.1) Y3 vaMra(as?). (3.3)

7j=0 ‘al:]

Damit gilt

A T*a.’lf pred 2
Z ||’Yoz( T ) || — Z Yo < Ta(AT2) T*® 4 7>
€N Yo Q€N

= <> YaMre(as®)z, x>
aeN™

k
- Y T e e o>
J=0 |a|=j

< lim (Ig — o (Ig)) =, = >
k—o00

= <z,z>—-<AxrT,T>
< el (z € H).

Somit ist die Abbildung K7 nach der Definition der Norm in H (B, H) aus Ka-
pitel 1 wohldefiniert und kontraktiv. Die Linearitiit ist aufgrund der Definition
offensichtlich.

O

Man beachte im Folgenden, dass eine kanonische isometrische Isomorphie
V : HB)® H — H(B,H)

zwischen dem Hilbertraum-Tensorprodukt H(B) @ H und H(B, H) existiert.
Die Abbildung V ist die eindeutige, stetig lineare Abbildung mit

Vifez)=f =z fir f € H(B) und x € H.
(Vergleiche hierzu etwa Kapitel 1.4 in [4].)

Definition 3.1.4.
Eine n-Kontraktion T' € L(H)™ heifit rein, falls

Asor = SOT — lim ok(Iy) = 0.
k—o0
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Bemerkung.
Aufgrund der Beziehung (3.2) ist diese Definition dquivalent dazu, dass Kt eine
Isometrie ist.

Lemma 3.1.5.
Sei T € L(H)" eine reine n-Kontraktion. Dann definiert die Abbildung

p : L(H(B)) - LH), X —» KpX®Ig)Kr
eine vollstindig kontraktive und vollstindig positive lineare Abbildung mit
p(Ius)) = In.
Beuweis.
Dass p unital ist, rechnet man direkt nach. Es gilt ndmlich
P(IH(B)) = K;“(IH(B) [024] IH)KT = Kr} Kr =1g.
—_—————
=Iy(B,H)

Die Tatsache, dass p vollstdndig kontraktiv und vollstéindig positiv ist, folgt
direkt aus den Beispielen, die auf Seite 28 in [11] gegeben werden. Es geniigt zu
beachten, dass die Abbildung

L(H(B)) — LHB) ® H), X —» X &Iy

ein C*-Homomorphismus ist.
O

Zu beachten gilt es im Folgenden, dass wir abkiirzend auch im vektorwertigen
Fall M, statt M,, ®1p schreiben werden. Dies ist auch insofern niitzlich, da sich
die in 1.2.6 gemachten Aussagen sinngeméfl vom skalar- auf den vektorwertigen
Fall iibertragen lassen.

Lemma 3.1.6.
Die oben definierte Abbildung p hat die Eigenschaft,
dass

Pl D aapMEMI’) = N aggTT, (3.4)
lal,|1B]<k lal,|B|<k

wobei M, € L(H(B))" der in Lemma 1.2.7 definierte n-Shift und T € L(H)"
eine reine n-Kontraktion sei.

Beweis.
Unter Benutzung von (1.6), beziehungsweise der sich sinngemifl erhaltenden
Aussage im vektorwertigen Fall, zeigen wir zunichst

M: Kr = KrTf  (i=1,...,n).
Sei dazu = € H. Dann gilt
M; Krx = MY vaarT*%z 2"
aeN™

= Z To 7a+eiATT*a+ei$Z

aENn Tate

= Z Yo (arT* T} x) 2
aeN™
= KrT/z (i=1,...,n).

[e%

28



Damit gilt also auch
Ky M,, = T; K7 (i=1,...,n). (3.5)
Da die Abbildung p linear ist, geniigt es p(M2M*P) = T*T*% (o, € N?)
nachzurechnen. Es gilt
p(MEMIP) = KpMIMIPKrp
@2 po g Ky
T°T*?  fiir alle a, 3 € N".

w
ot

O

Dem Leser ist sicherlich aufgefallen, dass insbesondere die beiden letzten Lem-
mata nur unter der Annahme getroffen werden konnten, dass T' € L(H)™ eine
reine n-Kontraktion ist. Dies ist natiirlich nicht fiir alle n-Kontraktionen T" der
Fall. Aber man kann aus einer gegebenen n-Kontraktion 7' € L(H)™ immer eine
reine n-Kontraktion konstruieren, einfach dadurch, dass man eine Zahl0 < r < 1
an das Tupel heranmultipliziert. Genauer gilt:

Lemma 3.1.7.
Sei T € L(H)" eine n-Kontraktion.
Dann ist fir 0<r <1 das Tupel (rT) € L(H)™ eine reine n-Kontraktion.

Beweis.
Daor : L(H) — L(H) positiv ist, gilt
lozll = llox(Im) = IIY_TT7ll < 1.
i=1
Damit gilt fiir das Tupel (rT")

2 <1,

lovrll = r* ozl < r
und es folgt, dass

Aoorr = SOT — lim o¥r(Ig) = 0,

k—o00

somit ist K, eine Isometrie.
O

Also sind die Abbildungen beziiglich der reinen n-Kontraktion (rT') € L(H)"
pr + L(H(B)) —» L(H), X — KG(X®1lg)K,r 0 <r<l

vollstéindig kontraktiv und vollsténdig positiv. Somit folgt aus (3.4)

pr( Y aapMIMI®) = 3" ans(rT)* (7). (3.6)
lal,|B8]<k lal,|B]<k

Wegen (3.6) konvergieren die Abbildungen p, (0 < r < 1) punktweise auf

S = LH{ M®M”’ |, eN" } C L(H(B))
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gegen eine Abbildung p : S — L(H) mit

p( Y aasMIM) = N ansToT. (3.7)
lal,|8]<k lal,18|<k

(Beachte dabei, dass die auftretenden Summen endlich sind.)

Mit p, (0 < r < 1) ist auch der punktweise Limes p offensichtlich wieder
vollstandig kontraktiv und vollsténdig positiv.

Wir haben also die in Kapitel 1.4 gesuchte Abbildung nicht nur auf

A={p(M;) | p€Clz1,...,zn]} C L(H(B)),

sondern auf der gréfieren Menge S D A konstruiert.

Wir koénnen jetzt also, so wie in Kapitel 1.4 beschrieben, fortfahren und zuerst
den Arvesonschen Fortsetzungssatz (2.1) anwenden und erhalten danach mit
dem Stinespringschen Dilatationssatz (2.2) die gewiinschte Dilatation zu einem
C*-Algebrenhomomorphismus zu dieser Fortsetzung.

Bemerkung.

Wegen [|pr|| < 1 (0 < r < 1) iibertrégt sich die punktweise Konvergenz auch
auf S.

Man kann zeigen,welches wir zu einem spéteren Zeitpunkt auch ausfiihren wer-
den (genauer gesagt in Lemma 3.4.2), dass S die von M.,,..., M. erzeugte
C*-Teilalgebra von L(H(B)) ist. Arveson nennt dies die Toeplitz-Algebra 7,,
welches wir ebenso halten werden.

3.2 Die Calkin-Algebra C(H(B))

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass die Operatoren der Form
M M. — M, M (t=1,...,n)

in K(H(B)) liegen, das heifit kompakt sind.

Dazu iiberlegen wir uns, dass sie Diagonaloperatoren mit gegen Null konvergen-
ten Eigenwerten sind. Fiir solche ist die Kompaktheit wohlbekannt. Genauer
gilt das folgende Lemma.

Lemma 3.2.1.

Sei H ein Hilbertraum mit Orthonormalbasis (e;)icr und T € L(H).

Gibt es eine Familie (\;)icr komplezer Zahlen mit 1.i1111 Ai = 0 (Das heifit zu
€

jedem € > 0 existiert eine endliche Teilmenge J C I mit |X\;| < € fiir alle
i€I\J.)und Te; = Ne; (i €1), soist T schon kompakt.

Damit sind wir in der Lage, die Kompaktheit der obigen Operatoren zu zeigen.

Lemma 3.2.2.

Sei M, =(M,,,...,M,, )€ L(H(B))" der n-Shift. Dann sind die Operatoren
M M., — M., M:  (i=1,...,n)

kompakt.
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Beweis.

Nach Definition von H(B) und des Skalarproduktes in H(B) aus Kapitel 1 ist
(2%) genn €in Orthogonalsystem in H(B) mit LH{z* |« € N* } = H(B). Es
gilt aber [|2%[]* = < 2%,2% > = - fiir alle & € N". Das heifit, dass man die
2% (a € N™) normieren muf}, um eine Orthonormalbasis zu erhalten. Damit ist
also (eqa) enn Mit eq = (/7o 2% (@ € N*) eine Orthonormalbasis von H(B).

Sei nun f € H(B) mit f = Ao ——eq . Dann gilt
aEZN" SV

1
(MZ M, — M, MZ)( Z Ga——€a)
aeN™ Ya

= (MZ, M, — M, MZ,)( Z aa2%)

aEN?
(1.5)£(1.6) Z Yo 1g2® — Z Yo aa+eiza+ei
aENn Ya+te; aENn VYa+te;
D D R S =
aENn ’Yoz+ei a>e; ’7a
— Yo gaz® + Z (7—(1 - b)aaza
om0 Ya+te; a>e: Ya+te; Yo
(1.4) 1 o a; +1 Q; a
= An 2 + T — 17 7)QaZ?
a§0|a|+l “ §(|a|+1 |a|) “

wobei /\a = M%
Insbesondere gilt

falls a; =0 und A\, = % sonst.

(M; M. — M., M} )ea = Ao en (a€N).

Da nun die so erhaltene Folge (\y)
mit Lemma 3.2.1

aenn gegen 0 strebt (in obigem Sinne), folgt

M M., — M., M: € K(HB) (i=1,...,n).

AuBerdem haben wir im Beweis von Lemma 1.2.7 gezeigt, dass
n
Iy — ZMziM; € L(H(B))
i=1
die Orthogonalprojektion von H (B) auf die konstanten Funktionen C-1 C H(B),

insbesondere also auch kompakt ist.
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Definition 3.2.3.
Die Quotienten-Algebra

C(H(B)) = L(H(B)) /K(H(B))

heiit Calkin-Algebra.

Bemerkung.

Da die kompakten Operatoren K(H (B)) ein abgeschlossenes, zweiseitiges Ideal
in L(H(B)) bilden, ist die Calkin-Algebra selbst wieder eine C*-Algebra, wie
wir in Korollar (3.3.4) zeigen werden.

Wir konnen jetzt also sagen, dass die Restklassen [M,],...,[M.,,] ein vertau-
schendes Tupel normaler Elemente

([M],...,[M.,]) € C(H(B))"
in der Calkin-Algebra bilden, derart dass

n

Z[Mzi][MZi]* = [IH(B)]- (3.8)

i=1

Wir sind sogar mit Hilfe eines Satzes von Fuglede-Putnam-Rosenblum in der
Lage, eine noch bessere Aussage zu treffen.

Satz 3.2.4. (Fuglede-Putnam-Rosenblum,)
Seien M,N,T € L(H) (H Hilbertraum).
Sind M, N normal und gilt MT = TN, so folgt

M*T =TN*.

Einen Beweis hierzu findet man etwa in [12] auf S. 300 f.

Bemerkung.

Da man mittels der Gelfand-Naimark-Siegel-Konstruktion jede C*-Algebra mit
einer C*-Unteralgebra von L(H) identifizieren kann, erhélt man eine Version
von Satz 3.2.4 fiir beliebige C*-Algebren.

Wendet man dies auf M = N = [M_,] und T = [M_,] (i,j = 1,...,n) an, so
sind die Voraussetzungen nach den oben getroffenen Aussagen erfiillt und es gilt

(M= [My] = [M)IM-]" (5 =1,...,n). (3.9)

3.3 Etwas iiber Darstellungen

Sei H ein Hilbertraum und A eine C*-Algebra. Es sei an dieser Stelle gesagt,
dass wann immer wir von einem Ideal in A reden, darunter stets ein abge-
schlossenes, zweiseitiges Ideal verstehen. Wir werden zeigen, dass dieses dann
automatisch x-abgeschlossen ist. Daher ist es selbst eine C*-Algebra. Wir wollen
im Folgenden zeigen, dass man unter bestimmten Voraussetzungen eine gege-
bene Darstellung auf einem Ideal eindeutig zu einer Darstellung der gesamten
C*-Algebra fortsetzen kann.

Damit wir dies tun kénnen, geben wir an dieser Stelle noch eine kurze Ein-
fiihrung in die bendtigten Begriffe und treffen grundlegende Aussagen fiir die
Darstellungstheorie.
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Definition 3.3.1.

Eine Darstellung einer C*-Algebra A ist ein C*-Algebrenhomomorphismus von
A in die C*-Algebra L(H) fiir einen Hilbertraum H.

Man sagt: # : A — L(H) ist eine Darstellung von A auf H.

Als wichtiges Hilfsmittel ben6tigen wir das folgende Lemma, das uns etwas tiber
die Existenz einer lokalen, abzdhlbaren, approximativen Rechts-Eins aussagt.

Lemma 3.3.2.
Seien A eine C*-Algebra und T C A ein Ideal. Fiir alle x € T gilt:
Es existiert eine Folge (en), oy in Z, e; = e} fir alle i € N mit

(i) o(en) €[0,1] fiir allen €N,
(i7) T}er()lo||xen—x|| = 0.

Den Beweis dieses Lemmas wollen wir an dieser Stelle nicht ausfiihren. Er ist
zum Beispiel in [2] auf S.10 ff. nachzulesen.
Eine direkte Folgerung aus diesem Lemma ist das folgende Korollar.

Korollar 3.3.3.
Jedes Ideal T einer C*-Algebra A ist selbstadjungiert.

Beweis.
Seien 7 ein Ideal einer C*-Algebra A und y € Z. Wihle nun mit Hilfe von Lemma
(3.3.2) eine Folge (en),,cy in Z mit e, = e}, fiir allen € Nund y = lim ye,.
n—o0
Durch Adjungieren der letzten Bedingung erhélt man
y* = (lim ye,)* = lim (ye,)" = lim e;y* = lim e,y* € T,
n—o0 n—o0 n—o0 n—o0

da eny* € 7 und 7 abgeschlossen ist.
O

Eine weitere Folgerung und fiir das Fortfiihren dieser Arbeit wichtiges Ergebnis
sagt uns etwas iiber den Quotienten A/I eines Ideals 7 einer C*-Algebra A aus.

Korollar 3.3.4.
Seien A eine C*-Algebra und T C A ein Ideal.
Dann ist auch A/I mit der induzierten Involution eine C*-Algebra.

Beweis.
Fiir den Beweis der Aussage geniigt es,

l2]l> < [lf][2]ll  fiir alle = € A

ZU zeigen.
Enthilt A keine Eins, so bezeichnen wir mit .A4; D A die C*-Algebra, die durch
Adjunktion einer Eins aus A entsteht. Wir bezeichnen mit e das Einselement
von A, falls A unital ist, beziehungsweise das Einselement von A; sonst.
Sei z € A (fest) und E={u € Z|u=u*o(u) CI0,1]}.
Zeige zunichst

Nl = inf e =l
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(<) Klar, da E C 7 und damit gilt
inf ||z — z|| < inf ||z — zu]|.
z€L ueklE

(>) Es geniigt zu zeigen, dass

fiir alle z € 7 eine Folge (up), oy in E existiert, mit ||z + 2| > in£I |z — zunl|-
ne

Sei dazu z € Z. Wihle nun gem&l Lemma (3.3.2) eine Folge (u,), oy fiir 2.
Bezeichnet man mit e die Eins in A, so gilt ||e — u,|| < 1. Damit kann man nun
weiterschlieflen, dass

llz+z|| > lminf||(z+ 2)(e — un)||
n—oo

liminf ||z(e — uy) + z(e — uy)||
n—oo

liminf |z — zuy,||

n—o0

> inf ||z — zu,|
neN

gilt. Somit gilt also ||[z]|| = ing |z — zul|.
ue

Dies konnen wir in der folgenden Rechnung benutzen und erhalten

l=ll* = (inf [lz = zul])”

I”

Inf [|lz(e —u)

inf (e = wa*a(e = w)]|

inf ||[z*z — x*zul|
u€E

Ilz"z]l| = [l[=]"[=]ll-

IN

O

Definition 3.3.5.

Eine Darstellung # : A — L(H) heifit nichtentartet, falls die C*-Algebra der
Operatoren 7(A) trivialen Nullraum hat.

Dabei heift fiir E C L(H) die Menge

null(E) = ﬂ (KerA; A€ E)

der Nullraum von E.

Eine Charakterisierung von nichtentarteten Darstellungen, die wir im weiteren
Verlauf noch héufiger benutzen werden, driickt das nachfolgende Lemma aus.

Lemma 3.3.6.
Sei m eine Darstellung von A auf H. Dann gilt

m nichtentartet < LH{n(a)¢ |a€ A, { € H} = H.
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Beweis.
7 nichtentartet =3 ﬂ (KerT | T € w(A)) = {0}
& () (ImT*)" | T € n(A)) = {0}
w(A) selbggldjungiert ﬂ ((ImT)J‘ | Tc W(A)) _ {0}

o (U (ImT | TeW(A)))l - {0}
& LH{n(a)¢ | a€e A, (€ H} = H

O

Fiir LH{n(a)¢ | a € A,& € H} schreiben wir abkiirzend [r(A)H].

Arveson zeigt in [2], dass jede nichtentartete Darstellung 7 von einer C*-Sub-
algebra B C K(H) der kompakten Operatoren in H auf einen Hilbertraum K
unitir dquivalent zu einem Vielfachen der identischen Darstellung ist, das heif}t,
dass man K als orthogonale Summe

K = @B K: (I Indexmenge)
iel

von 7-invarianten Unterrdumen K; schreiben kann, so dass fiir jedes B € B der
Operator 7(B)|k, € L(K;) unitir dquivalent zu einer Einschrinkung By, von
B auf einen fiir B invarianten Unterraum H; C H ist.

Genauer gilt der folgende Satz.

Satz 3.3.7.
Seien H, K Hilbertriume, B eine C*-Unteralgebra von K(H) und

T B = L(K)

eine nichtentartete Darstellung von B auf K.
Dann existieren eine Indexmenge I und eine Zerlegung

K = Pk,
i€l

von K in w-invariante Unterriume {0} # K; C K (i € I) derart, dass fiir jedes
i € I ein abgeschlossener B-invarianter Unterraum H; C H wund eine unitdre
Abbildung

U, : K; - H;

existieren, so dass

m(B)

k. = U'B

m Ui fiir alle B € B.

Den Beweis findet man etwa in [2] auf S.19 ff.
Betrachten wir nun den Fall, dass die Unteralgebra B schon ganz KC(H) ist, das
heiflt 7 ist eine Darstellung der kompakten Operatoren von H auf K. Dann
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miissen die abgeschlossenen Unterrdume H; C H (i € I) aus obigem Satz inva-
riant unter allen kompakten Operatoren sein. Da die C*-Algebra der kompakten
Operatoren IC(H) irreduzibel ist, gilt

H, = H fiir alle ¢ € I.

Dabei heifit eine C*-Algebra A C L(H) irreduzibel, falls die identische Darstel-
lung
A — L(H), a — a

irreduzibel ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn die einzigen abgeschlossenen
invarianten Unterrdume M C H fiir A lediglich {0} und H sind.
Mit obigem Satz erhélt man also fiir den Fall B = K(H)

Korollar 3.3.8.
Seien H, K Hilbertriume und

T : K(H) - L(K)

eine nichtentartete Darstellung.
Dann existieren eine Indexmenge I und eine Zerlegung

K = Pk,
i€l

von K in w-invariante Unterriume {0} # K; C K (i € I) derart, dass fiir jedes
i € I eine unitire Abbildung

U, : K; - H
ezistiert, so dass

w(C)

Kk = U;CU; fiir alle C € K(H).

Bemerkung.

Eine Darstellung einer C*-Subalgebra von einer C*-Algebra A auf einen Hil-
bertraum H kann im Allgemeinen nicht zu einer Darstellung von ganz A auf H
fortgesetzt werden. Falls die Subalgebra aber ein Ideal ist und die Darstellung
nichtentartet ist, so geht es doch.

Das heif}t es gilt der folgende Satz.

Satz 3.3.9.
Sei T C A ein Ideal der C*-Algebra A. Dann gilt:
Jede nichtentartete Darstellung

m : I — L(H)
hat eine eindeutige Fortsetzung zu einer Darstellung

7 : A — L(H).
Beweis.

SeiZ C Aeinldealund 7 : Z — L(H) eine nichtentartete Darstellung.
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Beh.(1) :

Fiir alle z € A existiert ein eindeutiger stetig linearer Operator 7(z)
auf H mit 7 (z)n(y) = n(xy) fiir alle y € 7.

Beweis.

Die Eindeutigkeitsaussage ist direkt klar, da Vektoren der Gestalt
m(y)¢, y € Z, £ € H ganz H aufspannen, nach Lemma (3.3.6).

Der Existenzteil ist allerdings nicht so einfach. Um ihn zu zeigen,
machen wir zuerst die Annahme, dass 7 zyklisch ist, das heift, dass
ein { € H existiert mit [7(7)&] = H. Sei nun also & € H ein solcher
zyklischer Vektor.

Wir werden zeigen, dass

Im(zy)oll < [zl Im(y)éoll  fiiralley € T

gilt.

Sei dazu y € Z. Wir wihlen mit Hilfe von Lemma 3.3.2 eine Folge
(en)pen in T mit e, = e, o(e,) C [0,1] und y*e, "2 y*. Durch
Adjungieren der letzten Eigenschaft erhilt man

eny = (y*en)” "7 (y*)* = y, da die Involution stetig ist. Damit
ergibt sich also

[l (zy)&oll

Jim [[7(zeny)&oll

nh_}rr;o ||l (zen)m(y)&oll

IN

sup |zen| - [I7(y)Soll
neN

]| - [l (y)&oll-
Daraus folgt, dass die Abbildung

IN

()& = 7(zy)éo (v € T)
eindeutig zu einem Operator 7(x) auf [7(Z)&] = H mit
I7(@)[] < [l

fortgesetzt werden kann.
Fiir alle y, z € T gilt

T (x)m(y)m(2)60 = 7 (2)m(y2)So = m(zy2)éo = m(xy)m(2)éo

und somit
7(x)m(y) = 7w(zy) fiir alley € 7

auf ganz H.

Fiir den Fall, dass m nicht zyklisch ist, nutzen wir aus, dass man
fiir eine nichtentartete Darstellung m auf H den Hilbertraum H als
orthogonale Summe von invarianten, zyklischen Unterrdumen H; fiir
7 schreiben kann (vergleiche S.16 in [2]). Es gilt also: Es existieren
eine Indexmenge I und 7w-invariante, zyklische Unterrdume H; von H

mit
H = PH.
el
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Beh.(2) :

Beh.(3) :

Fiir alle z € 7 definiere m;(z) = n(z)|m;.
Damit wird m; zu einer zyklischen Darstellung von Z auf H; und wir
konnen den ersten, das heifit den zyklischen Fall auf 7; anwenden.
Somit erhalten wir fiir alle # € A Operatoren 7;(x) € L(H;) mit
m =7z und  w(x)mi(y) = m(xy) firallex € A, y € 1.
Definiere nun 7(z) = @ 7wi(z) (x € A).

iel
Dann gilt fiir alle z € A?y €T

#(@)r(y) = P mi(z)mi(y) = P milay) = w(2y).

i€l i€l

Damit ist Beh.(1) gezeigt.
Es existiert also eine eindeutige Abbildung

7 : A — L(H), x — 7(z)

mit
w(@)n(y) = w(zy) (z€Ayel).

O
Es gilt auch 7(yz) = w(y)m(z) firallexze A, yeT.
Beweis.
Seixz e A,y € T.
Dann gilt
m(yr)m(z) = w(eyz) = w(y)w(rz) = 7(y)7(z)w(2)
fiir alle z € Z und wegen [7(Z)H] = H
folgt
m(yx) = m(y)m(x).
O

7 erhilt die algebraischen Operationen und die Involution und es gilt
7~T|I = T.

Beweis.
Seien a,b € C, x1,x2,2 € A. Dann gilt

o m((az1 + bx2)y) = w(az1y + bxay) = an(z1y) + br(z2y)
= aft(z1)m(y) + bt (z2)7(y) = (a7t (z1) + b7 (22)) 7 (y)
fiir alle y € Z und wegen der Eindeutigkeit in Beh.(1) folgt

((ax1 + bxa)) = aft(z1) + bit(x2).

o m(z122y) = 7(z1)w(22Y) = 7T (21) 7 (T2)7 (Y)
fiir alle y € Z und wegen der Eindeutigkeit in Beh.(1) folgt

77'(:171.’172) = 7~T(CE1)7~T(CEQ)
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Beh.(2 - . s
o n@'y) = r(y o) " ED (2(y)7(2)* = 7 (2) T (y)
fiir alle y € Z und wegen der Eindeutigkeit in Beh.(1) folgt

w(z*) = 7(x)".
Auflerdem gilt fiir alle y,z € 7

m(2)7(y) = 7(zy) = 7(2)7(y)

und wegen [7(Z)H] = H folgt daraus 7|z = .

O
Somit ist die Existenz der Fortsetzung gezeigt.
Sei o eine weitere Darstellung von A auf H mit 0|z = 7.
Seien z € A, y € Z. Dann folgt
o(z)m(y) = o(z)o(y) = o(zy) = m(xy) = 7(2)7(y).
Also gilt ¢ = 7 nach dem Eindeutigkeitsteil aus Beh.(1).
O
Seien nun umgekehrt 7 eine Darstellung von A auf H, Z C A ein Ideal und
Hr =[r(Z)H].
Dann gilt:

Da 7 ein Ideal ist folgt, dass w(A)Hz C Hz gilt, und da Hz abgeschlossen ist
konnen wir H als direkte Summe von H7 und dessen Orthogonalkomplement
H schreiben, das heift

H =H; ® Hf, wobei Hz, Hi reduzierende Teilriume fiir (A).

Man beachte dabei, dass ein Teilraum M C H genau dann reduzierend fiir ein
Operatorsystem S C L(H) ist, falls er invariant fiir S ist.
Seien

mz : A = L(Hz) mitnz(z) = m(x)|m,

und
or : A = L(Hy) mitoz(z) =7(2)ge.

Dann gilt offenbar
m(z) = n7(z) ® oz (x),

wobei 77 eindeutig durch seine Einschrinkung 77|z auf Z bestimmt ist, da 7z
nichtentartet ist. Da oz|z = 0 ist, induziert o7 eine Darstellung von A/I auf
H# vermbge = + Z + oz(z). Beachten muss man hierbei, dass o7, da H# der
Nullraum von 7(Z) ist, Z annulliert.

Das heifit, sobald wir alle Darstellungen von Z und A/I kennen, kénnen wir
also die Darstellungen von A rekonstruieren.
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3.4 Verallgemeinerte Wold - Zerlegungen
Sei T € L(H)™ eine n-Kontraktion und
m : L(H(B)) - L(K)
eine C*-Darstellung auf einen Hilbertraum K D H so, dass
pla) = Pur(a)la  (a € ™)

gilt, wobei p die in Abschnitt 3.1 konstruierte vollstindig kontraktive, vollstin-
dig positive Abbildung und ,, die Toeplitz-Algebra, das heifit die von

M, € L(H(B))" erzeugte unitale C*-Algebra ist.

Wir zeigen zuerst, dass die kompakten Operatoren in der Toeplitz-Algebra ent-
halten sind.

Lemma 3.4.1.

Sei M, € L(H(B))" der n-Shift und
S = LH{MM!® | o, € N"}.

Es gilt B
K(H(B)) c S.
Dabei bezeichnet IC(H (B)) die kompakten Operatoren auf H(B) .

Beweis.

Wir werden in einem ersten Schritt zeigen, dass die Operatoren in L(H (B)) mit
eindimensionalem Bild in S enthalten sind.

Sei also B € L(H(B)), so dass dim(BH(B)) = 1.

Wihle nun ein Element

f=3 et € HB) wit ||fll=1

aeENn

so, dass das Bild von B von f erzeugt wird. Definiere anschlielend

g=B"f= ) baz* € H(B).

aeNm

Wir haben im Beweis von (1.2.7) schon gesehen, dass
}h::IH@D_'E:]MZAJZ
i=1

die Orthogonalprojektion auf die konstanten Funktionen C -1 C H(B) ist.
Fiir k¥ € N definieren wir einen Operator By, € L(H(B)) durch

Bi= Y asbgMIPcM;
lal, 18] <k

Da Pc € S, ist definitionsgeméf auch By, € S (k € N). Um nun zu schliefien, dass
auch B € S, geniigt es, da S abgeschlossen ist, zu zeigen, dass die Operatoren
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By, in der Operatornorm gegen B konvergieren.
Um dies zu zeigen definieren wir fiir u,v € H(B) eine lineare Abbildung

Buw : HB) = H(B), f = <fo>u

Offensichtlich ist £, € L(H(B)) mit |Buvl| < [|ul] - ||v|| (u,v € H(B)) und
somit ist die sesquilineare Abbildung

B:H(B) x H(B) — L(H(B)), (u,v) = Buuy
stetig. ~
Fiir ein beliebiges f = aean d,2% € H(B) existiert jetzt ein A € C mit
Bf =X,
da das Bild von B nach Wahl von f erzeugt wird. Wegen || f|| = 1 gilt dann
A=X-|IfIP= <A\, f>=<Bf.f>

und wir kénnen schreiben

Bf=X-f = <Bf,f>f

= <f.B*f>f
= < f’g > f
= 5f,gf-
Mit den Ergebnissen aus Lemma 1.2.6 folgt aulerdem
Bif = > adbgMPMI’f
lal,|BI<k
1 N
= Z aabg—dgz
Bk P
ds,b
D Y e
EEC jal<h
= (Z dz2”, Z bs2?) - Z aq 2"
BEN™ |BI<k lor| <k
= < f? gr > 'fk
= Brgf
mit fr = Y anz®und g = Y bg2® (k€N).
lo| <k 1BI<k

Wir sehen also, dass By = fy,,4. (k € N) und B = f¢ .
Da f stetig ist, und weil f oo f und g g g gilt, folgt

k
By, = ng,fk j)o Bf,g = Ba

was wir zeigen wollten.
Da wir jeden Operator B € L(H (B)) mit endlichdimensionalem Bild als endli-
che Summe von Operatoren mit eindimensionalem Bild schreiben kénnen, liegen
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also auch die erstgenannten in S.
Da, abschliefend, die endlichdimensionalen Operatoren auf einem Hilbertraum
dicht in den kompakten Operatoren auf diesem Hilbertraum liegen und S abge-
schlossen ist, folgt also

K(H(B)) C S,

was zU zeigen war.

O

Mit Hilfe des obigen Lemmas sind wir nun in der Lage, die bereits am Ende von
Kapitel 3.1 behauptete Identitit 7, = S zu zeigen.

Lemma 3.4.2.
Sei M, € L(H(B))" der n-Shift, 7, die Toeplitz-Algebra und

S = LH{MM!® | o, € N"}.

Dann gilt B
™ = S.

Beweis.

Da 7, die von M. erzeugte, unitale C*-Algebra ist, ist die Inklusion S C 7,
offensichtlich. Um nun zu zeigen, dass auch die Inklusion 7,, C S gilt, muss man
nur noch zeigen, dass auch S eine C*-Algebra ist, da die Erzeuger von 7, in
S liegen. Da S C L(H(B)) offensichtlich ein x-abgeschlossener Unterraum ist
geniigt es, die multiplikative Abgeschlossenheit von S nachzurechnen.

In Abschnitt 3.2 haben wir gezeigt, dass 7, modulo den kompakten Operato-
ren K(H(B)) kommutativ ist (3.9). AuBerdem folgt aus Lemma (3.4.1), dass
K(H(B)) C S gilt.

Somit gilt fiir «, 8,7, € N*

(M2 M7) (M ME)) = (M2 M),
Daraus folgt, dass ein kompakter Operator K € K(H (B)) existiert, so dass
MEMPPMIME = MM + K €3,
—_—— ~~~
€s es

was wir zeigen wollten.
O

Korollar 3.4.3.
Die kompakten Operatoren auf H(B) sind in der von M, = (M,,,...,M,,)
erzeugten unitalen C*-Algebra enthalten, das heifit es gilt

K(H(B)) C 7.

Wir bezeichnen weiterhin mit 7 die bereits zu Beginn dieses Kapitels erw&hnte
Darstellung von L(H(B)) auf einen Hilbertraum K. Wir kénnen nun damit
beginnen, die gewiinschte Zerlegung zu konstruieren.
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Lemma 3.4.4.

a) Die Riume

und
Ky = KoK, = [|(Ker(n(a)) | a € K(H(B)))

sind invariant unter T .
b) Die Darstellung
g, : K(H(B)) — L(K;), a — w(a)|k,
ist nichtentartet.

Beweis.

a) Sei b € L(H(B)). Dann ist fiir alle a € K(H(B)) auch ba € K(H(B)), und
somit gilt fiir alle k € K

m(b)mw(a)k = w(ba)k € K.
Damit folgt also
*(B)(r(@K) C K1 (a € K(H(B)),
und wegen der Linearitédt und der Stetigkeit von 7(b) € L(K) gilt
0\ @K) C K.
aeK(H(B))

Demnach ist K invariant unter .

Nun miissen wir nur noch zeigen, dass das Orthogonalkomplement K, von
K, in K die angegebene Form hat.

Sei a € K(H(B)). Dann ist auch a* € K(H(B)) und mit

K o6 w(a)K = Ker(7(a)*) = Ker(w(a*))
folgt
Keki = Ko( \/ (s(@K))

a€EK(H(B))

= N (K & r(a)K)

a€EK(H(B))
= ﬂ Ker w(a")
a€EK(H(B))

= m Ker w(a).
a€K(H(B))
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b) Sei k € K; mit
7|k, (@)k =0 (a € K(H(B))).

Dann gilt auch
Tk =0 (a€Kk(H(B)),

woraus folgt, dass k € Ker w(a) (a € K(H(B))).
Nach der Definition von K liegt k somit in K. Das heifit

K >k € Ko=Ko Ky,

wodurch k = 0 folgt.
Damit ist 7|k, also nichtentartet.

Wir sind nun in der Lage Korollar 3.3.8 auf die nichtentartete Darstellung
mlk, : K(H(B)) - L(K;), a — 7(a)|k,
anzuwenden.

Lemma 3.4.5.

a) Sei
|k, + K(H(B)) — L(Ky), a — =w(a)|k,

die nichtentartete Darstellung von IKC(H(B)) auf K; aus Lemma 3.4.4.
Dann existieren eine Indexmenge I und eine Zerlegung

K = PK;
i€l

von Ky in 7|k, -invariante Unterrdume {0} # K; C Ky (i € I) derart, dass
fiir jedes i € I eine unitire Abbildung

existiert, so dass

(77, ) (@)

K; — Ui* a Ui
fiir alle a € K(H(B)).
b) Die Abbildung
U=@Uu : Ki=PK - PH®B),
iel iel iel

definiert als direkte Summe der in a) erhaltenen unitiren Abbildungen U;,
ist selbst unitdr, mit

ki (a) = U (Pa) U

i€l

fiir alle a € K(H(B)).
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Beweis.
a) Wende direkt Lemma 3.3.8 auf die gegebene Situation an.
b) Als direkte Summe der unitidren Abbildungen U; (i € I) ist U ebenfalls

unitdr mit
k(@) = P (k) (@)K )

iel

(é) @(UZ* a Uz)
iel

= (PuHEPaEPu)
icl iel iel

= U@PaU  (ack(HB))).

iel

Die beiden Darstellungen
L(H(B)) — L(K:1), a ~ w(a)lk,

und
LH(B) —» LK), a ~ U (E@PaU
i€l
sind beides Fortsetzungen der nichtentarteten Darstellung

K(H(B)) —» L(K1), a ~— 7(a)|k,-

Nach dem Eindeutigkeitsteil aus Satz 3.3.9 sind diese Fortsetzungen also gleich.
Fiir die Einschrankung von 7 auf Ky gilt nach Konstruktion

i, (K(H(B))) = 0.

Nach Konstruktion ist

die Kompression von

m(M,,) = (M)

K @ ﬂ-(MZi)

Ko (t=1,...,n).

Hierbei ist bis auf unitiire Aquivalenz

(M), = P M., € L@ H®B)).
el el
Da nach Abschnitt 3.2
((M.,],...,[M.,]) €C(H(B))"

ein vertauschendes Tupel normaler Elemente in der Calkin-Algebra und die
Abbildung

¢ : C(H(B)) = L(Ko), ¢([a]) = 7(a)lx,
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ein C*-Algebrenhomomorphismus ist, fir den ¢([M,]) = 7n(M.,)
(i=1,...,n) gilt, definiert

Ko = WZ

w = 7r(]\IZ)|K0

ein vertauschendes Tupel normaler Operatoren und unter Benutzung von (3.8)
folgt, dass

S WiWy = Ik, (3.10)

i=1

Ein solches Tupel nennt man sphérisch unitires Tupel.

Bevor wir nun in der Lage sind den Modellsatz fiir sphirische Kontraktionen
aufzuschreiben, miissen wir uns noch der Wirkung von Operatoren der Form
w(p(M,))* auf den Hilbertraum H widmen. Hierbei bezeichnet 7 wieder den
C*-Algebrenhomomorphismus aus dem vorigen Abschnitt, p € C[z] ein Polynom
in n Variablen und M. den n-Shift.

Es gilt das folgende Lemma

Lemma 3.4.6.
Fiir die Darstellung © : L(H(B)) — L(K) und den n-Shift M, ist der Hilbert-
raum H C K invariant unter allen Operatoren

m(p(M2))" (P € Ca,...,2n]).

Bemerkung.

Bezeichnet man mit A = {p(M.) | p € Clz1,...,2,]} C L(H(B)) die vom
n-Shift M, € L(H(B))™ erzeugte unitale Teilalgebra, so werden wir abkiirzend
sagen, dass H #-invariant unter der Algebra 7 (A) ist.

Beweis. (von Lemma 3.4.6)
Sei j : H — K die Inklusion und p € C[z] ein Polynom. Dann gilt

p(p(M-))p(p(M-)*)

p(p(M.)p(M.)*)
7 m(p(M2)p(M2)*)|u,

7 (p(M:)) Prm(p(M=)") |

—
*
~

oder dquivalent

Jm(p(M-)) Pam(p(M-)*)j = j m(p(M:)p(M-)")]. (3.11)

Dabei gilt es in Gleichung (x) zu beachten, dass p aufgrund von (3.7) genau die
gewiinschte Multiplikationseigenschaft hat.
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Damit folgt nun mit B = Pyn(p(M,)*)j — w(p(M.)*)j

B'B = [Pum(p(M:)*)j = m(p(M=)")j]* [Pam(p(M:)")j — = (p(M:)")j]
= (Par(p(M:)")j)" [Pam(p(M.)")j — n(p(M.)")j]
— (m(p(M:)")j)" [Pum(p(M.)")j — 7(p(M:))j]
= ("m(p(M2)")"Pg) [Pum(p(M-)")j — m(p(M-)")]
— (7w (p(M2)")") [Pam(p(M=)")j — m(p(M-)")j]
= ("r(p(M-))Pr) [Pam(p(M:)")j — m(p(M:)")j]
— ("7 (p(M>))) [Pr(p (Mz)*)J — m(p(M)")]]
= Jr(p(M.))PaPam(p(M-)*)j — jm(p(M:))Prm(p(M-)")j
— § m(p(M:)) Prm(p(M=)")j + J*W(p(Mz))W(p(Mz) )Jj

Jr(p(M.)) Pam(p(M.)*)j — j*n(p(M.))Prm(p(M.)")j

~~

=0

— J m(p(M:)p(M.)")j + j*m(p(M.)p(M.)")j

~ J
'

=0

(3.11)

= 0.
Das heif3t also
[Pum(p(M)")j — m(p(M.)*)j]" [Pam(p(M.)*)j — m(p(M:)")j] = 0

und damit
PHW(p(Mz)*)J = ’/T(p(Mz)*)ja

woraus hervorgeht, dass H *-invariant unter 7(A) ist.

3.5 Der Modellsatz

Sei T € L(H)™ (H Hilbertraum) eine n-Kontraktion und
m : L(H(B)) - L(K)

eine Stinespring-Dilatation gemifl Kapitel 2 zu der in Abschnitt 3.1 konstruier-
ten, unitalen, vollstindig positiven, linearen Abbildung

p: S — L(H),

wobei S = LH{M>M*® | a,3 € N*} und M. € L(H(B))" der n-Shift ist.
Wir haben in Kapitel 3.4 gesehen, dass man den Hilbertraum K in w-invariante
Réaume K, Ky zerlegen kann, derart dass

m(a) = w(a)lk, & 7w(a)lk,  (a€ L(H(B)))
gilt, und dass es eine Indexmenge I und einen unitdren Operator
UeL(K,, @ H(B)) gibt, so dass

il
w(a)lk, = U(EPa)U  (acLH(B)))

i€l
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gilt. Auflerdem ist
T; = p(M;) = Pam(M)lg  (j=1,...,n)
die Kompression von
n(M.;) = 7(M;)|k, ® 7n(M;)|K, (j=1,...,n).

Durch Identifikation von K; mit @ H(B) vermoge U erhilt man
icl
K = (PH®B)) & K
icl

und

w(a) = (Pa) ®(nla)lx,) (aeLHB))).

iel
AuBlerdem existiert ein geeignetes, sphirisch unitires Tupel W € L(Kj)", so
dass wir

Tj = Pyn(M.)lp = Pu( (EPM.;) ® Wj)lu  (i=1,...,n)
i€l

schreiben kénnen.
Nach Konstruktion und unter Benutzung von Lemma 3.4.6 gilt dann auch

Ty = (Pam(M)la )"
= PHW(MZ]‘)*|H

= ﬂ-(MZj)*|H
= [(BM)s Wy (=1,...,n).
el
3.6 Minimale Dilatationen

Wi&hlt man jetzt eine minimale Stinespring-Dilatation, so kann man weitere
Aussagen treffen.

Wir starten weiterhin mit einer n-Kontraktion 7' € L(H)™ und bezeichnen wie
iiblich mit 7;, die Toeplitz-Algebra. Auflerdem sei

w1 — L(K)

eine minimale Stinespring-Dilatation der in Abschnitt 3.1 konstruierten, unita-
len, vollstéindig positiven, linearen Abbildung

p : ™ — L(H).
Das heif3t 7 ist ein x-Homomorphismus mit
pla) = Pur(a)lu  (a€m),
der die Minimalitétsbedingung

[7(rn)H] = K
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erfiillt.
Nach Lemma 3.4.2 gilt fiir

S =LH{M*M;" | a,8 € N"},

dass B
™ = S.

Damit folgt
m(ra) = 7(S) © LH{ n((p(M.))(q(M.)*)) | p,q € C[2]
= LH{ w(p(M.))m(q(M.)*) | p,q € C[2]

Auflerdem ist H nach Lemma 3.4.6 x-invariant unter m(A), wobei

A={p(M,) |peClz,...,25]} C L(H(B))

die vom n-Shift M, erzeugte unitale Teilalgebra ist,
und somit gilt

}
}.

K = [n(m)H ]| = [7(A)H ].

Sei K = K; @ Kj die in Abschnitt 3.4 konstruierte Zerlegung von K in zwei

m-invariante Teilrdume K, Ko C K. Wir identifizieren wieder Ky mit @ H(B)
icl

und erhalten gemaf 3.5

= (PHDB)) & K

icl

und
w(a) = (Pa) o(na)lx,) (aem)
iel
Nach Konstruktion ist W = w(M.)|x, € L(Ko)™ ein sphérisch unitéres Tupel,
derart dass

Tj = Pan(M.)lm = Pu( (EPM.;) © W)lm  (i=1,...,n)
el

erfiillt ist.
Wir schreiben im Folgenden abkiirzend

=(PM,;)o W, e€LK) (=1,...,n). (3.12)
iel
Lemma 3.6.1.
Mit obigen Bezeichnungen gilt
() (44)

PyV; € PyViPy 2 T;Py  (j=1,...,n). (3.13)

Beweis.
Wir werden zuerst (i) schwach nachrechnen. Seien dazu k;, ks € K. Dann gilt

<PHV}']<11,]<}2> = <k1,1/}-*PHk?2>
~—
€H

< kl,PH‘/J-*PHkQ >
= < PyV;Pygki, ks >,
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woraus (i) folgt. Dabei haben wir benutzt, dass H nach Lemma 3.4.6 invariant
unter
=(@PMm:;,)e W eLK) (j=1,...,n)
iel
ist.
Da

Tj = Pan(M.)lm = Pu( (EPM.;) © W)lm  (i=1,...,n)
i€l

ist, gilt (i7) offensichtlich.

Definition 3.6.2.
Wir nennen

D = Dr = Iy- Y T;T} €L(H)
j=1
den Defektoperator von T’
und schreiben

Dy = IK—ZVJ‘VJ'* € L(K)
=1

fiir den entsprechenden Defektoperator von V.

Wir bezeichnen weiterhin mit Pz die Orthogonalprojektion von H(B) auf die
konstanten Funktionen C -1 in H(B).

Lemma 3.6.3.
Mit den oben getroffenen Notationen gilt fiir die Defektoperatoren D des Tupels
T e L(H)™ und Dy von'V € L(K)"

a) D= PHDV|H;

b) Dv =( D) @ Ox,-
i€l

Beweis.

a) Mit Hilfe von Lemma 3.6.1 folgt
PyDvlg = Pu(Ix—=> ViVi)lu

= Ig-)Y PaViVilu

i=1

3.13 - .

P 1h =Y PuVT;
i=1

3.13 - .

R TED I ity

= D.
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b) Nach Lemma 1.2.7 gilt

n

Pc = Iy — Z M., M.

j=1

Damit folgt

Dy = IK—iVij
= Ix—Y (((PM,) o W;)((PM,;) e W;))
j=1 iel iel

= P(Iuw - ZM M) @ (I, — ZWW*

iel

= 0k, nach (3.10)
= @P(C ) @ Ok,-
iel

Dabei haben wir
= (pH®B)) @ Ko
iel

benutzt.

Bemerkung.
Mit P ist auch Dy eine Orthogonalprojektion.

Wir haben somit eine explizite Form fiir den Defektoperator Dy von V' € L(K)™
gefunden. Dabei kénnen wir lediglich iiber die Indexmenge I noch keine genaue-
ren Aussagen treffen. Dies ist das Ziel des nichsten Lemmas.

Lemma 3.6.4.

Sei T € L(H)"™ eine n-Kontraktion und V € L(K)™ das gemdf$ (3.12) definierte
Tupel. Weiterhin sei D der Defektoperator von T und Dy der entsprechende
Defektoperator von V. Dann gilt

DyvH = DvK.
Beweis.
Sei p € Clz] ein Polynom und f = Y a,2* € H(B). Dann gilt
aeNm

Pc p(M.) = p(0) Pe.
Da Pcf = ag folgt ndmlich
Pc p(M.)f = PcM,f = Pc(pf) = boao = p(0) Pcf,

wobei by der 0-te Koeffizient von p ist.
Damit folgt aber auch

Dy p(V) = p(0)Dv,
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da

Dyp(V) = Dyp ( (PM,) & Wj)j=1,m )

iel
= PrOP) @ 0x,
iel
= pO(Pre) o o
i€l
= p(0)Dy.

Mit A = { p(M.) | p € C[z] }, Dvp(V) = p(0) Dy

und Dy7(p(M.)) = Dyp(n(M,)) = p(0)Dy (da V = 7(M.) nach Definition
von V),

folgt dass

Dy K = Dy [W(A)H]CD‘/HCD\/K.

Wir haben somit das Gewiinschte

DyvH = DyK

gezeigt.
O

Weiter ist sowohl D (da T eine n-Kontraktion ist) als auch Dy (als Orthogo-
nalprojektion) positiv, und wir kénnen

KerD = {z€H| <Dzx,x>= 0}
= {z€eH| <PyDyz,x>= 0}
= {z€H| <Dyz,z>= 0}
= {z€H|Dyz=0}
= Ker(Dv|u)

folgern.
Nach dem Homomorphiesatz gilt dann, zumindest algebraisch,

DH = H/KerD , DyH = H/Ker(Dv|n).
Da nun KerD = KerDy|m, gilt also
DH = H/KerD = DyH,

als Isomorphien zwischen Vektorrdumen.
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Bemerkung.
e Ist dim(DH) < o0, so ist
dim(DH) = dim(Dy H) = dim(Dy H) = dim(Dy K) = #(I),

da nach Lemma 3.6.3 bekanntlich Dy = ( @ Pc ) @ Ok, gilt.
iel

e Ist dim(DH) = oo so sind auch

#(I) =00 und dim(DyH) =00 =dim(DyK).

Nach den Bemerkungen im Anschlul an Theorem 4.1 in [11] ist der Hilbertraum
K D H, auf dem die minimale Stinespring-Darstellung definiert ist, separabel,
falls dies auch der Hilbertraum H ist, auf dem die urspriingliche n-Kontraktion
T € L(H)™ lebt.

In diesem Falle ist die Indexmenge I hochstens abzidhlbar unendlich.

Hat man also einen separablen Hilbertraum H zugrunde liegen, derart dass
dim(DH) = oo ist, so folgt, dass die Indexmenge I eine abzihlbar unendliche
Menge ist.

Satz 3.6.5. (Modellsatz fiir n-Kontraktionen)

Sei T = (Ty,...,T,) € L(H)" eine n-Kontraktion auf einem Hilbertraum H .

Dann existieren zwei Hilbertrdume K1 und Ko mit H C K1 ® Kq, eine Index-

menge I mit #(I) = dim(DH), ein unitirer Operator U : K1 — @ H(B) und
iel

ein sphdrisch unitires Tupel W € L(Ky)™ auf Ko, so dass T die Kompression

von U*( @ M. U & W auf H ist, das heifit es gilt
el

iel

Auflerdem kann man erreichen, dass H dabei invariant unter den Adjungierten

der Operatoren (U* @ M., U ) ® W; (j =1,...,n) ist. Dabei bezeichnet M.
iel

den n-Shift auf H(B), Py : K1 ® Ko — H die Orthogonalprojektion in Ky ® K,

auf H und D den Defektoperator von T .
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Kapitel 4

Eine Anwendung

4.1 Ein Satz von Athavale

Mit Hilfe des Modellsatzes aus Kapitel 3 kénnen wir nun einen alternativen
Beweis zu einem Satz von Athavale angeben, der aussagt, dass jede sphérische
Isometrie subnormal ist. Dass diese Aussage eine direkte Folgerung aus dem
Modellsatz fiir n-Kontraktionen ist, liegt daran, dass man aus der dem Satz von
Athavale zugrundeliegenden Ausgangssituation schliefen kann, dass die im Mo-
dellsatz bendtigte Indexmenge I Machtigkeit 0 hat. Somit bricht die Zerlegung
in einen Shift- und einen sphiirisch unitéiren Anteil aus dem Modellsatz auf den
letzteren zusammen und wir erhalten das gewiinschte Ergebnis.

Damit wir diese Schluflfolgerungen allerdings ziehen kénnen, miissen wir uns
zuerst mit den bendttigten Begriffen vertraut machen.

Definition 4.1.1.

a) Zunéchst geben wir die Definition von Subnormalitit fiir einzelne Operatoren
an.
e Ein Operator S € L(H) (H Hilbertraum) heif}t subnormal, falls es einen
Hilbertraum K D H und einen normalen Operator N € L(K) gibt, so
dass

NH Cc H und S = N|q.
Man nennt ein solches N eine normale Erweiterung von S.

e Fiir Hilbertrdume H, K (H C K) heifit ein Operator N € L(K) mini-
male normale Erweiterung von S € L(H), falls N normale Erweiterung
von S ist und K der kleinste reduzierende Unterraum fiir N ist, der H
enthélt.

b) Entsprechendes kann man auch fiir Tupel von Operatoren definieren.

e Fiir zwei Hilbertrdume H, K und vertauschende Tupel S € L(H)",
N € L(K)™ heiit N normale Erweiterung von S, falls

— N; normal
- NJH C H
- Si = Nilg

fiir alles = 1,...,n gilt.
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o N heifit minimale normale Erweiterung von S, falls NV normale Erweite-
rung von S ist und K der kleinste fiir alle N; (i = 1,...,n) reduzierende
Unterraum ist, der H enthalt.

o S heifit subnormal, falls S eine normale Erweiterung hat.

Die folgende Definition ist uns zwar schon ein Begriff, wir wollen sie aber den-
noch der Vollstdndigkeit halber notieren.

Definition 4.1.2.

e Ein vertauschendes Tupel V' € L(H)™ heifit sphirische Isometrie, falls
n
SV = In.
i=1

e Falls eine sphirische Isometrie V' € L(H)™ zusétzlich noch normal ist, das
heiflt, dass jedes V; (i = 1,...,n) normal ist, so heiflt V' sphérisch unitir.

Wir sind nun in der Lage, den oben bereits erwéhnten Satz von Athavale anzu-
geben und ihn anschliefend mit Hilfe von Satz 3.6.5 zu beweisen.

Korollar 4.1.3. (Satz von Athavale)
Seien Ty,...,T, € L(H) vertauschende Operatoren auf einem Hilbertraum H
mut

n
ZTi*Ti = Iy.
i=1

Dann ist T = (Ty,...,T,) € L(H)™ subnormal .

Beweis.
Sei also T' € L(H)™ eine sphérische Isometrie.
Wir definieren
Vi = Ty (k=1,...,n).

Dann ist
n n
Y>WVe = Y T = In.
k=1 k=1
Also ist
V=W,....,V,) € L(H)"

eine n-Kontraktion.
Dann existieren nach Satz 3.6.5 Hilbertriume K7 und Ko mit H C K1 ® K, eine
Indexmenge I, ein unitdrer Operator U € L( K1, @ H(B) ) und ein sphérisch

iel
unitdres Tupel W € L(Ky)"™ auf Ky, mit
Vo= Pu((U" DM, U) & Wil (G=1,...,n)
icl
und

Vih = (U @M, U) & W) h  (heH, 1<j<n).
i€l
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Dabei ist M, € L(H(B))™ der n-Shift auf H(B) und Py : K; & Ko — H die
Orthogonalprojektion in K; @ K auf H.
Auflerdem kénnen wir laut Satz 3.6.5 erreichen, dass

#(I) = dim(ran(Ig =Y _ViVi)) = 0
k=1

ist. Somit gilt

Vj = PHWJ'|H und Vj* = W]'*|H (j:l,...n)
und folglich ist W* € L(Ky)"™ (H C Kp) definitionsgem#f eine normale Erwei-
terung von V* = T, das heifit T ist subnormal.
O

Wir haben also gezeigt, dass jede sphérische Isometrie subnormal ist, also eine
normale Erweiterung hat. Man kann sich nun die Frage stellen, ob man diese
Aussage nicht noch verbessern kann. Anlass dazu gibt etwa Kapitel 3.6, in dem
durch Wahl einer minimalen Stinespring-Darstellung die bis dahin erhaltenen
Ergebnisse ebenfalls noch verbessert werden konnten.

Wir werden im Folgenden nun noch zeigen, dass man auch die Aussage aus
dem Satz von Athavale (Korollar 4.1.3) prézisieren kann. Genauer heifit das,
wie wir beweisen werden, dass jede sphirische Isometrie eine minimale normale
Erweiterung hat und diese sphérisch unitér ist.

Korollar 4.1.4.
Jede sphdrische Isometrie hat eine minimale normale Erweiterung, welche sphd-
risch unitdr ist.

Beweis.

Sei T € L(H)™ wie oben eine sphirische Isometrie und V' = T*. Damit ist
V offenbar eine n-Kontraktion. Konstruiert man die in Satz 3.6.5 beschriebene
Dilatation von V mit Hilfe der minimalen Stinespring-Darstellung

w1 — L(K)

der durch V' gegebenen vollstindig positiven Abbildung
p: ™ — L(H)

(vergleiche Kapitel 3.6), so geniigt = der Minimalitéitsbedingung
K = [(A)H |,

wobei A = { p(M,) | p € C[z] } die vom n-Shift erzeugte unitale C*-Algebra
ist.

Mit W = w(M,) € L(K)" erhalten wir wie im Beweis zu Athavale, dass W*
eine normale Erweiterung von T ist. Wir wissen auflerdem, dass W* sphirisch
unitér ist (vergleiche Satz 3.6.5).

Es bleibt also noch zu zeigen, dass W* auch minimale normale Erweiterung von
T ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dass K der kleinste reduzierende Unterraum
fiir W* ist, der H enthélt.
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Sei nun also H C M C K ein Unterraum, der reduzierend fiir W* € L(K)" ,
das heifit fiir alle W* € L(K) (1 <i < n) ist, so folgt

K = [n(A)H] C [n(AM] C M,

da w(M,) =W und M invariant fiir W ist.
Also ist in diesem Fall das Tupel W* € L(K)" automatisch die minimale nor-
male Erweiterung der sphérischen Isometrie T' € L(H)™.

O

Bemerkung.
Wir haben also gezeigt, dass jede sphérische Isometrie subnormal ist und dass
ihre minimale normale Erweiterung sphérisch unitér ist.
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