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EinleitungEine der wihtigen Fragen in der Funktionalanalysis ist die nah der Existenzvon minimalen unit�aren bzw. isometrishen Dilatationen von Kontraktionen.Nagy und Foias ([13℄) konnten diese Frage positiv beantworten. Als eine vonvielen Konsequenzen aus diesem wihtigen Ergebnis folgt unmittelbar die vonNeumannshe Ungleihung kp(T )k � kpk1;Df�ur Polynome p 2 C [z℄ und Hilbertraumkontraktionen T , wobei D die o�eneeuklidishe Kreissheibe in C bezeihnet.Es stellt sih nun die Frage nah einer nat�urlihen Verallgemeinerung auf denmehrdimensionalen Fall. Dabei geht man anstelle von einzelnen KontraktionenT 2 L(H) von einem Tupel T = (T1; : : : ; Tn) 2 L(H)n von vertaushendenKontraktionen aus.Ando ([1℄) gelang es f�ur n = 2 die Existenz minimaler unit�arer beziehungsweiseisometrisher Dilatationen f�ur ein Tupel (T1; T2) vertaushender Kontraktionenund die G�ultigkeit der von Neumannshen Ungleihung zu zeigen.Diese Resultate bleiben allerdings f�ur n � 3 im Allgemeinen niht rihtig. Sostammt von Parrott ([10℄) f�ur den Fall n = 3 ein Gegenbeispiel, das zeigt, dassf�ur beliebige Dimensionen im allgemeinen keine unit�aren beziehungsweise iso-metrishen Dilatationen eines vertaushenden Tupels von Kontraktionen mehrexistieren. W�ahlt man n hinreihend gro�, so wurde au�erdem von Varopou-los ([14℄) gezeigt, dass die von Neumannshe Ungleihung f�ur ein Tupel vonvertaushenden Kontraktionen �uber der Kugel falsh ist.Um trotzdem eine Verallgemeinerung f�ur den mehrdimensionalen Fall zu erhal-ten ben�otigt man einen st�arkeren Kontraktionsbegri�.Wir bezeihnen ein Tupel T = (T1; : : : ; Tn) 2 L(H)n von vertaushenden, stetiglinearen Operatoren auf einem Hilbertraum H als n-Kontraktion, fallsnXi=1 TiT �i � IHgilt.Mit dieser De�nition gelang es Arveson ([3℄) die G�ultigkeit der von Neumann-shen Ungleihung kp(T )k � kpkMf�ur n-Kontraktionen T und Polynome p 2 C [z1 ; : : : ; zn℄ zu zeigen. Dabei er-setzt er die Supremumsnorm auf der Einheitskreissheibe durh die Norm des1



Multiplikationsoperators mit Symbol p auf einem geeigneten funktionalen Hil-bertraum analytisher Funktionen, den wir mit H(B) bezeihnen, wobei B dien-dimensionale Einheitskugel darstellt. Man kann diesen Hilbertraum mit demsymmetrishen Anteil des Fokraums identi�zieren und er ist eine nat�urliheVerallgemeinerung des uns wohlbekannten Hardyraums �uber der Einheitskreis-sheibe.Ziel dieser Arbeit soll es sein, einen Modellsatz f�ur n-Kontraktionen anzuge-ben, der es uns gestattet, eine n-Kontraktion T auf einem Hilbertraum H bisauf unit�are �Aquivalenz als Kompression einer direkten Summe aus einem so-genannten n-Shift und einem sph�arish unit�aren Tupel auf einen �-invariantenUnterraum zu shreiben.Wesentlih dabei ist die Konstruktion eines vollst�andig kontraktiven, vollst�andigpositiven Algebrenhomomorphismus� : � ! L(H); p(Mz) 7! p(T )wobei � die Toeplitz-Algebra, das hei�t die vom n-Shift Mz 2 L(H(B))nerzeugte unitale C�-Algebra, ist.Mit Hilfe des Arvesonshen Fortsetzungssatzes k�onnen wir diese Abbildung zueiner vollst�andig positiven Abbildung� : L(H(B)) ! L(H)fortsetzen.Unter Zuhilfenahme des Stinespringshen Dilatationsatzes folgt die Existenzeiner Dilatation zu einem C�-Algebrenhomomorphismus� : L(H(B)) ! L(K) (K � H)mit �(T ) = PH�(T )jH T 2 L(H(B)):Insbesondere gilt also auhTi = PH�(Mzi)jH (i = 1; : : : ; n):Zu Begin besh�aftigen wir uns mit einigen Eigenshaften des uns zugrundeliegen-den Raumes H(B; E) (E Hilbertraum), insbesondere dabei mit n-Kontraktionenund im Speziellen wiederum mit dem n-Shift Mz 2 L(H(B)).Anshlie�end geben wir den Fortsetzungssatz von Arveson und den Stinespring-shen Dilatationssatz mit Beweisskizzen an, welhe im weiteren Verlauf der Ar-beit von entsheidender Rolle sein werden.Im dritten Kapitel konstruieren wir zun�ahst den oben bereits angesprohenenvollst�andig positiven, vollst�andig kontraktiven, unitalen Algebrenhomomorphis-mus. Shlie�lih geben wir einige f�ur uns n�utzlihe Resultate aus der Darstel-lungstheorie an und zeigen, dass die kompakten Operatoren in der Toeplitz-Algebra enthalten sind. Als Ergebnis dieser Bem�uhungen erhalten wir die obenbereits erw�ahnte Zerlegung von n-Kontraktionen in einen Shift-Anteil und einensph�arish unit�aren Anteil.Benutzt man eine minimale Stinespring-Dilatation, so kann man die erhaltenen2



Ergebnisse noh verbessern und es stellt sih heraus, dass die Vielfahheit desShift-Anteils durh die Hilbertraum-Dimension des Defektraums von T gegebenist.Abshlie�end wenden wir den Modellsatz auf den Spezialfall einer sph�arishenIsometrie an und erhalten direkt ein Ergebnis von Athavale, das besagt, dassjede sph�arishe Isometrie subnormal ist.Mein Dank gilt Herrn Prof. Dr. J. Eshmeier f�ur das interessante Thema, diehervorragende Vorbereitung in den im Vorfeld stattgefundenen Seminaren unddie �uberaus geduldige Betreuung. Weiterhin bedanke ih mih bei Herrn Dipl.Math. Christoph Barbian und Herrn Dipl. Math. Dominik Faas f�ur die zahlrei-hen fahlihen Diskussionen und die geleistete Hilfe.Shlie�lih danke ih meinen Eltern, die mir das Studium der Mathematik ersterm�ogliht und mih in den vergangenen Jahren in jeder Hinsiht unterst�utzthaben. Ihrem Vorbild will ih folgen.
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Kapitel 1Aller Anfang ist shwer1.1 Der Raum H(B; E)Sei im Folgenden immer E ein Hilbertraum und B = fz 2 C n ; jzj < 1g die o�eneeuklidishe Einheitskugel in C n . F�ur � 2 Nn seij�j = �1 + �2 + : : :+ �n und �! = �1!�2! : : : �n! :Proposition 1.1.1.F�ur z; w 2 B gilt die Gleihung(1� < z;w >)�1 = X�2Nn �z�w�; (1.1)wobei � = j�j!�! .Beweis.F�ur z = (z1; : : : ; zn) mit nPj=1 jzj j < 1 gilt(1� nXj=1 zj)�1 = 1Xk=00� nXj=1 zj1Ak = 1Xk=00� nXi1;:::;ik=1 zi1 : : : zik1A :Indem man f1; : : : ; ngk als disjunkte Vereinigungf1; : : : ; ngk =[ fJ� j � 2 Nn mit j�j = kgder MengenJ� = fi 2 f1; : : : ; ngk j #f� 2 f1; : : : ; kg j i� = �g = �� f�ur � = 1; : : : ; ngshreibt und benutzt, dass #J� = � ist (siehe dazu etwa S.280 �. in [8℄), erh�altman (1� nXj=1 zj)�1 = 1Xk=00� X�2Nn;j�j=k �z�1A = X�2Nn �z�:4



Das hei�t, mit < z;w > = nXj=1 zjwjfolgt die Behauptung, da nah der Cauhy-Shwarzshen UngleihungnXj=1 jzjwj j � jzj � jwj < 1f�ur z; w 2 B gilt.Insbesondere gilt f�ur z 2 B(1� jzj2)�1 = X�2Nn �jz�j2: (1.2)Wir betrahten nun die MengeH(B; E) = f X�2Nn a�z� j a� 2 E f�ur alle � 2 Nn mit (X�2Nn ka�k2� )1=2 <1g:Mit den �ublihen Verkn�upfungen wird diese Menge, bestehend aus formalenPotenzreihen, deren KoeÆzienten der angegebenen Summierbarkeitsbedingunggen�ugen, o�ensihtlih zu einem Vektorraum.Versieht man H(B; E) mit der durh das Skalarprodukth X�2Nn a�z� ; X�2Nn b�z� i = X�2Nn < a�; b� >E�gegebenen Norm k � k, so wird H(B; E) zu einem Hilbertraum.Mit Hilfe der Cauhy-Shwarzshen Ungleihung im l2(Nn ) kann man zeigen,dass die oben auftretenden Potenzreihen kompakt gleihm�a�ig auf B konvergie-ren. Dies erm�ogliht es uns, den Raum H(B; E) mit einem Teilvektorraum desRaumes O(B; E) aller E-wertigen analytishen Funktionen auf B zu identi�zie-ren.Proposition 1.1.2.Es gilt H(B; E) � O(B; E):Beweis.Sei P�2Nn a�z� 2 H(B; E).F�ur alle jzj < 1 erhalten wir dannX�2Nn ka�z�k = X�2Nn k( 1p� a�)p�z�)k�  X�2Nn ka�k2� !1=2 � X�2Nn �jz�j2!1=2 ;5



indem wir die Cauhy-Shwarzshe Ungleihung auf endlihe Teilsummen an-wenden. Der erste Faktor ist nah Vorraussetzung endlih und f�ur den zweitenFaktor gilt  X�2Nn �jz�j2!1=2 (1:2)= � 11� jzj2�1=2 :Da jede punktweise konvergente Potenzreihe auf B kompakt gleihm�a�ig auf Bkonvergiert, wird durh B ! E ; z 7! X�2Nn a�z�eine holomorphe, E-wertige Funktion auf B de�niert.Betrahten wir nun die AbbildungK : B � B ! C ; (z; w) 7! (1� < z;w >)�1:Mit Hilfe von Proposition 1.1.1 sehen wir, dass f�ur w 2 B und x 2 E dieAbbildung K(�; w)x : B ! E ; z 7! K(z; w)xin H(B; E) liegt.Proposition 1.1.3.F�ur w 2 B und x 2 E gilt K(�; w)x 2 H(B; E)mit kK(�; w)xk �pK(w;w) � kxk.Beweis.Mit Proposition 1.1.1 folgt f�ur w 2 B und x 2 EK(z; w)x = (1� < z;w >)�1x(1:1)= X�2Nn �z�w�x= X�2Nn(�w�x)z�f�ur alle z 2 B. Und wegenX�2Nn k�w�xk2� = X�2Nn �jw�j2kxk2(1:2)= kxk21� jwj2 <1ist K(�; w)x 2 H(B; E) f�ur w 2 B und x 2 E .6



Proposition 1.1.4.F�ur w 2 B; x 2 E und f 2 H(B; E) gilth f;K(�; w)x iH(B;E) = h f(w); x iE : (1.3)Beweis.Nah De�nition des Skalarproduktes in H(B; E) gilt f�ur eine Potenzreihef = X�2Nn a�z� 2 H(B; E) und w 2 B; x 2 Eh f;K(�; w)x i = hX�2Nn a�z�; X�2Nn(�w�x)z�i= X�2Nn < a�; �w�x >�= < X�2Nn a�w�; x >= < f(w); x > :Wir nennen K den reproduzierenden Kern von H(B; E) und shreiben H(B) f�urH(B; C ).Bemerkung.Ein funktionaler Hilbertraum �uber B ist ein Hilbertraum von C - wertigen Funk-tionen auf B, so dass die Punktauswertungen in den Punkten w 2 B stetig sind.Durh Spezialisieren auf den Fall E = C erhalten wirProposition 1.1.5.F�ur den Hilbertraum H(B) gilt:(i) F�ur alle w 2 B liegt die Abbildungz 7! K(z; w)in H(B) und f�ur alle f 2 H(B); w 2 B gilt f(w) = < f;K(�; w) >.(ii) Die PunktauswertungenÆw : H(B) ! C ; f 7! f(w)sind stetig f�ur alle w 2 B.Beweis.(i) Dies wurde in Proposition 1:1:3 und 1:1:4 sogar allgemeiner f�ur den vek-torwertigen Fall bewiesen.(ii) Mit Hilfe von (i) folgtjÆw(f)j = jf(w)j (1:3)= j < f;K(�; w) > j � kfk � kK(�; w)kf�ur alle f 2 H(B), das hei�t kÆwk � kK(�; w)k f�ur alle w 2 B.7



1.2 n-KontraktionenWir wollen in diesem Abshnitt den Begri� der n-Kontraktion de�nieren undein wihtiges Beispiel, gerade in Bezug auf den weiteren Verlauf dieser Arbeit,betrahten.De�nition 1.2.1.F�ur einen Hilbertraum H hei�t ein Tupel T 2 L(H)n vertaushender, stetiglinearer Operatoren eine n-Kontraktion, fallsnXi=1 TiTi� � IH :Bemerkung.F�ur n = 1 ist eine n-Kontraktion einfah ein Operator T 2 L(H) mit kTk � 1,und der Raum H(B) ist der klassishe Hardyraum H2(D) �uber dem Einheits-kreis in C .Lemma 1.2.2.F�ur einen Hilbertraum H und ein Tupel stetig linearer Operatoren T 2 L(H)nsind die folgenden Aussagen �aquivalent.(i) T ist n-Kontraktion.(ii) Die Abbildung Hn (T1; : : : ; Tn)�! H; (xi) 7! nXi=1 Tixiist kontraktiv.Beweis.Zum Beweis der obigen Aussage betrahten wir die Abbildung' : Hn ! H; '(x1; : : : ; xn) = nXi=1 Tixi:O�ensihtlih ist die zu ' adjungierte Abbildung gegeben durh'� : H ! Hn; '�(x) = (T1�x; : : : ; Tn�x):Damit ergibt sih ''� = nXi=1 TiTi�:Um nun die �Aquivalenz von (i) und (ii) zu zeigen, gen�ugt es die �Aquivalenzkette''� � IH , k'�k � 1 , k'k � 1zu betrahten. 8



Im Folgenden werden wir uns mit den OperatorenMzi der Multiplikationen mitden Koordinatenfunktionen zi (i = 1; : : : ; n) besh�aftigen. Wir werden zeigen,dass das von ihnen gebildete Tupel Mz = (Mz1 ; : : : ;Mzn) aus stetig linearenOperatoren auf H(B) besteht und selbst eine n-Kontraktion ist. Damit wir dazuin der Lage sind, m�ussen wir zuvor noh etwas genauer auf die uns bereits ausProposition 1:1:1 bekannten Vorfaktoren � (� 2 Nn ) eingehen.Lemma 1.2.3.Sei � 2 Nn . Dann gilt f�ur � = j�j!�!��ei� = �ij�j (� 1) (� � ei): (1.4)Beweis.Wir m�ussen lediglih die De�nition der � auf die auftretenden Terme anwendenund erhalten f�ur � � ei��ei� = j�� eij! �!j�j! (�� ei)! = (j�j � 1)! �!j�j! �!�i = j�j!j�j �ij�j! = �ij�j :Nun k�onnen wir die gew�unshten Aussagen �uber die Multiplikationsoperatorenmit den Koordinatenfunktionen zeigen.Lemma 1.2.4.Die AbbildungenMzi : H(B) ! H(B); f 7! zif (1 � i � n)sind wohlde�niert und stetig linear mit kMzik � 1.Beweis.Sei f = P�2Nn a�z� 2 H(B). Dann gilt(Mzif)(z) = (zif)(z) = X�2Nn a�z�+ei = X��ei a��eiz�: (1.5)Um zu zeigen, dass der letzte Ausdruk wieder in H(B) liegt, rehnen wir dieSummierbarkeitsbedingung von H(B) nah.X��ei ja��ei j2� = X��ei ja��ei j2��ei ��ei�(1:4)= X��ei ja��ei j2��ei �ij�j� X�2Nn ja�j2� = kfk2:Die Kontraktivit�at der Abbildung folgt ebenfalls aus obiger Rehnung und dieLinearit�at ist o�ensihtlih. 9



Um nun weiter shlie�en zu k�onnen, dass das TupelMz = (Mz1 ; : : : ;Mzn) 2 L(H(B))neine n-Kontraktion ist, berehnen wir zuerst die zu Mzi (i = 1; : : : ; n) adjun-gierten Operatoren.Lemma 1.2.5.F�ur f = P�2Nn a�z� 2 H(B) gilt f�ur die zu den Multiplikationsoperatoren mitden Koordinatenfunktionen zi adjungierten Operatoren M�zi (i = 1; : : : ; n)(M�zif)(z) = X�2Nn ��+ei a�+eiz�: (1.6)Beweis.Da mit f; g 2 H(B) sowohl Mzif als auh M�zig f�ur alle i = 1; : : : ; n wieder inH(B) liegen, k�onnen wir obige Aussage shwah nahrehnen.Seien dazu f = P�2Nn a�z�; g = P�2Nn b�z� 2 H(B).Dann gilt f�ur alle i = 1; : : : ; nhf;M�zigi = hMzif; gi= hX��ei a��eiz�; X�2Nn b�z�i= X��ei < a��ei ; b� >C�= X��ei a��eib��= X�2Nn a�b�+ei� ��+ei= X�2Nn ��+ei a�b�+ei�= X�2Nn < a�; ��+ei b�+ei >C�= hX�2Nn a�z�; X�2Nn ��+ei b�+eiz�i:Beahte dabei X�2Nn j ��+ei b�+ei j2� = X�2Nn ��+ei jb�+ei j2�+ei(1:4)= X��ei �ij�j jb�j2� � kgk2:
10



Bemerkung.Arveson nennt das TupelMz = (Mz1 ; : : : ;Mzn) 2 L(H(B))nden n-dimensionalen Shift oder n-Shift, welhem wir uns anshlie�en werden.Bemerkung 1.2.6.Aus Lemma 1:2:5 folgt, dass f�ur �; � 2 Nn , i = 1; : : : ; n und f = P2Nn dz gilt:a) M�zi(z�) = � �ij�j z��ei ; �i � 10 ; sonst.b) M�zi�(z�) 2 � C z��� ; � � � (komponentenweise)f0g ; sonst.) PCM�z �f = d� �!j�j! = d�� :Den Beweis dieser Aussagen kann man zum Teil dem Beweis von Lemma 1:2:5entnehmen, zum anderen werden sie durh elementare Rehnungen, die hierniht mehr ausgef�uhrt werden, gezeigt.Lemma 1.2.7.Das Tupel Mz = (Mz1 ; : : : ;Mzn) 2 L(H(B))nist eine n-Kontraktion.Beweis.Wir werden in unserem Beweis niht nur zeigen, dass der n-dimensionale Shifteine n-Kontraktion ist, sondern dass IH(B) � nPi=1MziM�zi die Orthogonalprojek-tion auf C �1 � H(B), das hei�t auf die konstanten Funktionen in H(B) ist. Seidazu f = P�2Nn a�z� 2 H(B). Dann folgtnXi=1MziM�zif (1:6)= nXi=1 Mzi X�2Nn ��+ei a�+eiz�(1:5)= nXi=1 X��ei ��ei� a�z�(1:4)= nXi=1 X��ei �ij�ja�z�= X�2Nnfa�z�;wobei fa� = a� f�ur � 6= 0 und ea0 = 0.Insbesondere ist dann nPi=1MziM�zi � IH(B) und wir haben somit gezeigt, dassdas Tupel Mz eine n-Kontraktion ist. 11



1.3 MultiplikatorenIn diesem Abshnitt f�uhren wir eine Klasse von Operatoren ein, f�ur die wir shonein Beispiel aus dem vorigen Kapitel kennen, n�amlih die Multiplikationsopera-toren mit den Koordinatenfunktionen.De�nition 1.3.1.Man nennt M(H(B)) = f f 2 O(B) j f �H(B) � H(B) gden Raum der Multiplikatoren von H(B).F�ur die zu diesen Funktionen geh�orenden Multiplikationsoperatoren gilt dasfolgende Lemma.Lemma 1.3.2.F�ur f 2 M(H(B)) ist der OperatorMf : H(B) ! H(B); g 7! fgstetig linear.Beweis.Die Linearit�at ist o�ensihtlih und die Stetigkeit ist eine Folgerung aus demGraphensatz. Da nah Proposition 1:1:5 die Punktauswertungen aufH(B) stetigsind, gilt f�ur f 2M(H(B)), (gn)n2N; g; h 2 H(B) mit gn n!1�! g; fgn n!1�! hf(w)g(w) = f(w) Æw(g)= f(w) limn!1 Æw(gn)= limn!1 f(w) Æw(gn)= limn!1 Æw(fgn)= Æw( limn!1(fgn))= Æw(h)= h(w) (w 2 Bn):Damit hatMf abgeshlossenen Graphen und somit sind die Multiplikationsope-ratoren Mf stetig f�ur alle f 2M(H(B)).Wir versehen M(H(B)) mit der von L(H(B)) verm�ogekfkM = kMfk (f 2M(H(B)))induzierten Norm.Bemerkung.Im eindimensionalen Fall, das hei�t f�ur n = 1, stimmt der von uns betrahteteHilbertraum H(B), wie bereits shon erw�ahnt, mit dem Hardyraum �uberein.Au�erdem ist bekannt, dass die Multiplikatoren des Hardyraums genau die be-shr�ankten holomorphen Funktionen sind. Somit gilt alsoM(H(D)) =M(H2(D)) = H1(D)und f�ur f 2 H1(D) ist kfkM = kfk1;D:12



Mit diesem Wissen sind wir in der Lage, die von Neumannshe Ungleihung f�ur(einzelne) Kontraktionen T 2 L(H) auf einem Hilbertraum Hkp(T )k � kpk1;D (p 2 C [z℄) (1.7)neu zu formulieren.Da bekanntlih kpk1;D = kpkM = kMpk und Mp = p(Mz) (p 2 C [z℄) gilt, ist(1:7) �aquivalent zu kp(T )k � kp(Mz)k (p 2 C [z℄): (1.8)Bemerkung 1.3.3. ( Maximalit�at der H(B)�Norm )Arveson zeigt in [3℄, dass die H(B)-Norm in gewissem Sinne maximal ist.Genauer hei�t das, dass die Hilbertraum-Normen des 'Hardy'-Raums H2(�Bn)und des 'Bergmann'-Raums H2(Bn) beide von k � kH(B) dominiert werden.Tats�ahlih gilt H(B) � H2(�Bn) � H2(Bn);wobei beide Einbettungsabbildungen kompakte Operatoren mit Norm 1 sind.Beahten sollte man au�erdem noh, dass H(B) der einzige dieser 3 Funktio-nenr�aume ist, in dem H1 niht enthalten ist, und dass er der einzige dieser dreiist, f�ur den die n-KontraktionMz = (Mz1 ; : : : ;Mzn)der Multiplikationsoperatoren niht subnormal ist (vergleihe dazu Theorem 4.3und anshlie�ende Bemerkungen in [3℄).1.4 AusblikWir haben in Abshnitt 1.3 gesehen, dass man die von Neumannshe Unglei-hung f�ur (einzelne) Kontraktionen (1:7) auh anders formulieren kann, indemman auf der rehten Seite der Ungleihung die Supremumsnorm auf dem Ein-heitskreis durh die Multipliernorm k � kM auf H(B) ersetzt.Wir werden in einem sp�ateren Kapitel sehen, dass die von Neumannshe Un-gleihung in der Form (1:8) auh f�ur n-Kontraktionen rihtig bleibt.Seien H ein Hilbertraum, T 2 L(H)n eine n-Kontraktion und p 2 C [z1 ; : : : ; zn℄ein Polynom in n Variablen. Dann giltkp(T )k � kp(Mz)k;wobei Mz 2 L(H(B))n das in Abshnitt 1.2 de�nierte Multiplikationstupel aufH(B), das hei�t der n-Shift, ist.Sei A = f p(Mz) j p 2 C [z1 ; : : : ; zn℄ g � L(H(B)) die vonMz1 ; : : : ;Mzn erzeugteunitale Unteralgebra von L(H(B)). Wir werden zeigen, dass die Abbildung� : A ! L(H); p(Mz) 7! p(T )ein wohlde�nierter, vollst�andig kontraktiver, vollst�andig positiver, unitaler Al-gebrenhomomorphismus ist, den wir sogar auf dem gr�o�eren OperatorsystemS � A mit S = LHf M�z M�z � j �; � 2 Nn g � L(H(B))13



de�nieren k�onnen. Mit Hilfe des Arvesonshen Fortsetzungssatzes k�onnen wirdiese Abbildung zu einer vollst�andig positiven Abbildung� : L(H(B)) ! L(H)fortsetzen. Unter Zuhilfenahme des Stinespringshen Dilatationssatzes folgt wie-derum, dass diese Fortsetzung eine Dilatation zu einem C�-Algebrenhomomor-phismus hat, das hei�t, dass ein Hilbertraum K � H und eine C�-Darstellung� : L(H(B)) ! L(K)existieren mit �(a) = PH �(a)jH ( a 2 L(H(B)) ):Insbesondere gilt f�ur jedes Polynom p 2 C [z℄p(T ) = �(p(Mz))= PH �(p(Mz))jH= PH p(�(Mz1); : : : ; �(Mzn))jH ;also auh Ti = PH �(Mzi)jH (i = 1; : : : ; n):

14



Kapitel 2Wihtige Hilfsmittel: DieS�atze von Arveson undStinespring2.1 Der Arvesonshe FortsetzungssatzSeien A, B C�-Algebren und S � A ein Operatorsystem, das hei�t also ein�-abgeshlossener Unterraum mit Eins. Siherlih kann man dann Mn(S) alsUnterraum der C�-Algebra Mn(A) ansehen. Wir versehen Mn(S) mit der vonMn(A) vererbten Norm- und Ordnungstruktur.Sei nun � : S ! B eine lineare Abbildung. Wir de�nieren f�ur n 2 N�n : Mn(S) ! Mn(B) durh �n((ai;j)) = (�(ai;j )):Dann hei�t � n-positiv, falls �n positiv ist und wir nennen � vollst�andig positiv,falls � n-positiv ist f�ur alle n. Au�erdem hei�t � vollst�andig beshr�ankt, fallssupn k�nk endlih ist und wir shreiben dannk�kb = supn k�nk:Wir beahten hierbei, dass k � kb eine Norm auf den vollst�andig beshr�anktenAbbildungen darstellt.Ebenso benutzen wir die Ausdr�uke vollst�andig isometrish und vollst�andig kon-traktiv, falls jedes �n isometrish ist, beziehungsweise k�kb � 1 gilt.Ziel dieses Abshnittes ist es einen Satz von Arveson bereitzustellen, der es unserm�ogliht, vollst�andig positive Abbildungen' : S ! L(H)von einem Operatorsystem S � A einer unitalen C�-Algebra A auf L(H) f�ureinen Hilbertraum H zu einer vollst�andig positiven Abbildung� : A ! L(H)fortzusetzen. Dieses Ergebnis wollen wir dann auf die bereits in Abshnitt 1:4 be-shriebene Situation anwenden. Es soll an dieser Stelle shon erw�ahnt werden,15



dass unser Beweis des Arvesonshen Fortsetzungsatzes keineswegs vollst�andigist, vielmehr wird eine Anleitung, beziehungsweise eine Beweisskizze geliefert,anhand derer man in der Lage ist, die einzelnen Beweisshritte nahzuvollzie-hen. Au�erdem sei gesagt, dass wir hier nur die Zur�ukf�uhrung auf den endlih-dimensionalen Fall erkl�aren m�ohten und den verbleibenden Fall lediglih zitie-ren wollen.Satz 2.1.1. (Arveson)Seien A eine unitale C�-Algebra, S � A ein Operatorsystem und' : S ! L(H)eine vollst�andig positive Abbildung.Dann existiert eine vollst�andig positive Abbildung� : A ! L(H) mit ' = �jS :Beweis.Die Idee des Beweises kann man in zwei Teilaussagen untergliedern, zum einendie R�ukf�uhrung des vorliegenden Falles auf einen endlih-dimensionalen Fallund zum anderen einen Kompaktheitsshlu� mit Banah-Alaoglu.Da man f�ur einen endlih-dimensionalen Hilbertraum H mit dim(H) = n dieMenge der beshr�ankten Operatoren auf H mit den n�n-Matrizen identi�zierenkann, und dieser Fall etwa in Satz 5.2 aus [11℄ nahzulesen ist, verbleibt andieser Stelle f�ur uns noh die R�ukf�uhrung des allgemeinen auf den endlih-dimensionalen Fall zu zeigen.Dazu shreiben wirF = f F � H j F Unterraum ; dim(F ) <1 gund ordnen F bez�uglih der Inklusion.Seien nun F 2 F und j : F ! Hdie Inklusion. Damit wird j� zur Orthogonalprojektion PF von H auf F undCHF : L(H) ! L(F ); T 7! j�Tjist nah den Beispielen aus [11℄ auf Seite 28 vollst�andig positiv. Da Kompositio-nen von vollst�andig positiven Abbildungen wieder vollst�andig positiv sind, sinddie Abbildungen 'F = CHF Æ ' (F 2 F)vollst�andig positiv.Nah Satz 5.2 aus [11℄ existieren dann f�ur'F : S ! L(F ); a 7! PF'(a)jFvollst�andig positive Fortsetzungen�F : A ! L(F ):Wir betrahten nun im Anshluss die induzierten Abbildungen�F : A ! L(H); a 7! P �F�F (a)PF :16



Diese sind, wiederum nah den oben zitierten Beispielen aus [11℄, vollst�andigpositiv, und es gilt< �F (a)x; y > = < '(a)PF x; PF y > (a 2 S; x; y 2 H):Man erh�alt also ein Netz (�F )F2Faus vollst�andig positiven Abbildungen in L(A; L(H)) mit k�Fk � k'k.Die Idee ist es, jetzt zu zeigen, dass L(A; L(H)) Dualraum eines Banahraumesist so, dass die Mengef � 2 L(A; L(H)) j � vollst�andig positiv mit k�k � k'kgw�- kompakt ist.Dann kann man mit dem Satz von Banah-Alaoglu shlie�en, dass (�F )F2Fein w�-konvergentes Teilnetz besitzt. Es ist niht shwer zu sehen, dass derGrenzwert � 2 L(A; L(H)) eines solhen Teilnetzes eine Fortsetzung von ' mitden gew�unshten Eigenshaften ist.Seien nun X;Y Banahr�aume.Dann existiert genau eine lineare Abbildungj : X 
 Y ! L(X;Y 0)0mit < T; j(x
 y) > = < y; Tx > (x 2 X; y 2 Y; T 2 L(X;Y 0)):F�ur diese gilt kj(x
 y)k = kxk � kyk (x 2 X; y 2 Y ):An dieser Stelle f�uhren wir noh die NotationenX
̂Y = j(X 
 Y ) � L(X;Y 0)0x
̂y = j(x
 y)ein.Au�erdem bezeihnen wir mit rest die kontraktive AbbildungL(X;Y 0)00 rest! (X
̂Y )0; ' 7! 'jX
̂Yund mit i die kanonishe isometrishe EinbettungL(X;Y 0) i! L(X;Y 0)00; T 7! < T; � > :Die Komposition � : L(X;Y 0) i! L(X;Y 0)00 rest! (X
̂Y )0ist ein isometrisher Isomorphismus (vergleihe Lemma 6.1 in [11℄).� ist die eindeutig bestimmte lineare AbbildungL(X;Y 0) �! (X
̂Y )017



mit < x
̂y;�(T ) > = < T; j(x
 y) > ( =< y; Tx > ): (�)Die w�-Topologie auf L(X;Y 0) bez�uglih der Dualit�at< X
̂Y; L(X;Y 0) >hei�t BW -Topologie.Sei nun (L�)�2� ein beshr�anktes Netz in L(X;Y 0) und L 2 L(X;Y 0), so dassL(x) f�ur alle x 2 X der w�-Grenzwert in Y 0 von (L�(x))�2� ist.Da L�(x) w��! L(x) f�ur alle x 2 Xwegen (�) �aquivalent dazu ist, dass (L��L)�2� als Netz in (X
̂Y )0 punktweiseauf j(X
Y ) gegen 0 konvergiert, (L��L)�2� ein beshr�anktes Netz in (X
̂Y )0ist und au�erdem j(X
Y ) � X
̂Y diht liegt, impliziert dies, dass (L��L)�2�punktweise auf X
̂Y gegen 0 konvergiert.Folglih gilt L� BW�! L , L�(x) w��! L(x) f�ur alle x 2 X:Nun fasst man L(H) auf als Dualraum der Spurklasseoperatoren verm�oge desDualsystems C1(H) � L(H) ! C ; (A; T ) 7! tr(AT ):Man kann zeigen, dass ein beshr�anktes Netz (T�) in L(H) genau dann gegenT 2 L(H) in der w�-Topologie von L(H) konvergiert, wenn(T�) WOT�! T(siehe dazu etwa Proposition I. 2.5 in [6℄).Somit gilt f�ur ein beshr�anktes Netz (L�)�2� 2 L(X;L(H)) undL 2 L(X;L(H)), falls X ein Banahraum istL� BW�! L , L�(x) WOT�! L(x) f�ur alle x 2 X:Hat man dies verinnerliht, so kann man anshlie�end die Aussage tre�en, dassf�ur eine unitale C�-Algebra A, ein norm-abgeshlossenes OperatorsystemS � A, einen abgeshlossenen Unterraum M � A und r > 0 die MengenBr(M;H) = f L 2 L(M;L(H)) j kLk � r gCBr(M;H) = f L 2 L(M;L(H)) j kLkCB � r gCPr(S; H) = f L(S; L(H)) j L vollst�andig positiv ; kLk � r g(P 2 L(H) positiv)kompakt in der BW -Topologie sind.Da nun die BW -Topologie die w�-Topologie auf L(M;L(H)) ist, folgt, dassBr(M;H) kompakt nah Banah-Alaoglu ist. F�ur CPr(S; H) und CBr(M;H)gen�ugt es zu zeigen, dass sie BW -abgeshlossene Teilmengen von Br(M;H) sind(vergleihe Theorem 6.4 in [11℄).Damit hat das oben erhaltene Netz(�F )F2F ;18



da es in CPk'k(A; H) liegt, ein konvergentes Teilnetz(�F (�))�2�in der BW -Topologie, dessen Grenzwert wir mit � bezeihnen.Dann gilt � = lim� �F (�) 2 CPk'k(A; H):Sind x; y 2 H beliebig, so gilt f�ur alle � 2 � mit F (�) � LHfx; yg< '(a)x; y > = < �F (�)x; y > �2��! < �(a)x; y > (a 2 S):Damit gilt also ' = �jS :2.2 Der Stinespringshe DilatationssatzWir haben in Abshnitt 2:1 gesehen, dass es zu einer vollst�andig positiven Ab-bildung ' : S ! L(H)von einem Operatorsystem S � A einer unitalen C�-Algebra A immer einevollst�andig positive Abbildung� : A ! L(H) mit ' = �jSgibt.Der Stinespringshe Dilatationssatz sagt uns nun, dass man zu dieser vollst�andigpositiven Fortsetzung einen Hilbertraum K � H , einen unitalen C�-Homomor-phismus � : L(H(B)) ! L(K)und einen stetigen Operator V : H ! K mit k�(IL(H(B)))k = kV k2 �nden kann,so dass �(a) = V ��(a)V ( a 2 L(H(B)) ):Ist � unital, so kann man noh mehr aussagen.Es folgt die allgemeine Version des Stinespringshen Dilatationssatzes.Satz 2.2.1. (Stinespring)Seien H ein Hilbertraum, A eine unitale C�-Algebra und� : A ! L(H)eine vollst�andig positive Abbildung.Dann existieren ein Hilbertraum K, ein unitaler C�-Homomorphismus� : A ! L(K)und ein beshr�ankter Operator V : H ! K mit k�(1A)k = kV k2, so dass�(a) = V ��(a)V ( a 2 A ):19



Ist � unital, so ist V damit isometrish.Identi�ziert man in diesem Fall wie �ublih den Raum H mit seinem Bild unterder Isometrie V , so gilt�(a) = PH�(a)jH ( a 2 A ):Beweis.Zun�ahst konstruieren wir uns den Hilbertraum K � H und das zugeh�origeSkalarprodukt.Wir bezeihnen mit A
H das algebraishe Tensorprodukt.Seien b 2 A, y 2 H . Dann ist die AbbildungA�H ! C ; (a; x) 7! < �(b�a)x; y >o�ensihtlih bilinear.Die universelle Eigenshaft des Tensorproduktes liefert uns die Existenz einerlinearen AbbildungSb;y : A
H ! C mit Sb;y(a
 x) = < �(b�a)x; y > :Au�erdem ist die AbbildungA�H ! (A
H)�; (b; y) 7! Sb;yantibilinear, wobei wir mit (A 
H)� den algebraishen Dualraum zu (A 
H)bezeihnen.Dann folgt, wiederum mit der universellen Eigenshaft des Tensorproduktes, dieExistenz einer antilinearen AbbildungS : A
H ! (A
H)�; b
 y 7! Sb;y:Wir de�nieren nun die sesquilineare Abbildung< �; � > : (A
H)� (A
H) ! C ; (u; v) 7! S(v)u:Dann ist f�ur u = nPi=1 ai 
 xi 2 A 
H< u; u > = S(u)u = nXi;j=1 < �(a�i aj)xj ; xi >= < �n((a�i aj)i;j)((xi)i); ((xj)j) >Hn� 0;da � vollst�andig positiv ist. Das hei�t < �; � > ist positiv semide�nit.Sei nun N = f u 2 A 
H j < u; u > = 0 g:Man sieht leiht, dass N ein Untervektorraum ist und durh< u+N; v +N > := < u; v >ein Skalarprodukt auf (A
H)ÆN erkl�art ist. Mit diesem Skalarprodukt ist(A
H)ÆN also ein Pr�ahilbertraum.Wir de�nieren dann K als Vervollst�andigung von (A
H)ÆN und erhalten den20



gew�unshten Hilbertraum.Als n�ahstes wenden wir uns dem unitalen C�-Homomorphismus � : A ! L(K)zu.F�ur a 2 A ist die AbbildungA�H ! A
H; (b; y) 7! (ab)
 yo�ensihtlih bilinear.Dann liefert erneut die universelle Eigenshaft des Tensorprodukts eine lineareAbbildung�0(a) : A
H ! A
H mit �0(a)(b
 y) = (ab)
 y:Das hei�t, es gilt �o(a) = La 
 1H ;wobei La : A �! Adie Linksmultiplikation mit a ist.F�ur a 2 A und u = nPi=1 bi 
 yi 2 N gilt unter Benutzung, dass �n positiv istund in der C�-Algebra Mn(A) die Absh�atzung(b�i a�abj)i;j � kak2 (b�i bj)i;j (1 � i; j � n)gilt, < �0(a)u; �0(a)u > = < nXi=1(abi)
 yi; nXi=1(abi)
 yi >= nXi;j=1 < �((abi)�(abj))yj ; yi >= < �n((b�i a�abj)i;j)(yi)i; (yi)i >� kak2 nXi;j=1 < �(b�i bj)yj ; yi >= kak2 < u; u > :Diese Rehnung zeigt, dass N invariant unter �0(a) f�ur alle a 2 A ist und dassdie induzierte Quotientenabbildung~�(a) : (A
H)ÆN ! (A 
H)ÆN; (u+N) 7! (�0(a)u) +Nwohlde�niert und stetig linear mit k~�(a)k � kak ist.Damit existiert also auh eine stetig lineare Fortsetzung�(a) : K ! K mit k�(a)k � kak (a 2 A):Man pr�uft leiht nah, dass durh� : A ! L(K); a 7! �(a)21



ein unitaler �-Homomorphismus de�niert wird. Wir de�nieren V als die Abbil-dung H ! K; x 7! (1A 
 x) +N:Die Linearit�at ist o�ensihtlih und es giltkV xk2 = < V x ; V x >= < (1A 
 x) +N ; (1A 
 x) +N >= < 1A 
 x ; 1A 
 x >= < �(1A)x ; x >� k�(1A)k � kxk2 (x 2 H):Damit ist V beshr�ankt und es folgtkV k2 = supkxk�1 kV xk2= supkxk�1 < �(1A)x ; x > = k�(1A)k;da � positiv ist.Somit gilt kV k2 = k�(1A)k:(Man sieht an dieser Stelle auh, dass, falls � unital ist, kV xk = kxk gilt, alsodass V eine Isometrie ist.)Au�erdem gilt< V ��(a)V x ; y > = < �(a)V x ; V y >= < �(a)((1A 
 x) +N) ; (1A 
 y) +N >= < �0(a)(1A 
 x) ; (1A 
 y) >= < a
 x ; 1A 
 y >= < �(a)x ; y > (x; y 2 H; a 2 A):Das hei�t V ��(a)V = �(a) (a 2 A):Betrahten wir nun noh den Fall, dass � unital ist.Identi�ziert man H mit V H verm�oge der Isometrie V , so wirdV : H ! K; x 7! xdie Inklusion und V � : K ! Hdie Orthogonalprojektion von K auf H .Also ist PH�(a)jH = �(a) f�ur alle a 2 A:Bemerkung.� Stinespring�DarstellungMan nennt jedes Tripel (K;�; V ) mit den in Satz 2:2:1 beshriebenenEigenshaften eine Stinespring - Darstellung von � .22



� Minimale Stinespring �DarstellungDe�niert man einen Teilraum K1 � K als die abgeshlossene lineare H�ullealler Vektoren der Form �(a)V h f�ur a 2 A und h 2 H - wir shreibenhierf�ur K1 = [ �(A)V H ℄ - so sind die Abbildungen�1 : A ! L(K1); �1(a) = �(a)jK1und V1 : H ! K1; V1x = V xwohlde�niert.Au�erdem ist �1 als Einshr�ankung von � aufK1 immer noh ein �-Homo-morphismus und o�ensihtlih gilt V1 2 L(H;K1) mitV �1 �1(a)V1 = �(a) (a 2 A):Die Stinespring - Darstellung (K1; �1; V1) von � ist minimal in dem Sinne,dass K1 = [ �1(A)V1H ℄gilt.� Eine minimale Stinespring �Darstellung ist bis auf unit�are �Aquiva-lenz eindeutigSeien (K1; �1; V1) und (K2; �2; V2) zwei minimale Stinespring-Darstellun-gen. Dann giltk nXi=1 �1(ai)V1hik2 = < nXi=1 �1(ai)V1hi ; nXi=1 �1(ai)V1hi >= nXi;j=1 < �1(ai)V1hi ; �1(aj)V1hj >= nXi;j=1 < V �1 �1(a�jai)V1hi ; hj >= nXi;j=1 < �(a�jai)hi ; hj >= nXi;j=1 < V �2 �2(a�jai)V2hi ; hj >= nXi;j=1 < �2(ai)V2hi ; �2(aj)V2hj >= < nXi �2(ai)V2hi ; nXi=1 �2(ai)V2hi >= k nXi=1 �2(ai)V2hik2f�ur a1; : : : ; an 2 A; h1; : : : ; hn 2 H .23



Damit ist die AbbildungLHf �1(a)V1h j a 2 A; h 2 Hg ! LHf �2(a)V2h j a 2 A; h 2 Hg;nXi=1 �1(ai)V1hi 7! nXi=1 �2(ai)V2hiwohlde�niert, isometrish und o�ensihtlih surjektiv.Durh Fortsetzen dieser Abbildung erhalten wir eine unit�are AbbildungU : K1 = [ �1(A)V1H ℄! K2 = [ �2(A)V2H ℄:F�ur diese gilt dannUV1x = V2x (x 2 H) und U�1(a)U� = �2(a) (a 2 A):

24



Kapitel 3Der Modellsatz3.1 Konstruktion eines vollst�andig kontraktivenAlgebrenhomomorphismusSei H ein Hilbertraum und T 2 L(H)n eine n-Kontraktion.Wir wollen in diesem Abshnitt die in Kapitel 1:4 shon erw�ahnte Abbildung� : A ! L(H); p(Mz) 7! p(T );wobei A = fp(Mz) j p 2 C [z1 ; : : : ; zn℄g � L(H(B)) die von Mz1 ; : : : ;Mznerzeugte Unteralgebra von L(H(B)) ist, konstruieren und zeigen, dass sie einvollst�andig kontraktiver, vollst�andig positiver, unitaler Algebrenhomomorphis-mus ist.Lemma 3.1.1.Die Abbildung �T : L(H) ! L(H); X 7! nXi=1 TiXT �iist positiv.Beweis.Um zu zeigen, dass die obige Abbildung �T positiv ist, rehnen wir nah, dasssie positive Elemente wieder auf positive abbildet. Sei dazu X 2 L(H) positiv.Dann gilt< �T (X)h ; h > = < nXi=1 TiXT �i h ; h >= nXi=1 < TiXT �i h ; h >= nXi=1 < X T �i h|{z}2H ; T �i h|{z}2H >| {z }�0 � 0 (h 2 H):
25



Bemerkung.Nah den Beispielen auf Seite 28 in [11℄, die wir auh shon in Kapitel 2 zitierthaben, ist die Abbildung �T sogar vollst�andig positiv.Wir betrahten nun f�ur A 2 L(H) die AbbildungMA : L(H) ! L(H); X 7! AXA�:Dann ist �T = nXi=1 MTi ;und f�ur k � 0 gilt�kT = nXi1;:::;in=1MTi1 �:::�Tik = Xj�j=k �MT� : (3.1)Insbesondere hei�t das, dass�kT (IH) = nXi1;:::;ik=1(Ti1 � : : : � Tik )(Ti1 � : : : � Tik)�:Lemma 3.1.2.Die Folge (�kT (IH ))k2N ist eine monoton fallende Folge positiver Operatoren.Beweis.F�ur k 2 N und T 2 L(H)n gilt�kT (IH )� �k+1T (IH) = �kT (IH )� �kT (�T (IH ))= �kT (IH � �T (IH ))= �kT (IH � nXi=1 TiT �i ):Nah Voraussetzung ist T 2 L(H)n eine n-Kontraktion, also ist IH � nPi=1TiT �ipositiv und somit folgt �kT (IH � nPi=1TiT �i ) � 0 (k 2 N); da nah Lemma 3:1:1die Abbildung �T positiv ist.Als monoton fallende Folge positiver Operatoren konvergiert (�kT (IH ))k2Npunktweise gegen einen positiven Operator auf L(H). Wir shreibenA1;T = SOT � limk!1 �kT (IH );wobei 0 � kA1;T k � 1:Lemma 3.1.3.Die AbbildungKT : H ! H(B; H); x 7! X�2Nn �(�TT ��x)z�26



ist eine wohlde�nierte, stetig lineare Kontraktion, f�ur diekKT xk2 = kxk2� < A1;T x ; x > (x 2 H) (3.2)gilt, wobei �T = (IH � nPi=1TiT �i )1=2.Beweis.Mit � = j�j!�! folgtIH � �k+1T (IH ) = kXj=0(�jT (IH )� �j+1T (IH))= kXj=0 �jT (�T 2)(3:1)= kXj=0 Xj�j=j �MT�(�T 2): (3.3)Damit giltX�2Nn k�(�TT ��x)z�k2� = X�2Nn � < T�(�T 2) T �� x ; x >= < X�2Nn �MT�(�T 2) x ; x >= < limk!1 kXj=0 Xj�j=j �MT�(�T 2) x ; x >(3:3)= < limk!1(IH � �k+1T (IH )) x ; x >= < x ; x > � < A1;T x ; x >� kxk2 (x 2 H):Somit ist die Abbildung KT nah der De�nition der Norm in H(B; H) aus Ka-pitel 1 wohlde�niert und kontraktiv. Die Linearit�at ist aufgrund der De�nitiono�ensihtlih.Man beahte im Folgenden, dass eine kanonishe isometrishe IsomorphieV : H(B) e
 H ! H(B; H)zwishen dem Hilbertraum-Tensorprodukt H(B) e
 H und H(B; H) existiert.Die Abbildung V ist die eindeutige, stetig lineare Abbildung mitV (f 
 x) = f � x f�ur f 2 H(B) und x 2 H:(Vergleihe hierzu etwa Kapitel 1.4 in [4℄.)De�nition 3.1.4.Eine n-Kontraktion T 2 L(H)n hei�t rein, fallsA1;T = SOT � limk!1 �kT (IH ) = 0:27



Bemerkung.Aufgrund der Beziehung (3:2) ist diese De�nition �aquivalent dazu, dass KT eineIsometrie ist.Lemma 3.1.5.Sei T 2 L(H)n eine reine n-Kontraktion. Dann de�niert die Abbildung� : L(H(B)) ! L(H); X 7! K�T (X 
 IH)KTeine vollst�andig kontraktive und vollst�andig positive lineare Abbildung mit�(IH(B)) = IH .Beweis.Dass � unital ist, rehnet man direkt nah. Es gilt n�amlih�(IH(B)) = K�T (IH(B) 
 IH| {z }=IH(B;H) )KT = K�T KT = IH :Die Tatsahe, dass � vollst�andig kontraktiv und vollst�andig positiv ist, folgtdirekt aus den Beispielen, die auf Seite 28 in [11℄ gegeben werden. Es gen�ugt zubeahten, dass die AbbildungL(H(B)) ! L(H(B) 
 H); X 7! X e
 IHein C�-Homomorphismus ist.Zu beahten gilt es im Folgenden, dass wir abk�urzend auh im vektorwertigenFallMzi stattMzi
1H shreiben werden. Dies ist auh insofern n�utzlih, da sihdie in 1:2:6 gemahten Aussagen sinngem�a� vom skalar- auf den vektorwertigenFall �ubertragen lassen.Lemma 3.1.6.Die oben de�nierte Abbildung � hat die Eigenshaft,dass �( Xj�j;j�j�k a��M�z M�z �) = Xj�j;j�j�k a��T�T ��; (3.4)wobei Mz 2 L(H(B))n der in Lemma 1:2:7 de�nierte n-Shift und T 2 L(H)neine reine n-Kontraktion sei.Beweis.Unter Benutzung von (1:6), beziehungsweise der sih sinngem�a� erhaltendenAussage im vektorwertigen Fall, zeigen wir zun�ahstM�zi KT = KT T �i (i = 1; : : : ; n):Sei dazu x 2 H . Dann giltM�zi KT x = M�zi X�2Nn ��TT ��x z�= X�2Nn ��+ei �+ei�TT ��+eix z�= X�2Nn �(�TT ��T �i x)z�= KT T �i x (i = 1; : : : ; n):28



Damit gilt also auhK�T Mzi = Ti K�T (i = 1; : : : ; n): (3.5)Da die Abbildung � linear ist, gen�ugt es �(M�z M�z �) = T�T �� (�; � 2 Nn )nahzurehnen. Es gilt�(M�z M�z �) = K�TM�z M�z �KT(3:5)= T�K�TKTT ��= T�T �� f�ur alle �; � 2 Nn :Dem Leser ist siherlih aufgefallen, dass insbesondere die beiden letzten Lem-mata nur unter der Annahme getro�en werden konnten, dass T 2 L(H)n einereine n-Kontraktion ist. Dies ist nat�urlih niht f�ur alle n-Kontraktionen T derFall. Aber man kann aus einer gegebenen n-Kontraktion T 2 L(H)n immer einereine n-Kontraktion konstruieren, einfah dadurh, dass man eine Zahl 0 < r < 1an das Tupel heranmultipliziert. Genauer gilt:Lemma 3.1.7.Sei T 2 L(H)n eine n-Kontraktion.Dann ist f�ur 0 < r < 1 das Tupel (rT ) 2 L(H)n eine reine n-Kontraktion.Beweis.Da �T : L(H) ! L(H) positiv ist, giltk�T k = k�T (IH )k = k nXi=1 TiT �i k � 1:Damit gilt f�ur das Tupel (rT )k�rT k = r2 k�T k � r2 < 1;und es folgt, dass A1;rT = SOT � limk!1 �krT (IH) = 0;somit ist KrT eine Isometrie.Also sind die Abbildungen bez�uglih der reinen n-Kontraktion (rT ) 2 L(H)n�r : L(H(B)) ! L(H); X 7! K�rT (X 
 1H)KrT (0 < r < 1)vollst�andig kontraktiv und vollst�andig positiv. Somit folgt aus (3:4)�r( Xj�j;j�j�k a��M�z M�z �) = Xj�j;j�j�ka��(rT )�(rT )�� : (3.6)Wegen (3:6) konvergieren die Abbildungen �r (0 < r < 1) punktweise aufS = LHf M�z M�z � j �; � 2 Nn g � L(H(B))29



gegen eine Abbildung � : S ! L(H) mit�( Xj�j;j�j�k a��M�z M�z �) = Xj�j;j�j�k a��T�T ��: (3.7)(Beahte dabei, dass die auftretenden Summen endlih sind.)Mit �r (0 < r < 1) ist auh der punktweise Limes � o�ensihtlih wiedervollst�andig kontraktiv und vollst�andig positiv.Wir haben also die in Kapitel 1:4 gesuhte Abbildung niht nur aufA = fp(Mz) j p 2 C [z1 ; : : : ; zn℄g � L(H(B));sondern auf der gr�o�eren Menge S � A konstruiert.Wir k�onnen jetzt also, so wie in Kapitel 1:4 beshrieben, fortfahren und zuerstden Arvesonshen Fortsetzungssatz (2:1) anwenden und erhalten danah mitdem Stinespringshen Dilatationssatz (2:2) die gew�unshte Dilatation zu einemC�-Algebrenhomomorphismus zu dieser Fortsetzung.Bemerkung.Wegen k�rk � 1 (0 < r < 1) �ubertr�agt sih die punktweise Konvergenz auhauf S.Man kann zeigen,welhes wir zu einem sp�ateren Zeitpunkt auh ausf�uhren wer-den (genauer gesagt in Lemma 3:4:2), dass S die von Mz1 ; : : : ;Mzn erzeugteC�-Teilalgebra von L(H(B)) ist. Arveson nennt dies die Toeplitz-Algebra �n,welhes wir ebenso halten werden.3.2 Die Calkin-Algebra C(H(B))Wir wollen in diesem Abshnitt zeigen, dass die Operatoren der FormM�zi Mzi � Mzi M�zi (i = 1; : : : ; n)in K(H(B)) liegen, das hei�t kompakt sind.Dazu �uberlegen wir uns, dass sie Diagonaloperatoren mit gegen Null konvergen-ten Eigenwerten sind. F�ur solhe ist die Kompaktheit wohlbekannt. Genauergilt das folgende Lemma.Lemma 3.2.1.Sei H ein Hilbertraum mit Orthonormalbasis (ei)i2I und T 2 L(H).Gibt es eine Familie (�i)i2I komplexer Zahlen mit limi2I �i = 0 (Das hei�t zujedem � > 0 existiert eine endlihe Teilmenge J � I mit j�ij < � f�ur allei 2 I n J . ) und Tei = �iei (i 2 I), so ist T shon kompakt.Damit sind wir in der Lage, die Kompaktheit der obigen Operatoren zu zeigen.Lemma 3.2.2.Sei Mz = (Mz1 ; : : : ;Mzn) 2 L(H(B))n der n-Shift. Dann sind die OperatorenM�zi Mzi � Mzi M�zi (i = 1; : : : ; n)kompakt. 30



Beweis.Nah De�nition von H(B) und des Skalarproduktes in H(B) aus Kapitel 1 ist(z�)�2Nn ein Orthogonalsystem in H(B) mit LHfz� j � 2 Nn g = H(B). Esgilt aber kz�k2 = < z�; z� > = 1� f�ur alle � 2 Nn . Das hei�t, dass man diez� (� 2 Nn ) normieren mu�, um eine Orthonormalbasis zu erhalten. Damit istalso (e�)�2Nn mit e� = p� z� (� 2 Nn ) eine Orthonormalbasis von H(B).Sei nun f 2 H(B) mit f = P�2Nn a� 1p� e� . Dann gilt(M�ziMzi �MziM�zi)(X�2Nn a� 1p� e�)= (M�ziMzi �MziM�zi)(X�2Nn a�z�)(1:5);(1:6)= X�2Nn ��+ei a�z� � X�2Nn ��+ei a�+eiz�+ei= X�2Nn ��+ei a�z� � X��ei ��ei� a�z�= X�;�i=0 ��+ei a�z� + X��ei � ��+ei � ��ei� �a�z�(1:4)= X�;�i=0 1j�j+ 1a�z� + X��ei � �i + 1j�j+ 1 � �ij�j�a�z�= X�;�i=0 1j�j+ 1a�z� + X��ei j�j � �ij�j(j�j + 1) a�z�= X�2Nn ��a� 1p� e� (i = 1; : : : ; n);wobei �� = 1j�j+1 falls �i = 0 und �� = j�j��ij�j(j�j+1) sonst.Insbesondere gilt( M�zi Mzi � Mzi M�zi )e� = �� e� (� 2 Nn ):Da nun die so erhaltene Folge (��)�2Nn gegen 0 strebt (in obigem Sinne), folgtmit Lemma 3:2:1M�zi Mzi � Mzi M�zi 2 K(H(B)) (i = 1; : : : ; n):Au�erdem haben wir im Beweis von Lemma 1:2:7 gezeigt, dassIH(B) � nXi=1MziM�zi 2 L(H(B))die Orthogonalprojektion vonH(B) auf die konstanten Funktionen C �1 � H(B),insbesondere also auh kompakt ist. 31



De�nition 3.2.3.Die Quotienten-AlgebraC(H(B)) = L(H(B)).K(H(B))hei�t Calkin-Algebra.Bemerkung.Da die kompakten Operatoren K(H(B)) ein abgeshlossenes, zweiseitiges Idealin L(H(B)) bilden, ist die Calkin-Algebra selbst wieder eine C�-Algebra, wiewir in Korollar (3:3:4) zeigen werden.Wir k�onnen jetzt also sagen, dass die Restklassen [Mz1 ℄; : : : ; [Mzn ℄ ein vertau-shendes Tupel normaler Elemente( [Mz1 ℄; : : : ; [Mzn ℄ ) 2 C(H(B))nin der Calkin-Algebra bilden, derart dassnXi=1[Mzi ℄[Mzi ℄� = [IH(B)℄: (3.8)Wir sind sogar mit Hilfe eines Satzes von Fuglede-Putnam-Rosenblum in derLage, eine noh bessere Aussage zu tre�en.Satz 3.2.4. (Fuglede-Putnam-Rosenblum)Seien M;N; T 2 L(H) (H Hilbertraum).Sind M;N normal und gilt MT = TN , so folgtM�T = TN�:Einen Beweis hierzu �ndet man etwa in [12℄ auf S. 300 f.Bemerkung.Da man mittels der Gelfand-Naimark-Siegel-Konstruktion jede C�-Algebra miteiner C�-Unteralgebra von L(H) identi�zieren kann, erh�alt man eine Versionvon Satz 3:2:4 f�ur beliebige C�-Algebren.Wendet man dies auf M = N = [Mzi ℄ und T = [Mzj ℄ (i; j = 1; : : : ; n) an, sosind die Voraussetzungen nah den oben getro�enen Aussagen erf�ullt und es gilt[Mzi ℄�[Mzj ℄ = [Mzj ℄[Mzi ℄� (i; j = 1; : : : ; n): (3.9)3.3 Etwas �uber DarstellungenSei H ein Hilbertraum und A eine C�-Algebra. Es sei an dieser Stelle gesagt,dass wann immer wir von einem Ideal in A reden, darunter stets ein abge-shlossenes, zweiseitiges Ideal verstehen. Wir werden zeigen, dass dieses dannautomatish �-abgeshlossen ist. Daher ist es selbst eine C�-Algebra. Wir wollenim Folgenden zeigen, dass man unter bestimmten Voraussetzungen eine gege-bene Darstellung auf einem Ideal eindeutig zu einer Darstellung der gesamtenC�-Algebra fortsetzen kann.Damit wir dies tun k�onnen, geben wir an dieser Stelle noh eine kurze Ein-f�uhrung in die ben�otigten Begri�e und tre�en grundlegende Aussagen f�ur dieDarstellungstheorie. 32



De�nition 3.3.1.Eine Darstellung einer C�-Algebra A ist ein C�-Algebrenhomomorphismus vonA in die C�-Algebra L(H) f�ur einen Hilbertraum H .Man sagt: � : A ! L(H) ist eine Darstellung von A auf H .Als wihtiges Hilfsmittel ben�otigen wir das folgende Lemma, das uns etwas �uberdie Existenz einer lokalen, abz�ahlbaren, approximativen Rehts-Eins aussagt.Lemma 3.3.2.Seien A eine C�-Algebra und I � A ein Ideal. F�ur alle x 2 I gilt:Es existiert eine Folge (en)n2N in I, ei = e�i f�ur alle i 2 N mit(i) �(en) � [0; 1℄ f�ur alle n 2 N,(ii) limn!1 kxen � xk = 0:Den Beweis dieses Lemmas wollen wir an dieser Stelle niht ausf�uhren. Er istzum Beispiel in [2℄ auf S.10 �. nahzulesen.Eine direkte Folgerung aus diesem Lemma ist das folgende Korollar.Korollar 3.3.3.Jedes Ideal I einer C�-Algebra A ist selbstadjungiert.Beweis.Seien I ein Ideal einer C�-AlgebraA und y 2 I. W�ahle nun mit Hilfe von Lemma(3:3:2) eine Folge (en)n2N in I mit en = e�n f�ur alle n 2 N und y = limn!1 yen.Durh Adjungieren der letzten Bedingung erh�alt many� = ( limn!1 yen)� = limn!1(yen)� = limn!1 e�ny� = limn!1 eny� 2 I;da eny� 2 I und I abgeshlossen ist.Eine weitere Folgerung und f�ur das Fortf�uhren dieser Arbeit wihtiges Ergebnissagt uns etwas �uber den Quotienten AÆI eines Ideals I einer C�-Algebra A aus.Korollar 3.3.4.Seien A eine C�-Algebra und I � A ein Ideal.Dann ist auh AÆI mit der induzierten Involution eine C�-Algebra.Beweis.F�ur den Beweis der Aussage gen�ugt es,k[x℄k2 � k[x℄�[x℄k f�ur alle x 2 Azu zeigen.Enth�alt A keine Eins, so bezeihnen wir mit A1 � A die C�-Algebra, die durhAdjunktion einer Eins aus A entsteht. Wir bezeihnen mit e das Einselementvon A, falls A unital ist, beziehungsweise das Einselement von A1 sonst.Sei x 2 A (fest) und E = fu 2 I j u = u�; �(u) � [0; 1℄g.Zeige zun�ahst k[x℄k = infu2E kx� xuk:33



(�) Klar, da E � I und damit giltinfz2I kx� zk � infu2E kx� xuk:(�) Es gen�ugt zu zeigen, dassf�ur alle z 2 I eine Folge (un)n2N in E existiert, mit kx+ zk � infn2N kx� xunk:Sei dazu z 2 I. W�ahle nun gem�a� Lemma (3:3:2) eine Folge (un)n2N f�ur z.Bezeihnet man mit e die Eins in A, so gilt ke�unk � 1. Damit kann man nunweitershlie�en, dasskx+ zk � lim infn!1 k(x+ z)(e� un)k= lim infn!1 kx(e� un) + z(e� un)k= lim infn!1 kx� xunk� infn2N kx� xunkgilt. Somit gilt also k[x℄k = infu2E kx� xuk.Dies k�onnen wir in der folgenden Rehnung benutzen und erhaltenk[x℄k2 = ( infu2E kx� xuk)2= infu2E kx(e� u)k2= infu2E k(e� u)x�x(e� u)k� infu2E kx�x� x�xuk= k[x�x℄k = k[x℄�[x℄k:De�nition 3.3.5.Eine Darstellung � : A ! L(H) hei�t nihtentartet, falls die C�-Algebra derOperatoren �(A) trivialen Nullraum hat.Dabei hei�t f�ur E � L(H) die Mengenull(E) = \ (KerA ; A 2 E)der Nullraum von E.Eine Charakterisierung von nihtentarteten Darstellungen, die wir im weiterenVerlauf noh h�au�ger benutzen werden, dr�ukt das nahfolgende Lemma aus.Lemma 3.3.6.Sei � eine Darstellung von A auf H. Dann gilt� nihtentartet , LHf�(a)� j a 2 A; � 2 Hg = H:34



Beweis.� nihtentartet , \ (KerT j T 2 �(A)) = f0g, \�(ImT �)? j T 2 �(A)� = f0g�(A) selbstadjungiert, \�(ImT )? j T 2 �(A)� = f0g, �[ (ImT j T 2 �(A))�? = f0g, LHf�(a)� j a 2 A; � 2 Hg = HF�ur LHf�(a)� j a 2 A; � 2 Hg shreiben wir abk�urzend [�(A)H ℄.Arveson zeigt in [2℄, dass jede nihtentartete Darstellung � von einer C�-Sub-algebra B � K(H) der kompakten Operatoren in H auf einen Hilbertraum Kunit�ar �aquivalent zu einem Vielfahen der identishen Darstellung ist, das hei�t,dass man K als orthogonale SummeK = Mi2I Ki (I Indexmenge)von �-invarianten Unterr�aumen Ki shreiben kann, so dass f�ur jedes B 2 B derOperator �(B)jKi 2 L(Ki) unit�ar �aquivalent zu einer Einshr�ankung BjHi vonB auf einen f�ur B invarianten Unterraum Hi � H ist.Genauer gilt der folgende Satz.Satz 3.3.7.Seien H;K Hilbertr�aume, B eine C�-Unteralgebra von K(H) und� : B ! L(K)eine nihtentartete Darstellung von B auf K.Dann existieren eine Indexmenge I und eine ZerlegungK = Mi2I Ki;von K in �-invariante Unterr�aume f0g 6= Ki � K (i 2 I) derart, dass f�ur jedesi 2 I ein abgeshlossener B-invarianter Unterraum Hi � H und eine unit�areAbbildung Ui : Ki ! Hiexistieren, so dass�(B)jKi = U�i BjHiUi f�ur alle B 2 B:Den Beweis �ndet man etwa in [2℄ auf S.19 �.Betrahten wir nun den Fall, dass die Unteralgebra B shon ganz K(H) ist, dashei�t � ist eine Darstellung der kompakten Operatoren von H auf K. Dann35



m�ussen die abgeshlossenen Unterr�aume Hi � H (i 2 I) aus obigem Satz inva-riant unter allen kompakten Operatoren sein. Da die C�-Algebra der kompaktenOperatoren K(H) irreduzibel ist, giltHi = H f�ur alle i 2 I:Dabei hei�t eine C�-Algebra A � L(H) irreduzibel, falls die identishe Darstel-lung A ! L(H); a 7! airreduzibel ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn die einzigen abgeshlosseneninvarianten Unterr�aume M � H f�ur A lediglih f0g und H sind.Mit obigem Satz erh�alt man also f�ur den Fall B = K(H)Korollar 3.3.8.Seien H;K Hilbertr�aume und� : K(H) ! L(K)eine nihtentartete Darstellung.Dann existieren eine Indexmenge I und eine ZerlegungK = Mi2I Ki;von K in �-invariante Unterr�aume f0g 6= Ki � K (i 2 I) derart, dass f�ur jedesi 2 I eine unit�are Abbildung Ui : Ki ! Hexistiert, so dass �(C)jKi = U�i CUi f�ur alle C 2 K(H):Bemerkung.Eine Darstellung einer C�-Subalgebra von einer C�-Algebra A auf einen Hil-bertraum H kann im Allgemeinen niht zu einer Darstellung von ganz A auf Hfortgesetzt werden. Falls die Subalgebra aber ein Ideal ist und die Darstellungnihtentartet ist, so geht es doh.Das hei�t es gilt der folgende Satz.Satz 3.3.9.Sei I � A ein Ideal der C�-Algebra A. Dann gilt:Jede nihtentartete Darstellung� : I ! L(H)hat eine eindeutige Fortsetzung zu einer Darstellung~� : A ! L(H):Beweis.Sei I � A ein Ideal und � : I ! L(H) eine nihtentartete Darstellung.36



Beh:(1) : F�ur alle x 2 A existiert ein eindeutiger stetig linearer Operator ~�(x)auf H mit ~�(x)�(y) = �(xy) f�ur alle y 2 I:Beweis.Die Eindeutigkeitsaussage ist direkt klar, da Vektoren der Gestalt�(y)�, y 2 I; � 2 H ganz H aufspannen, nah Lemma (3:3:6):Der Existenzteil ist allerdings niht so einfah. Um ihn zu zeigen,mahen wir zuerst die Annahme, dass � zyklish ist, das hei�t, dassein �0 2 H existiert mit [�(I)�0℄ = H . Sei nun also �0 2 H ein solherzyklisher Vektor.Wir werden zeigen, dassk�(xy)�0k � kxk k�(y)�0k f�ur alle y 2 Igilt.Sei dazu y 2 I. Wir w�ahlen mit Hilfe von Lemma 3:3:2 eine Folge(en)n2N in I mit en = e�n; �(en) � [0; 1℄ und y�en n!1! y�. DurhAdjungieren der letzten Eigenshaft erh�alt maneny = (y�en)� n!1! (y�)� = y, da die Involution stetig ist. Damitergibt sih also k�(xy)�0k = limn!1 k�(xeny)�0k= limn!1 k�(xen)�(y)�0k� supn2Nkxenk � k�(y)�0k� kxk � k�(y)�0k:Daraus folgt, dass die Abbildung�(y)�0 7! �(xy)�0 (y 2 I)eindeutig zu einem Operator ~�(x) auf [�(I)�0℄ = H mitk~�(x)k � kxkfortgesetzt werden kann.F�ur alle y; z 2 I gilt~�(x)�(y)�(z)�0 = ~�(x)�(yz)�0 = �(xyz)�0 = �(xy)�(z)�0und somit ~�(x)�(y) = �(xy) f�ur alle y 2 Iauf ganz H .F�ur den Fall, dass � niht zyklish ist, nutzen wir aus, dass manf�ur eine nihtentartete Darstellung � auf H den Hilbertraum H alsorthogonale Summe von invarianten, zyklishen Unterr�aumen Hi f�ur� shreiben kann (vergleihe S.16 in [2℄). Es gilt also: Es existiereneine Indexmenge I und �-invariante, zyklishe Unterr�aume Hi von Hmit H = Mi2I Hi:37



F�ur alle x 2 I de�niere �i(x) = �(x)jHi .Damit wird �i zu einer zyklishen Darstellung von I auf Hi und wirk�onnen den ersten, das hei�t den zyklishen Fall auf �i anwenden.Somit erhalten wir f�ur alle x 2 A Operatoren ~�i(x) 2 L(Hi) mit�i = ~�ijI und ~�i(x)�i(y) = �i(xy) f�ur alle x 2 A; y 2 I.De�niere nun ~�(x) = Li2I ~�i(x) (x 2 A).Dann gilt f�ur alle x 2 A; y 2 I~�(x)�(y) =Mi2I �i(x)�i(y) =Mi2I �i(xy) = �(xy):Damit ist Beh.(1) gezeigt.Es existiert also eine eindeutige Abbildung~� : A ! L(H); x 7! ~�(x)mit ~�(x)�(y) = �(xy) (x 2 A; y 2 I):Beh:(2) : Es gilt auh �(yx) = �(y)�(x) f�ur alle x 2 A; y 2 I.Beweis.Sei x 2 A; y 2 I.Dann gilt�(yx)�(z) = �(xyz) = �(y)�(xz) = �(y)~�(x)�(z)f�ur alle z 2 I und wegen [�(I)H ℄ = Hfolgt �(yx) = �(y)�(x):Beh:(3) : ~� erh�alt die algebraishen Operationen und die Involution und es gilt~�jI = �:Beweis.Seien a; b 2 C ; x1; x2; x 2 A. Dann gilt� �((ax1 + bx2)y) = �(ax1y + bx2y) = a�(x1y) + b�(x2y)= a~�(x1)�(y) + b~�(x2)�(y) = (a~�(x1) + b~�(x2))�(y)f�ur alle y 2 I und wegen der Eindeutigkeit in Beh.(1) folgt~�((ax1 + bx2)) = a~�(x1) + b~�(x2):� �(x1x2y) = ~�(x1)�(x2y) = ~�(x1)~�(x2)�(y)f�ur alle y 2 I und wegen der Eindeutigkeit in Beh.(1) folgt~�(x1x2) = ~�(x1)~�(x2):38



� �(x�y) = �(y�x)� Beh:(2)= (�(y�)~�(x))� = ~�(x)��(y)f�ur alle y 2 I und wegen der Eindeutigkeit in Beh.(1) folgt~�(x�) = ~�(x)�:Au�erdem gilt f�ur alle y; z 2 I~�(z)�(y) = �(zy) = �(z)�(y)und wegen [�(I)H ℄ = H folgt daraus ~�jI = �:Somit ist die Existenz der Fortsetzung gezeigt.Sei � eine weitere Darstellung von A auf H mit �jI = �.Seien x 2 A; y 2 I. Dann folgt�(x)�(y) = �(x)�(y) = �(xy) = �(xy) = ~�(x)�(y):Also gilt � = ~� nah dem Eindeutigkeitsteil aus Beh.(1).Seien nun umgekehrt � eine Darstellung von A auf H , I � A ein Ideal undHI = [�(I)H ℄:Dann gilt:Da I ein Ideal ist folgt, dass �(A)HI � HI gilt, und da HI abgeshlossen istk�onnen wir H als direkte Summe von HI und dessen OrthogonalkomplementH?I shreiben, das hei�tH = HI �H?I ; wobei HI ; H?I reduzierende Teilr�aume f�ur �(A):Man beahte dabei, dass ein Teilraum M � H genau dann reduzierend f�ur einOperatorsystem S � L(H) ist, falls er invariant f�ur S ist.Seien �I : A ! L(HI) mit �I(x) = �(x)jHIund �I : A ! L(H?I ) mit �I(x) = �(x)jH?I :Dann gilt o�enbar �(x) = �I(x)� �I(x);wobei �I eindeutig durh seine Einshr�ankung �I jI auf I bestimmt ist, da �Inihtentartet ist. Da �I jI = 0 ist, induziert �I eine Darstellung von AÆI aufH?I verm�oge x + I 7! �I(x). Beahten muss man hierbei, dass �I , da H?I derNullraum von �(I) ist, I annulliert.Das hei�t, sobald wir alle Darstellungen von I und AÆI kennen, k�onnen wiralso die Darstellungen von A rekonstruieren.
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3.4 Verallgemeinerte Wold - ZerlegungenSei T 2 L(H)n eine n-Kontraktion und� : L(H(B)) ! L(K)eine C�-Darstellung auf einen Hilbertraum K � H so, dass�(a) = PH�(a)jH (a 2 �n)gilt, wobei � die in Abshnitt 3:1 konstruierte vollst�andig kontraktive, vollst�an-dig positive Abbildung und �n die Toeplitz-Algebra, das hei�t die vonMz 2 L(H(B))n erzeugte unitale C�-Algebra ist.Wir zeigen zuerst, dass die kompakten Operatoren in der Toeplitz-Algebra ent-halten sind.Lemma 3.4.1.Sei Mz 2 L(H(B))n der n-Shift undS = LHfM�z M�z � j �; � 2 Nng:Es gilt K(H(B)) � S:Dabei bezeihnet K(H(B)) die kompakten Operatoren auf H(B) .Beweis.Wir werden in einem ersten Shritt zeigen, dass die Operatoren in L(H(B)) miteindimensionalem Bild in S enthalten sind.Sei also B 2 L(H(B)), so dass dim(BH(B)) = 1.W�ahle nun ein Elementf = X�2Nn a�z� 2 H(B) mit kfk = 1so, dass das Bild von B von f erzeugt wird. De�niere anshlie�endg = B�f = X�2Nn b�z� 2 H(B):Wir haben im Beweis von (1:2:7) shon gesehen, dassPC = IH(B) � nXi=1 MziM�zidie Orthogonalprojektion auf die konstanten Funktionen C � 1 � H(B) ist.F�ur k 2 N de�nieren wir einen Operator Bk 2 L(H(B)) durhBk = Xj�j;j�j�k a�b�M�z PCM�z � :Da PC 2 S, ist de�nitionsgem�a� auh Bk 2 S (k 2 N): Um nun zu shlie�en, dassauh B 2 S, gen�ugt es, da S abgeshlossen ist, zu zeigen, dass die Operatoren40



Bk in der Operatornorm gegen B konvergieren.Um dies zu zeigen de�nieren wir f�ur u; v 2 H(B) eine lineare Abbildung�u;v : H(B) ! H(B); ~f 7! < ~f; v > u:O�ensihtlih ist �u;v 2 L(H(B)) mit k�u;vk � kuk � kvk (u; v 2 H(B)) undsomit ist die sesquilineare Abbildung� : H(B)�H(B) ! L(H(B)); (u; v) 7! �u;vstetig.F�ur ein beliebiges ~f = P�2Nn d�z� 2 H(B) existiert jetzt ein � 2 C mitB ~f = � � f;da das Bild von B nah Wahl von f erzeugt wird. Wegen kfk = 1 gilt dann� = � � kfk2 = < �f; f > = < B ~f; f >und wir k�onnen shreibenB ~f = � � f = < B ~f; f > �f= < ~f;B�f > �f= < ~f; g > �f= �f;g ~f:Mit den Ergebnissen aus Lemma 1:2:6 folgt au�erdemBk ~f = Xj�j;j�j�k a�b�M�z PCM�z � ~f= Xj�j;j�j�k a�b� 1� d�z�= 0�Xj�j�k < d� ; b� >� 1A �0�Xj�j�k a�z�1A= hX�2Nn d�z�; Xj�j�k b�z�i �0�Xj�j�k a�z�1A= < ~f; gk > �fk= �fk;gk ~fmit fk = Pj�j�k a�z� und gk = Pj�j�k b�z� (k 2 N).Wir sehen also, dass Bk = �fk;gk (k 2 N) und B = �f;g .Da � stetig ist, und weil fk k!1�! f und gk k!1�! g gilt, folgtBk = �gk;fk k!1�! �f;g = B;was wir zeigen wollten.Da wir jeden Operator B 2 L(H(B)) mit endlihdimensionalem Bild als endli-he Summe von Operatoren mit eindimensionalem Bild shreiben k�onnen, liegen41



also auh die erstgenannten in S.Da, abshlie�end, die endlihdimensionalen Operatoren auf einem Hilbertraumdiht in den kompakten Operatoren auf diesem Hilbertraum liegen und S abge-shlossen ist, folgt also K(H(B)) � S;was zu zeigen war.Mit Hilfe des obigen Lemmas sind wir nun in der Lage, die bereits am Ende vonKapitel 3:1 behauptete Identit�at �n = S zu zeigen.Lemma 3.4.2.Sei Mz 2 L(H(B))n der n-Shift, �n die Toeplitz-Algebra undS = LHfM�z M�z � j �; � 2 Nng:Dann gilt �n = S:Beweis.Da �n die von Mz erzeugte, unitale C�-Algebra ist, ist die Inklusion S � �no�ensihtlih. Um nun zu zeigen, dass auh die Inklusion �n � S gilt, muss mannur noh zeigen, dass auh S eine C�-Algebra ist, da die Erzeuger von �n inS liegen. Da S � L(H(B)) o�ensihtlih ein �-abgeshlossener Unterraum istgen�ugt es, die multiplikative Abgeshlossenheit von S nahzurehnen.In Abshnitt 3:2 haben wir gezeigt, dass �n modulo den kompakten Operato-ren K(H(B)) kommutativ ist (3:9). Au�erdem folgt aus Lemma (3:4:1), dassK(H(B)) � S gilt.Somit gilt f�ur �; �; ; Æ 2 Nn[(M�z M�z �)(MzM�z Æ)℄ = [M�+z M�z �+Æ℄:Daraus folgt, dass ein kompakter Operator K 2 K(H(B)) existiert, so dassM�z M�z �MzM�z Æ = M�+z M�z �+Æ| {z }2S + K|{z}2S 2 S;was wir zeigen wollten.Korollar 3.4.3.Die kompakten Operatoren auf H(B) sind in der von Mz = (Mz1 ; : : : ;Mzn)erzeugten unitalen C�-Algebra enthalten, das hei�t es giltK(H(B)) � �n:Wir bezeihnen weiterhin mit � die bereits zu Beginn dieses Kapitels erw�ahnteDarstellung von L(H(B)) auf einen Hilbertraum K. Wir k�onnen nun damitbeginnen, die gew�unshte Zerlegung zu konstruieren.
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Lemma 3.4.4.a) Die R�aume K1 = _ (�(a)K j a 2 K(H(B)))und K0 = K 	K1 = \ (Ker(�(a)) j a 2 K(H(B)))sind invariant unter � .b) Die Darstellung�jK1 : K(H(B)) ! L(K1); a 7! �(a)jK1ist nihtentartet.Beweis.a) Sei b 2 L(H(B)): Dann ist f�ur alle a 2 K(H(B)) auh ba 2 K(H(B)), undsomit gilt f�ur alle k 2 K �(b)�(a)k = �(ba)k 2 K1:Damit folgt also �(b)(�(a)K) � K1 (a 2 K(H(B)));und wegen der Linearit�at und der Stetigkeit von �(b) 2 L(K) gilt�(b)( _a2K(H(B))(�(a)K)) � K1:Demnah ist K1 invariant unter �.Nun m�ussen wir nur noh zeigen, dass das Orthogonalkomplement K0 vonK1 in K die angegebene Form hat.Sei a 2 K(H(B)). Dann ist auh a� 2 K(H(B)) und mitK 	 �(a)K = Ker( �(a)� ) = Ker( �(a�) )folgt K 	K1 = K 	 ( _a2K(H(B))( �(a)K) )= \a2K(H(B))(K 	 �(a)K)= \a2K(H(B))Ker �(a�)= \a2K(H(B))Ker �(a):
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b) Sei k 2 K1 mit �jK1(a)k = 0 (a 2 K(H(B))):Dann gilt auh �(a)k = 0 (a 2 K(H(B)));woraus folgt, dass k 2 Ker �(a) (a 2 K(H(B))):Nah der De�nition von K1 liegt k somit in K0. Das hei�tK1 3 k 2 K0 = K 	K1;wodurh k = 0 folgt.Damit ist �jK1 also nihtentartet.Wir sind nun in der Lage Korollar 3:3:8 auf die nihtentartete Darstellung�jK1 : K(H(B)) ! L(K1); a 7! �(a)jK1anzuwenden.Lemma 3.4.5.a) Sei �jK1 : K(H(B)) ! L(K1); a 7! �(a)jK1die nihtentartete Darstellung von K(H(B)) auf K1 aus Lemma 3:4:4.Dann existieren eine Indexmenge I und eine ZerlegungK1 = Mi2I Kivon K1 in �jK1-invariante Unterr�aume f0g 6= Ki � K1 (i 2 I) derart, dassf�ur jedes i 2 I eine unit�are AbbildungUi : Ki ! H(B)existiert, so dass (�jK1)(a)jKi = U�i a Uif�ur alle a 2 K(H(B)).b) Die Abbildung U = Mi2I Ui : K1 =Mi2I Ki ! Mi2I H(B);de�niert als direkte Summe der in a) erhaltenen unit�aren Abbildungen Ui,ist selbst unit�ar, mit �jK1(a) = U� (Mi2I a) Uf�ur alle a 2 K(H(B)). 44



Beweis.a) Wende direkt Lemma 3:3:8 auf die gegebene Situation an.b) Als direkte Summe der unit�aren Abbildungen Ui (i 2 I) ist U ebenfallsunit�ar mit �jK1(a) = Mi2I ( (�jK1)(a)jKi )(a)= Mi2I (U�i a Ui)= (Mi2I U�i )(Mi2I a)(Mi2I Ui)= U�(Mi2I a)U ( a 2 K(H(B)) ):Die beiden DarstellungenL(H(B)) ! L(K1); a 7! �(a)jK1und L(H(B)) ! L(K1); a 7! U�(Mi2I a)Usind beides Fortsetzungen der nihtentarteten DarstellungK(H(B)) ! L(K1); a 7! �(a)jK1 :Nah dem Eindeutigkeitsteil aus Satz 3:3:9 sind diese Fortsetzungen also gleih.F�ur die Einshr�ankung von � auf K0 gilt nah Konstruktion�jK0(K(H(B))) = 0:Nah Konstruktion istTi = �(Mzi) = PH�(Mzi)jH (i = 1; : : : ; n)die Kompression von�(Mzi) = �(Mzi)jK1 � �(Mzi)jK0 (i = 1; : : : ; n):Hierbei ist bis auf unit�are �Aquivalenz�(Mzj )jK1 �= Mi2I Mzj 2 L(Mi2I H(B)):Da nah Abshnitt 3:2 ([Mz1 ℄; : : : ; [Mzn ℄) 2 C(H(B))nein vertaushendes Tupel normaler Elemente in der Calkin-Algebra und dieAbbildung � : C(H(B)) ! L(K0); �([a℄) = �(a)jK045



ein C�-Algebrenhomomorphismus ist, f�ur den �([Mzi ℄) = �(Mzi)jK0 =: Wi(i = 1; : : : ; n) gilt, de�niert W = �(Mz)jK0ein vertaushendes Tupel normaler Operatoren und unter Benutzung von (3:8)folgt, dass nXi=1WiW �i = IK0 : (3.10)Ein solhes Tupel nennt man sph�arish unit�ares Tupel.Bevor wir nun in der Lage sind den Modellsatz f�ur sph�arishe Kontraktionenaufzushreiben, m�ussen wir uns noh der Wirkung von Operatoren der Form�(p(Mz))� auf den Hilbertraum H widmen. Hierbei bezeihnet � wieder denC�-Algebrenhomomorphismus aus dem vorigen Abshnitt, p 2 C [z℄ ein Polynomin n Variablen und Mz den n-Shift.Es gilt das folgende LemmaLemma 3.4.6.F�ur die Darstellung � : L(H(B)) ! L(K) und den n-Shift Mz ist der Hilbert-raum H � K invariant unter allen Operatoren�(p(Mz))� (p 2 C [z1 ; : : : ; zn℄):Bemerkung.Bezeihnet man mit A = fp(Mz) j p 2 C [z1 ; : : : ; zn℄g � L(H(B)) die vomn-Shift Mz 2 L(H(B))n erzeugte unitale Teilalgebra, so werden wir abk�urzendsagen, dass H �-invariant unter der Algebra �(A) ist.Beweis. (von Lemma 3:4:6)Sei j : H ! K die Inklusion und p 2 C [z℄ ein Polynom. Dann giltj��(p(Mz))PH�(p(Mz)�)jH = �(p(Mz))�(p(Mz)�)(�)= �(p(Mz)p(Mz)�)= j��(p(Mz)p(Mz)�)jH ;oder �aquivalentj��(p(Mz))PH�(p(Mz)�)j = j��(p(Mz)p(Mz)�)j: (3.11)Dabei gilt es in Gleihung (�) zu beahten, dass � aufgrund von (3:7) genau diegew�unshte Multiplikationseigenshaft hat.
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Damit folgt nun mit B = PH�(p(Mz)�)j � �(p(Mz)�)jB�B = [PH�(p(Mz)�)j � �(p(Mz)�)j℄� [PH�(p(Mz)�)j � �(p(Mz)�)j℄= (PH�(p(Mz)�)j)� [PH�(p(Mz)�)j � �(p(Mz)�)j℄� (�(p(Mz)�)j)� [PH�(p(Mz)�)j � �(p(Mz)�)j℄= (j��(p(Mz)�)�P �H) [PH�(p(Mz)�)j � �(p(Mz)�)j℄� (j��(p(Mz)�)�) [PH�(p(Mz)�)j � �(p(Mz)�)j℄= (j��(p(Mz))PH ) [PH�(p(Mz)�)j � �(p(Mz)�)j℄� (j��(p(Mz))) [PH�(p(Mz)�)j � �(p(Mz)�)j℄= j��(p(Mz))PHPH�(p(Mz)�)j � j��(p(Mz))PH�(p(Mz)�)j� j��(p(Mz))PH�(p(Mz)�)j + j��(p(Mz))�(p(Mz)�)j(3:11)= j��(p(Mz))PH�(p(Mz)�)j � j��(p(Mz))PH�(p(Mz)�)j| {z }=0� j��(p(Mz)p(Mz)�)j + j��(p(Mz)p(Mz)�)j| {z }=0= 0:Das hei�t also[PH�(p(Mz)�)j � �(p(Mz)�)j℄� [PH�(p(Mz)�)j � �(p(Mz)�)j℄ = 0und damit PH�(p(Mz)�)j = �(p(Mz)�)j;woraus hervorgeht, dass H �-invariant unter �(A) ist.3.5 Der ModellsatzSei T 2 L(H)n (H Hilbertraum) eine n-Kontraktion und� : L(H(B)) ! L(K)eine Stinespring-Dilatation gem�a� Kapitel 2 zu der in Abshnitt 3:1 konstruier-ten, unitalen, vollst�andig positiven, linearen Abbildung� : S ! L(H);wobei S = LHfM�z M�z � j �; � 2 Nng und Mz 2 L(H(B))n der n-Shift ist.Wir haben in Kapitel 3:4 gesehen, dass man den Hilbertraum K in �-invarianteR�aume K1;K0 zerlegen kann, derart dass�(a) = �(a)jK1 � �(a)jK0 ( a 2 L(H(B)) )gilt, und dass es eine Indexmenge I und einen unit�aren OperatorU 2 L( K1 ; Li2IH(B) ) gibt, so dass�(a)jK1 = U�(Mi2I a )U ( a 2 L(H(B)) )47



gilt. Au�erdem istTj = �(Mzj ) = PH�(Mzj )jH (j = 1; : : : ; n)die Kompression von�(Mzj ) = �(Mzj )jK1 � �(Mzj )jK0 (j = 1; : : : ; n):Durh Identi�kation von K1 mit Li2IH(B) verm�oge U erh�alt manK = (Mi2I H(B) ) � K0und �(a) = (Mi2I a ) � ( �(a)jK0 ) ( a 2 L(H(B)) ):Au�erdem existiert ein geeignetes, sph�arish unit�ares Tupel W 2 L(K0)n, sodass wir~Tj = PH�(Mzj )jH = PH( (Mi2I Mzj ) � Wj )jH (j = 1; : : : ; n)shreiben k�onnen.Nah Konstruktion und unter Benutzung von Lemma 3:4:6 gilt dann auh~T �j = ( PH�(Mzj )jH )�= PH�(Mzj )�jH(3:4:6)= �(Mzj )�jH= [ (Mi2I M�zj ) � W �j ℄jH (j = 1; : : : ; n):3.6 Minimale DilatationenW�ahlt man jetzt eine minimale Stinespring-Dilatation, so kann man weitereAussagen tre�en.Wir starten weiterhin mit einer n-Kontraktion T 2 L(H)n und bezeihnen wie�ublih mit �n die Toeplitz-Algebra. Au�erdem sei� : �n ! L(K)eine minimale Stinespring-Dilatation der in Abshnitt 3:1 konstruierten, unita-len, vollst�andig positiven, linearen Abbildung� : �n ! L(H):Das hei�t � ist ein �-Homomorphismus mit�(a) = PH�(a)jH ( a 2 �n );der die Minimalit�atsbedingung[ �(�n)H ℄ = K48



erf�ullt.Nah Lemma 3:4:2 gilt f�urS = LHfM�z M�z � j �; � 2 Nng;dass �n = S:Damit folgt�(�n) = �(S) � LHf �((p(Mz))(q(Mz)�)) j p; q 2 C [z℄ g= LHf �(p(Mz))�(q(Mz)�) j p; q 2 C [z℄ g:Au�erdem ist H nah Lemma 3:4:6 �-invariant unter �(A), wobeiA = fp(Mz) j p 2 C [z1 ; : : : ; zn℄g � L(H(B))die vom n-Shift Mz erzeugte unitale Teilalgebra ist,und somit gilt K = [ �(�n)H ℄ = [ �(A)H ℄:Sei K = K1 � K0 die in Abshnitt 3:4 konstruierte Zerlegung von K in zwei�-invariante Teilr�aume K1;K0 � K. Wir identi�zieren wieder K1 mit Li2IH(B)und erhalten gem�a� 3:5 K = (Mi2I H(B) ) � K0und �(a) = (Mi2I a ) � ( �(a)jK0 ) ( a 2 �n ):Nah Konstruktion ist W = �(Mz)jK0 2 L(K0)n ein sph�arish unit�ares Tupel,derart dassTj = PH�(Mzj )jH = PH( (Mi2I Mzj ) � Wj )jH (j = 1; : : : ; n)erf�ullt ist.Wir shreiben im Folgenden abk�urzendVj = (Mi2I Mzj ) � Wj 2 L(K) (j = 1; : : : ; n): (3.12)Lemma 3.6.1.Mit obigen Bezeihnungen giltPHVj (i)= PHVjPH (ii)= TjPH (j = 1; : : : ; n): (3.13)Beweis.Wir werden zuerst (i) shwah nahrehnen. Seien dazu k1; k2 2 K. Dann gilt< PHVjk1; k2 > = < k1; V �j PHk2| {z }2H >= < k1; PHV �j PHk2 >= < PHVjPHk1; k2 >;49



woraus (i) folgt. Dabei haben wir benutzt, dass H nah Lemma 3:4:6 invariantunter V �j = (Mi2I M�zj ) � W �j 2 L(K) (j = 1; : : : ; n)ist.Da Tj = PH�(Mzj )jH = PH( (Mi2I Mzj ) � Wj )jH (j = 1; : : : ; n)ist, gilt (ii) o�ensihtlih.De�nition 3.6.2.Wir nennen D = DT = IH � nXj=1 TjT �j 2 L(H)den Defektoperator von Tund shreiben DV = IK � nXj=1 VjV �j 2 L(K)f�ur den entsprehenden Defektoperator von V .Wir bezeihnen weiterhin mit PC die Orthogonalprojektion von H(B) auf diekonstanten Funktionen C � 1 in H(B).Lemma 3.6.3.Mit den oben getro�enen Notationen gilt f�ur die Defektoperatoren D des TupelsT 2 L(H)n und DV von V 2 L(K)na) D = PHDV jH ,b) DV = ( Li2I PC ) � 0K0 .Beweis.a) Mit Hilfe von Lemma 3:6:1 folgtPHDV jH = PH( IK � nXj=1 VjV �j )jH= IH � nXj=1 PHVjV �j jH(3:13)= IH � nXj=1 PHVjT �j(3:13)= IH � nXj=1 TjT �j= D:50



b) Nah Lemma 1:2:7 gilt PC = IH(B) � nXj=1MzjM�zj :Damit folgtDV = IK � nXj=1 VjV �j= IK � nXj=1( ( (Mi2I Mzj ) � Wj ) ( (Mi2I Mzj ) � Wj )� )= Mi2I ( IH(B) � nXj=1MzjM�zj ) � ( IK0 � nXj=1WjW �j| {z }= 0K0 nah (3.10) )= (Mi2I PC ) � 0K0 :Dabei haben wir K = (Mi2I H(B) ) � K0benutzt.Bemerkung.Mit PC ist auh DV eine Orthogonalprojektion.Wir haben somit eine explizite Form f�ur den DefektoperatorDV von V 2 L(K)ngefunden. Dabei k�onnen wir lediglih �uber die Indexmenge I noh keine genaue-ren Aussagen tre�en. Dies ist das Ziel des n�ahsten Lemmas.Lemma 3.6.4.Sei T 2 L(H)n eine n-Kontraktion und V 2 L(K)n das gem�a� (3:12) de�nierteTupel. Weiterhin sei D der Defektoperator von T und DV der entsprehendeDefektoperator von V . Dann giltDVH = DVK:Beweis.Sei p 2 C [z℄ ein Polynom und f = P�2Nn a�z� 2 H(B): Dann giltPC p(Mz) = p(0) PC :Da PC f = a0 folgt n�amlihPC p(Mz)f = PCMpf = PC (pf) = b0a0 = p(0)PC f;wobei b0 der 0-te KoeÆzient von p ist.Damit folgt aber auh DV p(V ) = p(0)DV ;51



daDV p(V ) = DV p ( (Mi2I Mzj ) � Wj )j=1;:::;n !(3:6:3)= ( (Mi2I PC ) � 0K0 ) p ( (Mi2I Mzj ) � Wj )j=1;:::;n != Mi2I ( PC p(Mz) ) � 0K0= Mi2I ( p(0)PC ) � 0K0= p(0)(Mi2I PC ) � 0K0= p(0)DV :Mit A = f p(Mz) j p 2 C [z℄ g, DV p(V ) = p(0)DVund DV �(p(Mz)) = DV p(�(Mz)) = p(0)DV (da V = �(Mz) nah De�nitionvon V ),folgt dass DVK = DV [ �(A)H ℄ � DVH � DVK:Wir haben somit das Gew�unshteDVH = DVKgezeigt.Weiter ist sowohl D (da T eine n-Kontraktion ist) als auh DV (als Orthogo-nalprojektion) positiv, und wir k�onnenKerD = f x 2 H j < Dx; x > = 0 g= f x 2 H j < PHDV x; x > = 0 g= f x 2 H j < DV x; x > = 0 g= f x 2 H j DV x = 0 g= Ker(DV jH)folgern.Nah dem Homomorphiesatz gilt dann, zumindest algebraish,DH �= HÆKerD ; DVH �= HÆKer(DV jH):Da nun KerD = KerDV jH , gilt alsoDH �= HÆKerD �= DVH;als Isomorphien zwishen Vektorr�aumen.
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Bemerkung.� Ist dim(DH) <1, so istdim(DH) = dim(DVH) = dim(DVH) = dim(DVK) = #(I);da nah Lemma 3:6:3 bekanntlih DV = ( Li2I PC ) � 0K0 gilt.� Ist dim(DH) =1 so sind auh#(I) =1 und dim(DVH) =1 = dim(DVK):Nah den Bemerkungen im Anshlu� an Theorem 4.1 in [11℄ ist der HilbertraumK � H , auf dem die minimale Stinespring-Darstellung de�niert ist, separabel,falls dies auh der Hilbertraum H ist, auf dem die urspr�unglihe n-KontraktionT 2 L(H)n lebt.In diesem Falle ist die Indexmenge I h�ohstens abz�ahlbar unendlih.Hat man also einen separablen Hilbertraum H zugrunde liegen, derart dassdim(DH) = 1 ist, so folgt, dass die Indexmenge I eine abz�ahlbar unendliheMenge ist.Satz 3.6.5. (Modellsatz f�ur n-Kontraktionen)Sei T = (T1; : : : ; Tn) 2 L(H)n eine n-Kontraktion auf einem Hilbertraum H.Dann existieren zwei Hilbertr�aume K1 und K0 mit H � K1 �K0, eine Index-menge I mit #(I) = dim(DH), ein unit�arer Operator U : K1 ! Li2IH(B) undein sph�arish unit�ares Tupel W 2 L(K0)n auf K0, so dass T die Kompressionvon U�( Li2IMz )U �W auf H ist, das hei�t es giltTj = PH( ( U� Mi2I Mzj U ) � Wj )jH (j = 1; : : : ; n):Au�erdem kann man erreihen, dass H dabei invariant unter den Adjungiertender Operatoren ( U� Li2IMzj U ) � Wj (j = 1; : : : ; n) ist. Dabei bezeihnet Mzden n-Shift auf H(B), PH : K1�K0 ! H die Orthogonalprojektion in K1�K0auf H und D den Defektoperator von T .
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Kapitel 4Eine Anwendung4.1 Ein Satz von AthavaleMit Hilfe des Modellsatzes aus Kapitel 3 k�onnen wir nun einen alternativenBeweis zu einem Satz von Athavale angeben, der aussagt, dass jede sph�arisheIsometrie subnormal ist. Dass diese Aussage eine direkte Folgerung aus demModellsatz f�ur n-Kontraktionen ist, liegt daran, dass man aus der dem Satz vonAthavale zugrundeliegenden Ausgangssituation shlie�en kann, dass die im Mo-dellsatz ben�otigte Indexmenge I M�ahtigkeit 0 hat. Somit briht die Zerlegungin einen Shift- und einen sph�arish unit�aren Anteil aus dem Modellsatz auf denletzteren zusammen und wir erhalten das gew�unshte Ergebnis.Damit wir diese Shlu�folgerungen allerdings ziehen k�onnen, m�ussen wir unszuerst mit den ben�otigten Begri�en vertraut mahen.De�nition 4.1.1.a) Zun�ahst geben wir die De�nition von Subnormalit�at f�ur einzelne Operatorenan.� Ein Operator S 2 L(H) (H Hilbertraum) hei�t subnormal, falls es einenHilbertraum K � H und einen normalen Operator N 2 L(K) gibt, sodass NH � H und S = N jH :Man nennt ein solhes N eine normale Erweiterung von S.� F�ur Hilbertr�aume H;K (H � K) hei�t ein Operator N 2 L(K) mini-male normale Erweiterung von S 2 L(H), falls N normale Erweiterungvon S ist und K der kleinste reduzierende Unterraum f�ur N ist, der Henth�alt.b) Entsprehendes kann man auh f�ur Tupel von Operatoren de�nieren.� F�ur zwei Hilbertr�aume H;K und vertaushende Tupel S 2 L(H)n,N 2 L(K)n hei�t N normale Erweiterung von S, falls{ Ni normal{ NiH � H{ Si = NijHf�ur alle i = 1; : : : ; n gilt. 54



� N hei�t minimale normale Erweiterung von S, falls N normale Erweite-rung von S ist und K der kleinste f�ur alle Ni (i = 1; : : : ; n) reduzierendeUnterraum ist, der H enth�alt.� S hei�t subnormal, falls S eine normale Erweiterung hat.Die folgende De�nition ist uns zwar shon ein Begri�, wir wollen sie aber den-noh der Vollst�andigkeit halber notieren.De�nition 4.1.2.� Ein vertaushendes Tupel V 2 L(H)n hei�t sph�arishe Isometrie, fallsnXi=1 V �i Vi = IH :� Falls eine sph�arishe Isometrie V 2 L(H)n zus�atzlih noh normal ist, dashei�t, dass jedes Vi (i = 1; : : : ; n) normal ist, so hei�t V sph�arish unit�ar.Wir sind nun in der Lage, den oben bereits erw�ahnten Satz von Athavale anzu-geben und ihn anshlie�end mit Hilfe von Satz 3:6:5 zu beweisen.Korollar 4.1.3. (Satz von Athavale)Seien T1; : : : ; Tn 2 L(H) vertaushende Operatoren auf einem Hilbertraum Hmit nXi=1 T �i Ti = IH :Dann ist T = (T1; : : : ; Tn) 2 L(H)n subnormal :Beweis.Sei also T 2 L(H)n eine sph�arishe Isometrie.Wir de�nieren Vk = T �k (k = 1; : : : ; n):Dann ist nXk=1VkV �k = nXk=1 T �kTk = IH :Also ist V = (V1; : : : ; Vn) 2 L(H)neine n-Kontraktion.Dann existieren nah Satz 3:6:5 Hilbertr�aumeK1 undK0 mit H � K1�K0, eineIndexmenge I , ein unit�arer Operator U 2 L( K1;Li2IH(B) ) und ein sph�arishunit�ares Tupel W 2 L(K0)n auf K0, mitVj = PH( ( U� Mi2I Mzj U ) � Wj )jH (j = 1; : : : ; n)und V �j h = ( ( U� Mi2I M�zj U ) � W �j )h (h 2 H; 1 � j � n):55



Dabei ist Mz 2 L(H(B))n der n-Shift auf H(B) und PH : K1 �K0 ! H dieOrthogonalprojektion in K1 �K0 auf H .Au�erdem k�onnen wir laut Satz 3:6:5 erreihen, dass#(I) = dim(ran(IH � nXk=1 VkV �k )) = 0ist. Somit giltVj = PHWj jH und V �j = W �j jH (j = 1; : : : n)und folglih ist W � 2 L(K0)n (H � K0) de�nitionsgem�a� eine normale Erwei-terung von V � = T , das hei�t T ist subnormal.Wir haben also gezeigt, dass jede sph�arishe Isometrie subnormal ist, also einenormale Erweiterung hat. Man kann sih nun die Frage stellen, ob man dieseAussage niht noh verbessern kann. Anlass dazu gibt etwa Kapitel 3:6, in demdurh Wahl einer minimalen Stinespring-Darstellung die bis dahin erhaltenenErgebnisse ebenfalls noh verbessert werden konnten.Wir werden im Folgenden nun noh zeigen, dass man auh die Aussage ausdem Satz von Athavale (Korollar 4:1:3) pr�azisieren kann. Genauer hei�t das,wie wir beweisen werden, dass jede sph�arishe Isometrie eine minimale normaleErweiterung hat und diese sph�arish unit�ar ist.Korollar 4.1.4.Jede sph�arishe Isometrie hat eine minimale normale Erweiterung, welhe sph�a-rish unit�ar ist.Beweis.Sei T 2 L(H)n wie oben eine sph�arishe Isometrie und V = T �. Damit istV o�enbar eine n-Kontraktion. Konstruiert man die in Satz 3:6:5 beshriebeneDilatation von V mit Hilfe der minimalen Stinespring-Darstellung� : �n ! L(K)der durh V gegebenen vollst�andig positiven Abbildung� : �n ! L(H)(vergleihe Kapitel 3:6), so gen�ugt � der Minimalit�atsbedingungK = [ �(A)H ℄;wobei A = f p(Mz) j p 2 C [z℄ g die vom n-Shift erzeugte unitale C�-Algebraist.Mit W = �(Mz) 2 L(K)n erhalten wir wie im Beweis zu Athavale, dass W �eine normale Erweiterung von T ist. Wir wissen au�erdem, dass W � sph�arishunit�ar ist (vergleihe Satz 3:6:5).Es bleibt also noh zu zeigen, dassW � auh minimale normale Erweiterung vonT ist. Dazu gen�ugt es zu zeigen, dass K der kleinste reduzierende Unterraumf�ur W � ist, der H enth�alt. 56



Sei nun also H � M � K ein Unterraum, der reduzierend f�ur W � 2 L(K)n ,das hei�t f�ur alle W �i 2 L(K) (1 � i � n) ist, so folgtK = [ �(A)H ℄ � [ �(A)M ℄ � M;da �(Mz) =W und M invariant f�ur W ist.Also ist in diesem Fall das Tupel W � 2 L(K)n automatish die minimale nor-male Erweiterung der sph�arishen Isometrie T 2 L(H)n.Bemerkung.Wir haben also gezeigt, dass jede sph�arishe Isometrie subnormal ist und dassihre minimale normale Erweiterung sph�arish unit�ar ist.
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