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Einleitung

Partielle Differentialgleichungen sind ein zentrales Mittel zur analyti-
schen Untersuchung physikalischer Modelle. Im 18. Jahrhundert began-
nen J.-B. d’Alembert, L. Euler, J.-L. Lagrange und P.-S. Laplace mit dem
Studium partieller Differentialgleichungen zur Beschreibung von Proble-
men der Kontinuumsmechanik. Wie in [2] dargelegt, leistete B. Riemann
im 19. Jahrhundert einen wesentlichen Beitrag zur Verbreitung partieller
Differentialgleichungen in weiteren Gebieten der Mathematik. In diesem
Kontext rückte das sogenannte Dirichlet-Problem (siehe Definition 2.2) in
den Fokus vieler Mathematiker, das spezielle Differentialgleichungen be-
schreibt, mit denen sich Phänomene, die beim Studium der Konvektion,
Fluidmechanik, Elektrostatik und weiterer physikalischer Bereiche auf-
traten, beschreiben lassen. Konkret beschreibt das Dirichlet-Problem die
Frage, ob es zu einer beschränkten, offenen Menge Ω ⊂ Rn und jeder ste-
tigen, reellwertigen Funktion f ∈ C(∂Ω,R) eine stetige Fortsetzung von
f auf den Abschluss von Ω gibt, die auf Ω harmonisch ist. Nach [13] hat
B. Riemann dazu beigetragen, dass das Problem nach dem deutschen Ma-
thematiker Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) bennant wurde.
Wie L. Gårding in [13] darlegt, hat die Lösung des Dirichlet-Problems
für die Kugel im Fall n = 3 durch S. D. Poisson zur Entdeckung der
sogenannten Greenschen Funktionen durch G. Green geführt.
Dem Buch [7] von O. Forster folgend, werden wir das Dirichlet-Problem

für Kugeln im zweiten Kapitel dieser Arbeit untersuchen und mithilfe
hierbei enstandener Resultate im weiteren Verlauf das Dirichlet-Problem
für allgemeinere Mengen studieren. Es wird sich herausstellen, dass sich
das Problem für Kugeln leicht lösen lässt und wir sogar eine explizite Lö-
sung angeben können. Hierbei werden wir auf Resultate von S.D. Poisson
und G. Green zurückgreifen. Anders verhält es sich jedoch für allgemei-
nere Mengen im Fall n ≥ 2. Hier kann die Lösbarkeit des Problems nicht
so einfach entschieden werden. Ist das Problem lösbar, so kann eine kon-
krete Lösung in den meisten Fällen nicht angegeben werden. Hieran lässt
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sich erkennen, wie schwer es ist, die Natur harmonischer Funktionen und
harmonischer Ausdehnungsprozesse zu erfassen. Jedoch ist es in vielen
Fällen sehr wohl möglich zu entscheiden, ob das Dirichlet-Problem für
eine beschränkte, offene Menge lösbar ist. Dies soll das Ziel der vorlie-
genden Arbeit sein.
Wie G. Tsogtgerel in [12] darlegt, stellen die Untersuchung subharmo-

nischer Funktionen (siehe Definition 2.12) – insbesondere die sogenannte
Perronsche Methode – sowie die Variationsrechnung, genauer gesagt die
Untersuchung von Sobolev-Räumen, wesentliche Lösungsansätze für das
Dirichlet-Problem dar. Wir werden das Problem mithilfe der Perronschen
Methode, die im vierten Kapitel vorgestellt wird, untersuchen. Hierbei
dient uns das Buch Harmonic Function Theory ([1]) von S. Axler, P.
Bourdon und W. Ramey als Grundlage. Wir orientieren uns an den dor-
tigen Ausführungen der Kapitel 1-3, 7 und 11 und ergänzen die Argumen-
tation. Eine wichtige Rolle für die Perronsche Methode spielt das Har-
nacksche Konvergenzprinzip, das im dritten Kapitel dieser Arbeit prä-
sentiert wird. Es macht eine Aussage über das Konvergenzverhalten von
Folgen harmonischer Funktionen. In Kapitel 5 wird sich zeigen, dass die
Lösbarkeit des Dirichlet-Problems für eine Menge allein von der Struk-
tur des Randes der Menge abhängig ist. Hierfür zeigen wir zunächst, dass
das Dirichlet-Problem für eine beschränkte, offene Menge Ω ⊂ Rn genau
dann lösbar ist, wenn die Menge in jedem ihrer Randpunkte eine Bar-
rierefunktion (siehe Definition 5.1) besitzt. Im nächsten Schritt stellen
wir geeignete geometrische Bedingungen an den Rand der Menge Ω, die
die Existenz solcher Barrierefunktionen garantieren. So stellt sich zuerst
heraus, dass sowohl konvexe als auch Mengen mit C2-Rand eine Lösung
des Problems erlauben. Die Gültigkeit der Aussage im zweiten Fall un-
tersuchen wir mithilfe der äußeren Kugelbedingung (siehe Definition 5.4).
Dieses geometrische Kriterium stellt die Existenz von Barrierefunktionen
sicher. Ein weiteres geometrisches Kriterium, die äußere Kegelbedingung
(siehe Definition 5.21), wird schließlich zeigen, dass Mengen mit C1-Rand
und allgemeinere Mengen die Lösung des Dirichlet-Problems erlauben.
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1 Grundlagen

Wir bezeichnen mit N = {0, 1, 2, 3, . . . } die Menge der natürlichen Zah-
len. Es sei n ∈ N∗ eine von Null verschiedene natürliche Zahl. Für zwei
Vektoren x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn schreiben wir

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi

für das Standardskalarprodukt in Rn und

‖ · ‖ : Rn −→ R , x 7−→ ‖x‖ =
√
〈x, x〉

für die euklidische Norm. Ist Ω ⊂ Rn eine offene Menge und k ∈ N∪{∞},
so bezeichnen wir mit

Ck(Ω,R) = {f : Ω→ R | f ist k-fach stetig partiell differenzierbar}

den Raum der k-fach stetig partiell differenzierbaren reellwertigen Funk-
tionen auf Ω. Ist D ⊂ Rn eine Menge, so schreiben wir

C(D,R) = {f : D → R | f ist stetig}

für die Menge der stetigen reellwertigen Funktionen auf D. Es seien ε > 0
und a = (a1, . . . , an) ∈ Rn. Mit

Bn
ε (a) = {x ∈ Rn | ‖x− a‖ < ε} bzw.

B
n

ε (a) = {x ∈ Rn | ‖x− a‖ ≤ ε}

werden die offene bzw. die abgeschlossene Kugel um a mit Radius ε
bezeichnet. Geht die Dimension aus dem aktuellen Kontext klar hervor,
so schreiben wir auch Bε(a) = Bn

ε (a) bzw. Bε(a) = B
n

ε (a). Ist ferner
r = (r1, . . . rn) ∈ [0,∞)n, so nennen wir die Menge

P n
r (a) = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | |ak − xk| < rk, für k = 1, . . . , n}
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1 Grundlagen

den Polyzylinder im Rn mit Mittelpunkt a und Multiradius r. Der ent-
sprechende abgeschlossene Polyzylinder wird mit P n

r (a) bezeichnet. Zur
Vereinfachung schreiben wir auch P n

r (a) = P n
(r,...,r)(a) für r ∈ [0,∞).

Für Vektoren α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn und x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ver-
wenden wir in dieser Arbeit die abkürzenden Schreibweisen

|α| = α1 + α2 + . . .+ αn ,

α! = (α1!)(α2!) · · · (αn!) und
xα = xα1

1 x
α2
2 · · ·xαnn

und für eine Funktion f ∈ C |α|(Ω,R) definieren wir

Dαf = Dα1
1 . . . Dαn

n f =
∂|α|f

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

mit Dαi
i = ∂αi/∂xαii .

Es bezeichne Span{v1, . . . , vt} die lineare Hülle der Vektoren v1, . . . , vt
∈ Rn (t ∈ N∗).

Seien im Folgenden M ⊂ Rn eine p-dimensionale Ck-Untermannig-
faltigkeit mit p ∈ {1, . . . , n} und k ∈ N∗ ∪ {∞} und f : M → R eine
Funktion. Wir wollen in diesem Abschnitt für geeignete Funktionen f das
Integral von f überM erklären. Für eine offene Menge Ω ⊂ Rp sei g : Ω→
V ⊂ M eine Parametrisierung von M . Wir nennen die Umkehrfunktion
g−1 : V → Ω einer solchen Abbildung auch Karte von M . Es bezeichne
Jg(x) ∈ Rn×p die Jacobi-Matrix von g im Punkt x und JTg (x) ∈ Rp×n ihre
Transponierte. Dann verstehen wir unter der Gramschen Determinante
von g die Ck−1-Funktion G : Ω→ R,

G(x) = det(Jg(x)TJg(x)).

Ist λ : B(Rn) → R das Lebesguemaß auf der Borelschen-σ-Algebra
B(Rn), so bezeichnen wir für eine Menge A ∈ B(Rn) mit λ|A = λ|(B(Rn)|A)

die Einschränkung von λ auf die Spur-σ-Algebra von B(Rn) auf A und
schreiben L1(A) für den Raum aller bezüglich λ|A integrablen reellwerti-
gen Funktionen auf A. Wie in [6, Definition 9.4] können wir nun folgende
Definition treffen:
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Definition 1.1 Ist f : M → R eine Funktion so, dass eine Karte g : Ω→
V ⊂M existiert mit f |M\V ≡ 0, so heißt f integrierbar über M , falls

f ◦ g
√
G ∈ L1(Ω)

ist. In diesem Fall definiert man das Integral von f über M durch∫
M

fdS =

∫
Ω

f ◦ g
√
G dλ.

In [6, Kapitel 9] wird gezeigt, dass die obige Definition unabhängig von
der Wahl der Karte ist. Ähnlich wie in [6, Kapitel 9] wollen wir im zweiten
Schritt die Integrierbarkeit und das Integral von Funktionen f : M → R
definieren, die außerhalb der Bilder endlich vieler Parametrisierungen

gi : Ωi → Vi ⊂M (i = 1, . . . ,m)

verschwinden. Es sei (αi)
m
i=1 eine messbare Zerlegung der Eins bezüglich

(Vi)
m
i=1 und f , also nach [6, Kapitel 9] seien αi : M → R (i = 1, . . . ,m)

messbare Funktionen auf (M,B(M)) mit

(i) 0 ≤ αi ≤ 1 ,

(ii) αi|M\Vi ≡ 0 und

(iii)
∑m

i=1 αi(x) = 1 für alle x ∈M mit f(x) 6= 0.

Wir nennen f integrierbar über M , falls die Funktionen αif für alle
i = 1, . . . ,m im Sinne von Definition 1.1 integrierbar über M sind. In
diesem Fall definieren wir das Integral von f über M durch∫

M

f dS =
m∑
i=1

∫
M

αif dS.

Nach [6, Kapitel 9] ist die Definition unabhängig von der Wahl der
überdeckenden Karten und der Zerlegung der Eins. Für eine Teilmen-
ge A ⊂M heißt eine Funktion f : M → R über A integrierbar, falls fχA
über M integrierbar ist, wobei

χA : M −→ R , x 7−→

{
1 falls x ∈ A
0 sonst
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1 Grundlagen

die charakteristische Funktion von A ist. In diesem Fall definiert man das
Integral von f über A durch∫

A

fdS =

∫
M

fχAdS.

Nach [6, Satz 9.8] ist jede beschränkte, messbare Funktion f : M → R,
die außerhalb eine kompakten Menge K ⊂M verschwindet, integrierbar
über M . Insbesondere ist jede stetige Funktion f : M → R mit kompak-
tem Träger integrierbar über M . Ferner kann man zeigen, dass es ein
reguläres Borelmaß µ : B(M)→ [0,∞) gibt, sodass∫

M

gdS =

∫
M

gdµ

für alle beschränkt messbaren Funktionen g : M → R gilt. Daher werden
wir im weiteren Verlauf nicht mehr zwischen dS und dµ unterscheiden.
Wir bezeichnen mit Volk(A) das k-dimensionale Volumen von A, das

durch
Volk(A) =

∫
M

χAdS

definiert ist, falls χA integrierbar über M ist. Wollen wir kenntlich ma-
chen, nach welcher Variable integriert wird, so schreiben wir auch∫

A

f(x)dS(x) =

∫
A

fdS.

Es sei
ωn = Voln−1(Sn−1)

das (n− 1)-dimensionale Volumen der Einheitssphäre Sn−1 = ∂Bn
1 (0) ⊂

Rn (siehe [6, Beispiel 11.7]).
Ist a ∈M ein Punkt in der UntermannigfaltigkeitM ⊂ Rn, so heißt ein

Vektor ν ∈ Rn Tangentialvektor an M im Punkt a, falls es ein ε > 0 und
eine stetig differenzierbare Abbildung ϕ : (−ε, ε)→ Rn mit ϕ(−ε, ε) ⊂M
und

ϕ(0) = a , ϕ′(0) = ν

gibt. Der Tangentialraum von M in a ist definiert durch

Ta(M) = {ν ∈ Rn | ν ist Tangentialvektor an M in a} .
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Die Vektoren v ∈ Ta(M)⊥ bezeichnen wir als Normalenvektoren von M
in a.

Definition 1.2

(a) Sei k ∈ N∗ ∪ {∞}. Man sagt, dass eine beschränkte, offene Menge
Ω ⊂ Rn einen Ck-Rand besitzt, wenn für jeden Punkt ξ ∈ ∂Ω eine
offene Umgebung U ⊂ Rn von ξ und eine Funktion ϕ ∈ Ck(U,R)
existieren mit

(i) Ω ∩ U = {x ∈ U | ϕ(x) < 0},
(ii) ∂Ω ∩ U = {x ∈ U | ϕ(x) = 0} und
(iii) gradϕ(x) 6= 0 für alle x ∈ ∂Ω ∩ U .

(b) Wir nennen eine kompakte Menge ∅ 6= K ⊂ Rn ein Kompaktum
mit glattem Rand, wenn es zu jedem Randpunkt ξ ∈ ∂Ω eine offene
Umgebung V ⊂ Rn von ξ und eine Funktion ψ ∈ C1(V,R) mit den
folgenden Eigenschaften gibt:

(i) K ∩ V = {x ∈ V | ψ(x) ≤ 0} und
(ii) gradψ(x) 6= 0 für alle x ∈ V .

Bemerkung 1.3

(i) Ein einfaches Stetigkeitsargument zeigt, dass in Teil (a) von Defi-
nition 1.2 aus den Bedingungen (i) und (iii) bereits die Bedingung
(ii) folgt.

(ii) Hat die beschränkte, offene Menge Ω ⊂ Rn einen Ck-Rand, so ist
∂Ω ⊂ Rn eine Ck-Hyperfläche, das heißt eine (n− 1)-dimensionale
Ck-Untermannigfaltigkeit (siehe [6, Satz 8.5]). Insbesondere ist
nach [6, Satz 10.2] in jedem Punkt ξ ∈ ∂Ω der Tangentialraum
Tξ(∂Ω) von ∂Ω in ξ ein wohldefinierter (n− 1)-dimensionaler Un-
tervektorraum in Rn und der Normalenraum

Nξ(∂Ω) = Tξ(∂Ω)⊥

von ∂Ω in ξ ist ein 1-dimensionaler Teilraum.
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1 Grundlagen

Proposition 1.4 Es seien k ∈ N∗, ε > 0 und f ∈ Ck(Bn
2ε(0),R) derart,

dass Dαf(0) = 0 für alle α ∈ Nn mit |α| ≤ k − 1 ist. Dann gibt es eine
Konstante C > 0 mit

|f(ξ)| ≤ C‖ξ‖k

für alle ξ ∈ Bn
ε (0).

Beweis: Es sei ξ ∈ Bn
ε (0). Wegen f ∈ Ck(Bn

2ε(0),R) und da tξ ∈ Bn
ε (0)

für alle t ∈ [0, 1] gilt, gibt es nach der Taylorschen Formel [5, Satz 7.2]
ein θ ∈ (0, 1) mit

f(ξ) =
∑
|α|≤k−1

Dαf(0)

α!
+
∑
|α|=k

Dαf(θξ)

α!
ξα =

∑
|α|=k

Dαf(θξ)

α!
ξα.

Die stetigen Funktionen Dαf : Bn
2ε(0) → R (α ∈ Nn mit |α| = k) neh-

men auf dem Kompaktum B
n

ε (0) ihre Extrema an. Daher existiert eine
Konstante M ∈ R mit

|Dαf(y)| ≤M

für alle α ∈ Nn mit |α| = k und alle y ∈ Bn

ε (0). Wegen θξ ∈ Bn
ε (0) folgt

|f(ξ)| ≤
∑
|α|=k

|Dαf(θξ)|
α!

|ξα|

≤M

∑
|α|=k

1

 ‖ξ‖k
= C‖ξ‖k,

mit C = M
∑
|α|=k 1. 2

Proposition 1.5 Es seien C > 0 eine Konstante und n ≥ 2. Schreiben
wir 0′ = (0, . . . , 0) ∈ Rn−1, so gilt

B
n

R

(
(0′, R)

)
∩
{
x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R

∣∣∣ |xn| ≤ C‖x′‖2
}

= {0}

für alle R ∈ (0, 1
2C

).
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Beweis: Es seien C > 0 und R ∈ (0, 1
2C

). Dann ist

f : B
n−1

R (0′) −→ R, x 7−→ −
√
R2 − ‖x‖2 +R− C‖x‖2

stetig und auf Bn−1
R (0′) stetig partiell differentierbar mit

∂f

∂xi
(x) =

xi√
R2 − ‖x‖2

− 2Cxi

für i = 1, . . . , n und jedes x ∈ Bn−1
R (0′).

Für x ∈ Bn−1
R (0′) gilt grad f(x) = 0 genau dann, wenn

x = 0′ oder ‖x‖2 = R2 −
(

1
2C

)2

erfüllt ist. Die rechte Gleichung ist wegen R ∈ (0, 1
2C

) für kein x ∈
Bn−1
R (0′) erfüllt, sodass 0′ ∈ Bn−1

R (0′) der einzige kritische Punkt von
f ist. Wegen f(0′) = 0 zeigt die Abschätzung

f(x) = R(1− CR) ≥ R(1− 1
2
) = R

2
> 0

(
x ∈ ∂Bn−1

R (0′)
)
,

dass die stetige Funktion f ihr Minimum 0 auf dem Kompaktum B
n−1

R (0′)
nur im Nullpunkt annimmt. Es genügt nun

|xn| > C‖x′‖2

für alle x = (x′, xn) ∈ Bn

R

(
(0′, R)

)
\ {(0′, 0)} ⊂ Rn−1 × R zu zeigen. Für

ein solches x = (x′, xn) folgt aus

‖x− (0′, R)‖2 ≤ R2,

dass
|xn| ≥ −

√
R2 − ‖x′‖2 +R

ist. Wir dürfen annehmen, dass x′ 6= 0 ist. Nach obigem Argument gilt
f(x′) > 0, d.h.

|xn| ≥ −
√
R2 − ‖x′‖2 +R > C‖x′‖2

.

2
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2 Das Dirichlet-Problem

Bevor wir im weiteren Teil dieser Arbeit die Lösbarkeit des Dirichlet-
Problems für allgemeine beschränkte, offene Mengen Ω ⊂ Rn untersu-
chen, werden wir in diesem Kapitel im Zuge der Präsentation von Eigen-
schaften harmonischer und subharmonischer Funktionen eine Lösung für
den Spezialfall Ω = Bn

r (a) ⊂ Rn präsentieren.
Wir orientieren uns hierbei am Buch von O. Forster ([7, S.189ff]) und

ergänzen die dortige Argumentation. In diesem Kapitel sei n ≥ 2 eine
natürliche Zahl und es sei, wenn nicht näher spezifiziert, Ω ⊂ Rn eine
nicht-leere, offene Menge. Es bezeichne ∆ den Laplace-Operator, der in
Rn durch

∆ =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

gegeben ist.

Definition 2.1 Eine Funktion u ∈ C2(Ω,R) heißt harmonisch auf Ω,
falls

∆u ≡ 0

auf Ω ist. Wir schreiben Harm(Ω) für die Menge aller reellwertigen, har-
monischen Funktionen auf Ω.

Wir können nun das Dirichlet-Problem über Ω formulieren:

Definition 2.2 Es sei Ω ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge. Die Fra-
ge, ob es zu jeder stetigen Funktion f : ∂Ω → R eine stetige Funktion
u : Ω→ R gibt so, dass

(i) u|∂Ω = f ist und

(ii) u auf Ω harmonisch ist,
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2 Das Dirichlet-Problem

ist als das Dirichlet-Problem über Ω bekannt.
Wir sagen dann auch, dass u eine Lösung des Dirichlet-Problems über

Ω mit Randbedingung f ist.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir folgende Beispiele für
harmonische Funktionen benötigen:

Beispiel 2.3

(i) Die Funktion

f : R2 \ {0} −→ R , x 7→ log ‖x‖

ist harmonisch auf ihrem Definitionsbereich. Denn es gelten

∂f

∂xi
= xi‖x‖−2 und

∂2f

∂x2
i

= ‖x‖−2 (1− 2x2
i ‖x‖

−2)
für i = 1, 2 und damit folgt

∆f =
2∑
i=1

∂2f

∂x2
i

= ‖x‖−2 (1− 2x2
1‖x‖

−2)+ ‖x‖−2 (1− 2x2
2‖x‖

−2)
=

2

x2
1 + x2

2

− 2

x2
1 + x2

2

= 0.

(ii) Für eine natürliche Zahl n ∈ N mit n > 2 ist die Funktion

g : Rn \ {0} −→ R , x 7−→ ‖x‖2−n

harmonisch auf ihrem Definitionsbereich. Denn wegen ∂‖x‖
∂xi

= xi
‖x‖

gelten

∂f

∂xi
= (2− n)xi‖x‖−n und

∂2f

∂x2
i

= (2− n)‖x‖−n−2 (‖x‖2 − nx2
i

)
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für i = 1, . . . , n. Somit folgt

∆f =
n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

= (2− n)‖x‖−n−2

(
n∑
i=1

‖x‖2 − n
n∑
i=1

x2
i

)
= 0.

Definition 2.4 Es sei a ∈ Rn ein Punkt. Man nennt die Funktion
Na : Rn \ {a} → R, die durch

Na(x) =

{
1

(2−n)ωn
‖x− a‖2−n für n > 2

1
2π

log ‖x− a‖ für n = 2

definiert ist, das Newton-Potential in a.

Bemerkung 2.5 Das Newton-Potential im Punkt a ∈ Rn ist zweimal
stetig partiell differenzierbar und mit den Ergebnissen aus Beispiel 2.3
folgen ∆Na ≡ 0 auf Rn \ {a} und

gradNa(x) =
1

ωn

x− a
‖x− a‖n

für x ∈ Rn \ {a}.

Ist U ⊂ Rn eine offene Menge und A ⊂ U ein Kompaktum mit glattem
Rand, so definieren wir für eine Funktion f ∈ C1(U,R) die Ableitung in
Normalenrichtung in einem Punkt x ∈ ∂A durch

∂f

∂ν
(x) = 〈grad f(x), ν(x)〉 =

n∑
i=1

∂f(x)

∂xi
νi(x), (2.1)

wobei ν : ∂A→ Rn das äußere Einheits-Normalenfeld ist (siehe [7, §15]).

Proposition 2.6 Es seien U ⊂ Rn eine offene Umgebung eines Punktes
a ∈ Rn und f : U → R eine stetig partiell differenzierbare Funktion. Dann
gilt

f(a) = lim
ε→0

∫
‖x−a‖=ε

(
f(x)

∂Na(x)

∂ν
−Na(x)

∂f(x)

∂ν

)
dS(x).
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2 Das Dirichlet-Problem

Beweis: Für ε > 0 klein genug seien

I(1)
ε =

∫
‖x−a‖=ε

f(x)
∂Na(x)

∂ν
dS(x)

und

I(2)
ε =

∫
‖x−a‖=ε

Na(x)
∂f(x)

∂ν
dS(x).

Wir wollen zeigen, dass

(1) lim
ε→0

I(1)
ε = f(a) und (2) lim

ε→0
I(2)
ε = 0

gelten.
Zum Beweis der ersten Identität sei ε > 0 gegeben mit Bn

ε (a) ⊂ U .
Aus dem Beweis von [7, §15 Satz 2] folgt, dass das äußere Einheits-
Normalenfeld der Kugel Bn

ε (a) durch die Funktion

ν : ∂Bn
ε (a) −→ Rn , x 7−→ x− a

‖x− a‖
gegeben ist. Hiermit folgt nach Definition

∂Na(x)

∂ν
= 〈gradNa(x), ν(x)〉 =

1

ωn

1

‖x− a‖n−1

und damit

I(1)
ε =

1

ωn

∫
‖x−a‖=ε

f(x)
1

‖x− a‖n−1dS(x)

=
1

ωnεn−1

∫
‖x−a‖=ε

f(x)dS(x).

Mit Φ: Rn → Rn, x 7→ a+ εx folgt aus [6, Bemerkung 9.14], dass

I(1)
ε =

1

ωn

∫
‖ξ‖=1

(f ◦ Φ)(ξ)dS(ξ)

=
1

ωn

∫
‖ξ‖=1

f(a+ εξ)dS(ξ).
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Da f im Punkt a stetig ist, folgt aus

∣∣f(a)− I(1)
ε

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1

ωn

∫
‖ξ‖=1

f(a)− f(a+ εξ)dS(ξ)

∣∣∣∣∣∣∣
durch den Grenzübergang ε ↓ 0, dass limε→0 I

(1)
ε = f(a) ist.

Zum Beweis der zweiten Identität sei erneut ε > 0 mit Bn

ε (a) ⊂ U
vorgegeben. Die Funktion f ist nach Voraussetzung stetig partiell diffe-
renzierbar. Daher existiert M ≥ 0 so, dass∣∣∣∣∂f(x)

∂ν

∣∣∣∣ ≤M

für alle x ∈ Bn

ε (a) ist. Wir unterscheiden nun die Fälle n > 2 und n = 2.
Beachtet man, dass Voln−1(∂Bn

ε (a)) = ωnε
n−1 gilt (siehe [7, §14]), so folgt

für n > 2, dass

∣∣I(2)
ε

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

‖x−a‖=ε

Na(x)
∂f(x)

∂ν
dS(x)

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
∫

‖x−a‖=ε

−1

(n− 2)ωn

1

‖x− a‖n−2

∂f(x)

∂ν
dS(x)

∣∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ −1

(n− 2)ωn

∣∣∣∣M ∫
‖x−a‖=ε

ε2−ndS(x)

=
1

n− 2
Mε

und im Fall n = 2, dass

∣∣I(2)
ε

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

‖x−a‖=ε

Na(x)
∂f(x)

∂ν
dS(x)

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
∫

‖x−a‖=ε

1

2π
log ‖x− a‖∂f(x)

∂ν
dS(x)

∣∣∣∣∣∣∣
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2 Das Dirichlet-Problem

≤ 1

2π
M

∫
‖x−a‖=ε

| log ε|dS(x)

=
1

2π
M | log ε|

∫
‖x−a‖=ε

1dS(x)

= M | log ε|ε

ist. In beiden Fällen erhalten wir limε→0 I
(2)
ε = 0. 2

Sind M,M1,M2 ⊂ Rn Mengen mit den Eigenschaften

M = M1 ∪M2 und M1 ∩M2 = ∅,

so schreiben wir
M = M1 ∪̇ M2.

Proposition 2.7 Es seien U ⊂ Rn eine offene Menge und A ⊂ U ein
Kompaktum mit glattem Rand. Ist f : U → R eine zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktion mit ∆f ≡ 0 auf A, so gilt für jeden Punkt
a ∈ Rn \ ∂A die Identität∫

∂A

(
f
∂Na

∂ν
−Na

∂f

∂ν

)
dS =

{
f(a) für a ∈ Int(A)

0 für a ∈ Rn \ A.

Beweis: Zuerst sei a ∈ Rn \ A. Dann ist Na in einer Umgebung V von
A zweimal stetig partiell differenzierbar mit ∆Na ≡ 0 auf V . Mit der
Greenschen Intergralformel (siehe [7, §15, Satz 4]) folgt dann∫

∂A

(
f
∂Na

∂ν
−Na

∂f

∂ν

)
dS =

∫
A

(f∆Na −Na∆f) dλ = 0.

Sei nun a ∈ Int(A). Dann existiert ein δ > 0 mit Bn

δ (a) ⊂ Int(A).
Seien ε ∈ (0, δ] und Aε = A \Bn

ε (a). Wie eben folgt dann wieder aus der
Greenschen Integralformel∫

∂Aε

(
f
∂Na

∂ν
−Na

∂f

∂ν

)
dS = 0.
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Für den Rand ∂Aε von Aε gilt die Identität

∂Aε = ∂A ∪̇ ∂Bn
ε (a).

Bezeichnen ν das äußere Einheits-Normalenfeld von Aε und ν̃ dasjenige
von Bn

ε (a), so gilt ν = −ν̃ auf ∂Bn
ε (a). Daher gilt∫

∂A

(
f
∂Na

∂ν
−Na

∂f

∂ν

)
dS =

∫
∂Bnε (a)

(
f
∂Na

∂ν̃
−Na

∂f

∂ν̃

)
dS.

Das Integral auf der rechten Seite konvergiert laut Proposition 2.6 für
ε → 0 gegen f(a). Das Integral auf der linken Seite ist unabhängig von
ε und damit folgt ∫

∂A

(
f
∂Na

∂ν
−Na

∂f

∂ν

)
dS = f(a).

2

Definition 2.8 Wir definieren den Poissonschen Integralkern

P : {(x, y) ∈ Rn × Rn | x 6= y} −→ R

durch

P (x, y) =
1

ωn

‖y‖2 − ‖x‖2

‖x− y‖n
.

Wie leicht zu zeigen ist, gilt für zwei Vektoren x, y ∈ Rn \ {0} die
Identität ∥∥∥∥ y

‖y‖
− ‖y‖x

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ x

‖x‖
− ‖x‖y

∥∥∥∥ , (2.2)

die wir im Beweis des folgenden Lemmas benötigen werden.
Ist F = (F1, . . . , Fn) : Rn → Rn n-mal stetig partiell differenzierbar, so

bezeichne

div(F ) =
n∑
i=1

∂

∂xi
Fi ∈ C(Rn,R)

die Divergenz des Vektorfeldes F .
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2 Das Dirichlet-Problem

Lemma 2.9

a) Für festes y ∈ Rn ist die Funktion

Rn \ {y} −→ R , x 7−→ P (x, y)

harmonisch auf Rn \ {y}.

b) Für jedes x ∈ Bn
1 (0) gilt∫

‖y‖=1

P (x, y)dS(y) = 1.

Beweis:

a) Es sei y ∈ Rn. Die Funktionen

u : Rn \ {y} −→ R , x 7−→ ‖y‖2 − ‖x‖2

und

v : Rn \ {y} −→ R , x 7−→ ‖x− y‖−n

sind zweimal stetig partiell differenzierbar. Es sei x ∈ Rn \ {y}. Dann
gelten gradu(x) = −2x und ∆u = −2n. Für die Funktion v erhalten
wir

grad v(x) = −n‖x− y‖−n−1 x− y
‖x− y‖

= −n‖x− y‖−n−2(x− y)

und

∆v = −ndiv
(
‖x− y‖−n−2(x− y)

)
= −n(−n− 2)‖x− y‖−n−3‖x− y‖ − n2‖x− y‖−n−2

= 2n‖x− y‖−n−2.

Hiermit folgt nun

‖x− y‖n+2∆(uv) =
(
‖y‖2 − ‖x‖2) 2n− 2n‖x− y‖2 + 4n〈x, x− y〉

= 0

und da x 6= y ist, folgt die Behauptung.
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b) Für x = 0 und y ∈ ∂Bn
1 (0) gilt

P (0, y) =
1

ωn

‖y‖2 − ‖0‖2

‖0− y‖n
=

1

ωn
,

also ist die Behauptung in diesem Fall klar. Für x ∈ Bn
1 (0) \ {0} gilt

x̃ = ‖x‖−2x ∈ Rn \ Bn

1 (0). Somit erhalten wir durch Anwendung von
Proposition 2.7 auf die Menge A = B

n

1 (0) und die Funktion f : Rn →
R, x 7→ 1, dass ∫

‖y‖=1

∂

∂ν
Nx(y)dS(y) = 1

und ∫
‖y‖=1

∂

∂ν
Nx̃(y)dS(y) = 0,

wobei ν : ∂A → Rn, y 7→ y das äußere Einheits-Normalenfeld von A
ist. Können wir nun noch zeigen, dass

P (x, y) =
∂

∂ν

(
Nx(y)− 1

‖x‖n−2Nx̃(y)

)
für y ∈ ∂Bn

1 (0) gilt, so ist die Aussage bewiesen. Aus (2.2) folgt

‖x‖‖y − x̃‖ =

∥∥∥∥‖x‖y − 1

‖x‖
x

∥∥∥∥ = ‖y − x‖.

Weiterhin gelten

gradNx(y) =
1

ωn

y − x
‖y − x‖n

und

grad

(
1

‖x‖n−2Nx̃(y)

)
=

1

ωn‖x‖n−2

y − x̃
‖y − x̃‖n

=
‖x‖2

ωn

y − x̃
‖y − x‖n

.
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2 Das Dirichlet-Problem

Insgesamt folgt schließlich wegen (2.1) wie behauptet

∂

∂ν

(
Nx(y)− 1

‖x‖n−2Nx̃(y)

)
=

1

ωn‖y − x‖n
(
〈y − x, y〉 − ‖x‖2〈y − x̃, y〉

)
=

1

ωn‖y − x‖n
(
1− ‖x‖2 − 〈x, y〉+ ‖x‖2〈x̃, y〉

)
=

1− ‖x‖2

ωn‖y − x‖n

= P (x, y).

2

Der folgende Satz gibt eine Lösung für das Dirichlet-Problem über der
n-dimensionalen Einheitskugel an:

Satz 2.10 Es sei f : ∂Bn
1 (0) → R eine stetige Funktion. Dann ist die

Funktion

u : B
n

1 (0) −→ R , x 7−→


∫

‖y‖=1

P (x, y)f(y)dS(y) für x ∈ Bn
1 (0)

f(x) für x ∈ ∂Bn
1 (0),

auf Bn

1 (0) stetig und auf Bn
1 (0) harmonisch.

Beweis: Nach [4, Example 2.4.6] dürfen wir unter dem Integral zweimal
partiell differenzieren. Die Funktion Bn

1 (0) → R, x 7→ P (x, y) ist nach
Lemma 2.9 harmonisch auf ihrem Definitionsbereich und somit ist u auf
Bn

1 (0) harmonisch.
Es bleibt also zu zeigen, dass u auf Bn

1 (0) stetig ist. Wegen u ∈
Harm(Bn

1 (0)) gilt natürlich auch u ∈ C(Bn
1 (0),R). Es genügt also

lim
x→ξ0
‖x‖<1

(u(x)− f(ξ0)) = 0

für ξ0 ∈ ∂Bn
1 (0) zu zeigen. Es sei x ∈ Bn

1 (0). Aus Lemma 2.9(b) folgt

u(x)− f(ξ0) =

∫
‖y‖=1

P (x, y) (f(y)− f(ξ0)) dS(y).
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Es sei ε > 0. Da f auf ∂Bn
1 (0) stetig ist, gibt es ein δ > 0 so, dass

|f(y)− f(ξ0)| ≤ ε

2

für alle y ∈ ∂Bn
1 (0) ∩Bn

δ (ξ0) gilt. Setzen wir

M1 = {y ∈ ∂Bn
1 (0) | ‖y − ξ0‖ ≤ δ}

und

M2 = {y ∈ ∂Bn
1 (0) | ‖y − ξ0‖ > δ} ,

so gilt ∂Bn
1 (0) = M1 ∪̇M2.

Für x ∈ Bn
1 (0) definieren wir nun

Ij(x) =

∫
Mj

P (x, y) (f(y)− f(ξ0)) dS(y) für j = 1, 2,

sodass
u(x)− f(ξ0) = I1(x) + I2(x)

gilt. Für x ∈ Bn
1 (0), y ∈ ∂Bn

1 (0) ist P (x, y) > 0 und damit folgt

|I1(x)| ≤
∫
M1

P (x, y)
ε

2
dS(y)

≤ ε

2

∫
∂B1(0)

P (x, y)dS(y)

=
ε

2
.

Sei m = supy∈∂B1(0) |f(y)|. Dann gilt für y ∈ ∂Bn
1 (0) nach der Dreiecks-

ungleichung
|f(y)− f(ξ0)| ≤ 2m

und daraus folgt

|I2(x)| ≤ 2m

∫
M2

P (x, y)dS(y).
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2 Das Dirichlet-Problem

Sei weiter
µ = min

{
δ

2
,
ε

8m

(
δ

2

)n}
.

Für x ∈ Bn

µ(ξ0) ∩ Bn
1 (0) gilt wegen ξ0 ∈ ∂Bn

1 (0) und der Dreiecksunglei-
chung

1− ‖x‖2 = (1 + ‖x‖)(1− ‖x‖) ≤ 2(1− ‖x‖) ≤ 2‖x− ξ0‖ ≤ 2µ.

Für y ∈M2 gilt dann

‖y − x‖ ≥ ‖y − ξ0‖ − ‖x− ξ0‖ ≥ δ − µ ≥ δ

2
.

Somit erhalten wir die Abschätzung

1− ‖x‖2

‖x− y‖n
≤ 2µ(

δ
2

)n ≤ ε

4m

und es folgt

|I2(x)| ≤ 2m

ωn

∫
M2

ε

4m
dS(y) ≤ ε

2

für alle x ∈ Bn

µ(ξ0) ∩Bn
1 (0).

Es folgt nun insgesamt

|u(x)− f(ξ0)| ≤ ε

für alle x ∈ Bn

µ(ξ0) ∩Bn
1 (0) und damit ist der Satz bewiesen. 2

Wir formulieren nun die Mittelwerteigenschaft für harmonische
Funktionen:

Satz 2.11 Es seien u ∈ C(Ω,R) und a ∈ Rn, r > 0 so, dass Br(a) ⊂ Ω
ist. Ist u harmonisch auf Br(a), so gilt die Mittelwertgleichung

u(a) =
1

ωn

∫
‖ξ‖=1

u(a+ rξ)dS(ξ). (2.3)
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Beweis: Es seien a ∈ Rn, r > 0 so, dass Br(a) ⊂ Ω und u ∈ C(Ω,R)
harmonisch auf Br(a). Nach Proposition 2.7 gilt dann

u(a) =

∫
‖x−a‖=r

(
u(x)

∂Na(x)

∂ν
−Na(x)

∂u(x)

∂ν

)
dS(x),

wobei
ν : ∂Br(a) −→ Rn , x 7−→ x− a

‖x− a‖

das äußere Einheits-Normalenfeld der Sphäre ∂Br(a) ist (siehe [7, §15]).
Wir werten beide Summanden einzeln aus. Wegen

∂Na(x)

∂ν
= 〈gradNa(x), ν(x)〉 =

1

ωn

1

‖x− a‖n−1

liefert die Substitution Φ: Rn → Rn, x 7→ a + rx nach [6, Bemerkung
9.14], dass ∫

‖x−a‖=r

u(x)
∂Na(x)

∂ν
dS(x) =

1

ωn

∫
‖x−a‖=r

u(x)
1

rn−1
dS(x)

=
1

ωn

∫
‖x‖=1

u(a+ rx)dS(x).

Können wir nun zeigen, dass das Integral

−
∫

‖x−a‖=r

Na(x)
∂u(x)

∂ν
dS(x)

verschwindet, so ist die Behauptung gezeigt. Auf der Sphäre ∂Br(a) ist
die Funktion Na : Rn \ {a} → R konstant, d.h. von r, aber nicht von x
abhängig. Daher genügt es also∫

‖x−a‖=r

∂u

∂ν
dS = 0
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2 Das Dirichlet-Problem

zu zeigen. Da u harmonisch auf Br(a) ist, gilt ∆u ≡ 0 auf Br(a) und mit
der Greenschen Integralformel (siehe [7, §15, Satz 4]) folgt daher∫

‖x−a‖=r

∂u

∂ν
dS =

∫
‖x−a‖=r

(
1
∂u

∂ν
− u∂1

∂ν

)
dS

=

∫
Br(a)

(1∆u− u∆1) dλ

= 0.

2

Definition 2.12 Wir nennen eine stetige Funktion u : Ω→ R subhar-
monisch auf Ω, wenn für jedes a ∈ Ω ein R > 0 existiert mit BR(a) ⊂ Ω
so, dass für alle r ∈ (0, R) die Mittelwertungleichung

u(a) ≤ 1

ωn

∫
‖ξ‖=1

u(a+ rξ)dS(ξ) (2.4)

gilt.

Bemerkung 2.13

(i) Aus Satz 2.11 folgt, dass jede auf Ω harmonische Funktion u ∈
Harm(Ω) auch subharmonisch auf Ω ist.

(ii) Sind ui : Ω → R (i = 1, 2) subharmonisch auf Ω und α ≥ 0, so
sind wegen (2.4) auch u1 + u2 : Ω → R, x 7→ u1(x) + u2(x) und
αu1 : Ω→ R, x 7→ αu1(x) subharmonisch.

Für subharmonische Funktionen gilt ein Maximumprinzip:

Satz 2.14 Ist Ω ⊂ Rn offen und zusammenhängend, u : Ω→ R eine auf
Ω subharmonische Funktion und ist a ∈ Ω ein Punkt mit u(x) ≤ u(a) für
alle x ∈ Ω, so ist u ≡ u(a) auf Ω.
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Beweis: Es sei a ∈ Ω so, dass u(x) ≤ u(a) für alle x ∈ Ω gilt. Wir
definieren

Ωmax = {x ∈ Ω | u(x) = u(a)}.
Dann gilt ∅ 6= Ωmax und Ωmax ist abgeschlossen in Ω. Können wir nun
noch zeigen, dass Ωmax offen in Ω ist, so folgt – da Ω zusammenhängend
ist – wie behauptet Ωmax = Ω. Sei x ∈ Ωmax und R > 0 so, dass Bn

R(x) ⊂
Ω. Wir nehmen an, es gäbe r ∈ (0, R), w ∈ ∂Bn

1 (0) so, dass u(x+ rw) <
u(a) ist. Da u stetig ist, existiert dann zu jedem hinreichend kleinen ε > 0
ein δ > 0 so, dass

u(x+ rv) < u(a)− ε
für alle v ∈ ∂Bn

1 (0) mit ‖w − v‖ < δ ist. Mit

M = {v ∈ ∂Bn
1 (0) | ‖w − v‖ < δ}

folgt somit

u(a) = u(x) ≤ 1

ωn

∫
‖ξ‖=1

u(x+ rξ)dS(ξ)

=
1

ωn

∫
M

u(x+ rξ)dS(ξ) +

∫
∂B1(0)\M

u(x+ rξ)dS(ξ)


≤ u(a)−

∫
M

εdS(ξ)

< u(a),

was ein Widerspruch ist. 2

Für harmonische Funktionen u ∈ Harm(Ω) folgt hieraus:

Korollar 2.15 Es seien Ω ⊂ Rn offen und zusammenhängend und u ∈
Harm(Ω) eine harmonische Funktion. Besitzt u auf Ω ein Maximum oder
Minimum, so ist u konstant.

Beweis: Existiert a ∈ Ω mit u ≤ u(a) auf Ω, so folgt die Behauptung
aus Satz 2.14. Im Falle, dass u ≥ u(a) auf Ω ist, wende Satz 2.14 auf die
Funktion −u ∈ Harm(Ω) an. 2
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2 Das Dirichlet-Problem

Lemma 2.16 Es seien r > 0, a ∈ Rn und u : B
n

r (a) → R eine stetige
Funktion, die auf Bn

r (a) harmonisch ist. Dann gilt für alle x ∈ Bn
r (a) die

Poissonsche Integralformel

u(x) =

∫
‖y−a‖=r

P(r,a)(x, y)u(y)dS(y),

wobei

P(r,a)(x, y) =
1

rωn

‖y − a‖2 − ‖x− a‖2

‖x− y‖n
(x 6= y)

ist.

Beweis: Mit Φ: Rn → Rn, x 7→ 1
r
x−a in [6, Bemerkung 9.14] können wir

ohne Einschränkung r = 1 und a = 0 annehmen.
Definieren wir

v : B
n

1 (0) −→ R , x 7−→


∫

‖y‖=1

P(1,0)(x, y)u(y)dS(y) für x ∈ Bn
1 (0)

u(x) für x ∈ ∂Bn
1 (0),

so ist v nach Satz 2.10 Lösung des Dirichlet-Problems mit Randbedin-
gung u|∂B1(0). Aus dem Maximumprinzip für harmonische Funktionen
(Korollar 2.15) folgt u = v. 2

Bemerkung 2.17 Im Beweis des vorangegangenen Satzes haben wir
insbesondere gezeigt, dass das Dirichlet-Problem für die Menge Ω =
Bn
r (a) (a ∈ Rn, r > 0) mit Randbedingung f ∈ C(∂Ω,R) die eindeu-

tige Lösung

u : Ω −→ R x 7−→


∫

‖y−a‖=r
P(r,a)f(y)dS(y) für x ∈ Bn

r (a)

f(y) für x ∈ ∂Bn
r (a)

hat.

Wenn wir sagen, dass eine Folge (ak)k∈N in Ω ⊂ Rn gegen ∞ konver-
giert, dann meinen wir damit ‖ak‖ → ∞ für k →∞. Wir orientieren uns
im folgenden Korollar an [1, Corollary 1.10].
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Korollar 2.18 Seien M ∈ R eine reelle Zahl und u ∈ Harm(Ω) eine
Funktion mit der Eigenschaft

lim sup
k→∞

u(ak) ≤M

für alle Folgen (ak)k∈N in Ω, die entweder gegen einen Randpunkt ξ ∈ ∂Ω
oder gegen ∞ kovergieren. Dann gilt u ≤M auf Ω.

Beweis: Es sei
M ′ = sup

x∈Ω
u(x) ∈ R ∪ {∞}.

Wir wählen eine Folge (bk)k∈N in Ω mit limk→∞ u(bk) = M ′. Hat (bk)k∈N
eine konvergente Teilfolge, die gegen einen Punkt b ∈ Ω konvergiert, so
gilt M ′ = u(b) ∈ R. Aus dem Maximumprinzip (Korollar 2.15) würde
dann folgen, dass u konstant auf jener Zusammenhangskomponente K ⊂
Ω von Ω ist, die b enthält. Somit gäbe es in diesem Fall eine Folge (ak)k∈N
in Ω, die gegen einen Randpunkt ξ ∈ ∂K ⊂ ∂Ω oder gegen∞ konvergiert,
mit u(ak) = M ′ (k ∈ N), also M ′ ≤M .
Gibt es keine konvergente Teilfolge von (bk)k∈N, die gegen einen Punkt

in Ω konvergiert, so hat (bk)k∈N eine Teilfolge (ak)k∈N, die entweder gegen
einen Randpunkt ξ ∈ ∂Ω oder gegen ∞ konvergiert. Daher gilt auch in
diesem Fall M ′ ≤M nach Voraussetzung. 2

Satz 2.19 Seien Ω ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge und u, v ∈
C(Ω,R) stetig. Ist u subharmonisch auf Ω, v harmonisch auf Ω und gilt
die Ungleichung u ≤ v auf ∂Ω, so gilt schon u ≤ v auf ganz Ω.

Beweis: Es sei K eine Zusammenhangskomponente von Ω. Wir nehmen
an, dass u − v ≤ 0 auf ∂K ⊂ ∂Ω gilt. Aus Bemerkung 2.13 folgt, dass
u − v subharmonisch auf K ist. Somit folgt aus dem Maximumprinzip
(Satz 2.14), dass u− v ≤ 0 auf K gilt. 2

Proposition 2.20 Es seien ui : Ω→ R (i = 1, 2) subharmonisch auf Ω.
Dann ist auch die Funktion

max{u1, u2} : Ω −→ R , x 7−→ max{u1(x), u2(x)}

subharmonisch auf Ω.

37



2 Das Dirichlet-Problem

Beweis: Es seien ui : Ω → R (i = 1, 2) subharmonisch auf Ω. Dann sind
u1 und u2 insbesondere stetig und somit ist auch die Funktion

max{u1, u2} : Ω −→ R , x 7−→ 1

2
(u1(x) + u2(x) + |u1(x)− u2(x)|)

als Verknüpfung stetiger Funktionen stetig. Es seien x ∈ Ω und r > 0 so
klein, dass Bn

r (x) ⊂ Ω und

ui(x) ≤ 1

ωn

∫
‖ξ‖=1

ui(x+ rξ)dS(ξ)

für i = 1, 2 gilt. Damit gilt insbesondere

ui(x) ≤ 1

ωn

∫
‖ξ‖=1

max{u1, u2}(x+ rξ)dS(ξ) (i = 1, 2)

und schließlich

max{u1, u2}(x) ≤ 1

ωn

∫
‖ξ‖=1

max{u1, u2}(x+ rξ)dS(ξ).

Somit ist max{u1, u2} nach Definition 2.12 subharmonisch auf Ω. 2

Im nächsten Lemma werden wir erstmalig folgende abkürzende
Schreibweise verwenden: Sind Ω ⊂ Rn eine Menge, y ∈ Rn ein Punkt
und A : Ω→ Rn eine Abbildung, so schreiben wir

AΩ + y = {Ax+ y | x ∈ Ω}.

Lemma 2.21 Es sei u : Ω → R eine subharmonische Funktion und es
seien y ∈ Rn, α > 0 und M ∈ Rn×n eine orthogonale Matrix. Definiert
man

A : Rn −→ Rn , x 7−→ αMx+ y

und setzt
ΩA =

{
A−1x | x ∈ Ω

}
⊂ Rn,

so ist u ◦ A|ΩA : ΩA → R subharmonisch.
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Beweis: Nach Definition von A gilt AΩA = Ω und u ◦ A|ΩA ist stetig.
Seien x ∈ ΩA und r > 0 mit Bn

r (x) ⊂ ΩA. Dann gilt

AB
n

r (x) = B
n

αr(αMx+ y) ⊂ Ω.

Ist r klein genug, so liefert die Subharmonizität von u zusammen mit [6,
Satz 9.13] die Abschätzung

(u ◦ A)(x) ≤ 1

ωn

∫
‖ξ‖=1

u(Ax+ αrξ)dS(ξ)

=
1

ωn

∫
‖ξ‖=1

u
(
αM(x+ rMT ξ) + y

)
dS(ξ)

=
1

ωn

∫
‖ξ‖=1

u
(
αM(x+ rξ) + y

)
dS(ξ)

=
1

ωn

∫
‖ξ‖=1

(u ◦ A)(x+ rξ)dS(ξ).

2
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3 Das Harnacksche
Konvergenzprinzip

In diesem Kapitel sei n ≥ 2 eine natürliche Zahl.

Satz 3.1 Seien Ω ⊂ Rn eine offene Menge und (um)m∈N eine Folge har-
monischer Funktion um ∈ Harm(Ω) (m ∈ N) so, dass (um)m∈N kompakt
gleichmäßig gegen eine Funktion u : Ω→ R konvergiert. Dann ist u har-
monisch auf Ω.

Beweis: Zunächst sei bemerkt, dass aus der kompakt gleichmäßigen Kon-
vergenz der Folge (um)m∈N die Stetigkeit der Grenzfunktion u folgt (siehe
[8, §2 Satz 10]). Es seien r > 0, a ∈ Ω so, dass Br(a) ⊂ Ω gilt. Es ge-
nügt zu zeigen, dass u harmonisch auf Br(a) ist. Es sei x ∈ Br(a). Nach
Lemma 2.16 gilt für alle m ∈ N

um(x) =

∫
‖y−a‖=r

P(r,a)(x, y)um(y)dS(y).

Durch den Übergang zum Grenzwert m → ∞ auf beiden Seiten folgt
aufgrund der kompakt gleichmäßigen Konvergenz von (um)m∈N dann

u(x) =

∫
‖y−a‖=r

P(r,a)(x, y)u(y)dS(y).

Nach Bemerkung 2.17 ist u harmonisch auf Br(a). 2

Satz 3.2 Es seien a ∈ Rn, R > 0 und u : BR(a)→ R eine nicht-negative
harmonische Funktion. Dann gilt für alle x ∈ BR(a) die Ungleichung

1−R−1‖x− a‖
(1 +R−1‖x− a‖)n−1u(a) ≤ u(x) ≤ 1 +R−1‖x− a‖

(1−R−1‖x− a‖)n−1u(a). (3.1)
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3 Das Harnacksche Konvergenzprinzip

Beweis: Wir betrachten die nicht-negative Funktion

v : BR(0) −→ R , x 7−→ u(x+ a).

Für r ∈ (0, R) folgt aus Lemma 2.16

v(x) =

∫
‖y‖=r

P(r,0)(x, y)v(y)dS(y)

=
1

rωn

∫
‖y‖=r

‖y‖2 − ‖x‖2

‖x− y‖n
v(y)dS(y)

(3.2)

für alle x ∈ Br(0). Für x ∈ Br(0), y ∈ ∂Br(0) gilt mit der Dreiecksun-
gleichung die Abschätzung

r − ‖x‖
(r + ‖x‖)n−1 =

r2 − ‖x‖2

(r + ‖x‖)n

≤ ‖y‖
2 − ‖x‖2

‖y − x‖n

≤ r2 − ‖x‖2

(r − ‖x‖)n

=
r + ‖x‖

(r − ‖x‖)n−1 .

Wegen v ≥ 0 auf BR(0) folgt aus (3.2) daher

1

rωn

r − ‖x‖
(r + ‖x‖)n−1

∫
‖y‖=r

v(y)dS(y)

≤ v(x)

≤ 1

rωn

r + ‖x‖
(r − ‖x‖)n−1

∫
‖y‖=r

v(y)dS(y)
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für alle x ∈ Br(0). Die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen
(Satz 2.11) liefert nun

1− r−1‖x‖
(1 + r−1‖x‖)n−1v(0) =

rn−2 (r − ‖x‖)
(r + ‖x‖)n−1 v(0)

≤ v(x)

≤ rn−2 (r + ‖x‖)
(r − ‖x‖)n−1 v(0)

=
1 + r−1‖x‖

(1− r−1‖x‖)n−1v(0)

für alle x ∈ Br(0). Mit dem Grenzübergang r → R erhalten wir schließ-
lich mit u(x) = v(x− a) für alle x ∈ BR(a) wie gewünscht (3.1). 2

Den nun folgenden Satz bezeichnet man auch als die Harnacksche
Ungleichung.

Satz 3.3 Es seien Ω ⊂ Rn eine offene und zusammenhängende Menge
und K ⊂ Ω kompakt. Dann existiert eine Konstante C ∈ (1,∞) so, dass

1

C
≤ u(y)

u(x)
≤ C

für alle x, y ∈ K und alle strikt positiven Funktionen u ∈ Harm(Ω) gilt.

Beweis: Es reicht die zweite Ungleichung zu zeigen. Denn x und y spielen
symmetrische Rollen und somit folgt die andere Ungleichung sofort. Wir
zeigen, dass die Abbildungsvorschrift

s(x, y) = sup

{
u(y)

u(x)

∣∣∣ u ∈ Harm(Ω) ist strikt positiv
}

eine wohldefinierte und nach oben beschränkte Funktion s : Ω × Ω → R
definiert. Hierzu sei x ∈ Ω fest. Wir definieren

E = {y ∈ Ω | s(x, y) <∞}.
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3 Das Harnacksche Konvergenzprinzip

Wegen x ∈ E ist E nicht leer. Um die Notation im Folgenden zu verein-
fachen, definieren wir die monoton fallende Funktion

α : (−1, 1) −→ R , t 7−→ 1− t
(1 + t)n−1

und die monoton wachsende Funktion

β : (−1, 1) −→ R , t 7−→ 1 + t

(1− t)n−1 .

Bemerke, dass für a ∈ Rn, R > 0 und jede strikt positive Funktion u ∈
Harm(Bn

R(a)) nach Satz 3.2 und aufgrund der Monotonie-Eigenschaften
der Funktionen α und β die Ungleichungen

α
(
r
R

)
u(a) ≤ u(z) ≤ β

(
r
R

)
u(a) (3.3)

für alle r ∈ [0, R) und alle z ∈ Bn

r (a) gelten.
Sei nun y ∈ E. Wir wählen r > 0 so, dass Bn

2r(y) ⊂ Ω. Nach (3.3) gilt
dann

u(z)

u(x)
=
u(z)

u(y)

u(y)

u(x)
≤ β

(
1
2

)
s(x, y) <∞

für alle z ∈ Bn
r (y) und alle strikt positiven Funktionen u ∈ Harm(Ω). Es

gilt also Bn
r (y) ⊂ E und damit ist E offen in Ω.

Ist z ∈ Ω ein Randpunkt von E in Ω, dann gibt es r > 0 und y ∈ E
mit

z ∈ Bn
r (y) ⊂ Bn

2r(y) ⊂ Ω.

Nach (3.3) gilt dann wieder

u(z)

u(x)
≤ β(1

2
)s(x, y)

für alle strikt positiven Funktionen u ∈ Harm(Ω). Es gilt also z ∈ E und
somit ist E abgeschlossen. Da Ω zusammenhängend ist, folgt nun E = Ω.
Wir wissen jetzt, dass s in Ω × Ω nur endliche Werte annimt. Seien

jetzt K ⊂ Ω eine kompakte Teilmenge und (a, b) ∈ K × K. Nach (3.3)
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gibt es dann eine offene Umgebung U = U1 × U2 ⊂ Ω× Ω von (a, b) so,
dass für alle (x, y) ∈ U und alle strikt positiven Funktionen u ∈ Harm(Ω)

u(y)

u(x)
≤
β
(

1
2

)
u(b)

α
(

1
2

)
u(a)

≤
β
(

1
2

)
α
(

1
2

)s(a, b)
gilt. Da K kompakt ist, kann K ×K durch endlich viele solcher offenen
Umgebungen überdeckt werden und somit ist s auf K × K nach oben
beschränkt. Dies war zu zeigen. 2

Bemerkung 3.4 Die Konstante C im vorherigen Satz hängt von Ω und
K, nicht aber von u ∈ Harm(Ω) ab.

Nun können wir das Hauptresultat dieses Kapitels, das so genannte
Harnacksche Konvergenzprinzip, formulieren und beweisen:

Satz 3.5 Es seien Ω ⊂ Rn eine offene und zusammenhängende Menge
und (um)m∈N eine punktweise monoton wachsende Folge harmonischer
Funktionen um ∈ Harm(Ω) (m ∈ N). Dann gilt entweder

lim
m→∞

um(x) =∞

für alle x ∈ Ω, oder die Folge (um)m∈N konvergiert kompakt gleichmäßig
auf Ω gegen eine harmonische Funktion u : Ω→ R.

Beweis: Es seien ε > 0 beliebig und (εm)m∈N eine streng monoton wach-
sende Folge positiver reeller Zahlen mit limm→∞ εm = ε. Ersetzen wir
die obige Folge (um)m∈N auf Ω harmonischer Funktionen durch die Folge
(um − u1 + εm)m∈N, so können wir annehmen, dass um für alle m ∈ N
positiv auf Ω ist. Wir definieren die Funktion

u : Ω −→ R ∪ {∞} , x 7−→ lim
m→∞

um(x).

Zuerst nehmen wir an, dass u auf ganz Ω nur endliche Werte annimmt.
SeienK ⊂ Ω eine kompakte Teilmenge und x ∈ K. Aus der Harnackschen
Ungleichung (Satz 3.3) folgt, dass es eine Konstante C ∈ (1,∞) gibt,
sodass für alle y ∈ K und alle m, k ∈ N mit m ≥ k die Ungleichung

0 ≤ um(y)− uk(y) ≤ C (um(x)− uk(x))
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3 Das Harnacksche Konvergenzprinzip

gilt. Da nach Annahme u(x) = limm→∞ um(x) existiert, finden wir also
zu jedem δ > 0 ein N ∈ N so, dass

um(x)− uk(x) ≤ δ

für alle m ≥ k ≥ N gilt. Das heißt (um)m∈N konvergiert gleichmäßig auf
K. Aus Satz 3.1 folgt nun, dass die Grenzfunktion u harmonisch auf Ω
ist.
Sei nun u(x) = ∞ für ein x ∈ Ω und sei y ∈ Ω. Wenden wir die

Harnacksche Ungleichung (Satz 3.3) auf die kompakte Teilmenge K =
{x, y} an, so folgt, dass eine Konstante C ∈ (1,∞) existiert mit

um(x) ≤ Cum(y)

für alle m ∈ N. Da aber nach Voraussetzung um(x) → ∞ für m → ∞
gilt, gilt auch um(y)→∞ für m→∞ und damit u(y) =∞. 2
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4 Die Perronsche Methode

In diesem Kapitel seien, wenn nicht näher spezifiziert, Ω ⊂ Rn eine be-
schränkte, offene Menge und f : ∂Ω → R eine stetige Funktion. Wir
werden zeigen, dass die Funktion

P [f ] : Ω −→ R , x 7−→ sup {u(x) | u ∈ Sf} ,

wobei Sf =
{
u ∈ C(Ω,R) | u ist subharmonisch auf Ω und u|∂Ω ≤ f |∂Ω

}
ist, auf Ω harmonisch ist.

Wie nennen die Menge Sf die Perron-Familie von f und die Funktion
P [f ] die Perron-Funktion von f .

Bemerkung 4.1 Da Ω beschränkt ist, ist ∂Ω kompakt. Somit nimmt
die stetige Funktion f : ∂Ω → R ihr Minimum m ∈ R an. Daher ist die
Menge Sf nicht leer, denn sie enthält die Funktion u : Ω→ R, x 7→ m.

Bevor wir einige Eigenschaften der Perron-Familie und der Perron-
Funktion untersuchen, benötigen wir noch den folgenden Satz über sub-
harmonische Funktionen:

Satz 4.2 Es seien Ω ⊂ Rn eine offene Menge, a ∈ Rn und R > 0
so, dass BR(a) ⊂ Ω ist und sei u : Ω → R eine auf Ω subharmonische
Funktion. Es sei s : BR(a) → R die Lösung des Dirichlet-Problems über
BR(a) mit Randbedingung u|∂BR(a). Dann ist die Funktion

w : Ω −→ R , x 7−→

{
u(x) für x ∈ Ω \BR(a)

s(x) für x ∈ BR(a)

subharmonisch auf Ω und es gilt u ≤ w auf Ω.
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4 Die Perronsche Methode

Beweis: Aus Satz 2.19 folgt unmittelbar u ≤ w auf Ω. Aufgrund der
Definition von w ist die Stetigkeit auf Ω klar. Seien a ∈ Ω, r̃ > 0 so, dass
Br̃(a) ⊂ Ω gilt. Es bleibt nun

w(a) ≤ 1

ωn

∫
‖ξ‖=1

w(a+ rξ)dS(ξ)

für alle r ∈ (0, r̃) zu zeigen. Sei hierzu b ∈ Ω.
Nehmen wir zuerst b ∈ BR(a) an. Dann existiert ein genügend kleines

r ∈ (0, R] so, dass w auf Br(a) harmonisch ist und nach Definition gilt

w(b) =
1

ωn

∫
‖ξ‖=1

w(b+ rξ)dS(ξ).

Sei nun b ∈ Ω \BR(a). Nach Voraussetzung gilt dann u(b) = w(b). Da u
subharmonisch auf Ω ist und u ≤ w auf Ω ist, gilt

w(b) ≤ 1

ωn

∫
‖ξ‖=1

w(b+ rξ)dS(ξ)

für alle r > 0 klein genug. Damit ist w subharmonisch auf Ω und der
Beweis ist beendet. 2

Definition 4.3 Wir nennen die in Satz 4.2 definierte Funktion w : Ω→
R die Poisson-Modifikation von u auf Br(a).

Lemma 4.4

(i) Für u1, u2 ∈ Sf ist auch max {u1, u2} ∈ Sf .

(ii) Seien u ∈ Sf und BR(a) ⊂ Ω und v ∈ C(Ω,R) die stetige Fortset-
zung der Poisson-Modifikation von u|Ω. Dann ist auch v ∈ Sf .

Beweis:

(i) Seien u1, u2 ∈ Sf . Nach Voraussetzung gilt u1, u2 ∈ C(Ω,R) und
wegen max{u1, u2}(x) = 1

2
(u1(x) +u2(x) + |u1(x)−u2(x)|) ist auch

max{u1, u2} : Ω→ R stetig. In Proposition 2.20 haben wir gezeigt,
dass max{u1, u2} auch subharmonisch ist. Da ui|∂Ω ≤ f |∂Ω (i = 1, 2)
gilt, folgt max{u1, u2}|∂Ω ≤ f |∂Ω und wir haben max{u1, u2} ∈ Sf
gezeigt.
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(ii) Es seien u ∈ Sf , BR(a) ⊂ Ω und v wie in (ii) erklärt. Dann gilt
v|∂Ω = u|∂Ω ≤ f |∂Ω und nach Satz 4.2 ist v|Ω subharmonisch, also
v ∈ Sf .

2

Lemma 4.5 Setzt man

m = min
y∈∂Ω

f(y) bzw. M = max
y∈∂Ω

f(y),

so gilt m ≤ P [f ] ≤M auf Ω. Weiterhin gilt P [f ] ≤ f auf ∂Ω.

Beweis: Sei x ∈ ∂Ω. Dann gilt u(x) ≤ f(x) für alle u ∈ Sf , sodass
P [f ](x) ≤ f(x) ist.
Nach Definition von m liegt die konstante Funktion

Ω −→ R , x 7−→ m

in Sf und somit folgt m ≤ P [f ] auf Ω aus der Definition der Perron-
Funktion P [f ].
Seien nun u ∈ Sf und K ⊂ Ω eine Zusammenhangskomponente von

Ω. Dann ist u|K stetig und auf K subharmonisch. Nach Satz 2.14 nimmt
u|K sein Maximum auf ∂K ⊂ ∂Ω an. Somit folgt

u(x) ≤ max
y∈∂K

u(y) ≤ max
y∈∂Ω

u(y) ≤M

für alle x ∈ K. Dies liefert u ≤ M auf Ω, sodass P [f ] ≤ M auf Ω nach
Definition von P [f ] gilt. 2

Lemma 4.6 Hat das Dirichlet-Problem für Ω mit Randbedingung f eine
Lösung v, so gilt bereits v = P [f ].

Beweis: Es sei v eine Lösung des Dirichlet-Problems für Ω mit Randbe-
dingung f . Dann gilt v ∈ C(Ω,R), v|Ω ist harmonisch, also auch sub-
harmonisch, auf Ω und es gilt v|∂Ω = f . Damit ist v ∈ Sf und es folgt
v ≤ P [f ] auf Ω. Für die umgekehrte Abschätzung folgt aus Satz 2.19,
dass jede Funktion aus Sf auf Ω punktweise durch v majorisiert wird.
Daher gilt also auch P [f ] ≤ v auf Ω. 2

49



4 Die Perronsche Methode

Satz 4.7 P [f ] ist harmonisch auf Ω.

Beweis: Es seien a ∈ Ω und R > 0 so, dass BR(a) ⊂ Ω. Es genügt zu
zeigen, dass P [f ] auf BR(a) harmonisch ist. Hierfür wählen wir eine Folge
(uk)k∈N in der Perron-Familie Sf mit limk→∞ uk(a) = P [f ](a). Wir kön-
nen ohne Einschränkung annehmen, dass die Folge (uk)k∈N punktweise
monoton wachsend ist. Andernfalls beachte, dass die Funktionen

wk : Ω −→ R , x 7−→ max{u1(x), . . . , uk(x)} (k ∈ N)

nach Lemma 4.4 in Sf liegen und die Ungleichungen

uk(a) ≤ wk(a) ≤ P [f ](a) (k ∈ N)

die Identität limk→∞wk(a) = P [f ](a) liefern. Ersetze nun (uk)k∈N durch
die punktweise monoton wachsende Folge (wk)k∈N.
Es seien ũk die Poisson-Modifikationen der uk (k ∈ N) auf BR(a). Dann

gilt für x ∈ BR(a) nach Lemma 2.16, dass

ũk(x) =
1

Rωn

∫
‖y−a‖=R

‖y − a‖2 − ‖x− a‖2

‖x− y‖n
uk(y)dS(y)

und daher ist auch die Folge (ũk)k∈N punktweise monoton wachsend. Nach
Lemma 4.4 gilt ũk ∈ Sf und aus Satz 4.2 zusammen mit Lemma 4.5 folgt

uk(a) ≤ ũk(a) ≤ P [f ](a) <∞

für alle k ∈ N, sodass limk→∞ ũk(a) = P [f ](a) ist. Nun folgt aus dem Har-
nackschen Konvergenzprinzip (Satz 3.5), dass (ũk)k∈N kompakt gleichmä-
ßig auf BR(a) gegen eine harmonische Funktion u : BR(a) → R konver-
giert.
Wir zeigen, dass P [f ](x) = u(x) für alle x ∈ BR(a) ist. Zunächst gilt

dies in a. Sei x0 ∈ BR(a). Wir wählen eine punktweise monoton wach-
sende Folge (vk)k∈N in Sf mit limk→∞ vk(x0) = P [f ](x0). Dann definiert

wk : Ω −→ R , x 7−→ max{uk(x), vk(x)} (k ∈ N) (4.1)

eine punktweise monoton wachsende Folge in Sf . Es seien nun w̃k ∈ Sf
die Poisson-Modifikationen der wk (k ∈ N) auf BR(a). Dann ist (w̃k)k∈N
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wieder eine punktweise monoton wachsende Folge in Sf . Zusammen mit
(4.1), Satz 4.2 und Lemma 4.5 folgt daher

vk(x0) ≤ wk(x0) ≤ w̃k(x0) ≤ P [f ](x0).

Nach dem Harnackschen Konvergenzprinzip (Satz 3.5) folgt nun wieder,
dass (w̃k)k∈N kompakt gleichmäßig auf BR(a) gegen eine harmonische
Funktion w : BR(a)→ R konvergiert. Insbesondere gilt

w(x0) = P [f ](x0). (4.2)

Weil uk ≤ wk auf BR(a) ist, ist auch ũk ≤ w̃k ≤ P [f ] auf BR(a). So-
mit gilt auch u ≤ w auf BR(a) und u(a) = w(a) = P [f ](a). Aus dem
Maximumprinzip (Satz 2.14) folgt dann wegen u − w ≤ 0 auf BR(a)
und (u − w)(a) = 0, dass u = w gilt. Insbesondere gilt wegen (4.2)
u(x0) = w(x0) = P [f ](x0).
Also ist P [f ]|BR(a) harmonisch und der Beweis ist abgeschlossen. 2
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5 Barrierefunktionen und
geometrische
Lösbarkeitskriterien

In diesem Kapitel seien, wenn nicht näher spezifiziert, Ω ⊂ Rn eine be-
schränkte, offene Menge und f : ∂Ω→ R eine stetige Funktion. Wir wer-
den zeigen, dass die Lösbarkeit des Dirichlet-Problems für Ω mit Rand-
bedingung f äquivalent ist zur Frage, ob Ω in jedem Randpunkt ξ ∈ ∂Ω
eine Barrierefunktion (siehe Definition 5.1) besitzt. Im Anschluss formu-
lieren wir zwei geometrische Kriterien für den Rand von Ω, welche die
Existenz von Barrierefunktionen garantieren.
Das erste dieser beiden geometrischen Kriterien, die sogenannte äußere

Kugelbedingung (siehe Definition 5.4), wird zeigen, dass wir das Dirichlet-
Problem für beschränkte, konvexe Mengen und für Mengen mit C2-Rand
lösen können. Wir werden jedoch sehen, dass wir mithilfe dieses Krite-
riums keine Aussage über die Lösbarkeit des Problems für Mengen mit
C1-Rand und allgemeinere Fälle treffen können. Hierfür werden wir das
zweite der beiden Kriterien, die sogenannte äußere Kegelbedingung (sie-
he Definition 5.21), definieren. Diese wird schließlich zeigen, dass das
Dirichlet-Problem für Mengen mit C1-Rand und allgemeinere Mengen
lösbar ist.
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5 Barrierefunktionen und geometrische Lösbarkeitskriterien

5.1 Barrierefunktionen

Definition 5.1 Sei ξ ∈ ∂Ω. Wir nennen eine stetige Funktion u : Ω→ R
eine Barrierefunktion für Ω in ξ, wenn gilt:

(i) u ist subharmonisch auf Ω,

(ii) u < 0 auf Ω \ {ξ} und

(iii) u(ξ) = 0.

Existiert eine solche Funktion u, so sagen wir auch, dass Ω eine Barriere
in ξ hat.

Aus der Existenz einer Barriere in ξ ∈ ∂Ω folgt bereits die Stetigkeit
der Perron-Funktion P [f ] in ξ, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 5.2 Hat Ω eine Barriere in ξ ∈ ∂Ω, so gilt

lim
y→ξ
y∈Ω

P [f ](y) = f(ξ) = P [f ](ξ).

Beweis: Es seien u ∈ C(Ω,R) eine Barrierefunktion für Ω in ξ ∈ ∂Ω und
ε > 0. Da f : ∂Ω→ R stetig ist, gibt es r > 0 so, dass

|f(y)− f(ξ)| < ε (5.1)

für alle y ∈ ∂Ω ∩ Br(ξ) gilt. Weiter nehmen die stetigen Funktionen u
und

∂Ω −→ R , y 7−→ |f(y)− f(ξ)|

auf dem Kompaktum K = ∂Ω ∩ (Rn \ Br(ξ)) ihre Maxima an. Da u|K
außerdem nur negative Werte annimmt, können wir C > 0 so wählen,
dass

ε− C maxu(K) > max
y∈K
|f(y)− f(ξ)|.

Zusammen mit (5.1) und der Tatsache, dass u ≤ 0 auf ∂Ω ist, folgt

|f(y)− f(ξ)| ≤ ε− Cu(y) (5.2)
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5.1 Barrierefunktionen

für alle y ∈ ∂Ω. Es genügt nun

|P [f ](y)− f(ξ)| ≤ ε− Cu(y) (5.3)

für alle y ∈ Ω zu zeigen. Denn dann folgt aus u(ξ) = 0 und der Stetigkeit
von u, dass ein δ > 0 existiert so, dass

|P [f ](y)− f(ξ)| < 2ε

für alle y ∈ Ω mit ‖y − ξ‖ < δ ist.
Da die Funktion f(ξ) − ε + Cu : Ω → R stetig auf Ω und nach Be-

merkung 2.13 subharmonisch auf Ω ist und f(ξ)− ε+ Cu(y) ≤ f(y) für
alle y ∈ ∂Ω gilt, ist die Funktion f(ξ) − ε + Cu ∈ Sf ein Element der
Perron-Familie Sf . Somit gilt aufgrund der Definition von P [f ] bereits

− ε+ Cu(y) ≤ P [f ](y)− f(ξ) (5.4)

für alle y ∈ Ω. Es sei nun v ∈ Sf . Dann gilt v(y) ≤ f(y) für jedes y ∈ ∂Ω
und aus (5.2) folgt v(y) +Cu(y) ≤ f(ξ) + ε für y ∈ ∂Ω. Da die Funktion
v + Cu : Ω → R stetig ist und harmonisch auf Ω, folgt aus Satz 2.19
schließlich, dass v + Cu ≤ f(ξ) + ε auf Ω gilt. Aufgrund der Definition
von P [f ] folgt nun hieraus

P [f ](y)− f(ξ) ≤ ε− Cu(y) (5.5)

für alle y ∈ Ω. Aus den Ungleichungen (5.4) und (5.5) folgt schließlich
(5.3) und die Behauptung ist gezeigt.
Aus (5.3) folgt insbesondere wegen u(ξ) = 0

|P [f ](ξ)− f(ξ)| ≤ ε− Cu(ξ) = ε

und da ε > 0 beliebig gewählt war folgt daraus P [f ](ξ) = f(ξ).
2

Satz 5.3 Das Dirichlet-Problem für eine beschränkte, offene Menge Ω ⊂
Rn ist genau dann lösbar, wenn Ω in jedem Randpunkt ξ ∈ ∂Ω eine
Barriere hat.
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5 Barrierefunktionen und geometrische Lösbarkeitskriterien

Beweis: Zuerst nehmen wir an, dass das Dirichlet-Problem für Ω lösbar
ist. Für einen Randpunkt ξ ∈ ∂Ω definieren wir die stetige Funktion
fξ : ∂Ω → R, y 7→ −|y − ξ|. Nach Voraussetzung existiert eine stetige
Funktion u : Ω→ R, die auf Ω harmonisch ist und fξ = u|∂Ω erfüllt. Wir
zeigen, dass u eine Barrierefunktion für Ω in ξ ist. Die Funktion u ist
harmonisch auf Ω – damit auch subharmonisch – und nach dem Maxi-
mumprinzip (Satz 2.14) strikt negativ auf Ω\{ξ}. Denn wäre z ∈ Ω\{ξ}
ein Punkt mit u(z) ≥ 0, so folgte aus Satz 2.19 u(z) = 0. Weiter folgte
z ∈ Ω wegen u|∂Ω\{ξ} 6= 0. Ist K ⊂ Ω jene Zusammenhangskomponen-
te von Ω mit z ∈ K, so folgte aus dem Maximumprinzip (Satz 2.14)
u|K ≡ 0. Wegen ∂K ⊂ ∂Ω würde dann ∂K = {ξ} gelten, aufgrund
der Beschränktheit von Ω folgte also K = {ξ} und damit z = ξ, ein
Widerspruch. Zusätzlich gilt u(ξ) = fξ(ξ) = 0 und somit ist u eine Bar-
rierefunktion für Ω in ξ.
Nehmen wir nun umgekehrt an, dass für jeden Randpunkt ξ ∈ ∂Ω

eine Barrierefunktion existiert. Aus Satz 4.7 und Satz 5.2 folgt dann,
dass die Perronfunktion P [f ] das Dirichlet-Problem mit Randbedingung
f ∈ C(∂Ω,R) löst. 2

Der letzte Satz reduziert die Frage nach der Lösung des Dirichletpro-
blems auf einer beschränkten, offenen Menge Ω ⊂ Rn auf die Frage, ob
die Menge Ω in jedem ihrer Randpunkte eine Barriere hat. Im folgenden
Abschnitt stellen wir geeignete Bedingungen an den Rand von Ω, die die
Existenz von Barrierefunktionen garantieren.
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5.2 Geometrische Lösbarkeitskriterien

Definition 5.4 Es seien Ω ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge und
ξ ∈ ∂Ω ein Randpunkt. Wir sagen, dass Ω die äußere Kugelbedingung
in ξ erfüllt, wenn r > 0 und a ∈ Rn so existieren, dass Br(a) ∩ Ω = {ξ}
gilt.

Bemerkung 5.5 Sind Ω eine beschränkte, offene Menge, ξ ∈ ∂Ω, r > 0
und a ∈ Rn so, dass Br(a) ∩ Ω = {ξ} gilt, so folgt Br(a) ⊂ Rn \ Ω.

Satz 5.6 Erfüllt Ω in ξ ∈ ∂Ω die äußere Kugelbedingung, so hat Ω eine
Barriere in ξ.

Beweis: Für einen Randpunkt ξ ∈ ∂Ω seien r > 0 und a ∈ Rn so gewählt,
dass Br(a) ∩Ω = {ξ} gilt. Wir definieren die Funktion u : Rn \ {a} → R
durch

u(x) =

{
log r − log ‖x− a‖ für n = 2

‖x− a‖2−n − r2−n für n > 2.

Wie in Beispiel 2.3 gezeigt, sind die Funktionen log ‖ · ‖ und ‖ · ‖2−n

harmonisch auf R2 \ {0} bzw. Rn \ {0}. Somit sind auch die zweimal
stetig partiell differenzierbaren Funktionen f : R2 \{a} → R, x 7→ log r−
log ‖x − a‖ und g : Rn \ {a} → R, x 7→ ‖x− a‖2−n − r2−n (für n > 2)
harmonisch und damit subharmonisch. Weiterhin gilt

u
∣∣
Ω\{ξ} =

{
f
∣∣
Ω\{ξ} < 0 für n = 2

g
∣∣
Ω\{ξ} < 0 für n > 2

und u(ξ) = 0. Also ist u|Ω nach Definition 5.1 eine Barrierefunktion für
Ω in ξ. 2

Lemma 5.7 Es seien Ω ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge und M ∈
Rn×n eine orthogonale Matrix. Erfüllt Ω in ξ ∈ ∂Ω die äußere Kugelbe-
dingung, so erfüllt auch MΩ + w in Mξ + w ∈ ∂(MΩ + w) für jedes
w ∈ Rn die äußere Kugelbedingung.
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5 Barrierefunktionen und geometrische Lösbarkeitskriterien

Beweis: Seien ξ ∈ ∂Ω, w ∈ Rn und M ∈ Rn×n eine orthogonale Matrix.
Wähle r > 0, a ∈ Rn mit Br(a) ∩ Ω = {ξ}. Da

f : Rn −→ Rn , x 7−→Mx+ w

ein Homöomorphismus ist mit

‖f(x)‖ ≤ ‖x‖+ ‖w‖

für alle x ∈ Rn, ist f(Ω) ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge mit f(ξ) ∈
f(∂Ω) = ∂f(Ω). Da M ∈ Rn×n orthogonal ist, gilt MBr(0) = Br(0) und
damit auch

f
(
Br(a)

)
= M

(
Br(0) + a

)
+ w = Br(0) + (Ma+ w) = Br

(
f(a)

)
.

Insbesondere ist

Br

(
f(a)

)
∩ f(Ω) = f

(
Br(a)

)
∩ f

(
Ω
)

= f
(
Br(a) ∩ Ω

)
= {f(ξ)}.

2

Korollar 5.8 Es sei Ω ⊂ Rn eine beschränkte, offene und konvexe Men-
ge. Dann ist das Dirichlet-Problem für Ω lösbar.

Beweis: Es sei ξ ∈ ∂Ω. Nach den Trennungssätzen [11, Theorem 3.4] gibt
es eine Linearform u : Rn → R mit

u(ξ) < u(y)

für alle y ∈ Ω. Sei v ∈ Rn ein Vektor mit u = 〈·, v〉. Offensichtlich ist
ξ ∈ B‖v‖(ξ − v) ∩ Ω. Für w ∈ B‖v‖(ξ − v) gilt

〈w, v〉 = 〈w − (ξ − v), v〉+ 〈ξ − v, v〉
≤ |〈w − (ξ − v), v〉|+ 〈ξ − v, v〉
≤ ‖w − (ξ − v)‖‖v‖+ 〈ξ, v〉 − ‖v‖2

≤ ‖v‖2 + 〈ξ, v〉 − ‖v‖2

= 〈ξ, v〉.
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5.2 Geometrische Lösbarkeitskriterien

Ist w ∈ Ω, so gilt außerdem 〈ξ, v〉 ≤ 〈w, v〉. Damit folgt 〈w, v〉 = 〈ξ, v〉
und

|〈w − (ξ − v), v〉| = ‖w − (ξ − v)‖‖v‖.

Also gibt es ein t ∈ R mit w − (ξ − v) = tv. Einsetzen liefert nun

0 = 〈w − ξ, v〉 = (t− 1)‖v‖2.

Folglich ist t = 1 und w = ξ. Insgesamt haben wir gezeigt, dass

B‖v‖(ξ − v) ∩ Ω = {ξ}

ist. Also erfüllt Ω in ξ die äußere Kugelbedingung.
Der Satz über die äußere Kugelbedingung (Satz 5.6) besagt nun, dass

Ω eine Barriere in ξ hat und aus Satz 5.3 folgt schließlich die Behauptung,
denn ξ ∈ ∂Ω war beliebig gewählt. 2

Wir haben bisher gezeigt, dass das Dirichlet-Problem lösbar ist, wenn
Ω in jedem Randpunkt ξ ∈ ∂Ω die äußere Kugelbedingung erfüllt und
dass dies auf Mengen zutrifft, die beschränkt, offen und konvex sind. Im
Folgenden wollen wir andere hinreichende Bedingungen für die Lösbarkeit
des Dirichlet-Problems herleiten. Hierfür werden wir im ersten Schritt
begründen, dass das Dirichlet-Problem für beschränkte, offene Mengen
mit C2-Rand (siehe Definition 1.2) lösbar ist, um schließlich zu zeigen,
dass das Problem für jede beschränkte, offene Menge Ω ⊂ Rn mit C1-
Rand – und darüber hinaus sogar für weitere „weniger glatte“ Fälle –
lösbar ist.

Lemma 5.9 Seien k ∈ N∗ ∪ {∞} und Ω ⊂ Rn eine beschränkte, offene
Menge mit Ck-Rand. Außerdem gelte 0 ∈ ∂Ω und es sei Rn−1 × {0} der
Tangentialraum von ∂Ω in 0. Dann existieren eine offene Nullumgebung
V = V1 × V2 ⊂ Rn−1 × R und eine Funktion g ∈ Ck(V1,R) so, dass

∂Ω ∩ V = {(x, g(x)) | x ∈ V1} .

Beweis: Für ξ = 0 seien die offene Umgebung U ⊂ Rn von ξ und die
Funktion ϕ ∈ Ck(U,R) wie in Definition 1.2 gewählt. Es sei ε > 0 so,
dass P n

ε (0) ⊂ U . Wir wollen den Satz über implizite Funktionen (siehe
[5, Satz 8.5]) anwenden und setzen dafür U1 = P n−1

ε (0) ⊂ Rn−1 und
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5 Barrierefunktionen und geometrische Lösbarkeitskriterien

U2 = P 1
ε (0) ⊂ R. Dann ist ϕ|U1×U2 k-fach stetig partiell differenzierbar

und es gilt nach Definition 1.2

∂Ω ∩ P n
ε (0) = {x ∈ P n

ε (0) | ϕ(x) = 0}

und damit insbesondere ϕ(0) = 0. Können wir nun noch begründen, dass

∂ϕ

∂xn
(0) 6= 0 (5.6)

ist, so folgt aus dem Satz über implizite Funktionen, dass offene Null-
umgebungen V1 ⊂ U1, V2 ⊂ U2 und eine stetige Abbildung g : V1 → V2

existieren mit

∂Ω ∩ (V1 × V2) = {(x, y) ∈ V1 × V2 | ϕ(x, y) = 0}
= {(x, g(x)) | x ∈ V1} .

Da ϕ k-fach stetig partiell differenzierbar ist, kann man durch Verkleinern
von V1 und V2 zusätzlich erreichen, dass auch g k-fach stetig partiell
differenzierbar ist (siehe [5, Bemerkung 8.6]).
Nach [6, Korollar 10.4] gilt

N0(∂Ω) = Span{gradϕ(0)}.

Definitionsgemäß ist

N0(∂Ω) = T0(∂Ω)⊥ =
(
Rn−1 × {0}

)⊥
= {0} × R.

Also ist 0 6= gradϕ(0) ∈ {0} × R und damit

∂ϕ

∂xn
(0) 6= 0.

2

Korollar 5.10 In der Situation von Lemma 5.9 gelten

g(0) = 0 und grad g(0) = 0.
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Beweis: Offensichtlich ist g(0) = 0. Es seien V ⊂ Rn, V1 ⊂ Rn−1 und
g ∈ Ck(V1,R) (k ∈ N∗ ∪ {∞}) wie in Lemma 5.9. Wähle ε > 0 so klein,
dass P n−1

ε (0) ⊂ V1. Für i ∈ {1, . . . , n− 1} definiert

ψ : (−ε, ε) −→ Rn , t 7−→
(
tei, g(tei)

)
eine stetig differenzierbare Kurve in Rn mit ψ(−ε, ε) ⊂ ∂Ω ∩ V ⊂ ∂Ω
und ψ(0) = 0. Nach Voraussetzung gilt

ψ′(0) =
(
ei,

∂g
∂xi

(0)
)
∈ T0(∂Ω) = Rn−1 × {0},

sodass
∂g

∂xi
(0) = 0.

Also gilt grad g(0) = 0. 2

Lemma 5.11 Es seien Ω ⊂ Rn eine offene, beschränkte Menge mit Ck-
Rand (k ∈ N∗ ∪{∞}) und 0 = ξ ∈ ∂Ω. Dann existieren eine orthogonale
Matrix M ∈ Rn×n und eine Zahl ε > 0 so, dass

MTTξ(∂Ω) = Rn−1 × {0}

und
ten /∈MTΩ

für alle t ∈ (0, ε) gelten, wobei en der n-te Standardbasisvektor des Rn

ist. Ferner erfüllt die beschränkte, offene Menge MTΩ ⊂ Rn die Voraus-
setzungen von Lemma 5.9.

Beweis: Nach Bemerkung 1.3 ist der Tangentialraum T0(∂Ω) von ∂Ω
im Punkt 0 ein (n − 1)-dimensionaler Untervektorraum des Rn. Es sei
(t1, . . . , tn−1) eine Orthonormalbasis von T0(∂Ω) und sei tn = νΩ(0) der
äußere Normalen-Einheitsvektor von Ω in 0 ∈ ∂Ω (siehe Anhang). Dann
ist die Matrix

M = (t1 . . . tn) ∈ Rn×n
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mit den Spaltenvektoren t1, . . . , tn orthogonal. Es gilt

MTT0(∂Ω) =

{
MT

n−1∑
i=1

αiti

∣∣∣∣ α1, . . . , αn−1 ∈ R

}

=

{
n−1∑
i=1

αiM
T ti

∣∣∣∣ α1, . . . , αn−1 ∈ R

}

=

{
n−1∑
i=1

αiei

∣∣∣∣ α1, . . . , αn−1 ∈ R

}
= Rn−1 × {0}.

Andererseits ist nach Lemma 4 des Anhangs

MTT0(∂Ω) = T0

(
MT (∂Ω)

)
= T0

(
∂(MTΩ)

)
.

Also erfüllt die beschränkte, offene Menge MTΩ ⊂ Rn die Voraussetzun-
gen von Lemma 5.9. Nach Lemma 4 des Anhangs ist

en = MT tn = νMTΩ(0)

der äußere Normalen-Einheitsvektor vonMTΩ in 0. Also gibt es ein ε > 0
mit

ten /∈MTΩ

für alle t ∈ (0, ε). 2

Satz 5.12 Ist Ω ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge mit C2-Rand, so
ist das Dirichlet-Problem für Ω lösbar.

Beweis: Es sei ξ ∈ ∂Ω. Nach Satz 5.3 und Satz 5.6 reicht es zu zeigen,
dass Ω der äußeren Kugelbedingung in ξ genügt. Ohne Einschränkung
sei ξ = 0. Andernfalls ersetzen wir Ω durch Ω − ξ = {x− ξ | x ∈ Ω}
und verwenden Lemma 5.7. Nach Lemma 5.11 gibt es eine orthogonale
Matrix M ∈ Rn×n und ε > 0 so, dass

MTTξ(∂Ω) = Rn−1 × {0} (5.7)

und
ten /∈MTΩ (5.8)
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für alle t ∈ (0, ε). Können wir nun zeigen, dassMTΩ in ξ = 0 ∈ ∂
(
MTΩ

)
der äußeren Kugelbedingung genügt, so folgt aus Lemma 5.7, dass Ω in
ξ = 0 ∈ ∂Ω auch die äußere Kugelbedingung erfüllt. Nach (5.7) ist
Rn−1×{0} der Tangentialraum von 0 bzgl. ∂(MTΩ) = MT (∂Ω). Lemma
5.9 zufolge existieren daher eine offene Nullumgebung V = V1 × V2 ⊂
Rn−1 × R und eine Funktion g ∈ C2(V1,R) so, dass

∂(MTΩ) ∩ V = {(x, g(x)) | x ∈ V1}. (5.9)

Für diese Funktion g ∈ C2(V1,R) gilt nach Korollar 5.10 zusätzlich
grad g(0) = 0 und nach Definition g(0) = 0. Wir schreiben wieder
0′ = (0, . . . , 0) ∈ Rn−1. Wähle δ > 0 so, dass Bn−1

2δ (0′) ⊂ V1 gilt. Dann
existiert nach Propsition 1.4 eine Konstante C > 0 mit

|g(y)| ≤ C‖y‖2 (5.10)

für alle y ∈ Bn−1
δ (0′).

Wähle weiter R ∈ (0, 1
2C

) so klein, dass

B
n

R

(
(0′, R)

)
⊂ Bn−1

δ (0′)× V2 ⊂ V1 × V2. (5.11)

Dann gilt nach Proposition 1.5, dass

B
n

R

(
(0′, R)

)
∩
{
x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R

∣∣∣ |xn| ≤ C‖x′‖2
}

= {0} (5.12)

ist, und wegen (5.10) und (5.12) folgt

|g(x1, . . . , xn−1)| ≤ C‖(x1, . . . , xn−1)‖2 < |xn| (5.13)

für alle (x1, . . . , xn) ∈ Bn

R

(
(0′, R)

)
\ {0}.

Wir zeigen nun
B
n

R

(
(0′, R)

)
∩MTΩ = {0}. (5.14)

Gäbe es nämlich (x1, . . . xn) ∈
(
B
n

R

(
(0′, R)

)
∩ ∂(MTΩ)

)
\ {0}, so folgte

xn = g(x1, . . . , xn−1) aus (5.9) und (5.11) und wegen (5.13) würde

|xn| = |g(x1, . . . , xn−1)| ≤ C‖(x1, . . . , xn)‖2 < |xn|

gelten, ein Widerspruch. Also gilt

B
n

R

(
(0′, R)

)
∩ ∂(MTΩ) = {0}.
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Nach (5.8) gibt es einen Punkt

0 6= b ∈ Bn

R

(
(0′, R)

)
∩ Rn \

(
MTΩ

)
.

Gäbe es einen Punkt a ∈ B
n

R

(
(0′, R)

)
∩MTΩ, so müsste ein t ∈ (0, 1)

existieren mit

a+ t(b− a) ∈ ∂(MTΩ) ∩Bn

R

(
(0′, R)

)
= {0}.

Dieser Widerspruch zeigt, dass Bn

R

(
(0′, R)

)
∩MTΩ = {0} ist.

Also erfüllt MTΩ die äußere Kugelbedingung in ξ = 0 und der Beweis
ist abgeschlossen. 2

Wir wollen im Folgenden ein Beispiel angeben, das zeigt, dass nicht
jede beschränkte, offene Menge Ω ⊂ Rn mit C1-Rand die äußere Kugel-
bedingung in all ihren Randpunkten ξ ∈ ∂Ω erfüllt. Wir orientieren uns
an [3, S.5]. Für i ∈ {1, . . . , n} bezeichne ei den i-ten Standardbasisvektor
des Rn.

Beispiel 5.13 Die Funktion

ψ : R −→ R , x 7−→

{
x2 log |x| für x 6= 0

0 für x = 0

ist stetig differenzierbar mit ψ
(
(−1, 1) \ {0}

)
⊂ [−1/2e, 0). Wir zeigen,

dass die Menge

Ω = {(x, y) ∈ (−1, 1)× (−∞, 0) | ψ(x) < y}

∪
(
R× [0,∞) ∩B2√

2
(e2)

)
\ {(0, 0)}

offen und beschränkt ist, einen C1-Rand besitzt und in ihrem Randpunkt
0 ∈ ∂Ω die äußere Kugelbedingung nicht erfüllt.

Wegen
Ω ⊂ [−1, 1]× [− 1

2e
, 0] ∪B2√

2
(e2)

ist Ω beschränkt. Sei weiter t ∈ (−1, 1)\{0}. Bemerke, dass wegen ψ(t) <
0 der Punkt (t, 0) ∈ R2 in der offenen Menge

M = {(x, y) ∈ (−1, 1)× R | ψ(x) < y}
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5.2 Geometrische Lösbarkeitskriterien

liegt. Wähle nun ε > 0 so klein, dass Bε

(
(t, 0)

)
⊂ M ∩ B√2(e2). Dann

folgt

Bε

(
(t, 0)

)
=
(
Bε

(
(t, 0)

)
∩ R× [0,∞)

)
∪
(
Bε

(
(t, 0)

)
∩ R× (−∞, 0)

)
⊂ Ω.

Also ist

Ω = {(x, y) ∈ (−1, 1)× (−∞, 0) | ψ(x) < y}
∪
(
R× (0,∞) ∩B√2(e2)

)
∪
{

(t, 0) ∈ R2 | 0 6= t ∈ (−1, 1)
}

offen.
Wir zeigen als Nächstes, dass Ω einen C1-Rand besitzt. Es gilt

∂Ω =
{(
x, ψ(x)

)
∈ R2

∣∣ x ∈ [−1, 1]
}
∪
{

(x, y) ∈ ∂B√2(e2) | y > 0
}
.

Da B√2(e2) einen C1-Rand besitzt, genügt es die Bedingungen aus De-
finition 1.2 für Punkte

(
y, ψ(x)

)
∈ ∂Ω (x ∈ [−1, 1]) nachzuprüfen. Ist

|x| < 1, so wähle ε > 0 so klein, dass ε < 1− |x| ist und

Bε

(
x, ψ(x)

)
∩ R× [0,∞) ⊂ B√2(e2).

Dann genügt die Abbildung

Bε

(
x, ψ(x)

)
−→ R , (x, y) 7−→ ψ(x)− y

den Bedingungen aus Definition 1.2. Sei nun x = 1. Der Fall x = −1
kann analog behandelt werden. Dann ist die Funktion

f :
[
0,
√

2
)
−→ R , x 7−→

{
ψ(x) für x < 1

−
√

2− x2 + 1 für x ≥ 1

stetig differenzierbar, denn

lim
x↑1

ψ(x) = 0 = f(1)
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und

lim
h↓0

f(1 + h)

h
= lim

h↓0

ψ(1 + h)

h

= ψ′(1) = 1 = lim
x↑1

ψ′(x)

=
d

dx

(
−
√

2− x2 + 1
) ∣∣∣∣∣

x=1

= lim
x↓1

f ′(x)

= lim
h↑0

f(1 + h)

h
.

Somit ist die Funktion(
0,
√

2
)
×
(
− 1

2e
, 1
)
−→ R , (x, y) 7−→ f(x)− y

stetig partiell differenzierbar und genügt den Bedingungen aus Definition
1.2.
Nehmen wir an, Ω würde in 0 ∈ ∂Ω der äußeren Kugelbedingung ge-

nügen, d.h. es gäbe r > 0 und z ∈ R2 so, dass Br(z) ∩ Ω = {0}. Dann
gilt z = (0,−r), denn sonst wäre

Br(z) ∩
(
R× (0,∞) ∩B√2(e2)

)
6= ∅

und somit Br(z) ∩ Ω 6= ∅, ein Widerspruch. Weiter stimmt der Graph
der stetig differenzierbaren Funktion

h : (−r, r) −→ R , x 7−→
√
r2 − x2 − r

mit der Menge ∂Br(z)∩
(
R× (−r,∞)

)
⊂ ∂Br(z) überein. Nach Voraus-

setzung gilt insbesondere
h(x) < ψ(x)

für alle x ∈ (−r, r) ∩ (−1, 1) \ {0}. Beachtet man h(0) = ψ(0) = 0 und
dass es ε > 0 gibt mit

ψ′(x) > h′(x) bzw. ψ′(y) < h′(y)

für alle x ∈ (−ε, 0) bzw. y ∈ (0, ε), so ergibt sich ein Widerspruch. Also
genügt Ω in 0 ∈ ∂Ω der äußeren Kugelbedingung nicht.

66



5.2 Geometrische Lösbarkeitskriterien

Um zu garantieren, dass eine beschränkte, offene Menge Ω ⊂ Rn die
äußere Kugelbedingung in all ihren Randpunkten ξ ∈ ∂Ω erfüllt, reicht
es nicht – wie in Beispiel 5.13 gezeigt – zu fordern, dass Ω einen C1-Rand
hat. Die äußere Kugelbedingung kann also für Mengen mit C1-Rand kein
Kriterium dafür sein, ob Ω in einem Randpunkt ξ ∈ ∂Ω eine Barriere hat.
Wir werden daher im weiteren Verlauf eine allgemeinere geometrische
Bedingung an den Rand ∂Ω stellen, die für alle Mengen Ω ⊂ Rn mit
C1-Rand und allgemeinere Mengen erfüllt ist, die so genannte äußere
Kegelbedingung. Hierfür brauchen wir jedoch zuerst folgende Definitionen:

Definition 5.14 Wir nennen die offene Teilmenge

H = Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | xn > 0}

des Rn den oberen Halbraum.

Definition 5.15 Es seien a ∈ Rn, α > 0, 0 < h ≤ ∞ und M ∈ Rn×n

eine orthogonale Matrix. Für einen Vektor x ∈ Rn schreiben wir x =
(x′, xn) ∈ Rn−1 × R. Dann bezeichnen wir eine Menge der Form

C(a,M,α,h) = a+MK(α,h) ⊂ Rn,

wobei

K(α,h) = {x = (x′, xn) ∈ Hn | ‖x′‖ < αxn und xn < h} ,

als einen Kegel mit Scheitelpunkt a und Höhe h.
Den Abschluss von C(a,M,α,h) nennen wir einen abgeschlossenen Kegel

mit Scheitelpunkt a und Höhe h und schreiben C(a,M,α,h) für diese Menge.
Im Fall h = ∞ schreiben wir vereinfachend C(a,M,α) bzw. Kα und für
C(0,En,α,h), wobei En die n-dimensionale Einheitsmatrix bezeichne, auch
K(α,h).

Bemerkung 5.16 Es gilt

∂Kα =
{
x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × [0,∞)

∣∣ ‖x′‖ = αxn
}
.

Lemma 5.17 Es seien ε > 0 und α ∈ (0, 1). Dann gilt

K(α,h) ⊂ Bn
ε (0) ⊂ Rn

für alle h ∈
(
0, ε(1− α)

)
.
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Beweis: Es seien h ∈
(
0, ε(1 − α)

)
und x = (x′, xn) ∈ K(α,h). Es gilt

0 < xn < ε. Andernfalls würde nämlich x /∈ K(α,h) gelten. Aus der
Dreicksungleichung folgt dann

‖x‖ ≤ ‖x′‖+ |xn|
< αxn + h

< αε+ ε(1− α)

= ε,

also x ∈ Bn
ε (0). 2

Im Rest des Kapitels sei α > 0 eine positive reelle Zahl. Im Folgenden
benötigen wir nachstehendes Maximumprinzip für die Menge Ω = Bn

1 (0)\
Kα ⊂ Rn:

Lemma 5.18 Es sei Ω = Bn
1 (0)\Kα ⊂ Rn. Weiterhin seien u : Ω\{0} →

R stetig und u|Ω beschränkt und harmonisch. Existiert einM ∈ R so, dass
u(ξ) ≤ M für alle ξ ∈ ∂Ω \ {0} ist, dann gilt auch u(x) ≤ M für alle
x ∈ Ω.

Beweis: Für Dimension n > 2 und ε > 0 definieren wir die Funktion

vε : Ω \ {0} −→ R , x 7−→ u(x)−M − ε‖x‖2−n.

Da u auf Ω \ {0} stetig ist, ist vε stetig. Wie in Beispiel 2.3 gezeigt, ist
die Funktion ‖ · ‖2−n harmonisch auf Ω. Wegen u|Ω ∈ Harm(Ω) gilt daher
auch vε|Ω ∈ Harm(Ω). Sei nun (ak)k∈N eine Folge in Ω mit limk→∞ ak =
ξ0 ∈ ∂Ω \ {0}. Da vε stetig auf Ω \ {0} ist, gilt

lim
k→∞

vε(ak) = vε(ξ0) = u(ξ0)−M − ε‖ξ0‖2−n ≤ −ε‖ξ0‖2−n ≤ −ε,

wobei in der ersten Ungleichung u|∂Ω\{0} ≤ M eingegangen ist. Damit
gilt auch lim supk→∞ vε(ak) = limk→∞ vε(ak) ≤ −ε. Ist (ak)k∈N eine Folge
in Ω mit limk→∞ ak = 0, so ist limk→∞ vε(ak) = −∞ ≤ −ε, da u auf Ω
nach Voraussetzung beschränkt ist. Korollar 2.18 zufolge gilt dann

u(x)−M − ε‖x‖2−n ≤ −ε
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für alle x ∈ Ω. Durch den Grenzübergang ε→ 0 folgt nun wie behauptet
u(x) ≤M für alle x ∈ Ω.
Für Dimension n = 2 können wir analog argumentieren. Für ε > 0 ist

die Funktion

wε : Ω \ {0} −→ R, x 7−→ u(x)−M + ε log‖x‖

stetig und Beispiel 2.3 zeigt, dass wε|Ω ∈ Harm(Ω). Wie im Fall n > 2 sei
(ak)k∈N eine konvergente Folge mit Grenzwert ξ0 ∈ ∂Ω \ {0}. Dann folgt

lim
k→∞

vε(ak) = vε(ξ0) = u(ξ0)−M + ε log ‖ξ0‖ ≤ ε log ‖ξ0‖ ≤ 0,

wobei in der vorletzten Ungleichung u|∂Ω\{0} ≤ M und in der letz-
ten ξ0 ∈ ∂Ω eingegangen sind. Es gilt nun auch lim supk→∞ vε(ak) =
limk→∞ vε(ak) ≤ ε und da die entsprechende Abschätzung auch für Fol-
gen (ak)k∈N in Ω mit limk→∞ ak = 0 gilt, folgt wie im ersten Fall die
Behauptung. 2

Lemma 5.19 Es sei Ω = Bn
1 (0) \ Kα ⊂ Rn. Dann erfüllt Ω in jedem

Randpunkt ξ ∈ ∂Ω \ {0} die äußere Kugelbedingung.

Beweis: Es gilt

∂Ω =
(
∂Bn

1 (0) \ Kα
)
∪̇
(
∂Kα ∩Bn

1 (0)
)
.

Die Menge Bn
1 (0) ist beschränkt, offen und konvex. Im Beweis von Korol-

lar 5.8 wurde gezeigt, dass es zu jedem v ∈ ∂Bn
1 (0) eine Kugel B(v) ⊂ Rn

gibt mit B(v) ∩B
n

1 (0) = {v}. Dann gilt für jedes v ∈ ∂Bn
1 (0) \ Kα auch

B(v) ∩ Ω = B(v) ∩B
n

1 (0) = {v}.

Es bleibt zu zeigen, dass Ω in jedem Punkt aus ∂Kα ∩ Bn
1 (0) \ {0} der

äußeren Kugelbedingung genügt. Hierzu setzen wir

x1 =
α√
α2 + 1

und xn =
1√

α2 + 1
.

Dann liegt der Vektor x = x1e1 + xnen ∈ Span{e1, en} in ∂Kα ∩ ∂Bn
1 (0).

Seien zunächst λ ∈ (0, 1) und v = λx ∈ ∂Kα ∩ Bn
1 (0) \ {0} ⊂ ∂Ω. Dann

ist der Vektor y = −xne1 + x1en orthogonal zu v. Wir setzen

w = v + λx1x
−1
n y =

(
λxn + λx2

1x
−1
n

)
en ∈ Kα,
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m = v + 1
2
λx1x

−1
n y ∈ Kα und ε =

∥∥1
2
λx1x

−1
n y
∥∥ ,

sodass v ∈ ∂Bn
ε (m).

Es genügt nun ‖w − z‖ ≥ 2ε für alle z ∈ ∂Kα zu zeigen, denn dann
folgt aus

B
n

ε (m) \ {v} ⊂ Bn
2ε(w) ⊂ Kα,

dass Bn

ε (m) ∩ Ω = {v} ist. Für einen Vektor z ∈ Span{x} ∩ ∂Kα liefert
der Satz des Pythagoras

‖w − z‖2 = ‖w − v‖2 + ‖v − z‖2 ≥ ‖w − v‖2 = (2ε)2.

Ist z = (z′, zn) ∈ ∂Kα (z′ ∈ Rn−1, zn ∈ R) beliebig, so ergänze b1 =
‖z′‖−1z′ ∈ Rn−1 zu einer Orthonormalbasis {b1, . . . , bn−1} von Rn−1.
Dann ist die Matrix

N = (b1 . . . bn−1)T ∈ R(n−1)×(n−1)

mit den Zeilenvektoren b1, . . . , bn−1 orthogonal mit Nb1 = e1. Weiterhin
ist die Matrix

M =

(
N 0
0 1

)
∈ Rn×n

ebenfalls orthogonal mit MΩ = Ω und

Mz = ‖z′‖e1 + znen ∈ ∂Kα ∩ Span{x}.

Dann gilt
‖w − z‖ = ‖M(w − z)‖ = ‖w −Mz‖ ≥ 2ε.

Also erfüllt Ω in jedem Punkt z ∈ ∂Ω \ {0} die äußere Kugelbedingung.
2

Im vorherigen Lemma haben wir gezeigt, dass die Menge Ω = Bn
1 (0) \

Kα ⊂ Rn in jedem Punkt ξ ∈ ∂Ω\{0} die äußere Kugelbedingung erfüllt
und damit nach Satz 5.6 in jedem solchen Randpunkt ξ eine Barriere
hat.

Lemma 5.20 Für Ω = Bn
1 (0) \ Kα ⊂ Rn definieren wir die Funktionen

f : ∂Ω → R, x 7→ ‖x‖ und u : Ω → R, x 7→ P [f ](x). Dann ist −u eine
Barrierenfunktion für Ω in 0.
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Beweis: Satz 4.7 zufolge ist u harmonisch auf Ω. Nach Lemma 4.5 gilt 0 ≤
u(x) ≤ 1 für x ∈ Ω. Die äußere Kugelbedinung gilt in jedem Randpunkt
ξ ∈ ∂Ω \ {0}, d.h. Ω hat in jedem Punkt ξ ∈ ∂Ω \ {0} eine Barriere.
Aus Satz 5.2 folgt nun, dass u auf Ω \ {0} stetig ist und dass u strikt
positiv auf Ω \ {0} ist. Andernfalls gäbe es ein a ∈ Ω mit u(a) = 0.
Da Ω zusammenhängend und u harmonisch auf Ω ist, würde dann nach
dem Maximumprinzip (Korollar 2.15) wegen 0 ≤ u(x) ≤ 1 für x ∈ Ω auch
u|Ω ≡ 0 gelten. Dies steht aber im Widerspruch zu limy→ξ u(y) = ‖ξ‖ 6= 0
für ξ ∈ ∂Ω \ {0}. Also ist u strikt positiv auf Ω \ {0}.
Können wir nun noch die Stetigkeit von u in 0 begründen, so haben

wir gezeigt, dass −u eine Barrierefunktion für Ω in 0 ist. Nach Definition
der Funktion u = P [f ] gilt u(0) = 0. Daher genügt es

lim sup
x→0

u(x) = 0

zu zeigen. Sei hierfür r ∈ (0, 1). Aufgrund der Stetigkeit von u auf Ω\{0}
gilt nach dem Maximumprinzip (Korollar 2.15) u(x) < 1 für x ∈ Ω. Da
∂Br(0)∩Ω als abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums ∂Br(0) wieder
kompakt ist, gibt es x0 ∈ ∂Br(0)∩Ω mit 1 > u(x0) = ‖u‖∂Br(0)∩Ω. Wegen
rΩ = Br(0) ∩ (Rn \ Kα) ist

∂(rΩ) ⊂
(
∂Br(0) ∩ Ω

)
∪
(
∂Kα ∩Br(0)

)
⊂
(
∂Br(0) ∩ Ω

)
∪
(
∂Ω ∩Br(0)

)
.

Setze nun c = max{u(x0), r}, sodass u(x) ≤ c für x ∈ ∂(rΩ) \ {0} ist.
Die Funktion

vr : rΩ −→ R , x 7−→ u(x)− cu(x
r
)

ist stetig auf rΩ \ {0} und wegen −1 ≤ vr(x) ≤ 1 für x ∈ rΩ \ {0} auch
beschränkt. Sei x ∈ ∂(rΩ) \ {0}. Dann ist x

r
∈ (∂Ω) \ {0} und daher

u(x
r
) = ‖x

r
‖. Ist x ∈ ∂Br(0), so ist x

r
∈
(
∂B1(0)

)
∩ ∂Ω und

u(x) ≤ c = cu(x
r
).

Ist x ∈ ∂Ω ∩Br(0), so ist

u(x) = ‖x‖ = r‖x
r
‖ ≤ cu(x

r
).
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Also ist vr ≤ 0 auf ∂(rΩ) \ {0} und nach Lemma 5.18 ist auch vr ≤ 0 auf
rΩ. Nun folgt

lim sup
x→0

u(x) ≤ c lim sup
x→0

u(x
r
).

Aus
lim sup
x→0

u(x
r
) = inf

δ>0
sup

Bδ(0)∩Ω

u(x
r
)

und r−1Bδ(0) = Bδ/r(0) folgt

lim sup
x→0

u(x) ≤ c lim sup
x→0

u(x).

Da c < 1 ist, folgt schließlich lim supx→0 u(x) = 0 und damit ist die
Stetigkeit von u gezeigt. 2

Wir können nun eine Bedingung für die Existenz einer Barriere in
einem Randpunkt ξ ∈ ∂Ω angeben, die auf Mengen mit C1-Rand und
allgemeinere Mengen angewandt werden kann – die sogenannte äußere
Kegelbedingung.

Definition 5.21 Es seien Ω ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge und
ξ ∈ ∂Ω ein Randpunkt. Wir sagen, dass Ω die äußere Kegelbedingung
in ξ erfüllt, wenn α > 0, h > 0 und eine orthogonale Matrix M ∈ Rn×n

existieren mit C(ξ,M,α,h) ∩ Ω = {ξ}.

Satz 5.22 Sei Ω ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge. Genügt Ω der
äußeren Kegelbedingung im Punkt ξ ∈ ∂Ω, so besitzt Ω eine Barriere in
ξ.

Beweis: Sei ξ ∈ ∂Ω und sei C = C(ξ,M,α,h) ein Kegel mit Ω ∩ C = {ξ}.
Dann ist

ρ : Rn −→ Rn , ρ(x) = 1
h
MT (x− ξ) =

(
1
h
MTx

)
− 1

h
MT ξ

eine Funktion wie in Lemma 2.21. Es ist ρC = K(α,1) und

ρ(Ω) ∩ K(α,1) = ρ(Ω ∩ C) = {0} ⊂ ∂Ω.

Insbesondere gilt ρ(Ω) ∩B1(0) ⊂ B1(0) ∩ (Rn \ Kα).
Ist u : ρ(Ω)→ R eine Barrierefunktion für ρ(Ω) in 0, so ist u◦ρ : Ω→ R
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nach Lemma 2.21 eine Barrierefunktion für Ω in ξ. Also dürfen wir ohne
Einschränkung annehmen, dass ξ = 0 ist und dass Ω ∩ K(α,1) = {0}.
Sei U = B1(0) ∩ (Rn \ Kα) und sei −u : U → R die in Lemma 5.20

konstruierte Barrierefunktion für U in 0. Dann definiert

ũ : U ∪
(
Rn \B1(0)

)
−→ R , x 7−→

{
u(x) für x ∈ U
1 für x /∈ B1(0)

eine stetige Funktion. Es sind

Ω ⊂ U ∪
(
Rn \B1(0)

)
und Ω ∩ ∂B1(0) ⊂ Rn \ Kα

und −ũ|Ω ist subharmonisch. Wegen Ω ∩ B1(0) ⊂ U und ũ ≡ 1 auf Ω ∩(
Rn \B1(0)

)
genügt es zu begründen, dass −ũ die Mittelwertungleichung

für Kugeln mit genügend kleinem Radius um Punkte a ∈ Ω ∩ ∂B1(0)
erfüllt. Sei a ∈ Ω ∩ ∂B1(0). Wähle r > 0 mit Br(a) ⊂ Ω ∩ (Rn \ Kα).
Dann ist ũ|∂Br(a) ≤ 1 und daher

(−ũ)(a) = −1 ≤ 1

ωn

∫
‖ξ‖=1

(−ũ)(a+ rξ)dS(ξ).

Also ist −ũ|Ω eine Barrierefunktion für Ω in ξ = 0. 2

Lemma 5.23 Es sei Ω ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge und M ∈
Rn×n eine orthogonale Matrix. Erfüllt Ω in ξ ∈ ∂Ω die äußere Kegelbe-
dingung, so erfüllt auch MΩ + w in Mξ + w ∈ ∂(MΩ + w) für jedes
w ∈ Rn die äußere Kegelbedingung.

Beweis: Es seien ξ ∈ ∂Ω, w ∈ Rn, M ∈ Rn×n orthogonal und C(a,N,α,h) ⊂
Rn (a ∈ Rn, N ∈ Rn×n, α > 0, h > 0) ein Kegel mit Scheitelpunkt a und
Höhe h derart, dass

C(a,N,α,h) ∩ Ω = {ξ}

gilt. Da
f : Rn −→ Rn , x 7−→Mx+ w

ein Homöomorphismus ist mit

‖f(x)‖ ≤ ‖x‖+ ‖w‖
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für alle x ∈ Rn, ist f(Ω) ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge mit
f(ξ) ∈ f(∂Ω) = ∂f(Ω). Da M ∈ Rn×n orthogonal ist, gilt MC(0,N,α,h) =
C(0,MN,α,h) und damit auch

f
(
C(a,N,α,h)

)
= M

(
C(0,N,α,h) + a

)
+ w

= C(0,MN,α,h) + (Ma+ w)

= C(Ma+w,MN,α,h)

⊂ Rn \ f(Ω).

Insbesondere ist

C(Ma+w,MN,α,h) ∩ f(Ω) = f
(
C(a,N,α,h)

)
∩ f(Ω)

= f
(
C(a,N,α,h) ∩ Ω

)
= {f(ξ)}.

2

Im Folgenden zeigen wir, dass Mengen mit C1-Rand die äußere Kegel-
bedingung in jedem ihrer Randpunkte erfüllen. Hierbei gehen wir analog
zum Beweis von Satz 5.12 vor. Zuerst bemerken wir jedoch, dass für eine
Konstante C > 0 und n ≥ 2 für alle α ∈ (0, 1

C
) die Identität

Kα ∩
{
x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R

∣∣ |xn| ≤ C‖x′‖
}

= {0}

gilt. Dies sieht man so: Ist x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R mit x′ 6= 0 und
|xn| ≤ C‖x′‖, so folgt |xn| < 1

α
‖x′‖. Also ist x /∈ Kα.

Satz 5.24 Ist Ω ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge mit C1-Rand, so
ist das Dirichlet-Problem für Ω lösbar.

Beweis: Es sei ξ ∈ ∂Ω. Nach Satz 5.3 und Satz 5.22 genügt es zu zeigen,
dass Ω in ξ der äußeren Kegelbedingung genügt. Ohne Einschränkung
können wir ξ = 0 annehmen. Denn ansonsten betrachten wir die Men-
ge Ω − ξ und verwenden Lemma 5.23. Nach Lemma 5.11 gibt es eine
orthogonale Matrix M ∈ Rn×n und ε > 0 so, dass

MTTξ(∂Ω) = Rn × {0} (5.15)
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und
ten /∈MTΩ (5.16)

für alle t ∈ (0, ε) gelten. Können wir nun zeigen, dass MTΩ in ξ = 0 ∈
∂(MTΩ) der äußeren Kegelbedingung genügt, so folgt aus Lemma 5.23,
dass Ω in ξ = 0 ∈ ∂Ω auch die äußere Kegelbedingung erfüllt. Nach
(5.15) ist Rn−1 × {0} der Tangentialraum von ∂(MTΩ) = MT (∂Ω) in
0. Lemma 5.9 zufolge existieren daher eine offene Nullumgebung V =
V1 × V2 ⊂ Rn−1 × R und eine Funktion g ∈ C1(V1,R) so, dass

∂(MTΩ) ∩ V = {(x, g(x)) | x ∈ V1}. (5.17)

Für diese Funktion g ∈ C1(V1,R) gilt nach Korollar 5.10 zusätzlich
grad g(0) = 0 und nach Definition g(0) = 0. Wir schreiben wieder
0′ = (0, . . . , 0) ∈ Rn−1. Wähle δ > 0 so, dass Bn−1

2δ (0′) ⊂ V1 gilt. Dann
existiert nach Proposition 1.4 eine Konstante C > 0 mit

|g(y)| ≤ C‖y‖ (5.18)

für alle y ∈ Bn−1
δ (0′). Es sei nun α ∈

(
0,min { 1

C
, 1}
)
und es sei ε > 0 so

klein, dass
B
n

ε (0) ⊂ Bn−1
δ (0′)× V2 ⊂ V1 × V2. (5.19)

Für h > 0 gilt dann

K(α,h) ∩
{
x = (x′, xn) ∈ Rn−1 × R

∣∣∣ |xn| ≤ C‖x′‖
}

= {0} . (5.20)

Lemma 5.17 zufolge gilt für h < ε(1− α) die Inklusion

K(α,h) ⊂ B
n

ε (0) ⊂ V. (5.21)

Wegen (5.18) und (5.21) folgt

|g(x1, . . . , xn−1)| ≤ C‖(x1, . . . , xn−1)‖ < xn (5.22)

für alle (x1, . . . , xn) ∈ K(α,h) \ {0}.
Wir zeigen nun

K(α,h) ∩MTΩ = {0}. (5.23)

75



5 Barrierefunktionen und geometrische Lösbarkeitskriterien

Gäbe es nämlich (x1, . . . , xn) ∈
(
K(α,h) ∩ ∂(MTΩ)

)
\ {0}, so folgte xn =

g(x1, . . . , xn−1) aus (5.17) und (5.21) und wegen (5.22) würde

|xn| = |g(x1, . . . , xn−1)| ≤ C‖(x1, . . . , xn−1)‖ < |xn|

gelten, ein Widerspruch. Also gilt

K(α,h) ∩ ∂(MTΩ) = {0}.

Nach (5.16) gibt es einen Punkt

0 6= b ∈ K(α,h) ∩ Rn \ (MTΩ).

Gäbe es einen Punkt a ∈ K(α,h)∩MTΩ, so müsste ein t ∈ (0, 1) existieren
mit

a+ t(b− a) ∈ ∂(MTΩ) ∩ K(α,h) = {0}.

Dieser Widerspruch zeigt, dass K(α,h) ∩MTΩ = {0} ist.
Also erfüllt MTΩ die äußere Kegelbedingung in ξ = 0 und der Beweis

ist abgeschlossen. 2
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Anhang

Lemma 1 Sei Ω ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge mit Ck-Rand
(k ∈ N∗ ∪ {∞}). Dann gilt

(i) Ω ⊂ Rn ist ein Kompaktum mit glattem Rand,

(ii) ∂Ω = ∂Ω und

(iii) Ω = Int(Ω) .

Beweis: Die Inklusion ∂Ω ⊂ ∂Ω gilt für jede Teilmenge Ω ⊂ Rn. Sei
ξ ∈ ∂Ω und sei ϕ ∈ Ck(U,R) zu ξ so gewählt wie in Definition 1.2.
Durch Verkleinern von U kann man erreichen, dass gradϕ(x) 6= 0 für
alle x ∈ U ist. Definitionsgemäß ist

{x ∈ U | ϕ(x) ≤ 0} = {x ∈ U | ϕ(x) < 0} ∪ {x ∈ U | ϕ(x) = 0}
=
(
Ω ∩ U

)
∪
(
∂Ω ∩ U

)
= Ω ∩ U.

Also ist Ω ein Kompaktum mit glattem Rand. Wäre ξ /∈ ∂Ω, so könnte
man durch weiteres Verkleinern von U erreichen, dass U ⊂ Ω ist. Aber
dann wäre

ϕ(ξ) = 0 ≥ ϕ

auf U und damit gradϕ(ξ) = 0, im Widerspruch zu den Voraussetzungen.
Also sind (i) und (ii) gezeigt. Mit Teil (ii) folgt schließlich auch

Int(Ω) = Ω \ ∂Ω = Ω \ ∂Ω = Ω.

2
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Anhang

Bemerkung 2 Ist A ⊂ Rn ein Kompaktum mit glattem Rand, so folgt
mit [6, Lemma 10.6], dass A = Int(A) ist. Also gilt

∂A = ∂Int(A) ⊂ ∂Int(A) ⊂ ∂A.

Dabei gilt die letzte Inklusion für jede Menge A ⊂ Rn. Also ist ∂Int(A) =
∂A und mit den übrigen Teilen von Lemma 10.6 in [6] folgt, dass
Int(A) ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge mit C1-Rand ist.

Der Beweis des folgenden Satzes kann [6, Satz 10.8] entnommen wer-
den.

Satz 3 Ist Ω ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge mit Ck-Rand, so gibt
es zu jedem Punkt ξ ∈ ∂Ω = ∂Ω nach [6, Satz 10.8] einen eindeutig
bestimmten Vektor νΩ(ξ) ∈ Rn mit

(i) νΩ(ξ) ∈ Nξ(∂Ω) und

(ii) es gibt ein ε > 0 mit ξ + tνΩ(ξ) /∈ Ω für alle t ∈ (0, ε) .

Wir bezeichnen diesen Vektor auch als äußeren Normalen-Einheitsvektor
von Ω in ξ ∈ ∂Ω.
Geht aus dem aktuellen Kontext eindeutig hervor, bezüglich welcher

Menge νΩ(ξ) der äußere Normalen-Einheitsvektor von Ω in ξ ist, so
schreiben wir vereinfachend νΩ(ξ) = ν(ξ).

Die Gültigkeit des nachstehenden Lemmas kann man leicht nachrech-
nen.

Lemma 4 Seien M ⊂ Rn eine p-dimensionale Ck-Untermannigfaltig-
keit (1 ≤ p ≤ n−1), Ω ⊂ Rn eine beschränkte, offene Menge mit Ck-Rand
und ρ : Rn → Rn ein Vektorraumisomorphismus. Dann gilt

(a) ρM ⊂ Rn ist eine p-dimensionale Ck-Untermannigfaltigkeit mit

Tρ(a)(ρM) = ρTa(M)

für alle a ∈M . Ist ρ isometrisch, so gilt auch

Nρ(a)(ρM) = ρNa(M)

für alle a ∈M .
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(b) ρΩ ⊂ Rn ist eine beschränkte, offene Menge mit Ck-Rand und

Tρ(a)

(
∂(ρΩ)

)
= ρTa(∂Ω)

für alle a ∈ ∂Ω. Ist ρ isometrisch, so gilt außerdem für alle a ∈ ∂Ω

Nρ(a)

(
∂(ρΩ)

)
= ρNa(∂Ω)

und

νρΩ(ρa) = ρνΩ(a).
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