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1 Einleitung

In einer Arbeit von 1967 (vgl.|2]) beschiftigte sich Arveson mit einem Problem, des-
sen positive Losung implizieren wiirde, dass fiir einen komplexen Banachraum X mit
dim(X) = oo jeder stetig lineare Operator T' € L£(X) \ Clx einen nicht trivialen hyperin-

varianten Untervektorraum hat, also die Menge
Hyp(T) = {M C X abgeschlossener Untervektorraum; AM C M fiir alle A € (T)'}

nicht nur aus den trivialen Untervektorrdumen von X besteht (vgl. Satz [3.4). Dabei
bezeichnet (T) den Kommutanten von 7.
Arveson nannte eine Unteralgebra A C L(X) n-transitiv fiir ein n € N\ {0}, wenn fiir
je n linear unabhédngige Elemente z1,...,x, € X und beliebige Elemente yq,...,y, € X
eine Folge (A;) en in A existiert, sodass

lim Az, = yp

J—00
fir k=1,...,n gilt.
Dabei nannte Arveson eine 1-transitive Algebra einfach transitiv.

Wir definieren
Lat(A) = {M C X abgeschlossener Untervektorraum; AM C M fiir alle A € A}.

Arveson bemerkte unter anderem, dass A C £(X) genau dann transitiv ist, wenn Lat(.A)
trivial ist, und dass A genau dann n-transitiv ist fiir alle n > 1, wenn A C £(X) dicht in
der starken Operatortopologie ist (vgl. Bemerkung[3.2). Ist T € £(X)\ Clx ein Operator
ohne nicht triviale hyperinvariante Untervektorrdume, so ist A = (7)) C L(X) eine
transitive Algebras, die nicht SOT-dicht in £(X) ist (vgl. Lemma und Proposition
2.9). Konnte man also zeigen, dass aus der Transitivitit einer Algebra A C £(X) die n-
Transitivitét fiir alle n > 1 folgt, so hitte man gezeigt, dass jeder Operator T' € L£(X)\Clx
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einen nicht trivialen hyperinvarianten Untervektorraum besitzt.
Die ,Transitive Algebra Conjecture *
A C L(X) schon n-transitiv ist fiir alle n > 1.

Die Transisitve Algebra Conjecture ist bis heute offen, jedoch wurde sie bereits fiir spezielle

“ist nun die Frage, ob jede transitive Unteralgebra

Klassen von Unteralgebren A C L(X) gelost. Mit einigen ausgewdhlten Klassen solcher
Unteralgebren beschéftigen wir uns in Kapitel[d So zeigten etwa E. Nordgran, H. Radjavi
und P.Rosenthal im Jahr 1969, dass eine transitive Operatoralgebra A C £(X), die einen
Operator 0 # F' € F(X) endlischen Ranges enthélt, schon n-transitiv ist fiir alle n > 1
(vgl. Satz[4.2)). Dieses Ergebnis werden wir benutzen, um ein Ergebnis von V. Lomonosov
aus dem Jahr 1973 zu zeigen (vgl. Satz . So ist sogar eine tranistive Operatoralgebra,
die einen kompakten Operator 0 # K € KC(X) enthélt, n-transitiv ist fiir alle n > 1.

Als direktes Korollar hieraus ergibt sich der Satz von Lomonosov (vgl. Satz [4.7). Dieser
besagt, dass fiir einen Operator 7' € L£(X)\Cly, dessen Kommutant (7")" einen kompakten
Operator 0 # K € IC(X) enthilt, einen nicht trivialen hyperinvarianten Untervektorraum
besitzt.

Darauf aufbauend sehen wir im zweiten Teil von Kapitel {4, dass jeder Operator T €
L(X)\Cly, fiir den ein kompakter Operator 0 # K € KC(X) existiert mit dim Bild(T K —
KT) < 1, einen nicht trivialen hyperinvarianten Untervektorraum hat (vgl. Satz .
Dies wurde zuerst von H.W. Kim, C. Pearcy und A. Shields im Jahr 1975 gezeigt.

In Kapitel 5| werden wir eine Anwendung auf dem Drury-Arveson Raum H(B) geben. Wir
verwenden die Ideen fiir den verallgemeinerten Hardy-Raum aus [5| und iibertragen sie
auf abgeschlossene Untervektorraume des Drury-Arveson Raumes.

Ist H ein unendlich dimensionaler separabler Hilbertraum, so nennen wir eine Unteralge-
bra B C L(H) katalytisch, falls jede transitive Unteralgebra A von L£(H), die B enthalt,
n-transitiv ist fiir alle n € N\ {0}.

Wir beweisen als Hauptresultat dieses Kapitels, dass fiir einen abgeschlossenenen Unter-
vektorraum {0} # M C H(B) des Drury-Arveson Raumes, der invariant unter den Ein-
schriankungen aller Multiplikatoren von H(B) ist, die Algebra M (H (B))|ss katalytisch fiir
L(M) ist.
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2.1 Unbeschrankte Operatoren

In diesem Abschnitt werden wir uns einige Ergebnisse zu unbeschrinkten Operatoren
erarbeiten (vgl. [8] § 19 und [2] Kapitel 2). Dabei werden sich unbeschrinkte Operatoren

als wichtiges Hilsmittel zur Charakterisierung transitiver Algebren herausstellen.

2.1.1 Unbeschriankte Operatoren auf Banachraumen

Seien (X, ||-||) ein komplexer Banachraum. Fiir n > 2 versehe X" mit der Norm ||(z1,...,2,)| =
> i1 llzjl|- Dadurch wird X™ zu einem Banachraum.

Sei weiter Dy C X ein Untervektorraum von X. Eine lineare Abbildung 7" : Dy — X
nennt man beschrankt, falls ein ¢ > 0 existiert mit ||7z|| < ¢||z|| fiir alle x € Dy. Ansonsten
heifst T unbeschrankt. Bekanntlich ist 7" genau dann stetig, wenn T beschrankt ist. Man
nennt 7' dicht definiert, falls Dy = X gilt.

Sind S: Dg — X und T : Dy — X lineare Abbildungen definiert auf Untervektorrdumen

Dg, Dy C X, so schreiben wir 7' C S, falls Dy C Dg und S =T auf Dy gelten.

Definition 2.1. Seien Dy C X ein Untervektorraum, A C L£(X) eine Unteralgebra und
T : Dy — X eine lineare Abbildung. Der Graph von T ist die Menge

G(T) = {(z,Tx) € X* x € Dr}.

Man nennt T abgeschlossen, wenn G(T) C X? abgeschlossen ist und abschliefbar, wenn

eine abgeschlossene lineare Abbildung S existiert, sodass T' C S gilt.

Proposition 2.2. Seien Dy C X ein Untervektorraum und 7' : Dy — X eine lineare

Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) T ist abschliefbar.
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(ii) Fiir z € X folgt aus (0,z) € G(T') schon z = 0.
(iii) Ist (2,)nen eine Folge in Dy mit 2, — 0 und T'z,, =3 y, so folgt y = 0.

Beweis. Die Implikation (i) = (i) und die Aquivalenz (i) < (4ii) sind offensichtlich.
Wir zeigen also (i7) = (7). Sei dazu vorausgesetzt, dass aus (0,z) € G(T') schon x = 0
folgt.

Wir suchen nun eine abgeschlossene Abbildung S, fiir die T' C S gilt. Setze dazu

Dg = {z € X; es gibt ein y € X mit (x,y) € G(T)}.

Da G(T) C X? ein Untervektorraum ist, ist auch Dg C X ein Untervektorraum.

Wir zeigen, dass die Relation G(T') C X x X der Graph einer Abbildung ist, dann kann

man die Abbildung S : Dg — X einfach durch Sz =y fiir (z,y) € G(T) definieren.

Seien dazu (z,v1), (z,y2) € G(T). Da G(T) ein Untervektorraum von X? ist folgt

(07y1 - y2) = (fE,y1) - (xva) € G(T)

Nach Voraussetzung gilt damit schon y; = ys,.

Die Linearitét fiir S ist offensichtlich erfiillt, denn fiir « € C' und x,z € Dg gilt

a(x,Sz)+ (2,9%) = (ax + &, a8z + S%) € G(T)

Daraus folgt S(ax + %) = aSx + Sz.
Offensichtlich ist G(S) = G(T) C X? abgeschlossen und damit ist 7' C S abschliefbar. [

Bemerkung 2.3. Im Beweis zu dieser Proposition ist deutlich geworden, dass fiir eine
abschlieftbare lineare Abbildung 7' : Dy — X eine kleinste abgeschlossene Abbildung S
existiert, sodass T C S erfiillt ist. Dies ist gerade die Abbildung mit Graph G(S) = G(T).
Bezeichne diese kleinste Abbildung im Folgenden mit T

2.1.2 Unbeschrinkte Operatoren auf Hilbertraumen

Sei im Folgenden Unterkapitel immer (H, (-,-)) ein komplexer Hilbertraum.
Auch fiir unbeschriankte Operatoren kann man einen adjungierten Operator definieren.

Dies wird in der folgenden Proposition und Definition geschehen.
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Proposition 2.4. Sei Dt ein dichter Untervektorraum von H und sei 7' : Dy — H ein

linearer Operator. Setze

(1)

(i)

Dy« ={y € H; es existiert ein y* € H mit (Tx,y) = (z,y") fiir alle x € Dr}.

Fiir jedes y € Dp+ ist das passende y* € H mit (T'z,y) = (z,y*) fir alle x € Dy

eindeutig.

Beweis. Sind y € Dp. und y*,y™ € H mit (z,y*) = (Tx,y) = (z,y*) fiir alle
x € Dr, so erhalten wir y* — y*™* € Dpt = {0} und damit y* = 3**. ]

Die Menge Drp- ist offensichtlich ein Untervektorraum von H und die Abbildung
T : Dy« — H, y v+ yx
ist linear. Es gilt (T'x,y) = (x, T*y) fiir alle x € Dy und alle y € Dy-.

Beweis. Seien o € C und y,y € Dp«. Fiir y und 7 existieren Elmente y*, y* € H
mit (T'z,y) = (z,y*) und (Tz,y) = (z,y") fiir alle z € Dr.
Daraus folgt (Tx, ay + 3) = (z, ay* + ¢*) fir alle x € Dp. Mit Teil (i) erhalten wir
damit (ay + 9)* = ay* + ¢*, also die Linearitat von T O
Fiir y € H gilt genau dann y € Dp+, wenn das Funktional

Dr - H, x— (Tx,y)
stetig ist.
Beweis. Sei zuerst y € Drp-. Aus (Tx,y) = (z,T*y) fir alle z € Dy und der
Stetigkeit des Skalarprodukts in der ersten Komponente folgt die Behauptung.
Sei nun die Abbildung Dy — H, x — (T'z,y) stetig fiir ein y € H. Definiere die

Abbildung S, durch

Sy H— H, v+ lim (Tz,,y),

n—oo

fiir eine Folge (2,,)nen in Dy mit z, = z.
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Wir zeigen zunéchst, dass die Abbildung wohldefiniert ist. Da Dy C H dicht ist,
gibt es zu © € H eine Folge (z,)neny in Dy mit x, "% 2 und limy, oo (T'xp, )

existiert wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts.

Sind (2, )nen und (Z,)nen Folgen in Dy mit z, % ¢ und 7, == , so ergibt sich
lim,, o0 ||Zn — ]| = 0. Mit der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung erhalten wir die

Abschatzung
[(Txn = TZn, )| < [yl l2n — Znll-

und damit die Wohldefiniertheit von S,.

Die Abbildung S, ist stetig auf Dr nach Voraussetzung. Daher existiert ein ¢ > 0
mit ||Sz| < ¢||z| fiir alle z € Dy. Damit ergibt sich fiir + € H und eine Folge
(Zp)nen In Dy mit z, "% x aus der Stetigkeit der Norm auf H die Abschiitzung

I8yl = Jim [1S,z.] < lim clfea] =l

Dies impliziert die Stetigkeit von S, auf ganz H.

Nach dem Satz von Riesz existiert nun ein y* € H mit S, = (-,y*). Es gilt also
(Tx,y) = Sy(x) = (z,y*) fiir alle x € Dy und daraus folgt y € Dyp-. O

(iv) Im Fall '€ L(H) ergibt sich T* wie gewohnt.

Definition 2.5. Die Abbildung 7™ : Dy« — H aus Proposition 2.4 nennen wir den zu T’

adjungierten Operator.

Wir schreiben H @ H fiir den Vektorraum H X H versehen mit dem Skalarprodukt

<'v '>H®H : (H X H) X (H X H) — C7 <(l’1,y1), <x27y2>>HEBH = <$1ay1> + <x2792>'

Dann ist H @ H wieder ein Hilbertraum.

Proposition 2.6. Sei T': Dy C H — H ein dicht definierter lineare Operator. In diesem
Fall ist der adjungierte Operator T* : Dy« — H abgeschlossen.

Beweis. Definiere die Abbildung ¢ auf H & H durch

i:H®H— H®H, i(x,y) = (—y,x).
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Offensichtich ist ¢ ein isometrischer Vektorraumisomorphismus, also unitar.
Wir zeigen, dass G(T™) = (i(G(T))* gilt. Es ist (y, 2) € (i(G(T))* dquivalent zu

(=T, y) + (,2) = (=T, ), (y,2)) on =0

fir alle z € Dp. Das bedeutet, dass (y,2) € (i(G(T))* genau dann erfiillt ist, wenn
(Tx,y) = (x, z) fiir alle x € D7 gilt. Dies ist aber nach Proposition dazu #dquivalent,
dass y € Dy« gilt mit Ty = z. O

2.2 Eigenschaften von Kommutanten

Sei X ein Banachraum. Wir bezeichnen mit £(X) die Algebra der stetig linearen Ope-
ratoren auf X. Fir T € L(X) sei (1) = {S € L(X); ST = TS} der Kommutant von
T.

Lemma 2.7. Fiir ' € £(X) ist der Kommutant (T")" von T" abgeschlossen in der starken
Operatortopologie.

Beweis. Sei S € (T " und (Si)ier ein Netz in (T') mit SOT — lim; S; = S. Fir x € X
gilt dann mit der Stetigkeit von 7'

STr =lim S;Tx =limTS;x =T Sx.

Dies zeigt, dass ST = T'S fiir alle S € WSOT gilt und damit die Abgeschlossenheit von
(T')" in der starken Operatortopologie. O

Ist Dr ein Untervektorraum von X, so nennen wir eine lineare Abbildung 7' : Dy — X
skalare Abbildung, falls ein A € C existiert, sodass " = Alp, gilt. Dabei schreiben wir
1p, fiir die Abbildung 1p, : Dy — X, © — =.

Lemma 2.8. Sei Dr ein Untervektorraum von X und 7 : Dy — X eine lineare Abbil-
dung. Es gibt genau dann ein Tupel (z, T'z) mit linear unabhéngigen Komponenten x und

Tx, wenn T keine skalare Abbildung ist.

Beweis. Ist (x,Tx) € G(T) mit linear unabhéngigen Komponenten, so gilt Tz # Az fiir
alle A € C und damit auch 7' # A1p,. fiir alle A € C.
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Fiir die Riickrichtung zeigen wir die Kontraposition. Sei also G(7) der Graph einer linearen
Abbildung T : Dy — X, sodass x und Tz fiir alle x € Dy linear abhéngig sind. Fiir
x € Dr existieren damit A7, A\ € C mit A7 # 0 oder \] # 0, sodass \Jx + ATz = 0 gilt.

Ist A3 = 0, so ist A{ # 0 und aus der Identitit 0 + A\{z = 0 folgt x = 0. Das bedeutet
aber fiir alle x € Dr \ {0}, dass A\j # 0 und Tx = A7/ Az gilt. Setze A\, = A{/A3 fiir alle
z € Dy \ {0}.

Fir dim(Dy) € {0, 1} ist offensichtlich 7" = Al p,. fiir ein A € C erfiillt. Sei also dim(Dyr) >

2 und (e;);es eine Basis von Dr. Fiir zwei verschiedene Basiselemente e; und e; gilt dann
Ae; €5 T A, € = T +e;) = Ao, o, (€j +€i).
Dies ist dquivalent zu
(Ae; = Aej4er) € +(Aeg = Aej4e;) € = 0.

Aus der linearen Unabhéangigkeit der beiden Basisvektoren folgt nun A\, = A,. Fiir A = A,
fiir ein j € J folgt dann schon A\ = A, fiir alle 7 € J. Da eine lineare Abbildung eindeutig
durch die Bilder ihrer Basislemente festgelegt ist, gilt 7' = A1p,. O

Proposition 2.9. Fiir einen Operator 7' € L£L(X)\ Cly ist (7)) eine echte Teilmenge von
L(X).

Beweis. Da T € L(X)\ Cly gilt existiert nach Lemma [2.8|ein y € X \ {0}, sodass y und

Ty linear unabhingig sind. Setze das stetig lineare Funktional
f:LH{y, Ty} = C, ay+ Ty — «.
mit Hahn Banach zu einem Funktional f auf X fort. Definiere nun
F:X—> X, z— f(x)y.

Dann ist offensichtlich F' € £(X) und es gelten FT(y) = 0 sowie TF(y) =Ty # 0, da y
und Ty linear unabhéngig sind. Also gilt F' ¢ (T')". O
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2.3 Fixpunktsatze

Wir werden in diesem Abschnitt den Fixpunktsatz von Schauder beweisen, der uns hilf-
reich bei der Entwicklungen von Teillosungen der Transitive Algebra Conjecture sein wird.

Dabei gehen wir wie in [4] Kapitel 13 vor.

Satz 2.10 (Brouwer). Sei K C R™ eine kompakte, konvexe Menge. Jede stetige Funktion
f: K — K hat einen Fixpunkt, das heifit es existiert ein x € K mit f(z) = .

Einen Beweis hierzu findet man etwa in [3] Kapitel 3.
Um den Fixpunktsatz von Brouwer auf normierte Rdume zu {ibertragen, brauchen wir

folgendes kleines Lemma.

Lemma 2.11. Sei Y ein normierter Vektorraum iiber R oder C und fiir » > 1 seien
Yi,--.,Yr € Y paarweise verschieden. Dann ist die konvexe Hiille C({y1,...,y.}) der
Elemente yi,...,y, homéomorph zu einer konvexen kompakten Menge im R" fiir ein
n>1.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass C({y1,...,y.}) in Y kompakt ist. Sei dazu

B={(tr,....t); Y _t;=1yn]]l0,1] cR".
=1 =1

Mit der beziiglich der Relativtopologie von R" stetigen Abbildung
fiB =Y, (t)i— Ztiyi
i=1

gilt dann bekanntlich f(B) = C({y1,...,y,}). Da B C R" kompakt ist, ist auch f(B) =
C({y1,---,y:}) CY kompakt.

Sei M = LH{y1,...,y,} und n = dimg (M ). Dann existiert ein Vektorraumisomorphismus
® : M — R"™. Dieser Vektorraumisomorphismus ist stetig mit stetiger Umkehrabbildung

und induziert einen Hom&omorphismus

d:CUyr, ... ur}) = D,y )

auf eine konvexe kompakte Menge D im R". O
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Korollar 2.12 (Schauder). Sei Y ein normierter Raum. Ist B C Y konvex und K C B
kompakt, so hat jede stetige Funktion f : B — K einen Fixpunkt.

Beweis. Wir begriinden zunéchst, dass es reicht eine Folge (zy)ren in B mit
lim | f(2) — al| = 0 (2.1)
k—o00

zu finden.

In diesem Fall ist (f(xy))ren eine Folge in der kompakten Menge K. Damit existiert eine
Teilfolge (z, )nen von (zx)ken 80, dass die Folge (f(xk,))nen gegen ein x € K konvergiert.

Fiir alle n € N erhalten wir die Abschétzung

ek, — =l < ek, — fl@r)l] + 1/ (2r,) — =[]

Diese liefert mit Identitdt (2.1), dass (2, )nen ebenso Grenzwert x hat. Mit der Stetigkeit
der Norm ergibt sich schliefllich

Sei nun € > 0. Da K kompakt ist gibt es kq,..., k., € K paarweise verschieden mit

K c | JB.(k
=1
Wir definieren
K ={> tiks t1,....t, €[0,1] mit Zt 1} = C({ky,...,k}) C B. (2.2)
=1

Nach Lemma ist X homdomorph zu einer kompakten konvexen Menge im R™ fiir ein
n > 1. Wir definieren fiir ¢ = 1,...,r die Abbildung

fi: K —[0,00), v — max(0,e — ||z — ki)

10
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und weiter definieren wir die Abbildung

F:K—>K, xHiMl@
=1 ;fj@)

Dann ist F' wohldefiniert, denn fiir x € K existiert ein i € {1,...,7} mit x € B.(k;) und
damit f;(z) > 0. AuRerdem gilt nach Identit auch Bild(F) C K.

Als Maximum stetiger Funktionen sind alle f; (i = 1,...,7) und damit auch F stetig. Fiir
allet =1,...,r folgt aus x € K mit ||k; — x| > ¢, dass f;(z) = 0 gilt. So erhalten wir fiir
alle z € K die Abschitzung

1F@) — ol = 13 -FE g, g
112]2(33)

Nach Brouwers Fixpunktsatz (Satz -) existiert fiir die Abbildung 7" = Fo f|; : K-> K
ein x. € K C B mit x. = T(x.). Mit der Abschétzung von oben erhalten wir

1 (we) = @l = [[f(2e) = T(x) || = 1f (ze) = F(f(z))]| < e

Dies liefert also eine Methode um eine Folge (xy)gen aus B mit klim | f(zx) — k]| = 0 zu
—00
wahlen. []

2.4 Der Rieszsche Zerlegungssatz

In diesem Kapitel werden wir uns einen Beweis des Rieszschen Zerlegungssatz erarbeiten,
dabei orientieren wir uns am Beweis aus [10].
Seien X wieder ein Banachraum und L£(X) die stetig linearen Abbildungen auf X. Ist

A € L(X), so bezeichnen wir mit o(A) im Folgenden das Spektrum des Operators A

11
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und mit p(A) = C\ o(A) die Resolventenmenge von A. Mit (A)” kennzeichnen wir den

Bikommutanten von A, also die Menge
(A" = ((A") ={T € L(X); BT =TB fiir alle B € (4)'}.

Lemma 2.13. Ist A € £(X) ein stetig linearer Operator und sind M;, M, zwei komple-
mentire Unterrdume mit My, My ¢ {{0}, X}, die invariant unter A sind, so erhélt man

fiir das Spektrum von A die Identiat
0(A) = o(Ala,) Uo(Aln,).

Beweis. Setze Ay = Aly, und Ay = Alpy, Dann ist A = A; & Ay, da M; und M,
komplementire Unterrdume sind.
Es sei zuerst A € p(A). Fiir i = 1,2 ist offensichtlich (A1x — A)~ !y, das Inverse zu A;.

Sei umgekehrt A € p(A;) N p(Az) und z € X. Weiter seien m € M; und n € M, so, dass
x =m @ n gilt. Da M; und M, invariant unter A sind, gilt

((/\1]V11 — Al)_l D (/\].]\42 — AQ)_I)()\lx — A)I’
=((Ala, — A7 (Alag, — A2) ) ((Aary, — A)m @ (Mg, — A2)n)
:()\1M1 — Al)_1(>\1]wl — Al)m D ()\1”[2 — Ag)_l(A1M2 — AQ)TL

=mbdn==x
Genauso erhilt man, dass
(>\1X — A)(()\l]wl — Al)il @D <)\1M2 - Ag)il)x =X

gilt.
Damit ist (Alx — A) invertierbar in £(X) und es folgt A € p(A). O

Notation. Fiir n € N\ {0} und eine offene Menge U C C™ sei im Folgenden O(U, C) den
Vektorraum der holomorphen Funktionen f : U — C zusammen mit dem Halbnormsys-

tem (|| - ||x;)jen, Wobei (Kj)jen eine kompakte Ausschopfung von U ist und wir

H ’ HK]' : O(U7 C) — R7 f = sup ’f(Z)’

ZGK]'

12



2.4 Der Rieszsche Zerlegungssatz

setzen. Gilt n =1 und U C C, so schreiben wir fiir O(U, C) auch einfach O(U).

Satz 2.14 (Rieszscher Zerlegungssatz). Existieren fiir ein A € £(X) disjunkte abgeschlos-
sene Mengen o1 # () und 09 # () in C mit 6(A) = 01 U 09, so gibt es unter A invariante
Untervektorrdume My, My ¢ {{0}, X} mit X = M; @& M,, sodass o(A|y,) = o1 und
o(Aln) = o9 gilt.

Beweis. Das Spektrum o(A) C C ist kompakt. Damit sind o7 und o5 kompakt und es
existieren offene disjunkte Mengen Uy, Uy C C mit oy C Uy und oy C Us.

Definiere nun Yy, x2 durch

1, firzelU
Xl:U1UU2_>C7 Xl(z): )
0, firze U,
0, firzel,
x2: Ut UU; = C, xa(z) = .
1, fiir z € Uy

Da U; und U, disjunkt sind, gilt x1, x2 € O(U; U Uy). Definiere nun x;(A4) € (A)” und
X2(A) € (A)” durch den holomorphen Funktionalkalkiil.

Da der holomorphe Funktionalkalkiil ein Algebrenhomomorphismus ist, erhalten wir

X1(A)? = xi(4),  x2(A)?* = x2(4),
x1(A4) +x2(4) = 1x,  x1(A)x2(A) = 0.

Damit sind x;(A) und x2(A) komplementire Projektionen, das heifst fiir M; = Bild(x1(A))
und M, = Bild(x2(A)) gilt X = M; @ M,. Nach dem Spektralen Abbildungssatz gilt

o(xi(A)) = xi(a(A4)) = {0,1}

fiir i = 1,2,

Damit ist 1x — x;(A) nicht invertierbar, also ist x;(A) auch nicht die Nullprojektion und
damit M; nicht der Nullraum fiir ¢ = 1,2. Auferdem ist M; abgeschlossen als Bild einer
Projektion und damit wieder ein Banachraum fiir i = 1, 2.

Wegen x;(A) € (A)” kommutiert A mit der Projektion x;(A) fiir ¢ = 1,2. Das bedeutet

aber, dass M; ein invarianter Unterraum fiir A ist.

13



2 Grundlagen

Setze nun A; = A|y, und Ay = A|yy,. Wir miissen also noch zeigen, dass o(A;) = o7 und
0(Ay) = 09 gelten. Wir zeigen zu erst, dass 0(A4;) C oy gilt.
Sei dazu p ¢ o1 und setze U = U;N{\}“. Definiere nun die holomorphe Funktion f durch

L fiirzeU
f:UUU, —C, f(z)=< "~ )
0, fir z € U,

Definiere mit dem holomorphen Funktionalkalkiil die Abbildung f(A) € £(X) und die
Projektion X1|UUU2 (A) c ,C(X)
Wegen (1 — z) - f(2) = xa(2) fiir alle z € U U Uy und x1|pur, (A) = x1(A) folgt

fA) (plx = A) = (f - (b= 2))(A) = xa(A) = Par,,

beziehungsweise (ulx — A)f(A) = x1(A) = Py, Daraus ergibt sich aber sofort, dass
f(A)|u, das Inverses zu ply, — Ay in L(M;) ist. Damit ist also p ¢ o(A;) und es gilt
0(A;) C o1. Man erhilt mit der gleichen Argumentaition, dass o(As) C oy gilt. Die
umgekehrten Inklusionen folgen wegen o1 U 0o = 0(A4) = 0(A4;) Uo(Ay) aus Lemma

2.13l O
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3 Die Ergebnisse von Arveson

In diesem Kapitel werden wir uns mit Charakterisierungen von Transitivtit beschéiftigen
und einen Zusammenhang zwischen der Transitive Algebra Conjecture und der Invariant
Subspace Conjecture herstellen. Wir werden auferdem einige Ergebnisse aus [2] Kapitel
2 bereitstellen, die unsere wichtigsten Werkzeuge fiir die ndchsten Kapitel sein werden.

Sei im folgenden Kapitel immer X ein komplexer Banachraum mit Dimension dim(X) =

oo und L(X) die Algebra der stetig-linearen Operatoren auf X.

3.1 Transitivitat und Charakterisierungen

Fiir einen Operator 7' € £(X) und eine Unteralgebra A C L£(X) definieren wir

Lat(T) = {M C X abgeschlossener Untervektorraum; TM C M}
Lat(A) = {M C X abgeschlossener Untervektorraum; AM C M fiir alle A € A}.

Als hyperinvariante Unterrdume fiir einen Operator 7' € £(X) bezeichnen wir Untervek-

torraume von X aus dem Mengensystem
Hyp(T) = {M C X abgeschlossener Untervektorraum; AM C M fiir alle A € (T)'}.

Definition 3.1. Sei A eine Unteralgebra von £(X) und sei n € N\ {0} eine positive
natiirliche Zahl. Man nennt A n-transitiv, wenn fiir je n linear unabhingige Elemente
x1,...,T, € X und n beliebige Elemente y1, ..., y, € X eine Folge (A;);en in A existiert,
sodass

lim Az, = yy

j—oo
fiir k =1,...,n gilt.

Eine 1-transitive Algebra nennt man auch einfach transitiv.

15



3 Die Ergebnisse von Arveson

Bemerkung 3.2. (i) Eine Unteralgebra A von L£(X) ist genau dann transitiv, wenn

16

Lat(A) = {{0}, X} gilt.

Beweis. Sei zuerst A transitiv und sei {0} # M C X ein abgeschlossener A-
invarianter Untervektorraum. Fiir y € X und 0 # = € M gibt es eine Folge (4;) en
in A mit A;z =% y. Da M invariant unter A ist, ist A;x € M fiir alle j € N. Mit
der Abgeschlossenheit von M folgt y € M und insgesamt M = X.

Sei nun A nicht transitiv. Dann gibt es ein Vektor 0 # x € X und ein y aus X, sodass
y ¢ Az gilt. Existiert ein A € A, sodass = ¢ Kern(A) ist, so ist Az offensichtlich
ein fiir A invarianter, abgeschlossener, nicht trivialer Unterraum von X. Ist dagegen
x € Kern(A) fiir alle A € A, so erfiillt LH{z} diese Eigenschaft. O

Eine Unteralgebra A C £(X) ist genau dann n-transitiv fiir jedes n € N\ {0}, wenn
sie in £(X) dicht beziiglich der starken Operatortopologie ist.

Beweis. Sei zuerst A n-transitiv fiir alle n € N\ {0}. Seien 7" € £(X) und U
eine SOT- Umgebung von 7. Dann gibt es ein ¢ > 0 und m € N\ {0} mit ohne

Einschriankung linear unabhéngigen Vektoren x4,...,x,, € X, sodass

gilt.

Da A nach Vorraussetzung m-transitiv ist, gibt es ein A € A mit
[A(z) = T(xx)| < e

fir k=1,...,m. Damit ist A € U.

Sei umgekehrt A SOT-dicht in £(X) und seien fiir n € N\ {0} die Vektoren
Z1,...,%, € X linear unabhingig, sowie yi,...,y, € X. Nach dem Satz von
Hahn-Banach gibt es stetige Funktionale f; : X — C mit f;(z;) = 9,;, fiir alle

1,7 =1,...,n. Definiere

F: X=X, xHij(x)yj.

j=1



3.1 Transitivitdt und Charakterisierungen

Dann ist F' € £(X) und es gilt F'(x;) = y; fiiri = 1,...,n. Da A SOT-dicht ist gibt
es fiir alle k € Nein A, € A mit A, € F + (]H”I1 ..... -llan /2 -

Fiir j = 1,...,n folgt hieraus

lim Ay (z;) = F(z;) = y;.

k—o0
Also ist A n-transitiv fiir alle n € N\ {0}. O
(iii) Ist A n-transitiv, so ist A auch k-transitiv fiir k € {1,...,n}.

Beweis. Seien fiir k € {1,...,n} linear unabhingige Elemente z1,...2; € X und

beliebige Elemente v, ...,y € X gegeben. Da dim(X) = oo gilt, gibt es Elemente

Thal,---,Tn € X, s0dass x1,...Tk, Trit,- - ., T, linear unabhingig sind. Wihle nun
eine Folge (A4;),en aus A, sodass A; 2% =y firi=1,...,kund A, 2% =0
fiir i = k+1,...,n gelten. Hieraus folgt, dass A k-transitiv ist. a

(iv) Ist A eine Unteralgebra von L£(X), sodass A C L£(X) n-transitiv ist fiir ein n €
N\ {0}, so ist auch A n-transitiv.

Beweis. Sei dazu A C L(X) eine n-transtive Unteralgebra fiir ein n € N\ {0}. Seien
weiterhin xzy, ..., x, linear unabhingige Elemente aus X und seien yq,...,y, € X.

Da A n-transitiv ist existiert eine Folge (Bj)ren in A mit

lim Bpx; = y;
k—o0

firi=1,...,n.

Zu k € N existiert ein Operator Ay € A mit |4, — Bil| < 1/2%. Fiiri = 1,...,n

erhdlt man
| Arzi — yill
<Az — Brxi|| + | Bows — yill
<L B~ il
Firi=1,...,n erhalten wir damit Az; hoop y;. Also ist A auch n-transitiv. O

Satz 3.3. Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum mit dim(H) = oo. Ist A eine transitive Unteral-
gebra von L(H), so ist auch die Algebra A* = {A*; A € A} C L(H) transitiv.

17



3 Die Ergebnisse von Arveson

Beweis. Sei M € Lat(A*). Damit ist A*y € M fiir alle A € Aund y € M. Ist z € M+
und A € A, so erhélt man

(Az,y) = (z,A"y) =0

fiir alle y € M.

Daraus folgt AM* C M*, also M+ € Lat(A). Nach Voraussetzung ist A transitiv und
deswegen gilt Lat(A) = {{0}, X}. So erhalten wir M = M*+ € {{0}+, X1} = {{0}, X}.
Damit ist A* transitiv. O

Definition. Die Frage, ob jede transitive Unteralgebra A C £(X) schon n-transitiv fiir

alle n € N\ {0} ist, nennen wir auch ,,Transitive Algebra Conjecture “.

Mit dem folgenden Satz schlagen wir die versprochene Briicke zu der Invariant Subspace

Conjecture.

Satz 3.4. Folgt aus der Transitivitat einer Unteralgebra A C L(X) schon, dass sie n-
transitiv ist fiir alle n € N\ {0}, so erhalten wir fiir jeden Operator T' € £(X)\ Clx, dass

Hyp(T) # {{0}, X} gilt.

Beweis. Wir zeigen die Kontraposition. Sei also T' € £(X) \ Clx, sodass der Kommutant
(T')" von T nur die invarianten abgeschlossenen Untervektorrdume X und {0} hat. Aus
Bemerkung (i) folgt dann sofort, dass (T') transitiv ist.

Es ist aber (T")" nicht n-transitiv fiir jedes n € N\ {0}, denn sonst wiirde nach Bemerkung
Teil (ii) und Lemma [2.7] die Identitét

(T =" = £(X).
gelten.
Nach Proposition 2.9 steht dies im Widerspruch zu 7' € £(X) \ Cly. O

3.2 Werkzeuge der Transitive Algebra Conjecture

Fiir T € L£(X) definieren wir 7™ € £(X™) durch

T (zy, ... xy) = (Txy, ..., Txy).

18



3.2 Werkzeuge der Transitive Algebra Conjecture

Fir z € X mit ||z|| = 1 gilt |T2|| = |[T™(z,0,...,0)|| < |T™)]]. Nach Definition
der Operatornorm folgt daraus ||T| < [|[T™)]. Ist umgekehrt (x1,...,7,) € X™ mit
|(x1,...,2,)| = 1, so folgt

T @1,z = ) |1 Tl
i=1

n
<D AT
i=1

= I71]-

Und wieder aus der Definition der Operatornorm folgt |7 < ||T||. Dies zeigt, dass
die Abbildung £(X) — L(X"), T + T™ ein isometrischer Monomorphismus ist. Fiir
S C L(X) bezeichne S™ die Menge {S™); S € S}.

Definition 3.5. Fiir n > 2 nennen wir einen abgeschlossenen Untervektorraum M C X"

diinn, wenn fiir jedes (z1,...,x,) € M die Komponenten x1, ..., z, linear abhéngig sind.

Lemma 3.6. Sei N > 2 und sei A eine (N — 1)-transitive Unteralgebra von £(X). Sei
M ein diinner Untervektorraum von X7, der invariant unter A ist. Dann gibts es
A, A € CY mit (Mg, ..., \) # (0,...,0), sodass

N
M ={(z1,...,2x) € XV Y Az =0 fiiralle k =1,...,r}

i=1
gilt.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mit vollstdndiger Induktion iiber V.

Sei N = 2. Falls M C X {0} gilt, sosei My = {x € X; (x,0) € M}. Da M abgeschlossen
und unter A® invariant ist, sowie die Einbettung X — X2, y > (y,0) stetig ist, folgt,
dass M, ein abgeschlossener A-invarinater Unterraum von X ist.

Nach Voraussetzung ist A transitiv und damit ist My = {0} oder M, = X nach Bemer-
kung [3.2] (i). Daher gilt M = {0} @{0} oder M = X §{0}.

Etwa fiir Ay = (1,0) € C?> und Xy = (0,1 € C? im ersten Fall beziechungsweise A = (0,1) €
C? im zweiten Fall erhélt man die Behauptung.

Die gleichen Argumente liefern die gewiinschte Gestalt im Fall M C {0} € X.
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3 Die Ergebnisse von Arveson

Nun kénnen wir annehmen, dass (x1,25) € M existieren mit xq1, x5 # 0. Nach Vorausset-
zung ist M diinn, somit gibt es ein 0 # A € C mit 25 = Axy. Es gilt also (1, Az1) € M.
Da M unter A® invariant ist folgt fiir jedes A € A, dass

(Axy, Mzy) = AP (2, \zy) € M

gilt.

Da A transitiv ist erhalten wir Az, = X und mit der Abgeschlossenheit von M kénnen
wir daraus {(x, A\z); x € X} C M schliefen.

Wir zeigen nun, dass bei der Inklusion im letzten Absatz sogar Gleichheit gilt. Angenom-
men es gibe (yp,y2) € M, mit yo # Ay;. Da A transitiv ist gibt es auch eine Folge (A,,)nen
in A mit A,z =% y1. Aus der Abgeschlossenheit von M und der Invarianz unter A4
wiirde also

lim A,(f) (x1,A\z1) = (Y1, \y1) € M

n—0o0

folgen. Da M abgeschlossen unter Vektoraddition ist, wiirden wir (0,y, — A\y;) € M
erhalten, wobei yo — A\y; # 0 gilt. So wie im ersten Teil konnte man wegen der Transitivitit
von A nun {0} @ X C M schliefen. Wegen {(z, Az); z € X} C M wiirde daraus

(ya — Ay1,0) = (Y2, Aya) — (Ayr, A?y1) — (0, Ayo — N*y1) € M

folgen und damit wieder X @{0} C M. Aus den beiden letzten Inklusionen ergébe sich
X? C M. Da M diinn ist, erhielten wir dim(X) = 1, ein Widerspruch. Damit war unserer

Annahme falsch und wir erhalten
M = {($1,$2> ~ X2, )\1'1 — T9 = O},

also die Behauptung fiir N = 2.

Sei nun N > 2 und die Aussage fiir N — 1 wahr. Ist M = {0}, so ist die Behauptung
erfiillt fiir \; = e; € CV, i =1,..., N (dabei seien ¢; die N Einheitsvektoren in CV).

Es enthalte also M einen Punkt (z1,...,2x) # 0. Da M diinn ist sind zy,...,zx line-
ar abhingig. Seien ohne Einschrinkung die ersten » Komponenten zi,...,z, des Vek-
tors (z1,...,xx) € M linear unabhéngig fiir eine natiirliche Zahl 1 < r < N, sodass
LH{xy,...,z,} = LH{zy,..., oy} gilt. Fiir alle j = r+1,..., N seien ¢; = (¢x;)5_; € C7,
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3.2 Werkzeuge der Transitive Algebra Conjecture

sodass
Ty = Z Ck,j Tk
k=1

gilt.
AuRerdem setze d,+1 = ¢1 41 , dry2 = Cip42 5. .., Ay = c1,n. Wir zeigen nun, dass

{(,0,...,0,dp12,...,dyx) € XV, 2 € X} C M. (3.1)
gilt.
Seien dazu vy, . ..,y, € X. Nach Voraussetzung und Bemerkung [3.2] (iii) ist A r-transitiv.
Dazy,...,z, linear unabhéngig in X sind, gibt es eine Folge (A, )nen in A mit A,,x; - Yj

fiir j =1,...,r. Aukderdem folgt fiir r+1 < j < N, dass

T s

lim A,z; = lim ch,jAnxk’ = Z Cr,j Yk-

n—00 n—00
k=1 k=1

gilt.

Da M abgeschlossen und invariant unter AW ist, folgt damit

(Y1, Y2, -, Yr, Z Chyr+1Yks - - - Z Ck,Nyk:) € M.
k=1 k=1

Wahlt man y, = --- =y, = 0, so erhédlt man die Behauptung.
Nun setze My = {(z2,...,25) € XV71; (0,29,...,2x5) € M}. Dann ist M offensichtlich
AWN=1 invariant und als Urbild von M unter der stetigen Abbildung

XNil —>XN, ($2,...,$N) — (0,1’2,...,33‘]\[)

auch abgeschlossen.

Wir nehmen an, dass es ein Element in M, gibt, sodass die Komponenten o, ..., xx
linear unabhiingig sind. Daraus wiirde sich sofort My = XV ~! ergeben, denn A ist N — 1-
transitiv. So erhielte man {0} P X P---P X C M.

Wegen Inklusion (3.1)) wére dann (z,0,...,0) € M fiir ein x € X \ {0}. Aus der Tran-
sitivitdt von A und = # 0 wiirde folgen, dass X {0} @ --@P{0} C M gilt. Beides

zusammen ergibe X~ C M.
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3 Die Ergebnisse von Arveson

Da X aber unendlichdimensional ist, gibt es N linear unabhingige Elmente in M und
damit ist X C M ein Widerspruch zur Diinnheit von M. Dies zeigt, dass M, ein diinner
Untervektorraum von XV ~1 ist.

Wendet man nun die Induktionsvoraussetzung auf My an, so erhdlt man fiir k=1,... s

Tupel
A= (Me2, Aesy - - Apy) € CVTH

mit (A, ..., ) # (0,...,0), sodass

N
My = {(xg,...,2y5) € X1 Z/\kvixi:()fﬁr alle k =1,...,s}.

=2

gilt.

Nun zeigen wir nur noch, dass
N N
M ={(xy,...,zN) € XN, Z)\lmxl - Z Meidizy = 0 fiir alle 1 < k < s}.
=2 i=r+1
gilt.

Ergénzen wir Ay um die Komponente — Zfirﬂ Aiid; € Cfiir k = 1,...,s, so beendet

dies den Beweis.

Sei zunéchst (z1,...,zy) € M. Aus Inklusion (3.1)) folgt dann
(1’1, O, c. ,O,dr+1$1, ceey dN£171> e M.

Durch Subtraktion der beiden Vektoren erhilt man, dass

(0,29, ..., Tp, Tpy1 — dypy121, ..., &n —dyxy) €M

gilt.
Damit ist (2o, ..., Ty, Tpy1 — dpi121, . ..,y —dy1) € My und man erhélt fir k=1,... s

wie gewiinscht

N N r N
=2 1=2

1=r+1 i=r+1
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3.2 Werkzeuge der Transitive Algebra Conjecture

Sei nun umgekehrt (zy,...,2y) € XV, sodass Identitit (3.2)) erfiillt ist. Es folgt direkt,

dass

(2, ..., Tp, Tpy1 — dp121, ..., &N — dyxy) € M
und damit
(0,29,..., 2, Zpp1 — dr1 21, ..., &N — dyxy) € M.
gilt.
Wieder mit Inklusion (3.1)) ist auch (z1,0,...,0,d,1121,...,dy2z1) € M. Durch Addition
der beiden letzten Vektoren folgt damit (z1,...,2y5) € M. O

Definition 3.7. Sei Dy C X ein Untervektorraum, A eine Unteralgebra von £(X) und
T : Dy — X eine lineare Abbildung. Wir sagen, dass T" mit A kommutiert, wenn fiir
jedes A € A schon ADy C Dy und AT = T A auf Dy gelten (wir schreiben dafiir auch
AT C TA).

Bemerkung 3.8. Ist A eine Unteralgebra von £(X) und 7' : Dy — X eine lineare Abbil-
dung definiert auf einem Untervektorraum Dy C X, so kommutiert 7' genau dann mit A,

wenn G(T) C X? ein unter A® invarianter Untervektorraum ist.

Beweis. Es gelte zu erst AT C TA fiir alle A € A. Fiir alle x € Dy und alle A € A ist
nach Voraussetzung Az € Dy und damit gilt

AP (2, Tx) = (Az, ATz) = (Az, TAzx) € G(T).

Also ist G(T') ein A®-invarianter Untervektorraum von X?2.

Ist umgekehrt G(T') C X? ein invarianter Untervektorraum von A®, so erhalten wir fiir
alle v € Dy und alle A e A

AP (z,Tz) = (Az, ATz) € G(T).

Damit ist Az € Dy fiir alle A € A und aus (Az, ATz) € G(T) folgt, dass TAx = ATz
fiir alle A € A gilt. Damit ist AT C T A fiir alle A € A. O
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3 Die Ergebnisse von Arveson

Proposition 3.9. Sei (H, (-, -)) ein Hilbertraum mit dim(H) =ocound 7': H D Dy — H
ein dicht definierter linearer Operator. Ist A eine Unteralgebra von £(H) und kommutiert
T mit A, dann kommutiert 7* : Dy« — H mit A* = {A*; A € A}.

Beweis. Sei A € Aund y € Drp-. Fiir alle x € Dr gilt Az € D7 und wir erhalten damit,
dass
(Tx, A*y) = (ATx,y) = (TAx,y) = (Ax, T"y) = (x, A*T"y)
fiir alle x € Dy gilt.
Daraus folgt A*y € Dy« und T* A*y = A*T*y, also die Kommutativitdat von T mit A*. [

Satz 3.10. Fiir N > 1 sei A eine N-transitive Unteralgebra von £(X). Ist M ein abge-
schlossener Untervektorraum von XN+, der unter AN*Y invariant ist, dann hat M eine

der folgenden Gestalten:
(i) M =XNTL,
(ii) Es gibt A\y,... A, € CNTLmit (Ay,..., )\,.) # (0,...,0), sodass
N+1
M ={(z1,...,on0) € XV DY Ny =0, firk=1,..., N +1}
i=1

gilt.

(iii) Es existiert ein dichter Untervektorraum D C X und lineare Abbildungen T, ..., Ty :
D — X, die mit A kommutieren, sodass

M = {(z,Tox,..., Tyz) € XV 2 € D}

gilt.

Beweis. Ist M diinn, so hat M nach Lemma [3.6| die Gestalt (ii).
Es enthalte im Folgenden also M einen Punkt (uy, ..., uyy1) dessen Koordinaten uy, ..., uyny

linear unabhéingig sind. Wir unterscheiden zwei Félle.

Fall 1. Es gibt Vektoren ys, ..., ynyy1 € X mit (yo,...,yns1) # (0,...,0), sodass

(07y27"'7yN+1) S M
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3.2 Werkzeuge der Transitive Algebra Conjecture

gilt.

Wiéhle eine maximal linear unabhéngige Teilmenge von {ys, ..., yny11}. Es bezeichne ohne
Einschrankung {ys,...,y,} diese Menge fiir 2 <r < N + 1.

Fiir r+1 < j < N + 1 gibt es nun Skalare p;;, € C (2 < k <), sodass y; = Y ., _ [ kU
gilt. Da A N-transitiv ist, r — 1 < N gilt und ys, ..., y, linear unabhéingig in X sind, gibt
es eine Folge (Ay)nen in A mit A,y; =3 w; firalle j =2...r. Firr+1<j < N +1
folgt daraus

lim Any] = nh—>nc}o Z /vLj,kAnyk = Z Hg kW -
k=2 k=2

n—oo

Damit erhalten wir

n—o0

lim A;N-‘rl) (07 Ya, ... 7yN+1) = (07 U2, ..., Uy, Z Hr+1,6UEs - - - Z uN-i—l,kuk)- (33)
k=2 k=2

Da M abgeschlossen und unter AN+ invariant ist, ist der Vektor aus (3.3) ein Element

von M. Man kann ihn nun von (uy,us, ..., uy;1) subtrahieren und erhalt
T T
(u1,0,...,0,upyy — Zﬂrﬂ,kuk, o UNFL — Z pn+1EUE) € M. (3.4)
k=2 k=2

Die nicht-Null-Eintrige des Vektors aus (3.4]) sind linear unabhéngig. Denn seien ¢y, ¢, 41, . .
C Skalare mit

T T
c1ug + Gy (Upgr — 5 Pt gUk) + - -+ ener (Ungr — 5 pUN+1pUg) = 0.

k=2 k=2
Dies ist dquivalent zu
N+1 N+1
C1Uy + Crgp1Upgr + -+ evprun1 — ( E Cilj2)us — -+ — ( E i) ur = 0.
j:rJ,»l ]:r+1
Aus der linearen Unabhéngigkeit von wuy,...,uyy; folgt nun, dass ¢; = ¢,01 = -+ =

cy+1 = 0 sind.

N+1

Nach Voraussetzung ist M abgeschlossen und invariant unter AN+Y . Aus der linearen

Unabhéngigkeit der N —r+2 nicht-Null-Eintrége in (3.4) und der (N —r+2)-Transitivitét
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3 Die Ergebnisse von Arveson

von A (r > 2) folgt, dass die abgeschlossene Bahn des Vektors aus (3.4) unter AN+ in
M enthalten ist, sprich

{(ZL'l,O,...,O,ZL‘T+1,...,ZL‘N+1); J]ZGX}CM (35)

Damit ist insbesondere (u,0,...,0,u.11,...,uny1) € M. Da M abgeschlossen unter
Vektoraddition ist folgt

(Ul,UQ, . 7UN+1> — (ul,O, e ,O,UT+1, Ce 7UN+1)

=(0,ug,...,u,0,...,0) € M.

Mit den gleichen Argumenten wie zuvor, folgt aus der (r — 1)-Transitivitit von A (r <
N + 1) die Inklusion

{(0,29,...,2,,0...,0); z; € X} C M. (3.6)

Da M abgeschlossen unter Vektoraddition ist, ergibt sich aus (3.5) und (3.6|) die Inklusion
XN*TL C M. Dies liefert gerade die Gestalt aus (i).

Fall 2. Es gelte nun fir ys,...,ynvs1 € X, dass aus (y2,...,ynvs1) # (0,...,0) schon
(0,92,...,yny1) &€ M folgt. Beziehungsweise es gelte die hierzu dquivalente Kontrapositi-
on, sind (0,2, ...,yns1) € M fiir yo,...,yns1 € X, so gilt schon yo = -+ = yy41 = 0.

Wir definieren nun
7 XN X (2, o) 1
und fir £k =2,..., N + 1 definiere
T XV X2 (my, .. ang) = (30, ).

Wir erhalten 7AN+) = Ar und 7, AN+ = A@ 7, fiir k=2,..., N + 1.

Fiir den lineare Unterraum D := 7(M) gilt wegen der Invarianz von M unter AN+Y
damit AD C D und auch AD C D, da alle Elemente aus A C £(X) stetig sind. Aus
Bemerkung [3.2] (i) folgt daher, dass entweder D = {0}, oder D C X dicht ist.

Ist D = {0}, so gilt 1 = 0 fiir alle (21,2, ...,2541) € M. Damit sind aber die Kompo-
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3.2 Werkzeuge der Transitive Algebra Conjecture

nenten der Elemente von M immer linear abhéingig und M ist diinn. Dieser Fall fiithrt zu
Gestalt (ii), wie wir bereits gesehen haben.

Wir kénnen nun also annehmen, dass D dicht in X ist. Fir £ = 2,..., N + 1 folgt aus
AT = A@ . fiir alle A € A und der Invarianz von M unter AN+ dass 7, (M)
ein fiir A® invarianter Untervektorraum von X2 ist. Ist (0, ;) € mx(M) mit 2, € X, so

existieren x; € X fiir j # k, sodass
(0,.1'2,...,.%’k,...,$N+1) eM

gilt.

Nach Voraussetzung ist damit x,,...,zy11 = 0, also insbesondere auch z, = 0. Zusam-
menfassend gilt also (0,x) € mp(M) impliziert x =0 flir k =2,...,N + 1.

Aus dem Beweis zu Proposition[2.2|folgt fiir k = 2,..., N+1, dass mx (M) der Graph einer
linearen Abbildung ist. Diese linearen Abbildungen sind auf D = w(M) definiert. Seien
nun Ty : D — X die Abbildungen, sodass G(T}) = (M) fir k =2,..., N + 1 gilt.Nach
Bemerkung kommutieren fiir £ = 2,..., N + 1 die Abbildungen 7}, mit A, da ihre
Graphen G(T}) = m,(M) fiir k = 2,..., N + 1 unter A® invariante Untervektorriume
von X? sind.

Ist (z1,...,2N4+1) € M, so ist damit zp = Ty(z1) (k= 2,...,N + 1). Damit gilt fiir den
dichten Untervektorraum D von X und die auf D definierten, mit A kommutierenden
linearen Abbildung T, k =2,..., N + 1 die Identiit

M = {(z,Tox,...,Tnyz) € XV x € DY,
Also entspricht in diesem Fall M der Gestalt in (iii). O

Korollar 3.11. Sei A eine transitive Unteralgebra von £(X). Die Algebra A ist genau
dann nicht 2-transitiv, wenn eine abgeschlossene dicht definierte nicht skalare lineare
Abbildung T': X D Dr — X existiert, die mit .4 kommutiert.

Beweis. Es existiere zu erst eine abgeschlossene nicht skalare dicht definierete lineare
Abbildung T': X D Dy — X, die mit A kommutiert.

Angenommen A ist 2-transitiv. Da 7" nicht skalar ist, existiert nach Lemma[2.8ein y € Dy,
sodass y und T'(y) linear unabhéingig sind. Aus der 2-Transitivitit von A folgt, dass die
Menge {(Ay, ATy) € X?; A € A} in X? dicht liegt. Da A mit T kommutiert erhalten
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3 Die Ergebnisse von Arveson
wir fiir alle A € A
(Ay, ATy) = (Ay,TAy) € G(T)

also {(Ay, ATy) € X? A € A} C G(T). Mit der Abgeschlossenheit von G(T') folgt
daraus X? = G(T). Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass G(T) der Graph einer
linearen Abbildung ist und damit kénnen Punkte der Form (0, z) mit = # 0 kein Element
von G(T) sein. Also war unsere Annahme falsch und A ist nicht 2-transitiv.

Sei umgekehrt A nicht 2-transitiv. Es existieren also linear unabhéngige Elemente xg, 3o €
X, sodass die Menge My = {(Axg, Ayy); A € A} nicht dicht in X? ist. Sei M der Abschluss
von M, in X?. Offensichtlich ist M ein unter A® invarianter Untervektorraum von X.
Wire M diinn, so wiirde wegen der Transitivitit von A aus Lemma folgen, dass
Skalare A\, Ay € C existieren mit (Aj, Ay) # 0, sodass fiir alle A € A die Identitét

)\1Al’0 + )\QAyo = A(}\ll'o -+ )\Qyo) =0

gilt.

Daraus wiirde insbesondere folgen, dass A(A1xg + Aayo) = {0} ist. Nun ist aber A transitiv
nach Voraussetzung ud so miisste \jxg + Aoyo = 0 sein, ein Widerspruch zur linearen
Unabhingigkeit von zy und .

Es ist also weder A diinn, noch gilt M = X2 Da M nun aber invariant unter A?
und A transitiv ist, folgt aus Satz [3.10] dass M die Gestalt aus (iil) bestitzt. Damit
existiert eine dicht definierte lineare Abbildung 7' : D — X, die mit A kommutiert,
sodass M = G(T) gilt. Auferdem ist T" abgeschlossen, da M abgeschlossen ist und 7" ist

keine skalare Abbildung, denn sonst wéire M diinn. O

Definition 3.12. Sei N > 2 und sei A eine Unteralgebra von £(X). Ein unter A®M)
invarianter abgeschlossener Untervektorraum M von X~ nennt man invarianter Gra-
phenunterraum fir AN, falls lineare Abbildungen Tb,..., Ty existieren, die auf einem

dichten Untervektorraum D C X definiert sind und mit A kommutieren, sodass
M = {(z,Tyx,..., Tyx); x € D} c XV

gilt.
Die Abbildungen 75, ..., Ty nennen wir die Graphenabbildungen von M.
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Bemerkung 3.13. Fiir den Fall N = 2 entsprechen die invarianten Graphenunterrdume
M C X? gerade den Graphen der abgeschlossenen dicht definierten linearen Abbildungen,

die mit A kommutieren.

Korollar 3.14. Sei N > 2 und sei A C L(X) eine N-transitive, aber nicht N+1-transitive
Unteralgebra. Dann existiert ein invarinater Graphenunterraum M C XN+ fiir ANFD,

sodass fiir die Graphenbbildungen T, ..., Ty, mit
M = {(z,Thx,...,Tyyiz); v € DY c XV

keines der T; abschliefbar ist fiir i =2,..., N + 1.

Beweis. Sei fiir N > 2 die Unteralgebra A C £(X) N-transitiv, aber nicht N +1-transitiv,

dann gibt es linear unabhéngige Vektoren z1,...,xny1 € X, sodass der Untervektorraum
{(Al’l,...,AIN_;,_l); AEA} c XN+t (37)

nicht dicht ist. Sei M der Abschluss der Menge aus (3.7)).
Wir zeigen zu erst, dass M nicht diinn ist. Angenommen M ist diinn. Da M offensichtlich
AN+ invariant ist und die Algebra A N-transitiv ist wiirden nach Lemma [3.6| Skalare

Aty .. ., Ana1 € C existieren, sodass

N+1

i=1

fiir alle A € A gilt.

Aus der Transitivitit von A wiirde A\jx; + Aoxo ... Ay 121 = 0 folgen, dies bedeutete
aber ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von zy,..., 2y € X. Damit ist M
nicht diinn.

Da M ein AN*D.invarianter abgeschlossener Unterraum von XV+! ist, aber weder M
diinn ist noch M = X" gilt, folgt aus Satz dass M die Gestalt unter (iii) hat.
Das bedeutet, dass lineare Abbildungen T5, ..., Ty existieren, die auf einem dichten

linearen Unterraum D von X definiert sind und mit A kommutieren, sodass
M ={(z,Thx,...,Typz) € XN 2 € D}

gilt.
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3 Die Ergebnisse von Arveson

Also ist M ein invarianter Graphenunterraum fiir AN+,

Es bleibt zu zeigen, dass keines der T} abschlieRbar ist fiir j = 2,..., N +1. Angenommen
es gibe ein i € {2,..., N +1}, sodass T : D — X abschliekbar ist. Sei 7} die kleinste ab-
geschlossene Abbildung mit T; C T; aus Bemerkung . Wegen G(T;) C G(T;) wire auch
T; dicht definiert. Da dann AXG(T;) C G(T;) beziehungsweise A?G(T;) C G(T;) und
G(T;) = G(T;) gelten wiirde, wiirde aus Bemerkungfolgen, dass T; mit A kommutiert.
Nach Voraussetzung ist A wenigstens 2-transitiv, damit wiirde nach Korollar fiir
T, ein Skalar \; € C existiert, sodass 7; = \;1 auf dem Definitionsbereich Dz von T,

gilt. Es wiirde also insbesondere T; = \;1 auf D gelten. Das bedeutet aber, dass in M die
Komponenten 1 und 7 linear abhéngig sind und damit alle Komponenten von M. Demnach

ware M diinn, ein Widerspruch. O

Wir kénnen nun mit unseren neugewonnenen Erkentnissen leicht die Voraussetzungen aus

Satz abschwichen.

Korollar 3.15. Ist jede transitive Algebra A C £(X) schon 2-transitiv, so erhalten wir
fiir jeden Operator T' € L(X) \ Cly, dass Hyp(T) # {{0}, X} gilt.

Beweis. Wir zeigen wieder die Kontraposition. Hat 7" € £(X) \ Clx nur die trivialen
hyperinvarianten Unterraume X und {0}, so ist (7')’ transitiv nach Bemerkung (i). Es
ist (7') nicht 2-transitiv, sonst wire nach Korollar die einzigen abgeschlossenen dicht
definierten linearen Operatoren, die mit (7)" kommutieren skalare Abbildungen. Da wegen
der Stetigkeit von T offensichtlich G(T") abgeschlossen ist, bedeutet dies ein Widerspruch
T e L(X)\Cly . O
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4 Transitive Algebra Conjecture und

Anwendungen

Wir werden in diesem Kapitel zwei Félle betrachten, in denen die Transitive Algebra
Conjecture im positiven Sinne beantwortbar ist. Ist ein unendlichdimesionaler Banach-
raum X gegeben und enthélt eine transitive Operatoralgebra A C £(X) einen Operator
F € F(X) endlichen Rangs, der nicht der Null-Operator ist oder einen kompakten nicht-
Null-Operator K € K(X), so ist A schon n-transitiv fiir alle n € N\ {0}.

Dabei benutzen wir im Wesentlichen die Hilfsmittel zur Charakterisierung der 2-Transitivitat
und n-Transitivitat fiir n > 2 aus Kapitel um die Beweise fiir den Hilbertraum Fall
aus |10] Kapitel 8 auf den Banachraum zu iibertragen. Vergleiche auch [9] Kapitel V.

Als direktes Korollar dieser Ergebnisse erhalten wir den Satz von Lomonosov. Damit
werden wir uns im zweiten Teil dieses Kapitels wieder der Invariant Subspace Conjecture

widmen und einige schéne Ergebnisse aus [7] présentieren.

4.1 Teillosungen fiir bestimmte Klassen von

Operatoralgebren

Sei wieder X ein komplexer Banachraum mit dim(X) = oo und es bezeichne £(X) wieder
die Menge der stetig linearen Operatoren auf X. Wir bezeichnen mit F(X) C £(X) die
stetig linearen Operatoren endlichen Ranges und mit I(X) C £(X) die kompakten stetig

linearen Operatoren.

Lemma 4.1. Sei A eine transitive Unteralgebra von £(X). Hat fiir alle N > 2 jede
Graphenabbildungen jedes invarianten Graphenunterraums fiir AV) einen Eigenwert, so
ist A n-transitiv fiir alle n € N\ {0}.

Beweis. Wir zeigen im ersten Schritt, dass fiir jedes N > 2 und jeden invarianten Gra-

phenunterraum fiir A" die zugehorigen Graphenabbildungen skalare Abbildungen sind.
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4 Transitive Algebra Conjecture und Anwendungen
Sei dazu N > 2 fest und
M = {(2,Ty,...,Tyx); v € D} C X~

ein fester invarianter Graphenunterraum fiir A®).

Nach Voraussetzung existiert ein Element 0 # x5 € D und ein Skalar Ay € C mit Tozs =

)\21’2. Setze
Dy ={x € D; Toa = Xz} # {0}.

Ist z € Dy C D, so gilt ToAx = ATox = XAz fiir alle A € A. Also ist Dy # {0} ein
unter A invarianter Untervektorraum von X. Da A nach Voraussetzung transitiv ist, ist
D, nach Bemerkung [3.2] (i) dicht in X. Setze

MQ = {(l’, )\QQI,TgCL’, . ,TNJI); x € DQ}

Da D, invariant unter A ist und 75, . . ., Ty mit A kommutiert, kommutiert auch 75| p,, ..., Tn|py

mit A. Also ist M, invariant unter AWM.

Wir zeigen als nichstes, dass M, abgeschlossen ist. Sei dazu (xy)ken eine Folge in Dy und

(I7y27 R 7yN) < XN mit
kli{go(xlﬁ )\lem T3.Tk, s aTka) = (:B7 Y2y ... ayN>
Da M abgeschlossen ist folgt aus Dy C D, dass (z,s,...,yn) € M gilt. Daraus erhalten
wir y; = Tx fiir © = 2, ..., N. Insbesondere gilt Toxr = yy = klim Ao = Aoz, also x € Ds.
— 00
Daraus folgt

(, Y2, .. yn) = (x, oz, T3z, ..., Tyx) € Ms.

Insgesamt ist also M, wieder ein invarianter Graphenunterraum fiir A,

Nach Vorraussetzung hat die Graphenabbildung T3|p, einen Eigenwert A3 € C und dazu
einen Eigenvektor 0 # x3 € Dy. Setze

D3 = {I’ S DQ, T3x = )\3&7}

Wegen Ds; # {0} folgt wie zuvor aus der Kommutativitidt von T3|p, mit A4 und der
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Transitivitit von A, dass D3 ein dichter Untervektorraum von X ist, der unter A invariant

ist. Setze
M3 = {(ZE, A2$,A3CE7T4I', .. TN:E), T € D3}

Wie zuvor zeigt man, dass M; ein invarianter Graphenunterraum fiir A®) ist.

Induktiv erhilt man nach endlich vielen Schritten einen in X dichten Untervektorraum
Dy C D mit Tj|p, = M\ilpy fir i =2,..., N, der unter A invariant ist und einen in XN

abgeschlossenen unter A™) invarianten Untervektorraum
My = {(z,\z,..., An2); v € Dy} C M,

wobei Mg, ..., Ay € C Sakalare sind.

Es ist nur noch zu zeigen, dass My = M gilt. Sei dazu y € X. Da Dy C X dicht ist,
existiert eine Folge (yx)ren in Dy mit yg oo y. Aus der Abgeschlossenheit von My

folgern wir

]€11_>I£10(yk, )\ka, ey )‘Nyk) - (y7 /\2% s »/\Ny) € MN
und damit auch y € Dy. Mit Dy C D erhidlt man Dy = D = X, also auch
T; =T;|lpy = MNilpy = Nilp

fiir ¢ = 2,..., N. Damit ist die Behaptung gezeigt.

Im zweiten Schritt zeigen wir, dass A n-transitiv ist fiir alle n > 2.

Sei dazu D C X dicht und T : D — X eine abgeschlossene lineare Abbildung, die
mit A kommutiert. Nach Bemerkung und ist der Graph G(T) ein invarianter

Graphenunterraum fiir A und so folgt aus dem ersten Teil des Beweises, dass ein Skalar
A € C existiert mit 7" = Al p. Aus Korollar folgt damit die 2-Transitivitdt von A.

Sei N > 2 und M ein invarianter Graphenunterraum fiir A®). Fiir die Graphenabbil-
dungen T; : D — X (i = 2,..., N) existieren nach dem ersten Teil des Beweises Skalare
Ao, ..., Ay € C, sodass T; = \;1p fiiralle s = 2,..., N gilt. Fiir 2« = 2,..., N erhalten wir
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wegen D = X die Identitét

G(T;) = {(x,\x); v € D} ={(z, \iz); x € X}
Der Vektorraum M ist abgeschlossen und so folgt
M =M ={(x, \oz,..., \y2); v € X},

also D = X und damit auch G(T;) = G(T;) fir i = 2,..., N.
Aus Korollar und der 2-Transititdt von A folgt induktiv, dass A n-transitiv fiir alle
n > 2 ist. m

Satz 4.2. Sei A eine transitive Unteralgebra von £(X). Gilt AN F(X) # {0}, so ist A
n-transitiv fir alle n € N\ {0}.

Beweis. Wir wollen Lemma benutzen, um die Aussage zu zeigen. Seien also N > 2

und dazu
M = {(z,Thz,...,Tnx); x € D}

ein invarianter Graphenunterraum fiir AN). AuRerdem gelte F' € A fiir einen Operator
F e F(X)\{0}.

Wir zeigen zuerst dass Bild(F') C D gilt. Sei y = F(z) fiir ein x € X. Der Unterrvektor-
raum D ist dicht in X, also gibt es eine Folge (zj)gren in D mit xy, "2% . Da D unter
A invariant ist, folgt F'(x;) € D fiir jedes k € N. Damit ist (F(xy))ken eine Folge in
D N Bild(F). Der UnterraumD N Bild(F) C Bild(F) ist endlich dimensional, also auch
abgeschlossen in X, so erhalten wir mit der Stetigkeit von F', dass

y = F(z) = lim F(z) € DNBild(F) C D

k—o0

gilt. Dies zeigt insgesamt Bild(F) C D.

Da T; fir i« = 2,... N mit A kommutiert folgt daraus insbesondere FT; = T;F auf D
firi =2,...,N. Da D C X dicht ist, existiert fiir y € Bild(F') eine Folge (xj)ken in D
mit F(zz) =% y. Wegen dim(Bild(F)) < oo ist Ti|gnace fiir i = 2,..., N ein stetiger
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Operator. Wir erhalten

Tiy = (E’Bild(F))(]}Lrgo Fuxy)
= lim (T5|giacr)) For
k—o0

= lim FTz; € Bild(F)
k—o0

fiiri =2,...N.
Nach Voraussetzung ist Bild(F') # {0} ein endlich dimensionaler komplexer Vektorraum.
Fir : = 2,..., N hat damit die lineare Abbildung

einen Eigenwert, der auch ein Eigenwert von T ist. Mit Lemma [4.1] folgt die Behauptung.
O

Das nédchste Ergebnis wird ein Hauptwerkzeug in den folgenden Untersuchungen transiti-

ver Algebren sein. Es ist unter dem Lemma von Lomonosov bekannt.

Lemma 4.3. Sei A C £(X) eine transitive Unteralgebra. Dann existiert fiir jeden kom-
pakten Operator 0 # K € L£(X) ein Operator A € A und ein Vektor 2 € X \ {0}, sodass
KAx = x gilt.

Beweis. Sei 0 # K € L(X) ein kompakter Operator. Es gelte ohne Einschriankung || K|| =
1, sonst ersetze K durch K/|| K. Sei y € X so, dass ||Ky|| > 2 gilt. Es sei

Bi(y) ={z € X; |ly —=f| <1}

die offene Kugel um y mit Radius 1. Fiir x € By(y) gilt dann |[Kz — Ky|| < 1. Mit der

umgekehrten Dreiecksungleichung folgt daraus
Kz = || Kz — Ky|| — [ Kyl]| > 1.

Aus dieser Abschitzung folgt 0 ¢ K(Bi(y)) = D. Da K kompakt und linear ist, ist
D C X kompakt und konvex.

Mit der Transitivitit von A konnen wir Az = X fiir alle € X \ {0} schlieken. Da B (y)
in X offen ist gibt, es also fiir alle x € X'\ {0} ein A, € A mit A,z € By(y). Insbesondere
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ergibt dies z € A_!(B1(y)) fiir alle z € D. Da D kompakt ist, existieren Ay, ..., A, € A,

sodass
D c | JAT (Biw)).
i=1

gilt.
Definiere nun die Abbildung r : Ry — R, r(¢) = max(0,1 — ¢). Dann ist r eine stetige
Abbildung mit r~'({0}) = [1, 00). Definiere weiter
~ (A —yl)
=t (47 =yl

j:

f:D— Bi(y), f(z)= Ax.

Wir zeigen zunéchst, dass f wohldefiniert ist. Ist z € D, so gibt es ein j € {1,...,n} mit
A;x € By(y) und damit r(||A;z —y|) > 0.

Nun miissen wir noch die Inklusion Bild(f) C Bi(y) zeigen. Ist ||A;z — y|| > 1 fiir ein
j€{L,...,n}, so folgt 7(||A;x — y||) = 0. Damit konnen wir fir z € Dund j =1,...,n

schliefsen, dass
r([[ Az —ylDl[Asw — yll < r(l4;2 —yl) (4.1)

gilt.

Firz € Dund j € {1,...,n} mit A;z € B;(y) ist die Ungleichung aus (4.1 sogar strikt.
Fiir alle x € D folgt daraus

@) -yl =13 Az =Dy
=S (e - )

i=1 ZIIT(!\AM—Z/H)
J:

und damit letztendlich die Wohldefiniertheit von f.
Als Verkettung stetiger Funktionen ist f und damit auch FF = Ko f: D — D stetig.
Nach dem Fixpunktsatz von Schauder (Korollar [2.12)) existiert ein x € D mit F(z) = =.
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Definiert man nun

n

=13 T(!!ij —yll)

J=1

soist A € Amit KAz = F(z) = . O

Lemma 4.4. Sei 0 # K € K(X) und sei 0 # A € o(K). Dann existieren beschrinkte
offene Mengen U;,U; € C mit Uy N Uy = 0, sodass A € Uy und o(K) \ {\} C U
gelten. Weiter kann man U; und U, so wihlen, dass fiir C = U; U U, die Menge C \ C
zusammenhéngend ist und eine stetige Funktion x : C' — C mit x|y,ur, € O(Int(C)) und

X|v, = 1 sowie x|y, = 0 existiert.

Beweis. Sei 0 # K € IC(X) und sei 0 # X € o(K). Es ist 0 € o(K) der einzige Hiufungs-
punkt des Spektrums. Damit ist o(K) N D)y2(0)¢ endlich, sei etwa o(K) N D)y 2(0)¢ =
{A\ p1, ..., pn ) fiir ein n € N.

Da A, 1, ..., iy isolierte Punkte von o(K) sind existieren ey, > 0unde¢; >0 (i =1,...,n)
so, dass die Abschliisse der Kreisscheiben D, (A) und D.,(y;) paarweise disjunkt sind.
Auferdem kann man £, und ¢; so klein wéhlen, dass fiir die i € {1,...,n} mit || > |A|/2
die abgeschlossenen Kreise D)y /2(0), D, (A) und D¢, (u;) paarweise disjunkt sind.
Definiere nun Uy = D)y 2(0) U Lnj D, (11;) und Uy = D, ()\). Damit ist C = U; UU, C C

i=1

eine kompakte Menge mit

C = D2(0) U

Daraus ergibt sich insbesondere, dass Int(C) = U; U U, gilt. Aukerdem gilt nach Wahl
von €, und der ¢; (i = 1,...,n), dass C\ C zusammenhéingend ist.

Definiere nun die Funktion y durch

1, fiirze U,

x:U1UU; = C, x(2) = _
0, firze U,

Da U, und U, nach Konstruktion disjunkt sind, ist x auf C stetig und da Int(C) = U;UU,
gﬂt, ist X|U1UU2 S O(IHt(C)) ]
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4 Transitive Algebra Conjecture und Anwendungen

Satz 4.5. (Mergelyan) Es sei K kompakt in C und C\ K zusammenhingend. Ferner sei
f stetig auf K und holomorph auf Int(K’). Dann gibt es zu £ > 0 ein Polynom P € C[z],

sodass

[f(z) = P(2)| < ¢
fiir alle z € K gilt.
Ein Beweis findet sich in [6] Kapitel III §2.

Satz 4.6. Ist A C L£(X) eine transitive Algebra mit K(X)N.A # {0}, so ist A n-transitiv
fiir alle n € N'\ {0}.

Beweis. Sei also A eine transitive Unteralgebra von £(X) und K € (X)N.A\{0}. Nach
dem Lemma von Lomonosov (Lemma gibt es ein A € A und ein 0 # x € X mit
KAz = x. Daraus folgt 1 € o(KA).

Da mit K auch wieder KA kompakt ist, erhédlt man mit Lemma offene, disjunkte
Mengen Uy, U, C C so, dass 1 € Uy und o(KA) \ {1} C U, gelten, C = U, U U, kompakt
ist, C \ C zusammenhédngend ist und Int(C') = U; U Uy gilt. Dariiber hinaus erh&lt man
eine auf Int(C) holomorphe Funktion y mit x|y, = 1 und x|y, = 0, die auf C stetig
fortsetzbar ist.

Defniere nun y(K A) mit Hilfe des holomorphen Funktionalkalkiils. Betrachtet man den
Beweis des Rieszschen Zerlegungssatz (Satz , so kénnen wir folgendes schliefsen. Der
Operator x(K A) ist eine Projektion mit unter K A invariantem nicht trivialem Bild M =
Bild(x (K A)). Auberdem gilt o(K A|y) = {1} und dariiber hinaus ist M als Bild einer
Projektion ein abgeschlossener Untervektorraum von X, also wieder ein Banachraum.
Fiir die Normeinheitskugel B (0) in M und die Normeinheitskugel B;(0) in X gilt

KAw(BM(0)) = KA(B,(0) N M) € KA(B(0)) N M. (4.2)

Da M abgeschlossen ist steht auf der rechten Seite der Inklusionskette in eine in M
kompakte Menge. Somit ist K A|y € L(M) kompakt. Wegen 0 ¢ {1} = o (K Al,,) folgt,
dass M endlich dimensional ist. Also ist (/K A) ein Operator endlichen Ranges.
Nach dem Satz von Mergelyan (Satz existiert zu jedem n € N ein Polynom P, mit
1
IX(2) = Pa(2)] < o

2n
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4.2 Anwendung fiir das Invariant Subspace Problem

tir alle z € C.

Insbesondere folgt also fiir jede kompakte Menge K C Uy UUs, dass |x(z) — P.(z)] < 1/2"
fiir alle z € K gilt. Das bedeutet, dass die Folge (P, )nen in O(U;UUs) gegen x konvergiert.
Da der holomorphe Funktionalkalkiil stetig ist, folgt damit, dass (P,(KA))nen in L£(X)
gegen Y(K A) konvergiert. Damit enthiilt A den Operator 0 # (K A) € F(X). Mit A ist
auch A eine transitive Algebra. Nach Satz |[4.2|ist damit A n-transitiv fiir alle n € N\ {0}
und nach Bemerkung [3.2] (iv) gilt dies auch fiir A. O

4.2 Anwendung fiir das Invariant Subspace Problem
Es sei wie im letzten Abschnitt X ein komplexer Banachraum mit dim(X) = oo.

Korollar 4.7 (Satz von Lomonosov). Sei T € L(X) \ Clx. Gilt K € (T fiir einen
kompakten Operator 0 # K € IC(X), so folgt Hyp(T) # {{0}, X}.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt K € (T')’ fiir einen kompakten Operator K # 0. Ange-
nommen es wiirde Hyp(T") = {{0}, X} gelten. Dann wire (T")" transitiv nach Bemerkung
(i) und nach Satz [4.6|auch n-transitiv fiir alle n € N\ {0}. Nach Bemerkung [3.2] (ii) ist
damit (T) SOT-dicht in £(X). Da (T") SOT-abgeschlossen ist, folgt daraus (7')" = L(X).
Dies ist aber nach Proposition ein Widerspruch zu 7' € £(X) \ Cly. O

Wir wollen uns nun mit unseren Erkenntnissen iiber transitive Algebren ein schénes Ko-

rollar fiir invariante Teilraume erarbeiten.

Lemma 4.8. Sei T' € L(X) \ Clx und sei A € C ein Eigenwert fiir 7. Fiir den nicht
trivialen Eigenraum Eig(T,\) von T zu A gilt Eig(T, \) € Hyp(T).

Beweis. Zunéchst ist Eig(T, \) = Kern(T' — Al x) C X abgeschlossen. Wegen 7" € L£(X) \
Cly ist Eig(T, \) nicht trivial. Fiir alle S € (T') und x € Eig(7, \) erhélt man

also Sz € Eig(T, ). Damit ist Eig(7,\) invariant unter (7')" und es gilt Eig(7T,\) €
Hyp(T). [l

Satz 4.9. Seien S, T € L£(X) mit dim(Bild(7'S — ST')) = 1. Weiterhin gelte Kern(S) #

{0}, als auch X/Bild(S) # {0} und diese beiden Rdume seien endlichdimensional. Dann
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4 Transitive Algebra Conjecture und Anwendungen

existiert ein A € C, sodass der Operator T'— A1 x einen nicht trivialen Kern hat, oder das
Bild des Operators nicht dicht in X ist. Inshesondere hat damit also T'— Alx einen nicht

trivialen hyperinvarianten Untervektorraum.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt dim(Bild(7'S — ST')) = 1 und daraus ergibt sich 7" ¢
Clx. Sei 0 # xy € Kern(S). Definiere

M = LH(T"xo; n € N).

Offensichtlich ist M ein unter 7T invarianter Untervektorraum von X.

Sei zuerst dim(M) € N. Ist M = {0}, so hat T" den Eigenwert 0. Gilt dim(M) € N\ {0},

so hat
Tl M — M, v—Tx

auf dem endlichdimensionalen C-Vektorraum M einen Eigenwert A € C und damit auch
T. Mit Lemma [4.8| folgt in beiden Fillen die Behauptung.

Sei nun dim(M) = oo. Nach Voraussetzung gilt dim(Kern(S)) < oo und damit erhilt
man M ¢ Kern(S). Sei ng > 1 minimal mit STz # 0. Fiir den Operator R = T'S — ST
gilt damit

RTnO_l.QT() — TSTno—le _ STTLO-TO — —ST”OQ;O 7§ 0.

Da Bild(R) Dimension 1 hat, folgt Bild(R) C Bild(S). Aus T'S = R + ST folgt damit,

dass Bild(S) und damit auch Y = Bild(S) ein fiir 7" invarianter Untervektorraum ist.

Fiir den zu T adjungierten Operator 77 € L(X') folgt damit T"y'(y) = /' (Ty) = 0
fir alle ¥/ € Y+ und alle y € Y. Man erhilt 7Y+ C Y*. Nach Voraussetzung gilt
dim(X/Y) < oo, so erhalten wir dim(Y+) = dim((X/Y)’) = dim(X/Y) < co. Damit hat
die Abbildung

Ty : Yt svh = T'(y)
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4.2 Anwendung fiir das Invariant Subspace Problem

einen Eigenwert A\ € C und dieser ist auch ein Eigenwert von 7”. Es folgt

Bild(T — My) = [Bild(T — M)t
= Kern((T — Mx)")
= Kern(T' — X x/) # {0}.

Damit kann Bild(7" — Alx) nicht dicht in X sein.
Sei fiir den Zusatz z = (T — A x)y € Bild(T' — A x). Dann gilt

Tz=T(T — MNx)y=(T—Xx)Ty.

Also ist Bild(T' — Alx) invariant unter 7" und damit gilt

Bild(T — Ay) € Hyp(T) \ {{0}, X}.

]

Satz 4.10. Sei T' € L(X) \ Cly. Weiter sei 0 # K € £(X) ein kompakter Operator mit
dimBild(TK — KT) < 1. Dann hat T einen nicht trivialen hyperinvarianten Untervek-

torraum.

Beweis. Wir nehmen an, dass Hyp(T') = {{0}, X'} gilt. Aus Bemerkung folgt damit
die Transitivitiat von (7')". Nach dem Lemma von Lommonosov (Lemma existiert zu
dem kompakten Operator 0 # K ein Operator 0 # S € (T')" und ein Element 0 # x € X
mit KSz = z, also gilt 1 € ¢(KS) und somit ist KS — 1x ein Fredholmoperator. Setze
R =TK — KT, dann erhalten wir T(KS) — (KS)T = RS.

Ist RS = 0, so kommutiert 7" mit dem kompakten Operator 0 # K.S und es gilt KS € (T)".
Dann existiert nach dem Satz von Lomonosov (Korollar ein nicht trivialer hyperin-
varianter Untervektorraum fiir 7.

Ist RS # 0, so liefert die Voraussetung wegen Bild(RS) C Bild(R), dass dim(Bild(RS)) =
1 gilt. Auferdem gilt

T(KS — 1x) — (KS — 1x)T = RS.

Da KS — 1y ein Fredholmoperator ist, ist Kern(KS — 1x) endlichdimensional, auferdem
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4 Transitive Algebra Conjecture und Anwendungen
ist Bild(K'S — 1x) C X abgeschlossen und es gilt
dim X/Bild(k5—1x) = dim X/Bild(KS—1x) < 00.

Nun hat 7" nach Satz [£.9) einen nicht trivialen hyperinvarinaten Untervektorraum. O
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5 Katalytische Algebra im

Drury-Arveson Raum

Definition 5.1. Sei H ein separabler Hilbertraum mit dim(H) = oco. Man nennt eine
Unteralgebra B von L(H) katalytisch, falls jede transitive Unteralgebra A von L£(H), die
B enthilt, n-transitiv ist fiir alle n € N\ {0}.

Wir wollen im Folgenden eine Klasse katalytischer Algebren auf invarianten Unterrdumen
des Drury-Arveson Raumes beschreiben. Dabei verwenden wir ein Resultat aus [1] um
einen Satz von Douglas und Xu aus [5] auf abgeschlossene Unterrdume des Drury-Arveson
Raumes zu iibertragen.

Zunichst wollen wir den Drury-Arveson-Raum aber erst einmal einfiihren. Ich méchte an

dieser Stelle auf Beweise verzichten und auf Kapitel 1 in [11] verweisen.

Notation. Sein € Nund n > 1.
(i) SeiB=B"= {2 € C% ||zl = O, |z|*)"? < 1} die Normeinheitskugel in C".
(ii) Sei C® = {f: B — C Funktion}.

(iii) Fir o = (aq,...,0q,) € N” setze v, = |a]l/al, wobei |a| = >  a; und ol =

H” | sei
g ! sei.

(iv) Essei z* =]]_, 2 fiir z € C™.

i=17%i
Wir bezeichnen mit [?(y) den Hilbertraum

I?(7) = {a = (a,); a, € C fiir alle o € N" und ||a|]* = Z (|aal?/7a) < 00}

aeN?

mit dem Skalarprodukt ((a,), b))z = >, 2.

aeN” e
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5 Katalytische Algebra im Drury-Arveson Raum

Man kann zeigen, dass die Abbildung p : I*(y) — O(B,C), (a) — Y. anz® wohldefi-
aeNn
niert, injektiv und linear ist.

Definiere nun den Drury-Arveson Raum als den Hilbertraum H(B) = Bild(p) mit dem
Skalarprodukt (p((aa)), p((ba))) = ((@a), (ba))i2(y)- Es ist H(B) C CP ein funktionaler

Hilbertraum mit dem reproduzierendem Kern

1

K:BXB—)C, K(z,w):ﬁ
- Z,w(Cn

Fir z € Bist k, = K(-,2z) € H(B) die eindeutig bestimmte Funktion mit f(z) = (f,k.)
fiir alle f € H(B).

Proposition 5.2. Sei n > 1. Setze
M = {(z,) € ’(7); 74 € Q+1Q fiir alle o € N" und x, = 0 fiir fast alle € N"},

Dann ist M C [?(v) dicht. Insbesondere sind damit () und H(B) separabel.

Beweis. Sei (a,) € I2(7). Sei weiter € > 0. Nach dem Cauchy-Kriterium fiir Summierbar-

keit existiert eine endliche Menge N C N", sodass

g lel

aEK\N Ta

N ™

fiir alle endlichen Mengen K C N" mit N C K gilt.

Fiir alle « € N existiert ein 2, € Q + iQ mit

|i'oz — Qg

To, flirae N

Definiere nun (z,) € M durch z, = :
0, firaeN\N
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Fiir alle endlichen Mengen K C N” mit N C K gilt dann

Yo e el

acK Ta
=y el p ol
aeK\N aeN
_EYa_
£ €
Ya Ya 2 2
aeK\N aeEN
Damit ergibt sich ||(za) — (aq)|li2(y) < € und die Behauptung ist bewiesen. O

Lemma 5.3. Sei (H, (-,-)g) ein funktionaler Hilbertraum auf einer Menge X mit repro-
duzierendem Kern K. Ist f € H und (f,)nen eine Folge in H, die gegen f konvergiert,

dann konvergiert (f,,)nen auch punktweise in C gegen f fiir alle z € X.

Beweis. Sei f € H und (f,)nen eine Folge in H mit f, =3 f. Fiir z € X gilt

[f (@) = ful@)] = [(f = frha)ul < If = fullallkellm

und daraus folgt die Behauptung. O]

Wir bezeichnen mit M(H(B)) = {¢ € C® ¢f € H(B) fiir alle f € H(B)} die Algebra
aller Multiplikatoren auf H(B). Fiir ¢ € M(H(B)) sei T,, € L(H(B)) definiert durch
T, : HB) — H(B), f — ¢f. Aukerdem schreiben wir der Einfachheit halber wieder
M(H(B)) fiir die Algebra aller Operatoren T, mit ¢ € M(H(B)).

Satz 5.4. Fir f € H(B) existieren Multiplikatoren ¢,v € M(H(B)), sodass fiir die
Nullstenmenge Z(¢)) = 0 gilt und f = ¢/ ist.

Ein Beweis hierfiir findet sich in [1| (Kapitel 3).

Proposition 5.5. Sei {0} # M C H(B) ein abgeschlossener Untervektorraum, der inva-
riant unter den Multiplikatoren M (H (B)) ist. Sei

Z(M)={z€B; f(z) =0 fiir alle f € M}

und U =B\ Z(M). Dann ist M wieder ein funktionaler Hilbertraum und es gilt:
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5 Katalytische Algebra im Drury-Arveson Raum
Ist A C L(M) eine Operatoralgebra mit
M(HB)) [y = {Ty|n; T, € M(H(B))} C A

und ist 7' : M D Dy — M ein dicht definierter linearer Opearator, der mit A vertauscht,
dann existiert eine Funktion h : U — C mit T'f(z) = h(z)f(z) fiir alle f € Dy und alle
z € U. Insbesondere ist dann 1" abschliefsbar.

Beweis. Seien f,g € Dr. Es existieren nach Satz[5.4) Funktionen ¢, 1, ¢4, ¥, € M(H(B))
mit Nullstellenmengen Z(yy) = 0 = Z(1p,), sodass f = ¢¢/1; und g = ¢,/1, gilt. Da T

nach Voraussetzung mit den Operatoren aus M(H (B))|ss vertauscht, erhalten wir

(Tf)wgwf = T(Tsogwaf)
=T(pspy)
=T(T,,Ty,9) = (Tg)psibg.

Damit gilt fiir z € U und f,¢g € Dy mit f(z) # 0 # g(z) die Identitit Tf(2)/f(z) =
Tg(2)/9(2)-

Definiere nun die Funktion h durch h : U — C, h(z) = Tf(2)/f(z) fir ein f € Dr
mit f(z) # 0. Die Wohldefiniertheit dieser Abbildung folgt aus der Definition von U =
B\ Z(M), dem ersten Teil des Beweises und der Beobachtung, dass nach Lemma
Z(Dr) = Z(Dy) = Z(M) gilt.

Seien f € Dy \ {0} und z € U mit f(z) = 0. Nach Definition von U existiert ein § € M
mit §(z) # 0. Da Dy = M gilt und Konvergenz in M nach Lemma punktweise
Konvergenz impliziert, existiert also ein g € Dy mit g(z) # 0. Nach dem ersten Teil des
Beweises gilt (T'f)g = (T'g) f, also insbesondere auch (T'f)(z)g(z) = (T'g)(z)f(z) = 0 und
dies impliziert (7'f)(z) = 0.

Daraus folgt fiir alle f € Dy und z € U die Identitit (T'f)(z) = h(z)f(2)

Wir zeigen nun noch, dass T abschliefbar ist. Sei dazu (f,)nen eine Folge in D7 und

n—o0 n—oo

g€ M mit f, — Ound T'f,, —— g¢. Fiir z € U gilt

g(z) = lim Tf,(2) = lim h(2)f.(2) =0,

n—o0 n—oo

da Konvergenz in M punktweise Konvergenz impliziert nach Lemma [5.3]

Fiir z ¢ U gilt f(z) = 0 fiir alle f € M, also insbesondere g(z) = 0. Daraus folgt insgesamt
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g = 0 und Proposition [2.2] liefert die Abschliefbarkeit von 7' O

Lemma 5.6. Es gelten die Voraussetzungen aus Proposition Dann gilt k, € Dy fiir
alle z € U, dabei bezeichne Dr. den Definitionsbereich des zu T" adjungierten Operator.
Ist h: U — C wie in [5.5] die Funktion mit h(z)f(z) = Tf(2) fiir alle f € Dy C M und

alle z € U, so gilt T*k, = h(z)k, fir alle z € U.

Beweis. Sei z € U, dann gilt fiir alle f € Dy die Identitét

(Tf ko) =TFf(2) = h(2)f(2) = h(2)(f, ko) = (f, h(2)k2).

Aus Proposition [2.4] folgt damit k, € Dy- und T*k, = h(z)k. fiir alle z € U, 0

Satz 5.7. Sei wieder {0} # M C H(B) ein abgeschlossener Untervektorraum, der in-
variant unter M(H (B))|ys ist mit M(H(B))|ym = {Tp|m; T, € M(H(B))}. Dann ist
M(H(B))|a eine katalytische Unteralgebra von £(M).

Beweis. Sei A C L(M) eine transitive Algebra, die M(H (B))|ys enthélt. Sei weiter T :
M D Dy — M ein dicht definierter linearer Operator, der mit A kommutiert. Nach
Proposition ist damit T abschliefbar und es existiert eine Funktion h : U — C mit
Tf(z) =h(2)f(z)firalle f € Drund alle z € U = B\ {w € B; g(w) = 0 fiir alle g € M }.
Dabei gilt U # () wegen M # {0}.

Nach Lemma gilt k, € Dy« und Tk, = W’% fiir alle z € U. Da T mit A kommutiert,
kommutiert 7% mit A* nach Proposition [3.9] Mit diesen beiden Eigenschaften fiir 7™

erhalten wir

h(2) A%k, = A*h(2)k, = A*T*k, = T* A%k,

fiir alle z € U und A* € A*.

Sei w € U beliebig aber fest. Der letzte Abschnitt hat gezeigt, dass der Untervektorraum
D = {f € Dy; T*f = h(w)f} nicht der Nullraum und D invariant unter A* ist. Nach
Satz B.3l ist A* transitiv und damit D dicht in M. T ist ein dicht definierter linearer
Operator, also ist T nach ein abgeschlossener linearer Operator. Daraus ergeben sich

fiir den Operator T*|p : D — M mit der Dichtheit von D in M die Inklusionen

{(fsh(w)f); [ e M} =G(T*p) € G(T7).
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5 Katalytische Algebra im Drury-Arveson Raum

Dies zeigt T = h(w)1,;.

Aus (Tf,g) = (f,T*g) = (f,h(w)g) fiir alle f € Dy und alle g € Dy = M folgt
T = h(w)1lp,. Aus Korollar folgt damit, dass A 2-transitiv ist.

Aus Proposition [5.5]folgt, dass jeder dicht definierte lineare Operator, der mit A vertauscht
abschliefbar ist. Mit Korollar [3.14]folgt damit also auch die n-Transitivitit von A fiir jedes
n > 2. Damit ist die Unteralgebra M(H (B))|s; von L(M) katalytisch. O
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