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Einleitung

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts fand Hermann Amandus Schwarz unter Ver-
wendung des Poissonintegrals eine alternative Losung zum Dirichlet Problem.
Dieses, nach dem deutschen Mathematiker Johann Peter Gustav Lejeune Di-
richlet benannte Problem, ist ein bekanntes Problem aus dem 19. Jahrhundert,
welches sich wie folgt formulieren lésst.

Zu gegebener offener Menge ) € R", deren Rand nichtleer ist, und einer
stetigen Funktion f € C(0f2) sucht man eine stetige Fortsetzung von f auf
den Abschluss von 2, welche auf Q harmonisch ist. Im Falle der komplexen
Einheitskreisscheibe D C C bildet das Poisson-Integral

2
PG = [ +=ELao(),  zeD, feqom)
ap |1 — =(]

die eindeutig bestimmte, stetige Fortsetzung von f auf die kompakte Ein-
heitskreisscheibe D, die auf dem Inneren harmonisch ist. Hierbei sei ¢ =
(%)\gh_mﬂ)o‘ das Bildmaf} des zweidimensionalen Lebesguemafles auf [—, 7]
beziiglich der durch t ~ e definierten Funktion a: [—m, 7] — C. Wir wol-
len dieses Problem im Folgenden nicht néher betrachten, es gibt uns lediglich
den Anlass Poisson-Integrale von einem anderen Standpunkt aus zu betrach-
ten. Einen Uberblick iiber das Dirichlet Problem findet man in [4]. Weitere
historische Anmerkungen findet man in [5].

In dieser Arbeit lassen wir die Forderung nach der Stetigkeit der Funktion
f fallen und werden allgemein das Randverhalten von Poissonintegralen von
Funktionen f € £!(0D, o) untersuchen. Hierbei betrachten wir den allgemei-
neren Fall im n-dimensionalen komplexen Raum C", n € N, dass heifit wir
definieren das Poisson-Integral auf der offenen Einheitskugel B C C™ als para-
meterabhingiges Integral iiber der Sphéire 0B beziiglich dem Oberflichenmaf
o auf OB. Letzteres behandeln wir im ersten Kapitel dieser Arbeit. Speziell
werden wir es mit dem 2n-dimensionalen Lebesguemafl in Beziehung setzen
und einige fiir spdtere Abschnitte wichtige Integralidentitdten herleiten. Im
zweiten Teil dieses Kapitels erinnern wir an einige Resultate zur Automor-
phismengruppe Aut (B) der biholomorphen Abbildungen B — B.

Mit Hilfe dieser Ergebnisse werden wir im zweiten Kapitel die Identitét

fle = PLf]
fiir Funktionen f aus der Ball-Algebra A (B) zeigen.



Einleitung

Es folgt des Hauptthema dieser Arbeit, die Untersuchung des Randverhal-
tens von Poisson-Integralen von Funktionen f € £'(0B, ). Genauer untersu-
chen wir, ob fiir eine Folge (21)x>1 aus B, die gegen einen Punkt ¢ auf dem
Rand von B konvergiert auch der Grenzwert limg_,o, P[f](2x) existiert. Unter
gewissen Einschréankungen an die Folge (zj)r>1 zeigte Adam Kordnyi im Jahr
1969, dass dieser Grenzwert in o-fast allen Punkten aus 0B existiert. Kordnyi
formulierte sein Ergebnis in [6, Theorem 4] folgendermafen (mit % = 0B):

sLet f e IP(AB) (p> 1) and let F be its Poisson integral.
Then F converges to f admissibly almost everywhere. “

In den letzten beiden Abschnitten dieser Arbeit wird diese Aussage erklart
und bewiesen fiir den Fall p = 1. Hierzu beweisen wir eine Version der Hardy-
Littlewood’schen Ungleichung fiir Maximalfunktionen um damit anschlieBend
Ableitungen komplexer Borelmafle beziiglich dem Oberflichenmafl o zu be-
stimmen. Unter Verwendung dieser Resultate werden wir obige Aussage sinn-
gemaf auch fiir Poisson-Integrale von reguléiren, komplexen Borelmaflen auf
OB zeigen. Ist u ein solches Maf, so stimmt der Grenzwert des Poissonintegrals
in p-fast allen Punkten ¢ € OB mit der Ableitung des Mafles p beziiglich dem
Oberflichenmafl im Punkt ( iiberein.

Wir folgen in der gesamten Arbeit dem Argument Walter Rudins, welches er
in seinem Buch 'Function Theory in the Unit Ball of C™’([7]) darlegt. Speziell
umfasst die vorliegende Arbeit Ergebnisse aus den Abschnitten 1.1 bis 1.4,
2.1, 2.2, 3.1 bis 3.3 und aus den ersten vier Abschnitten des fiinften Kapitels
obigen Buches.

Zum Abschluss dieser Einleitung mochte ich die Gelegenheit nutzen und ein
paar Worte des Dankes aussprechen. Als erstes mochte ich mich bei Herrn Prof.
Dr. Eschmeier fiir die Vergabe des lehrreichen und interessanten Themas, die
hervorragende Betreuung und die zahlreichen Anregungen wihrend der Ent-
stehung dieser Arbeit bedanken. Mein Dank gilt auflerdem Herrn Dipl.-Math.
Kevin Everard fiir die Hilfestellung bei einigen Fragen und allen Kommilito-
nen, die mir in den letzten Monaten mit Rat zur Seite standen. Ein besonderer
Dank gilt meiner Familie, die mich im Verlaufe meines bisherigen Studiums
auf vielfialtige Weise unterstiitzt und entlastet hat, sodass besonders die vor-
liegende Arbeit in ihrer jetzigen Form entstehen konnte.

Saarbriicken, im November 2012









1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel préasentieren wir einige allgemeine Resultate, derer wir uns
im Hauptteil dieser Arbeit bedienen werden um Poisson-Integrale zu untersu-
chen.

1.1 Das OberflichenmaB auf der Sphare

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst einige Beziehungen des mehrdimen-
sionalen Lebesguemafles zum Oberflichenmafl auf der entsprechenden KEin-
heitskugel im C™ darlegen. Hierbei sei n stets eine positive, natiirliche Zahl.
Mit A,, bezeichnen wir das Lebesguemafl auf R und

n!

sei das Lebesguemafl auf C" = R?" fiir das v, (B,,) = 1 gilt, wobei
B,={z€C"]| |z| <1}

die Einheitskugel in C" sei. Im speziellen Fall n = 1 schreiben wir D an der
Stelle von By. Ferner schreiben wir B,.(w) = {z € C" | |w — z| < r} fiir die
Kugel um w € C* mit Radius r > 0. Desweiteren sei ¢,, das normierte Ober-
flichenmaf} auf S,, = 0B,,. Dieses auf S,, definierte Maf ist rotationsinvariant
in folgendem Sinne:

1.1 Bemerkung (Rotationsinvarianz von o). Sei O (2n) die Menge aller Iso-
metrien R*™ — R?™. Dann gilt

o (pA) = o (A)
fiir jede Borelmenge A C S und alle p € O (2n).

Man kann zeigen, dass o das einzige normierte, positive Borelmafl Maf} auf
Sy ist, das diese Eigenschaft besitzt. Zur Vereinfachung der Notation werden
wir auch v statt v, beziehungsweise o statt o, schreiben, sofern die Dimension
aus dem Zusammenhang klar hervorgeht. Gleiches gilt fiir B,, beziehungsweise
Sp- Im Folgenden bezeichnen wir mit &/ C O(2n) die Menge aller unitéiren
Operatoren C* — C™ und mit £!(X, u) sei die Menge aller beziiglich dem
Mafl p integrierbaren Funktionen f: X — C bezeichnet.



1 Vorbemerkungen
Ist f € LY(C",v), so ist die Polarkoordinatenformel

v(z) =2n 007“2"_1 r()do r .
[ f@av) =20 [T [ o) a (1.2

bekannt.

Im folgenden sei P die orthogonale Projektion von C* = CF x C** auf C*,
Ist X ein Hausdorffscher topologischer Raum, so seien M (X) die Menge der
reguliiren, komplexen Borelmafie auf X und M+ (X) die Menge der reguliiren,
positiven Borelmafle auf X.

1.2 Lemma. Es seien 1 <k <n und f € L' (B, vg). Dann ist
(fo P) e LYS,0) und es gilt

Lo = (") [ a-lufyr ). 0

Hierbei sei f o P trivial fortgesetzt auf S.

Beweis. Sei 1 < k < n. Wir zeigen die Aussage im ersten Schritt fiir stetige
Funktionen f: By — C mit kompaktem Tréger. Sei f eine solche Funktion,
deren Trager noch komplett in 7By = {z € By| |z| < ro} fiir ein ro < 1 liegt.
Durch triviales Fortsetzen wird f zu einer stetigen Funktion auf ganz C*, deren
Trager in 7B, enthalten ist. Insbesondere ist f o P: rB,, — C als beschrinkt
messbare Funktion integrierbar beziiglich dem endlichen Mafl v,|,p, fiir jede
positive Zahl r > 0. Somit ist die Funktion

I:(0,00) — R, 7"»—>/ (foP)(z)dvy(z)
rBn
wohldefiniert und Formel (1.2) liefert
10)= [ (70 P)-xom) ()
o [T [ (0 P xop (1) ()
= 2n/ g2n—1 / (f o P)(t¢) do(C) dt.
0 S
Die durch die Formel F'(¢,¢) = (f o P) (t¢) definierte Funktion [0, 00) xS — R
ist offenbar stetig und daher ist F'(t,-) beschrinkt auf der kompakten Menge
S fiir jedes t € [0,00). Hieraus und aus der Endlichkeit des Mafles o folgt
F(t,-) € LY(S,0) fiir jedes t € [0,00). Da die Funktionen |F(t,-)| gleichm#Big

in allen ¢ € [0,00) majorisiert werden durch eine Konstante, folgt aus der
Endlichkeit des MaBes o auch, dass die Integrale [q(f o P)(t¢)do(() stetig



1.1 Das Oberflichenmaf auf der Sphére

von dem Parameter ¢ abhéngen (siehe etwa Satz A.1). Der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung liefert somit

dl
T =20 [ (70 P)Q)dr(0). (1.4)

Andererseits gilt dem Satz von Fubini zufolge

!
() =" / (f o P)(2) dAgn ()
™ rBy
—1)-...-(k+1
D ) [ (e P dhag ) d) (15
wobei z = (z1,...,2p,) € C", v =(21,...,2k), W= (Zkt1,-..,2n) und

B, = {w € C"*||w| < \/r? — [v|?}. In beiden Schritt in (1.5) wurde (1.1)
verwendet. Offenbar ist (f o P)(v,w) = f(v) fiir alle (v,w) € C" und daher
ist das innere Integral in (1.5) fiir jedes v € rBy das Lebesguemafl der Kugel
B, C C"* bis auf den Faktor f(v). Eine weitere Rechnung liefert schlieBlich
fir r > rg

10 = () [ 02 = 0B o), (16)

wobei wir wegen supp(f) C roBy in (1.6) iiber By anstatt rBj integrieren

kénnen. Nun ist die durch die Formel g(t,w) = (¢* — ]w|2)n7k f(w) definierte
Funktion [0,00) x By — R offenbar an jeder Stelle (tp,wp) € [0,00) x By
beziiglich ¢ partiell differenzierbar mit Ableitung

ag B n—k—1
o (tw) =2t (n—k) (£ = [wl)"" f(w).

Fiir jedes feste w € By ist %(',w) offenbar stetig und fiir jeden Punkt ty €
[0, 00) gilt

0 ke

|5, (tw)] < 20t + 1)(n = K)(E + 2to +2)" 7 f(w)

fiir alle w € By und alle t € (tg—1,to+1)N[0, o00). Ferner gilt g(t,-) € L' (B, vx)
fiir jedes t € [1,00). Der Bemerkung zu Satz A.2 in Anhang A zufolge ist also
die rechte Seite von Gleichung (1.6) beziiglich r differenzierbar und daher folgt

=2 w-n [ =) ) ). (07

Der Vergleich von (1.4) und (1.7) liefert zuletzt

e P = (1) " [ =)™ s deston

n

(") L= ) ). "



1 Vorbemerkungen

Hiermit ist die Behauptung fiir alle f € C.(Bj) gezeigt. Im allgemeinen Fall
bemerken wir zunéchst, dass die Projektion

P: S, — By, (2, 2" — 2

als stetige Funktion Borel-messbar ist. Sei o7 € M*(B},) das BildmaB von o
unter P. Wegen

o7 (S1) = o (P71 (S1)) = o(S, x {0}) = 0

erhilt man fir f € C.(By) mit Hilfe der Transformationsformel fiir Bildmafie
f(2)do"s,)(z) = | f(z)do"(2)
By By

- / (f o P)(Q)do(C)

n

=/ FEY A A= P ) ().

Im letzten Schritt wurde die bereits gezeigte Identitdt (1.8) verwendet. Da
die beiden Mafe o¥|p, und (";1)(1 — |#/)?)"~*~11, nach Proposition B.5 aus
Anhang B regulire Mafle auf dem lokalkompakten Hausdorffraum By sind,
folgt aus dem Eindeutigkeitsteil des Rieszschen Darstellungssatzes B.6 aus
Anhang B, dass die beiden MaBe gleich sind. Ist nun f € L£!(By, ), so ist
(M@ = |22 R f € £1(By, vg) und daher
f e £t (B, () (1 = 1B ) = £ (Br, 07 s,) = £} (B, 07)

Hierbei ist die letzte Isomorphie durch triviales Fortsetzen gegeben. Damit ist

nach der Transformationsformel fiir BildmaBe auch fo P € £1(S$,, o) und man
erhélt

| toPQie0) = [ 1e)de"e)
= | f(z)d(c"[g,)(2)
By,
:/B fd((ngl)(l _ |Z/‘2)n_k_lljk)
_ (n ; 1> /B (1 B ‘Z/’2)n—k—1f(zl)dyk(zl) .

Somit ist alles gezeigt.



1.1 Das Oberflichenmaf auf der Sphére

Als direkte Folgerung aus Lemma 1.2 erhalten wir:

1.3 Korollar. Sei f € LY(D,v1) eine Funktion in einer komplexen Variablen.
Dann gilt fiir jedesn € S, = S

/f (¢, m)) do (¢ ”_1/%/ V2 fre®)rdrds.  (1.9)

Beweis. Wéhle eine unitdre Matrix U € C"*™ so, dass Un = e;. Aus der
Rotationsinvarianz des Mafles 0 und Lemma 1.2, wobei in diesem Fall P =
(,e1) die orthogonale Projektion C* — C auf die erste Variable sei, ergibt
sich

/ F({Com)) do(C) = / FUC,URY) do(Q)
S
/f (C,e1))do(C)

= ("7 [P e ant)

n—1

_ / (1= [wl?)" 2 f(w) dho(w).
D

s

Schreiben wir w in Polarkoordinaten, so folgt die Behauptung.
O]

Mit Hilfe von Lemma 1.2 kénnen wir abschlieend noch zwei weitere Inte-
gralidentititen folgern, die wir im Laufe der Arbeit verwenden werden.

1.4 Lemma. Es sei f € L1(S,,0,). Dann gilt

O) dom(C / f (€9¢) df dor (C) . (1.10)

Sn

Ist n > 1, so gilt aufferdem
¢)don(¢ / 7 f e\/1—[¢'2) dO dvy—1(¢') . (1.11)
™ —Tr

Beweis. Wir zeigen zuerst Formel (1.11). Seien dazun > 1 und f € £L(S,, 0y,).
Wir schreiben wieder o = o, und S = S,,. Fiir jedes 6 € R ist die Abbildung

Up: C" — C", (2, 2) — (z/,ewzn)

unitédr. Also gilt fiir § € R

| #¢e6dotc) = [ (7o Un@aotc) = [ 1(0aote (1.12)



1 Vorbemerkungen

Proposition B.1 aus Anhang B zufolge ist die Funktion
F:[-ma]xS—C,  (0,0)— f(¢,e"?¢)

B([—m, 7] x S) = B([—7, ]) x B(S)-messbar. Gleichung (1.12) mit |f| statt f

liefert .
/ / F(C€C,)|do (¢) df = 2 / F(Q)ldo(C) < oo
—7J S S

und daher ist nach dem Satz von Fubini F' € £!([—7, 7] x S,m x o). Hierbei
sei m = A1|[_r - AuBerdem ist die Menge

N ={¢ € S| F(-,() ist nicht m-integrabel} € B(S)
eine o-Nullmenge, die Funktion

L [T F(,Q)dI ¢€S\N
0 ;sonst

I:S—C, I(g):{

ist o-integrabel und es gilt

1
[1©a© =5 [ Fe.0dmxo)0.0

W/_ﬂ/sf(g’,eiegn)da(() do (1.13)

T2
- / £(Q)do ()
S

Im letzten Schritt wurde wieder Gleichung (1.12) verwendet. Fiir festes (' €
B,,—1 sei nun S = {2z € C| (¢, z) € S}. Offensichtlich ist

So = {e"/T= (| t € R}.

Da die durch 0 — f(¢’,e?\/1 —|("]2) definierte Funktion R — C Borel-
messbar und 2m-periodisch ist, ist fiir festes (' € B,_; die Integrierbarkeit
und der Wert des Integrals der Funktionen

[-m, 7] — C, 0 — f(Cla eiggn)
unabhéingig von ¢, € S¢r. Also definiert
g:Enfl —>C7 CI'—>I(<,a V 1- ‘CI|2)

eine messbare Funktion so, dass fiir alle (¢’,(,) € S gilt

(gop)(g (n)_g _I< \/1_|C/ CCn

10



1.1 Das Oberflichenmaf auf der Sphére

Hierbei sei P: C* — C"~! die Projektion auf die ersten (n — 1)-Koordinaten.
Da I o-integrabel ist und go P = I gilt, folgt wie im letzten Teil des Beweises
von Lemma 1.2 (mit k = n — 1), dass g|p,_, € L'(By—1,¥,—1) ist und dass

/S (g0 P)()do(C) = / 9(2)dvn_1(2).

anl

Hieraus erhilt man nun zusammen mit (1.13) die gewiinschte Formel

/S £(Odo(¢) = [ 1(Q)do(C)

(g0 P)(¢)do(¢)

I
— o

9(¢)dvy—1(¢)

n—1

:/E (¢ /1= (¢ dvn-1(¢)
[ e TR i )

Beachte, dass das letzte innere Integral als Null zu lesen ist fiir alle 2’ € B,,_1,
fiir die der Integrand nicht in £([—, 7], m) liegt. Damit ist die Formel (1.11)
gezeigt,.

Sei wieder f € £L1(S,0) gegeben. Indem man die Invarianz von ¢ unter den
unitdren Abbildungen

Vop: C" — C", 2 ez (0 eR)

benutzt, erhélt man genau wie im Beweis von Formel (1.11) die Identitét

/ 7;/5” (e70)\do() df = 2 /S FOldo(C).

Wie oben liefert die Anwendung des Satzes von Fubini die (m x o)-Integrabili-
tét der Funktion

G: [-m,7] xS — C, (6,¢) — f(e"¢)

und die Giiltigkeit der Formel

/s Zf(ez’eg) df do(¢) :27T/Sf(g)dg(g) — /:/Sf(eieC)dU(C) d0

Auch hier existiert das innere Integral auf der linken Seite fiir o-fast alle { € S.

Fiir die ibrigen ¢ ist das innere Integral als Null zu lesen.
O

11



1 Vorbemerkungen

Setzt man in Lemma 1.4 f als stetige Abbildung auf S voraus, so existieren
die inneren Integrale in beiden Formeln fiir jedes ¢ € S beziehungsweise jedes
C/ € ]Bn—1~

12



1.2 Automorphismen von B

1.2 Automorphismen von B

In dieser Arbeit werden holomorphe Funktionen 2 — C™, Q C C" offen, eine
tragende Rolle spielen. Aus diesem Grund werden wir in diesem Abschnitt
zunéchst grundlegende Eigenschaften solcher Abbildungen formulieren und
die notige Notation einfithren, um anschliefend biholomorphe Abbildungen
B — B - auch Automorphismen von B genannt - angeben und untersuchen
zu konnen. Diese Gruppe der Automorphismen werden wir mit Aut (B) be-
zeichnen. Die Bezeichnung dieser Menge als Gruppe wird im laufe des Kapitels
gerechtfertigt werden.

Wir beginnen mit einem Resultat {iber die Determinante einer komplexen
Matrix.

1.5 Lemma. Sei A € C"*" eine komplexe Matriz mit Eintrigen aj, = bji +
icji, wobei bjg,cjr € R fir j,k = 1,...,n sind. Setzen wir B = (b;y,)
und C = (cji)

1<j,k<n
und betrachten die reelle Matriz

A B -C 2nx2n
A_<C B)ER ,

1<j,k<n

so gilt det A = |detc AJ2.

Beweis. Seien A und A wie oben beschrieben. Durch elementare Zeilen- und
Spaltenumformungen beziehungsweise Rechenregeln fiir die Determinante von
Blockmatrizen folgt

~ B|-C
detA-det(C B>

:det(c<B—£,ZC ZBB?C

:det(C(B—l—zC 0 >

C B —iC

= detc (B + iC)detc(B + iC)
= detc (B + iC)detc(B + iC)
= ’det(c(B + ZC)‘Q

= ’det(cAP

13



1 Vorbemerkungen

Wir identifizieren wie iiblich C" = R?" vermoge der Abbildung
RQn — (Cna (xla" <5 Tns Y1y - - - 7yn) — (331 +i3/1,- -y Tn +Zyn)

Ist © C C" offen, so bezeichnen wir mit O(2) die Menge aller holomorphen
Funktionen @ — C. Ist f € C'(Q), so schreiben wir D; f beziehungsweise
D, f fiir die partiellen Pompeiu-Wirtinger-Ableitungen

o _1(of _,of
aZj N 2 8.%‘j Z@yj
of 1 (8f ,8f>
— =\ t+t17
8Zj 2 8.%‘j 8yj

von f nach z; (1 <j <n). Ist f € O(R), so gilt
f(z+ hej) — f(2)

D, =li

J f(Z) hli}%) h

fir € Qund j = 1,...,n. Ist f € CY(Q) stetig partiell differenzierbar als
Funktion der reellen Variablen z1,...,Zn, Y1, .., Yn, S0 ist f holomorph genau
dann, wenn D;f(z) = 0 ist fiir alle z € Q und j = 1,...,n. Fiir m € N sei

mit D}" die m-te partielle Pompeiu-Wirtinger-Ableitung nach z; bezeichnet.
Ist w € Q und B,(w) C Q, r > 0, eine Kugel und ist f € O(Q2), so existieren
alle komplexen partiellen Ableitungen D* f = D' D32 ... Do f (a € N) auf
Q, es gilt

fz) =) (Daﬁ(“’) (z —w)® (1.14)
aeN"

fiir alle z € B,(w) und die Reihe konvergiert auf B, (w) kompakt gleichméfig.
Ist F eine Funktion € — C" mit holomorphen Komponentenfunktionen
f1,---, fn, so nennen wir F holomorph. Thre Ableitung in einem Punkt z €
ist definitionsgeméf die (n x n)-Matrix mit Eintragen a;, = (Dy f;)(2) fiir
Jj,k=1,...,n, die wir mit DF(2) bezeichnen.

Schreiben wir die Komponentenfunktionen als f; = u; + iv;, so konnen
wir F als Funktion in den Variablen z1,...,Zn, 1, ..., Yyn mit Werten im R?"
auffassen. Da alle Komponentenfunktionen f; holomorph sind, ist F auf €2 C
R?" total differenzierbar. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
liefern weiter

N (A
Dkfj N 2 <8:Uk Zayk>
. (‘)uj ,8uj

T On oy
_0u 0u

"oy oy

14



1.2 Automorphismen von B

fur j,k=1,...,n.
Setzen wir B = (Ou;j/0x)1<jr<n und C = (0v;/0xk)1<jk<n, S0 hat die reelle
Jakobi-Matrix DrF von F die Form

B —-C
)

Insgesamt liefert Lemma 1.5 fiir z € §2 also
det DpF(z) = |det DF(2)]?. (1.15)

Wir werden dieses Ergebnis am Ende dieses Abschnitts verwenden, um die De-
terminante der Jakobi-Matrix einer Abbildung ¥ € Aut (B) im Punkt ¢~ (0)
zu bestimmen. An dieser Stelle wollen wir noch die Mittelwerteigenschaft ho-
lomorpher Funktionen aus £!(B,v) und zwei allgemeine Resultate von Henri
Cartan zu vektorwertigen holomorphen Funktionen présentieren.

1.6 Lemma (Mittelwerteigenschaft fir O(B)). Sei f € L1(B,v) eine holo-
morphe Funktion B — C und z € B. Dann gilt

f(z)= T_Q”/B ( )f(w)du(w)

fir jedes r < 1 — |z].

Beweis. Fixiere z € B und r < 1 — |z|. Sei ¢ € S. Auf jeder Kreisscheibe
r’D C C um den Nullpunkt mit r» < 7’ < 1 — |z] ist die durch A — f (z + X()
definierte Funktion holomorph. Sie ist daher stetig auf 7D und harmonisch auf
rID. Die eindimensionale Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen

liefert demnach .

F2) = iﬁ Flz+re®0)do.

—T
Integrieren wir diese Gleichung iiber ¢ € S beziiglich des Mafles o, so gilt nach
Formel (1.10) in Lemma 1.4

f(2) = /S F(z +r€)do(c).

Fiir jedes t € [0, 1] erhalten wir hieraus

20t L (2) = 2 [ fle 4 r1Q)do(€)
S

und Integration iiber [0,1] liefert zusammen mit Formel (1.2) angewendet auf
die Funktion v — f(z + rv)xg(v) die Identitét

1
z) = 2n 2n—1 z+r o = z+rv)dv(v).
=2 [ [ e raoQrit= [ fe o)
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1 Vorbemerkungen

Substituiert man nun w = z + rv, so gilt schliefflich
e = [ pwinw) (1.16)
Br(2)

und der Beweis ist abgeschlossen.

Im Folgenden sei mit I die Einheitsmatrix in C"*" bezeichnet.

1.7 Satz (Eindeutigkeitssatz von Cartan). Sei Q2 C C" ein beschrinkes Gebiet
mit 0 € Q und F eine holomorphe Funktion Q@ — Q mit F(0) = 0 und
D F(0) = I. Dann gilt schon F = idgq.

Wir verzichten an dieser Stelle auf die Ausfithrung des aufwéndigen Beweises
dieses Satzes. Ein ausfiihrlicher Beweis wird im Vorlesungsskript [3, Satz 2.16]
von Prof. Eschmeier zur Funktionentheorie mehrerer Verdnderlicher gegeben.
Eine etwas allgemeinere Version wird in [7, Satz 2.1.1] gezeigt. Wir beweisen
stattdessen eine Folgerung aus diesem Satz.

1.8 Korollar. Es seien 1 und Qo Gebiete in C", die den Nullpunkt enthalten
und zusdtzlich kreisformig sind, dass heifst fir jedes z; € Q; (i = 1,2) und jedes
0 € R gilt auch ez € Q. Ist F eine biholomorphe Abbildung 11 — Qo mit
F(0) =0 und ist Qq beschrankt, so ist F' eine lineare Transformation.

Beweis. Sei F eine Abbildung mit den obigen Eigenschaften. Dann ist offenbar
D(F~!'oF)(0) = I und daher D(F~1)(0) = (DF(0))~'. Fiir § € R ist die durch

H(z) = F1(e F(e?2))

definierte Funktion €2 — 1 wohldefiniert, da 2; und 9 kreisférmig sind.
Da F biholomorph ist, ist H auch holomorph und erfiillt insbesondere H (0) = 0
und DH(0) = I. Somit erfiillt H alle Voraussetzungen des Cartanschen Ein-
deutigkeitssatzes und desshalb ist H (z) = z fiir alle z € Q7. Durch Anwendung
von F auf diese Gleichung und anschlieBende Multiplikation mit dem Faktor
¢ erhalten wir

F(e?2) = “F (2) (1.17)

fiir z € Q21,0 € R. Entwickeln wir nun F um 0 in ihre Potenzreihe, so hat F
die Darstellung

F(z) =Y Fi(2)
=1

mit Abbildungen Fy : C* — C", deren Komponentenfunktionen homogene
Polynome C" — C vom Grad k sind (siehe etwa [3, Satz 2.15]). Wegen
Gleichung (1.17) und der Eindeutigkeit der homogenen Entwicklung von F im
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1.2 Automorphismen von B

Nullpunkt muss aber schon Fj = 0 fiir alle k > 2 gelten, sodass F eine lineare

Transformation ist.
O

Wir kommen nun zur Automorphismengruppe Aut (B). Fiir zp € B geben
wir zunéchst eine biholomorphe Funktion ¢,, : B — B an, die 0 und zg
vertauscht, das heifit sie erfiillt ¢,,(z0) = 0 und ¢,,(0) = zo.

Hierzu sei fiir zg # 0

(w, zp) B
(0, 20)

P,, : C" — LH{2p}, w —

die orthogonale Projektion von C" auf den von zy erzeugten Unterraum
LH{zy} C C". Ist zp = 0, so setzen wir P, (w) = 0 fiir w € B. Weiter definiere
5.0 = (1 —|20/)"? und Q., = iden — Ps,. Fiir w € {z € C" | (2, 29) # 1} sei

20 — on (’LU) - Sonzo (w)
1 — (w, 29)

Pz (W) = : (1.18)

Aus der Voraussetzung |zg| < 1 schlieBen wir B C {z € C" | (2, 20) # 1} und
erhalten folgendes Resultat.
1.9 Lemma. Fiir zg € B ist die Funktion
Yz : B — B, W — P (W)

ein wohldefinierter Automorphismus von B mit folgenden FEigenschaften:

(1) @z (0) = 2o und ., (20) =0,

(ii) D, (0) = —SEOPZO — 820Qz und Dy, (20) = — Zo/sgo — Qz0/S205
(iii) =, ist eine Involution, dass heift (¢.,) ' = @, .

Beweis. Sei zg € B. Zur Vereinfachung der Notation setze P = P,;, ) =
Q@ und s = s,, und schreibe Pz fiir P (z) bezichungsweise Qz fiir @ (z).
Wie zeigen zuerst, dass ¢,, wohldefiniert ist. Man rechnet leicht nach, dass
(20 — Pz,5Qz) = —(sQz, z0 — Pz) = 0 ist fir z € B. Hiermit folgt

1- |@zo(z)|2 =1- <@z0(2) 79020(2»

|20 — Pz|? + s?|Qz|? (1.19)
(1= (2, 20)) (1 = (20, 2))

Beachten wir die Beziehungen |Pz|? = (Pz,z) = (2, Pz), |Qz|* = (Qz,2) =
(2,Qz) und (z, 20)(z0,2) = |20|?>(Pz,z), so ergibt sich aus Gleichung (1.19)

—1—
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1 Vorbemerkungen

weiter
e L (20 ) = (2,2) + (o0, 20) (2, 2)
L= lpu(2) TR -
_ (A —T20P) (1= 12P) '
1= (z,20)>

Aus dieser Gleichung entnehmen wir direkt, dass |p,,(2)| < 1 genau dann
gilt, wenn |z| < 1 ist. Also ist ¢, eine wohldefinierte Abbildung B — B.
Dass ¢, holomorph ist, folgt genau wie (i) aus der Definition von ¢,,. Fiir
(ii) entwickeln wir die Funktion ¢, im Punkt 0 in ihre Potenzreihe. Hierzu
bemerken wir, dass |(z, z9)| < 1 fiir z € B gilt. Wir erhalten also

o0

= (20 — z — Ss/z Z, 2 k
Pz (2) = (20 — P Q)kzo<ao> (1.21)

= ., (0) + |[20]*Pz — (P + sQ) 2 + R(2),

wobei R (2) = —(2,20) (P + sQ) 2+ (20 — Pz — sQz) > 725 (2, z0)F ist und we-
gen |(z,20) (P + 5Q) z| < (1 + |s]) |20]|2|? kénnen wir (1.21) in der Form

Pz (2) = 92 (0) + [20° Pz — (P + 5Q) 2 + O(|z])

schreiben. Fiir die Koordinatenfunktionen R; von R gilt also mit einer geeig-
neten Konstante ¢ > 0

[Ri(2)] < ¢fz]?
fiir alle z € B. Somit ist fiir j =1,...,n
‘Ri(tej)t— Ri(O)' _ |RZ’(;€])\ < dlt] 120,

~1(0))1<i,j<n = 0. Schliellich berechnen wir hier-
y <i,j<

Dies zeigt, dass D R(0) = (2&
mit
lim Pzo (tej) — ©2,(0)

_ 2 L )
lim " = |20|“Pej — (P + s5Q)e;

und erkennen, dass D, (0) die darstellende Matrix von —s?P — sQ ist. Um
D ¢, (20) zu bestimmen, bemerken wir

zo — Pzy — Ph — sQzy — sQh

Pz (20 + h) = 1 — 20|12 = (h, 20) 1.22)
_—Ph—sQh :
o 82 - <h7 ZO>

und berechnen

iy P20 (70 - tej) — @z (20) _ _ _
-0 t t—=0 s2 —t(ej, zo) s2 s
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1.2 Automorphismen von B

Also ist D ¢,,(20) die darstellende Matrix der Abbildung —s™2P — s71Q. Es
bleibt (iii) zu zeigen. Da ¢, holomorph ist, ist die durch ¢ = ¢, 0, definierte
Abbildung B — B ebenfalls holomorph mit ¢(0) = 0. Aus (ii) und den
Identitiiten P2 = P, Q% = Q, QP = PQ = 0 folgt weiter

D w(o) =D Pzo (ZO) D Pzo (O)
= P24+ sQP + s 'PQ + Q?
=P+Q
=1

Dem Eindeutigkeitssatz von Cartan zufolge ist also 1(z) = z fiir alle z € B.
SchlieBlich folgt hieraus nun (@,) " = ¢.,. Somit ist ¢, € Aut (B) gezeigt.
O

Das folgende Ergebnis zeigt, dass die Abbildungen ¢, mit z € B bis auf
Rotationen alle Automorphismen der Einheitskugel sind.

1.10 Lemma. Sind ¢ € Aut(B) und zy = ¢~1(0), so gibt es eine eindeutige
unitdre Abbildung U € U, sodass sich ¢ in der Form ¢ = Uy, darstellen
ldsst.

Beweis. Seien 1 € Aut (B) und zy = ¢~1(0). Offenbar ist 1 o ., € Aut (B)
mit (¢ 0 ,,)(0) = 0. Da B ein kreisférmiges, beschinktes Gebiet ist, ist 1oy,
Korollar 1.8 zufolge eine lineare Transformation. Da die unitédren Transforma-
tionen die einzigen linearen Transformationen sind, die B auf B abbilden, gibt
esein U € U mit 1oy, = U. Mit Hilfe der Identitiit (o) " = ¢, aus Lemma
1.9 ergibt sich ¢ = Uyp,,. Die Eindeutigkeit der Abbildung U ist offensichtlich.

O

Offenbar ist die Verkettung 1)1 019 zweier Automorphismen 1,1y € Aut (B)
wieder ein Automorphismus von B. Die Menge Aut (B) bildet also zusammen
mit der Kompositionsoperation o eine Gruppe. An dieser Stelle kénnen wir
dem Beweis von Lemma 1.9 noch folgendes Resultat entnehmen:

1.11 Proposition. Es sei ) € Aut(B). Setzen wir v = %~1(0), so gilt

(1= (v, 0)) (1 = (zw))
(1= (z0) (1= (v,w))

1= (4(2),(w)) =

fir alle z,w € B.

Beweis. Seien ¢ € Aut (B) und v = % ~1(0). Nach Lemma 1.10 gibt es ein
eindeutiges U € U, sodass ¥ = Uy, gilt. Beachten wir, dass

(Upu(2), Upy(w)) = (pu(2) , pu(w))
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1 Vorbemerkungen

fiir z,w € B gilt, so erhalten wir entsprechend zu Gleichung (1.19) aus dem
Beweis von Lemma 1.9 unter Beachtung, dass (v— P, z, $,Q,w) = —(8,Qyz, v—
P,w) =0 ist

(v — Pyz,v — Pyw) + s2(Quz, Quw)
(1= (z0) (1 = (v,w))

Hieraus erhalten wir wie im Beweis von Lemma 1.9 das Analogon zu Gleichung
(1.20) und dies ist die Behauptung.

1= ((2),¥(w)) =1 -

d

Abschlieflend kénnen wir fiir einen beliebigen Punkt z € B die Determinante
det(Dg v)(2) abhéingig von z und ¢ € Aut (B) angeben.

1.12 Lemma. Sei ¢ € Aut(B). Dann gilt fir z € B

1— [ (0) >"“
1= (z, 0 L(0))2)

Beweis. Seien 1 € Aut (B) und z € B. Setzen wir w = 1(z), so ist die Ab-
bildung ¢, o 1 o ¢, ein Automorphismus B — B mit (¢, 010 p,)(0) =
vw(¥(2)) = 0. Wie im Beweis von Lemma 1.10 liefert die Anwendung von
Korollar 1.8 auf die Abbildung ¢,, o ¢ o ¢, die Linearitdt jener Funktion und
folglich ist ¢, 01 0@, auch unitér. Es gibt also ein U € U mit ¢, 0 op, = U.
Da ¢,, und ¢, Lemma 1.9 (iii) zufolge Involutionen sind folgt wiederum die
Identitat

Dz )(2) =

= puUgp..

Bilden wir nun die Ableitung von @ im Punkt z, so liefert die Kettenregel
unter Beriicksichtigung, dass DU (v) = U fiir alle v € B gilt,

D4(z) =D pw(Up(2)) - DU(p2(2)) - Dp.(2)
=Dpy(0)-DU(0) - D ¢.(2) (1.23)
=Dpu(0)-U-Dep.(2).

Wir bestimmen nun det Dg ¢,,(0). Hierfiir ergénzen wir {w} zu einer Ortho-
gonalbasis {w,ws,...,w,} des C". Wegen P,w = w ist aus Lemma 1.9 (ii)
ersichtlich, dass —s? ein Eigenwert von D ¢,,(0) mit Eigenvektor w ist. Hier-
bei ist s = y/1 — |w|?. Aus der Orthogonalitidt der Basisvektoren sehen wir
weiter Pw; = 0 und eine einfache Rechnung liefert D ¢,,(0) w; = —sw; fiir
2 < i < n. Somit ist —s ebenfalls ein Eigenwert von D ¢,,(0) mit Eigenvek-
toren wa, ..., wy,. Die Determinante von D ¢,,(0) ist gleich der Determinante
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1.2 Automorphismen von B

der darstellenden Matrix beziiglich der Basis {w, ws,...,w,} und daher gilt
det D ¢, (0) = (—1)" s"*1. Mit Hilfe der Identitiit (1.15) berechnen wir

det D ¢,,(0) = |det D iy, (0)?
= |(=1)" " (1.24)
_ (1 - |w|2)n+1 .
Verfahren wir nun analog, um det D ¢,(2) zu bestimmen, so ist aus der, eben-
falls in Lemma 1.9 (ii) berechneten, Identitiit D ¢,, (20) = —Psy /s> — Q.. /s
(wobei s = /1 — |29]2) ersichtlich, dass —s~2 und —s~! die Eigenwerte von
D ¢.,(20) sind mit dim Eig (D ¢,(20) , —s~?) = 1 und

dim Eig (D ¢, (20) , —s~') = n — 1. Wieder berechnen wir mit Hilfe von Glei-
chung (1.15)

det Dr ¢.(2) = (1 — |z|2)_n_1. (1.25)

Mit Proposition 1.11, wobei wir w = z setzen, und unter Beriicksichtigung,
dass detgr U = 1 gilt, liefert (1.23) zusammen mit (1.24) und (1.25) schlieBlich

det Dr ¢ (2) = det D ,,(0) det U det Dg ¢, (2)
(1P
- ()
(=P (=P )
(1= 2P) [T = (2 ¢~ 1(0)) 2

:< 1—[y1(0))? >“1
1= (o opr)
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2 Poisson-Integrale iiber der
Einheitskugel

Wir werden im Folgenden das Poisson-Integral iiber der Einheitskugel im C™
einfiihren und uns genauer mit seinen Eigenschaften beschéftigen. Im ersten
Abschnitt prasentieren wir die Cauchysche Integralformel fiir Funktionen aus
der Ball-Algebra A (B) = {f € C(B) | flg € O(B)}. Mit diesem Ergebnis
sind wir anschlieend in der Lage, eine niitzliche Eigenschaft des Poisson-
Integrals von Funktionen aus A (B) zu folgern. Unter Zuhilfenahme der im
zweiten Abschnitt erarbeiteten Ergebnisse {iber Maximalfunktionen wenden
wir uns im letzten Teil dieses Kapitels dem Hauptthema dieser Arbeit, den
sogenannten Kordnyi-Limiten, zu.

2.1 Die Cauchysche Integralformel auf B
Wir beginnen mit der Definition des Poissonkerns.
2.1 Definition. Die Funktion

(L= I=P)"

P:Bx§—R, 2, ) — —————
0= g
heifit Poissonkern tiber B.

Offenbar ist P eine positive und stetige Funktion. Man sieht auch leicht,
dass P(z,-) € LY(B, p) fiir jedes u € M(S) und jedes z € B gilt.

2.2 Lemma. Der Poissonkern besitzt folgende Figenschaften:
(i) Fiir jedes pn € M(S) und jedes z € B ist P(z,-) € L' (u) .
(ii) Friir jedes (o € S und jedes 6 > 0 gilt

lim sup P (z,{) =0,
z—Co ceA

wobei A ={( € S||¢— (ol >} sei.
(i1i) Fiirn,( € Sundr € [0,1) gilt P (rn,{) = P (r{,n).
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2 Poisson-Integrale iiber der Einheitskugel

Beweis. Teil (i) folgt direkt, da die Funktion P (z,-) fiir festes z € B stetig
und beschrénkt ist. Zum Beweis von (ii) fixieren wir (p € S und 6 > 0. Setze

m = inf{[1 — (o, ()| | ¢ € A}.

Da die Menge A = {¢ € S| | — (o] > d} kompakt ist und da stetige, reell-
wertige Funktionen auf Kompakta ihr Minimum annehmen, gibt es ein ( € A
mit

m = [1 = (Co, ¢)|-
Wiére m = 0, so gébe es wegen 1 = [((0,¢)| < [(o]|¢| = 1 ein t € R mit
Co = €¢. Dann wire aber 1 = ((, (o) = €' und daher ¢y = ¢ im Widerspruch
zur Definition von A. Also ist m > 0.
Fiir z € B, wobei ohne Einschrénkung |z — (o] < m gelte, und ¢ € A ist

[(Co — 2, Q) < [¢o — 2| <m < [1—(Co, ()
und daher

(L= lz) (1 +2])"
PEO= 0+ G- =0
< 2"|Co — 2|"

— (1= (G0 O = [{Go — 2, )"
2"Co — 2|" z—Co 0
~ (m =G —2])*" '
Damit folgt (ii). Fiir (iii) seien n,¢{ € Sund r € [0,1).
Es gilt

(1—|rn?)"
PO =10 o
(1—r¢?)”
11— (¢, )|
_ (=)
[T —(r¢,m) >

=P (r¢,n).

Somit kénnen wir nun das Poisson-Integral iiber B definieren.

2.3 Definition. Fiir f € £1(S,0) und u € M(S) nennt man die Funktionen

HWBHC,zHLHMW@MQ (2.1)

Plp]:B—C z»—)/SP(z,C)d,u(C) (2.2)

das Poisson-Integral von f beziehungsweise .
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2.1 Die Cauchysche Integralformel auf B

Ist 2o € B so wissen wir nach Lemma 2.2(i) bereits, dass die Abbildung
P (2p,-) fiir jedes p € M(S) in L (S, u) liegt. Betrachten wir die Umgebung
U={z€B||z— 2| < %} des Punktes 2, so gilt fiir jedes z € U

2] < 5(1+ |20]) <1

und daher 1 — |z| > % und
(L= _ a+lD” 22n
P Z?C S n = ng n CGS.
e (1—zh*  @=l2D)" = (1= l20l)

Somit ist das Poisson-Integral des Mafles i1 Satz A.1 zufolge stetig. Betrachten
wir nun fiir f € L' (S, 0) das durch die Formel oy (A) = [, f(¢)do(¢) auf
der Borelschen o-Algebra von § definierte Maf}, so sehen wir die Gleichheit
P[f] = Ploy| und folglich ist auch P[f] stetig.

Als Hauptergebnis dieses Abschnitts wollen wir nun zeigen, dass das Poisson-
Integral Funktionen aus der Ball-Algebra reproduziert, das heifit fiir jedes
f e AB) gilt flg = P[f]. Wir werden diese Eigenschaft hierzu im ersten
Schritt fiir den Bergman-Kern herleiten.

2.4 Definition. Die Funktion
K:BxB—C, (z,w)— (1—{(zw) " (2.3)
heifit Bergman-Kern tiber B.

Wir sehen sofort, dass der Bergmankern K (z,w) holomorph in z bei festem
w € B und antiholomorph in w bei festem z € B ist und dass K(z,w) =
K(w,z) gilt. Fiir festes zg € B gilt weiter |K(z0,w)| < (1 —|20])"™" " so-
dass wir in Analogie zum Poisson-Integral das Bergman-Integral fiir ein f €
L1(B,v) durch

K[f]:B — R, zZ— /BK(z,w) f(w) dv(w) (2.4)

definieren konnen.

2.5 Lemma. Fiir jedes f € LY(B,v) ist das Bergman-Integral K[f] holo-
morph.

Beweis. Sei f € LY(B,v). Dann ist K(z,:)f € LY(B,v) fiir z € B und
K(-,w) f(w) € O(B) fiur w € B.
Fir zo e Bund z € {v € B| |[v — 20| < (1 — |20])/2} ist 1 — |2| > (1 — |20])/2
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2 Poisson-Integrale iiber der Einheitskugel

und daher
|f(w)]
K (zw) f(w)] = o o
|f(w)]
(1=t
2" f (w)]
= (1= |zt

Nach Satz A.4 ist K[f] partiell holomorph und damit holomorph.
]

Wir kénnen nun zeigen, dass das Bergman-Integral holomorphe Funktionen
aus £!(B,v) reproduziert.

2.6 Lemma. Sei f € £L}(B,v) holomorph. Dann ist f = K[f].

Beweis. Seien f € £'(B,v) holomorph und a € B. Wir betrachten die Abbil-
dung
K(a,a)

: B C
g — C, Z}—>K(z,a)

f(2),

welche wegen

n+1

L= a0 e < (1= Jal) ™ If(2)

1—lal?

o) = |

in £1(B,v) liegt. Nach der Transformationsformel ist (g o o,)|det Dg ¢q4| €
L1(B,v). Da |det Dg ¢,|: B — B messbar ist und da man aus Lemma 1.12
durch eine einfache Abschitzung eine Konstante ¢ > 0 mit

¢ < |det Dg @q|

auf B erhilt, ist auch g o ¢, € L}(B,v). Da K(-,a) und f holomorph sind,
ist auch g holomorph und weil ¢, nach Lemma 1.9 holomorph ist, gilt dies
auch fiir g o .. Insgesamt ist g o p, € L1 (B, ) N O(B). Lemma 1.6 mit z = 0
angewendet auf die Abbildung g o ¢, liefert durch Ubergang zum Grenzwert
rt1

(90 0)(0) = /E (9.0 u) (u) du(u) (2.5)

Substituieren wir u = p4(w) in (2.5), so erhalten wir

fla) =g(a) = (g0 ¢a)(0) = /Bg(w) |det (Dg ¢a) (w)|dv(w) . (2.6)

26



2.1 Die Cauchysche Integralformel auf B

Mit Lemma 1.12 folgt

1— |al? )”“ _ K(a,w) K(w,a)
)2 '

det (Dg ¢a) (w) = <|1 o (2.7)

Setzen wir (2.7) in (2.6) ein und beachten wir die Definition von g, so erhalten
wir f(a) = K[f](a).
O

Mit Hilfe des letzten Ergebnisses kénnen wir nun im néchsten Schritt die
Cauchysche Integralformel auf der Einheitskreisscheibe in C auf die Einheits-
kugel B C C" verallgemeinern. Diese Formel wird es uns ermoglichen zu zeigen,
dass das Poisson-Integral Funktionen aus der Ball-Algebra reproduziert. Wir
fithren zuerst den Cauchy-Kern ein.

2.7 Definition. Die Funktion
C:BxSH\M —C, (50— (1-(20)™", (2.8)
wobei M = {(2,() € B x S| (z,{) =1} sei, heifit Cauchy-Kern iiber B.

Der Cauchy-Kern ist offenbar holomorph in z € B bei jedem festen ¢ € S.
Fiir festes z € B ist die Abbildung C(z, -) als stetige Funktion auf S beschrénkt
messbar und daher iiber S integrierbar beziiglich jedem Mafl y € M (S). Wir
konnen also genau wie beim Poissonkern fiir f € L£1(S,0) beziehungsweise
w € M(S) die Cauchy-Integrale

Clf]:B—C, weéamwmw@ (2.9)

beziehungsweise

Cl:B—C,  2r /So(z,g) dp (0) (2.10)

definieren. Wie beim Bergman-Integral kann man zeigen, dass C|[f] und C|u]
auf B holomorph sind. Wir kénnen den Poissonkern in Termen des Cauchy-
kerns ausdriicken, wie die folgende Proposition zeigt.

2.8 Proposition. Firz € B und € S gilt

€20 ClC. )

Pz¢) = C(z,2)
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2 Poisson-Integrale iiber der Einheitskugel

Beweis. Seien z € B und ¢ € S. Es gilt

0(276) C(C,Z) _ (1 — |Z’2)n
C(z,2) (1= ()" (1=1(¢2)"
ey
(1= (z,)" (1= (z.0)"
_ (=)
11— (2,
=P (z,()

O]

Das néichste Lemma zeigt, dass das Cauchyintegral mit unitdren Abbildungen
C" — C™ kommutiert.

2.9 Lemma. Seien U € U eine unitire Abbildung und f € £1(S, o), dann gilt
Clf o U] = C[f] o .
Beweis. Seien U € U und f € £'(S,0). Wir bemerken dass C(z,U() =

C(Uz,() ist. Hieraus und aus der Rotationsinvarianz des Mafles o folgt fiir
z€B

Clf o] (2) = /S C(2.¢) FUC) do ()
- /S C(U=) £(¢) do(C)
— (Clf]oU) ().

O]

Wir zeigen nun die Cauchysche Integralformel fiir Funktionen aus der Ball-
Algebra A (B).

2.10 Satz (Die Cauchysche Integralformel auf B). Sei f € A(B). Dann gilt

fiir jedes z € B.
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2.1 Die Cauchysche Integralformel auf B

Beweis. Seien f € A(B) und z € B. Benutzen wir die Definition des Cauchy-
integrals, so besagt die Cauchysche Integralformel, dass f|lg = C[f]. Wir be-
trachten zuerst den Fall n = 1. Es seien z € D = By und |2| < r < 1. Als
stetige Funktion auf dem Kompaktum D ist f beschrinkt messbar und daher
f € L£Y(S,01). Nach Voraussetzung ist die durch die Vorschrift v + f(rv)
definierte Abbildung auf einer echten offenen Obermenge von D holomorph
und daher gilt wegen der gewohnlichen Cauchyschen Integralformel

_ 1 f(rg)
flrz) = o5 slf—izdc
R, (2.11)
= Tz dh(t),

T om ol —ze?

hierbei ist das erste Integral als Kurvenintegral zu lesen.
Schreiben wir ()\1|[_7mr])a fiir das Bildmaf} von A1 ||y - unter der durch ¢ et
definierten Borel-messbaren Abbildung a: [—m, 7] — S, so gilt

g1 = % ()‘1|[77r,7r])a .

Daher folgt aus (2.11) mit Hilfe der Transformationsformel fiir Bildmafle

™ it
f(rz) = % /_7r {YZegt dM\(t) = sllf(—?i)( doi(Q) . (2.12)
Als stetige Funktion auf der kompakten Menge D ist f schon gleichmiBig
stetig und somit erhédlt man aus (2.12) durch den Grenziibergang r 1 1 die
Behauptung.

Sein > 1 und z = (z1,...,2,) € B. Wir diirfen ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dass z, = 0 ist. Denn ist die Aussage fiir alle z € B
mit z, = 0 schon gezeigt, so wihlen wir eine unitére Abbildung U € U so,
dass Uz = (v,0) gilt fiir ein v € C"~! mit |v| < 1. Lemma 2.9 liefert somit

Clfl(2) = CLAI(UT" (v,0))
=C[foU](v,0)
= /(U™ (v,0)
= f(2).
Schreibe also 2z = (2/,0) mit 2’ = (21,...,2,-1). Gleichermafien werden wir
u € C" in der Form u = (u/,u,) schreiben, wobei v/ = (u1,...,u,_1) € C*1

und u,, € C sind. Da |z| < 1 ist, ist die durch die Formel g(w) = C(z,w) f(w)
definierte Funktion B — C wohldefiniert und fiir jedes ¢ = ({’,(,) € Sist die
Abbildung D — C,u +— ¢(¢’,u(,) stetig auf D und holomorph auf D. Somit
liefert der Fall n =1

9(¢’,0) = 217r/_ 9(¢,€”¢n) db (2.13)
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2 Poisson-Integrale iiber der Einheitskugel

Da g|g stetig ist, folgt mit Formel (1.11) aus Lemma 1.4, dass

/ 3 | o¢e ) dbin () = [ Q) dnO) =Cl). 1)

Dabei ist auf der linken Seite ¢, = /1 —|(’/| fiir jedes ¢’ € B,,_1. Weiter
bemerken wir, dass C(z,w) = K(z',w') fiir jedes w € B gilt, wobei K der
Bergman-Kern in B,,_; sei. Satz 2.6 liefert fiir die linke Seite von Gleichung
(2.13) schlieBlich

L o0 dnn (@) = [ KE 0 dnn ()

Bn_1 Bn-1
_ f(z', 0) (2.15)
=f(2).

Die Formeln (2.14) und (2.15) liefern nun die Behauptung.

Als direkte Folgerung aus dem letzten Ergebnis erhalten wir:
2.11 Satz. Sei f € A(B). Dann gilt f(z) = P[f](z) fir jedes z € B.

Beweis. Seien f € A(B) und z € B. Wegen |z| < 1ist C(-,z) € A(B) und da-
her ist die durch die Formel g(w) = (C(w, z) /C(z, z)) f(w) deinierte Funktion
B — C ebenfalls in A (B) enthalten. Weiter gilt offenbar g(z) = f(z). Wenden
wir nun die Cauchysche Integralformel auf g an, so erhalten wir zusammen mit
Proposition 2.8

9= [ €00 ()
_[oocn) .
- [ FE o

/ch 4o ()

= P[f1(2) .

Hieraus ergibt sich abschlieffend:

2.12 Korollar. Es sei 0 < r < 1. Dann gilt

/[JD(TU,C)dU(C)==1
S
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2.1 Die Cauchysche Integralformel auf B
fiir jedes feste n € S und

| Pendotn =1
fiir jedes feste ¢ € S.

Proof. Sei 0 < r < 1. Offenbar ist die konstante Funktion f = 1 Element der
Menge A (B). Fiir festes n € S liefert die Anwendung von Satz 2.11 auf die
Funktion f an der Stelle z =

1= f(rn) = /SP(W?,O do(() -

Weiter liefert Lemma 2.2(iii) zusammen mit obiger Gleichung

1 :/Sp(m, O)do(C) = /SP(rc,n) do(C)-

Damit ist alles gezeigt.
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2 Poisson-Integrale iiber der Einheitskugel

2.2 Maximalfunktionen

Die Maximalfunktion M, beziiglich eines Mafles u € M (S) ist eine nach un-
ten halbstetige Funktion S — [0, c0]. Wir werden sie im zweiten Teil dieses
Abschnitts definieren und im Anschluss daran Maximalfunktionen fiir Funk-
tionen B — C einfiithren. Im folgenden definieren wir zunéchst eine Metrik
auf S, welche fiir die Definition der Funktion M, ben&tigt wird.

2.13 Lemma. Fir die durch
dGBxB—[0,00) , (uwv)—s |1 —(u,0)|2
definierte Abbildung und fir u,v,w € B, U €U gilt:
(i) 0 < d(u,v) < V2,
(i) d(u,v) = d(v,u),
(iit) d(Uu,Uv) = d(u,v),
(i) d(u,v) < d(u, w) +d(w,v),

(v) d|sxs definiert eine Metrik, die die iibliche Topologie (Relativtopologie
von C") auf S induziert. Fir (,n € S gilt

ZlC—nl < al¢m < 1¢—nl'?.

Beweis. Die Punkte (ii) und (iii) folgen direkt aus der Definition der Funktion
d, und die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert

0< 1= {u,o)| < 1+]uljo] <2

fir u,v € B, sodass (i) gezeigt ist. Seien nun u,v,w € B mit Komponenten
g, vi,w; € C;i =1,...,n. Um (iv) zu zeigen, kénnen wir wegen Punkt (iii)
ohne Beschrankung der Allgemeinheit annhemen, dass w = re; ist fiir ein
r € [0, 1], denn sonst wéhlen wir U € Y mit Uw = |w|e; und es folgt

d(u,v) = d(Uu,Uv) < d(Uu, Uw) + d(Uw, Uv) = d(u, w) + d(w,v).
Es bleibt also . L
11— (u,v)| < (J1 = rug|2 + |1 —rvq|2)? (2.16)
zu zeigen. Schreiben wir v’ = u — uje; beziehungsweise v/ = v — vyeq, so gilt
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung zufolge
1= ()] = |1 = (o +wrer, o + vien)|
=1 — w1ty + (u', 0| (2.17)

<1 —ww| + [||V).
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2.2 Maximalfunktionen

Wir wollen nun die Ungleichung |r — 71| < |1 — 71| einsehen. Fiir rv; = 1 ist
r = 1 =71 und die Ungleichung ist klar. Auch fiir » = 1 ist nichts zu zeigen. Ist
r € [0,1) so ist aus der Funktionentheorie wohlbekannt, dass |r — z| < |1 —rz]
fir alle z € D gilt. Also gilt die gewiinschte Ungleichung. Mit Hilfe dieser
Ungleichung gilt auflerdem

1 —wiv1] = |1 — rug + us(r —oy)|
<|1—-rui|+jr—ov
<| 1+ i‘ (2.18)
<1 —rup| + |1 — 77|
= |1 —ru| + |1 —rvy|
und aus |ul? = uiuy + |[v/|? < 1 folgt
W <1 Ju

<1- ]ru1|2

= (1 —|ru1])(1 + |ru1]) (2.19)

< 2(1 = [rual)

§2\l—ru1\.

Eine analoge Rechnung liefert |v/|> < 2|1 — 7v;|. Mit (2.18) und (2.19) erhiilt
man aus (2.17)

1 1
11— (u,v)| <|1—ru|+ |1 —rv|+2|1 —rug|2]1 —rve|2
1 1
= (|1 —rug|2 + |1 —rv1]2)2

Somit erfiillt ¢ die Dreiecksungleichung. Sind {,n € S, so siecht man leicht,
dass d(¢,n) = 0 ist genau dann, wenn ¢ = n gilt. Somit definiert d|s«g eine
Metrik auf S. Es ist zu beachten, dass d keine Metrik auf B definiert, denn fiir
w € B gilt d(w,w) = (1 —|w|?>)/? > 0. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ die iibliche
Topologie auf S induziert. Hierfiir seien 7 die {ibliche Topologie auf S und 74
die von ( induzierte Topologie auf S. Fiir alle {,n € § gilt

C—nl= (1= () — (. ¢) + 1)2

<1 ={Gml+ 1=,

und daher ist 7 C 74. Andererseits liefert die Abschitzung

D=

D=

4Cm) = 116, €) — (&mIZ < I¢ — |2

fir (,n € S die umgekehrte Inklusion, sodass 7 = 74. Somit ist alles gezeigt.
O
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2 Poisson-Integrale iiber der Einheitskugel

Im Folgenden schreiben wir wieder ¢, wenn wir von der Metrik d|sx s spre-
chen. Mit K.(¢) ={n € S| d(n,{) < €} bezeichnen wir die Kugel beziiglich ¢
um den Punkt ¢ € S mit Radius € > 0. Wegen Punkt (i) aus Lemma 2.13 gilt
offenbar K.(¢) = S fiir jedes € > /2. Ist U € U, so folgt aus Punkt (iii) aus
Lemma 2.13 unmittelbar

UK:(¢) = K (UQ). (2.20)

Das folgende Ergebnis wird bei der Untersuchung von Maximalfunktionen von
Poisson-Integralen am Ende dieses Abschnitts duflerst hilfreich sein.

2.14 Lemma. Schreiben wir e; = (1,0,...) fir den ersten Einheitsvektor in

C™, so gilt
ap @) 1 o) 1
>0 € 2 c€(0,v/2) € ™
firn=1 und
p Pl o)
e>0 gen e€(0,v/2] g=n 2n

firn > 1.

Beweis. Wir zeigen zunéchst den Fall n = 1. In diesem Fall ist e; = 1. Ist
e > /2, so folgt 0(K.(1)) = ¢(S) = 1 und daher gilt

o(K:(1))

<
g2 -

1
2

fiir alle € > /2. Sei nun ¢ € (0,v/2]. Man sieht leicht, dass K.(1) = {¢ €
S 1|1 —¢| < €%} die euklidische Kugel um 1 mit Radius 2 ist. Abhingig von
e gibt es @ = 9(e) € (0, 7) mit

et = sin?(0) + (1 — cos(6))?
= 2(1 — cos(h))
=2(1 — (cos*(§) —sin*(%)))

= 4sin’(9)
gilt. Hieraus folgt mit dem Satz von Pythagoras

o(K(1) 20 6 0 2:21)
g2 22 e 27rsin(g)' ’
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2.2 Maximalfunktionen

Die rechte Seite von Gleichung (2.21) ist monoton wachsend in 6 € (0, 7] und
daher ist die linke Seite jener Gleichung monoton wachsend in ¢ € (0,/2].
Insgesamt folgt also

K. (1 K. (1
) (1)
£€(0,v/2] g e—0 e
0—0 27 sin(3)
_1
o
und
Lon() L a(Ke()
b 2 2
e>0 € e—=V2 9
0—m 27 sin(3)
_1
-2

Sei nun n > 1. Fiir beliebiges ¢ > 0 und jedes ¢ = ({1,...,(y) € S gilt

offenbar xk_(e,)(¢) = XB52(1)<C1)7 wobei B.2(1) = {n € D | |1 — | < &2} ist.
Diese Identitéit und eine Anwendung von Korollar 1.3 - mit n = e; - auf die
Funktion XB_» (1) liefern

o(Kefe) = [ xw200(€)d(0
- /S XB.o (G, e1))der(€)
o 1 2 )
= nﬂ 1 /0 /0 (1-— 7*2)"72)(}362(1)(7’6’9)7“ deé dr
n—1

=P [ ).

s

(2.22)

€

wobei E. = {2 € C | |z| < 1und |1 — z| < €2} = B.2(1) ist. Man priift leicht,
dass die durch die Formel F(z) = €2/(1 — z), z € E., definierte Funktion
ein Diffeomorphismus E. — F(E.) ist mit Umkehrabbildung F~!(w) =1 —
£2/w und det Dg F~!(w) = ¢*/|w|*. Substituiert man in der rechten Seite von
Gleichung (2.22) w = F(z) und schreibt w = x + iy mit z,y € R, so folgt
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2 Poisson-Integrale iiber der Einheitskugel

durch eine weitere Rechnung

o(Ka(er)) = 2t / (1= [1 = 2/w?)" (] lw])*dAo(w)

T F(E:)

_n-l / (22 — %) 2 (e/|w])* 2 (e/|w])*dAz (w)
T F(E:)

_ (n—De 7 — 22" 21wl 2 D (w

= [ e

und somit
o(Ke(er)) _n—1 I — 22|20 w
gn  x /F(Ee)(z )" w7 Az (w) (2.23)

Fiir das Bild von F' gilt

FE)={weC"|]1-e*/w| <1lund [1—(1-¢&?/w)| <e?}
={weC||w-e? < |w und |w| > 1}
={w € C|2Rew > e und |w| > 1}.

Man erkennt hieraus, dass fiir §,7 > 0 mit § < « offenbar die Inklusion
F(E,) C F(E;s) gilt und daher ist

[ o=t ) < [ (20 82 ul 2 da(w)
F(E,) F(E,)

< / (22 — 62" 2u] 2" dAg(w)
F(Es)

Es folgt
o 70ele) 1
£€(0,V2] en 2"

Andersherum betrachtet bilden die durch die Formeln
Je(w) = (22 — Ei)”‘Qlw\‘2”xF(E£k)(w)

definierten messbaren Funktionen C — R™ wegen der obigen Ausfithrungen
fiir jede streng monoton fallende Nullfolge (¢j)>1 eine punktweise monoton
wachsende Folge von Funktionen. Dem Satz von der monotonen Konvergenz
zufolge gilt also

lim [ (2z — 52)"72]w|72"XF(EEk)(w)d)\g(w) = 2"2/Ex"2|w|2nd)\2(w)

k—oo Jr
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2.2 Maximalfunktionen

fir jede streng monoton fallende Nullfolge (ex);>1, wobei
E={w=2+iyeC|z>0und |w| > 1}

sei. Aus dieser Argumentation und Gleichung (2.23) folgt nun

KE . Kg
ap Ty, olEer)
E—
” -t 1 (224)
S ) / 2" |w| " dAg(w) .
™ E
Schreiben wir w in Polarkoordinaten, so erhalten wir aus (2.24) fiir
sup.-o o(Ke(e1))/e?™ die explizite Darstellung
K 2" 2(n—1)
sup ol 52(61)) (n / / (1 cos 0)"2r~ 2" df dr
e>0 € /2
om=2(p _ 1 /2
= 7(12 / r" 1dr/ (cos0)" "2 df
T 1 —m/2
om=2(p 1 /2
= Prn-1) / (cos )2 dh
™ —7/2
< oQ.
O
Da K.(e1) = Sist fiir alle ¢ > /2, folgt aus Lemma 2.14 unmittelbar
n(K (K
sup (Kse(e1)) _ sup 2 (Kse(e1))
e>0 an(Ké(el)) 0<e<v?2 Un(KE(el))
— 32 sup on(Kse(e1))e®”
0<e<y3 (36)*"on(Ke(e1)) (2.25)
n (K . n(K
<32 gup (Kseler)) . ¢ on(Keler))

2 D)
0ce<y3  (3E)P oce<vz €

< 00
fiir alle n > 1. Man beachte, dass die erste Identitét in (2.25) wegen

ouKople) 1

on(Kgler))  on(S\{-e1})

gilt. Diese Betrachtung liefert folgende Version des Uberdeckungssatzes von
Vitali.
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2 Poisson-Integrale iiber der Einheitskugel

2.15 Lemma. Sei E die Vereinigung eines endlichen Systems M von Kugeln
K.(¢) €S, r>0,( €8. Dann gibt es eine Menge D aus paarweise disjunkten
Kugeln K,,(G;) (1 <i<m) aus M mit

=1

und

o(E) < A oK, (G))-
1=1

Hierbei ist A = sup o(Ks,(e1))/o(Kr(e1)) < oo.
r>0

Beweis. Sei M = {K; = K, ((;) | i = 1,...,s} ein endliches System von
Kugeln und E = |J;_; K;. Wir konnen annehmen, dass r; > ripq gilt fiir
i=1,...,5—1.

Setze i1 = 1 und verfahre induktiv wie folgt:
Sind die Indizes 1 < iy < ... < i < s mit K;; N K;, = ¢ fiir alle j # 1 €
{1,...,k} schon gewéhlt, so setze

ipy1 =min{j € {1,...,s} | j > iy und K; N (K;, U...UK;,) = ¢},

sofern ein solches Minimum existiert. Ansonsten breche ab. Da die Menge
M endlich ist, bricht das Verfahren im m-ten Schritt fiir ein m € N mit
m < s ab. Wir definieren D = {K;,,...,K;, }, sodass D C M eine Menge
paarweise disjunkter Kugeln ist. Fiir jede Kugel K; € M gibt es einen Index
Jj € {i1,...,im} so, dass K; N K; # ¢ und j < 4, denn sonst wére iy, < i <
iko+1 fir ko = max{l € {1,...,m} | 1 <4 < i} im Widerspruch zu obiger
Konstruktion der Menge D.

Sind nun, fiir 7,5 wie oben, ( € K; und n € K; N K, so gilt wegen j < ¢
offenbar d(¢,n) < 2r; < 2r; und daher d(¢,¢;) < d(¢,n) + d(n,{) < 3rj.
Hieraus folgt K; C Ks,;(¢;) und somit erhélt man

EC U K, (Gi;)-

J=1

Wihlt man fiir jedes j € {1,...,m} ein U; € U so, dass U;(;; = e; und

38



2.2 Maximalfunktionen

beachtet man Gleichung (2.20), so gilt schlielich

m
Z o I<37“z Cz]

i=1

s U K ri Czj

g A () 3 ) oK)
=1

> o(K;

Jj=1

.

.

IA
N

O]

Wir definieren nun, was man unter einer Maximalfunktion beziiglich eines
MaBes p € M (S) versteht.

2.16 Definition. Sei € M(S) und sei |u| die Variation des Mafes pu. Die

Funktion || (K= (C))
. a -
My §—=[0,00), ¢ sup Ay

heifit Maximalfunktion zum Majs p.

Unter Beachtung von (2.20) und der Rotationsinvarianz von o ist
My(C) = sup [p|(Re(C)) /o (Ke(er)). (2.26)
3

Wir hédtten M, also auch durch die Formel (2.26) definieren konnen. Es sei
an dieser Stelle angemerkt, dass das Supremum in der Definition der Maxi-
malfunktion zum Mafl p nicht endlich sein muss. Wir rechtfertigen nun mit
dem Beweis der folgenden Proposition eine bereits zu Anfang des Abschnitts
aufgestellte Behauptung.

2.17 Proposition. Fir jedes p € M(S) ist M, nach unten halbstetig.

Beweis. Essei p € M(S). Es geniigt zu zeigen, dass die durch ¢ — |u](K:(€))
definierte Abbildung h.: S — [0, o] fiir jedes € > 0 nach unten halbstetig ist,
denn dann ist (h:/0(K:(e1)))e>0 eine Familie nach unten halbstetiger Funk-
tionen und somit ist M), als punktweise gebildetes Supremum obiger Familie
wieder nach unten halbstetig. Sei also € > 0. Weiter seien (p € S und t5 € R
mit |p|(Kz(Co)) > to. Da |p| ein reguléres Maf ist, gibt es eine kompakte Men-
ge K C K.({o) so, dass |u|(K) > to gilt. Aus der Kompaktheit von K und der
Stetigkeit der Abbildung d(, (o) folgt sofort sup ¢y d(¢,Co) < €. Bezeichnen
wir mit ex dieses Supremum, dann gilt fiir ¢ € S mit d({,{y) < € — ex und
nek
d(C?U) < d(Ca CO) + d(COﬂ?) <€&€—€K t+EK =E,
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2 Poisson-Integrale iiber der Einheitskugel

das heifit K C K.(¢). Also gilt fiir alle ¢ € K., (o)

[ul(Ke(Q)) = |ul(K) > to,

sodass die Menge {¢ € S| |u|(K:(¢)) > to} offen und daher insgesamt M,
nach unten halbstetig ist. O

Im néchsten Lemma wollen wir fiir ¢ > 0 eine obere Schranke fiir den Aus-
druck o({¢ € S| M,(¢) > t}) angeben. Hierbei taucht erneut die Konstante
A, wie sie in Lemma 2.15 definiert ist, auf. Bemerkenswert ist, dass diese
Schranke weiter nur noch von der Norm ||u|| = |p](S) und der Zahl ¢ abhéngt.
Es handelt sich hierbei um die in der Einleitung dieser Arbeit erwéhnte Un-
gleichung fiir Maximalfunktionen von Maflen von Hardy und Littlewood.

2.18 Lemma. Sei p € M(S). Dann gilt

o({Ce S| Mu(Q) > 1)) < A”tp“”

fiir alle t > 0.

Beweis. Seien p € M(S) und t > 0. Proposition 2.17 zufolge ist die Menge

U ={Ce S| M,(¢) >t} offen. Da o regulér ist, geniigt es, die Ungleichung
o(C) < A”t“” (2.27)

fiir jede kompakte Menge C C Uy zu zeigen.
Sei also C' C U; kompakt. Aus der Definition von M, folgt fiir jedes ¢ € C
die Existenz einer Kugel K = K.((), € > 0, mit

(k) > to(K) (2.28)

Da C kompakt ist, gibt es (1,...,{ € S so, dass C' C |J;_; K¢,. Die Anwen-
dung von Lemma 2.15 auf die Menge M = {K¢, | i =1,...,r} liefert m <r
paarweise disjunkte Kugeln K¢, (m1), ..., K, (nm) € M mit C C Ui~ Kae, (m:).
Wegen Ungleichung (2.28) gilt

o(C)< A Z a(Ke; (i)
i=1
- Azm: |M|(Kt<77>>
=1
= a7 (| Ke, ()

< alil
- t

sodass (2.27) gezeigt ist.
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2.2 Maximalfunktionen

Das letzte Ergebnis wird im ndchsten Abschnitt bei der Untersuchung von
Ableitungen von Maflen Anwendung finden.

Die Maximalfunktion M,F' zu einer Abbildung F': B — C wird iiber die
Supremumsnorm von F auf einer von der Konstanten o > 1 abhéngigen Menge
definiert. Wir wollen zuerst diese Mengen einfiihren. Sie werden auch bei der
Definition der Kordnyi-Limiten im néchsten Abschnitt verwendet. Fiir o > 0
und ¢ € S setze

Da(Q)={z€C" |1 = (2,¢)| < §(1 = |2")}.
Man erkennt direkt, dass D, (¢) C B ist fiir jede Wahl von ¢ € Sund « > 0. Ist
U € U, so sieht man der Definition von D, (¢) auflerdem direkt die Eigenschaft
U Da(¢) = Da(UC) (2:29)

an. Die Abschétzung |1 — (z,¢)| > 1 — |2 > 3(1 — |2|?) zeigt Do (¢) = ¢ fiir
jedes a < 1 und daher kénnen wir uns auf den Fall o > 1 beschrinken. Wir
kénnen nun die oben angesprochenen Maximalfunktionen definieren.

2.19 Definition. Sei F' eine Funktion B — C. Fir o > 1 heif$t die Abbildung

MoF: S —[0,00], (+— sup |F(2)]
ZeDa(O

die Maximalfunktion zu I bezitiglich «.
Auch diese Maximalfunktion ist nach unten halbstetig.

2.20 Proposition. Es seien F' eine Funktion B — C und o > 1. Dann ist
die Maximalfunktion My F nach unten halbstetig.

Beweis. Seien t € R und ¢ € S mit M, F(¢) > t. Dann gibt es ein z € Dy ()
mit |F(z)| > t. Anhand der Definition von D,({) sieht man leicht, dass die
Menge M = {n € S| z € Dy(n)} offen ist. Demnach existiert ein £ > 0 so,
dass K.(¢) € M gilt. Fiir jedes n € K.(¢) ist also z € Dq(n) und daher ist
M, F(n) > t. Somit haben wir gezeigt, dass die Menge {n € S| M,F(n) >t}
offen und damit M, F nach unten halbstetig ist. O

Bevor wir zum Hauptergebnis dieses Abschnitts kommen, notieren wir noch
eine elementare Proposition, die den Beweis des folgenden Satzes vereinfacht.

2.21 Proposition. Firn,¢ € S und z € Dy(C) gilt

11 ={¢,m| < 4all = (z,n)]|
und
(320%(1 — |2])"

Pl < =z men

(2.30)
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2 Poisson-Integrale iiber der Einheitskugel

Beweis. Es seien n,( € Sund z € D,((). Es gilt

1= (20l < §(1— |2
< a(l—|z])
< afl = (z,n)]

und daher ist d(z, () < v/ad(z,n). Hieraus folgt weiter

d(¢;m) <d(¢,2) +d(zn) < (14 Va)d(zn)

und schliefilich
11— (¢, m)| < 4all = (z,m)]. (2.31)

Fiir die Abschétzung des Poissonkerns verwenden wir Ungleichung (2.31) und
berechnen

_ =)
PN e

201 —|z])"
(4)=2n[1 — (¢, m)|>n
~ (32a%(1 —[2])"
[T — (¢, m)|*"

O

Wir wollen abschlieflend ein Theorem von Adam Koranyi aus dem Jahre
1969 prisentieren.

2.22 Satz. Zu jeder Zahl o > 1 gibt es eine, nur von a abhdngige, Konstante
A, < 00, sodass die Ungleichung

Mo P[p](¢) < Ao M, (C)

fiir alle ¢ € S und jedes Mafi u € M(S) gilt.

Beweis. Seien o« > 1 und g € M(S). Wir diirfen ohne Beschréankung der
Allgemeinheit annehmen, dass p ein positives Maf ist, denn sonst gilt wegen
den offensichtlichen Beziehungen M,, = M), und |P[u](2)| < P[|p[](2), z € B,
auch
Mo Plp)(n) < MaP[|ul](n)
< Aq My (n)
= Aa My(n)
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2.2 Maximalfunktionen

fiir alle n € S. Desweiteren geniigt es, die Ungleichung fiir den Fall { = e; zu
zeigen, denn andernfalls wéhlen wir U € U so, dass Ue; = (. Dann gilt unter
Verwendung von (2.29)

Mo Plu](¢) = ESfl)lp(O!P[u](Z)l

= sup [Plu](2)]
z€UDq(e1)

= sup |P[u](Uz)|
2€Dq(e1)

= sup [PV )(2)]
z€Dq(e1)

= My PV (e1)
S Aa MHU71 (61)

= Agsup s (K (e1))fo (K (e1)

- Aa MM(C)

und somit ist die Ungleichung fiir alle { € S gezeigt. Im letzten Schritt obiger
Rechnung wurde insbesondere (2.20) verwendet.

Sei also ¢ = e; und p ein positives Mafl. Nach Lemma 2.14 gibt es eine
Konstante Ay < oo so, dass

o(K.(e1)) < Age®™ (2.32)

fir alle ¢ > 0 gilt. Fixiere z € D,(e1) und setze r = |2| und ¢ = 8«a(1 — 7).
Wegen t > 0 gibt es ein kg € N mit 2¥0¢ > 2. Die durch

Vo={neS||1-m|<t}=K (e)
beziechungsweise
Vi={nesS|2Fle<|i—m|<2f), k=1,... ko
definierten Mengen V; C S, i = 0, ..., kg, bilden eine disjunkte Uberdeckung

von S, denn es gilt 2¥0¢ > 2 und |1 — n| < 2 fiir alle € S Mit Hilfe dieser
Uberdeckung konnen wir P[u](z) in die Summe
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2 Poisson-Integrale iiber der Einheitskugel

zerlegen. Wir schitzen zuerst das Integral iiber V4 ab. Hierzu beachten wir,
dass fiir jedes 1 € S die Ungleichung

1—7r2)n
Ple) < (1
_ @)
T (1=
<1—p)"

gilt. Da p positiv ist, erhdlt man hieraus zusammen mit Ungleichung (2.32)

/V P (zom) du(n) < 2°(1 — r) " u(Vp)

=21 - A0 ()

a(Vo)
S 2”(1 — 7”) nAotn (61)
_ (12_tr> Ao M, (e1).

Die Definition von t liefert schlieSlich die Abschitzung

| PG dutn) < (100)" 40 M) (2.33)

Wir widmen uns nun den Integralen iiber Vj fiir k = 1, ..., kg. Die Ungleichung
(2.30) aus Proposition 2.21 mit ¢ = e; liefert

(3202(1 —r))"
|1 —m[?m
B (4dat)™
L=
(4dat)™
< - 7
— (2k—1t)2n

_ (16a)"
—\ 4kt

fiir jedes n € Vi und k = 1,..., ko. Berlicksichtigt man Vi C K gr;(e1), so

P(z,n) <

(2.34)
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2.2 Maximalfunktionen

folgt mit (2.34)

firms ()
= (15‘“ )n Z Km e1) ; o (K ygmlen) (2.35)
(1) e

(160& A02 nk Mu(el)

Bei der letzten Abschitzung wurde Ungleichung (2.32) mit € = V2%t verwen-
det. Aus den Abschéitzungen (2.33) und (2.35) ergibt sich nun

ko
Pluj(2) < (160)" Ag My, (e1) + Y (162)" A2~ M), (e1)
k=1
ko
= (14> 27")(16a)"Ag M, (e1)
k=1
2(160)™ Ag My, (e1)

fiir alle z € D, (e1). Die Behauptung folgt aus der letzten Ungleichung, wenn
man A, = 2(16a)" Ay setzt.
[

Aus dem Bewelis ist ersichtlich, dass die Konstante A, nicht ideal ist. Fiir
die folgenden Betrachtungen geniigt die Existenz einer Konstante A, wie in
Lemma 2.22.
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2 Poisson-Integrale iiber der Einheitskugel

2.3 Koranyi-Limiten Poissonscher Interale

Im letzten Abschnitt hatten wir fir « > 1 und ¢ € S die Gebiete D, ()
eingefiihrt. Wir halten zunéchst fest, was wir damit meinen, dass eine Funktion
F: B — C den Koranyi-Limes A € C im Punkt ¢ € § besitzt.

2.23 Definition. Seien F': B — C eine Funktion und ¢ € S. Wir sagen F
hat den Kordnyi-Limes A € C im Punkt ¢ und schreiben

K-lim F(z) = A,
z—(

wenn die folgende Aussage wahr ist:
Fiir jede Zahl o > 0 und jede gegen ( konvergente Folge
(zi)i>1 in Do (Q) konvergiert F(z;) gegen X fiir i — oo.

Mit Hilfe der in den vorigen Abschnitten geleisteten Vorarbeit sind wir nun
in der Lage uns mit den Randwerten eines Poisson-Integrals zu einem Maf}
€ M(S) zu befassen. Es wird sich zeigen, dass ein solches Poisson-Integral in
fast jedem Punkt ¢ € M(S) einen Koranyi-Limes besitzt. Wir kénnen diesen
Grenzwert auch angeben. Es handelt sich um die Ableitung des Mafles p im
Punkt ¢ € S. Um diese Aussage zu prizisieren, befassen wir uns zunéchst mit
Ableitungen von Maflen. Als erstes beweisen wir zwei Hilfsresultate.

2.24 Lemma. Fir f € £1(S,0) sei Tf: S — [0, 00] definiert durch
15(Q) = tig s ey [ 1500 = F(Q)ldoto).
Sind f, f1, f2 € LY(S,0) und g € C(S) so gilt:
(1) Tri15(Q) < Ty, (Q) + Ty, (€),
(ii) T5(¢) < [F(O]+ Mo, (C),
(iii) Ty(C) =0
fiir alle ¢ € S.

Beweis. Seien fi, fa € L1(S,0), (,n € Sund & > 0. (i) folgt aus der Positivitét
des Mafles o und der Ungleichung |(f1+ f2)(n)— (fi+f2)(O)] < |f1(n)— f1(Q)|+
|f2(n) — f2(Q)]. Ist 0 < § < ¢, so gilt

1 1
M/Ké(olf(n) — f(Qldo(n) < sz(C))/Ké(Q’f(n)‘dU(nH £
_ 9171(Ks(0))
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2.3 Koranyi-Limiten Poissonscher Interale

und daher

Ty(C) < Moy (C) + (O],
sodass (ii) gezeigt ist. Fiir (iii) seien g € C(S), ¢ € Sund € > 0. Da ( die
iibliche Topologie auf S induziert, ist auch g: (S, d) — C stetig. Wir wihlen
d > 0 so, dass

lg(n) —9(Q)l < e
fiir alle n € S mit d(n, ) < ¢ ist. Hiermit gilt

: /
— () l9(n) = g(Q)ldo(n) < e
o(K+5(0)) Jk, (0
fiir alle 0 < v < §. Da € > 0 beliebig war, folgt (iii). O

Aus dem letzten Lemma kénnen wir das folgende Resultat folgern.

2.25 Lemma. Sei f € LY(S,0). Dann gibt es eine o-Nullmenge N C S so,

dass
1

lim/ F(n) — f(O)ldo(n) =0 2.36
i SR S Ol ) (2.36)
ist fiir alle ( € S\ N.

Beweis. Seien f € L£1(S,0) und £ > 0. Ist T wie in Lemma 2.24 definiert, so
reicht es zu zeigen, dass T¢(¢) = 0 ist fiir o-fast alle ¢ € S. Da C(S) in £(S, )
dicht liegt, gibt es h € C(S) so, dass [|f — h[[1 < € ist. Setzen wir g = f — h,
so gilt offenbar g € £1(S, ) mit ||g]|1 < e. Aus der Stetigkeit der Funktion h
folgt mit Lemma 2.24

Ty (C) < Ty(Q) + Th(C) < 19(S)] + Mo, () (2.37)

fir alle ¢ € S.
Fiir ¢ € (0, 00) setzen wir

Ay ={CeS|T¢) >t}

und
Ey={¢eS|lg(Q>1t/2tu{¢ e S| Ms,(¢) > t/2}.

Wegen (2.37) gilt offenbar A; C E;. Aus der Tschebyscheffschen Ungleichung
und Lemma 2.18 folgt weiter

o(Er) <o({Ce ST1g(Q >1t/2}) +o({¢ € 5| My, () > t/2})
< Zlglls + FAllog]

und aus ||og|| = ||g||1 < € ergibt sich schlielich

o(Ey) < 2(1+ A)e.
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2 Poisson-Integrale iiber der Einheitskugel

Da e > 0 beliebig vorgegeben war, ist A; also in messbaren Mengen My, € B(95),
k > 1, mit o(M}y) < 1/k enthalten. Es ist (,~; Mi € B(S) offenbar eine o-
Nullmenge mit B
A C m M.
E>1

Die obige Konstruktion liefert also fiir jedes & > 1 eine o-Nulmenge Ny € B(5)
mit Ay, C Ng. Somit ist N = (J;~; Ni als abzéhlbare Vereinigung von o-
Nullmengen ebenfalls eine o-Nullmenge. Man sieht, dass S\ N C (Uy>1 A1/x)°
ist und insgesamt gilt also T'f(¢) = 0 fiir jedes ¢ € S\ N, sodass die Behauptung
gezeigt ist.

O

Diejenigen Punkte ¢ € S, fiir die Gleichung (2.36) aus Lemma 2.25 gilt,
nennt man Lebesgue-Punkte fiir f. Das letzte Resultat liefert unmittelbar
folgendes Korollar:

2.26 Korollar. Sei f € LY(S,0). Dann gilt

f(n)do(n)

fiir o-fast alle ¢ € S.

Beweis. Fiir f € £1(S,0) wihle N C S wie in Lemma 2.25. Ist ¢ € S\ N, so
gilt

1
0<1f(¢)— m /Iig(C) f(n)do(n)
1
- & /K PRIGEROLI0
1
ol LCRRGIE
A0

O]

Wir definieren im folgenden, was wir unter der Ableitung eines Mafles p €
M (S) beziiglich o verstehen.

2.27 Definition. Ist pn € M(S), so heif§t der Grenzwert
. p(K5(0))
D = lim ————==
WO =1 o (K5(C))

die Ableitung von i im Punkt ( € S, sofern dieser existiert.
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2.3 Koranyi-Limiten Poissonscher Interale

Wir werden sehen, dass diese Ableitung o-fast iiberall existiert. Ist speziell
p € M(S) singulér beziiglich o(schreibe: L o), so ist D), fast iiberall 0. Wir
rechtfertigen dies in folgendem Lemma.

2.28 Lemma. Ist p € M(S) mit u L o, so gibt es eine o-Nullmenge N € B(S)
derart, dass

Du(¢) =0
ist fir alle ( € S\ N.

Beweis. Sei p € M(S) mit p L o. Wir diirfen ohne Beschriankung der All-
gemeinheit annehmen, dass p ein positives Maf} ist. Ansonsten betrachte das
positive Maf} || und beachte, dass

M(Ka(C))‘ < H(X5(0)
o(Ks()) | — a(Ks(C))

fiir jedes § > 0 und jedes ¢ € S gilt. Es sei € > 0. Da pu 1 o ist, gibt es
M € B(S) mit u(M¢) = 0 und o(M) = 0. Da p reguldr ist, gibt es Lemma
B.4 zufolge eine kompakte Menge K. C M, die

0<

u(Ke) > p(M) — e (2.38)
erfiillt. Definiere positive Mafle 45, u5 € M (S) durch
pi(B) = pu(BNK:)

beziehungsweise
py = p(B N KY)

Es gilt 0 < o(K;) <o(M) =0, also o¢(K,) =0, und

15(5)

n(S N KY)

(M A KS) + p(M° N KY)
—_——
(M) - p(K2)
g.

A

Also ist ||u5]| < e. Fiir ¢ € S und jedes positive Mafl v € M(S) definieren wir

D,(¢) =lim sup v(Ky(0)

510 g<y<s 0 (K4(¢))

und bemerken D, (¢) < M, (¢).
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2 Poisson-Integrale iiber der Einheitskugel

Wir zeigen nun, das D, o-fast iiberall auf S verschwindet. Damit ist der
Beweis abgeschlossen. Fiir ¢ € S\ K. wihle 9 > 0 so, dass K;,(¢) C KE.
Dann gilt

qup PESQ) (K () 0 K) + (s (€) 0 KS)
0<y<d U(Kv C)) 0<y<d O-(K’Y(C))
— sup M%( W(C))

fiir alle 0 < 6 < 8 und daher D, (¢) = Dz ().

Setzen wir A, = {¢ € S| D,(¢) > t}, t > 0, so folgt aus der obigen Argumen-
tation
Ay C K. U{Ce S| Mus(C) >t} = Er

Ahnlich zur Vorgehensweise im Beweis von Lemma 2.25 berechnet man
o(Er) <o(Ko)+o({Ce S| My (Q) > t})

< At |3

< At le.
Da ¢ beliebig vorgegeben war, ist A; in messbaren Mengen M € B(S) mit
o(Myg) < 1/k enthalten. Fiir jedes k > 1 ist also A/, enthalten in einer
o-Nullmenge Ny € B(S). Insgesamt folgt

Eu(o =0

fir alle ¢ € S\ (Up>; Vk). Somit ist alles gezeigt.
- O

Den allgemeinen Fall erhalten wir durch Anwendung der Lemmata 2.25 und
2.28. Hierzu greifen wir auf den ’Lebesgueschen Zerlegungssatz’ wie er in Satz
B.2 in Anhang B formuliert ist, zuriick.

2.29 Korollar. Es sei € M(S) ein Maf$ mit Lebesquezerlegung p = o ¢+ jus,
wobei f € LY(S,0) und ps L o ist. Dann gibt es eine o-Nullmenge N € B(S)
derart, dass

ist fir alle ( € S\ N.

Beweis. Sei p ein Maf} wie in der Formulierung des Korollars. Dem Korollar
zu Lemma 2.25 zufolge gibt es eine o-Nullmenge N; € B(S) so, dass

, 1
f(¢) = 151&)1 2050 /Kg(o f(n)do(n)
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2.3 Koranyi-Limiten Poissonscher Interale

fiir alle ¢ € S\ N; gilt. Weiter erfiillt das MaB pg alle Voraussetzungen von
Lemma 2.28. Es gibt also eine weitere o-Nullmenge Ny € B(S) mit

Dus(C) =0

fiir ¢ € S\ Na. Setzt man N = Nj U Nj so gilt fiir ( € S\ N

i 1s(Ks(Q))  op(Ks(Q))
D@ = TR0) T om0)

O]

Zum Abschluss dieses Kapitels zeigen wir nun, dass das Poisson-Integral
P[u] eines MaBles p € M(S) fiir o-fast alle ¢ € S einen Kordnyi-Limes besitzt
und dass dieser iiberein stimmt mit der Ableitung von g im Punkt ¢. Wie bei
der Bestimmung der Ableitung eines Mafles zeigen wir die Aussage zuerst fiir
MaBe u € M(S), die zusitzliche Eigenschaften haben. Im Beweis des folgenden
Satzes fliefit insbesondere das Hauptergebnis des letzten Abschnitts, Satz 2.22,
ein.

2.30 Satz. Es seien p € M(S) ein positives Mafi und € S mit der Eigen-
schaft D,,(¢) = 0. Dann gilt

K-lim P[u](z) = 0.

z—(

Beweis. Es seien o > 1 und (z)r>1 eine konvergente Folge in D, (¢) mit
Grenzwert (. Sei € > 0. Nach Voraussetzung gibt es ein §. > 0 so, dass

<e (2.39)

fir alle 0 < § < J.. Definiere positive Maflie pu1, ua € M (S) durch

p1(A) = u(ANKs ()

beziehungsweise
p2(A) = p2(AN (Ks.(€)),

fir A € B(S5), sodass pu = p1 + p2. Verwendet man Eigenschaft (ii) des Pois-
sonkerns aus Lemma 2.2 und beachtet man die Ungleichung in Punkt (v) aus
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Lemma 2.13, so gilt

Pl = [ Pl diato
k—o0

< sup P (z,n) - p(Ks.(¢)) —— 0.
ne
ln—¢|>62

Hieraus erhalten wir zusammen mit Satz 2.22

lim sup Plu](z4) = lim sup Plun](z4)

k—o00 k—00

< Mo Plp](C)

< Ao My, (€)

- Ao R

< dusp S SRR
< Age.

In der letzten Abschétzung wurde (2.39) verwendet. Damit gilt

lim Plji)(z1) = 0

k—o0

und daher
K-lim P[u](z) = 0.

z—(

Die beiden letzten Ergebnisse sind Korollare aus Satz 2.30.

2.31 Korollar. Sei f € LY(S,0). Dann gilt
K-lim P[f](2) = f(¢)

z—C

fiir jeden Lebesgue-Punkt ( € S von f.
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2.3 Koranyi-Limiten Poissonscher Interale

Beweis. Es seien f € £L1(S,0) und ¢ € S ein Lebesgue-Punkt von f. Das durch
p = 05— (c)| definierte MaB 1 € M (S) ist positiv und, da ¢ ein Lebesgue-Punkt
von f ist, gilt

— lim w(Ks(¢))
Dl =1 (%50

: 1 /

=lim ——— f(n) — f(Q)|do(n

0 m(g)’ (n) = f(Q)lda(n)
=0.

Somit liefert Satz 2.30 angewendet auf p

K-lim P[y](2) = 0. (2.40)

z—(

Verwenden wir fiir z € B die Identitét [P (z,¢)do(¢) = 1, welche unmittelbar
aus Satz 2.11 mit f =1 folgt, so gilt weiter

PLf](= |</Pznu £(Q)ldo(n)

2.41
= Plo;— o) 240
= Plu)(2)
fiir jedes z € B. Mit (2.40) und (2.41) folgt nun die Behauptung.
O

2.32 Korollar. Sei pn € M(S) mit Lebesgue-Zerlegung = o5 + s, wobei
f e LY(S,0) und ps L o seien. Dann gibt es eine o-Nullmenge N € B(S) so
dass

K-lim Plu](2) = f(¢)

z—(¢
ist fir alle ( € S\ N.
Beweis. Sei p wie im Korollar beschrieben. Da ps L o ist auch |us| L o.

Zu |us| gibt es nach Lemma 2.28 eine o-Nullmenge Ns € B(S) derart, dass
Dy, (¢) = 0 ist fiir alle ¢ € S\ N;. Es folgt mit Satz 2.30

K-lim P[|ps[](2) = 0
z—C

fiir alle ¢ € S\ Ns. Aus der Ungleichung |P[us|(z)| < P[|us|](2), z € B, erhélt
man weiter
K-lim Pus](z) =0

z—(
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fur alle ¢ € S\ N,. Lemma 2.25 zeigt, dass es eine o-Nullmenge Ny € B(S)
gibt derart, dass jedes ¢ € S\ Ny Lebesgue-Punkt fiir f ist. Nach Korollar 2.31
gilt daher fiir ¢ € S\ Ny

K-lim Ploy](2) = K-lim PI/](2) = f(0)

z—(

Somit gilt die Behauptung fiir alle ¢ € Ny U Ny.

Dem Beweis von Korollar 2.29 entnehmen wir noch, dass

Dy(¢) = f(¢) = K-lim Plu](2)
z—(
fiir jedes ¢ € NsU Ny gilt. Hierbei seien die Mengen N, und Ny wie im Beweis
von Korollar 2.32 gewdhlt. Das letzte Korollar ist eine mogliche Formulierung
von Koranyi’s Theorem 4 in [6].

In dieser Arbeit haben wir einen relativ speziellen Fall von Poisson-Integralen
untersucht. Man kann Poisson-Integrale um einiges allgemeiner definieren als
wir es hier getan haben (siehe hierzu etwa [8]). Interessant ist auch die Frage
nach einer Charakterisierung derjenigen Metriken d(vergleiche Lemma 2.13),
fiir die die Argumente in den Abschnitten 2.2 und 2.3 dieser Arbeit iibertrag-
bar sind. Besonders die Endlichkeit der Konstante A wie sie in Lemma 2.15
definiert ist, ist fiir die dargelegte Argumentation entscheidend.
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Anhang A

Parameterabhangige Integrale

Im Folgenden zitieren wir einige Sétze {iber parameterabhéngige Integrale.
Die Ergebnisse sind dem Buch [2] von Jiirgen Elstrodt entnommen und sind
im wesentlichen Folgerungen aus dem Satz von der majorisierte Konvergenz.
Wir verzichten auf die Ausfithrung der Beweise und verweisen auf die Sédtze
IV.5.6, IV.5.7 und IV.5.8(in dieser Reihenfolge) aus dem Buch von Elstrodt.
Fiir diesen Abschnitt sei (X,U, p) ein Mafiraum mit der auf X definierten
o-Algebra U und dem Maf p.

A.1 Satz (Stetige Abhingigkeit des Integrals von einem Parameter).
Es seien T ein metrischer Raum, to € T und f: T x X — C eine Funktion
mit folgenden Figenschaften:

(i) fir allet € T ist f(t,-) € LY(X, ),
(ii) fiir p-fast alle x € X ist die Funktion f(-,x) : T — C stetig im Punkt to,

(iii) es gibt eine Umgebung U des Punktes to und eine nichtnegative Funktion
g € LY(X, ) so, dass fiir alle t € U die Ungleichung |f(t,z)| < g(x) fiir
- fast alle x € X gilt.

Dann ist die durch
F(t) = [ f(t.0)du(x)
X
definierte Funktion F: T — C stetig im Punkt tg € T.

A.2 Satz (Differentiation unter dem Integralzeichen). Es seien I C R
ein Intervall, tgo € I und f: I x X — C eine Funktion mit den Eigenschaften

(i) fiir allet € I ist f(t,-) € LY(X, ),

(ii) die partielle Ableitung %{(to, x) existiert fir alle x € X,

(iii) es gibt eine Umgebung U von ty und eine nicht-negative Funktion g €
LY(X,p) derart, dass fiir allet € UNT mit t # to die Ungleichung

)~ o)

fiir p-fast alle x € X gilt.
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Dann ist die durch
F(t) = [ 1(t.2)duto)
definierte Funktion F': I — C im Punkt ty differenzierbar, die partielle Ablei-

tung g—{(to, -) ist integrierbar und es gilt

St = [ S0, duta).

A.3 Bemerkung. Ersetzt man die Voraussetzungen (ii) und (iii) durch

(ii*) es existiert ein € > 0 so, dass die partielle Ableitung %{(t, x), x € X, fir
alle t € (to —e,to +¢) N1 ewistiert,

(iii*) es gibt eine nicht-negative Funktion g € LY(X, ) derart, dass fiir alle
te(to—e,to+e)NI und allex € X

Yt < ot
gilt,
so bleibt die Aussage des Satzes erhalten.

A.4 Satz (Holomorphe Abhingigkeit des Integrals von einem kom-
plexen Parameter). Sind G C C offen und f: G x X — C eine Funktion
mit den Eigenschaften

(i) f(z,) € LYX, p) fiir alle z € G,
(i1) fir alle x € X ist f(-,x): G — C holomorph und

(iii) zu jeder kompakten Kreisscheibe K C G gibt es eine nicht-negative Funk-
tion g € LY(X, i) so, dass fiir alle z € K die Ungleichung |f(z, )| <
gx (x) fir p-fast alle x € X gilt,

so ist die durch
F(:) = [ o) duta)

definierte Funktion F: G — C holomorph.
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Anhang B

MaBtheorie

In diesem Abschnitt geben wir einige allgemeine Resultate der Mafitheorie wie-
der. Als erstes formulieren wir den Lebesgueschen Zerlegungssatz fiir komplexe
Mafle bevor wir uns anschlieend Maflen auf lokal-kompakten Hausdorffschen
topologischen Rdumen widmen. Im Folgenden sei stets X ein lokal-kompakter
Hausdorffscher topologischer Raum und B(X) die von den offenen Mengen von
X erzeugte o-Algebra auf X, die Borelsche o-Algebra auf X. Auf der Menge
B(X) definierte Mafle heifien Borelmafle. An dieser Stelle erinnern wir noch an
ein Resultat zur Gestalt der borelschen o-Algebra von Produktmaflen (siehe
hierzu [1, Proposition 7.6.2]).

B.1 Proposition. FEs sei Y ein lokal-kompakter Hausdorffraum. Besitzen X
als auch Y abzdhlbare Basen ihrer Topologie, so ist B(X xY) = B(X) x B(Y).

Der Beweis der folgenden Version des Zerlegungssatzes von Lebesgue kann
in [1, Proposition 4.3.1] nachgelesen werden.

B.2 Satz (Zerlegungssatz von Lebesgue). Sind u: B(X) — [0,00] ein
positives und v: B(X) — C ein komplexes Borelmaf$, so gibt es eindeutig
bestimmte komplexe Borelmafe v, und vs so, dass

(i) vq absolut stetig ist beziiglich pu,
(ii) vs singuldr ist beziglich p und
(iii) v = v, + vs

gilt. Die Zerlegung v = v, + vs nennt man Lebesque-Zerleqgung. Hierbei be-
zeichnet man v, als absolut stetigen und vs als singuldren Teil des Mafes v.

Ist p zusétzlich o-endlich, das heifit, gibt es eine Folge (Aj)r>1 von Mengen
aus B(X) mit p(A) < oo und X = [J,~; Ak, so erhidlt man durch den Satz
von Radon-Nikodym, wie er beispielsweise in [1, Theorem 4.2.3] formuliert ist,
eine u-fast iiberall eindeutig bestimmte Funktion f € £'(X,u) derart, dass
sich v, in der Form

va(A) = /A f@)dp(z), A€ B(X),

o7



schreiben ldsst. Aus diesem Grund schreibt man fiir v, auch py.

Wir wollen nun den Darstellungssatz von F.Riesz fiir Mafle aus dem Jahre
1909 formulieren. Der Vollstandigkeit halber halten wir zunéchst noch einige
Definitionen fest.

B.3 Definition. Fin positives Borelmaf$ i auf X heifit requldr, wenn die fol-
genden Bedingungen erfillt sind:

(i) Fir jede kompakte Menge K C X gilt u(K) < oo.
(i1) Fir jede Menge A € B(X) gilt
w(A) = inf{p(U) | U C Xist offen undA C U}.
(11i) Friir jede offene Menge U C X gilt
w(U) = sup{p(K) | K C Xist kompakt undKK C U}.
Ist p ein komplexes Borelma8, so heifit p regulir, falls |u| regulér ist im
Sinne obiger Definition. An dieser Stelle zitieren wir noch Proposition 7.2.6

aus [1], welche zeigt, dass Eigenschaft (iii) aus Definition B.3 nicht nur fiir
offene Mengen U C X gilt.

B.4 Proposition. Sind p ein requlires Borelmafl und A € B(X) eine Menge
mit der Eigenschaft, dass eine Folge (Ay)g>1 von Mengen aus B(X) existiert
mit A= Uys; Ax und p(Ay) < oo, so gilt

w(A) =sup{u(K) | K C Xist kompakt undK C A}.

Bevor wir den Rieszschen Darstellungssatz fiir Mafle formulieren, geben wir
noch ein hinreichendes Kriterium fiir die Regularitét eines Borelmafles p auf X
an. Ein Beweis dieses Resultats kann in [1, Proposition 7.2.3] nachgeschlagen
werden.

B.5 Proposition. Besitzt der lokal-kompakte Hausdorffraum X eine abzdhl-
bare Basis und ist y ein Borelmafl mit der Eigenschaft, dass p|x endlich ist
fiir jede kompakte Menge K C X, so ist y reguldr.

Es sei C.(X) die Menge aller stetigen Funktionen f: X — C mit kompak-
tem Trager.

B.6 Satz (Rieszscher Darstellungssatz fiir Mafle). Ist \: C.(X) — C
eine positive Linearform, dass heifst \(f) € RS’ fir alle f > 0, so existiert
genau ein positives, requlires Borelmaf p: B(X) — [0, 00] mit

A(f) = /X £() dyu(z)
fir alle f € Co(X).

Diese Version des Darstellungssatzes von F.Riesz fiir positive Linearformen
auf C.(X) ist [2] entnommen und wird dort in VIII.2.5 bewiesen.
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