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Einleitung

Im Laufe des 20. Jahrhunderts hat sich die Theorie der Hankel- und Toeplitz-
operatoren als niitzliches Werkzeug in vielen Bereichen der Mathematik erwie-
sen. So spielen Hankeloperatoren beispielsweise in der Kontrolltheorie oder bei
der Losung verschiedener Interpolations - und Momentenprobleme eine wich-
tige Rolle. An dieser Stelle seien die Nevanlinna-Pick Interpolation und das
Hamburger Momentenproblem genannt. Eine reichhaltige Ubersicht iiber die
Theorie der Hankeloperatoren und ihrer Anwendungen gibt das gleichnamige
Buch [25] von V. Peller. Weitere Ausfithrungen zu Momentenproblemen finden
sich in der von J. Shohat und J. Tamarkin vefassten Monographie [28].

Auf der anderen Seite sind Hankeloperatoren als mathematische Objekte fiir
sich ebenfalls von andauerndem Interesse. Angefangen bei einem Resultat von
L. Kronecker zur Charakterisierung der Hankeloperatoren endlichen Ranges
zum Ende des 19. Jahrhunderts (siehe [25] Theorem 1.3.1]) konnten Z. Nehari
und P. Hartman durch ihre Arbeiten [22] beziehungsweise [14] in den 1950er
Jahren grundlegende Aussagen iiber die Operatornorm beziehungsweise Kom-
paktheit von Hankeloperatoren iiber dem Hardyraum

H*(T) = {re L2(T,0) | f(n) =0 fiir alle n < 0}

auf der Einheitskreislinie T C C (hierbei bezeichne o das Haarsche Wahr-
scheinlichkeitsmaB auf T und f(n) (n € N) den n-ten Fourierkoeffizienten von
f) treffen. Hierbei ist der Hankeloperator H, mit Symbol ¢ € L*(T, o) die
Kompression des Multiplikationsoperators

M,: H*(T) — L*(T,0),  f+— of
auf das orthogonale Komplement H?(T)* von H?(T), das heifit
H,: H*(T) — H(T)*, fr— (Wdlg2py = P) My(f),

wenn P: L(T, o) — H?(T) die orthogonale Projektion von L?(T, o) auf den
Hardyraum H?(T) bezeichnet (Eine abstraktere Definition eines Hankelopera-
tors {iber dem Hardyraum geben wir in Definition . Nehari zeigt in seiner
im Jahre 1957 veroffentlichten Arbeit die Identitét

[ Hy|| = inf {|l¢ = Yllre=(r,0) | ¥ € H*(T)}.
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Unter Riickgriff auf dieses Resultat charakterisierte Hartman im darauffolgen-
den Jahr in [14] diejenigen Symbole ¢ € L°°(T, o), deren zugehoriger Hankel-
operator H, kompakt ist. Er kam zu dem heute wohlbekannten Ergebnis

{¢ € L™®(T,0) | H, ist kompakt} = H*(T) 4+ C(T),

wobei wir C(T) fiir die Menge der stetigen Funktionen T — C schreiben.
Wir befassen uns in der vorliegenden Arbeit mit einer entsprechenden Cha-
rakterisierung von Symbolen kompakter Hankeloperatoren auf dem Hardy-
raum iiber dem FKEinheitspolyzylinder beliebiger Dimension sowie einer sinn-
geméBen Ubertragung dieser Ergebnisse auf den Fall von Hankeloperatoren
iiber verallgemeinerten Bergmanrdumen. Erst im Jahr 1993 konnten M. Cot-
lar und C. Sadosky eine, dem Resultat von Hartman entsprechende, Aussage
fiir Hankeloperatoren H: H2(T™) — H%(T™)* (n > 2) formulieren. Sie zeigten

{¢ € L™(T",0) | H, ist kompakt} = H®(T") (0.1)

in [7] oder dquivalent, dass es im Fall n > 2 keine von Null verschiedenen kom-
pakten Hankeloperatoren auf H2(T™) gibt. Dies ist ein groBer Unterschied zur
eindimensionalen Aussage von Hartman. Wir werden das Argument von C. Sa-
dosky und M. Cotlar nicht nidher erldutern, sondern uns auf einen alternativen
Beweis ihrer Aussage von P. Ahern, E.H. Youssfi und K. Zhu aus der jiingeren
Vergangenheit konzentrieren. In der 2009 erschienenen Arbeit [I] obiger Au-
toren untersuchen sie die Fourierentwicklung eines Symbols ¢ € L>*(T", o),
dessen Hankeloperator H, kompakt ist und zeigen so das Resultat von M.
Cotlar und C. Sadosky erneut.

Bevor wir im zweiten Kapitel die Sdtze von Nehari und Hartman, sowie
das Argument von P. Ahern, E.H. Youssfi und K. Zhu behandeln, fassen wir
im ersten Teil dieser Arbeit, der Monographie [26] von W. Rudin folgend,
einige wohlbekannte Ergebnisse zur Theorie der Hardyrdume {iber dem Ein-
heitspolyzylinder D" zusammen. Fiir p € (1, 0o] zeigen wir, dass ein klassisches
Resultat iiber das radiale Randverhalten von Funktionen aus HP(DD) entspre-
chend auch im hoherdimensionalen Fall HP(D") richtig bleibt und man folglich
HP(D™) isometrisch mit einem abgeschlossenen Unterraum von LP(T", 0,,) (wo-
bei o, das n-fache Produkt von o sei) identifizieren kann. Hierfiir benstigen
wir einige Eigenschaften von Poisson-Integralen iiber D", die wir in einem
gesonderten Abschnitt zusammentragen. Der letzte Abschnitt in Kapitel 1
dient der Einfithrung verallgemeinerter Bergmanrdume, die fiir Kapitel 3 die-
ser Arbeit vonnoten ist. In letzterem beschéftigen wir uns mit einer Arbeit
von Trieu Le aus dem Jahre 2010, welche die Methoden und Ideen aus [I]
aufgreift um eine, dem Resultat von P. Hartman beziehungsweise M. Cotlar
und C. Sadosky entsprechende, Aussage fiir kompakte Hankeloperatoren iiber
verallgemeinerten Bergmanrdumen herzuleiten. Um dieses Ergebnis von T. Le



néher zu erldutern, beschrinken wir uns fiir den Augenblick auf den klassi-
schen Bergmanraum. Hierfiir sei A\: B(D") — [0,00) das Lebesgue-Borelsche
Wahrscheinlichkeitsmaf} auf D™ und

A =A{[] e L*(D",2) | f € O(DM)}
der iibliche Bergmanraum. In [I8] verifiziert T. Le, dass

{pe C(D") | H, ist kompakt }

. (0.2)
={h+g|heAD"),gc CD") mit glspr = 0}.

wobei der Hankeloperator H, € L(A3, A3") mit Symbol ¢ € L>°(D", \) vom

Bergmanraum auf dessen orthogonales Komplement Ag\J‘ durch

Hy(f) = P-(of)  (feA})

definiert ist und A(D") die Menge aller f € C(D") bezeichne, deren Ein-
schrankung f|p» holomorph ist. Wéhrend der Beweis der Inklusion von rechts
nach links in durch ein vergleichsweise elementares Approximationsargu-
ment vollzogen werden kann, bedarf die Verifikation der umgekehrten Inklusion
einer Reihe von Hilfsaussagen, die wir in den Abschnitten des dritten Kapitels
formulieren und beweisen werden. In Abschnitt 3.1 zeigen wir, das L?(D", \)
in die direkte Hilbertraumsumme ;. Ho der abgeschlossenen Teilrdume
H, aller quasi-homogenen Funktionen vom Grad o € Z" (siehe Deinition
zerfillt. Im darauffolgenden Teil untersuchen wir quasi-homogene Funktionen
p € C(ﬁn), deren zugehorige Hankeloperatoren kompakt sind. Es stellt sich
heraus, dass ein solches Symbol ¢ auf dem topologischen Rand D" von D™ im
wesentlichen durch ein Polynom p € C|zy, ..., 2,] beschrieben werden kann.
Abschnitt 3.3 enthilt ein abstraktes Resultat aus dem Bereich der harmoni-
schen Analysis (siche etwa [16], 1.2.2]) mit dessen Hilfe wir zeigen, dass die
Cesaro-Mittelwerte von ¢ gleichméfBig auf D" gegen © konvergieren. Mit die-
sen Werkzeugen folgern wir die Identitét im letzten Abschnitt sinngeméf
fiir eine ganze Klasse geeigneter reguldrer Borel-Wahrscheinlichkeitsmafle auf
D™ (siehe Satz . Entscheidend ist hier die Beobachtung, dass fiir ein ste-
tiges Symbol ¢ € C(ﬁn) mit kompaktem Hankeloperator H, die Projektionen
Yo (v € Z™) von ¢ in die Teilrdume H,, ebenfalls kompakte Hankeloperatoren
H,, liefern.

Neben den Charakterisierungen der Symbole ¢ € L*° (D", A) mit kompakten
Hankeloperatoren H, € L(A%, A3%) von K. Stroethoff [29] und D. C. Zheng
[31] stellt das Resultat von T. Le die geometrischen Eigenschaften des
Symbols ¢ klar heraus, wenngleich seine Aussage nur fiir stetige Funktionen
richtig ist. Letzteres bemerkt T. Le durch die Konstruktion eines, vom speziell
betrachteten Borel-Mafl auf D™ abhéngigen, beschrinkten, stetigen Symbols
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p: D" — C, dessen zugehoriger Hankeloperator kompakt ist, welches aber
keine Zerlegung gemif der, hier in Satz formulierten Aussage besitzt.
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bedanken. Als erstes mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Eschmeier fiir die
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die vielen fruchtbaren Unterhaltungen und Anregungen wihrend des Schrei-
bens dieser Arbeit bedanken. Desweiteren gilt mein Dank B.Sc. Dominik Schil-
lo, B.Sc. Jonas Wahl und M.Sc. Sebastian Langendorfer fiir einige hilfreiche
Diskussionen, sowie B.Sc. Elena Kreutzer fiir ein lehrreiches und gelungenes
Masterseminar. Selbstverstédndlich gilt mein Dank auch allen anderen Studen-
ten und Mitarbeitern der Fachrichtung Mathematik, die mir in den letzten
Jahren mit Rat und Tat zur Seite standen. Zuletzt gilt ein besonderer Dank
meiner Familie ohne deren vielfiltige Unterstiitzung und Motivation mein Stu-
dium der Mathematik in den letzten fiinf Jahren sowie insbesondere die Ent-
stehung dieser Arbeit nicht moglich gewesen wére.

Saarbriicken, im August 2014









1 Hardy- und Bergmanraume iiber
dem Einheitspolyzylinder

In diesem einleitenden Kapitel prisentieren wir zunéchst die fiir die spéteren
Abschnitte essenziellen Grundergebnisse. Wir legen im ersten Abschnitt grund-
legende Bezeichnungen und Konventionen fest, bevor wir in den darauffolgen-
den Abschnitten an wichtige Ergebnisse zum Hardyraum iiber dem Einheits-
polyzylinder erinnern und verallgemeinerte Bergmanrdume definieren und ihre
Eigenschaften behandeln.

1.1 Praliminarien

Im Folgenden sei n € N* eine beliebige von null verschiedene natiirliche Zahl.
In der gesamten Arbeit bezeichnen wir mit

D" ={z=(21,...,22) €C" | |zs| < 1,i=1,...,n}

den offenen Einheitspolyzylinder in C", wobei |z| der komplexe Betrag der
Zahl z € C sei. Weiter schreiben wir

T" = {¢C= (¢, ) €C | |Gl =1,i=1,...,n}

fiir den ausgezeichneten Rand des Einheitspolyzylinders D". Allgemein schrei-
ben wir

Pl(z) = {w=(wi,...,wp) €C"| |w; — 2| < firi=1,...,n}

fiir den Polyzylinder in C™ mit Mittelpunkt z = (z1,..., 2z,) € C"™ und Multi-
radius r = (r1,...,7m,) € [0,00)". Zur Vereinfachung der Notation verwenden
wir auch P(z) = P(, (z) fiir 7 € [0,00) und z € C" und im Fall n =1
setzen wir D,.(z) = PL(z). Fiir zwei Vektoren z,w € C" mit Komponentendar-
stellungen z = (z1,...,2y,) beziehungsweise w = (w1, ...,w,) schreiben wir
zw fiir den Vektor (zjw1, ..., zpwy,) und setzen z = (Z1, ..., Z,).

Ist (X, 4, ) ein beliebiger Mafiraum, bestehend aus einer Menge X, einer o-
Algebra il auf X und einem MaB p: 8 — [0, 00] und p € [1,00), so bezeichnen
wir mit

LP(X,p) ={f: X > C| [ ist messbar und |f|” ist p-integrierbar }
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den beziiglich

1/p
IFler = ( / If(Z)Ipdu(Z)> (f € £P(X. )

halbnormierten £P-Raum. Im Fall, dass X ein topologischer Raum und 4 =
B(X) die o-Algebra der borelschen Teilmengen von X ist, verwenden wir
auch den Begriff ,,Borel-messbar® fiir messbare Funktionen f: X — C. Eine
Funktion f: X — C nennen wir wesentlich beschrankt, falls f messbar ist und
eine p-Nullmenge N € i existiert, sodass f|x\n beschrinkt ist. Dann nennen
wir

L(X, p) = {f: X — C| f ist wesentlich beschréinkt}
den beziiglich

fllge = inf  sup |f(z feLeX,u
£ H%%OZGX\N! ) (X, 1))

halbnormierten Raum der wesentlich beschriankten Funktionen auf X. Fiur
1 < p < oo werden die Quotientenrdume

LP(X, ) = LP(X, p) /N,
wobei
N ={f: X - C| f ist messbar mit f =0 p-fast iiberall},
durch die repriasentantenweise definierten Normen

I lee = [ lle ([f] € LP(X, )

zu Banachrdumen, den Lebesgue-Raumen. Aus dem konkreten Zusammen-
hang wir immer ersichtlich sein, beziiglich welchem Mafiraum die Norm ||-||p»
zu verstehen ist.

Bezeichnet A\: B([—m,7]) — [0, 00] das Lebesgue-Borelma$ auf [—m, 7], so
wird durch

o(B) = %A ({te-mn]|eteBY)  (BeB(T)

ein regulédres Borel-Wahrscheinlichkeitsmafl, das normierte Haar-Maf3 auf dem
Rand des Einheitskreises T C C definiert. Wir schreiben o, = @Q);_, o fiir
das n-fache Produktmafl von o auf T" und werden, sofern die Dimension n
aus der jeweils betrachteten Situation klar hervorgeht, den Dimensionsindex
n gelegentlich weglassen und wieder o fiir o,, schreiben. Dieses Maf} ist trans-
lationsinvariant im folgenden Sinne:
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1.1 Lemma. Es seien ¢ € T" und B € B(T"). Dann gilt
on((B) = on(B),
wobei (B = {(n € T"|n e B} sei.

Fir z = (21,...,2,) € (C\ {0})" und a = (a1,...,,) € Z" gelten die
iiblichen Bezeichnungen

24 =2t
und
ol = laa| + ... + |an]
sowie
al=aq!. .. a,l.
Um zu verdeutlichen, mit welcher Norm ||-|| wir einen C-Vektorraum V' verse-

hen, verwenden wir im Verlauf der gesamten Arbeit die Notation (V/||-||). So
bezeichnet etwa (C(K), ||-||x) den Banachraum

C(K)={f: K — C| f ist stetig}

der stetigen Funktionen auf einem kompakten hausdorffschen topologischen
Raum K vermége der Supremumsnorm

[l : CK) —[0,00),  fr—sup|f(z)].
zeK

Sind H1, ..., H, (n € N*) komplexe Hilbertrdume, so bezeichne H1 ®...®H,
ihr Hilbertraumtensorprodukt.

1.2 Lemma. Fir o € Z" sei
z%: T — C, ¢— C*.
Dann bildet die Familie (2*)qezn eine Orthonormalbasis von L2(T", ).

Beweis. Die Familie (2%)4ezn bildet offenbar ein Orthonormalsystem in
L2(T™, o). Es sei zunichst n = 1. Nach dem Satz von Stone-Weierstrafl liegen
die trigonometrischen Polynome

N
{ Y a¥eC(T)|NeNa,eCfir ke {-N,...,N}}
k=—N

in (C(T), ||||t), und daher insbesondere in (C(T), ||-||;2), dicht. Da das Ma8 o
regulir ist, liegt C(T) dicht in (L?(T", o), ||||;2) nach [27, Theorem 3.14]. Somit
folgt die Behauptung im Fall n = 1. Ist n > 1 so gibt es nach [15, Example
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2.6.11] einen isometrischen Isomorphismus ®: L*(T,0) ® ... ® L*(T,0) —
L2(T", 0,) mit
P(fi®...®fn)=fi- [n (1.1)

fiir alle fi,..., f, € L2(T,0). Da (2F)iez eine Orthonormalbasis von L%(T, o)
ist, ist die Familie (2 ® ... ® 2¥n);, 1 ez nach [I5, Theorem 2.6.4] eine
Orthonormalbasis des Tensorprodukts L?(T, o) ® ... ® L?(T, o) und da ® iso-
metrisch ist, folgt die Behauptung aus .

O

Ist (V,||-]lv) ein beliebiger normierter Raum, so schreiben wir (V*, ||-||) be-
ziehungsweise einfach nur V* fiir den topologischen Dualraum von V. Hierbei
bezeichnet ||| stets die Operatornorm. Das folgende Ergebnis wird beispiels-
weise in [8, Satz VII.3.2] bewiesen.

1.3 Satz. Die Banachriume L (T", o) und (LI(T”))* sind isometrisch is-
momorph vermdge des durch

(f)(9) = TnJ‘(C)g(C) do(¢)  (f€LX(T",0),9 € L'(T"))

definierten isometrischen Isomorphismus v: L=(T",0) — (Ll(']I‘”))*.

Wiéhlen wir zu p € [1,00] die Zahl ¢ € [1,00] so, dass 1/p+ 1/g = 1 -
hierbei ist 1/00 als Null zu lesen -, so zeigt die Holdersche Ungleichung die
Wohldefiniertheit der linearen Abbildung

Ppg: LP(T",0) x LY(T",0) — C,  (f,9) — i f(Q)g(¢) do(C) .
Dariiber hinaus bildet (L?(T",0),L(T", o)) eine duale Paarung vermoge der
Abbildung ®,,. Die von der Halbnormfamilie {p, | g € L?(T", o)}, wobei

pg: Lq(TTL’U) — [0,00), f — |(I)PQ(gaf)‘

fir g € LP(T™, 0) sei, auf LY(T",0) = (LP(T",0))* erzeugte lokalkonvexe To-
pologie - die schwach*-Topologie - bezeichnen wir als w*-Topologie. Um an-
zudeuten, dass ein Netz (fu)aca zu einer Indexmenge A von Funktionen aus
LY(T™, o) in der w*-Topologie gegen eine Funktion f € LY(T", o) konvergiert,
verwenden wir die Schreibweise w*-limgeca fo = f.

Zwei weitere Topologien dieser Art, werden im Verlauf der Arbeit verwendet
werden. Die schwache Topologie auf einem normierten Raum X wird durch
die Halbnormen

pr: X — [0,00), x+— |T(z)| (T € X7)

10
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induziert. Ist Y ein weiterer normierter Raum, so ist die schwache Opera-
tortopologie auf der Menge L(X,Y) der beschrénkten, linearen Operatoren
T: X — Y durch die Halbnormen

Pry: L(X,Y) —[0,00), T — |y*(Tz)|  (ze€X,y" €Y7)

gegeben. Konvergenz von Netzen beziiglich obiger Topologien deuten wir mit
den Symbolen w-lim fiir die schwache Topologie bezichungsweise WOT - lim
fiir die schwache Operatortopologie an. Wichtige Eigenschaften solcher lokal-
konvexer Topologien werden in [30, Kapitel VIII] aufgezeigt.

11
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1.2 Randwerte von Poisson-Integralen

Die im Folgenden présentierten Ergebnisse iiber das Randverhalten von Pois-
son-Integralen iiber dem Einheitspolyzylinder D" dienen uns als Werkzeug
zur Verifikation eines wohlbekannten Resultats zum radialen Randverhalten
von Funktionen aus den Hardyrdumen iiber D", welches wir im néchsten Ab-
schnitt formulieren und beweisen werden. Wir orientieren uns auf den folgen-
den Seiten an der Monographie [26] von Walter Rudin zur Funktionentheorie
iiber dem Einheitspolyzylinder sowie dem Vorlesungsskript [9] zur Theorie der
Hardyrdume {iber dem Einheitskreis in C von Jérg Eschmeier. Hierbei werden
wir einige Resultate ohne Beweis zitieren und uns auf die Angabe geeigneter
Quellen beschréanken. Fiir den gesamten Paragraphen sei, wenn nicht néher
spezifiziert, n € N*,

1.4 Definition. FEine stetige Funktion u: D™ — C heifit n-harmonisch, falls
u 1 jeder Komponente harmonisch ist.

1.5 Lemma. Es seien n > 2 eine natiirliche Zahl und u € C(D") so, dass
u|pn n-harmonisch ist. Dann ist die Funktion

ue: D" — C, z — u((, 2)
fiir jedes feste ¢ € D (n — 1)-harmonisch.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei n = 2. Sind ¢y € D und (r)ren eine gegen
1 konvergente Folge aus [0, 1), so sind die Funktionen

D—C, z — u(rgCo, 2) (k € N)

harmonisch. Sie erfiillen also die eindimensionale Mittelwerteigenschaft, das

heifit fiir k € N, z € D und r > 0 mit D,(z) C D gilt

ko) = [ ulrido, +7¢) do(c).
Da die Funktionen
T — C, ¢ —> u(rglo, z + 1¢) (k € N)
fiir £ — oo gleichméBig auf T gegen
T—C, ¢+ u(C,z+71¢)

konvergieren, folgt schliellich

ug (2) = klin;o u(riCo, 2)

= lim [ u(rio,z + r¢) do(¢)

k—o0 T

- / w(Co, 2 + 7€) do(C).
T

12
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Also erfiillt die stetige Funktion u, die eindimensionale Mittelwerteigenschaft
und ist somit nach [27, Theorem 11.13] harmonisch.

Der Poissonkern
Zq
Pn:DnXTnHRa ((217“'7 )(Cl7"‘7<n }—>H|1—| |

ist eine stetige, positive Funktion mit der Eigenschaft, dass die Abbildung
Pn(z,:): T" — R, C— Pp(z,0)
fiir jedes feste z € D™ als beschrankte, messbare Funktion o-integrierbar ist.

1.6 Definition. Fiir f € LY(T" o) heift das parameterabhingige Integral
Plf]: D" —C,  z+— i Pn(2,¢)f(¢) do(C)
das Poisson-Integral von f.

Wir fithren nun einige Eigenschaften des Poisson-Integrals an. Sind f €
LY(T", o) und a € Z", so bezeichne

flo) = | £ do(c)

den a—ten Fourierkoeffizienten von f. Nach einem Satz iiber parameterabhén-
gige Integrale ist das Poisson-Integral P[f] einer Funktion f € L! (T™, o) stetig.

1.7 Lemma. Es sei f € LY(T",0). Dann ist das Poisson-Integral P[f] von
f n-harmonisch. Gilt zusditzlich f(a) = 0 fir alle o« € Z™ \ N, so ist P[f]
holomorph und besitzt die auf ganz D" konvergente Potenzreihenentwicklung

=Y fl@z* (zeD").

aeN"

Beweis. Fiir die erste Aussage konnen wir ohne Beschrankung der Allgemein-
heit annehmen, dass f € L!(T", o) reellwertig und nichtnegativ ist, denn sonst
schreibe f = Re(f)" —Re(f)” +i(Im(f)™ —Im(f)~), wobei Re(f)",Re(f),
Im(f)*,Im(f)~ die Positiv- beziehungsweise Negativteile von Re(f) bezie-
hungsweise Im(f) bezeichnen, und bemerke

P[f] = P[Re(f)"] = P[Re(f) "] +i(P[Im(f)"] — P[Im(f)"]).

13



1 Hardy- und Bergmanrdume iiber dem Einheitspolyzylinder

Es sei also f € L(T", o) reellwertig und nichtnegativ. Ist zo € D"~!, so geniigt
es die Harmonizitét der Abbildung

D — C,w+— P[f](w, 20)

nachzuweisen. Hierfiir beachte man, dass

Pi(z,¢) =Re (gti)

fiir (z,¢{) € D x T gilt und durch die Vorschrift

o) = [ 10 doe) (A€ BT)
A
ein endliches Mafl o: B(T") — [0, 00) mit
[ 9030 = [ 950 do(¢)

fiir alle beschrinkten, Borel-messbaren Funktionen g: T™ — C definiert wird.
Es seien nun w € D und z = (w,2p). Da die Funktion P,(z,-): T" — C
beschriankt und Borel-messbar ist, folgt

PIA) = [ Pule A do(¢)
= /nPnl(ZQ,CQ, ...,Cn) Re <
= Re </nPn—1(207€27 NS

) (G )

G +w
C1—w

7y ).

Definieren wir

G+v
G —v’
so ist F'(v,-) fiir jedes feste v € D oy-integrierbar und F(-, ¢) ist fiir jedes feste

¢ € T™ holomorph. Ist r € (0,1) so werden die Funktionen |F'(v, -)| gleichméaBig
in allen v € D,.(0) majorisiert durch die o y-integrierbare Funktion

F:DxT" — C, (v,¢) — Pr_1(20,C2, .-, Cn)

2
P]I‘n_>(C7 (Cl?"'a(’n)'—>‘Pn—l(Z07C27"'7<n)’17

—7r ’
Nach einem Satz iiber parameterabhingige Integrale ist die Abbildung
D" — C, v — F(v,¢)dos(C)

T~

14



1.2 Randwerte von Poisson-Integralen

holomorph und daher ist P[f](-, 29) als Realteil dieser Funktion harmonisch,
das heiit P[f] ist n-harmonisch. Fiir f € LY(T", o) setzen wir jetzt zusitzlich
f(a) =0 fiir alle « € Z™ \ N voraus. Man rechnet leicht nach, dass

P1(z,¢) = 2Re ( & > +1=) 2k (1.2)

1-2C kcz

fir (2,{) € D x T gilt, wobei

(k) 2k, falls k € N
z =

Zkl falls k€ Z\ N
fiir k € Z sei. Setzen wir entsprechend

2(®) = zial) ... zlom)

fir 2= (21,...,2,) € D" und a = (v, ..., ) € Z", so liefert die Darstellung
(1.2) sinngeméf

P,(z,¢) = Z ¢z

acZn
fir (z,{) € D" x T™. Es sei z = (z1,...,2,) € D" Da die Reihe

Z (|Zl‘ yee ey ‘zn|)(‘a1|,~..,|an‘)

aEZL™

konvergiert, folgt aus
[CD] = (fal, - [zl {oblenD)

und dem Weierstraischen Majorentenkriterium (siehe [10, Satz 1.11]), dass
Y aczn C*2(®) gleichméBig in ¢ € T" konvergiert. Somit gilt

PIfIG) = [ Pal0f(0)do(c)
- /T S o) £(¢) do(¢)

n
aEL™

-y ( [ &1 do(@)z(“)

aeln

= Y fe:

aEL™

= > fla)=,

aeN"

wobei wir im letzten Schritt die Voraussetzung f(o) = 0 fiir & € Z" \ N®

verwendet haben. P[f] ist daher als analytische Funktion holomorph.
O
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1 Hardy- und Bergmanrdume iiber dem Einheitspolyzylinder

Das Poisson-Integral einer stetigen Funktion definiert eine Losung des
Dirichlet-Problems auf D™ wie das folgende Lemma zeigt.

1.8 Lemma. Seiu € C(D") so, dass u|pn n-harmonisch ist. Dann gilt
u(z) = Plu|r](2)
fiir jedes z € D™.

Beweis. Wir beweisen dies durch Induktion nach n € N*. Theorem 11.9 in [27]
zeigt den Fall n = 1. Ist die Behauptung fiir ein n € N* wahr und u € C(ﬁnﬂ)

derart, dass u|pn+1 (n + 1)-harmonisch ist, so liegt die Abbildung
ucl:ﬁn—ﬂC, ¢ — u((1,0)

fiir festes ¢; € D in C(D") und ug, |p» ist nach Lemman—harmonisch. Somit
liefert die Induktionsvoraussetzung fiir z = (z1,2') € D x D" zusammen mit
dem Satz von Fubini, dass

Plufpars)(z) = [ Pua(eQJul¢) donsa (<)

Tn+1

P11 1) [ PuleCug (¢ don(¢) don ()

S— 55—

Py (21, 1) Plug, [1+](2) doi (G1)

TP1(21, C)u(C, 2') doi($r)

[u(-, 2')[r(21)

Il
)—U

Fiir r € [0,1) und eine Funktion u: D™ — C definiere die Randfunktion
up: T" — C, ¢ —> u(r().

Wir wollen als néchstes aufzeigen, unter welchen Bedigungen an eine Funktion
u: D™ — C diese als Poisson-Integral beziiglich einer Funktion f € LP(T", o)
mit 1 < p < oo dargestellt werden kann. Als Hilfsmittel dienen uns die folgen-
den beiden Lemmata. Ersteres wird in [26, Theorem 2.1.3] bewiesen, weswegen
wir auf die Ausfithrung des Beweises verzichten.

1.9 Lemma. Sind 1 <p < oo, f € LP(T", o) und u = P[f], so gilt

I ~ flr = 0.
fim ur = fllvr
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1.2 Randwerte von Poisson-Integralen

1.10 Lemma. Seien f € L°(T", o) und u = P[f]. Dann konvergiert (u,),cpo,1)
fir r 1+ 1 in L°(T™, o) beziiglich der w*-Topologie gegen f.

Beweis. Es sei h € L'(T", o). Beachtet man, dass lim,11||(P[h]), — h[/;1 = 0
nach Lemma [1.9] gilt und » nach Lemma n-harmonisch ist, so zeigt die
Rechnung

[ (o) = [ [ 1) Putr.nfn) dotn) do(c)

/n/n n(r1,¢) do(¢) f(n) do(n)
= [ Pl 5w an,

dass

fim [ 1Qur(©do(€) = [ HOFQ)de(0).

Somit konvergiert (u),¢[o,1) fiir 7 T 1 in L>(T", o) beziiglich der w*-Topologie

gegen f.
O

Wir erhalten folgende Charakterisierung von Klassen Poissonscher Integrale.
1.11 Satz. Sind u: D™ — C n-harmonisch und 1 < p < oo, so gilt:

(i) Es gibt genau dann eine Funktion f € LP(T", o) mit uw = P[f], wenn die
Familie (ur),cpo,1y in LP(T", o) beschrinkt ist.

(ii) Es gibt genau dann eine Funktion f € L*(T™, o) mit u = P[f], wenn die
Familie (ur),cpo,1) in LY(T", o) konvergiert fiir v 1 1.

Beweis. Ist 1 < p < o0, so folgt die Notwendigkeit der Beschrinktheit von
(ur)repo,1y in LP(T", ) in Teil (i) aus Lemma fiir 1 < p < oo beziehungs-
weise Theorem 2.1.3 aus [26] im Fall p = co. Fiir die umgekehrte Implikation
sei 1 < p <oound g € [1,00) so gewéhlt, dass 1/p + 1/q = 1. Nach Voraus-
setzung ist R = sup,cpq)/|ur[Lr < oo. Nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki
ist die Menge

B={f (o) | |flln < R}

w*-kompakt. Als Netz in B besitzt (u;),c|o,1) ein w*-konvergentes Teilnetz
(ur,)jes mit Grenzwert f € LP(T",0). Es sei z € D" fest. Da P,(z,-) in
LY(T™, o) liegt, ist die Abbildung

LP(T",0) — C, g+ TrnPn(zy-)g(C) do ()

17



1 Hardy- und Bergmanrdume iiber dem Einheitspolyzylinder

stetig, wenn wir LP(T", o) mit der w*-Topologie versehen. Lemma liefert
daher

u(z) = limu(r;z)

=lim | Py,(z, Q)u(r;j¢)do(¢)
i Jrn

_ / Pul20£(Q) do(c)
— Pfl(2).

Die Hinrichtung von Teil (ii) ist identisch mit der Aussage von Lemma [1.9 fiir
p=1. Es seien z € D" und f € LY(T", o) mit lim,41||u, — f||;1 = 0. Beachtet
man, dass P,(z,-) € L>(T", o) so folgt mit Satz schlielich

u(z) = 17}%111 u(rz)

=1lim [ Pu(z, Our(¢)do(C)

T‘Tl T

_ / Pulz,04(Q) do(0)

= P[f](2).
O

Der folgende Satz, der als Hauptresultat dieses Abschnitts gelten moge,
wird in einer etwas allgemeineren Fassung in [26, Theorem 2.3.1] bewiesen und

macht eine Aussage iiber das radiale Randverhalten Poissonscher Integrale auf
D™,

1.12 Satz. Ist f € LY(T",0), so gilt

lim PLf](r¢) = /(0

fir o-fast alle ¢ € T".
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1.3 Der Hardyraum

1.3 Der Hardyraum

Wir definieren nun die Hardyrédume iiber dem Einheitspolyzylinder und formu-
lieren einige wohlbekannte Resultate zu diesen Raumen. Allgemein schreiben
wir O(U) fiir die Menge der holomorphen Funktionen f: U — C auf einer of-
fenen Menge U C C". Wie auch im letzten Paragraphen richten wir uns nach
den Ausfiithrungen in [26] und [9]. Fiir eine holomorphe Funktion f: D" — C
und eine Zahl r > 0 setzen wir

fr: T — C, ¢— f(rQ)
und definieren fiir 1 < p < oo

1fllae = sup || fp[lLr
0<r<1

beziehungsweise

[ flle = sup || fr]rn.
0<r<1
Fiir 1 < p < 00 heifit der Vektorraum
HP(D") = {f € O(D") | || fllar < o0}

Hardyraum iiber D". Offenbar definiert ||-||g» eine Norm auf HP(D") fiir
jedes 1 < p < co. Man kann zeigen, dass

Il = lim [ frlle - (f € HA(D®))
beziehungsweise

Ifllee =l [l felzn - (f € H=(D™))

gilt. Siehe hierzu etwa die Theoreme 3.2.3 und 3.2.4 in [26] sowie die Bemer-
kungen auf Seite 50 des gleichen Werkes. Die Hardyrdaume (H?(D"), ||-||g») sind
dariiber hinaus, wie schon im klassischen Fall der Einheitskreisscheibe D C C,
Banachrdume, wie wir gleich sehen werden. Zunéchst fithren wir folgende In-
klusionsbeziehung der Hardyrdume an.

1.13 Lemma. Fiir p,q € [1,00] mit p < q gilt HY(D") C HP(D"). Ist f €
HY(D"™), so gilt dariber hinaus

HfH}W < HfHHW
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1 Hardy- und Bergmanrdume iiber dem Einheitspolyzylinder

Beweis. Es geniigt die zweite Behauptung einzusehen. Sind f € H?(D") und
r € [0,1), so liegt die Funktion |f,|? in L¥/P(T", ) und es folgt

[felle < [l frllLe < [1frllLee

aus der Holderschen Ungleichung. Der Gernziibergang r 1 1 liefert sogleich die
Behauptung

I fllae < || fllme < || f|Eee-

Beachte hierbei, dass || f||ge = 0o moglich ist, falls ¢ < co.
O

Als néchste zeigen wir mit Hilfe der Ergebnisse aus dem letzten Abschnitt,
dass man, wie auch im Fall des Hardyraumes iiber D, H?(ID") mit einem ab-
geschlossenen Unterraum von LP(T", o) identifizieren kann.

1.14 Satz. Ist 1 < p < o0, so gibt es zu jeder Funktion f € HP(D") eine
Abbildung f* € LP(T™, o) derart, dass

7€) =lim f(r¢)
fiir o-fast alle ¢ € T" gilt. Die Funktion f* heifit radialer Limes von f.

Beweis. Es sei f € HP(D™). Dann ist f als holomorphe Funktion auch n-
harmonisch und nach Voraussetzung ist die Familie (f:).cp,1) in LP(T",0)
beschrinkt. Satz zufolge gibt es eine Funktion f* € LP(T", o) so, dass

f=P[f*]. Aus Satz folgt
lim /() = lim P{f*)(r€) = /*(¢)

11

fiir o-fast alle ¢ € T".

1.15 Satz. Fir1l < p < oo wird durch
HP(T") = {g € LP(T") | §(a) = O fiir alle oo € Z" \ N"}
ein abgeschlossener Teilraum von LP(T") definiert und die Abbildung
¢: HP(D") — HY(T"),  fr— [

st ein isometrischer Isomorphismus zwischen Banachrdumen.
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1.3 Der Hardyraum

Beweis. Es seien 1 < p < oo und f € HP(D™). Nach Satz liegt der radiale
Limes f* von f in LP(T", o) und nach Teil (i) aus Lemma gilt f=P[f*].
Weiter implizieren Teil (i) aus Lemma sowie Lemma dass

lim| f — f*[lr =0 (1.3)
1

im Fall p € (1,00), also insbesondere || f|gr = || f*||Lr fir p € (1,00). Ist p =
00, so konvergiert (f)q¢jo.1) fiir 7 11 in L>(T", o) beziiglich der w*-Topologie
gegen f* nach Lemma und Teil (i) aus Lemma Dartiber hinaus liegt
( fr)re[o,l) in der, nach dem Satz von Alaoglu Bourbaki w*-kompakten, Menge
{g € L®(T™,0) | gl < [|f|lu=}, sodass [[f*|lLee < [|f|lmee. Andererseits
gilt

[f(2)] =

/ Pul=,0)f(C) da(é‘)’

<17l [ Pule € dolc)
= 7o

fiir alle 2 € D", das heiit || f|lze < [[f*|[Leo. Wir haben damit gezeigt, dass die
Abbildung ¢: HP(D") — LP(T", o) fiir p € (1, 00] eine wohldefinierte Isometrie
ist. Wir zeigen abschliefiend, dass ¢ (HP(D")) = HP(T"). Ist f € HP(D") so gilt
f € HY(D") nach Lemma und

lim | f, — f* 2 = 0 (1.4)
rT1

folgt aus (1.3)) mit Hilfe von [8, Satz VI.2.10]. Fiir a = (o, ..., ay) € Z"\N",
wobei wir ohne Einschrinkung «; < 0 annehmen, und r € (0, 1) gilt

frta) = [ (0 do(c)
- % /qrnl/ﬂf(Teit, TC/)ei\allt dt Qf/(m’m’an) dUn—l(C/)

:1/ / f(zr¢) 2 dz do 1 (C),
2mirlaal Jpnoa 8D, (0)

wobei das innere Integral als Kurvenintegral zu lesen ist. Dieses verschwindet
aber nach dem Cauchyschen Integralsatz, sodass f,(a) = 0 und somit wegen

(1.4)) schlieBlich R X
(@) =T fola) = 0

fir alle « € Z™ \ N" gilt. Damit ist f* € HP(T") gezeigt. Ist umgekehrt
g € LP(T", o) mit g(a) = 0 fiir jedes a € Z" \ N", so ist f = P[g] nach
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1 Hardy- und Bergmanrdume iiber dem Einheitspolyzylinder

Lemma 1.7 holomorph. Lemma [L.11]liefert f € H?(D") und aus Satz[L.14]folgt
f*(¢) = g(¢Q) fiir o-fast alle ¢ € T™. Also ist 1 ein isometrischer Isomorphismus
und da HP(T™) (1 < p < 00) als abgeschlossener Unterraum des Banachraums
LP(T™) selbst ein Banachraum ist, sind die Hardyraume H?(D") fiir 1 < p < oo
ebenfalls Banachrédume.

O

Wir ziehen aus den obigen beiden Sétzen ein wichtiges Korollar. Hierbei
bezeichne C[z] = C|z1,..., z,] den Polynomring in n Variablen sowie

Clellpr = {plo~ | p € Clz] }

beziehungsweise
Cle]lr» = {plr~ | p € Clz] }

die entsprechenden Einschrinkungen von C[z] auf D™ beziehungsweise T".

1.16 Korollar. Fiir p € (1,00) liegen die Polynome C[z]|pn C HP(D™) dicht.
Die Aussage bleibt richtig, wenn man D™ durch T" ersetzt.

Beweis. Es sei p € (1,00) und f € HP(D™). Offenbar liegen die Polynome
Clz]|pn als holomorphe, beschrinkte Funktionen in H*(D™) und demnach
auch in HP(D™). Mit der gleichen Begriindung sieht man, dass die Funktion

f(r): D" — C, z+— f(rz)
fiir r € (0,1) in HP(D") liegt. Da dem Beweis von Satz zufolge

lmn £ (1) = f e = liml f; = £*llcr =0

gilt, geniigt es zu zeigen, dass die Funktion f(r) in H?(D") durch Polynome
approximiert werden kann. Schreiben wir

f)(z) =) aaz"

aeN”

fiir die Taylorreihe von f(r), so konvergiert (3,<y @a?®)Nven nach Voraus-
setzung gleichméfig in z € D™, und somit auch in H*(D"), gegen f(r). Geméaf
Lemma konvergiert obige Folge von Partialsummen also auch in H?(D")
gegen f(r). Die Dichtheit von C[z]|r» in HP(T™) folgt aus der Tatsache, dass
der isometrische Isomorphismus ¢: HP(D"™) — HP(T™) aus Satz die Ei-
genschaft ¢(C[z]|pn) = C[z]|T» hat.

O
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1.3 Der Hardyraum

1.17 Bemerkung. Wir definieren die Polyzylinder-Algebra A(D™) durch

D") = {f € C(D") | flp» € OD")}.

Dann ist die Finschrdankungsmenge
AD")[pr = {flp~ | f € A(D")}

eine Teilmenge von HP(D™) fiir p € (1,00], da ihre Elemente holomorph und
beschrinkt sind. Da A(D")|pn die Polynome C[z]|pn enthilt, liegt sie sogar
dicht in HP(D™) fiir p € (1,00). Ebenso liegt

AD")|pn = {fl | f € AD")}
in HP(T™) dicht.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die Aussagen der Sitze und
sowie das Ergebnis von Korollar auch fiir den Fall p = 1 wahr sind. Dies kann
mit den Methoden und Ergebnissen aus [26, Kapitel 3| gezeigt werden. Wir
verzichten an dieser Stelle auf die Ausfithrung der Details, da wir diesen spezi-
ellen Fall, aufler fiir n = 1 (siehe hierzu [27, Theorem 17.11]), in dieser Arbeit
nicht bendtigen werden. Es bezeichne P: L2(T", o) — H2(T") die orthogonale
Projektion von L?(T", o) auf H?(T") und H*(T")* = L?(T", ¢) © H?(T") das
orthogonale Komplement von H?(T") in L*(T", o). Ist Y cyn @az® die Fou-
rierentwicklung einer Funktion f € L2 (T™, o) beziiglich der Orthonormalbasis
(2%)aezn von L2(T™, o), so folgt

aus der Stetigkeit der Projektion und der Tatsache, dass z% € H2(']I“”)l fiir
a€eZ"\N"

1.18 Satz. Fir f € L?(T",0) ist die Funktion P f radialer Limes einer Funk-
tion F € HX(D") und es gilt

F(z) = | Ca(2,0)f(¢)do(C)

Tn

fiir alle z € D™, wobei
Cn: D" x T" — C, H1—zjgj

den Cauchykern auf D™ bezeichne.
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1 Hardy- und Bergmanrdume iiber dem Einheitspolyzylinder

Beweis. Es sei f € L?(T", o) mit Fourierentwicklung f = > czn @az®. Dann
konvergiert > aczm\Nn Ga?” In L2(T™, o) gegen (1 — P)f und somit folgt

Culz O = PYf(Qdo(Q) = Y a / (20O do(C) (1)

™ a€Zr\Nn

aus [8, Satz VI.2.10] fiir jedes z € D™. Seien nun z = (21, 2') € D x D"~ ! und
ohne Einschriinkung a = (a1, a’) € (Z\N) x Z"~!. Nach dem Satz von Fubini
gilt

Cn(z,0)¢" do(C)
m (1.6)

/ Cr ()¢ donr(C /01 21, C)CM o (C1),
Tn—1

wobei das erste Integral auf der rechten Seite im Fall n =1 als 1 zu lesen ist.
Fiir z; = 0 ist das letzte Integral in (1.6)) Null. Ist z; € D\ {0}, so ist die

Funktion
1

(¢ = z1)¢lnl

holomorph mit Res(h, z1) =1/ z'all —Res(h,0) und somit liefert die Anwen-
dung des Residuenssatzes auf dle Funktion A zusammen mit der Transforma-
tionsformel fiir Bildmafle

h:DQ(O)\{O,Zl}—>C, C'—)

. 1
o0 i@ = [ g an(©

1 1
=5 ],y =g
= Res(h, z1) + Res(h, 0)

=0,

wobei das letzte Integral als Kurvenintegral zu lesen ist. Dies liefert zusammen

mit (1.5) und ([1.6)) schlieBlich

Cn(z,¢)(1 = P)f(¢) do = 0. (1.7)

T

Nach Satz ist P f radialer Limes einer Funktion F' € H?(D"). Im Beweis
von Satz haben wir lim,4; ||F. — P f|;2 = 0 gezeigt und daher folgt

lsa| G (2, ) By = Gz} (P ) s = 0.
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1.3 Der Hardyraum

Dies und die Anwendung der iterierten Cauchyschen Integralformel auf die
holomorphen Funktionen

1,0 —C,  wr— F(w) (re(0,1))
liefern zusammen mit (1.7]) zuletzt

F(z)= 17}%111 F.(2)

1 1 Fr(w)
o e e e

=lim [ Cu(z, O F(¢) do(C)
T Tn

= [ 6= 0P N© da(0)

’]In

O]

Im Fall n = 1 entspricht die Polyzylinder-Algebra A(D™) der wohlbekann-
ten Disc-Algebra. In diesem Fall schreiben wir A(D) = A(D!) und definieren
dariiber hinaus

40(D) = { € AD) | £(0) =0}

Die Randfunktionen Ag(D)|r lassen sich auf die folgende Weise faktorisieren:

1.19 Lemma. Ist f € Ao(D)|, so gibt es fi, fo € H®(T) mit f2(0) = 0,
[ = if2 und
£l = [ fallpzll fall e

Beweis. Essei F' € Ag(D) mit F|r = f und B das Blaschke-Produkt zur Null-
stellenfolge von F'|p (siehe hierzu auch [27, Theorem 15.21]). Dann liegt F|p
in H'(D) und nach [27, Theorem 17.10] gibt es eine nullstellenfreie Funktion
h € H3(D) so, dass F|p = Bh? und

1hllfe = 1 Flplgn-

Da B € H®(D) und F|p € H>*(D), folgt h? € H>®(D). Somit liegen die
Funktionen Fi = h und Fy = Bh in H*®(D) und es gilt F5(0) = 0. Wir setzen
fi = F} fir i = 1,2 und bemerken, dass Satz zufolge f1, fo € H*(T) sind
mit

f(Q) = lim F(r¢) = gglF1(TC)F2(7“C) = f1(0)f2(¢)

1
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1 Hardy- und Bergmanrdume iiber dem Einheitspolyzylinder

fiir o-fast alle ¢ € T und

[fllr = 1F Il = 1F1 g2l Fallge = [l 2]l

Ebenfalls haben wir im Beweis von Satz [L.14] gesehen, dass limy41]|(F2), —
f2|l,r = 0 ist. Wir erhalten also insbesondere

£2(0) = /T £2(¢) do(¢)
~ lim /T Fy(r¢) do(€)
= lim i / Fy(2) dz

aD,(0) <

wobei wir im vorletzten Schritt die Cauchysche Integralformel verwendet ha-
ben.
O

Zerlegungen wie im letzten Lemma existieren im Fall n > 1 im Allgemeinen
nichtmehr, wie [26, Theorem 4.2.2] lehrt. Der in Abschnitt 2.2 gegebene Beweis
des Satzes von Hartman beruht auf folgendem Resultat von D. Sarason aus
dem Jahre 1967. Fiir einen Beweis der folgenden Aussage siehe [17, VII.A.3]
oder [25, Theorem 1.5.1].

1.20 Satz (Sarason, 1967). Die Menge
C(T) + H*(T) = {[f + 1] | f € C(T), [h] € H*(T)} € L=(T, 0)
ist eine abgeschlossene Teilalgebra von L>°(T, o).

Abschlielend zitieren wir noch ein Resultat zur Dualitdt der Hardyrdume.
Wir wollen zunéchst anmerken, dass durch

dist([f]) = dist e (f, H*(T)) = inf {[|f — gL~ | g € H¥(T)},

wobei [f] € L*(T, o)/ H*(T) sei, eine Norm auf dem Quotientenraum
L*>(T, o)/ H*(T) definiert wird. Fiir einen Beweis des folgenden Lemmas sei
auf Abschnitt VIL.A.1 in [I7] verwiesen.

1.21 Lemma. Definiere

Hy(T) = {f € HY(T) | f(0) =0},
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1.3 Der Hardyraum

dann ist (Hé(T))* isometrisch isomorph zu L>°(T,o)/H>®(T) vermdge der
durch

([fN)(9) = /Tf(C)g(C) do(¢)  ([f] € L(T,0)/ H*(T),g € Hy(T))

definierten linearen Abbildung : L>(T,o)/H>®(T) — (H}(T))".

Zum Abschluss halten wir fest:
1.22 Lemma. Versieht man L°°(T", o) mit der w*-Topologie, so ist H>(T™)
in L>(T", o) w*-abgeschlossen und die Polynome C[z]|n liegen w*-folgendicht
in H®(T™).
Beweis. Es sei (fa)aca ein w*-konvergentes Netz in H*(T™) mit Grenzwert
f e L®(T", o), das heift es gilt

lim [ fa(¢)g(C) do(C) = Tnf(C)g(C)dU(C)

acA Tn

fiir jedes g € L(T™, o). Daher gilt fiirr 8 € Z" \ N" wegen fa(ﬁ) = 0 fiir jedes
a € A, dass

f(8) = Tnﬂo&ﬁ do(C)
=lim [ fa(¢)CPdo(C)

acA Tn
— lim f
lim fa(B)
= 0.
Somit liegt der Grenzwert f von (fa)aca ebenfalls in H*(T"). Zum Beweis
der zweiten Aussage bemerken wir, dass eine Funktion f € H°(T") nach
Satz radialer Limes einer Funktion F' € H*°(D") ist. Im Beweis von Satz
haben wir gesehen, dass f = w*-lim,4; F;. (man beachte hier nochmals
die Lemmata und [1.11)). Daher geniigt es zu zeigen, dass F, fiir jedes
r € [0,1) in der w*-Topologie durch eine Folge von Polynomen approximiert

werden kann. Nach Voraussetzung besitzt F' eine auf D" kompakt gleichmé&fig
konvergente Potenzreihenentwicklung, etwa

F(z) = Z an2”

aeN"”

fiir z € D™, das heifit die Folge (Z| al<N @a(r¢ )Y)nen konvergiert gleichméBig
in ( € T gegen F,. Es folgt

/ (Frl0) = Ejajen 2a(rO)?)g(¢) dor(€) \ <(Fr = o @a(rO))g]l

< Mgl Fr =210 <n aalrQ)* |l
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1 Hardy- und Bergmanrdume iiber dem Einheitspolyzylinder

fiir jedes g € L*(T", o). Da die Rechte Seite der letzten Ungleichung im Grenz-

wert N — oo gegen Null konvergiert, folgt die Behauptung.
O
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1.4 Verallgemeinerte Bergmanrdume

1.4 Verallgemeinerte Bergmanrdaume

Im Folgenden fiihren wir einige Eigenschaften verallgemeinerter Bergmanriu-
me an und beweisen diese. Wir werden die hier aufgefithrten Resultate im
dritten Kapitel dieser Arbeit verwenden. Es sei n € N* eine beliebige natiirliche
Zahl. Bevor wir den Bergmanraum beziiglich einem reguléiren Borelmaf

v: B(D") — [0,00) definieren, zeigen wir folgendes Lemma.

1.23 Lemma. Es sei p: B([0,1)") — [0,00) ein regulires Borel- Wahrschein-
lichkeitsmaf auf [0,1)™. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes regulires Borel-
Wahrscheinlichkeitsmaf$ vy, : B(D™) — [0,00) auf D™ mit

F(2) dvm(z) = / F(r€) don(C) du(r) (18)
Dr [0,1)nJTn

fiir alle f € LY(D"™,v,).

Beweis. Da der lokalkompakte hausdorffsche topologische Raum D" das zwei-
te Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt, ist das Bildma$ v,, = ¢(o, ® p) unter der
(B([0,1)™ x T™), B(D"™))-messbaren Abbildung

¢:[0,1)" x T" — D", (r,¢) — 1¢

Korollar [8, VIII.1.12] zufolge ein reguléires Borelmafl auf D™. Weiter gilt
fG v = [ | 00 dou(c) dutr)
Dn [0’1)n Tn

fiir alle f € LY(D", v,,) nach dem Satz von Fubini und der Transformations-
formel fiir Bildmafle. Beachtet man, dass

) =B g [ 500 (@) due)

eine positive Linearform definiert, so folgt aus dem Eindeutigkeitsteil des
Rieszschen Darstellungssatzes fiir Mafle, dass das oben definierte Maf} v,, das
einzige reguliire Borelmafl mit der Eigenschaft (1.8)) ist. Ferner gilt

vn(D") = (on @ p)(T" x [0,1)") = on(T")p([0,1)") =1,

da o, und p Wahrscheinlichkeitsmafie auf T™ beziehungsweise [0,1)™ sind.
O

1.24 Korollar. Ist p = p1 ® ... ® puy das Produktmaf aus n reguliren
Borel-Wahrscheinlichkeitsmafen i, . .., pn: B([0,1)) — [0,00) auf [0,1) und
v:B(D") — [0,00) das zu pu gehdrige regulire Borel-Wahrscheinlichkeitsmajs
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1 Hardy- und Bergmanrdume iiber dem Einheitspolyzylinder

auf D" aus Lemma so gibt es ez’ndeutz’g bestimmte requldre Borel-Wahr-
scheinlichkeitsmafle v1,...,vy: B(D) — [0,00) so, dassv =11 ®...Q v, und

/f e /[Ol/frC ) do () dpa(r)

fiir alle f € LY(D,v;) undi=1,...,n gil.

Beweis. Die Anwendung von Lemma auf die Mafle p; (i = 1,...,n) lie-
fert eindeutige, regulére Borel-Wahrscheinlichkeitsmafle vy, ..., v, B(D) —

0, 00) mit
/f ) dvi(z /[Ol/fr( ) dor(C) daa(r)

fiir alle f € LY(D, ;) und i = 1,...,n. Satz IT1.5.10 aus [8] zufolge ist B(D") =
B(D) x ... x B(D) und daher gilt fir Ay,..., A, € B(D) unter Verwendung
des Satzes von Fubini

V(A X ... X Ap) = / XA, (z1) .. xa, (zn)dv(z1, ..., 2n)

/01 /HXA (1) do (G, ) dia(r, - 7)
-1I /[0 ) Jaryao(c)du)

=1 ®...0uvy) (A1l X...x Ay).

Das Maf} v,, aus Lemma [1.23] ist rotationsinvariant im folgenden Sinne.

1.25 Proposition. Es sei B € B(D"), u: B([0,1)") — [0,00) ein reguldres
Borel-Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf [0,1)" und v,, das durch Lemma gege-
bene, zugehdirige Mafs auf D™. Dann gilt v,((B) = vy (B) fir alle ¢ € T".

Beweis. Ist B € B(D"), so liefert Lemma zusammen mit der Eigenschaft
(1.8) des MaBes v, und der Transformationsformel fiir Bildmafe

fiir alle ¢ € T".
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1.4 Verallgemeinerte Bergmanrdume

Wir definieren den Bergmanraum nun wie folgt.

1.26 Definition. Es sei p: B([0,1)") — [0,00) ein reguldres Borel- Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ auf [0,1)™ mit der Eigenschaft, dass u([r,1)™) > 0 fiir alle
r € [0,1) gilt und v, das durch Lemma zu o gegebene requldre Borel-
Wahrschemlichkeitsmaﬂ auf D". Dann heifst der Unterraum

={[f] e L*(D",v,) | f € O(D")}
von L2(D™, v,,) (vemllgememerter) Bergmanraum beziiglich dem Maf v,,.

Durch die Eigenschaft p([r,1)") > 0, r € [0,1), wird A2 zu einem funktio-
nalen Unterhilbertraum von L? (D™, vy,), wie wir im Folgenden zeigen werden.
Ist r >0 und z = (21,...,2,) € C", so bezeichnen wir mit

QP (2) ={w=(w1,...,wp) €C"| |wj— 2| =rfiri=1,...,n}
den ausgezeichneten Rand des Polyzylinders P]'(z).

1.27 Lemma. Ist M C D" kompakt, so gibt es eine Konstante Cyr > 0 derart,
dass

[f(2)] < Cul|fll2
fir alle f € A?,n und alle z € M erfiillt ist.
Beweis. Es selen z = (z1,...,2,) € M und f € A2 . Wihle 7 € [0,1) so, dass
M C P;(0) gilt und setze

R= min dist(m;(M),D\ Ds(0)).

i=1,....,n

Dann ist R > 0 und aus der iterierten Cauchyschen Integralformel folgt

2 (G155 Gn)
= d oy Cn
7@ = (2mi)" /<90P¢(0)(C1—21)'-~-'(Cn—zn) S
(ST G Cnfz(TICIa <. 7Tn<n)
Tn TlCl_Zl) . (rnCn_Zn) dg(c17"'7gn)
_Rn/ Q)2 do(C)
fir alle r = (ry,...,m,) € [F,1)", wobei das erste Integral als iteriertes Kur-

venintegral zu lesen ist. Die letzte Ungleichung impliziert

2@l < g7 [ EOR 0
fiir alle r € [0,1)™ und die Integration beziiglich dem Ma$ p liefert hieraus
F)] < (R (R 1)) 72 f e
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1 Hardy- und Bergmanrdume iiber dem Einheitspolyzylinder

1.28 Korollar. Alz,n ist ein abgeschlossener Teilraum von L?(D",v,) und
funktionaler Hilbertrauwm tber D™,

Beweis. Sei ([fx])ken eine Folge in A2 die in L?(D",v,,) gegen eine Funktion
[f] € L*(D",v,,) konvergiert. Auf jedem Kompaktum M C D" ist die Folge
(fx|ar)ken nach Lemma eine Cauchyfolge in (C(M), ||-|[ar) und daher
konvergiert (fi)ren kompakt gleichméBig gegen eine Funktion h: D™ — C, die
nach einem bekannten Resultat von K. Weierstrafl aus der Funktionentheorie
mehrerer Verdnderlicher (siehe etwa Theorem 1.4.4 in [I3]) holomorph ist.
Auf der anderen Seite gibt es eine Teilfolge (fx,)ien der Folge (fx)ken, die
punktweise v,-fast iiberall gegen f konvergiert. Somit stimmen h und f v,-
fast iiberall iiberein und daher ist [f] € AZ . Als abgeschlossener Teilraum
des Hilbertraums L?(D", v,) ist Azn ein Hilbertraum. Ist z € D", so folgt aus
Lemma [1.27 mit M = {z}, sofort die Stetigkeit der Punktauswertung

5,2: AIQIn—>C7 f’_)f(z)a

das heifit Agn ist ein funktionaler Hilbertraum.
O

In Abschnitt 3.1 werden wir zeigen, dass die Polynome C|z]|prn C Ain dicht
liegen und folglich eine kanonische Orthonormalbasis liefern. Beim Begriff des
Bergmanraumes denkt man vordergriindig zunéchst an den iiblichen Bergm-
anraum

A3 = {[f] € L3(D", Aulp») | £ € O(D")},

wobei Ay |pn: B(D™) — [0,00) (n € N*) das Lebesgue-Borelsche Wahrschein-
lichkeitsmafl auf D™ sei, oder allgemeiner an gewichtete Bergmanriume, wie
sie beispielsweise in [32] fiir den Fall n = 1 definiert sind. Die folgende ele-
mentare Betrachtung zeigt, dass diese klassischen Bergmanrdume in unserer
Definition beriicksichtigt werden.

Es bezeichne

Ao, B([0,1)") = [0,00)  (n € NY)
das Lebesgue-Borelsche Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf [0,1)". Fir o = (aq, .. .,
ap) € (—1,00)" seien
Fo[0,1)" —[0,00),  (r1,eeern) — 2" [ (i + 1)(1 = 77)%ms.
i=1
und g1 = f © Aplpp,1)» das MaB mit der Dichte f beziiglich A,[j1)» sowie

v: B(D") — [0,00) das gemiB Lemma zu p gegebene regulire Borel-
Wahrscheinlichkeitsmafl auf D". Eine Anwendung der Transformationsformel
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1.4 Verallgemeinerte Bergmanrdume
[8, V.4.2] zeigt
S L O don@autr) = [ ne)dtg © dalo)2)

fiir alle h € C.(D"), wobei

n
g: D" —[0,00), (21,005 20) — [ [ (i + 1)(1 = [z
i=1

Nach dem Eindeutigkeitsteil des Rieszschen Darstellungssatzes fiir Mafle gilt
somit v = g ® Ay|pn, also stimmt A% mit dem gewichteten Bergmanraum
beziiglich « {iberein. Im Hinblick auf dieses Beispiel erscheint der in Definition
[1.26] festgehaltene Begriff des ,,verallgemeinerten Bergmanraumes® als sinnvoll.
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2 Hankeloperatoren auf dem
Hardyraum

Dieses Kapitel ist der Untersuchung kompakter Hankeloperatoren auf H? (T™),
(n € N*), beziehungsweise deren zugehorigen Symbolen gewidmet. Wir werden
diejenigen Symbole, deren zugehoriger Hankeloperator kompakt ist, charakti-
sieren. Hierbei zeigen sich deutliche Unterschiede zwischen dem Fall n = 1
und der Situation fiir n > 1. Wihrend der eindimensionale Fall bereits seit
dem Jahre 1958 durch ein klassisches Resultat von Hartman verstanden ist
(siehe hierzu Satz , gelang dies im Fall n > 1 erst Anfang der neunziger
Jahre durch M. Cotlar und C. Sadosky (Satz[2.15]). Der hier dargelegte Beweis
des Satzes von Hartman verwendet ein Ergebnis von Nehari aus [22] aus dem
Jahre 1957, weswegen wir dieses zunéchst im folgenden Abschnitt beweisen.

2.1 Der Satz von Nehari

Wir beginnen mit der Definition von Hankeloperatoren. Fiir n € N* seien die
Shiftoperatoren Sy,: L%(T",¢) — L*(T",0) (k = 1,...,n) durch
Sk(f)(Ch B CTL) = Ckf(gb SERE) CTL) ((Cb SRR CTL) € Tn)

definiert. Im Falle k& = 1 schreiben wir auch S = S; Ferner sei mit H?(T")+ =
L2(T", o) ©H?(T") das orthogonale Komplement von H*(T") in L?(T", ) und
mit P_: L2(T", o) — H*(T")* die orthogonale Projektion von L?(T", o) auf
H?(T™)* bezeichnet.

2.1 Definition. Ein beschrinkter Operator H: H?(T") — H%(T™)*, der die

Hankelgleichung

fir alle k =1,...,n erfillt, heifit (beschrinkter) Hankeloperator auf
H2(T™).

Aus folgendem Lemma ist ersichtlich, dass Hankeloperatoren auf C|z] eine
spezielle Gestalt haben.

2.2 Lemma. FEs sei H: H*(T") — H?(T")* ein Hankeloperator. Dann gilt
Hp = P.(p H1)
fir jedes Polynom p € Clz].
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2 Hankeloperatoren auf dem Hardyraum

Beweis. Wegen der Linearitit der Operatoren H und P_ geniigt es die Aussage
fiir Monome 2z € Clz], @ € N" nachzupriifen. Es sei zunichst angemerkt,
dass sich die Hankelgleichung (2.1)) fiir & € {1,...,n} induktiv auf beliebige

Potenzen des Shiftoperators Si erweitern lisst, dass heifit es gilt

fiir alle m € N und alle £ = 1,...,n. Ist nun o = (a1,...,a,) € N, so folgt
durch iterative Anwendung der letzten Gleichung auf die Shiftoperatoren Sy,
wobeil m = aj zu setzen ist, fiir k = 1,...,n und unter Beachtung, dass

PSP f=P S
fiir alle f € L2(T", o) und jedes k = 1,...,n gilt, dass

Hz% = H(S; ‘HQ(T”))QI - (Sn ‘Hz('ﬂ‘"))anl
=P ST P.S5?...P.S;"H1
=P (S{'...Sp" H1)
=P (z*H1).

O]

Ist H: H?(T") — H?(T™)' ein Hankeloperator, so nennen wir eine Funktion
f € LT, 0), die
Hp = P (pf)
fiir alle p € C[z] erfiillt, ein Symbol von H. Dem letzten Lemma zufolge ist
also das Bild H1 € L*(T", o) der konstanten Funktion 1 unter H ein Symbol
von H. Wir beobachten weiter, dass ein solches Symbol nicht eindeutig zu

sein braucht. Denn ist f € L?(T", o) ein Symbol des Hankeloperators H und
g € H2(T™), so ist pg € H*(T™) fiir alle p € C[z] und es gilt

P(pf+pg)=P-(pf)=Hp

fiir alle p € C[z]. Das heifit fiir jedes g € H*(T") ist auch f 4+ g ein Symbol
von H.

Wir kénnen die Aussage von Lemma [2.2] auf folgende Weise verschérfen.
Mit M,: L*(T", o) — L?(T", o) sei der Multiplikationsoperator von g €
L*(T", o), der durch

My f(€) =9(Q)f(C),  (CeT)

gegeben ist, bezeichnet.
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2.3 Lemma. Es sei H: H*(T") — H*(T")* ein beschrinkter Hankeloperator.
Dann gilt
Hf = P (f H1)

fiir jedes f € H™(T™).

Beweis. Es sei f € H*(T"). Dann gibt es Lemma zufolge eine Folge
von Polynomen (py)ren aus Clz], die beziiglich der w*-Topologie auf H*(T")
gegen f konvergiert. Nach Lemma [I.3] bedeutet dies, dass

lim [ pr(¢)g(¢) do(¢) = Tnf(C)g(C)dU(C)

k—oo Tn

fiir alle g € L*(T", o). Nach der Holderschen Ungleichung liegt das Produkt
zweier Funktionen g, h € L2(T", ¢) in L'(T", o). Mit obiger Identitt folgt also

T [((My, — My)(g), b)y2| = lim
—00 k—o0

10 = FHOWORT do(c)| = 0
das heilt WOT -limy_,o, M,, = M. Beachtet man, dass

pr = My 1 (keN) und f=M;1
beziehungsweise

prHl=M, Hl (keN) und  fH1=M;H1

gilt, so folgt, dass (pg)ren schwach in H?(T™) gegen f und (py H1)gen schwach
in L2(T", o) gegen f H1 konvergieren. Als stetig lineare Operatoren sind H und
P_ auch schwach stetig, sodass

H(f) =w-lim, o0 H(pg) = w-lim P_(py, H1) = P_(f H1).
O

Das folgende Lemma zeigt die typische Gestalt eines beschrankten Hankel-
operators auf H?(T").

2.4 Lemma. FEs seien f,g € L>(T",0). Dann ist der Operator
Hy: HY(T") — H*(T™)*, h — P_ My (h) (2.2)
etn beschrinkter Hankeloperator und es gilt
(i) Hf = Hyy g genau dann, wenn g € H*(T"),
(i) |[Hyll < distpee (f, H*(T")) < || flLee.
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2 Hankeloperatoren auf dem Hardyraum

Beweis. Es sei f € L°(T", o). Dann gilt

1Hr(9)lz < 1 fgllez < N[ flle=llgll2

fiir alle g € H*(T"), sodass Hy beschriinkt ist. Ist k € {1,...,n}, so zeigt die
Rechnung

P Sy Hy =P S My— P S PM;y
= S My — PSy My — Sy, PM;+ PSy, P My
= S My — PSy, My
= Hy Sy ‘HQ('H‘n)a

wobei fiir die dritte Identitit die Tatsache Im(S, P My) C H?*(T") verwendet
wurde, dass Hy ein Hankeloperator ist. Um Punkt (i) einzusehen, geniigt es
zu zeigen, dass Hy = 0 genau dann, wenn g € H*(T"), denn dann folgt Punkt
(i) aus der Identitét

Hyg = Hy+ Hy.

Die Bedingung H, = 0 ist nach Definition von H, dquivalent zu der Bedingung
gh € H?(T") fiir alle h € H*(T") und letztere ist genau dann erfiillt, wenn
g € H®(T™) ist. AuBerdem gilt

[Hy (P2 = [ Hprg(P)llr2 < [1f + gllnee Al

fiir alle g € H®(T") und alle h € H?(T") nach Punkt (i) und der Ubergang
zum Infimum iiber alle g € H*(T") auf der rechten Seite obiger Ungleichung
zeigt Punkt (ii).

O

Im Rahmen von Lemma [2.4]ist die Funktion f € L*°(T", o) ein Symbol des
Hankeloperators Hy. Wéhrend im Fall n = 1 alle beschréinkten Hankelope-
ratoren von der Form sind -wir zeigen dies im folgenden Satz , ist
dies in hoheren Dimensionen falsch. Fiir n > 1 besitzen nicht alle beschrankten
Hankeloperatoren notwendigerweise auch ein wesentlich beschranktes Symbol.
Dies zeigen beispielsweise M. Cotlar und C. Sadosky in [7, Theorem 2.1]. Ein
konkretes Beispiel eines beschrénkten Hankeloperators mit unbeschrianktem
Symbol konstruieren M. Bakonyi und D. Timotin in [3, Theorem 2]. Wir wol-
len nun einen Beweis des Satzes von Nehari geben und folgen hierbei dem
Argument Nikol’skii’s, wie er es in [23, Abschnitt 1.4.1] darlegt.

2.5 Satz (Nehari, 1957). Ist H: H*(T) — H?(T)"* ein beschrinkter Hankel-
operator, so gibt es eine Funktion f € L°(T,o) mit H= H; und

[ Hy | = distpe (f, H*(T)) (2.3)
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Beweis. Vorgegeben sei ein beschrankter Hankeloperator H. Ist f € Ag(D)|r
so gibt es nach Lemma stetige Funktionen fi, fo € H*(T) mit f = fi fo,
f2(0) = 0 und ||f]li:r = [[f1llz2]lf2]l;2. Unter Beachtung von Lemma und
der Tatsache, dass fo € H*(T)", zeigt die Rechnung

< [[HH[ follpzll 2l L2
= [ £l

die Beschrianktheit des Operators
Li (@) ) — € > [ fH1do
T

wobei speziell
IL]| < [|H|| (2.4)

gilt. Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es eine normerhaltende Fortsetzung
L € (LY(T))" von L. Satz zufolge gibt es zu diesem Funktional L eine
Funktion f € L*°(T, o) mit

L(g) = / of do (2.5)

fiir alle g € L'(T) und aus Lemma folgt wegen (12.4)) schlieBlich
1H 2 | LI = | Llggyr I = distres (f, H(T)).
Somit liefert Teil (ii) aus Lemma [2.4] die Identitiit (2.3)), wenn wir
H=Hy (2.6)
gezeigt haben. Wegen der fiir alle g € A(D)|r und alle h € Ag(D)|r nach (2.5))
giiltigen Rechnung
(Hg. Ry = L(oh) = L(gh) = [ ghdo = (1 9. b5

stimmen Hund Hy auf der dichten Teilmenge A(D)|r C H?(T) iiberein. Bachte
hierbei, dass auch {h | h € Ay(D)|r} C H*(T)* dicht liegt. Damit folgt (2.6)
aus der Stetigkeit der Operatoren H und Hy.

O
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2 Hankeloperatoren auf dem Hardyraum

Zum Abschluss sei angemerkt, dass das, gemédfl dem Satz von Nehari zu
einem beschriinkten Hankeloperator H: H?(T) — H?(T)* gegebene, Symbol
o € L*(T, o) stets so gewihlt werden kann, dass |||~ = || Hy|| = ||H]| gilt.
Dieses Symbol mit minimaler Norm ist im Allgemeinen jedoch nicht eindeutig.
Siehe hierzu etwa die Anmerkungen in [25] S. 71].
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2.2 Ein Satz von Hartman

Eine Anwendung des Satzes von Nehari besteht in der Charakterisierung der
Klasse von Symbolen, deren zugehoriger Hankeloperator kompakt ist. Dieses
1958 von P. Hartman in [14] versffentlichte Ergebnis besagt, dass durch die
Menge C(T) aller stetigen Symbole genau die kompakten Hankeloperatoren
beschrieben werden. Wir orientieren uns im Folgenden an den Ausfiihrungen
der Werke [20, Theorem 4.3.1] beziehungsweise [24], Theorem 3.14]. Fiir diesen
Abschnitt sei n = 1.
Wir beginnen mit folgendem Lemma.

2.6 Lemma. Fir jedes trigonometrische Polynom p € Clz,z| |t ist der zu-
gehdorige Hankeloperator Hy, von endlichem Rang.

Beweis. Es sei p € C[z, z] |7 mit der Darstellung

N
p(z) = )
k=—N

wobei N € Nund a_y,...,an € C. Es geniigt einzusehen, dass Hz fiir jedes
k € N* endlichen Rang hat, denn dann ist

N N
Hp = Z Qg sz = Za,k Hgk
k=—N k=1

als Summe von Operatoren endlichen Ranges selbst von endlichem Rang. Da
aber (2™)pen eine Orthonormalbasis von H?(T) ist, folgt

dimIm Hyr =k

aus der Beobachtung

n—=k
, n<k
szz":Pz"k:{g Z>k (n € N)

fiir jedes k € N* und der Beweis ist abgeschlossen.
O

Bevor wir das Hauptresultat formulieren, beweisen wir eine Eigenschaft des
Shiftoperators S.

2.7 Proposition. Die Folge ((S*)")en stetiger Operatoren H?(T) — H?(T)
konvergiert punktweise und gleichmdfig auf jeder kompakten Teilmenge von
H?(T) gegen 0 € L(H?(T)).
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2 Hankeloperatoren auf dem Hardyraum

Beweis. Es sei f € H*(T) mit Orthonormalbasisentwicklung f = 7%, axz*,
wobei a; € C fiir ¢ € N sei. Beachtet man die Identitidten

o0

S*(f)=P(f)  wnd  flz =D laf* < oo,
=0
so folgt
IS (N2 =D laaf?
=k

fiir £ € N und da die rechte Seite im Grenzwert k — oo gegen Null konvergiert,
ist die erste Behauptung gezeigt. Es sei nun K € H?*(T) kompakt und & > 0.
Dann bilden die Kugeln

Be(f) ={g e B*(M) | |f —gli2 <}  (feK)

eine offene Uberdeckung von K. Daher gibt es endlich viele Funktionen fi, ...,
fm € K (m € N*) mit K C |~ B(f;). Mit Hilfe der bereits gezeigten
Aussage, wihlen wir N € N so grof}, dass

1S")*(fille < &

fiir alle K > N und jedes i = 1,...,m gilt. Zu h € K gibt esi € {1,...,m} so,
dass h € B(f;). Unter Beriicksichtigung, dass ||S*|| = 1, folgt schliefllich

IS ()= < 15" (R) — () (Sl + 1(S*)*(fi)llp= < 2¢

fir alle & > N, das heiBt ((S*)*)pen konvergiert auf K gleichmiBig gegen
0 € L(H%(T)).
U

Es folgt nun der Satz von Hartman.

2.8 Satz (Hartman, 1958). Sei f € L°(T,0). Dann ist Hy genau dann
kompakt, wenn f € C(T) + H>(T).

Beweis. Zunéchst sei f € C(T) + H*(T), wobei wir ohne Einschrénkung f €
C(T) annehmen diirfen. Da die trigonometrischen Polynome C|z, z] |7 € C(T)
nach dem Approximationssatz von Stone-Weierstrafy dicht liegen, gibt es eine
Folge (px)ren in Clz, z] |7 mit limg_,o0|[pr — f|lr = 0 und aus der Abschétzung

[ Hpy, — Hyll < llpr. — fllx

folgt mit Lemma[2.6) dass Hy als Grenzwert einer Folge von Operatoren end-
lichen Ranges kompakt ist.
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2.2 FEin Satz von Hartman

Es sei nun f € L>(T,o) so, dass H; kompakt ist. Dann liefert die Kom-
paktheit der Menge

K = Hj{g € B*(T)* | ||gll> < 1} € HX(T)
zusammen mit der Abschétzung
1Hy S*|| = 1I(S)* Hy
= sup |[(8%)" Hygllp:

geH*(T)+
lglly 2 <1

< sup||(S*)* A2
heK
und Proposition dass
lim || H; S¥| = 0. (2.7)
k—o00

Nun liefert der Satz von Nehari (Satz , unter Beriicksichtigung, dass
C(T)+H>(T) C L*°(T, ) nach Satz eine Teilalgebra ist, die Abschétzung
1Hy S*)| = || Hae g

= inf {||2*f — gl= | g € HZ(T)}

= inf {|[z*(f = Z*g)llL~ | g € H(T)}

= inf {||f — g/~ | g € HZ(T)}

> it {|If — bl | b€ O(T) + H(T))
und da C(T) 4+ H*(T) C L°(T, o) erneut wegen Satz abgeschlossen ist,
folgt aus der letzten Ungleichung zusammen mit (2.7)) schlielich f € C(T) +
H>(T).

]
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2 Hankeloperatoren auf dem Hardyraum

2.3 Der mehrdimensionale Fall

Wir wollen uns im Folgenden mit kompakten Hankeloperatoren auf H?(T")
fiir n > 1 beschiftigen. Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass ein Han-
keloperator Hy mit Symbol f € L°°(T,o) genau dann kompakt ist, wenn
f € H®(T) + C(T) gilt. Im Fall n > 1 wird sich zeigen, dass es gar kei-
ne vom Nulloperator verschiedenen kompakten Hankeloperatoren auf HQ(']I‘”)
gibt. Dies bemerkten zuerst M. Cotlar und C. Sadosky im Jahre 1993. Sie zeig-
ten dies in [7], indem sie zunéchst die Singuldrwerte eines kompakten Hankel-
operators Hy zu seiner Operatornorm in Beziehung setzten (siehe [7, Theorem
B, S. 292] und [6]) und hieraus unmittelbar folgern konnten, dass schon je-
der kompakte Hankeloperator endlichen Ranges gleich dem Nulloperator sein
muss. Im Jahre 2009 bewiesen P. Ahern, E. H. Youssfi und K. Zhu dieses Resul-
tat in [I] erneut, indem sie die Fourierentwicklung des Symbols f € L>(T", o)
des Hankeloperators Hy beziiglich der Orthonormalbasis (2%),eczn genauer un-
tersuchten. Im folgenden werden wir diese Argumentation ausfiihrlich darle-
gen. Die Hauptidee besteht darin, fiir ( € T™ den folgenden unitédren Operator
U¢ zu betrachten.

2.9 Lemma. Fir jedes ( = (C1,...,¢n) € T™ ist der Operator
Ug: L*(T", 0) — LAT"0), (U f)(2) = f(¢2)

unitdar mait

(i) Uz = Ug,

(ii) PU; = U, P
und
(iti) Ue Hy U¢ |y2(pny = Hu, ¢ fiir alle f € L=(T", o).
Beweis. Sind f,g € L*(T™, o) zwei Reprisentanten der gleichen Aquivalenz-
klasse aus L?(T", ), so wihle eine o-Nullmenge N € B(T") so, dass f(n) =
g(n) fiir alle n € T" \ N. Fiir ¢ € T" ist die Menge (N nach Lemma
ebenfalls eine o-Nullmenge und es gilt f(¢n) = g(¢n) fiir alle n € T\ (N. Fiir
f € LT, o) folgt ebenfalls aus Lemma und der Transformationsformel
fiir Bildmafe, dass U¢(f) € L*(T", 0), das heiit U, ist wohldefiniert. Beachtet

man, dass fiir ( € T" die Bijektion

™ — T™, z+— (2
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2.3 Der mehrdimensionale Fall

als stetige Abbildung auch Borel-mef3bar ist, so liefert die Transformationsfor-
mel fiir Bildmafle

Ue f.aha = [ (Ue P)w)atn) doto)
= | f(¢2)g(n) do(n)

’I["IL
= Tnf (n)g(Cn) do(n)
= <f7 ug: g>L2

fiir alle f,g € L2(T", o) und Punkt (i) ist gezeigt. Wegen (¢ = (1,...,1) fiir
¢ € T" folgt die Unitaritédt des Operators U direkt aus seiner Definition und
Teil (i). Da (2%)qezn eine Orthonormalbasis von L(T™, o) ist, folgt Punkt (ii)
direkt aus der Beobachtung

U 2%, aeN"?

aeZ™).
0, a€Z"\N" ( )

P(U¢2%) =(*Pz* = {

Fiir f € L°°(T",¢) und g € H?(T") zeigt die Rechung
Ue Hy Ut g = Ue(1 — P)f(Uz g)
= U¢(1 - P) Ug((Uc f)g)
=Hu.rg

Punkt (iii) des Lemmas. Man beachte hierbei, dass im letzten Schritt der

Rechnung Punkt (ii) des Lemmas verwendet wurde.
O

Wir beweisen zunéchst eine Reihe von Stetigkeitsaussagen, die im darauf-
folgenden Beweis der Hauptaussage verwendet werden. Wir beginnen mit fol-
gendem Lemma

2.10 Lemma. Ist f € L*(T", o), so ist die Abbildung
™ — L2(T", o), Cr— U f
stetig.

Beweis. Es sei (x)r € N eine konvergente Folge in T" mit Grenzwert ¢ € T™.
Wir nehmen zunéchst an, dass f € C(T") C L?(T", o) ist und bemerken, dass
f als stetige Funktion auf dem Kompaktum T™ schon gleichméfig stetig ist.
Es folgt

Jim U, = Ue fllz < lim U, f = Uc fllm =0,
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2 Hankeloperatoren auf dem Hardyraum

sodass die Aussage fiir stetige f € L?(T", o) gezeigt ist. Sei nun allgemein
f € L2(T", o) und £ > 0. Wir wihlen eine Funktion g € C(T") so, dass
If — gll2 < e erfiillt ist. Weiter sei N € N so gro8, dass ||(U¢, — U¢)gll2 <€
fiir alle k > N gilt. Eine solche Zahl N existiert nach obiger Argumentation.
Hieraus erhélt man

[Ue, f—Uc fllrz < [Ue(f = 9llez + [[Uc(g = )z + 1Ue, 9 — Uc gllr2
<2|f = gllrz + (U, — Ue)gllr2
< 3e

fiir alle £ > N. Damit ist alles gezeigt.

Wir folgern aus dem letzten Lemma und Punkt (iii) aus Lemma

2.11 Lemma. Es sei f € L>(T,0). Fir jedes g € H?(T") ist dann die
Abbildung
T — L*(T"0),  (+ Hu,(9)

stetig.

Beweis. Wir zeigen die Folgenstetigkeit der Abbildung. Sei hierzu ((x)xen eine
konvergente Folge in T"™ mit Grenzwert ( € T". So liefert Punkt (iii) aus
Lemma die Identitit

Hy,, §— Hu, 5= Ug, Hy UG, |y2(pny — Uc Hy UE g2y
= Ug, Hf U’C‘k |H2(11‘”) — U, Hy UZ ‘HQ(’]I‘R)
+ U, Hy Ug [g2(qny — Ue Hy UE g2 (pn)
= U¢, Hy(Ug, |n2(rny — Ug lu2(ny) + (Ue, — Uc) Hy Ug |2 (pny-

Hieraus erhélt man fiir g € H?(T") die Ungleichung

I(Hu, 1 — Hu, p)gllz < [Hp|[[I(Ug, —Ug)gllz + 1(Ue, — Ue) Hy Ug g2

und da die Rechte Seite Lemma zufolge im Limes k — oo gegen Null
konvergiert, folgt die Behauptung.
O]

Bevor wir zum Hauptresultat dieses Abschnitts kommen, beweisen wir zu-
néchst einen Spezialfall. Wir benttigen dazu die folgende Proposition.

2.12 Proposition. Seien n > 1 und

7 T — T L, (C1yey Cn) — (C2y- -, Cn)
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2.3 Der mehrdimensionale Fall

die Projektion auf die letzten n — 1 Variablen. Dann wird durch

®([g]) = [g o]

eine lineare Isometrie ®: H2(T" 1) — H*(T") mit unendlichdimensionalem

Bild definiert.

Beweis. Es sei [g] € H*(T"1). Dann ist gor als Komposition Borel-messbarer
Funktionen wieder Borel-messbar und wegen

L[ 000G G donea (s dn() = gl <

folgt [g o 7] € L2(T",0) und ||g o 7|ly2 = ||g|l;2 mit dem Satz von Fubini. Fiir
a = (a1,d) € Z x Z("=Y gilt nach dem Satz von Fubini und der Transforma-
tionsformel fiir Bildmafe

/

(2% gomz = (', g)12 /Cal do1(¢) = 1<Z'°‘,,9>L2/ et dn (1) .
T 27 [—m,m]

wobei 2/® : T" 1 — C,¢ +— ¢*. Wegen g € H2(T"1) ist (2%, g);2 = O fiir alle
o € Z" 1\ N*~! und da das Integral auf der rechten Seite obiger Gleichung
Null ist fur alle a; € Z* folgt (2%, gom);2 = 0 fir alle o € Z" \ N, das
heifit g o m € H?(T"). Sei h ein weiterer Reprisentant von [g] und eine o,,_;-
Nullmenge N € B(T""!) so gewihlt, dass h = g auf T"~! \ N gilt. Dann
ist T x N € B(T") eine o,-Nullmenge mit honm = gom auf T"\ (T x N)
und die Wohldefiniertheit der Abbildung ® ist gezeigt. Da ® offenbar linear
ist und ||g o 7|2 = ||g|l;2 fiir ¢ € H(T"!) gilt, ist ® auch eine Isometrie.
Hieraus und aus der Tatsache, dass H2(T"~!) unendlichdimensional ist, folgt
dim ®(H?(T" 1)) = .

O

2.13 Lemma. Sein > 1 und o € Z" \ N". Dann ist Hya nicht kompakt.

Beweis. Sei a = (a1,a) € Z x Z" 1\ (N x N*71), wobei wir ohne Ein-
schrinkung a1 < 0 annehmen diirfen. Setze M = ®(H?(T""!)), wobei ® die
in Proposition [2.12] definierte lineare Isometrie sei. Fiir g € M liegt die Funk-
tion

G*: T — C, ¢—C%g9(Q)

als Produkt einer L°(T", o)-Funktion und einer L?(T", o)-Funktion wieder in
L2(T", o) und wihlt man § € H2(T"!) mit ®(j) = g, so gilt

G*(¢) = ¢“9(C)
b (ST L (N (2.8)
= §1|a1|h(<27 ceey Cn)
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2 Hankeloperatoren auf dem Hardyraum

fiir alle ¢ = (C1,...,Ca) € T, wobei b € L2(T" ') durch h(¢) = ¢*§(¢)
(¢ € T" ') definiert ist. Satz zufolge ist die Funktion PG* € H%(T")
radialer Limes einer Funktion G' € H?(D"), fiir die unter Verwendung von

Gleichung
G(:) = [ Culz. 06" (0 do(0)

= | Cnz 06" Gy o) do(€) (2.9)
= [ G Q) dona(©) [ a1, 18 don ()
Tn—1 T
fiir alle z = (21,2') € D x D! gilt. Nach Satz definiert
D€z [0 dn(Q
T

eine Funktion in H?(D), fiir die der zugehérige radiale Limes in H?(T) als
Projektion der Funktion T — C,¢ +— ¢l in den Hardyraum H?(T) gleich
Null ist. Aus folgt also G(z) = 0 fiir alle z € D™ und somit ist PG* =
0 als radialer Limes der Funktion G. Dies bedeutet aber P(z%g) = 0 nach
Definition von G*, sodass H,a(g) = 2%g und daher ||H,o(g)|{2 = [|z%g|ly2 =
lgll; 2. Damit haben wir gezeigt, dass H,«|ys eine Isometrie ist und da M nach
Proposition [2.12] unendlichdimensional ist, schliefit dies die Kompaktheit des
Hankeloperators H,« aus.

O

Die Giiltigkeit der Identitdt im folgenden Lemma ist entscheidend fiir das
Argument von Ahern, Youssfi und Zhu.

2.14 Lemma. Sei f € L®(T",0) C L*(T", o) mit Fourierentwicklung

f= Z aaz2%.

aEZ™

Ist a € Z™ mit aq # 0, so gilt
(o9 My = | (i s(a). Wy do(€) (2.10)

fiir alle g € H*(T™) und alle h € L*(T", 7).

Beweis. Als erstes bemerken wir, dass der Integrand unter dem Integral auf
der rechten Seite von ([2.10)) nach Lemma stetig und somit o-integrierbar
ist. Wir beweisen die Identitét in mehreren Schritten. Zun&chst bemerken
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2.3 Der mehrdimensionale Fall

wir, dass die Folge (fn)yey mit fy = Z|5|§N ag?® in L*(T" o) gegen f
konvergiert. Es sei nun o € Z™ mit a, # 0. Dann gilt

/ (i, g (9), B2 dor(C) = 37 (28,290 (H, s (g), By
" BI<N (2.11)

= (Ha,2(g), h)12

fir jedes N > |a|, alle ¢ € H?(T") und alle h € L3(T", o), wobei die o-
Integrierbarkeit des Integranden auf der linken Seite erneut aus Lemma [2.1]]
folgt. Beachte, dass im letzten Schritt verwendet wurde, dass die Familie
(27)gezn eine Orthonormalbasis von L*(T", o) bildet. Fiir den Rest des Be-
weises sei h € L2(T", o) beliebig aber fest. Wir zeigen die Identitéit (2.10) im
ersten Schritt fiir Funktionen g € H*®(T") ¢ H(T"). Nach Lemma ind
die Funktionen

Ww:T" —C, ¢+ (Hu fy(9),h)12¢* (N €N)
stetig und somit insbesondere Borel-messbar. Definieren wir
v T"—C, (> (Huf(g), h)r2C”
und ist ¢ € T™, so gilt

Y (€) = YO = [{(Hu(ry—p)(9) M) 12 ]
< Hu (g —p)(@) L2 1Pl 2
< g Uc(fn = F)llpllnll L2
< gl llUe(fn = Fllr2lhllr
= llglliellfn = Fllp2llPlle2-

Da die rechte Seite der letzten Ungleichung fiir N — oo gegen Null konvergiert,
ist die Abbildung ~ der punktweise Limes der Folge (vn)nen. Wihle weiter
eine reelle Zahl C' > 0 so, dass ||fn||;2 < C fiir alle N € N gilt. Wir erhalten
nun

I (O] = [(Hu v (9), 7)12¢7]
< ([ Hug px (9)llL2 1]l
< llgllveellte vl IRl

= llglie=llfnllz Al
< Cliglleee|plly
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2 Hankeloperatoren auf dem Hardyraum

fiir alle ¢ € T". Da die Rechte Seite der letzten Ungleichung, aufgefasst als
Funktion in ¢ € T™ in L?(T", o) liegt, erfiillt die Folge (yn)nen die Voraus-
setzungen des Satzes von der majorisierten Konvergenz und es folgt unter
Beachtung von Gleichung die Identitét

/n<Hu¢f(g),h>L25“da(C)ZNligloo Tn<HU<fN(9)7h>LZEadU(O (2.12)

= <Haaz0‘ (9)7 h>L2'

Somit ist fiir Funktionen g € H*(T"™) gezeigt. Im zweiten Schritt sei
g € H(T™). Da H®(T") in H*(T") dicht liegt (beachte hierfiir Korollar ,
gibt es eine Folge (gi)ren in H*(T™), die in H?(T") gegen g konvergiert. Wir
wihlen erneut eine Konstante C' > 0 mit ||gx|/;2 < C fiir alle £ € N und
bemerken

|(Hug 5 (gr), 12| < [ Hug fllllgellzlbllz < ClLH[HIR]]2
fiir alle k£ € N. Da die durch
op: T" — C, ¢+ (Hu, r(gr), h)2C"
gegebene Folge stetiger Funktionen punktweise gegen die Funktion
6: " — C, (v (Hu, 5(9); h)p2C*

konvergiert, liefert eine weitere Anwendung des Satzes von der majorisierten
Konvergenz zusammen mit der bereits bewiesenen Identitét (2.12) schliefflich

[ B 5(0). 1126 Q) = Jim [ (B (a0, 116" do()

k—o0 Tn

— lim (H, .a(gp).h
Jim (Ho 2o (gx), by
= <Haaza (g)7h>L2'

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnitts.

2.15 Satz. Es seienn > 1 und f € L™(T",0). Dann ist der Hankeloperator
Hy genau dann kompakt, wenn f € H*(T") ist.

Beweis. Ist f € H>*(T™), so ist der zugehorige Hankeloperator der Nullopera-
tor und daher kompakt. Es bleibt also nur zu zeigen, dass die Bedingung
f € H*(T") auch notwendig fiir die Kompaktheit von Hy ist. Sei hierzu
f € L>°(T", o) so, dass der Hankeloperator Hy kompakt ist. Es sei

f= Z a2

Q€™
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2.3 Der mehrdimensionale Fall

die Fourierentwicklung von f beziiglich der Orthonormalbasis (2%)aezn von
L2(T", o). Wir zeigen, dass f € H2(T™) ist. Hierfiir geniigt es zu begriinden,
dass fiir & € Z"™ mit a, # 0 der Hankeloperator H, .. kompakt ist, denn
dann liefert Lemma sofort o € N™. Sei ein solches o € Z™ mit a, # 0
vorgegeben. Wir setzen f, = an2® € L°°(T",0) und beachten, dass wegen
Lemma die Abschiitzung

(g @) nel = | [ B sta). 0y o)
< [ Ut st0). By do(6)
< [ I )l dor(©

fiir alle g € H?(T™) und alle h € L*(T", ¢) mit ||h[|;2 < 1 gilt. Hierbei sind alle
Integrale wohldefiniert und endlich, da die Integranden nach Lemma [2.11] alle
stetig und somit beschrinkt messbar sind. Wir folgern aus obiger Ungleichung
weiter

15, (9)ll2 = sup |<Hfa(g)vh>L2|§/ [Hu 7 (9)llL2 do(C)  (2.13)
Al 2<1 T

fiir g € H2(T™). Es sei nun (gg)ren eine schwache Nullfolge in H(T™). Wir
folgern die Kompaktheit des Hankeloperators Hy,, indem wir zeigen, dass

limy, o[ H, (95) L2 = 0
Als schwache Nullfolge ist (gx)ren nach dem Satz von Banach-Steinhaus

auch normbeschriankt durch eine Konstante C' > 0. Weiter liefert die Kom-
paktheit des Operators Hy zusammen mit Punkt (iii) aus Lemmadiejenige
des Hankeloperators Hy, f, das heifit es gilt insbesondere

limn | Fu 5 (g0, = 0. (2.14)
Weiter gilt fiir jedes ¢ € T™ und alle £ € N die Abschétzung

1, 5 (gi)llve = Ue Hy Ue(gi)llz < CllHy|l- (2.15)

Die Folgerungen (12.14]) und (2.15)) weisen die Voraussetzungen des Satzes von
der majorisierten Konvergenz nach, den wir auf die Folge

fe(Q) = Hu, p(gi)llz - (C€T")

stetiger Funktionen fi: T" — R (k € N) anwenden, um zusammen mit Un-
gleichung (2.13)) schlieBlich

Jim 177, )z < Jim [ 1 ()l dor(<) = 0
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2 Hankeloperatoren auf dem Hardyraum

zu erhalten. Also ist Hy, kompakt und daher f € H*(T").
O

Zusammen mit Teil (i) aus Lemma liefert der letzte Satz also die Er-
kenntnis, dass es im Fall n > 1 auBer dem Nulloperator in L(H?(T"), H?(T")+)
keine weiteren kompakten Hankeloperatoren H: H?(T") — H?(T™)* gibt.
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3 Hankeloperatoren auf
verallgemeinerten Bergmanraumen

In diesem Abschnitt werden wir diejenigen stetigen Funktionen auf D" charak-
terisieren, die kompakte Hankeloperatoren auf dem Bergmanraum beziiglich
geeigneter regulédrer Borel-Wahrscheinlichkeitsmafle liefern. Wahrend im Fal-
le des Hardyraumes iiber dem Einheitspolyzylinder D" fiir n > 1 keine von
Null verschiedenen kompakten Hankeloperatoren existieren, wie wir im vor-
hergehenden Kapitel gezeigt haben, gibt es im Falle verallgemeinerter Berg-
manriume nichttriviale kompakte Hankeloperatoren. Eine geometrische Cha-
rakterisierung derjenigen stetigen Symbole f € C(@n), die kompakte Han-
keloperatoren liefern fand Trieu Le in [I8]. Wir wollen seine Argumente in
den folgenden Abschnitten ndher erliutern. Im gesamten Kapitel sei, wenn
nicht ndher spezifiziert, n > 1 eine natiirliche Zahl, x: 9B([0,1)") — [0, 00) ein
regulédres Borel-Wahrscheinlichkeitsma$l und v,,: B(D") — [0,00) das geméf
Lemma zu p gehorige regulidre Borel-Wahrscheinlichkeitsmafl auf D™.

3.1 Quasi-Homogene Funktionen

Im Folgenden untersuchen wir die Eigenschaften spezieller Klassen von Funk-
tionen aus L?(D", v,,). Wir zeigen, dass L?(D", v,,) in die direkte Hilbertraum-
summe @, c7n Hao der abgeschlossenen Unterrdume H,, aller quasi-homogenen
Funktionen vom Multigrad a € Z" zerfillt. Wir beginnen mit der Definition
der Unterrdume H,, fir o € Z".

3.1 Definition. Es sei a € Z". Eine Funktion f € £*(D",v,) heifit quasi-
homogen vom (Multi-) Grad o, wenn zu jedem ¢ € T" eine vy,-Nullmenge
N € B(D") existiert, sodass

f(¢z) =¢7f(2)

fiir alle z € D™\ N gilt. Bine Aquivalenzklasse [f] € L2(D™,v,,) heifit quasi-
homogen vom (Multi-)Grad o, wenn sie einen vom Grad o quasi-homo-
genen Reprdsentanten besitzt.

Ist [f] € L*(D",v,) quasi-homogen vom Grad a € Z", so folgt aus obi-
ger Definition mit Proposition dass jeder Reprisentant von [f] quasi-
homogen vom Grad « ist. Aus diesem Grund werden wir im Folgenden, wenn
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3 Hankeloperatoren auf verallgemeinerten Bergmanrdumen

wir von quasi-Homogenitiit sprechen, nicht mehr zwischen Aquivalenzklassen
[f] € L3(D",v,,) und deren Reprisentanten aus £2(D", v,,) unterscheiden und
wieder f fiir [f] schreiben. Aus dem jeweiligen Zusammenhang wird immer
deutlich werden, ob die Aquivalenzklasse als ganzes oder ein zugehériger Re-
préasentant gemeint ist.

3.2 Proposition. Fir jedes o € Z" ist
Ho = {f e L2(D",v,) | f ist quasi-homogen vom Grad a}
ein abgeschlossener Unterraum von L2(D™, ).

Beweis. Fiir a € Z" ist H, offenbar ein Unterraum von L2(D", v,,). Zum Be-
weis der Abgeschlossenheit sei eine in L?(D",v,,) konvergente Folge (fi)ken
quasi-homogener Funktionen vom Grad a mit Grenzwert f € L?(D",v,)
vorgegeben. Dann gibt es eine Teilfolge (fy,)ien von (fi)keny und eine v,-
Nullmenge N € B(D") so, dass lim;_,o f,(2) = f(2) fir alle z € D" \ N gilt.
Da die Funktionen f;, (I € N) in #, liegen, gibt es zu ( € T" v,,-Nullmengen
N; € B(D") so, dass
fi, (C2) = ¢ fi, (2)
fir alle z € D"\ N; und | € N gilt. Als abzéhlbare Vereinigung von v,,-
Nullmengen ist Ny = (UleN Nl) U N U (N wieder eine v,-Nullmenge und es
gilt
f(¢z) = lim fi,(C2) = lim (% fy,(2) = " f(2)
—00 l—0o0

fiir alle z € D™\ Ny, das heifit f € H,.

U

Fiir o € Z" bezeichne Q,: L?(D",v,) — M. die orthogonale Projektion
von L2(D"™, v,,) auf Ha,.

3.3 Lemma. Fiir o € Z" und f € L2(D", v,) gilt

Quf) = [ () an(Q (3.)

fiir vy, -fast alle z € D™,
Beweis. BEs sei f € L2(D",v,). Dann ist |f| € L2(D", v,,) und die Funktion

T x D" — C, (z,0) — f(Cz)C™

ist Borel-messbar. Der Transformationsformel fiir Bildmafle zufolge gilt

P v = [ 1@ dra(e) <o

]D)n
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3.1 Quasi-Homogene Funktionen
fiir alle ¢ € T™ und daher

/n Dn\f(é?:)fa\ dvn(2)do(C) < oo.

Aus dem Satz von Fubini folgt daher die Existenz einer v,-Nullmenge N €
B(D") derart, dass fiir jedes feste z € D" \ N die Abbildung

™ —C,  (— f(¢z)¢"

o-integrierbar und die durch

(» € D)

1) = { 1 (€2)%do(6), 2 €D AN
) 0 2€N

definierte Funktion f,: D” — C v,-integrierbar ist. Somit ist die rechte Seite
in wohldefiniert. Indem man in dem obigen Argument f durch f? ersetzt,
sieht man, dass man die obige v,,-Nullmenge N € B(D") so wihlen kann, dass
gleichzeitig fiir jedes z € D™ \ N die Abbildung

" —C, (> (f(¢2)(*)?
o-integrierbar und die durch

(2) = Jon| F(¢2)C¥] do(C), zeD"\ N
Jo 0, z€N

definierte Funktion go: D™ — C v,-integrierbar ist. Da die Funktion R —
R,z +— 2 konvex ist, liefert die Jensensche Ungleichung (siehe etwa VI.1.3 in

1)

fa(2)° < ga(2)

fiir alle z € D" und somit f, € L*(D", v,). Zum Beweis der Identitit
geniigt es also Q, f = fa zu zeigen. Dies folgt, wenn wir f, € Ho und f—f, €
H} zeigen konnen.

Fiir v € T" und z € D™\ (N U4N) gilt nach der Transformationsformel fiir
Bildmafle

falen) = | F0C" do(c)

= [ eonme do(o)
= 7" fa(2).
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3 Hankeloperatoren auf verallgemeinerten Bergmanrdumen

Also ist f € H,. Weiter liefert der Satz von Fubini zusammen mit Proposition

dass
[ 1@a@ ) = [ [ e o) dvalz)
N /n D,Lf(CZ)C"‘g(z)an(Z) do(C)
N / an(CZ)g(CZ)dvn(z) do(C)
/ F(2)9(2) dvn(z) do(C)
n JDn
f( )9(2) dvy(2)

fiir jedes g € Hq, das heifit (f — fa,g>L2 = 0 fiir alle g € H,. Somit ist (3.1)
gezeigt.

O]

Wir entnehmen dem letzten Resultat das folgende Korollar.

3.4 Korollar. Ist f € L2(D",v,) so gibt es zu jedem o € Z™ eine Funktion
fa € Hao mit fo(C2) = (*falz) fir alle ¢ € T™ und alle z € D" so, dass
Q. (f)(2) = fa(2) fiir vy-fast alle z € D" gilt. Ist zusitzlich f € C(D"), so
kann fo € C(D") gewdhlt werden und es gilt fo(Cz) = C*fu(2) fiir alle { € T
und alle z € D".

Beweis. Sind f € L?(D",v,) und a € Z", so unterscheidet sich die durch

() = {anf(Cz)C" do(¢), falls der Integrand o-integrierbar ist ( € DY)

0, sonst

definierte Funktion f,: D" — C von der im Beweis von Lemma defi-
nierten Funktion f, hochstens auf einer v,-Nullmenge. Sie liegt daher in H,
und erfiillt fo(vz) = Y*fa(2) fir alle z € D" und alle v € T". Unter der
zusétzlichen Voraussetzung f € C(ﬁn) ist die Funktion

D" —C, z— f(¢2)C*
fiir jedes feste ¢ € T™ stetig und fiir jedes z € D™ ist die Abbildung
T" — Ca C — f(CZ)Ea

o-integrierbar mit |f(2¢)(*| < ||f|lz». Nach einem Satz iiber parameter-
abhéngige Integrale ist die vom Grade o quasi-homogene Funktion

fo: D" — C, 2 —> Tnf(gz)éa do(¢)
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3.1 Quasi-Homogene Funktionen

stetig und aus der Transformationsformel fiir Bildmafle folgt

fa(CZ) = Cafoz(z)

fiir alle ¢ € T" und alle z € D".

3.5 Lemma. Sind o, € Z"™ mit o # B, so gilt Ho L Hp.

Beweis. Es seien o, 3 € Z" mit a # 8, f € Ho und g € Hg. Dann zeigt die
fiir jedes ¢ € T giiltige Rechnung

/ B f()g(D) dvn(z) = | F(C2)g(C2) dvn(2)

]D)’!L

f( )9(z) dvn(2),

dass (f,g)2 = 0.

3.6 Lemma. Fir jedes f € L*(D",v,,) ist die Reihe 3., cpm Qu(f) in
L*(D", vy,) summierbar mit f =", cpm Qa(f).

Beweis. Fiir eine beliebige Abzéhlung ¢: N — Z" ist die Folge

N
ony: D" — C, z»—>z
k=0

2

F(¢2)C# Y do(C) (N eN)

Tn

nichtnegativer, messbarer Funktionen punktweise monoton wachsend. Der Satz
von der monotonen Konvergenz liefert daher zusammen mit der parsevallschen
Gleichung (beachte hierbei, dass die Familie ((“)aezn eine Orthonormalbasis
von L2(T", o) bildet), dass

(0.) o0 2
2 = F2k) do
kZ:OHQ@(k)(f)HLQ ;0 /D ‘ /T (€)W do(0)

L3
= [ Lo aoc) av(e)

/|f ) dun(2)

= [I£11Z2-

dvy(z)

2
dvn(z)

| TG do(()
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3 Hankeloperatoren auf verallgemeinerten Bergmanrdumen

Also ist die Reihe Y°, n Qu(f) summierbar in L*(D", v,,). Wegen Punkt (i)
aus Lemma [3.5] gilt

/- ZQ@(k =IflI}; —2Re{f, ( ZQp(k +Z||ng(k )7

=[£I, — ZHQSD(M fliz.,
k=0

wobei die rechte Seite im Limes N — oo gegen Null konvergiert. Da die
Abzdhlung ¢ beliebig vorgegeben war, ist

F=> Qi

aEeZm™

gezeigt.
O

Zum Abschluss dieses Kapitels zeigen wir, dass die analytischen Monome
{z"‘ | a € N”} in Azn dicht liegen. Wir fiithren hierzu etwas Notation zur
handhabung partieller komplexer Ableitungen ein. Sind U C C" eine offene
Menge und f: U — C holomorph und bezeichnet fiir den Augenblick (e;)7;
die Standardbasis von C", so schreiben wir

f(z+ hei) — f(2)

0; =li C

if (2) hs0 h <

fiir die partielle Ableitung von f im Punkt z € U beziiglich der i-ten Kom-
ponente (i = 1,...,n). Entsprechend bezeichne 0¥ f(z) = 0; ... 0;f(z) die k-te
partielle Ableitung von f im Punkt z € U beziiglich der i-ten Komponente
und fiir @ = (a1, ..., a,) € N” definieren wir die a-te partielle Ableitung von

f in einem Punkt z € U durch

Of(z) = 001 ... 9% f(2).

Hierbei ist 0¢f unabhéngig von der Reihenfolge der partiellen Ableitungen.
Schliefllich erinnern wir daran, dass fiir jede holomorphe Funktion f: D™ — C

ihre Taylorreihe
0°f(0)
o=y Z1,

aeN"

mit Entwicklungspunkt 0 € D" gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge
von D" gegen f konvergiert.
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3.1 Quasi-Homogene Funktionen

3.7 Satz. Die Polynome C[z]|pn liegen dicht in AZ . Insbesondere bildet die
durch

eq(2) = (e e N* 2z €D")
gegebene Familie (eq)qcnn von Monomen e, : D™ — C, wobei

Ca = <Zavza>L2 = / T2a d“(T)
[0,1)"

fiir o € N" sei, eine Orthonormalbasis von Agn.

Beweis. Es sei f € Alz,n. Dann ist fiir jedes z € D" die Abbildung
¢,: C" — C", W wz

holomorph mit ¢.(U,) C D™ fiir eine geeignete, von z abhiingige, offene Ober-
menge U, C C" von D". Die iterierte Anwendung der mehrdimensionalen
Kettenregel fiir komplexe partielle Ableitungen (siehe [10, Lemma 2.10]) auf
die Funktion f o ¢,|y, liefert (man beachte hier auch [10, Satz 1.19])

O%(f © ¢z]v.)(0) = (87 f)(0)=*.
Mit diesen Bemerkungen folgt fiir & € N” aus Lemma und [10], Satz 1.17]

weiter

Qi) = [ e a0
1

(f © ¢2[v.)(<)
~ (2m)n /60@” ot (L) dg
_ 9%(f © ¢2]u.)(0)
al
_ 900 o

z
ol

fiir v,,-fast alle z € D™, wobei das letzte Integral als iteriertes Kurvenintegral
zu lesen ist. Ist ohne Einschrinkung a = (a1,0’) € (Z\ N) x Z"L, so gilt
erneut nach Lemma [3.3] und dem Satz von Fubini

Q1) = | () do(c)

, (3.2)
- / / F(Ga, ) doy () ¢ dop_1 (¢
Tn—1JT

fiir v,-fast alle z = (21,2’) € D" Nach dem Cauchyschen Integralsatz, an-
gewendet auf die, auf einer offenen Obermenge U C C von D holomorphe
Funktion

U+—C, w—> f(wz, 2wl ((z1,2") €D x D", ¢ e T,
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3 Hankeloperatoren auf verallgemeinerten Bergmanrdumen

verschwindet das innere Integral auf der Rechten Seite von [3.2] sodass Q, f(2)
= 0 fiir v,,-fast alle z € D™. Insgesamt haben wir

Q. £(2) P70 o falls o € N”
z) = :

“ 0, falls € Z™ \ N"

fiir v,,-fast alle z € D™ und jedes « € Z" gezeigt. Nach Lemma [3.6] konvergiert
daher die Taylorreihe von f in L2(D", v,) gegen f, das heiBt die Polynome
C[z]|pn liegen dicht in A2 . Offenbar bildet die Familie (2%)aen» von Monomen
ein Orthogonalsystem in A,%n. Nach dem bisher gezeigten ist also die Familie

ZCY

eq: D" — C, Z—

Nn
el @€

eine Orthonormalbasis von A,an und nach Lemma gilt

ca = 1272

= | [2° dva(z)
]D)’IL

- / ¢ 2 do(€) du(r)
[0,1)nJTn

= / 2% dp(r)
[0,1)"

fiir jedes oo € N™.
O

Im folgenden sei P: L*(D",v,) — Agn die orthogonale Projektion von
L?(D", v,) auf den nach Lemma abgeschlossenen Unterraum A? . Fer-
ner schreiben wir A,jS = LD v,) O Azn fiir das orthogonale Komplement
von A2 in L*(D",v,) sowie P_: L*(D",v,) — A2 fiir die orthogonale Pro-
jektion auf A?ji Mit Hilfe des letzten Ergebnisses zeigen wir nun das folgende
Korollar.

3.8 Korollar. Es sei a € Z™. Dann gilt
(i) PQy=Q, P,
(i) PHo C Ha,

Cen, falls v e N"

(it1) Qo(Av,) = {O, falls « € Z™ \ N™.
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3.1 Quasi-Homogene Funktionen

Beweis. Teil (iii) folgt aus Lemma und der Tatsache, dass die Elemente
der Orthonormalbasis (eg)genn von A7 die Eigenschaft eg € Hg (8 € N")
haben. Da Q,, eine Projektion ist, sind A,%n und Agf invariante Teilrdume fiir
Q.- Daher gilt

PQuf=PQuPf+PQu1-P)f=Q,Pf
und (i) ist gezeigt. Punkt (ii) folgt unmittelbar aus (i), denn
PHo, = PQ,L*D",v,) = Q, PL}(D",v,) C Ha.
O

Natiirlich gilt Punkt (i) des letzten Korollars auch mit P_ an der Stelle von P.

Wir haben in Lemma M gesehen, dass A?,n ein funktionaler Hilbertraum
ist und somit einen reproduzierenden Kern besitzt. Das heiflit es gibt eine
Abbildung K: D™ x D™ — C so, dass

K.: D" — C, w — K(w, 2)
fiir jedes feste z € D" in Azn liegt und die

f(z) = (f,K2)2 (3.3)
fiir alle f € A2 erfiillt.

3.9 Proposition. Ist (eq)aenn die durch Korollar gegebene Orthonormal-

basis von Azn, so gilt

fir alle z € D".

Beweis. Nach der Parsevallschen Gleichung und der Eigenschaft (3.3]) von K
gilt
K(z,2) = (Ko, Ka)pz = [Kallf2 = Y [(Kssea)2? = D leal2)]
acN” acN"

fiir jedes z € D™.
O

3.10 Proposition. Ist M C D™ kompakt und Cyy > 0 gemdfl Lemma [1.2
gewdhlt, so gilt
K.(z) < C%

fiir alle z € M.
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3 Hankeloperatoren auf verallgemeinerten Bergmanrdumen

Beweis. Fiir z € M gilt wegen der Eigenschaft (3.3 des reproduzierenden

Kerns
K. (2) < OullK:ll 2 = Car(Kz, Ko 47 = Car(Ka(2)) 1/

und daher K, (z) < C3,.
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3.2 Hankeloperatoren mit Quasi-Homogenen Symbolen

Wir werden im Folgenden Hankeloperatoren auf Alz,n untersuchen, deren Sym-
bole quasi-homogen sind. Anschlieflend beschréinken wir uns auf stetige Sym-
bole f € C(D") und werden zeigen, dass eine solche Funktion f, deren zu-
gehoriger Hankeloperator (siehe Definition kompakt ist, auf dem to-
pologischen Rand D™ des Einheitspolyzylinders im Wesentlichen mit einem
Monom {ibereinstimmt. Diese Beobachtung ist essenziell im Argument von T.
Le, welches sein, hier in Satz formuliertes, Hauptresultat verifiziert.

Wir beginnen mit der Definition eines Hankeloperators und beschrinken
uns hierbei auf die Symbolklasse L> (D", v,,). Fur f € L°°(D",v,,) bezeichnen
wir mit

Mp: L2(D"vy,) =LAD", vy),  g— fg

den induzierten Multiplikationsoperator. Auflerdem erinnern wir an die No-
tationen A?,i fiir das orthogonale komplement von A?,n in L2(D", v,,) sowie
P: L2(D",v,) — A2 und P_: L*(D",v,) — A2 fiir die orthogonalen Pro-
jektionen auf A?,n beziehungsweise Alz,i‘ aus dem letzten Abschnitt.

3.11 Definition. Fir f € L*°(D",v,,) heifst
Hp: A2 — AZ- g— P My(9)
Hankeloperator mit Symbol f.

In Satz [3.7 haben wir gezeigt, dass die Familie

0%

eq: D" — C, ZI—>\;a (v e N"),

wobei

Co = / 2% dp(r)
[0,1)"

fiir o« € N” sei, eine Orthonormalbasis des verallgemeinerten Bergmanraumes

A2 bildet.

3.12 Lemma. Es seien a € Z"™ und f: D" — C eine beschrinkte, Borel-
messbare Funktion mit f(r{) = ¢*f(r) fir alle (r,{) € [0,1)™ x T™. Dann
ist Hg* Hy ein Diagonaloperator beziglich der Orthonormalbasis (eg)genn von
A?,n mit Figenwerten

1
Ag=— |F ()2 dp(t),
¢g Jo,1)»
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3 Hankeloperatoren auf verallgemeinerten Bergmanrdumen

falls o+ B € Z™ \ N" und

2

! t/ FOE2 dp(ty |
[071)n

1
g = — FO) % du(t) —
£ [0,1)%’ (®)] (t) -

falls o+ 3 € N™.

Beweis. Es sei f € N™. Nach Voraussetzung ist feg € H,43 und daher folgt
P(feg) € Hatp beziehungsweise Hy(eg) = feg — P(feg) € Hatp mit Teil (ii)
aus Lemma [3.8l Lemma [3.5] liefert hieraus

(Hy" Hy(ep), ey)12 = (Hy(ep), He(ey))p2 =0

fiir alle v € N™ mit 3 # +, das heifit H;* H; ist ein Diagonaloperator beziiglich
der Orthonormalbasis (eg)genn von A2 . Beachtet man, dass

P(feg) = > (P(feg),ey)2ey =

yEN™

(feg,ea+p)12€a+p, a+peN"
0, a+peZ"\N*

fir alle 5 € N™ gilt, so erhélt man fiir die Eigenwerte A\g (8 € N™) unter
Verwendung des Satzes von Pythagoras die Darstellungen

Mg = (Hy" Hy(ep), ep)12
= || Hy(ep)f
= ||fes — P(fep)ll7
= |l fesllz — 1 P(fep)lIE2
:{W%ﬁ% a+f €z \N"
Ifeslizz = [{fes, earpiral’, a+BeN™
Die Auswertung der Terme auf der rechten Seite der letzten Gleichung liefert

mit Hilfe von Lemma die gewiinschte Darstellung.
O

Bevor wir zum Hauptresultat dieses Abschnitts kommen, priasentieren wir
noch einige Hilfsergebnisse aus der Mafitheorie.

3.13 Proposition. Ist i ein endliches Borelmaf$ auf [0, 1) mit der Eigenschaft
w([r,1)) > 0 fir alle r € [0,1), so gilt

I ‘ﬁoﬁ)rnLdN(T)
111 T:O
o Joyr™ dnr)

fir alle 6 € [0,1).
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Beweis. Zu 6 € [0,1) wéhle € € (,1). Dann gilt

Jop™ ) u((0,0))
f[O n" dp(r) ~ f[o,l)(g)mdﬂ(r)
u([0,))

|
=
f‘)
=
— A~
S
S—
3
o9
=
—~
=
N~—

<
(o9
~—

und da die rechte Seite der letzten Ungleichung gegen Null konvergiert fiir
m — 00, folgt die Behauptung.
O

Man kann die letzte Proposition auf die folgende Weise verallgemeinern.
Wir folgen dabei dem Beweis von T. Le aus [19, Lemma 2.4].

3.14 Lemma. Es seien i, ..., u, (n € N*) endliche Borelmafe auf [0,1) mit
wi([r,1)) >0 fir aller € [0,1) und j=1,....,.nund pp = 11 ... p,. Weiter
sei p: [0,1)" — C Borel-messbar und beschrdankt mit

lim O(r1y ..o ytn) =Yy

(r15eeymn)—(1,...,1)

fir ein y € R. Dann gilt

a0 du)
im =
m—(00,...,00) f[O 1)n7"m+6 du(?’) y
meRM™ ’
fir alle a, B € R™.
Beweis. Es seien a, f € R™ mit Komponenten o« = (a1, ..., a,) beziechungs-
weise 5 = (B1,...,0n) und € > 0. Wir nehmen zunéchst o — 8 € [0,00)" an.

Wiéhle M > 0 so, dass |¢(r)| < M fiir alle r € [0,1)" gilt. Nach Voraussetzung
gibt es & > 0 mit |p(r)r*P# —y| < ¢ fiir alle r € [4,1)". Setze R = max{|a/, 5|}
und schreibe 7; = [0,1)*1x[0,d) x[0,1)" ¢ fiir i = 2, ...,n—1 beziehungsweise
7 = [0,8) x [0,1)" ! und 7, = [0,1)""! x [0,4), sodass

0,1)"=1[0,1)"Um U...Um,. (3.4)

Wegen ‘90(1")7““_5 —y| < M+|y| fiir r € [0,1)" gilt fiir alle m = (my,...,my) €
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[R,00)", dass
Joep )™ dp(r) | Joo.ye 0 (r)r=F =y 75 dp(r)
f[ﬂyl)"Terﬁ du(r) a f[o,l)nTerﬁ dp(r)

fa 1 ner™ P dp(r) + Zﬂ=1 fﬂ (M + |y’)7"m+5 dp(r)
< [ ) ) J J
- Jo ™ dur)

n R du; (r;)
<5+2<M+|yr>f”"” o
j=1 JoyTs dpj(ry)

wobei bei der vorletzten Abschitzung die Zerlegung verwendet wurde
und im letzten Schritt der Satz von Fubini einging. Proposition zufolge
konvergiert jeder Summand auf der rechten Seite der letzten Ungleichung fiir
mj — o0 (j =1,...,n) gegen Null und die Aussage ist fiir den speziellen Fall
a— (3 €]0,00)" gezeigt. Sind «, B € R™ beliebig, so setze v; = min{«y;, 5;} fiir
i=1,...,nund v = (71,...,7,) und bemerke

-1
oy )™ du(r) — fig )0 (r)r™ dpa(r) ( Jio 1yor™* dps(r)
f[0,1)n7"m+6 d,u(r) f[OJ)nrm-i—W dﬂ(r) f[071)n7"m+7 d,u(r)

fiir m € [0,00)". Da o — v € [0,00)" beziehungsweise 3 — v € [0, 00)" erfiillt
ist, konvergiert das Produkt auf der rechten Seite der letzten Identitét fiir
m — (00,...,00), nach dem bereits bewiesenen Spezialfall, gegen y und der
Beweis ist abgeschlossen.

O

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei p: B(]0,1)") — [0,00) ein regulédres
Borel-Wahrscheinlichkeitsmaf}, welches das Produkt regulédrer Borel-Wahr-
scheinlichkeitsmaBe p;: B([0,1)) — [0, 00) mit u;([r,1)) > 0 fiir alle r € [0,1)
(i=1,...,n) ist. Zu p kann man im Hinblick auf Lemma auf kanonische
Weise ein reguléres Borelma$ v: B(9D") — [0, 0o) auf D™ assoziieren. Seien
dazu vy,...,vn: B(D) — [0,00) die durch Korollar gegebenen reguléren
Borel-Wahrscheinlichkeitsmafie mit v = 1 ® ... ® v,,. Weiter sei

D =0
k:{0,1} — {T,D}, t—s
0.1} — (7.5} {m "

und B = {0,1}"\ {(0,...,0)}. Bemerke, dass sich D™ als endliche, disjunkte
Vereinigung

oD" = | Wy, = | k(mi(b) x ... x K(mn(D)) (3.5)

beB beB
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schreiben lésst. Fiir b € B ist dann v, = 71, ® ... ® Yp b, Wobei

o o1, falls TI'Z(b) =1
Tib = v;, falls m;(b) =0

fir ¢« = 1,...,n sei, ein reguldres Borel-Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf W, und
durch
v: BOD") — [0,00),  Ar— Y w(ANW)
beB

wird ein regulires Borelmafl auf 0D™ definiert. Nach Konstruktion ist y|rn =
On-

3.15 Satz. Seienn > 2, a € Z" und f € C(D") mit

f(¢z) = ¢ f(2)

fir alle z € D" und alle ¢ € T". Ist der Hankeloperator Hy: Azn — A?/j
kompakt, so gilt
flz)=f(@1,...,1)"

fiir ~v-fast alle z € 0D, falls o € N® und

f(z)=0
fir y-fast alle z € D", falls o € Z™ \ N™.

Beweis. Es sei a = (a,...,0p) € Z" und f € C(D") mit

f(¢z) = ¢ f(2) (3.6)

fiir alle z € D" und alle ¢ € T". Sei j € {1,...,n — 1} und setze m; =
max{0, —a;} fiir i = 1,...,j. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit betrachten
wir nur die Teilmenge W = Wj, = D/ x T"~7 (b = (0,...,0,1,...,1) € B)
von 0D". Das folgende Argument lisst sich fiir jede Teilmenge der Zerlegung
, ausgenommen T", durchfiihren. Da H; nach Voraussetzung kompakt
ist, ist H;* Hy kompakt. Da gilt und f als stetige Funktion auf dem
Kompaktum D" beschriinkt ist, ist der Operator H ¢* Hy nach Lemmam ein
Diagonaloperator beziiglich der Orthonormalbasis (eq)aens von A2, Es gilt
also insbesondere

lim Mmoo s snn) = 0- (3.7)

(mj+1,...7mn)—>(007...700)

Wéahle N € N so grof}, dass m +a; > 0 firallem > Nund ¢ =1,...,n
gilt. Schreiben wir m = (mq,...,mj,m) € N” mit m = (m;41,...,my) und
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J ={(ni,....,nn—j) € N*J | n; < N fiireini € {1,...,n — j}}, so folgt
erneut aus Lemma unter Beachtung von ({3.7]), dass

. 1 m
lim /|mm2ww
[0,1)n

m—(00,...,00) Cm,

MmENR—I\J
) ) (3.8)
- [ roerma| <o
CmCera [0 l)n
Setze fi = p1 ® ... ® pj und m’ = (my,...,m;). Nach einem Satz iiber para-
meterabhéngige Integrale ist die Funktion
p: [0,1]"7 —C,  t— £ (s, ) s™™ dji(s)

[0,1)7

stetig (beachte hier, dass nach Voraussetzung f € C(D")). Sie erfiillt somit
die Voraussetzungen von Lemma und daher folgt aus eben jenem Lemma
unter Beachtung der Darstellung ¢, = f[o l)ntQm du(t) (m € N™), dass

. 1 .
lim / FOLPE™ dpu(t)
[0,1)»

m—(00,...,00) Cm,

m g~ 3.9
ol DR dpgsy B9
Jio.1yi$*™ dia(s)
Nach einem Satz iiber parameterabhingige Integrale ist die Funktion
P [0,1]"7 —C, b [ fs,)s @) (s
[0,1)7
stetig und die zweifache Anwendung von Lemma [3.14] liefert
1 2
lim / F)EE™T du(t
m—(00,...,00) CmCm+ta [0,1) ( ) ( )
. ‘ f[()@)]‘f ’ 7' o ) 2m/+(a1,..., ( ) ’
Joo.ys %™ dii(s) Jig1); 52 HO00)) dfi(s)”
Hieraus folgt insgesamt mit (3.8]) und (3.9)), dass
, L2
I

1f(s,1,..., 1)) s*™ dja(s)
/[OJ)J' Jo.1yis AmHar0)) dfi(s)

Dies zeigt die Gleichheit
[(F, G| = 1F 2 1Gl
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in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, wobei F: [0,1)/ — C und G: [0, 1)/
— C die durch '
F(t) = f(t 1, 00" (1€ [0,1))

beziehungsweise '
G(t) = tm o) (¢ e [0,1)9)

definierten Funktionen aus £2([0,1)7, fi) seien. Demnach gibt es eine Zahl \ €
C so, dass
FlE, 1, e = g Hene) (3.10)

fiir ji-fast alle ¢ € [0,1)7 gilt. Wir erinnern daran, dass ji([r,1)?) > 0 fiir jedes
r € [0,1) gilt. Speziell gibt es also eine konvergente Folge (t;)ren aus [0,1)7
mit Grenzwert (1,...,1) € R/, sodass mit ¢ an der Stelle von ¢ fiir
jedes k € N gilt und somit liefert der Grenziibergang k& — oo in die
Gleichheit

A= f(1,...,1).
Wir nehmen nun o € N an und bemerken, dass m; = ... = m; = 0 nach

Definition von m; (i = 1,...,7j). Wegen (3.10) gibt es also eine ji-Nullmenge
N € B([0,1)7) so, dass

Flt, oty 1) = f(1L et (3.11)
fiir alle (¢1,...,t;) € [0,1)7 \ N gilt. Die Menge
N:{(Zl,...,Zj)G]D)j’(’Z1|,...,|Zj‘)€N}

liegt in B(D’) als Urbild der Borel-Menge N unter der stetigen Funktion
D) — [0,1)7, (21,...,25) = (|z1], - - -, %)) Daher ist Ny = N xT"1 € B(W).
Ny ist eine ~y,-Nullmenge, denn nach Lemma [1.23] gilt

W) = (11 ®...®v;)(N)

/1)]/TJ (r€) do (C) dfi(r)

— [l dat)
0,1)7
— A(N) = 0.
Sei z € W\ Np. So folgt
F(2) = f(1,...,1)=" (3.12)

aus (3.6)) und (3.11). Ein komplett analoges Argument liefert zu jeder Menge
Wy (b€ B\{(1,...,1)}) eine y-Nullmenge N, € B(W}) so, dass (3.12)) fiir
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alle z € Wy \ Ny gilt. Ist ¢ € T, so gilt f(¢) = ¢*f(1,...,1) nach (3.6). Setze
also N(1,..1) = 0 und da die Vereinigung Jycp No € B(9D") nach Definition
von « eine y-Nullmenge ist, gilt

fiir y-fast alle z € OD™.
Es sei nun o € Z" \ N, wobei wir ohne Einschrinkung a; < 0 annehmen.
Gemifl Lemma gilt

Sy lFOF 2 dp(t)
" Jio,1yn ™ dpa()

fiir alle m € {0} x N*~!1. Wir haben an dieser Stelle die Voraussetzung n > 2
verwendet. Eine erneute Anwendung eines Satzes iiber parameter abhéngige
Integrale zeigt die Stetigkeit der Funktion

P [07 1]7171 — C, t— : )‘f(tlvt)‘leu’l(tl)'
0,1

Daher folgt aus Lemma angewendet auf die Funktion ¢, dass

o faalfOF 7 dutt
1m
m—(0,00,...,00) f[o,l)ntgm d,u(t)

me{0} xNn—1

:/ ‘f(tlvla)l)‘Qd,ul(tl)
[0,1)

Unter Beachtung von ({3.7)) gilt also
/ |f(t1717"°71)|2d[£1(t1):0’
[0,1)

das heifit f(t1,1,...,1) = 0 fiir pp-fast alle ¢; € [0,1). Beriicksichtigt man
wieder, dass p1([r,1)) > 0 fiir alle r € [0,1) gilt, so folgt f(1,...,1) =0 und
(3.10)) sichert die Existenz einer ji-Nullmenge N € B([0,1)’) mit

ft,1,.. D)™ =0
fiir alle t € [0,1)7\ N. Es sei t = (t1,...,t;) € [0,1)7\ N. Im Falle, dass t™ # 0
ist, gilt f(¢,1,...,1) = 0. Andernfalls wihle i € {1,...,j} so, dass t; = 0 und

m; = max{0, —«a;} > 0 und bemerke «; < 0. Fiir ( € T gilt

Flt, oot 1, 1) = f(t,. . Cliy oty 1, )
:Caif(tla"wtjvla"'vl)a
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wegen (13.6). Da man ¢ € T" so wihlen kann, dass (% # 1, folgt
f(ti,...,t;,1,...,1) = 0. Wir haben also

Ft,1,...,1) =0 (3.13)

fiir alle t € [0,1)7 \ N gezeigt. Analog zur Vorgehensweise im Fall a € N"

erhélt man aus (3.6) und (3.13]), dass
f(z)=0

fiir yp-fast alle z € W. Beachtet man wieder, dass f({) = ¢“f(1,...,1) =0
fiir alle ¢ € T™ nach (3.6)) gilt, so folgt mit dem gleichen Argument wie im Fall
o € N” zuletzt
f(z) =0
fiir v-fast alle z € 0D™. Hiermit ist der Beweis abgeschlossen.
O

Ist f € C(ﬁn) quasi-homogen vom Grad a € Z", so gibt es nach Korollar
eine Funktion f, € C(D") so, dass f(z) = fa(z) fiir v-fast alle z € D"
sowie fo(Cz) = (¥ fa(2) fiir alle z € D" und alle ¢ € T" gelten. Diese Funktion
fa erfiillt also die Voraussetzungen des letzten Satzes. Wir haben also gezeigt,
dass die vom Grad « quasi-homogene Funktion f durch eine Funktion f, €
C(ﬁn) reprisentiert wird, die auf dem Rand OD"™ im Wesentlichen die Form
eines analytischen Polynoms hat.
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3.3 Ein Konvergenzkriterium aus der harmonischen
Analysis

Dieser Abschnitt befasst sich mit einem Ergebnis aus der harmonischen Analy-
sis. In Korollarhaben wir gezeigt, dass es zu einer Funktion f € C(D") und
jedem a € Z" eine vom Grade a quasi-homogene Funktion f, € C(ﬁn) gibt,
sodass Q,(f) = fa vn-fast iiberall auf D™ gilt. Wir wollen im Folgenden zei-
gen, dass die sogenannten Cesaro-Mittelwerte der Funktionen f, (o € Z™) von
f gleichmiBig auf D" gegen f konvergieren. Diese Tatsache folgt aus einem
Resultat der harmonischen Analysis, wie es beispielsweise in [16, Abschnitt
1.2.2] zu finden ist. Dieser Abschnitt folgt den Ausfithrungen jenes Werkes von
Y. Katznelson. Wir beginnen mit der Definition des Fejér Kerns.

3.16 Definition. Fiir N € N heifit die Funktion
N

Fy: T — C, CHZ( ““)g’“

Pt N+1

N -ter Fejér-Kern.

Als trigonometrisches Polynom ist Fy (N € N) offenbar o-integrierbar. Eine
alternative Darstellung des Fejér-Kerns durch eine geschlossene Formel halten
wir in einer ersten Proposition fest.

3.17 Proposition. Ist N € N, so gilt

— Re(¢N+1
Fn(¢) = Nil (1 15{;{2@ )> (3.14)

fir alle ¢ € T\ {1}. Insbesondere ist F nichtnegativ.

Beweis. Wegen Fx (1) > 0 geniigt es (3.14) zu zeigen. Sei ¢ € T\ {1}. Aus der
Identitat

1. 1 1 1 lowey 101 nuy
<—4C+2—4C>FN(C) <—4C - +*—ZC +>

T N+1 2
folgt
SRR - LS Bt S
NAT\ e
1 1 — Re(¢VHY)
~ N+1\ 1-Re(l) /°
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Zur Vereinfachung der Notation definieren wir

Fy:T" —C,  (C,--+,Gm) = Fn(C1) - - Fn(Ca)

fir N € N und m € N*. Der Fejér-Kern hat die folgenden, fiir die weiteren
Betrachtungen wesentlichen, Eigenschaften.

3.18 Lemma. Seien N € N und m € N*. Dann gilt

[ FR© o0 =1 (3.15)

und

lim FiM¢) do(¢) =0 (3.16)

N—o00 T\ (Ms)™
fiir jedes § € (0,7), wobei Ms = {¢ € T| arg(¢) € (—4,)}.
Beweis. Um (3.15)) zu zeigen nehmen wir ohne Einschrinkung m = 1 an. Dann

liefert
k i ]., k - O
/¢ da<<>—{0, 2o keD
dass
N
_ L kg
JRGEES —k:ZN< Vo) [¢tas (3.17)

fir N € N. Fiir jedes d € (0, 7) liefert Proposition die Abschétzung

_ 1 [ 1=Re@™h
/T \MSFN<<>da<<>|—N+1 /M T—Re(g) 7

2
S N F (= cos(8)

und der Grenziibergang N — oo liefert die Behauptung im Fall m = 1.
Sei nun m > 2 beliebig. Wir schreiben T™ \ (Mg)™ = (J;"; 7¥), wobei (1) =
(T\ Ms) x T 1, 7(m) = Tm=1 5 (T\ Ms) und 7() = T+F=1 x (T \ Ms) x T *
fir k € {2,...,m — 1} seien. Mit und dem Satz von Fubini folgt

Fy(Q)do(¢)| < /
/Tm\(Ms) W Z (k)

=m ( /T Fn(¢) da(())ml /T \M(SFN(C) do ()

—m / Fv(¢) do(C)
T\ M;
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und da die linke Seite der letzten Ungleichung nach dem bereits bewiesenen
Spezialfall m = 1 gegen Null konvergiert fiir N — oo, ist (3.16) gezeigt.
O

Es folgt das Hauptresultat dieses Abschnitts. Wir schreiben (T", A, &) fiir die
Vervollstandigung des Mafiraums (T",B(T"), o).

3.19 Satz. Es sei ¢: T" — (C(D"), |-lgn) eine stetige Funktion. Schreiben
wirl=(1,...,1) € T", so gilt

lim [ FR(Q)e(C) do(C) = ¢(1),

N—oo Tn
wobei das Integral als Bochner 6-Integral (siehe Anhang C) zu lesen ist.

Beweis. Korollar zufolge ist die stetige Funktion
T" — (CD"), [I5r): ¢ — FR(Oe()

Bochner G-integrierbar. Es sei ¢ > 0. Beachtet man, dass ¢ = ¢*#(©) fiir ( € T
gilt, so liefert die Stetigekeit von ¢ und diejenige der Abbildung

(—m, 7] — C, t—s et
ein > 0 so, dass

sup [[p(¢) —p(1)]| <e.
¢e(Ms)m

Wenden wir Teil (iii) von Lemma auf den beschrénkten Operator
C— (CO"), IIllg), 2+ 0(1)z

an und beachten Eigenschaft (3.15)) von F%;, so folgt

o1) = [ FROp) (o).

Daher zeigt die Abschitzung

n

[ F(©)0(0)d5(0) (1)

= | L r@eto) - enasco)|
D " D

<

/ " (O)(@(0) — (1)) d ()
T\ (Ms)™
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< swp 0O - ¢l [ FR(O ()
CeTn m\ (Ms)™

+ s [lo(0) — ¢l [ FR(O (0

ce(Ms)m
< sup [ 0(C) — p(1)]ln / F3(0)do(C) + &,
CET” Tn\(Mé)n

wobei im letzten Schritt (3.15) verwendet wurde, zusammen mit Eigenschaft
(3.16) aus dem vorigen Lemma, dass

[ F(©)0(0) dr() (1)

<e.

n

lim
N—oo

D
Da e > 0 beliebig vorgegeben war, folgt die Behauptung.
O

Im Beweis des letzten Satzes war die spezielle Gestalt des Fejer-Kerns irre-
levant. Lediglich die beiden Eigenschaften aus Lemma [3.18 und die Nichtnega-
tivitdt von Fy (N € N) waren essenziell. Allgemeiner ldsst sich obige Aussage
mit einem analogen Beweis fiir beliebige sogenannte ,,summierbare Kerne“ auf
T™ formulieren. Hierbei kann man auch (C(D"), |-|lg») durch einen beliebigen
Banachraum ersetzen. Die Definition eines ,summierbaren Kerns“ ist in [16),
Abschnitt 1.2.2] zu finden. Als Folgerung aus dem letzten Satz erhalten wir:

3.20 Korollar. Es sei f € C(D"). Dann konvergiert die durch

= X (g ) (- 3 )

aEZ™
log]seesy lan|<N

gegebene Folge (An(f))nen von Funktionen aus C(D") gleichmdpig gegen f.
Man nennt An(f) den N-ten Cesaro-Mittelwert von f.

Beweis. Ist f € C(D") so gilt unter Beachtung der Definition der Funktionen
fa (@ € Z™) im Beweis von Korollar

e = X (-1 (- |>fa()

: o

leeq|se-os lan|<N

L (¥

aeZn
lag]y.ees an|<N

- / FR(Of(¢2)do(Q)

) >f<<z> 4o (C)
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fiir jedes z € D" und jedes N € N. Da die Funktion
o: T" — CD"), ¢+ fe,
wobei
fc;ﬁ”—wc, z+— f(C2)

fiir ¢ € T sei, stetig ist, lasst sich Ay (f) nach obiger Rechnung und Korollar
als Bochner 5-Integral

An(f) = [ FN(Oe(C)da(C)

Tn

schreiben. Beachtet man ¢(1,...,1) = f, so folgt die gleichmifBige Konvergenz
der Cesaro-Mittelwerte Ax(f) (N € N) gegen die Funktion f aus Satz
U
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3.4 Kompakte Hankeloperatoren mit stetigen Symbolen

Wir wollen in dem letzten Teil dieser Arbeit das Hauptresultat von Trieu Le
aus [I8] présentieren. Dieses gibt eine geometrische Charakterisierung derjeni-
gen Symbole f € C(ﬁn), deren zugehériger Hankeloperator Hy: Agn — Agi
kompakt ist. Wie auch im Fall kompakter Hankeloperatoren auf dem Hardy-
raum, sind auch hier Unterschiede zwischen dem eindimensionalen und dem
hoherdimensionalen Fall zu beobachten. Wir betrachten zunéichst den Fall
n = 1 und schreiben v: B(D) — [0,00) fiir das gemdfl Lemma zu ei-
nem reguldren Borel-Wahrscheinlichkeitsma$l p: 98([0,1)) — [0,00) gegebe-
ne regulidre Borel-Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf ). Wir verifizieren im folgen-
den Satz, dass jeder Hankeloperator Hj: A2 — A%l mit stetigem Symbol
f € C(D) schon kompakt ist. Kern dieses Arguments sind die Ergebnisse aus

Lemma [B.12] und Satz [B.15]

3.21 Satz. FBs sei f € C(D). Dann ist der Hankeloperator Hy: A2 — A%t
kompakt.

Beweis. Fiir f € C(D) betrachten wir zunichst den Spezialfall, dass f von
der Form f(z) = 22° (2 € D) mit natiirlichen Zahlen o, 3 € N ist. Dann ist
f € Hq—p und nach Lemma ist H;* Hy ein Diagonaloperator beziiglich
der Orthonormalbasis (eg)ren aus Lemma [3.7/ und es gilt

o0

Hy* Hy(g) = > (Hf* Hy(9), ex)p2¢k
k=0
[o¢]

=D {9, Hy" Hy(ew))r2en
k=0

= Aklg, en)pen,

k=0

fiir jedes g € A2, wobei A\, € C der Eigenwert von H +* Hy zum Eigenvektor e,
fiir k € N sei. Um die Kompaktheit von H; einzusehen, geniigt es limy_,o Ay =
0 zu zeigen. Ebenfalls nach Lemma [3.12| hat A fiir £ > 8 — a die Gestalt

2
f[071)t2k+2(a_ﬁ) dp(t) B ‘f[o,l)tQ(kJra) dﬂ(t)’
Jio.nyt?" du(t) Jonyt? dult) Jio 1y t?+2=8) dp(t)”

Ap = (3.18)

Die Anwendung von Lemma [3.14] auf die konstante Funktion

¢:10,1) — C, t— 1
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liefert -
o S
im =
ko ot dult)
beziehungsweise

2
i o4 du()|
1m
350 T P2 du(t) fo 3 2P dp()

k>B—a

=1

und somit folgt aus , dass limg_,oo A\ = 0. Es folgt, dass Hp kompakt
ist fiir jedes trigonometrische Polynom p € C(D). Da die trigonometrischen
Polynome in C(D) dicht liegen und |[Hf — Hg|| < ||f — gllL~ fiir alle f,g €
L>°(D,v), ist jeder Hankeloperator Hy mit stetigem Symbol f € C(D) als
Grenzwert kompakter Operatoren selbst kompakt.

O]

Wir fahren nun mit dem Beweis einiger Hilfsaussagen fort, bevor wir zum
Hauptergebnis kommen. Ab sofort gelte stets n > 2. Essei y =1 ® ... ® un
das Produkt regulérer Borel-Wahrscheinlichkeitsmafe p1, ..., pun,: B([0,1)) —
[0,00) und ¥ =1 ®...® vy, das durch Lemma beziehungsweise Korollar
gegebene Produktmafl reguldrer Borel-Wahrscheinlichkeitsmafle v, ...,
vy, auf D. Weiter bezeichne v: B(9D") — [0,00) das durch p induzierte
und in Abschnitt 3.2 konstruierte regulire Borelmafi auf 0D". Wir erinnern
daran, dass jede Funktion f € L?(D",v) gemif Lemma durch die, in
L*(D", v) summierbare, Reihe >, ;n Qq(f) dargestellt werden kann, wobei
Q,: LD, v) — H, fir o € Z™ die orthogonale Projektion auf den ab-
geschlossenen Teilraum H, C L?(D",v) der vom Grade a quasi-homogenen
Funktionen sei. Mit diesen Bezeichnungen notieren wir zunéchst das folgende
Lemma.

3.22 Lemma. Es sei f € L>(D",v) so, dass der Hankeloperator Hy: Alz,n —
Alz,i‘ kompakt ist. Dann liegt fiir jedes o € 2" die Funktion fo = Q. (f) € Ha
in L>°(D", v) und der Operator Hy, ist kompakt.

Beweis. Ist o € Z™, so gibt es nach Lemma [3.3| eine v-Nullmenge N € B(D")
so, dass

™ — C, ¢— f(¢2)¢"
o-integrierbar ist mit

fol2) = | F(C2)Cdo()

fir z € D™\ N. Es folgt |fo(2)] < || f]|Lee fiir jedes z € D™\ N und daher f, €
L>(D",v). Wie oben bereits erwihnt, konvergiert s 7. f5 in L2(D", v,)
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gegen f und daher gilt fiir jedes o € N
Hf(ea) = P*(fea)

=P eaZfﬁ

Bezm

= Z P*(fﬁea)

Bezn
= Z HfB(eQ),
Bezn

denn P_ ist stetig. Fiir v, 8 € Z" zeigt die Rechnung

P (fgeq), fallsy=p

QralHps(ea)) = P(Qya(fsea)) = {O falls v #

dass

Q’y+o¢(Hf(ea)) = Q'y—i-oz Z Hfﬁ Ca

Bezn
= Z Q7+a(Hfﬁ €a)
pezn
= Q7+a<ny €a)
= Hy (eq).
Wir bemerken weiter, dass der Operator Hy * Hy nach Lemma und Ko-

rollar ein Diagonaloperator beziiglich der Orthonormalbasis (e3)gen» von
Azn ist und berechnen

Ao = | Hy, (ea) Iz = 1QysalHy(ea))lF2 < I[Hp(ea) I f2. (3.19)

Fiir jede Abzahlung p: N — Z" ist limg ool Hf(epm))llr2 = 0 wegen der
Kompaktheit des Operators Hy und daher gilt auch limg o Ayx) = 0 nach
(3-19), das heifit der Operator Hy * Hy und damit Hy ist kompakt.

O

Das néchste Lemma macht eine Aussage iiber das Randverhalten gewisser
Borel-messbarer Funktionen auf D". Der Beweis ist in [I8, Lemma 2.1] zu
finden.

3.23 Lemma. Sei f: D™ — C Borel-messbar so, dass der Grenzwert F(z) =
lim, ., f(2) fir alle w € OD™ existiert. Ist F(w) =0 fiir vy-fast alle w € 9D™,
zebn

so gibt es eine Borel-messbare Funktion g: D™ — C derart, dass f(z) = g(z)
fir v-fast alle z € D™ erfillt ist und lim,_,,, g(z) = 0 fir alle w € OD™ gilt.
z€D™
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Beweis. Fir j =1,...,n setze
R; ={U € B(D) | U C D ist offene v;-Nullmenge}

und bemerke, dass die Menge V; = [Jye R U aufgrund der Regularitit des
Mafles v; und Lemma VIII.2.15 aus [§] die beziiglich Inklusion gréfite offene
v;-Nullmenge in D ist. Das Komplement D™\ G der Menge G = (D\ V) x...x
(D\ V,,) € B(D") ist eine v-Nullmenge, denn es gilt D"\ G = JI_, 7; (V)
und daher

|
~
=
~—

Wir folgern, dass f(z) = f(2)xqg(z) fir v-fast alle z € D" gilt. Wir begriinden
nun, dass die Borel-messbare Funktion

g: D" — C, z— f(2)xa(2)

die Eigenschaft

lim g(z) =0
zeDn
fiir alle w € OD™ hat. Sei w = (w1, ..., w,) € ID", wobei wir durch eventuelle

Permutation der Koordinaten von w erreichen kénnen, dass w € T® x D"~*
fir ein s € {1,...,n} gilt. Ist F(w) = 0, so folgt lim,_,,, g(z) = 0 aus der
zeDM

Abschitzung |g(2)| < |f(2)| (z € D™) und der Voraussetzung lim,_,,, f(z) = 0.
zeDn

Wir nehmen jetzt F'(w) # 0 an. Nach Definition von F' gibt es dann eine Zahl

€ > 0 so, dass
F(w
£ > )

fiir alle z € D™ NP2 (w). Dies liefert

fiir alle u € (T®* x D) N P2?(w) und da nach Voraussetzung F'(u) = 0 fiir
v-fast alle u € 9D gilt, ist v((T* x D"*) NP (w)) = 0. Wegen v|t» = oy, gilt
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3.4 Kompakte Hankeloperatoren mit stetigen Symbolen

se{l,...,n—1} und es gibt j € {s+1,...,n} so, dass v;(D N D.(w;)) =0,
denn es gilt

n

Y((T* x D™*) N PX(w)) = 05(T* A Pi(wr, ..., w,)) [] vi(®NDe(w))
1=s+1

nach Konstruktion von . Nach Wahl von V; ist D N D.(w;) € V; und da-
her 7;(D" N PZ(w)) C Vj, das heiBt xglpraprw) = 0. Hieraus folgt sofort
lim,_,,, g(2) = 0.
zehn
O

Um das Hauptresultat dieses Abschnitts zu formulieren, bedienen wir uns
der in der folgenden Definition festgelegten Schreibweise.

3.24 Definition. Es sei g € L2(D",v) und w € C. Wir schreiben

li =
Jim g(z) = w,

wenn es zu jeder Zahl € > 0 eine kompakte Menge K C D" gibt, sodass
l9(2) —w| < e fir v-fast alle z € D™\ K gilt.

3.25 Satz (T. Le, 2010). Es sei f € C(D"). Dann ist der Hankeloperator
Hy: A2 — A%L genau dann kompakt, wenn es Funktionen h € A(D") und
g € L>=(D"™, v) mit lim,_,gpn g(2) = 0 gibt, sodass

f(2) = h(z) + 9(2)
fir v-fast alle z € D™ gilt.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, es gibe Funktionen h € A(D") und g €
L*(D", v) mit lim, ,gpn g(2) = 0 und f(z) = h(z)+g(z) fur v-fast alle z € D".
Es geniigt zu zeigen, dass der Operator H, kompakt ist. Nehme zunéchst an,
dass es eine kompakte Menge M C D" gibt, sodass g|]D)n\ v = 0. Es gilt

D IHy(ea)llfe < Y llgeallfa

lo|<N la|<N
aEeNT aeNn

2> Jeal2)P du(2) (3.20)

|| <N
aEeN
fir alle N € N. Die durch

n: D" — C, z+— |g(z Z lea(z

o] <N
aeNn
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3 Hankeloperatoren auf verallgemeinerten Bergmanrdumen

gegebene Folge () yen positiver, Borel-messbarer Funktionen ist punktweise
monoton wachsend. Somit folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz
zusammen mit (3.20)), dass

S el < [ GE Y ol dvis). 320

aeN” aENn

Den Propositionen (3.9 und [3.10| zufolge gilt 2 lea(2))? = K(z,2) < C2?
aeN M

fiir alle z € M, wobei die Konstante Cj; > 0 zum Kompaktum M geméf
Lemma [1.27) gewé#hlt sei. Aus (3.21)) folgt schlieflich

S | Hyfea HL2<0M/ 922 dv(z) < oo,

aeN"

das heifit Hj ist ein Hilbert-Schmidt Operator und damit auch kompakt.

Ist allgemein g € L*°(D",v) mit lim, ,gpn g(2) = 0, so gibt es zu jeder
Zahl k € N* eine kompakte Menge M), C D" so, dass |g(z)| < 1/k fiir v-fast
alle z € D" \ M}, gilt. Offenbar besitzen die Funktionen gx, € L*(D",v)
(k € N*) kompakte Triger. Nach dem bisher gezeigten Spezialfall sind die
Hankeloperatoren Hgy,, (k € N*) kompakt und wegen

1 *
1€y = Hoxor I < llg = gxa e < - (k €N

ist Hy als Grenzwert kompakter Operatoren wiederum kompakt.

Sei umgekehrt f € C(D") so, dass Hy kompakt ist. Wihle zu jedem o € Z"
geméifl Korollar eine vom Grade a quasi-homogene Funktion f, € C(ﬁn)
mit Q, (f) = fo v-fast iiberall auf D" und

foz(CZ) = Cafa(z)

fiir alle ¢ € T" und alle z € D". Nach Lemma ist dann Hy, kompakt fiir
jedes a € Z™ und Satz zufolge gibt es holomorphe Monome h, € A(D")
mit (fo — ha)(w) = 0 fiir y-fast alle w € 9D™. Fiir jedes N € N* sind die
Polynome

()= > (1—N‘/’il>...(1—N|51‘1>hﬁ(z) (zeD")

Bezm™
[B1ls--Bnl<N

holomorph mit py(w) = An(f)(w) fiir y-fast alle w € 9D™. Nach Konstruktion
des Mafles y ist y|r» = 0, und somit folgt aufgrund der Stetigkeit der Abbil-

dungen py — An(f) (N € N*) schon py(w) = An(f)(w) fiir alle w € T™ und
alle N € N*. Nach Korollar konvergiert (Ay(f))ven auf D” gleichméiBig
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3.4 Kompakte Hankeloperatoren mit stetigen Symbolen

gegen f. Nach obiger Argumentation konvergiert also insbesondere die Fol-
ge (pn|m)Nen+ gleichméBig gegen f|rn. Lemma [A.1] zufolge ist (pn)nen+ €i-
ne Cauchyfolge im Banachraum (A(D"), ||-||g»). Sie ist somit konvergent, das
heifit es gibt eine Funktion i € A(D") so, dass (py)nyen+ auf D" gleichmiBig
gegen h konvergiert. Aus den bisherigen Ausfithrungen folgt h(w) = f(w) fiir
y-fast alle w € D". Bemerke weiter, dass die Funktion § = f — h in C(D")
liegt und g(w) = 0 fiir v-fast alle w € 9D erfiillt. Lemma zufolge gibt es
zu g eine Borel-messbare Funktion g: D™ — C mit g(z) = g(z) fiir v-fast alle
z € D" und limz_ﬁw g(z) = 0 fiir alle w € 9D". Die Kompaktheit des Randes
zeD™

OD™ von D™ impliziert lim, ,spn g(z) = 0 und somit haben die Funktionen h
und g die gewiinschten Eigenschaften.
O

Trieu Le erkannte auch, dass man auf die Stetigkeitsforderung an die Funk-
tion f: D" — C in Satz nicht verzichten kann. Er konstruiert in [18] auch
ein Beispiel fiir eine stetige, beschrinkte Funktion f: D™ — C mit kompaktem
Hankeloperator Hy, die keine Zerlegung f = h+ g in Funktionen h € Alz,n und
g € L=®°(D", v,,) mit lim,_,gpn g(2) = 0 besitzt. Wir wollen diese Konstruktion
zum Abschluss ebenfalls durch den Beweis des néchsten Lemmas festhalten.

3.26 Lemma. Es gibt eine beschrinkte Funktion f € C(D"™) so, dass der Han-
keloperator Hy kompakt ist und die keine Zerlegung f = h+ g aus Funktionen
h € A% und g € L>®°(D", vy,) mit lim,_,gpn g(2) = 0 besitzt.

Beweis. Sei (rg)ren eine monoton wachsende Folge aus [0,1)™ mit limg_,o0 7%
= 1. Setze j; = 1 und bemerke p((rj,1)") > 0. Weiter ist die durch M, =
(rj,,7%)" gegebene Folge (Mj,)ken+ aus B(D™) beziiglich Inklusion aufsteigend.
Da das Maf} u stetig von unten ist, gilt

Jim p(My) = p((rji, 1)")

und daher gibt es eine natiirliche Zahl jo > j;+1 so, dass p((rj,,75,)") > 0. Ist
fiir k > 2 eine Zahl j,, € N* so gewahlt, dass ji > jr—1+1 und p((rj,_,,7)") >
0 wihle mit dem gleichen Argument wie oben eine natiirliche Zahl ji11 > jr+1
mit p((74,,75,,,)") > 0. Induktiv erhalten wir eine Folge (j)ren+ natiirlicher
Zahlen mit jp1 > jx + 1 und p((rj,,rj.,,)") > 0 fiir & € N*. Wir zeigen als
néchstes, dass es zu jedem k € N* eine offene Menge Vi, C T"™ mit
1 1
0<o(Vg) <— und / K(z,2)dv(z) < — (3.22)
k By k2
gibt, wobei K: D™ x D™ — C der reproduzierenden Kern von Alz,n und Ej =
{7“( eD"|r e R, (€ Vk} mit Ry, = (rj,,7j,.,)" seien. Sei k € N* fest und
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3 Hankeloperatoren auf verallgemeinerten Bergmanrdumen

bemerke, dass die Menge E = {TC eb|re R, (e ’IF”} kompakt ist als
Bild des Kompaktums R}, x T” unter der stetigen Funktion [0,1)" x T — C",
(r,¢) — r{. Nach Proposition ist D" — C,z — K,(z) nichtnegativ und
wegen Proposition ist das Integral [,K.(z)dv(z) endlich. Daher gibt es

(o € T™ so, dass
1
/P K.()dw(2) < gy, (3.23)

wobeil P = {r(o eb™|re Fk} C F sei. Setzt man
Wi =P5_,(~G)NT"

und

Em:{r(GD”|r€E,C€Wm}CE

fiir m € N*, so zeigt die Anwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz
auf die Folge D" — C, z — K, (2)x (2), dass

lim K.(2)dv(z) = / K. (2)dv(z).
Hieraus folgt die Existenz einer Zahl N € N* so, dass

1
K.(2)dv(z) < — 3.24
/(E\P>\Em V) < g 320

fiir jedes m > N. Wihle eine natiirliche Zahl m; > N so grof}, dass 0 <
o(T" \ Wp,,) < 1/k gilt und setze Vi = T™ \ Wiy, Setzen wir Ej, = {r( €
D" | r € Ry, ¢ € Vi }, so gilt E, C E'\ By, und aus (3.23) und (3.24)) folgt

/ K. (2) dv(2) g/ ) Kz(z)du(z)—i—/Kz(z)dz/(z) < %

Ey, (E\P)\E4, P

Damit hat die Menge V}, die Eigenschaften in . Nach Definition ist die
Menge Ej, (k € N*) offen in D" mit v(E)) > 0. Aufgrund der Regularitit des
MafBles v gibt es ein Kompaktum K C Ej so, dass v(K) > 0. Eine Anwen-
dung des Lemmas von Urysohn (siehe etwa Proposition 7.1.8 in [5]) zeigt die
Existenz einer stetigen Funktion f;: D™ — C, deren Trager noch ganz in Ej
enthalten ist und die fx|x =1 und fi(D™) C [0,1] erfiillt. Da die Mengen Ej,
(k € N*) paarweise disjunkt sind, ist die Funktion

f: D" — C, z>—>§:fk(z)
k=1

stetig und insbesondere beschrankt. Wir zeigen im néchsten Schritt, dass der
Hankeloperator H; kompakt ist. Eine analoge Abschétzung wie in (3.21)) aus
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3.4 Kompakte Hankeloperatoren mit stetigen Symbolen

dem Beweis von Satz[3.25| mit f an der Stelle von g liefert zusammen mit Pro-
position 3.9 und unter Verwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz
die Abschitzung

> g eals < [ 1F@P K v

aeN"?

> 2
S;LWWKMWM

1
<Zﬁ
k=1

< 0.

Somit ist Hy als Hilbert-Schmidt Operator kompakt. Wir zeigen nun

lim Q,(f)(z) =0 (3.25)

z—0D"

fiir jedes o € N"™. Schreiben wir 0 = (0,...,0) € N™, so geniigt es

lim Qy(f)(=) = 0 (3.26)

z—0D"

zu zeigen, denn nach Lemma |3.3| gilt

QNG =| [ s aono)] < [ ricraso) = auni

fiir v-fast alle z € D™ und jedes o € N™. Sei eine v,-Nullmenge N € B(D")
geméB Lemma so gewihlt, dass Qq(f)(2) = [3.f(2¢)do(() fiir alle z €
D™\ N gilt. Wir erhalten

Qo(f)(z) = [ [(¢z)do(C)

Tn

= [ 021Gl G oG G)

°© (3.27)
= [ a6l G oG 1)
T =1
SZ/T x5 (1] Cro- o] Go) do (G2 Go)
k=1
fir alle z = (21,...,2,) € D™\ N mit dem Satz von der monotonen Kon-
vergenz und Proposition Sei k > 2 eine beliebige natiirliche Zahl und
z = (z1,...,2n) € (D" \ N)\ P?jk (0). Liegt der Vektor (|zi],...,|zn|) in
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3 Hankeloperatoren auf verallgemeinerten Bergmanrdumen

keiner Menge R, fir m € N* so folgt (|z1]Ci,.-.,|2n|Cn) ¢ En fir alle
(C1y--,Cy) € T™ und jedes m € N* und somit Qu(f)(z) = 0 nach (3.27).
Andernfalls gibt es genau ein ky € N* mit (|z1],...,|zn|) € Rg, und wegen

z §§ Pfjk (0) gilt 7j, ,, > 7j,, das heiBt ko < k. Mit (3.22) und (3.27) erhalten

WI1r

=)
=)
=
O
INA
(]2
T
Pas
&
ol
™
=
N
T
~
s
s
jo 8
2
T~
T

-5 Gn)

= [ xe (2116 2l G oG G0)

Da der abgeschlossene Polyzylinder P:}],k (0) kompakt ist, gilt gem#if
Definition [3.241

Wir nehmen im letzten Schritt an, es géibe Funktionen h € Alz,n und g €
L>®(D", vy,) mit lim,_,spn g(2) = 0 so, dass f = h+ g. Zu € > 0 gibt es eine
kompakte Menge K C D" so, dass |g(z)| < € fiir v-fast alle z € D"\ K. Weiter
gibt es einen Polyzylinder P mit Mittelpunkt 0, sodass K C P und somit folgt

Q) < [ lo@ldo0) <

fiir jedes o € N™ und v-fast alle z € D" \ P erneut aus Lemma Beachte
hierbei dass fiir 2 € D"\ P und ¢ € T" auch ¢z € D"\ P gilt. Wir haben also
lim,_,spn Qa(g)(2) =0 (a € N) gezeigt. Dies liefert zusammen mit
lim Qu(h)(z) = lim Qu(f)() ~ Qulg)(z) =0

fir a € N™". Geméf Teil (iii) aus Lemma ist Qa(h)(2) ein Vielfaches des
Monoms z® fiir jedes @ € N und daher Q,(h) = 0. Nach Lemma wird h
durch die Nullfunktion reprisentiert, das heifit es gilt f = ¢g. Nach Konstruk-
tion der Funktion f hat die Menge {z eD"\M | f(z) = 1} fiir jedes beliebige
Kompaktum M C D™ positives v-Mafl im Widerspruch zur Voraussetzung
lim, ,gp» g(z) = 0.

O

Abschlielend sei darauf hingewiesen, dass die hier ausgefiihrten Argumen-
te zum Beweis von Satz [3.25 erheblichen Gebrauch von der Produktstruk-
tur v =11 ®...® v, des zugrunde liegenden Borel-Wahrscheinlichkeitsmafles
v: B(D") — [0,00) machen. Dem Autor dieser Arbeit ist nicht bekannt, ob
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3.4 Kompakte Hankeloperatoren mit stetigen Symbolen

das angesprochene Resultat von Trieu Le auch ohne diese Forderung an
das MaB v giiltig bleibt. Die Haupthindernisse fiir eine ,,direkte* Ubertragung
der in diesem Kapitel vorgestellten Methoden von T. Le auf den allgemeineren
Fall scheinen in der Verifikation der Aussage aus Lemma sowie einer ge-
eigneten Wahl des zu v assoziierten Randmafes v: B(9D") — [0,00) (siehe
Abschnitt 3.2) zu liegen. Der indirekte Ansatz, den allgemeinen Fall durch die
Reduktion auf den bereits gezeigten Spezialfall zu beweisen, scheint ebenfalls
problematisch zu sein, da die Assoziation eines geeigneten Produktmafes zum
Maf} v nicht kanonisch ist.
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Anhang A

Funktionentheorie mehrerer Veranderlicher

In diesem kurzen Abschnitt zur komplexen Analysis wollen wir eine Folgerung
aus dem Maximumprinzip festhalten. Es seien n € N* und

A(D") = {f € C(D") | flp» € O(D™)}.

Wir zeigen, dass jede funktion f € A(D"™) ihr Betragsmaximum auf dem aus-
gezeichneten Rand T™ von D" annimmt. Die im folgenden Lemma formulierte
Aussage gilt auch, wenn man D" durch einen beliebigen Polyzylinder P C C"
ersetzt und stetige Funktionen f: P — C betrachtet, die auf dem offenen
Polyzylinder P holomorph sind.

A.1 Lemma. Fir jede Funktion f € A(D") gilt || f|lgr < |[f]lTn.

Beweis. Wir beweisen dies durch Induktion nach n. Ist n = 1, so folgt die
zu zeigende Aussage direkt aus dem Maximumprinzip der Funktionentheorie
einer Veriinderlicher. Sei die Aussage fiir n € N* gezeigt und f € A(D"H!).
Eine Anwendung des Konvergenzsatzes von Weierstral aus der klassischen
Funktionentheorie (siehe etwa Theorem II1.1.3 in [I1]) zeigt, dass die Funktion

f.:D—C, w— f(w,2z2,...,2n+1)

fir jedes z = (21,...,2n41) € D" in A(D) liegt. Dem Maximumprinzip
zufolge gilt
[f)] = [f2(z0) < NI £zl

fir alle 2 = (21,...,2n41) € D"*'. Da die Menge T C C kompakt ist, wird das
Supremum auf der rechten Seite der letzten Ungleichung angenommen, etwa
im Punkt wg € T. Wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf die Funktion

f(wo,-): D" = C, z — f(wo, 2)
an, so folgt
(2] < 1f(wo, 22, - - -, zng1)| < ILf (wo, ) lTe < ([ f [l pna

fir alle z = (21,...,2n41) € D" und damit die Behauptung.
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Anhang B

Hilbert-Schmidt Operatoren

Wir wollen auf den folgenden Seiten die Klasse der Hilbert-Schmidt Operato-
ren HS(H) iiber einem Hilbertraum # definieren und ein bekanntes Resultat
aus der Operatorentheorie formulieren. Hierbei orientieren wir uns an den
Ausfithrungen in [21] S. 59ff]. Es sei stets (#, ||-||) ein separabler Hilbertraum.

B.1 Definition. Es sei (en)nen eine Orthonormalbasis des Hilbertraums H.
Fiir einen beschrdnkten Operator T’ : H — H setzen wir

1Tl (ZHTGnII2> "

und nennen T einen Hilbert-Schmidt Operator, falls ||T||§{e§)” < o0. Wir
schreiben HS(H) fir die Menge aller Hilbert-Schmidt Operatoren.

Es gilt das folgende Lemma.

B.2 Lemma. Ist (e,)nen eine Orthonormalbasis von H, so wird durch die
Vorschrift

00 1/2
IT |52 = (ann?) (T € HS(H))
n=0

eine Norm auf HS(H) definiert. Diese hingt nicht von der speziellen Wahl
der Orthonormalbasis (ep)nen ab, das heifit, ist (fn)nen eine weitere Ortho-

normalbasis von H, so gilt ||TH§§)" = HT||§{§)" fir alle T € HS(H).

Das die Abbildung ||H§{e§)” aus obigem Lemma eine Norm auf HS(H) defi-
niert, wird in [2I, Theorem 2.4.10] bewiesen. Die Unabhéngigkeit der Norm
von der zugrunde gelegten Orthonormalbasis wird ebenfalls in [21], S. 59f] ve-
rifiziert. Motiviert durch das letzte Lemma schreiben wir ab sofort ||-||gg fiir

HHgg)" Fiir uns ist die Aussage des folgenden Lemmas von Interesse.

B.3 Lemma. Jeder Hilbert-Schmidt Operator T € HS(H) ist kompakt.
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Beweis. Es sei (€p)nen eine Orthonormalbasis von H. Fiir x = >~ 7 jane, € H
folgt mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

Zanm < (el (ZHTenH2> 2.
n=0
Also gilt ||-|| < |||lus auf HS(#H). Weiter gibt es zu 7" € HS(H) und € > 0 ein
N € N mit
D I Tenl® < &
n=N

Setze U = LH{en |0<n< N}. Fiir den durch

ITz)? =

Sy =Tz (zpyeUaUh)
definierten, stetigen Operator S € L(#) endlichen Ranges gilt
o0
IT = Slifis = Y I Ten]* <&
n=N

Wegen [T — S|| < ||T'— S|jus < € lédsst sich T' in der Operatornorm durch
stetige Operatoren endlichen Ranges approximieren. Also ist T" kompakt.
O
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Anhang C

Das Bochner Integral

Wir fassen auf den folgenden Seiten die Konstruktion eines Banachraumwer-
tigen Integral-Begriffs, die des Bochner-Integrals, zusammen und zitieren eini-
ge, fiir die Ausfithrungen dieser Arbeit relevante, grundlegende Eigenschaften.
Wir folgen dabei den Aufzeichnungen von H. Amann und J. Escher aus ih-
rem Buch [2] zur Analysis. In diesem Abschnitt sei (X,U, ) ein o-endlicher,
vollstdndiger Mafiraum und (B, ||-||g) ein komplexer Banachraum.

C.1 Definition. Sei f: X — B eine Funktion. Gibt es m € N, paarweise ver-
schiedene by, ..., by € B\ {0} und paarweise disjunkte Mengen Ay, ..., Am €
U mit p(Aj) < oo fir j=1,...,m so, dass

f(x) = bixa, (@)
j=1

fir alle x € X gilt, dann nennt man f Treppenfunktion beziiglich p. Wir
bezeichnen die Menge der Treppenfunktionen beziglich p mit T (X, u, B). Ist
f € T(X,u, B) mit obiger Darstellung, so nennt man das Element

/ F(@) d(z) = > bn(4y) (1)
X i

aus B das Bochner p-Integral von f.

Die Menge T (X, p, B) bildet vermoge der iiblichen Addition und Skalarmul-
tiplikation banachraumwertiger Funktionen einen Vektorraum. Beachtet man,
dass fiir eine Funktion ¢ € T (X, u, B) auch

lolls: X —C,  wr—|[lf(2)ls

in 7(X, u, R) liegt, so ist die Abbildung
et T(X,B) — [0,00),  frs /X 17 @)l5 du(e)

wohldefiniert und definiert eine Halbnorm auf 7 (X, i, B).

93



C.2 Definition. Eine Funktion f: X — B heifst Bochner p-integrierbar,
falls es eine Folge (p;)jen aus T (X, p, B) gibt, sodass (¢;)jen punktweise pui-
fast tberall gegen f konvergiert und zu jedem € > 0 ein N € N existiert, sodass
lo; — @ills < € fiir alle i,5 > N gilt. Wir nennen eine solche Folge (¢;)jen
aus T (X, p, B) eine approximierende Folge von f. Wir schreiben

B(X,u,B) = {f: X — B| f Bochner u—z’ntegrierbar}.

Approximierende Folgen wie in der letzten Definition sind im Allgemeinen
nicht eindeutig. Fiir die Definition des Bochner Integrals fiir Funktionen aus
B(X, i, B) ist folgendes Lemma entscheidend. Es wird in [2, Korollar X.2.7]
bewiesen.

C.3 Lemma. FEs seien f € B(X,u, B) und (¢;)jen und (¥;)jen zwei ap-
prozimierende Folgen von f. Dann sind die Folgen ( [y ¢;(x) du(x))jen bezie-
hungsweise ( [yj(z)du(z))jen aus B konvergent und besitzen den gleichen
Grenzwert in B.

C.4 Definition. Es sei f € B(X,u, B) und (¢j)jen eine approzimierende
Folge von f. Dann heifst der Grenzwert

1@ @) = Jim [ i@ duto) (C.2)

J—00 X
aus B das Bochner p-Integral von f iiber X.

Fiir Treppenfunktionen f € T(X,u, B) stimmen die Integrale (C.1)) und
(C.2) tiberein. Ist f € B(X, i, B) so wird in [2, Lemma X.2.8] gezeigt, dass die
Abbildung

Ifls: X —C,  z+—||f(2)ls

in B(X, u, R) liegt.
C.5 Lemma. FEs gilt:

(i) Die Abbildung

B(X.u.B) B, [ /X f(x) da(x)

ist linear mit

| [rwao)| < [1raisdue

fiir alle f € B(X, p, B).
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(ii) Die Linearform

B(X,mR) —R,  fr— /X f(x) da(x)

15t positiv.

(i1i) Ist (F,|||r) ein Banachraum und T: B — F' ein beschrdnkter Operator,
so liegt die Funktion

Tf: X — F, x— T(f(x))

fiir jedes f € B(X, u, B) in B(X, p, F') und es gilt
7 ([ o)) = [ @ ). (C.3)

Beweis. Ein Beweis der ersten Aussage wird in [2], Theorem X.2.11] gegeben.
Fiir die Verifikation von (ii) schreiben wir | - | fiir den Betrag auf R und be-
merken, dass fiir jede Treppenfunktion ¢ € 7 (X, u, R) auch

lpl : X — R, z+— [p(z)|
in T(X, 1, R) liegt, etwa || = 1" bixa, fiir by, ..., by, € R und paarweise
disjunkte Aq,..., A, € U. Daher gilt

[ 161 @) duta) = > b4 = 0.
X =1

Ist f € B(X,u,R) nichtnegativ und (¢;);jen eine approximierende Folge von
f, so folgt

/f(:c) dp(z) = lim / loi(2)| du(z) = 0
X j—oo Jx

aus [2, Lemma X.2.8] und dem bereits gezeigten. Fiir Punkt (iii) sei f €
B(X,u, B) und (¢;)jen eine approximierende Folge von f. Aufgrund der Li-
nearitdt von T"ist (T'¢;)jen eine Folge von Treppenfunktionen aus 7 (X, p, F).
Weiter gibt es nach Voraussetzung eine y-Nullmenge N € U so, dass lim; o ¢
(x) = f(x) fiir alle z € X \ N. Da T stetig linear ist, gilt

I(Tf) (@) = (Te)(@)llr < 1T f(2) = vj(2)llB

fir jedes z € X und jedes j € N und es folgt lim;_,o(Tp;)(x) = (Tf)(x) fiir
alle x € X \ N. Weiter wéhle fiir ¢ > 0 ein N € N so grof}, dass

s —ills < e
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fiir alle 4,5 > N erfiillt ist. Unter Verwendung der Teile (i) und (ii) erhalten
wir

ITi; — Teills = /X |(T)) (@) — (Tei)(@)|p dis(z)

< |7 /X loi(@) — i)z du(e)

fir alle 4, j > N und somit ist (T'y;) en eine approximierende Folge von T'f,
das heiit T'f € B(X, p, F'). Wir bemerken weiter, dass

7 ([ eta)duta)) = [ (o ante)

fiir jedes ¢ € T (X, u, B) aufgrund der Linearitit von T und der Definition des
Bochner p-Integrals fiir Treppenfunktionen gilt. Zusammen mit dem bereits
gezeigten liefert die Stetigkeit des Operators T schlieflich

7 ([ 1@ an) = i 7 ([ i) aute))

— lim [ (Ty;)(2) dulx)

j—o0 X

- / (TF) (@) du(z) -
X
]

C.6 Definition. Fine Funktion f: X — B heifst u-messbar, wenn es ei-
ne Folge (¢;)jen aus T(X,p, B) gibt, die punktweise p-fast iberall gegen f
konvergiert.

Da der Mafiraum (X,U, ) vollstindig ist, ist eine p-messbare Funktion
f+ X — R genau dann im klassischen Sinne p-integrierbar, wenn sie Boch-
ner pu-integrierbar ist. In diesem Fall sind die Integralwerte identisch. Sie-
he hierzu Bemerkung X.3.11 und Theorem X.3.9 in [2]. Im Folgenden sei
o: B(T") — [0,00) das normierte Haarmafi auf T" und (T",.A,5) die o-
endliche Vervollstandigung des o-endlichen Mafraums (T",B(T"), o).

C.7 Bemerkung. Fine Borel-messbare Funktion f: T"™ — C ist genau dann
o-integrierbar, wenn sie beztiglich der Vervollstindigung & integrierbar ist. In
diesem Fall gilt

f(x)do(x) = | f(x)do(x).
T T

Siehe hierzu etwa [I2, Proposition 212F] oder Proposition 2.1.11 sowie die
Ausfihrungen auf den Seiten 120f des Werkes [{]].
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Wir wollen abschlielend ein Korollar aus Lemma ziehen.

C.8 Korollar. Ist ¢: T" — (C(D"), |-llgn) stetig, so ist ¢ Bochner G-inte-
grierbar mit

([0 )= [ w©eamtc)
fiir jedes z € D",

Beweis. Wir begriinden zunéchst, dass ¢ Bochner &-integrierbar ist. Als Bild
des Kompaktums T" unter der stetigen Funktion ¢ ist (¢(T"), ||-||g») ein kom-
pakter metrischer Raum und somit separabel. Weiter ist ¢~1(U) C T offen
fiir jede offene Menge U C C(D"). Theorem X.1.4 aus [2] zufolge ist ¢ daher
o-messbar. Beachtet man weiter, dass die Funktion

™ —R,  ¢—lle@llp

als beschrinkte, Borel-messbare Funktion &-integrierbar ist, so folgt die Boch-
ner g-Integrierbarkeit von ¢ aus [2, Theorem X.3.9]. Wir beachten weiter, dass
fiir festes z € D" die Punktauswertung

T.: (CD").[lIg») — C, f +— f(2)
ein beschrinkter Operator und die Abbildung
" —C,  (—9(0)(2)

als stetige Funktion o-integrierbar ist. Nach Teil (iii) aus Lemma und
Bemerkung [C.7] gilt zuletzt

([ e0as0) =1 [ wi)

- [ 10050

- [ w0 ()

— [ o0 (o).
’I[‘n
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Symbolverzeichnis

N
N*

{0,1,2,3,...}

{1,2,3,...}

Menge der ganzen Zahlen

Menge der reellen Zahlen

Menge der nichtnegativen reellen Zahlen

Menge der komplexen Zahlen

Hauptwert des Arguments einer komplexen Zahl z
Kreisscheibe in C mit Mittelpunkt z und Radius r > 0, Seite 7
Bildmenge einer Abbildung f

Verallgemeinerter Bergmanraum zum Maf v, Seite 31

o-Algebra der Borelschen Teilmengen eines topologischen Raums
X, Seite 8

Cauchykern auf D", Seite 23

Charakteristische Funktion der Menge A

Dimension eines C-Vektorraums V

Polyzylinder-Algebra iiber D™, Seite 23

Einheitspolyzylinder in C™, Seite 7

N-ter Fejér-Kern, Seite 72

Hardyraum auf D" zur Potenz p, Seite 19

In LP(T", 0,,) eingebetteter Hardyraum zur Potenz p, Seite 20
a-ter Fourierkoeffizient einer Funktion f, Seite 13

Hankeloperator beziiglich einem Symbol f, Seite 37
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100

Orthogonales Komplement von H?(T") in L*(T", 0,,), Seite 23

Menge der holomorphen Funktionen U — C auf einer offenen
Menge U C C", Seite 19

N-ter Cesaro-Mittelwert einer Funktion f, Seite 75

Banachraum der zur p-ten Potenz p-integrierbaren Funktionen
X — C, Seite 8

Hilbertraumtensorprodukt der Hilbertraume H; und Hso
Multiplikationsoperator beziiglich einer Funktion g, Seite 36
Poissonkern auf D", Seite 13

Ausgezeichneter Rand des Polyzylinders P, Seite 31
Poisson-Integral einer Funktion f, Seite 13

Raum der zur p-ten Potenz p-integrierbaren Funktionen X — C,
Seite 7

Menge der Polynome in n Unbekannten, Seite 22

Polyzylinder in C™ mit Mittelpunkt z und Multiradius r € [0, 00)",
Seite 7

Orthogonale Projektion von L2(D", v) auf H,, Seite 54

Raum der quasi-homogenen Funktionen vom Grad o € Z", Sei-
te 54

Residuum der holomorphen Funktion h im Punkt z
Auf 1 normiertes Haar-Maf3 auf T, Seite 8

Skalarprodukt auf dem Hilbertraum der quadratintegrierbaren
Funktionen

Raum der stetigen Funktionen X — C auf einem topologischen
Raum X, Seite 9

Orthogonales Komplement von A2 in L%(D", v), Seite 60

Vektorraum der linearen, stetigen Operatoren auf einem normier-
ten Raum X



L(X,Y)

™
w - lim
WOT - lim
w*-lim

V*

Vektorraum der linearen, stetigen Operatoren von einem nor-
mierten Raum X in einen normierten Raum Y, Seite 11

Ausgezeichneter Rand von D™, Seite 7

Konvergenz beziiglich der schwachen Topologie, Seite 11
Konvergenz beziiglich der schwachen Operatortopologie, Seite 11
Konvergenz beziiglich der schwach*-Topologie, Seite 10

Topologischer Dualraum des normierten Raums V', Seite 10
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