Das Randverhalten der
Berezin-Transformierten auf
funktionalen Hilbertraumen

Bachelorarbeit

zur Erlangung des akademischen Grades
Bachelor of Science
im Studiengang Mathematik
der Naturwissenschaftlich-Technischen Fakultéat I
- Mathematik und Informatik -
der Universitit des Saarlandes

von

Elena Kreutzer

Saarbriicken, 2011






Ich versichere hiermit, dass ich die vorliegende Arbeit selbstéindig verfasst und keine
anderen als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe.

Saarbriicken, den

(Elena Kreutzer)






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Vorbemerkungen
2.1 Funktionale Hilbertraume . . . . . . . . . . ... ... ... .. ......
2.2 Multiplikatoren . . . . . . ... Lo
2.3 Operatoren auf Banachrdumen . . . . ... ... ... ... ... .....

3 Die Berezin-Transformation
3.1 Die Polarzerlegung . . . . . . . . . . ..
3.2 Die Berezin-Transformation . . . . . . . .. .. ... ... ... ......
3.3 Spezielle funktionale Hilbertrdume . . . . . . . .. .. ... ... ... ..

4 Multiplikatoren auf funktionalen Hilbertraumen
5 Der Drury-Arveson Raum

6 Fortsetzung der Berezin-Transformierten auf den Rand
6.1 Grundlagen . . . . . ... L
6.2 Existenz des Grenzwertes . . . . . . . . . . ...
6.3 Anwendungen . . . . . . ... e

Literatur

45
45
o1
52

69






1 Einleitung

In ihrer Arbeit ,,Spectral inclusion theorems“([7]) dient R. Douglas und J. Eschmeier
die verallgemeinerte Berezin-Transformation als Hilfsmittel, um interessante Ergebnisse
iiber Multiplikatorentupel auf funktionalen Hilbertrdumen zu beweisen. Unter anderem
gelingt es ihnen mit Hilfe dieser Transformation, das untere Semi-Fredholm-Spektrum ei-
nes Multiplikatorentupels zu charakterisieren. Doch die Berezin-Transformation erweist
sich nicht nur als niitzliches Hilfsmittel, um die Theorie der funktionalen Hilbertraume
voranzutreiben, sie besitzt auch selbst interessante Eigenschaften.

So untersuchen beispielsweise K. Davidson und R. Douglas in [6] das Verhalten der ver-
allgemeinerten Berezin-Transformation vor dem Hintergrund der quasi-freien Hilbert-
moduln. Dabei sind nicht nur die Eigenschaften der Berezin-Transformation selbst von
Interesse, sondern vor allem die der verallgemeinerten Berezin-Transformierten eines
Operators X. Besonders deren Randverhalten wird ausfiihrlich dargelegt. Es werden bei-
spielsweise Bedingungen angegeben, unter denen fiir einen Mutliplikationsoperator der
Grenzwert seiner Berezin-Transfomierten gegen einen Randpunkt ihrer Definitionsmen-
ge existiert. In diesem Zusammenhang flieen Ergebnisse iiber Peakpunkte fiir uniforme
Algebren mit ein, die A. Izzo in [11] zur Verfiigung gestellt hat.

Auch Arazy und Englis befassen sich in [1] mit der Berezin-Transformation, sie behan-
deln dort jedoch einen Spezialfall, in dem man die Berezin-Transformierte mit Hilfe eines
Integrals darstellen kann. Ziel dieser Arbeit wird es sein, einen Uberblick iiber die Er-
kenntnisse zu liefern, die in den genannten Artikeln iiber die Berezin-Transformierte und
ihr Randverhalten gewonnen wurden. Den Rahmen bilden dabei die funktionalen Hilber-
traume und die Definition der Berezin-Transformation, wie sie in [7] gegeben wird. Die
Ergebnisse von Davidson und Douglas sollen dabei, sofern moglich, auf den Fall der funk-
tionalen Hilbertradume iibertragen werden. Weiterhin werden als Anwendung Erkennt-
nisse iiber Multiplikationsoperatoren gegeben, die mit Hilfe der Berezin-Transformation
gezeigt werden konnen. In diesem Zusammenhang gehen wir auch noch kurz auf den
Drury-Arveson Raum ein. Wir behandeln unter anderem einen Satz, den Costea, Sa-
wyer und Wick [5] bei der Losung des Corona-Problems fiir den Drury-Arveson Raum
verwendet haben.

Im letzten Kapitel dient der Hardyraum als Beispiel. Hier konnen die Ergebnisse {iber
die Berezin-Transformation konkretisiert werden. Insbesondere zeigen wir, dass iiber
dem klassischen Hardyraum auf dem Einheitskreis in C die Berezin-Transformierte eines
Toeplitz-Operators mit stetigem Symbol mit dem Poisson-Integral des Symbols iiberein-
stimmt. In diesem Spezialfall liefern die vorher erzielten, allgemeinen Ergebnisse iiber
das Randverhalten der Berezin-Transformation eine Losung des Dirichlet-Problems iiber
der Einheitskreisscheibe D.
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2 Vorbemerkungen

Bevor wir uns dem eigentlichen Thema, der Berezin-Transformation, zuwenden, sollen
hier zun#chst einige Notationen festgelegt und grundlegende Tatsachen erldutert werden.

2.1 Funktionale Hilbertraume

In dieser Arbeit wird das Verhalten der Berezin-Transformation auf funktionalen Hilber-
trdumen untersucht, deshalb erscheint es sinnvoll, noch einmal an die Definition eines
funktionalen Hilbertraumes zu erinnern.

Definition 2.1. Sei also E ein komplexer Hilbertraum, Q eine beliebige Menge und E*
die Menge aller Abbildungen von Q nach E. Dann nennt man einen Hilbertraum H C E®
funktional, falls alle Punktauswertungen

0, H—E, f+ f(2)
stetig sind.

Bemerkung 2.2. Sei H C E ein funktionaler Hilbertraum. Dann definiert

K:QxQ— L(E),K(z,w) = 4,0,
die eindeutige L(E)-wertige Abbildung auf  x  mit
1. K(,w)x € H firxz e E,w e
2. (f,K(-,w)x) = (f(w),z) fir fe Hwe Q,zek.
Man nennt K den reproduzierenden Kern von H.
Funktionale Hilbertrdume hingen eng mit positv definiten Abbildungen zusammen.
Definition 2.3. FEine Abbildung
K:QxQ— L(E)

tber einer beliebigen Menge Q) heifst positiv definit, wenn

n

Z (K (2, 25)xj,25)p > 0
ij=1

fir alle endlichen Folgen (z;)!'_, in Q und (z;)!_, in E gilt.



2 Vorbemerkungen

Unter anderem wird in [3] gezeigt, dass jede positiv definite Abbildung Kern eines ein-
deutig bestimmten funktionalen Hilbertraumes ist. Umgekehrt ist der reproduzierende
Kern eines funktionalen Hilbertraumes immer positiv definit. Ein anderes wichtiges Re-
sultat iiber funktionale Hilbertrdume, das in dieser Arbeit Anwendung findet, ist der
Satz von Kolmogorov. Dieser besagt, dass man jede positiv definite Abbildung

K:QxQ— L(E)

faktorisieren kann als
K(z,w) = k(2)"k(w)

mit einer Abbildung
k:Q— L(E,F)

und einem geeigneten Hilbertraum F. Ein Beweis dazu findet sich ebenfalls in [3]. Das
folgende Lemma ist oft hilfreich, wenn man die positive Definitheit einer Abbildung
zeigen will.
Lemma 2.4. Seien Q C C" eine beliebige Menge, E, F Hilbertrdume und
K:QxQ— L(E)
eine positiv definite Abbildung. Dann ist fiir jede Abbildung
A:Q— L(F,E)
auch die Abbildung
Ky:QxQ— L(F),Ko(z,w) = A(z)" K (z,w)A(w)
positiv definit.

Beweis. Seien (z;)7",, (z;)", endliche Folgen in 2 beziehungsweise F.
Dann ist (A(z;)x;)!", eine endliche Folge in E und es gilt:

D Koz z)wg, i) = Y (Alz) K (21, ) Az)a, )
=1 =1
=Y (K(z2i,2) A(z))z), A(zi)a;) > 0
=1
und somit ist K positiv definit. O

Eine wichtige Rolle in dieser Arbeit als Beispiel fiir einen funktionalen Hilbertraum spielt
der sogenannte Drury-Arveson Raum, der folgendermafien definiert ist:
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2.1 Funktionale Hilbertraume

Definition 2.5. Sei .
B={zcC"» |ul’><1}
i=1
die offene Einheitskugel im C™ und
1

KEXBHC,K(Z,w):ﬁ
— (&, W)cn

Man kann zeigen ([8]), dass die Abbildung K positiv definit ist und dass der zugehorige
funktionale Hilbertraum H(B) = H(K) sich darstellen lisst als

a
HE) = {f = 3 ans e 0B 72 = 3 Lelocy,

a€Nn aeNr ¢
wobei v, = %' fiir « € N™. Diesen Hilbertraum nennt man den Drury-Arveson Raum.
Fiir einen komplexen Hilbertraum E sei der E-wertige Drury-Arveson Raum H(B, E)

der von der Abbildung
Kg:QxQ— L(E),Kg(z,w) = K(z,w)lg
erzeugte funktionale Hilbertraum.

Auflerdem werden wir an dieser Stelle den Hardyraum definieren, den wir in Korollar
6.24 betrachten wollen.

Definition 2.6. Sei D = {z € C; |2| < 1} C C die offene Einheitskreisscheibe in C. Die
Menge

o0
H? ={f € OD); f = apz" mit (ar)xenw € I’}
k=0
ist offensichtlich ein linearer Teilraum von O(D). Wir nennen H? den Hardyraum.

Lemma 2.7. Definiert man fir zwei Funktionen f,g € H? mit Taylorentwicklung

(o)

k

f= E apz”,
k=0

o
g = Z bkzk
k=0

das Skalarprodukt von f und g durch

[e.e]

(f,9)m2 = ((ar)ren, (b)ken)e = D axby,

n=0

so wird H? zu einem Hilbertraum. Es stellt sich heraus, dass der Hardyraum sogar ein
funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern

1

— 2w

K:DxD—C,(z,w) —

1st.

11



2 Vorbemerkungen

Beweis. Da die Taylorentwicklung einer Funktion eindeutig ist, sieht man sofort, dass
H? isomorph zum Raum /2 der quadratsummierbaren Folgen ist vermoge der Abbildung

[e.e]

LiH? = P f =Y a2 = (ag)ken
k=0

Der Raum [? ist ein Hilbertraum, deshalb wird durch die obige Formel ein vollstindiges
Skalarprodukt auf H? definiert. Fiir festes z € I liegt die Folge

(zk)keN

in {2, denn
|z| < 1.

Wir rechnen mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung nach, dass fiir
o0
f= Z apz® € H?
k=0

gilt
1

(D= 1F =13 a2l < O a2 (3 121792 = If e ———
k=0 k=0 k=0 (1- 12\2)2

Dies zeigt die Stetigkeit der Punktauswertungen auf H?, der Hardyraum ist demnach
ein funktionaler Hilbertraum. Es existiert folglich ein reproduzierender Kern

K:DxD-—C

fiir H2. Fiir eine Orthonormalbasis (e;);e; von H? kann man diese Abbildung darstellen
als

K(z,w) = Z ei(2)ei(w),

i€l
denn da fiir festes w € D die Funktion K (-,w) ein Element von H? ist, gilt
K(w) =Y (K(,w),e)ei=> (e, K(,w)e; =Y ei(w)e;.
il il i€l
Wegen der Stetigkeit der Punktauswertungen erhilt man fiir alle z,w € D

K(z,w) = Z ei(z)e;(w).

el

Das Orthonormalsystem der Funktionen z* fiir k¥ € N bildet eine Orthonormalbasis von
H?, denn man rechnet leicht nach, dass fiir alle f € H? gilt

1l = (10 25 e ).

keN

12



2.1 Funktionale Hilbertraume

Es folgt

K(z,w) = Zei(z)ei(w) = szﬁ = ﬁ

icl keN
fir alle z,w € D. O

Bei der Arbeit mit Hardyrdumen spielt auflerdem die Fourier-Transformation eine Rolle.

Definition 2.8. Sei
A:B(R) — [0, 0]

das Lebesguemaf auf R und
m: B(OD) — [0,1],m(A) = %)\({t € [-m, wl;e € A})

das normalisierte Lebesquemafl auf dem FEinheitskreis 0D C C. Fir eine Funktion f €
L*(m) und k € Z nennen wir

p 1

Fh) = o /[ St = |5

oD
den k-ten Fourierkoeffizienten von f und die Funktion

f:Z—Ckw— f(k)
die Fourier-Transformierte von f.

Auflerdem werden wir in Zusammenhang mit Hardyrdumen Kenntnisse iiber die soge-
nannte Disk-Algebra benotigen.

Definition 2.9. Sei D die offene Finheitskreisscheibe in C. Wir definieren die Disk-
Algebra als

AD) = {f € C(D); f |p holomorph}.
Bemerkung 2.10. Man beachte, dass

(AD), [ flloc)

eine Banachalgebra ist mit
AcC H?,

und dass die zugehorige Inklusionsabbildung kontraktiv ist.

Schliefllich werden wir bei unserer Arbeit mit Hardyrdumen noch das Poisson-Integral
betrachten.

13



2 Vorbemerkungen

Definition 2.11. Sei z = re’ € D. Wir definieren den Poisson-Kern an der Stelle z als

P.(0) = Z plnlgind

n=—oo

und das Poisson-Integral einer Funktion f € C(9D) als

f:D—C, f(re) / F(e") P (6 = t)dA(t).

In Kapitel 3, §3 in [4] wird gezeigt, dass

1—r?
1 — 2rcos(0) + r?

P(6) =

gilt.

In Kapitel 4 stehen funktionale Hilbertrdume H(E) im Vordergrund, die einen Kern der
Form

p:QxQ— L(E),Kg(z,w) = K(z,w)lg

mit einer skalarwertigen positiv definiten Abbildung
K:QOxQ—-C

besitzen. Diese funktionalen Hilbertrdume kann man kanonisch mit den Hilbertraum-
tensorprodukten H(K) ® E identifizieren, was den Umgang mit ihnen erleichtert. Dies
wird in [8] ausgefithrt. Hierbei sei H(K) der von der Abbildung K erzeugte skalarwertige
funktionale Hilbertraum.
SchlieBlich soll hier noch die gemeinsame Nullstellenmenge eines funktionalen Hilbert-
raumes definiert werden.

Definition 2.12. Seien Q2 C C" eine offene und beschrdnkte Menge und E ein Hilbert-
raum. Sei zusitzlich H C E ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern
K :QxQ — L(E). Dann heifst

= ﬂ{z €Q;f(z)=0firalle fe H}

die gemeinsame Nullstellenmenge von H.

2.2 Multiplikatoren

Einige zentrale Ergebnisse dieser Arbeit betreffen das Verhalten der Berezin-Transfor-
mierten von Multiplikationsoperatoren. Deshalb soll hier auch noch kurz auf Multipli-
katoren eingegangen werden.

14



2.2 Multiplikatoren

Definition 2.13. Fiir eine Menge Q2 und zwei Hilbertriume E1 und Eo seien Hy und Hs
funktionale Hilbertdume mit H; C EZQ und reproduzierenden Kernen K; : QxQ — L(E;).
Man nennt die Elemente von

M(Hl,Hg) = {(p Q- L(El,Eg); pH C HQ}

Multiplikatoren von H1 nach Ho. Hierbei sei fiir f : QQ — FEy die Abbildung of : Q0 — Fo
definiert durch:

(0f)(z) = (2)f(z) (z € Q).
Ist p € M(Hy, Hs), so heifit

My Hy — Ha, f = of
der Multiplikationsoperator mit Symbol .

Multiplikationsoperatoren sind stetig linear, was sich mit dem Graphensatz beweisen
lasst. Durch Nachrechnen erhilt man fiir ¢ € M(Hy, Hz),z € Q und y € E5 leicht, dass

M;Kg(-, Z)y - Kl('? z)go(z)*y.

Um zu testen, ob eine Abbildung ein Multiplikator ist, hat sich der folgende Satz als
hilfreich erwiesen.

Satz 2.14. Fir eine Abbildung ¢ : Q@ — L(FE1, E2) sind dquivalent:
1. ¢ € M(Hy, Ha),
2. FEs gibt ein ¢ > 0 so, dass die Abbildung
Ye: A x Q — L(Ey), (z,w) — Ka(z,w) — o(2) K1 (2, w)p(w)*
positiv definit ist.

In diesem Fall gilt
| My|| = min{c > 0;~.ist positiv definit}.

Im Spezialfall Ey = Ey = C, H; = Hy = H(K) mit einer positiv definiten Abbildung

KQxQ—C
liefert das aufSerdem
1élloe.2 < | M]l-
Beweis. Einen Beweis dieses Satzes findet man in [8]. O

15



2 Vorbemerkungen

2.3 Operatoren auf Banachraumen

In den Beweisen einiger zentraler Sitze tauchen immer wieder Operatoren des Typs
B = AA* auf, wobei A ein beliebiger Operator mit abgeschlossenem Bild ist. In diesem
Fall kennt man auch Kern und Bild des Operators B.

Lemma 2.15. Seien E,F Hilbertriume und A € L(E, F') ein Operator mit abgeschlosse-
nem Bild. Dann ist das Bild des Operators B = AA* gleich dem Bild von A, auflerdem
besitzt B den selben Kern wie A*.

Beweis. Dass
kerA* C kerAA*

gilt, ist offensichtlich. Sei nun x € ker(AA*). Dann gilt
|A*z||? = (A*z, A*z) = (x, AA*z) = 0,

demnach liegt x auch im Kern von A*. Die Inklusion ImAA* C ImA ist trivial, fiir die
umgekehrte Inklusion sei x im Bild von AA*. Dann liegt x in A(Im(A*)). Die Abge-
schlossenheit von Im(A) ist dquivalent zur Abgeschlossenheit von Im(A*). Daher erhélt
man

A(ImA*) = A((kerA)*) = ImA.
O

In Lemma 3.8 benutzen wir den Minimalmodul eines Operators, um Erkenntnisse iiber
die Berezin-Transformierte von Operatoren zu gewinnen. Dieser soll hier definiert wer-
den.

Definition 2.16. Seien X,Y Banachriume, T € L(X,Y). Dann definiert man den
Minimalmodul von T als
m(T) = inf ||Tx|.
llzll=1

Weiterhin wird in dem oben genannten Lemma das folgende Ergebnis niitzlich sein.

Lemma 2.17. Seien X,Y Banachriume, T € L(X,Y) invertierbar. Dann gilt:

T
77 =

Beweis. Es gilt fir alle z € X:

ll| = 177 Tl < |71 T,

woraus folgt, dass

HT71|| 2 sup ||$|’
zex\{oy 17|

16



2.3 Operatoren auf Banachrdumen

und man erhalt

1 1

== = sup < sp ATy,
m(T) ”;ﬂ{lHTfH lzl=1 1Tzl ~ zex\qoy 17|

ﬁ, so folgt, dass ein y € Y existiert mit

Nimmt man an |7~ wire echt grofer als
1T~ )l 1

> — .
Iyl inf || 7|
Jleli=1

Dann gibt es ein g € X mit Txy = y und

1
lzoll |
| Tz || inf [|Tz||
[Jz]|=1
was bedeutet, dass
Zo ||T330H .
17°( )= < inf || Tz|.
[[zol| [zoll  Jlali=1

Dies ist offensichtlich ein Widerspruch. Also war die Annahme falsch und es gilt

1T~ = (T)

O]

Schaut man sich nun die Polarzerlegung von ¢% aus 2.1.1 an, so erhélt man, weil V, eine
Isometrie ist:

o= =t - 1 __ 1
7@ T Q] T VeQuall w5

Im Beweis von Satz 4.2 wird zusétzlich das folgende Resultat benottigt:

Lemma 2.18. Sei G ein Hilbertraum. Sind A, B € L(G) selbstadjungierte Operatoren
und ist ¢ € R eine reelle Zahl mit
A > 2clg

und
B <clg,

so ergeben sich fiir jeden Operator Q € L(G) folgende Ungleichungen:
<(A - B).CC, J"> > C<LL‘,CC>

und

(Q"(A— B)Qz,z) > c({Q"Qx, )

17



2 Vorbemerkungen

Beweis. Man rechnet nach, dass gilt
<(A - B)ZE, CE> = <A$,$> - <B.’E, $> > C<.’IZ‘,.’E>
und

(Q"(A—-B)Qz,z) = (A - B)Qx,Qr) > (Q"Qz, x).
O

Es soll hier noch das untere Semi-Fredholm-Spektrum fiir endliche Operatorentupel de-
finiert werden, das in Korollar 4.3 eine Rolle spielen wird.

Definition 2.19. Sei H ein Hilbertraum, T = (T1,...,T,) € L(H)" ein Tupel stetig
linearer Operatoren. Dann nennt man die Menge

ore(T) = {\ € C";dim(H/ ) _ (A — Ty)H) = oo}
i=1
das untere Semi-Fredholm-Spektrum von T.

In Kapitel 6 werden wir mehrmals mit uniformen Algebren arbeiten, weshalb wir hier
noch festlegen wollen, wann wir eine Algebra uniform nennen.

Definition 2.20. Sei X ein kompakter Hausdorffraum. Wir nennen eine beziiglich der
Supremumsnorm abgeschlossene Teilalgebra A von C(X) eine uniforme Algebra, falls A
die Punkte in X trennt und die konstanten Funktionen enthdlt.

18



3 Die Berezin-Transformation

3.1 Die Polarzerlegung

Sei H C E** ein funktionaler Hilbertraum. Wie zuvor bezeichnen wir mit
5zH_>E7f'_>f(z)

die Punktauswertung auf H im Punkt z € 2. Bevor wir die Berezin-Transformierte von
Operatoren auf H definieren, betrachten wir zunéchst die Polarzerlegung des Operators

5::E—>H.

Lemma 3.1. Seien Q eine beliebige Menge, E ein Hilbertraum und H C E® ein funk-
tionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern

K:QxQ— L(E)
so, dass die Punktauswertungen
0, H—E, f+— f(2)

fir alle z € Q surjektiv sind.
Dann gilt:

1. Der durch Q, = \/0,0} € L(E) definierte Operator ist positiv und invertierbar fir
alle z € Q.

2. Fiir alle z € Q ist der eindeutig bestimmte Operator V, € L(E, H) mit 65 = V,Q,
eine Isometrie.

Beweis. Sei z € ) beliebig.
Der Operator 0,67 ist positiv und besitzt daher eine positive Quadratwurzel. Somit ist
@, wohldefiniert und positiv. Wegen

Im(6,57) = Im(d,)

nach Lemma 2.15 ist 0,60} surjektiv, da ¢, nach Voraussetzung surjektiv war. Weiterhin
gilt wegen der Selbstadjungiertheit von 6,673

ker(d,07) = (Im(6,0%))* = E+ = {0},

also ist 0,0} bijektiv und somit nach dem Prinzip der stetigen Inversen invertierbar
in L(E). Daraus folgt, dass das Spektrum von 0,0} die Null nicht enthélt. Nach dem

19



3 Die Berezin-Transformation

spektralen Abbildungssatz liegt die Null dann auch nicht im Spektrum von @,. Somit
ist @, invertierbar in L(E).

Der Operator V; ist fiir z €  durch V, = §7Q; ! definiert.

Wegen

Q. ||* = (6852, ) = |65«
ist V, isometrisch fiir alle z € (). ]

Die Zerlegung
6: = UzQz

nennen wir im Folgenden die Polarzerlegung von 4.

3.2 Die Berezin-Transformation

Mit Hilfe dieser Polarzerlegung kann man die verallgemeinerte Berezin-Transformierte
eines Operators X € L(H) definieren.

Definition 3.2. Sei Q eine beliebige Menge, E ein Hilbertraum und H C E® ein funk-
tionaler Hilbertraum, so dass alle Punktauswertungen

0,:H—FE

surjektiv sind. Sei X € L(H) ein Operator und 6% = V,Q, die Polarzerlegung von 07
gemdf$ Lemma 3.1
Dann heif§t die Abbildung

NX):Q— L(E), I'(X)(2) = VXV,
die Berezin-Transformierte von X.
Betrachtet man nun die Berezin-Transformation

I':L(H)— B(Q,L(E)), X — I'(X),

wobei B(Q2, L(E)) = {F; F : Q — L(FE) beschrinkt}, so erhilt man schnell einige erste
Eigenschaften. Man beachte dabei, dass B(€2, L(E)) beziiglich der Norm || F|| = || F||co,0
und der Involution F*(z) = F(z)* eine C*-Algebra ist.

Lemma 3.3. Sei Q C C" eine beliebige Menge, E ein Hilbertraum und H C E® ein
funktionaler Hilbertraum so, dass alle Punktauswertungen

0,: H— F

surjektiv sind. Dann ist die Berezin-Transformation wohldefiniert, linear, kontraktiv und
vertrdaglich mit der Involution.

20



3.2 Die Berezin-Transformation

Beweis. Seien X € L(H), z € Q beliebig.
Dann gilt
ITX) () = VXV < IVEHIXVE = (1]

Also erhalt man
IT(X) oo, < [1X]1,

was bedeutet, dass I'(X) ein Element von B(2, L(E)) ist. Die Berezin-Transformation
ist demnach wohldefiniert und kontraktiv.

Seien nun a € C, X,Y € L(H) und z € 2 beliebig.

Da V' linear ist, folgt die Linearitét von I' mit:

FNaX +Y)(2) =V (aX +Y)V, =V (aX)V,+ VYV,
= aVIXV, + VXYV, = al(X)(2) + [(Y)(2).

Die Vertraglichkeit mit den Involutionen ergibt sich aus:
F(X7)(z) = VI XTVz = (V)XV2)" = (D(X)(2))"
fir alle z € Q. O

Nun wenden wir uns den Eigenschaften der Berezin-Transformierten eines Operators zu.
Wir bendtigen zunéchst das folgende Lemma.

Lemma 3.4. Sei Q C C" eine offene Menge, E ein Hilbertraum und H C E% ein
funktionaler Hilbertraum, dessen Elemente holomorph sind. Dann ist die Abbildung

g:Q— L(H,E),z+— 9§,
holomorph und damit insbesondere stetig.

Beweis. Nach Satz 5.1 aus [8] ist g genau dann holomorph, wenn fiir alle f € H die
Funktion
Q= E,z—06.(f) = f(2)

holomorph ist. Dies ist aber erfiillt, da die Funktionen aus H als holomorph vorausgesetzt
waren. O

Lemma 3.5. Sei Q) eine offene Menge, E ein Hilbertraum und H C E® ein funktionaler
Hilbertraum mit surjektiven Punktauswertungen, dessen Elemente holomorphe Funktio-
nen sind. Dann ist die Berezin-Transformierte eines Operators X € L(H) stetig.

Beweis. Nach dem vorhergehenden Lemma ist die Abbildung
Q— L(H,E),z+— 4§,
stetig. Damit ist auch die Funktion

h:Q— L(E),z— 0,0,
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3 Die Berezin-Transformation

stetig. Sei zp €  und U eine kompakte Umgebung von zy. Die Funktion ist stetig,
deshalb ist
h(U) C L(E)

kompakt, also auch norm-beschrinkt durch eine Konstante R. Fiir z € U sind die Ope-
ratoren §,d7 positiv, daher liegen ihre Spektren in dem kompakten Intervall [0,R]. Auf
diesem kompakten Intervall kann man die Wurzelfunktion gleichméfig durch Polynome
approximieren. Man erhélt also eine Folge (pg)ren von Polynomen mit

110205 = (826211 = [I(v* — pi) (0:67)
< V- = Prlloo,o(s.02)
< V- = prlloo,jo,r] 0.
gleichméfig fiir alle z € U. Da die Funktionen
U — L(E), z — py(0:07)
stetig sind und gleichméfig auf U gegen die Funktion
U— L(E),z+— /0,03

konvergieren, ist die Funktion lokal stetig auf €2, also stetig. Dann sind aber auch die
Funktionen

Q— L(H,E),z— Q, = \/@,
Q— L(H,E),z— V. =0:Q;"
und
Q— L(H,E),z— V}
stetig. Fiir jeden Operator X € L(H) folgt daher die Stetigkeit der Funktion
Q- L(E),z—T(X)(z) =V XV,.
O

Im Folgenden wollen wir das Randverhalten der Berezin-Transformierten von Operato-
ren auf funktionalen Hilbertraumen iiber beschrinkten offenen Mengen €2 C C™ néher
untersuchen.

Definition 3.6. Sei Q) C C" eine offene und beschrankte Menge, (F,t) ein topologischer
Raum, f:Q — (F,t) eine Abbildung und xo € F.
Wir schreiben

g 1) = .

falls fiir jede Umgebung U von xg ein § > 0 existiert so, dass
f(z)eU

fir alle z € Q mit
dist(z, 092) < 4.
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3.2 Die Berezin-Transformation

Man kann nun untersuchen, wie sich die Berezin-Transformierte eines kompakten Ope-
rators verhélt, wenn z im Sinne von Definition 3.6 gegen den Rand von ) konvergiert.

Lemma 3.7. Sei Q) C C" eine offene und beschrinkte Menge, E ein Hilbertraum und
H C E% ein funktionaler Hilbertraum so, dass alle Punktauswertungen surjektiv sind.
Dann gilt:

1. lirgﬂVZ =0 in (L(E,H),Twot) genau dann, wenn lingF(C)(z) =0 in (L(E),Tsot)
fiir jeden kompakten Operator C auf H.
2. li1(191Q V) =0 in (L(HE),Tsot) genau dann, wenn lirgQ IT(C)(2)|| = 0 fiir jeden
kompakten Operator C auf H.
Beweis. Fiir f,g € H sei g® f € L(H) definiert durch
9@ f(h) = (h, f)g.
Dann gilt:
g@ f)(z) =Vig® fVa =V fHgVe = (V2(), NV
1. Wir beweisen zunéchst die Implikation von links nach rechts. Es gelte
Zl_l)I(I?lQ‘/Z =0 in (L(E,H),70t)-
Sei (z)en eine Folge in 2 mit
klim dist(zg, 0Q) =0
und sei € E. Dann folgt
lim [(V, x, f)| = 0 fiir alle f € H.
k—o0

Also konvergiert V, x fiir K — oo schwach gegen 0, woraus folgt, dass C'V,, x fiir
alle kompakten Operatoren C auf H norm-konvergent gegen 0 ist. Dies bedeutet,

dass
* * k—oo
IT(C) (k) (@) || = [|V2, CVepzl| < [V CVzpzl| — 0,
da V4] = 1.
Somit gilt

i, (O)() =0

in (L(E),7set) fiir alle kompakten Operatoren C auf H.

Zum Beweis der umgekehrten Implikation sei
lim I'(C =0
i D(O)(2)

in (L(E),7sot) fiir jeden kompakten Operator C auf H. Wegen ||V;*|| = 1 gibt es ein
g € H mit ||V}g|| = 1. Folglich gilt fir z€ Q, z € Eund f € H

Ve, £)] = [(Ve, V24l = ID(g @ F)(=) (@) =270,

da g ® f als Operator mit endlichdimensionalem Bild kompakt ist.
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3 Die Berezin-Transformation

24

2. Auch hier soll zunéchst die Richtung von links nach rechts bewiesen werden. Es

gelte also

lim V=0
z—00

in (L(H,E),7s0t). Die Menge
By = {F € B, L(E)); I [F(2)] = 0} € B, L(E)

ist abgeschlossen. Denn sind (Fj)ken eine Folge in By mit Grenzwert F und € > 0,

so existiert ein ky € N mit
€

|Fe = Fllac < 5

fir alle k > ko. AuBerdem gibt es ein § > 0 mit

€
1B (2] < £

fiir alle z € Q mit dist(z,0) < ¢. Dann gilt
IE () < 1 Fko ()] + 1 Fko (2) — F(2)[| < €
fiir alle z € Q mit dist(z,09Q) < d. Also ist

li F =
lim |[F(2)] =0

und somit F' € By. Offensichtlich ist By C B ein linearer Teilraum.

Als Kontraktion ist die Berezin-Transformation stetig, damit ist auch I'"*(Bg) C
L(H) abgeschlossen und wegen der Linearitéit der Berezin-Transformation aufler-
dem ein Unterraum. Weil die lineare Hiille der Menge M={¢g ® f; f,g € H} im
Raum der kompakten Operatoren auf H dicht liegt, geniigt es zu zeigen, dass

M c T7Y(By).
Sei also
SOT — lim V,; =0
z— 0}
und seien f,g € H. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt sich

V20D, A= 1V L

und somit

‘ z—00

IT(g @ A = V=00, HVZgll = IV £V gl "— 0.

Sei nun umgekehrt
lim [(C)(2)] =0

fiir alle kompakten Operatoren C auf H. Fiir f € H ist der Operator f® f kompakt
und es folgt
IV FII? = [T(f @ £)(2)]] — O fiir 2 — 99



3.2 Die Berezin-Transformation

O]
In der Situation von Lemma 3.7 impliziert die Bedingung

z1—1>I(I919‘/Z =01in (L(E7H)a7_sot)u

dass

lim V, =0in (L(E, H), Twot)-
z—08)

Dies sieht man sehr leicht direkt, aber es folgt natiirlich auch aus Lemma 3.7. Mit Hilfe
des in 2.16 eingefiihrten Minimalmoduls erhélt man nun zusétzlich das folgende Resultat.

Lemma 3.8. Sei Q) C C" eine offene und beschrinkte Menge, E ein Hilbertraum und
H C E% ein funktionaler Hilbertrauwm mit surjektiven Punktauswertungen, in dem die
beschrinkten Funktionen dicht liegen. Gilt

21—1%19 m((SZ) -

so folgt
lim V=0 in (L(HE)Tsot).
z—00

Beweis. Seien z € Q,x € E und f € H beschrinkt. Wegen V,z = §:Q; 'z gilt
(V2 foa) = (f, V) = (f,0:Q7 @) = (f(2), Q7 1) = (Q2 1 f(2), ).
Also folgt

1 280

V£l =Nz f )l < QM IIF ()l = m(é*)Hf(Z)H — 0,

da m(¢6%) *29% 5 nach Voraussetzung gilt und f beschrinkt ist. Sei nun f € H beliebig.
Dann gibt es eine Folge (fj);en beschrankter Funktionen in H, die beziiglich der Norm
auf H gegen f konvergiert. Also findet man zu jedem € > 0 ein jg € N mit

15— £l <5

fiir alle j > jo. Ist (2x)eny nun eine beliebige Folge in 2, die gegen den Rand von (2

konvergiert, so existiert ein kg € N mit
€
V2 Fioll < 5

2
fiir alle k£ > kg. Man erhalt

* * * * €
V2 AN < V2 Fioll + IV fio = FIl < IVE Fioll + 1150 = fll <25 =

fiir alle k& > ko. Also konvergiert ||V f|| gegen 0. Somit gilt

zlirgﬂ Vz* =0in (L(HaE)7TSOt)‘
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3 Die Berezin-Transformation

3.3 Spezielle funktionale Hilbertraume

Fiir funktionale Hilbertraume, deren Kern das Produkt aus einem skalarwertigen Kern
und der Identitat ist, kann man ), und V, aus Lemma 2.1.1 expliziter angeben. Insbe-
sondere ermoglicht dies Bedingungen anzugeben, unter denen die Voraussetzungen der
Lemmata 3.7 und 3.8 erfiillt sind.

Lemma 3.9. Seien E ein Hilbertraum,
K:OxQ—=C

positiv definit, H(K) der von K erzeugte funktionale Hilbertraum und H(E) C E® der
von der positiv definiten Abbildung

Kg:QxQ— L(E), (z,w) — K(z,w)lg
erzeugte E-wertige funktionale Hilbertraum. Dann gilt :
1. 0, € L(H(E), E) ist surjektiv fiir alle z € Q genau dann, wenn Z(H(K)) = 0.

2. In diesem Fall gilt fiir die Polarzerlegung von §F € L(E, H(E)):
Q== |K(,2)le

und K(.2)
V@) = R T

firze Qundz e FE.

3. Unter diesen Voraussetzungen sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) V. "=%10 in (L(E,H(E)), uwot)
(i1) ey =20 in(H(K),7)

(iii) V> =50 in (L(H(E),E),Tsot)-

Beweis. 1. Sei z € §) eine gemeinsame Nullstelle fiir H(K). Dann wire K(z,y)z =0
fiir alle y € ©Q und x € E. Da die lineare Hiille der Menge

{K(,y)%,y € Qv T e E}

dicht in H(E) liegt, wére 0,(f) = f(z) = 0 fiir alle f € H(F). Damit ist ¢, nicht
surjektiv.

Es gelte nun die rechte Seite. Sei z € Q) beliebig. Wéhle f € H(K) mit f(z) # 0.
Da die lineare Hiille der Menge

Ho(K) ={K(,y);y € Q}
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3.3 Spezielle funktionale Hilbertrdume

dicht liegt in H(K) und die Punktauswertung in z stetig linear ist, kann f in Hy(K)
gew#hlt werden. Sei also y € Q mit f = K(-,y). Dann ist fiir x € E beliebig die
Funktion K (-,y)z ein Element von H(E). Also liegt auch

1
%K(',y)ﬂﬁ
in H(E) und es gilt:
L PV C) N
T TG

Also gibt es ein g € H(E) mit d,(g) = = und 0, ist somit surjektiv.
. Es ergibt sich nach Bemerkung 2.2 fiir z € Q, x € E:
0,07 = K(z,2)1g.
Mit der Definition von @, folgt dann
Q: = /0:0; = VK(2,2)lp = V(K (,2), K(-.2))1g = | K(-, 2) || 1E.

Setzt man dieses Ergebnis nun in die Definition von V, ein, so erhilt man fiir
rek:

_ sxm)y—1, . —l. ! = K(’Z)
sz—(;zQz x_K(.’Z)QZ $_KV("Z)H[(('?Z)”x_ HK(’Z)H

x.

. Wir zeigen zuerst die Implikation (i) = (i7). Dazu sei

liIéI)lQ V.,=0in (L(E,H(E)), Twot)-

Fiir ein beliebiges f € H(K)und einen festen Einheitsvektor z € F liegt f ® z in
H(E)=H(K)® FE und daher ist

lim [(Vez, f ® z)| = 0.

z2—0f)
Es gilt
(Ve f @ )] = (e 23 @ 0, f )
= 7[(("2) T, X
_|<HK(-,z)H’f>H< ;7))
o K('>Z)
=z
und deshalb K
S G =0
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3 Die Berezin-Transformation

Weil f beliebig war, erhalten wir wie gewiinscht, dass

Mzsﬁa . T
K (-, 2)l 0 in(H(K), 7).

Die Richtung von (i) = (7i7) ergibt sich folgendermafien. Die Menge

M={ge HaF; lim |Vig| =0} c Ho P
z—

ist norm-abgeschlossen. Denn die Familie (V}*),cq ist norm-beschrinkt, da die

Operatoren V, alle isometrisch sind. Betrachtet man nun eine Folge (gx)gen in M,
die gegen ein g € H ® F konvergiert, so findet man fiir € > 0 ein kg € N mit

€
g - gl < §

fiir alle k > kg. Weiterhin existiert zu diesem kg ein § > 0 mit
€
Vsl < &
fiir alle z € Q mit dist(z,09) < 0. Fiir dieses ¢ gilt dann
Vgl < [IVZ(9 = gro) [l + [1VZ gk
<V Nlg = groll + 11V g |l
€ €
< -4+ ==€.

2 2

Die Menge M ist also abgeschlossen in H ® E. Aufgrund der Linearitét der V" ist
die Menge M auflerdem ein linearer Teilraum von H ® E. Daher geniigt es,

li gl =
Jim [[Vigll =0
fiir Funktionen g aus der Menge
{f@x;f € HK),z € E}

zu zeigen, da die lineare Hiille dieser Menge in H ® F dicht liegt. Sei also g = f®z,
f € HK), z € E. Dann gilt:

IVZgll = IV (f @ z)]
=162z (f @ )|
=10z 16:(f @ 2)|| = 1Q7 " F(2)x]
_ el !<K(-7Z)7f>|HxH 2200

KGOl K2
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3.3 Spezielle funktionale Hilbertrdume

Also folgt

V> 220 in (L(H(E), E), Toot)-

Da aus SOT-Konvergenz WOT-Konvergenz folgt und diese mit der Involution
vertraglich ist, folgt aus

111%1Q Vi =0in (L(H(E), E)Tsot)

schon
lim V, =0 in (L(E, H(E))Twot),
z—00

was die Richtung von (iii) nach (i) liefert.
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4 Multiplikatoren auf funktionalen
Hilbertraumen

Aus den bisherigen Ergebnissen lassen sich nun einige Aussagen iiber Multiplikatoren
ableiten.

Lemma 4.1. Sei Q C C™ eine beliebige Menge, E ein Hilbertraum und H C E® ein
funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern K : Q x Q — L(FE), so dass alle
Punktauswertungen surjektiv sind. Dann ist fir zwei beliebige Multiplikatoren f,g €

M(H) die Gleichung
f(2)K(z,2)9(2)" = Q:I'(MyMg)(2)Q: (2 € Q)
erfillt. Ist K = Kolg mit einer skalarwertigen positiv definiten Abbildung
KO A xQ— (C,
so folgt insbesondere, dass
f(2)g(2)" =T (MyMg)(z)
fir f,g € M(H) und z € Q gilt.
Beweis. Seien f, g € M(H) Multiplikatoren.Es gilt fiir z € E und z € Q beliebig:
f(2)K(z,2)g(z)
= f(2)8:0%g(2)"
= 0.(My(679(2)"x))
= 0. MyMjo%x
— (V.Q.)"M;M;V.Q.x
=Q.(V;MyM;V,)Q
= Q.I'(MyMy)(2)Q.x.

*

T
T

Ist nun
K = Kylg

mit einer skalarwertigen positiv definiten Abbildung
KO A xQ— (C,
so hat @, laut Lemma 3.9 die Form

Q= = [[Ko(-, 2) 1.
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4 Multiplikatoren auf funktionalen Hilbertrdumen

Damit vereinfacht sich die obige Gleichung zu
Koz, 2)f(2)g(2)"x = [ Ko, 2)PD(My M) () = Ko(z 2)D(My M) (2).
Die Punktauswertungen sind nach Voraussetzung surjektiv, daher gilt
K(z,2) #0,
man erhélt also
f(2)g(z)'z = I‘(MfM;)(z):c.

O

Satz 4.2. Sei Q@ C C" eine offene und beschrinkte Menge, E ein Hilbertraum und

H C E® ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern K : Q x Q — L(E),
so dass alle Punktauswertungen surjektiv sind und so, dass gilt

li =01 :

z_l)I(I?lQV; 0 in (L(H,E), Tsot)

Fiir jedes Multiplikatorentupel f = (f1,..., fm) € M(H)™ mit der Eigenschaft, dass die
Zeilenmultiplikation

m
My: H™ — H, (90— > fig:
=1

endlich kodimensionales Bild hat, gibt es ein ¢ > 0 und eine offene Umgebung U DO 9N

mat
m

Zfi(z)K(z, 2)fi(2)" > cK(z, z) fiir alle z € UNQ.

i=1
Beweis. Nach Voraussetzung hat die Zeilenmultiplikation M, endlich kodimensionales
und somit abgeschlossenes Bild. Daraus folgt, dass der Kern von M ]’? endlich dimensional
ist, denn

ker M} = (ImMj)*"=(H /Im(My))'
und (H/Im(My))" ist endlich dimensional. Der Kern von M7 ist aber nach Lemma 2.15
gleich dem Kern von M ;M }" . Also hat auch dieser Operator endlich dimensionalen Kern.
Wegen
ImM; M7 = Im(Mjy)

nach Lemma 2.15 hat er auch abgeschlossenes Bild und es gilt
H = ker(MyMj) + ker(My M7 )" = ker(MyMF) + Im(MyM5).

Betrachtet man nun die Orthogonalprojektion F von H auf den Kern von M fM}‘, S0 ist
der Operator M fM}k + F nach unten beschréinkt. Um dies einzusehen, fixieren wir einen
Vektor g € H. Dann ist g=h-+k mit h € ker(MyM7) und k € Im(MyM7). Deswegen gilt

MiMjg+ Fg= MgMih+ Fh+ M;Mik+ Fk = h+ M;M;k.
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Die Tatsache, dass
Im(M;M7) =Im(My) C H

abgeschlossen ist, und die Gleichung

Im(MyM;7) = (ker(MyM7))*
zeigen, dass

MyM5 : Tm(MyM7) — H
injektiv mit abgeschlossenem Bild ist. Somit gibt es ein ¢/ > 0 mit
|Mp M| > |||

fiir alle € Im(MyM7). Daher ergibt sich mit Pythagoras:
I(My M + F)g||* = | MpMfk + h||* = | MpM7k|* + [|h]|* = (K] + [[2]%) = 9]

fiir c= min(c’,1). Als selbstadjungierter, nach unten beschrénkter Operator ist M fM}‘—i—F
invertierbar, also liegt o(My M} + F) in R* \ {0}. Demnach gibt es ein ¢ > 0 mit A\ > 2¢
fir alle A\ € o(M;Mj, + F), denn das Spektrum ist kompakt. Damit ist der Operator
M fM]}k + F'—2clp positiv, denn nach dem spektralen Abbildungssatz liegt sein Spektrum
in RT. Die Berezintransformation erhilt offensichtlich Positivitit und es ergibt sich

D(MyM; + F)(2)

=T(MyM; + F —2cly)(z) + I'(2cly)(2)
>T'(2cly)(z)

= 2cV}'V, = 2clg fur alle z € Q.

Da F endlich dimensionales Bild hat und deswegen kompakt ist, folgt mit Lemma 3.7
aus der Voraussetzung

SOT — lim VI =0,
z—ON)

dass
IT(F)(2)|| — 0

fiir z — 0€Q. Somit findet man eine offene Obermenge U D 9€) mit
ITF)(2)] < e

fir alle z €e U N Q.
Da

(C(E)(z)x, x) = [(T(F)(2)z, 2)| < ez, 2)
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4 Multiplikatoren auf funktionalen Hilbertrdumen

flir z€e UNQ und z € F gilt, folgt mit Hilfe der Lemmata 2.18 und 4.1

D L) K(2,2) fi(2)" =Y QT(My, M} )(2)Q.
=1

i=1
= QZF(Z MfiM};)(Z)Qz
i=1
= Q:I'(M;M})(2)Q-
= Q:(T'(Mp My + F)(2) = T'(F)(2))Q-
> cQ? = ¢0,0% = cK (2, 2)

fir alle z €¢ U N . O

Als Folgerung erhilt man eine Aussage iiber das untere Semi-Fredholm-Spektrum von
Multiplikationstupeln My = (My,,..., My, ) € L(H)™ im skalarwertigen Fall:

Korollar 4.3. Sei Q C C" eine offene und beschrinkte Menge und H C C% ein funk-
tionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern K : Q x Q — C, so dass Z(H) = () ist
und so dass gilt
K(,2)
lim ——————
=02 || K (-, 2)]|

Dann gilt firm > 1 und f € M(H)™:

=0 1n (H,1y).

((f(UNQ),U D02 offen ) C ope(Mj).
Beweis. Es gilt nach Lemma 3.9, dass
A Vs =0
in (L(H,C), Tsot) und auBerdem
K(22) = [K( )2 £ 0.
Nimmt man nun an, dass 0 nicht in o,.(My) liegt, so folgt dim(H,/> ", My H) < oo,

M/ hat also endlich kodimensionales Bild. Mit Satz 4.2 folgt, dass man ein ¢ > 0 und
eine offene Umgebung U O 012 finden kann mit

fiir alle z € U N Q oder dquivalent mit

SIhG)P e
=1
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Also erhalt man
||f(z)H2 >cfiralleze UNN

und damit 0 ¢ f(U N ). Somit gilt
0¢ ((F(VNQ),V Do offen ).

Sei nun A € o,.¢(My)°. Wegen
A=Mp=(M—Mgp,- Am— My, )= (Mx,— 5, My, —y,) = My_y

ist dann
0 ¢ ore(My_y)

und somit nach dem ersten Teil
0¢ (A= FUNQ),U D09 offen ),

woraus folgt, dass

A ¢ ((FUNQ),U > 00 offen ).
Es ergibt sich demnach

ﬂ(m, U D Q offen ) C o,.c(My).
O

Im Fall, dass die Zeilenmultiplikation nicht nur endlich-kodimensionales Bild hat, son-
dern sogar surjektiv ist, kann man die folgende Variante von Satz 4.2 beweisen. Zur
Vorbereitung dient das folgende Lemma.

Lemma 4.4. Sei Q C C" eine beliebige Menge, E ein Hilbertraum und H C E® ein
funktionaler Hilbertraum so, dass alle Punktauswertungen surjektiv sind. Dann ist ein
Operator X € L(H) genau dann positiv, wenn die Abbildung

Kx :QxQ— L(E), (z,w)— VXV,
positiv definit ist.

Beweis. Sei zunéchst X € L(H) positiv und seien endliche Folgen (z;)!"; in © und
()i, in E gegeben. Dann folgt

m m
E g KX ZZaZ] $],LL’Z> =

i=1 j=1 i

NE
NE

<‘/ZTXVZ]J;3; $l>
1

1y

<szjxj7 szxl>

I
NE

s
I
—_

<
I

j=1

o
Ms

m
E 271'] 0,

<.
Il
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4 Multiplikatoren auf funktionalen Hilbertrdumen

da X positiv ist. Also ist Kx positiv definit.
Wir setzen jetzt umgekehrt voraus, dass Kx positiv definit ist. Dann gilt fiir alle endli-
chen Folgen (x;)"; in E, (z;), in Q:

m m
ZZ Kx(zi,zj)xj, xi) > 0.
i=1 j=1

Nach obiger Rechnung ist dies dquivalent dazu, dass

(XY Vi Y Veyay) 20
j=1 j=1

Da @, invertierbar ist, ist
Im(V2) = Im(VaQz) = Im(8%) = {K (-, 2)as.2 € E}.
Also ist die lineare Hiille der Menge
{(Vox;z€e Qe € B}y ={K(-,2)z;x € E}
dicht in H. Aus der Stetigkeit von X und des Skalarproduktes folgt, dass
(Xh,h) >0
fir alle h € H gilt. Damit ist die Positivitéit von X gezeigt. O

Mit Hilfe dieses Lemmas ergibt sich nun die folgende Version von Satz 4.2.

Lemma 4.5. Sei Q C C" eine beliebige Menge, E ein Hilbertraum und H C E® ein
funktionaler Hilbertraum so, dass alle Punktauswertungen surjektiv sind.

Fiir ein Tupel f = (f1, -+, fm) € M(H)™ von Multiplikatoren ist die Zeilenmultiplika-
tion

m
My: H™ — H, (g:)i%y — Zfigi
i=1

genau dann surjektiv, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt, so dass die Abbildung

m

Ko : QxQ— L(E), (z,w) — Zfi(z)K(z,w)fi(w)* —cK(z,w)

i=1
positiv definit ist.

Beweis. Setzt man die linke Seite voraus, so folgt nach Lemma 2.15 aus der Surjektivitéat
von My wegen
Im(Mf) = Im(MfM;)

und
ker(M}) = ker(M; M)
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die Bijektividt von MyM7. Nach dem Satz von der stetigen Inversen ist M ;M 7 dann
invertierbar in L(H) und auflerdem offensichtlich positiv. Somit ist das Spektrum von
MM in RT\ {0} enthalten. Das Spektrum ist kompakt, deshalb findet man ein ¢ > 0
mit A > c fiir alle A aus dem Spektrum von MfM}‘. Das Spektrum von MfM}‘ —cly ist
dann nach dem spektralen Abbildungssatz in R™ enthalten, der Operator M fMj’f —cly
ist also positiv. Mit dem letzten Lemma folgt, dass die Abbildung

QxQ— L(E), (z,w) — V(MM; — cly)Vy
positiv definit ist. Man kann nun untersuchen, wie diese Abbildung auf ein x aus E wirkt:

Q' (0 My Moy, — c6:6,,)Q' @

=Q:1(0: ) My My 5y, — ¢:0,) Q'
=1

=Q; ' () 0. My M}.65,Q, ' w — 6.64,Q,, x)

=1

=Q;' (O 6 My M;K(-w)Qy'x — ¢6.55,Q,, )
=1

=Q; ' (D6 My K (-, w) fi(w)* Qy'a — ¢0.6;,Qy )
=1

=Q:' O (fi)K (z,w) fi(w)") Q' w — ¢6.0;, Q@)
=1

=Q:' (D (fi) K (2,w) fi(w)") — ¢b:8,,)Qy, .

NE

i=1
Demnach ist die Abbildung
T:QxQ— L(E)’ (Z’w) = Qz_le,c(Zaw)Q’L_ul

positiv definit. Wegen Lemma 2.4 ist dann auch K . positiv definit.
Sei nun K . positiv definit. Dann ist nach Lemma 2.4 auch die Abbildung

Qx Q= L(E), (z,w) = Q Kje(z,w)Qy,!
positiv definit. Nach der obigen Rechnung ist dann auch die Abbildung
To: Qx Q — L(E), (z,w) = V(MyM§ — clg)Vy

positiv definit und der Operator M fMJi‘ — clg nach Lemma 5.4 positiv. Dies zeigt, dass
das Spektrum von MyM} die Null nicht enthélt. Daraus folgt die Invertierbarkeit und
somit auch die Surjektivitdt von M fM;Z und von Mj. O
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5 Der Drury-Arveson Raum

Fiir den Drury-Arveson Raum erhélt man damit noch eine andere Charakterisierung der
Surjektivitdt der Zeilenmultiplikation. Dazu benotigt man noch den folgenden Satz:

Satz 5.1. Seien E,F,G Hilbertrdume, S C B eine Teilmenge,
¢:S— L(F,G),

v:S8 — L(E,QG)

beliebige Funktionen. Weiterhin seien wie in Kapitel 1 H(B) der Drury-Arveson Raum
und

H(B,E)=H(B)® E,
H(B,F)=H(B)® F

die E- beziehungsweise F-wertigen Drury-Arveson-Rdume. Dann existiert genau dann
ein Multiplikator
v e M(H(B,E), H(B, I))
mat
[My]l <1

und

wenn die Abbildung

K¢r:8 xS — L(G),(z,w) — ¢(Z)¢(§U)_* <—Z’);E§)’7(w)*

positiv definit ist.
Beweis. Seien ¢ € M(H (B, E), H(B, F')) mit
[ Myl <1

und

fiir z € S. Dann ist die Abbildung

SxSHL(F),(zjw)HM
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5 Der Drury-Arveson Raum

nach Satz 2.14 positiv definit. Geméfl Lemma 2.4 ist auch die Abbildung

_ d(2)p(w)* —y(2)y(w)*
1- <z’ w>

P(w)”

=Ky (2, w)

positiv definit.

Sei jetzt umgekehrt Ky, positiv definit. Nach dem Satz von Kolmogorov (vgl. Satz 1.7
in [3]) findet man einen Hilbertraum H und eine Abbildung k : S — L(G, H) so, dass
folgende Gleichung erfiillt ist:

P(2)p(w)* — v(2)v(w)*
1—(z,w)

= k(z)"k(w)

fiir alle z,w € S. Dies ist gleichbedeutend damit, dass

n

Y Gik(2) (@ik(w)) + d(2)d(w)* = k(=) k(w) +7(z)7(w)*

i=1
fiir alle z,w € S. Wendet man Satz 1.7 aus [3] auf die Abbildungen
Zik(2))i-
:S—= LG, H"® F),g1(z :<(zz *21)
91 ( ) 91( ) ¢(Z)
und
k
g2 : S — L(GaH@E)a.QQ(Z) - ( (Z)>
an, so sieht man, dass eine Isometrie
H"® F D> LH{g1(2)z;2 € S,z € G} Y HoE
existiert, fiir die gilt
Vg (z)z = g2(2)x

fir alle z € S, x € G. Wihlt man eine geniigend grofie Indexmenge I, kann man H so zu
einem Hilbertraum L = H @ [2(I) vergrofern, dass ein unitirer Operator

A B ,
U-(C D)eL(L@E,L @ F)

existiert, derart, dass U* eine Fortsetzung von V ist. Definiert man fiir z € B die Abbil-
dung Z : L™ — L durch Z((x;),) = Y i zixi, so ergibt sich fiir z € S das folgende
Gleichungssystem:

I
=2 =
—~
N
~—

*

(I) A" Z"k(z) + C*¢(2)"
(II) B*Z*k(z) + D*¢(2)*
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Formt man Gleichung(I) um, folgt fiir z € S
(1—-A"Z")k(z) = C*¢p(2)".

Der Operator (1 — A*Z*) ist invertierbar, denn
" 1
1Az < Al Z) = 1A 1= < 1.

Damit ergibt sich fiir z € S
k(z) = (1—A*Z")"1C*¢(2)".
Setzt man dies in die zweite Gleichung ein, erhilt man
Y(2)" =D+ B*Z*(1 - A Z") 7 C*]e(2)",
was fiir z € S dquivalent zu
v(2) = ¢(2)(D + C(1 — ZA)~' ZB)
ist. Nun definiert man Funktionen
f:B—L(L,F),f(z)=C(1—-2ZA)7}

und

Vv:B— L(E,F),y(z) =D+ f(2)ZB
Da U unitér ist, folgt

I 0\ _y-_ (A B\ (A" C*\_ (A4 +BB" AC"+BD*
0 1)~ ~\c¢ p)\B* D*) ~ \CA*+DB* CC*+DD*)"

AuBlerdem gelten die Identitdten
f(z)ZA=-C+ f(2),
AW f(w)* = =C* + f(w)"
flir z, w € B. Unter Verwendung dieser Gleichungen rechnet man nach

1= 9(2)y(w)*

= 1— (DD* + DB*W* f(w)* + f(2)ZBD* + f(2)ZBB*W"* f(w)")

= CC* + CA*W* f(w)* + f(2)ZAC* + f(2)ZAA*W* f(w)* — f(2)ZW* f(w)*
=Cf(w)" = CC* + f(2)C" + (=C + f(2)(=C" + f(w)") = f()ZW" f(w)"
=Cf(w)" = CC* + f(2)C" + CC* = Cf(w)* = f(2)C" + f(2) f(w)" — f(2)ZW" f(w)*

= (1= (zw)f(2)f(w)".

41



5 Der Drury-Arveson Raum

Umformen fithrt zu der Gleichung

1= ¢(2)p(w)*

D = ey

fiir z, w € B. Die Funktion
BxB — L(F),(z,w) = f(2)f(w)"
ist positiv definit. Somit ist auch die linke Seite positiv definit, was nach Satz 2.14

dquivalent dazu ist, dass ¢ ein Multiplikator von H (B, F) nach H (B, F') mit ||My| <1
ist. O

Satz 5.2. Sei H(B) der Drury-Arveson Raum, ¢ = (¢1,...,¢m) € M(H(B))™ ein Tupel
von Multiplikatoren auf H(B). Die Zeilenmultiplikation

My : HB)™ — H(B), (9)1 — 3 dug,
i=1
ist genau dann surjektiv, wenn ein Tupel Y = (YP1,...,¢Ym) € M(H(B), H(B))™ existiert
mit .
> =1
i=1

auf B.

Beweis. Es gelte die rechte Seite. Sei ) = (¢1,...,%,) € M(H)™ ein Tupel mit

Z iy =1
i=1
auf B. Fiir eine beliebiges f € H liegt dann ¢ f := (Y1 f, ..., ¥mf) in H™ und es gilt

My(yf) = f.

Also ist M surjektiv. Zum Beweis der anderen Implikation sei die Zeilenmultiplikation
My surjektiv. Dann gibt es nach Lemma 4.5 eine Konstante ¢ > 0 so, dass

Kaw 060 €, (0 oo 3o e B - e
i=1 ’ ’
S ()] ¢
1 - <Za ’LU>

positiv definit ist. Somit gibt es nach Satz 5.1 angewendet auf S = B, £ = G = C,
F=Ccm,
v:B — L(C),y(2) = Ve
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und
p:B— L(Cmv C)7 SO(Z) = (¢1(Z)7 ) ¢m(z))

ein
V= (V1,...,¥m) € M(H(B), H(B)™)
mit -
Z pibi = Ve
i=1
auf B. Dann hat der Multiplikator % die gewiinschte Eigenschaft. O

Eine skalarwertige Version von Satz 5.1 mit S = B wurde in [2] als Anwendung ei-
nes geeigneten Commutant-Lifting-Satzes bewiesen. In [5] haben Costea, Sawyer und
Wick die in Satz 5.2 beschriebene Folgerung benutzt, um das Corona-Problem fiir die
Multiplikatorenalgebra M(H (B)) des Drury-Arveson Raumes zu losen.
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6 Fortsetzung der Berezin-Transformierten
auf den Rand

In diesem Kapitel werden wir untersuchen, wann der Grenzwert der Berezin-Transfor-
mierten I'(7)(z) eines Operators T existiert, wenn sich der Punkt z einem Randpunkt
zo von ) nahert. Im Vordergrund werden auch hier wieder Multiplikationsoperatoren
stehen, an die jedoch noch spezielle Anforderungen gestellt werden miissen, um die
gewiinschten Resultate zu erzielen.

6.1 Grundlagen

Bevor wir die ersten Ergebnisse formulieren kénnen, miissen wir hier zunéchst noch einige
Vorbereitungen treffen. Seien im Folgenden immer 2 C C™ eine offene und beschriankte
Menge,

K:QOxQ—-C

eine positiv definite Abbildung mit Z(H(K)) = () und E ein Hilbertraum. Es bezeichne
H(E)=H(K)® E
den funktionalen Hilbertraum mit reproduzierendem Kern
Kg:QxQ— L(E),Kp(z,w) = K(z,w)lg.

Wie oben schon erwéhnt, sollen einige Resultate nur fiir bestimmte Multiplikationsope-
ratoren My auf H(FE) gezeigt werden und zwar fiir solche, fiir die der Multiplikator ¢ in
M(H(K)) liegt. Dass dies tiberhaupt wieder einen wohldefinierten Multiplikationsope-
rator auf H(F) liefert, zeigt das néchste Lemma.

Lemma 6.1. Sei ¢ € M(H(K)). Dann definiert
My : H(E) — H(E), f — of
einen wohldefinierten Multiplikationsoperator.
Beweis. Da ¢ € M(H(K)) ist, gibt es nach Satz 2.14 ein ¢ > 0 so, dass die Abbildung
Yo : A x Q= C,(z,w) — (2 — ¢(2)p(w)) K (2, w)
positiv definit ist. Also ist auch die Abbildung

Vet X Q= L(E), (2,w) = (¢ = ¢(2)¢(w)) K (2,w)1E
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6 Fortsetzung der Berezin-Transformierten auf den Rand

positiv definit nach Satz 3.4 in [8]. Somit ist die Abbildung
nach Satz 2.14 ein Multiplikator auf H(FE). O

Wir méchten im Beweis von Lemma 6.5 den Raum H(E) in das Bild des Operators V,
und dessen orthogonales Komplement zerlegen. Dazu ist es hilfreich, die Orthogonalpro-
jektion auf das Bild des Operators V, zu kennen.

Lemma 6.2. Sei z € Q und sei V, die Isometrie aus Lemma 8.1. Dann ist
P, =V,V?
die Orthogonalprojektion auf das Bild von V.
Beweis. Fiir z € Im(V}), y € (Im(V,))* gilt 2 = V,w fiir ein w € F und somit
Pz =V, V;V,w=V,w =z,

sowie

Py=V.Vy=V.0=0.
Folglich ist P, die Orthogonalprojektion auf Im(V). O

Genauere Informationen iiber die Gestalt von bestimmten Multiplikationsoperatoren
beziiglich der oben erwéhnten Zerlegung von H(E) liefern die néichsten beiden Lemmata.

Lemma 6.3. Fir ¢ € M(H(E)) ist das Bild von V, ein invarianter Unterraum von
M;. Zerlegt man den Hilbertraum H(E) in der Form

H(E) = (Im(Vz) ® (Im(V3))™,

so erhdlt man fiir den Operator My eine Matrizdarstellung der Form:

M, — (é‘, g) .
Beweis. Fur x € Im(V;) gibt es ein y € E mit

x="Vy

Nach Lemma 2.1 in [8] und Bemerkung 1.1.2 gilt

M¢ 2y =06.0(2)"y
Man erhélt also

Mz = MiVey = MioiQ 'y = 076(2)"Qc 1y = 61Q;7 Q=0(2)"Q; 'y = Vaw

mit w = Q7 '¢(2)*Q; 'y. Also liegt M7z wieder im Bild von V. Damit ist gezeigt, dass
ImV, invariant unter M ; ist. Daraus folgt sofort die oben beschriebene Matrixdarstel-
lung. O
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6.1 Grundlagen

Lemma 6.4. Sei ¢ € M(H(K)) ein skalarer Multiplikator. Dann erhdlt man

M | tmvy= 0(2) Iy,
und man kann Mgy beziiglich der Zerlegung
H(E) = (Im(V2)) @ (Im(V))*

folgendermaflen darstellen:

M, = (¢(z)éim(vz) Bz) '

Fiir z € Q erhdlt man fir die Norm des Operators C, die Abschdtzung

ARV ATIMEIS

Beweis. Sei f € ImV, gegeben. Wendet man den Operator M; auf f an, so ergibt sich,
da Im(V,) nach dem vorhergehenden Lemma ein invarianter Unterraum fiir M3 ist,

Mjf = MyP.f=MV.V: f = MjoiQ7 Vi f = 620(2)Q; 'V f = (2)0:Q VI f = 6(2) f.

Somit ist

Mg l1m(v.)= #(2) Iim(vz)

bewiesen, und mit der Matrixdarstellung aus dem vorherigen Lemma auch

Gibt man sich nun ein f € ImV, vor, so rechnet man nach
S
IC-F1I? + 1o ()P ILFI1? = [ My (0 12 < 1M 1£11

Dies fiihrt zu
[lloo,0 < | Mol

und zu

ICa1 < /1M = |(2) 2
fir z € Q. ]

Nun kann man ein wichtiges Ergebnis iiber das Grenzverhalten des Kommutators
[M¢7 P, Z]

fiir geeignete Multiplikatoren ¢ festhalten, das indirekt in den Beweis der folgenden Sétze
eingehen wird.
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6 Fortsetzung der Berezin-Transformierten auf den Rand

Lemma 6.5. Sei zp € 0N fest und
Py = 16 € MCH(K)): My = Tim [6(2)]}

Fir ¢ € P, gilt
(M, P2l = 0.

Beweis. Sei zunichst ¢ € M(H(FE)). Lemma 6.3 liefert die Darstellung
(A, 0 1
Mo= (57 p) € Ll e (V)

Man rechnet leicht nach, dass
A, O 1 0\, (0 0

I[Mo, Pl = [IC:]-

Also ist

Fir ¢ € P,, C M(H(K)) kann man nun Lemma 5.1.4 anwenden, welches besagt, dass

IC=1 < IMl12 — 16(2)2 2 0
nach der Definition von P, gilt. O

Wihrend die Aussage im vorhergehenden Lemma nur fiir bestimmte Multiplikationsope-
ratoren getroffen wurde, erméglicht uns das folgende Lemma eine Verallgemeinerung.

Lemma 6.6. Sei zp € 02 fest. Dann ist die Menge

B., = {T € L(H(E)); [T, P.) =2 0} ¢ L(H(E))
eine C*-Unteralgebra von L(H(E)).
Beweis. Seien Ty, Th € B,,, a € C. Dann gilt

[Ty + Ty, P.J) = ((aTi + To)P. — Pu(aTy +T5))|
= ”CLT1PZ +ToP, — aP,T1 — PZTQH
< lalll[T1. P + [Tz, P2]| = 0.

Also ist B, ein Unterraum von L(H (F)). Zusatzlich gilt fir 73, T € B,,:

I[N Ty, P2]|| = (T2 Pz — P.ThT3)||
< [(MT2P. = TV P.T)| + (Th P Ty — PV T
< TP, — P.To| + || Ty P. — PT ||| T2
= |Tu [T, Pa]|| + |11, P T2 =20 0.
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6.1 Grundlagen

und fiir T in B, liegt wegen

[T, Pl = I(T" P — PT7)]|
= |(P.T = TP.)"||
= |(TP. — P.T)]|
= |I[T, Pl = 0.

auch T* in B,,. Betrachtet man eine Folge (T}, )nen in B, die beziiglich der Operator-
norm gegen einen Operator T € L(H(E)) konvergiert und eine Folge (2x)ken in 2, die
gegen zg konvergiert, so gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ng € N mit

€
1T -7l <

fiir alle n > ng und ein kg € N so, dass
€
”[TnO7PZk]H < g

gilt fiir alle k£ > kg. Dann folgt fiir
1T, Pl = (|7 Py, — Po T
< ||TnoPZk - PZano” + ||TPZk - Tnopzk - PZkT + PZano”
< HTnonk - szTno” + H(T - Tno)szH + Hsz (T - Tno)”
S [T Pry = P T | + (T = Tog) )| + T = Toao )
< 3= A
- 3
fir alle k > kg, da || P, || = 1 fiir alle k£ € N. Dies liefert die Abgeschlossenheit der Menge

B,- Somit ist die Menge B, eine C*-Unteralgebra von L(H(E)).
g

Jetzt bendtigen wir noch zwei Hilfslemmata, bevor wir zur ersten zentralen Aussage
dieses Kapitels kommen.

Lemma 6.7. Fir S,T € L(H(E)) gilt
IT(ST)(2) = T(S) ()T (T) ()| < ST, Pl
fir alle z € €.
Beweis. Es gilt
ID(ST)(2) = T(S) ()T (T (2)|| = (VI STV, = VISV VTV,

= [|VSSTP,V, - V;SP,TV,|
= [VIS[T, P.]VZ||
< V2SN, PN V=]
= ISINIT, P:J-
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6 Fortsetzung der Berezin-Transformierten auf den Rand

Lemma 6.8. Sei B(Q, L(E)) wie zuvor die C*-Algebra der beschrinkten L(E)-wertigen
Funktionen auf Q). Die Menge

F={F € B(Q,L(E)); lim F(z) € Clgeuistiert} C B(, L(E))

z—20
ist ein abgeschlossener selbstadjungierter Unterraum von B(), L(E)).

Beweis. Dass die Menge F ein selbstadjungierter Unterraum von B(Q, L(E)) ist, ist
klar. Sie ist auflerdem abgeschlossen, denn betrachtet man eine Folge (F,)nen in F, die
beziiglich der Supremumsnorm gegen ein F' € B(2, L(E)) konvergiert, so findet man zu
jedem e > 0 ein ng € N mit

[Frn — Finll <€

fiir alle n, m > ng. Daher ergibt sich

| lim Fo(2) — lim Fu(2)] = lim [|[(Fy — ) ()] < 1B — Fullsog < c
z2—20 z2—20 zZ—20

fiir alle n, m > ng. Die Folge
( lim Fn(z))neN

Z—2Z20

ist also eine Cauchy-Folge in L(E). Da E vollstandig ist, ist auch L(E) vollsténdig und
die Folge besitzt daher einen Grenzwert T' € L(E). Sei nun (zj)ren eine Folge in €2, die
gegen 2o konvergiert. Fiir beliebiges € > 0 findet man ein n; € N mit

| lim Fp(z) - T < <
Z—Z0 3

fiir alle n > ny. Aulerdem gibt es ein ny € N mit
€
1En = Flloon < 5
3
fiir alle n > ny. Zu n3 = max(ny, ne) gibt es dann ein ky > 0 mit

. €
[ Fng (21) = lim Fg (2)]] < 5
Z—20 3

fiir alle kK > kg und man erhélt
1F'(z) =T
< IF (k) = Fag(@0)| + [ Fog(24) = Jim Foy ()]
+ || lim Fp,(z) =T
z2—20
<oy — Flloo + 2% < 3% = ¢ fiir alle k > ko.

Also konvergiert F'(z) fiir z — zp und die Menge F ist somit abgeschlossen. Da die Menge
Clg abegchlossen ist, liegt auch
lim F(z)

z—20

wieder in Clg. O
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6.2 Existenz des Grenzwertes

6.2 Existenz des Grenzwertes

Die zuvor bewiesenen Aussagen ermoglichen es nun, unter bestimmten Bedingungen eine
Aussage iiber das Randverhalten der Berezin-Transformierten zu treffen.

Satz 6.9. Se:

M., ={p e M(H(K)); #(20) = lim ¢(z) existiert und |¢(z0)| = || My}

Dann ist
L=1L,:C"{Mp;¢ € M,,}) = L(E),L(T) = lim I'(T')(2)

z—20

ein wohldefinierter unitaler C*-Homomorphismus mit
Im(L) C Clg.
Beweis. In Lemma 3.3 wurde gezeigt, dass
I': L(H(E)) — B(Q,L(E)), T — T(T)

linear und kontraktiv ist mit
(T =T(T)"

fir T aus L(H(FE)). Weiterhin gilt
I(la)(z) = VIV. = 1g
fiir alle z € Q. Da

F={F € B(Q,L(E)); lim F(z) € Clg existiert} C B(Q, L(E))

Z—20

nach Lemma 6.8 ein selbstadjungierter abgeschlossener Unterraum von B(Q, L(E)) ist
mit 1 € F, ist auch die Menge

(T € L(H(E)); lim T(T)(z) € Clg existiert } ¢ L(H(E))

z—20

ein abgeschlossener selbstadjungierter Unterraum von L(H(E)), der die Eins enthélt. Es
geniigt also zu zeigen, dass

lim T'(Ty - -~ T,)(z) € Clg

zZ—20

existiert fiir je endlich viele Operatoren
Iy,..., T, € {M¢§¢ S Mzo} U {M$7¢ € MZO}
Dies zeigen wir mit Induktion. Nach Lemma 4.1 gilt

lim I'(M)(z) = ¢(20)1E

z—20
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6 Fortsetzung der Berezin-Transformierten auf den Rand

und

lim I'(Mg)(2) = ¢(20)1E-

z2—20

Damit ist der Induktionsanfang bewiesen. Wir nehmen nun also an, die Behauptung sei
gezeigt fiir ein r € N. Seien 17 ... Ty1 € {My; ¢ € My} U {M7; ¢ € My, }. Dann liefert
die Induktionsannahme, dass

z—20

existiert. Aus dem Induktionsanfang ist zusétzlich bekannt, dass

lim F(TT_H)(Z) e Clg

z—20
existiert. Nach Lemma 6.7 gilt

IT(Ty -+ Trga)(2) = T(Th - 1) (2)D (L) () < T3 - T[T, P2
also auch

lim [[T(T1 - Tr1)(2) = (11 L) ()T () () < T2 - T T ([T, P2

2—20

Die rechte Seite hat nach den Lemmata 6.5 und 6.6 den Wert 0. Dies bedeutet, dass

| im T(Ty - - Trp) (2)

zZ—20

existiert mit

lim T(Ty - Tyq1)(2) = lim T(Ty - - - T;)(2) lim T'(T}41)(2) € Clg.

Z2—20 zZ—20 zZ—20

Damit ist die Behauptung bewiesen. Um zu sehen, dass
L:CH({Myid € M.y }) — Clg

einen unitalen C*-Homomorphismus definiert, gentigt es, die Multiplikativitéit zu zeigen.
Diese folgt wie oben mit der Abschétzung

I(T1T2)(2) = T(T1) (2)T(T) ()| < [[Ta[l[|TT2, P

fir 71,1 € C*({Mg; ¢ € M, }) zusammen mit Lemma 6.6.

6.3 Anwendungen

Nun mochten wir das obige Ergebnis auf eine Klasse konkreter Beispiele anwenden.
Dazu seien im Folgenden 2 C C" eine beschrinkte offene Menge, p ein positives Mafl
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6.3 Anwendungen

auf Q und A C C(Q) eine abgeschlossene Teilalgebra von C(f2), die mindestens die
Einschriankungen der Polynome auf Q enthilt. Weiterhin definieren wir

7L2
HE () = A7),

Zusétzlich soll im Folgenden immer vorausgesetzt werden, dass fiir jeden Punkt z €
die Abbildung

(A [ NTz2ge) = C[f] = £(2)

wohldefiniert, stetig und linear ist. Es bezeichne
6. : H%(u) — C

die eindeutige stetig lineare Fortsetzung dieser Abbildung. Wir nehmen weiter an, dass
die Abbildung
p: Hi(p) — C%p(f)(2) = 6:(f)

zumindest injektiv ist. Dann wird H% (1)=Im(p) vermége des Skalarproduktes

(W00l = 9Dz = [ FETEdu(2)

zu einem funktionalen Hilbertraum. Unter diesen Voraussetzungen kann man erste Er-
kenntnisse {iber Multiplikatoren auf 3% (x) gewinnen.

Lemma 6.10. Sei ¢ € A. Dann ist ¢ |q ein Multiplikator auf 3% (p) mit
[ M| = [|¢]|oc,2-
Beweis. Sei ¢ € A. Wegen

IS lL2 () < @]l
fiir alle f € L?(u) hat die Abbildung

(A1 22 y) = (A - le2qn)s ] = [0 f]

eine wohldefinierte stetig lineare Fortsetzung

[ Fllz2 )

My : Hi(p) — H3(p)

mit
Myl < l[¢lloo.0-
Da (A, - | 12(y)) in H3(p) dicht liegt, gilt
My[f] = [of]

fiir [f] € H3(p), denn zu jedem [f] € H3(p) gibt es eine Folge (fx)ken in A mit

lim [fy] = [f] in L*(p).

k—o0
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6 Fortsetzung der Berezin-Transformierten auf den Rand

Wegen der Stetigkeit von My findet man dann zu jedem € > 0 ein kg € N mit

1Mo([F]) = Mo([ DIl <

N

fir alle k > kq. Als stetige Funktion auf einer kompakten Menge nimmt ¢ ihr Maximum
an, daher gilt

Da (fx)ren gegen f konvergiert, gibt es ein k; € N mit

I1fx] = Lf]]

| <o
2[[0ll o

Sei
ko = max{ko, k1 }.

Dann rechnet man nach, dass

1M (1) = 6711 < IMo(11)) = MUl + 1M (o)) = [11]
< 5+ l9fi] = o1l

€

< 5 T 1l glllfe.] = (£l
S 5 + 5 = €.
Also ist
My[f] = [of]

fiir alle [f] € H4 (1) gezeigt. Die Abbildung
My = pMgp™" : 3 (1) — Hi ()

ist stetig mit 3
[Mg|| = [[Mg]| < [[¢]l0.02-

Indem man zu [f] € H3(p) wieder eine Folge (fi)ren in A wihlt mit

lim [fy] = [f] in L* (1),

k—o00

sieht man, dass

My (p([f1))(2) = lim pMoy([fx])(2)
= lim p([¢fk])(2)
= lim (¢fx)(2)
= ¢(z) lim p([fi])(2)
= o(2)p([/1)(2)
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6.3 Anwendungen

fiir alle z € Q0 gilt. Also ist
¢ lo€ M5 (1))

und ]\Zfd) ist der von ¢ |, induzierte Multiplikationsoperator auf 3% (u). Wegen 1 € H% ()
folgt wie im Beweis von Lemma 6.4, dass

Mgl | = [|@lloc.0
fir alle ¢ € A gilt. O

Bevor wir zu den eigentlichen Anwendungen von Satz 6.9 kommen, soll hier noch der
Begriff des Peakpunktes definiert werden.

Definition 6.11. Sei zy ein Randpunkt von Q. Der Punkt zg heifst Peakpunkt fiir A,
falls es eine Funktion ¢ € A gibt mit

B(20) = 1 > |¢(2)| fiir alle 2 € Q\ {20}

Bei der Arbeit mit Peakpunkten ist ein Satz von Alexander J. Izzo [11] sehr hilfreich,
den wir hier der Vollstédndigkeit halber beweisen wollen. Zunéchst ben6tigen wir dazu
das folgende Lemma.

Lemma 6.12. Sei A eine uniforme Algebra auf einem kompakten Hausdorffraum X und
set xg ein Peakpunkt fiir A. Sei zusdtzlich p eine positive stetige Funktion auf X. Dann
gibt es eine Funktion g in A mit

9(xo0) = p(zo)

und
lg(z)] < p(z)
fiir alle x € X.

Beweis. Weil xg ein Peakpunkt fiir A ist, finden wir eine Funktion h € A, die in x( einen
Peakpunkt hat. Da p(z() positiv ist, konnen wir annehmen, dass

p(wo) =1,
ansonsten gehen wir einfach zu der ebenfalls positiven Funktion

/ b

p(xo)

iiber und multiplizieren am Schluss das Endergebnis mit p(xg) durch. Die Positivitéit
von p liefert auBlerdem die Existenz einer reellen Zahl § > 0 mit

Ip(z)| > 6

fir alle z € X. Wir konnen zusétzlich annehmen, dass

p(x) >

[SCRIN )
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6 Fortsetzung der Berezin-Transformierten auf den Rand

fiir alle z € X. Sonst wihle man k € N so, dass

(minp(z))x >

[SSRIN )

und bestimme ein g € A zu p%. Dann hat ¢* € A die gewiinschten Eigenschaften fiir p.
Nun definieren wir fiir alle n € N* die Menge

Ih(z)| 1 1
(@) €1+ 1+ —]}.

Sn:{xGX, 2n+1, 2n
Da es kein n € N* gibt mit zg € 5, gilt fiir alle n € N*

Ih(z)] <1

fir alle z € S,,. Also findet man fiir alle n € N* ein k,, in N* mit

2
\h(fﬁ)\k” < gnt1

fiir alle z € S,,. Nach dem Weierstrafischen Majorantenkriterium und weil A C C(X)
abgeschlossen ist, liegt die Funktion

00 hkn
9= n
n=1 2
in A mit
g9(zo) =1 = p(xo)
und
lg] < [A]
auf X. Wegen
Ih(z)| <1
gilt fiir alle n,m € N* fiir alle x € Sy,
kn 1
(@)™ < |h(2)] < (1 + 57)p(2)-
Fiir festes « € Sy, gilt also
| ()]
z)| <Z{ ()1 + ) p(@)) s m) + L
1 1 12
<14 —)1-— —_=
< (14 5)(0 = 5 )p(e) +
1 1
< (1= gmlp(@) + op(e) < plz
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6.3 Anwendungen

Fiir
xe X\ U Sn
gilt
|h(z)]
g(z)| < |h(x)| = p(z) < p(x).
lg(2)] < [h(z)| () (z) < p(x)
Also hat g € A die gewiinschten Eigenschaften. O

Mit Hilfe des gerade bewiesenen Lemmas kénnen wir nun den folgenden Satz beweisen,
wobei wir uns am Beweis von Izzo in [11] orientieren.

Satz 6.13. Sei A eine uniforme Algebra auf einem kompaktem Hausdorffraum X und
sei xg ein Peakpunkt fiir A. Dann kann jede Funktion in A als Linearkombination zweier
Funktionen dargestellt werden, die im Punkt xog einen Peakpunkt besitzen.

Beweis. Wir wihlen uns eine Funktion f € A und nehmen zunéchst an, dass f im Punkt
xo eine Nullstelle besitzt. Da x( ein Peakpunkt fiir A ist, gibt es eine Funktion ¢ € A,
die in ¢ einen Peakpunkt besitzt. Defniert man nun die Funktion « als

a: X = Ra(x)=1-|¢(x)],
so gilt
a(z) >0

fiir alle z € X und die einzige Nullstelle von « ist zg. Da die Funktionen « und f beide
stetig sind auf einem kompakten Hausdorffraum, sind sie beschrankt und man findet ein
M € R mit
M > [, x =+ [[.flloo.x-
Die Abbildung
p: X =R plx) =M —a(z) - |f(z)]

ist dann eine positive stetige Funktion auf X, die im Punkt zg ein striktes Maximum
besitzt. Wendet man Lemma 6.12 auf p an, so erhélt man eine Funktion g € A derart,
dass

9(z0) = p(z0)
und
()| < p(x)
fiir alle z € X. Insbesondere gilt
g(zp) > 0.

Also erhélt man fiir alle z # xg

l9(x) < p(z) < p(xo) = g(0)

und somit besitzt die Funktion

o7



6 Fortsetzung der Berezin-Transformierten auf den Rand

einen Peakpunkt in zg. Jetzt definieren wir uns eine weitere Funktion
h=g+ f.
Da A eine Algebra ist, liegt h wieder in A und erfiillt

h(zo0) = g(z0) + f(x0) = g(w0) = M,

sowie

[h(@)] < lg(x)] + [ f ()]
<p(x) +f(2)|
=M — a(x)
fiir alle x € X. Da « in allen Punkten z € X \ {xo} strikt positiv ist, gilt also fiir alle

x e X\ {xo}
|h(z)] < h(zo) = M.

Damit hat die Abbildung
h

by
h MG

einen Peakpunkt in g und man erhélt
f=h—g=Mh-—g(z)3.

Die Funktion f ist also Linearkombination zweier Funktionen aus A, die in zg einen
Peakpunkt besitzen.
Fiir den Fall, dass

f(xo) #0
ist, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass
f($0) > 07

ansonsten multipliziere man einfach mit einem Phasenfaktor. Wir wéhlen nun zwei Funk-
tionen g, h € A mit

f—f(xo)=h—yg
wie im ersten Teil des Beweises. Dann ist
f=(h+ f(xo)) — g
und h + f(x0),g € A sind Funktionen mit
h(zo) + f(zo) > [h(z)| + f(z0) > |h(z) + f(z0)|
und
g(zo) > |g()]
fiir alle z € X \ {zo}. Also ist
h+ f(xo)
h(xo) + f(z0)

eine Darstellung der gewiinschten Art. O

f= (h(zo) + f(20))
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6.3 Anwendungen

In diesem Zusammenhang ist noch erwéhnenswert, dass fiir eine offene und beschréinkte
Menge Q2 C C™ jede Algebra

AcCC(Q),

die mindestens die Einschrinkungen der Polynome auf  enthélt, eine uniforme Algebra
ist. Das folgende Lemma stellt den Bezug zu Satz 6.9 her.

Satz 6.14. Sei zg € 0F) ein Peakpunkt fiir A. Dann gilt mit den Bezeichnungen aus Satz
6.9, dass
A |QC LH(J\/[ZO).

Hieraus folgt insbesondere, dass
C*({Mg; ¢ € Ala}) C C"({Mg; ¢ € M)

Beweis. Dass
A [oC M(HZ (1))

gilt, wurde bereits in Lemma 6.10 gezeigt. Zusitzlich existiert fiir jedes ¢ € A |q der
Grenzwert

lim ¢(z),
Z—20

denn A ist eine Teilmenge der stetigen Funktionen auf . Da A eine uniforme Algebra
ist, die in zg einen Peakpunkt besitzt, kann man nach Satz 6.13 jede Funktion aus A als
Linearkombination zweier Funktionen ¢1, ¢2 € A darstellen, die in xg einen Peakpunkt
besitzen. Diese Funktionen nehmen dann in zg ihr Supremum auf Q an, was nach Lemma
6.10 bedeutet, dass

(6i(z0)| = [[My, | fir i = 1,2,

Da die Menge M, definiert war als die Menge aller Multiplikatoren ¢, fiir die der Grenz-
wert

d(20) = lim ¢(z)

z—20

existiert und fiir die
[9(20)| = [| My||

ist, gilt
A ’QC LH(MZO).

Daraus folgt sofort die Teilmengenbeziehung zwischen den erzeugten C*-Algebren. [J

Definition 6.15. Wir schreiben
Ta=C"({My;¢ € Ala}) € LI (n)
fiir die von allen Multiplikatoren mit Symbol
peAlg

erzeugte C*-Algebra.
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6 Fortsetzung der Berezin-Transformierten auf den Rand

Nun soll noch der Begriff des Toeplitzoperators eingefiihrt werden.
Definition 6.16. Sei ¢ € L>(u). Der Toeplitzoperator mit Symbol ¢
Ty € L(34(n))

sei definiert durch
1

Ty=po (PHE,(M)M¢) op .
Hierbei sei Py () die Orthogonalprojektion von L%(u) auf H3(p).

Es stellt sich heraus, dass unter den gegebenen Voraussetzungen ein interessanter Zu-
sammenhang zwischen Multiplikationsoperatoren und Toeplitzoperatoren besteht.

Lemma 6.17. Es gilt B
Ta = C*({Ty: 6 € CE}).

Beweis. Fiir ¢ € A gilt in L(H%(u)) nach dem Beweis von 6.10 die Identitéit
My, = pMyp~" = P(PHE,(M)M¢)P_1 =Tj.
Fir ¢ € A, ¢ € A* = {g; g € A} erhilt man die Identitét
TyTy = p(Ppz ) My Prz 9 Ms)p ™" = p(Pp2 ) Mya)p™" = Tyo.

Der Satz von Stone-Weierstra$ zeigt, dass die Teilalgebra

{ZQSZT!}UTZ 17¢17,Q{)TGA,’IZ)LTXJTEA*}CC(Q)
=1

dicht beziiglich der Supremumsnorm auf Q liegt. Wegen
IT¢ = lp(Prz oy Mp)p™" < 11l oo )
fiir f € L (p) ist die Abbildung
C(Q) — LA (W), [~ Ty

stetig linear und
{f€C(Q):Ty €Ta} CCQ)

ein abgeschlossener Teilraum. Da fiir ¢ € A, ¢ € A*

Ty = TyTy = (T5)" Ty = (Mg

) (Mol,) € Ta

gilt, erhélt man schlieBlich, dass Ty € T4 ist fiir alle f € C(). O

Nun kann man Satz 6.9 anwenden und erhélt das folgende Resultat:
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6.3 Anwendungen

Satz 6.18. Sei zg € ) ein Peakpunkt fir A. Dann ist die Abbildung

L. : Ta — C, L. (T) = lim T(T)(z)

2520
eine wohldefinierte, nichttriviale multiplikative Linearform mit
Lz (Ty) = ¢(20)
fiir alle ¢ € C(9).
Beweis. Wegen Satz 6.14 gilt die Inklusion
TaC O ({My; 0 € My }).
Das erlaubt es uns, Satz 6.9 anzuwenden, woraus folgt, dass

L, :T4— C,L(T) = lim I'(T)(2)

zZ—20

ein wohldefinierter, unitaler und demnach insbesondere nichttrivialer C*-Homomorphis-
mus ist. Nach Lemma 4.1 und dem Beweis von 6.17 gilt

D(Ty)(2) = T(Mg,)(2) = 6(2)

fiir ¢ € A und z € Q. Also folgt fiir ¢ € A, ¢ € A*

Da die lineare Hiille der Produkte ¢ fiir ¢ € A, 1) € A* dicht in C(Q) liegt, folgt hieraus
auch der letzte Teil der Behauptung. O

Wir betrachten nun die Abbildung
Ji (A lleo) = Tas g — Ty = M¢|sz’

die jedem Element ¢ € A den Toeplitzoperator Tj; zuordnet. Nach den Beweisen von
6.10 und 6.17 ist j ein isometrischer Algebrenhomomorphismus.

Lemma 6.19. Fiir die Funktion

(Al lleo) = Ta, ¢ =T
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6 Fortsetzung der Berezin-Transformierten auf den Rand

ist die induzierte Abbildung zwischen den Strukturrdumen der Banachalgebren T4 und

A
J Ay, - A, A= Aoy

stetig und injektiv, wenn man Ag, und Ay mit den zugehdérigen Gelfandtopologien ver-
sieht. Fiir das Bild von j* gilt:

Im(5*) = {0 € Aa;es existiert ein A € Ag, mit A(T,) = §(¢) fiir alle ¢ € A}.

Beweis. Sei Ag € Ag, und sei A, ein Netz in Ag,, das beziiglich der Gelfandtopologie
gegen Ay konvergiert. Sei ¢ € A beliebig. Da j(¢) € Ty, folgt

7 (8a)(9) = Aali(9)) = Ao(i(¢)) = 7*(R0)(9)-
Also ist j* stetig beziiglich der Gelfandtopologien. Fiir Ay, Ay € Ag, bedeutet
77 (A1) = j"(Az)

genau, dass
A1 = Ao

auf j(A). Da definitionsgemif}
Ta=C"(j(A))

gilt und da A1, Ay C*-Homomorphismen sind, folgt direkt, dass
A = Ay

ist. Dies zeigt die Injektivitdt von j*. Liegt eine Linearform A € A4 im Bild von j*, so
gibt es ein A’ € Ag, mit

A(¢) = 57 (A)(¢) = A'(j(¢)) = A(Ty)
fir alle ¢ € A. Gibt es umgekehrt zu A € A4 ein solches A’ € Ag, mit
A(g) = A(Ty) = A'(j(4))

fiir alle ¢ € A, so ist
A=Noj=j ()

und liegt somit im Bild von j5*. Wir haben also auch die Identitét
Imj* = {0 € Ay; es existiert ein A € Ay, mit A(Ty) = 6(¢) fir alle ¢ € A}

gezeigt.
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Lemma 6.20. Sei

6.3 Anwendungen

OpA = {z9 € 09; es existiert ein ¢ € A mit ¢(29) =1 > |¢(2)| fiir alle 2 € Q\ {z0}}.

Dann liegen die Punktauswertungen

b2 1 A—C, 9 — ¢(20)
fir alle zg € 0pA in j*(Ag,).
Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Satz 6.18.

Lemma 6.21. Sei
S = G,A.

Dann liegen auch fir zo € S die Punktauswertungen
0z 1 A—C, fr— f(20)
m Bild von j*.

Beweis. Die Abbildung
g:Q— Ag, 20,

ist stetig, denn fiir eine Folge z; € Q mit Grenzwert z € Q konvergiert die Folge 4,

punktweise auf A gegen 0., da A C C(2). Daher konvergiert 0,, beziiglich der Gelfand-
topologie gegen d,, was die Stetigkeit von g liefert. Da das Bild von j* als stetiges Bild
der kompakten Menge Ay, kompakt und damit insbesondere abgeschlossen ist und g
stetig ist, enthilt g~ (Im(j*)) zusammen mit d,A auch seinen Abschluss S. Also gilt

{0252 € S} C Im(5").

Satz 6.22. Die Abbildung

T T4 — C(8),I(T)(2) = (°) 1 (6:)(T)

ist ein wohldefinierter C*-Homomorphismus mit
L(Ty)=¢ s

fiir ¢ € C(Q) und

I(T)(20) = lim I'(T)(z)

z—20

firT € T4 und 29 € 0p(A).
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6 Fortsetzung der Berezin-Transformierten auf den Rand

Beweis. Nach Lemma 6.21 liegt fiir alle zg € S die Abbildung d,, im Bild von j*. Die
Abbildung j* ist injektiv mit abgeschlossenem Bild. Daher ist

Jj* Ay, — Im(j")

bijektiv und stetig zwischen kompakten Hausdorffraumen und daher ein Homdomorphis-
mus. Da die Abbildung.
g: S —1Im(5%),z— 9,

stetig ist, ist auch die Abbildung
S = Agy, 2= (7))

stetig, was nach der Definition der Gelfandtopologie bedeutet, dass
S — C,z e (55)7H0:)(T)

stetig ist fiir alle T € T4. Dies zeigt die Wohldefiniertheit von T'. Da fiir jedes z €
S die Abbildung (j*)7!(.) ein Element von Ag, ist, ist die Abbildung I' ein C*-
Homomorphismus.
Wegen

F(Lag) = 82y

fiir z9 € 0, A erhilt man fiir alle ¢ € C(Q) als Anwendung von Satz 6.18, dass
T(Ty)(20) = (7)1 (0:)(T5) = Lzo(T5) = ¢(20)

fiir alle 29 € 9,A. Da I'(Ty) auf S und ¢ auf Q stetig sind, folgt

[(Ty)(20) = #(20)

fiir alle 29 € S und ¢ € C(Q).
Fiir T'€ T4 und 2z € 9, A rechnet man mit Satz 6.18 nach:

T(T)(20) = (5°) 7 (820)(T) = L (T) = lim T(T)(2).

z—20
]

Fiir eine spezielle Klasse von funktionalen Hilbertrdumen kénnen wir dieses Ergebnis
noch ausbauen:

Korollar 6.23. Sei H% (i) C C? ein funktionaler Hilbertraum wie oben fiir den zusitz-
lich alle Funktionen f € 9{124(,u) holomorph auf ) sind. Dann ist die Abbildung

_ _ I'(T)(z0), zp €
[': 74— C(QUGA), I(T)(20) = { lim( F)((J’())zz), zooeef)pA

z—20

wohldefiniert, linear, kontraktiv und mit den Involutionen vertrdglich.
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6.3 Anwendungen

Beweis. Lemma 3.3 und Satz 6.22 zeigen, dass I linear, kontraktiv und vertréiglich mit
den Involutionen ist. Auerdem liefert Lemma 3.5 die Stetigkeit von T'(T") auf Q fiir alle
T € Ty4. Fiir einen Punkt zg € 0,A, einen Operator T' € T4 und € > 0 gibt es ein § > 0
mit

IN(T) () - T(T) )l < 5

fir alle z € QN Bs(2). Da es zu Z € Bs(29) N 0pA eine Folge (2x)ren in QN Bs(2o) gibt
mit

I _

Jim ==

findet man wegen
ein kg € N mit

fir alle k > kg. Damit folgt
IT(T)(E) - T@) o) < TT)E) - D)) + T 1) = T o)
<2-=c¢
Dies zeigt die Stetigkeit von T'(T) und somit die Wohldefiniertheit von T. O]
Korollar 6.24. Sei H? der in 2.6 definierte Hardyraum. Dann ist die Abbildung
T T4 = C({Tyi6 € CD)}) — (D), T — T(T)
mit

_ T(T)(2) 20 €D
I(T)(20) = { lim I‘(T()](z) zooe oD

2520
wohldefiniert, linear, kontraktiv und mit den Involutionen vertrdglich. Die Abbildung
T — C(OD), T +— T(T) |op
st ein C*-Homomorphismus mit
L(Ty) = ¢ |op
fiir alle ¢ € C(D).
Beweis. Sei 2 =D C C der offene Einheitskreis und sei
A= A(D)
die Diskalgebra aus Definition 2.9. Dann ist

AcC(D)
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6 Fortsetzung der Berezin-Transformierten auf den Rand

eine abgeschlossene Teilalgebra mit
Clz] IgC A.

Seien wie in Definition 2.8
A:B(R) — [0, 0]

das Lebesguemaf auf R und
1 .
m : B(OD) — [0,1],m(A) = %A({t € [—m,7);e" € A})

das normalisierte Lebesguemafl auf 0D. Wir wenden die Ergebnisse aus Abschnitt 6.3
auf die triviale Fortsetzung

2 B(D) — [0,1], (4) = m(AN ID)
von m auf D an. Da p gerade als triviale Fortsetzung von m definiert ist, ist der Operator

¢ L*(n) — L*(m), &((f]) = [f lo]

unitér, denn das Innere von D ist beziiglich i eine Nullmenge und auf der Einheitskreis-
linie stimmen p und m iiberein. Folglich ist eine Funktion

f:D—=C

genau dann integrierbar beziiglich p, wenn ihre Einschrankung auf den Rand integrierbar
beziiglich m ist und die Integrale sind gleich. Nach dem Cauchyschen Integralsatz erhélt
man fiir k <Ound f € A

Flon (k / 7)oy

_ f( zt) i(|k|—1)t Zeltdt

2m

1
= (Ik=1) g, —
577 Jon f(z)z dz =0,

da der Integrand fiir alle £ < 0 holomorph auf D ist und das letzte Integral ein Kurven-
integral ist. Demnach gilt

B(A) C H2(8D) = {f € L*(m), f(k) = 0 fiir alle k < 0}.
Also induziert ¢ eine Isometrie
61 HA (1) — H(OD).

Das Bild dieser Isometrie ist ein abgeschlossener Teilraum und enthélt die Einschrankun-
gen der Polynome auf die Einheitskreislinie, da A die Einschrankungen der Polynome
auf die Einheitskreisscheibe enthélt. Man kann sehr leicht zeigen, dass die Funktionen

{(F kez}
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6.3 Anwendungen

eine Orthonormalbasis in L?(m) bilden. Entwickelt man eine Funktion f € L?*(m) nach
dieser Orthonormalbasis so erhélt man

F=>" (£ 2m
k=—o0
— - —kd k
k:z_:oo( - (w)yw"dm(w))z
_ S 1 ity —ik k
_k_z_:oo(% a]]])f(e Be ™Mtdt) <.

Die Fourierkoeffizienten von f stimmen also genau mit den Koeffizienten beziiglich der
Entwicklung nach dieser Orthonormalbasis tiberein. Das zeigt, dass die Polynome dicht
in H2(OD) liegen. Insgesamt liefert das die Surjektivitit von ¢ und ¢ ist somit unitr.
In Problem 28 in [10] wird auflerdem gezeigt, dass die Abbildung

¢ : H*(OD) — H?, f— F = if(k)zk
k=0

ein wohldefinierter isometrischer Isomorphismus ist. Fiir f € A ldsst sich der k-te Tay-
lorkoeffizient aj von f nach Satz 1.16 in [9] darstellen als

1 1

C 27 Sy

D
— ;ﬂ_/:_ f(eit)efiktdt
= f(k)

Fir £ > 0 und f € A stimmen die Fourierkoeffizienten von f demnach gerade mit den
Taylorkoeffizienten von f im Nullpunkt {iberein. Daher erhélt man

P(@([f1) = [ Ip

fir f € A. Da die Punktauswertungen auf H? stetig sind, sind auch die Abbildungen

(A - llr2gu) = C[f1 = f(2) = Yo o([f])(2)

stetig linear fiir 2 € D. Thre stetig linearen Fortsetzungen auf H3(p) sind gerade die
Abbildungen

HA (1) — C, [f] = 0 ¢([f])(2)-
Damit ist

p:Hi(n) — C% p(f) = o o([f])

und die Rdume
3% (n) = Tm(p) = H?
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6 Fortsetzung der Berezin-Transformierten auf den Rand

stimmen als Hilbertrdume iiberein. Man sieht sehr leicht direkt oder auch als Anwendung
von Satz 11.29 aus [9], dass jeder Punkt im Rand von D ein Peakpunkt fiir A ist. Man
erhilt also

9pA = OD.

WEeil alle Elemente des Hardyraumes holomorph sind, liefert Korollar 6.23 dann zusam-
men mit Satz 6.22 eine wohldefinierte, lineare, kontraktive und mit den Involutionen
vertragliche Abbildung

I:T4=C"({Ty;0 € C(D)}) — C(D)

mit
_ I(T)(20), z0 €D
I'(T)(20) = { lim F(T())(z), 2006 )
und

I(Ty)(20) = lim T(Ty)(2) = é(20)

2—20;2€D
fiir alle ¢ € C(D) und 29 € dD. Nach Satz 6.22 ist die Abbildung
T4 — C(0D),T +— T(T) |op
ein C*-Homomorphismus. Damit sind alle Behauptungen gezeigt. O

Zum Abschluss mochten wir die Berezin-Transformierte eines Toeplitzoperators T mit
¢ € C(D) iiber dem Hardyraum H? noch etwas genauer charakterisieren.

Satz 6.25. Sei Q =D und H? der Hardyraum wie in 6.24. Dann gilt fir f € C(D) und
zeD

I'(Ty)(2) = Pl¢ |ap](2),

wobei P[f |op](z) das Poisson-Integral von f |gp im Punkt z bezeichnet.

Beweis. Es gilt nach Lemma 3.9

VZZC_>H2,OZ,_>MQ
[ K (-, 2)]
und
K(-2)
V;;* :HQ _>(C7f'_> <f77,>
K 2)l
Identifiziert man wie bisher
L(C) =C,
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6.3 Anwendungen

so erhilt man

L(Ty)(z) = VI TV.(1)
. K(-,2) K(-,z)
= (Ty 1K) K z)||>9{3\(“)
K-,z K(-,z
= (PPHE,(M)Mf HKE7 Z;H ’ ||KE’ Z;H >:}c§‘(u)
1
= %G <PHi(u)pr_1(K(-, ), p UK ) a2

1
= Ko7 <fp_1(K('7 z))7p—1(K'(.7 Z)))LQ(p,)

_ 1 LR ( )2
- s LA P
=(1—|z]? w L 2dm(w
== 1=P) [ ) = Pdm()

1 , 1
=Py [ e = Pa)

fiir alle z € D. Schreibt man z = 7e? mit 0 < 7 < 1 und @ € R, so folgt weiter

1 ; 1—r?
L{Tp)(=) = o /[_mﬁ] S(e) 1 — 2Re(rel(t=0)) 4 r2 aA(t)

R O N b Y
27 Jiep] . 2rcos(t — 0) + r2
1 it
= — "MYP.(0 — t)d\(t
5w | AP0 nax
= P[f](re”) = P[f](2),
wobei )
1—r
B0 -t) = 1 —2rcos(t — 0) + 12
der Poissonkern aus 2.11 ist. O

Da die Funktion
Plf |op] : D — C

harmonisch ist fir f € C(D), 16st in der Situation des letzten Satzes die Berezin-
Transformierte von Ty das Dirichlet-Problem iiber dem Einheitskreis.
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