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Einleitung

Fiir komplexe Zahlen A und a hat das Anfangswertproblem
u' = du, u(0) =a

in der Menge der stetigen, komplexwertigen Funktionen iiber [0, +00) bekanntlich die eindeutige
Losung f : [0,4+00) = C mit
f(t) = e, teR

In der mathematische Physik st6fit man auf ganz dhnlich geartete Probleme. Die Wirmelei-
tungsgleichung etwa beschreibt den zeitlichen Verlauf der Wérmeverteilung in einem homoge-
nen, nach auflen hin isolierten Materials. Nehmen wir das Material kugelférmig mit Radius 1 an,
so laBt sich die Warmeleitungsgleichung wie folgt beschreiben: Die Temperturverteilung zu ei-
nem beliebigen Zeitpunkt ¢ wird gegen durch eine stetige Funktion auf K = {z € R? : ||z|| < 1};
den zeitlichen Verlauf der Verteilung driickt dann eine Funktion w : [0,+00) — C(K) mit
u(0) = f aus, wobei f € C(K) fir die Temperaturverteilung zum Zeitpunkt ¢ = 0 steht. Die
Wairmeleitungsgleichung schreibt sich dann

U= _EAUﬂ U(O) :f7
C

wobei 4 fiir die Ableitung von u nach der Zeit, A = 3‘9—; + 88—;2 + 8‘9—; fiir den Laplace-Operator
und ¢ > 0 fiir eine vom Material abhingige Konstante steht. Man sieht leicht, dafl man es hier
mit einem Anfangswertproblem in einem verallgemeinerten Sinn zu tun hat. Dies fithrt zu dem
abstrakten Cauchy-Problem .

Gegeben sei ein Banachraum X, ein Element z € X und ein unbeschrinkter Operator A
auf X mit Definitinsbereich ©(A). Gesucht ist eine differenzierbare Funktion « : [0, +00) = X
mit

= Au, u(0) = z. (1)

Die Losung des abstrakten Cauchy-Problems fiihrt in kanonischer Weise auf (stark-stetige)
Operatorhalbgruppen, die formal ganz dhnliche Eigenschaften besitzen wie die Exponential-
funktion als Losung des eigangs gestellten Anfangswertproblems. Ist 7 : [0, +00) — L(X) eine
solche Operatorhalbgruppe, so ist definitionsgemifl 7(0) = idx und 7 (s +¢) = T(s)7T (¢) fiir
alle s,¢ > 0. Stark-stetig nennt man die Halbgruppe, wenn zudem [0, +o0) — X, t — T (t)z
stetig ist fiir alle z € X. Im giinstigsten Fall, also wenn A hinreichend , gutartig® ist, 148t sich
ein Losung von (1) schreiben in der Form

u(t) =T (t)x, t € [0, +00),
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iv
mit einer stark-stetigen Operatorhalbgruppe 7 : [0, +00) — L(X).

Im Rahmen mathematischer Untersuchungen ist man nun am Verhalten der Losung auf
»lange Sicht“, d.h. fiir £ — oo interessiert. In den letzten zehn Jahren hat eine rege Tétigkeit in
diesem Bereich stattgefunden, die einen ersten Niederschlag in dem kiirzlich erschienen Buch
von J. Neerven ,, The Asymptotic Behaviour of Semigroups of Linear Operators® ([17]) gefunden
hat. Wie der Titel des Buches bereits verriit, liegt der Schwerpunkt auf dem asymptotischen
Verhalten von Operatorhalbgruppen. Diese Arbeit ist ein (bescheidener) Beitrag zu diesen
Entwicklungen.

Fiir eine gleichmifig beschrinkte, stark-stetige Operatorhalbgruppe 7 mit infinitesimalem
Erzeuger A, dessen peripheres Spektrum o(A)N4iR hochstens abzéhlbar ist und fiir den das pe-
riphere Punktspektrum o,(A") NiR des adjungierten Operators A’ von A leer ist, haben Arendt
und Batty in [1] sowie Lyubich und Phong in [20] zeigen kénnen, dafl die Operatorhalbgrup-
pe T in der starken Operatortopologie fiir ¢ — oo gegen Null konvergiert. Phong hat dieses
Ergebnis in [19] verallgemeinert: Ist die Operatorhalbgruppe 7 zwar nicht mehr gleichmiBig
beschriankt, aber 148t sich das Wachtum von ||7(¢)|| fiir ¢ — oo durch eine geeignete (nicht zu
schnell wachsende) Funktion « kontrollieren, so &8t sich unter denselben Voraussetzungen wie
eben zeigen, dafl g fiir ¢t — oo in der starken Operatortopologie gegen Null konvergiert.

Die Beweise all dieser Aussagen beruhen auf der Reduktion der gegeben Operatothalbgrup-
pe zuerst auf isometrische Operatorhalbgruppen und dann auf isometrische Operatorgruppen.
Die Anwendung von Spektraltheorie fiir gleichméfig beschriankte, stark-stetige Operatorhalb-
gruppen fiihrt dann zu den Ergebnissen. In der verallgemeinerten Version von Phong werden
im wesentlichen dieselben Ideen aufgegriffen und das vorhandene Gewicht o eingearbeitet.

Wir werden in dieser Arbeit einen neuen Beweis der obigen Sachverhalte bringen, die auf
eine Ideen von Eschmeier zuriickgehen ([10]). Kurz gesagt beruht diese Idee darauf, einen
Intertwining-Operator aus verallgemeinerten Limiten zu konstruieren, der den infinitesimalen
Erzeuger der zu betrachtenden stark-stetigen Operatorhalbgruppe mit einem Multiplikations-
operator auf einer Beuerling-Algebra stetiger Funktionen vertauscht. Aus Eigenschaften die-
ses Multiplikationsoperators lassen sich dann Riickschliisse auf die Operatorhalbgruppe selber
ziehen. Es ist uns dabei gelungen, das obige Resultat in einem noch zu klérenden Sinn zu

verallgemeinern.

Wir haben unsere Untersuchungen in 4 Kapitel unterteilt, deren Inhalt wir an dieser Stelle
in Kurzform wiedergeben wollen.

In Kapitel I fithren wir Beuerling-Algebren ein, die die Grundlage dieser Arbeit bilden, und
ohne die eine moéglichst geschlossene Darstellung unserer Ergebnisse nicht zu bewerkstelligen
ist.

In Kapitel 1I setzen wir uns mit den diskreten Versionen der oben zitieren Resultate aus-
einander. Wir gewinnen letztere zuriick, es gelingt uns aber auch, sie etwas zu verbessern.

In Kapitel III definieren wir stark-stetige Operatorhalbgruppen und beweisen einige ihrer
Eigenschaften. Wir gehen dabei gerade so weit, wie es fiir den weiteren Verlauf notwendig ist.
AuBlerdem untersuchen wir wichtige Beispiele, die im néchsten Kapitel von Bedeutung sein
werden.



Kapitel IV beschiftigt sich schliefllich mit den weiter oben angesprochen Sitzen von Arendt
und Batty sowie Lyubich und Phong. Wir werden zeigen, wie diese vermittels Intertwining-
Operatoren gewonnen werden kénnen, und wie man die Ergebnisse sogar noch verbessern kann.

Eine ausfiihrlichere Inhaltsangabe der einzelnen Kapitel findet man zu Beginn derselben.

Zum Abschluf} dieser Einleitung méochte ich die Gelegenheit wahrnehmen und all denjenigen
danken, die tatkriftig mein Studium unterstiitzt und zu einem gliicklichen Ende gefiihrt haben.

Als erstes mochte ich Herrn Prof. Dr. Jorg Eschmeier danken, der mich zu dieser Arbeit
angeregt und wihrend der Arbeit betreut hat. Herr Eschmeier stand mir stets mit Rat und
Tat zur Seite, wann auch immer ich vollig unangemeldet in seinem Biiro auftauchte.

Herr Priv.-Doz. Dr. Martin Mathieu und Herr Prof. Dr. Ernst Albrecht habe ich die sehr
positive Erfahrung zu verdanken, im Rahmen des ERASMUS-Programmes ein Jahr in Paris
studiert zu haben. Hierfiir ein herzliches Dankeschoén.

Ich méchte die seltene Gelegenheit wahrnehmen und an dieser Stelle meinen Eltern Anneliese
und Georges Réolon danken, die mir das Studium der Mathematik erst ermoglicht haben, und
ohne deren finanzielle Unterstiitzung das Studienjahr in Paris nicht mdoglich gewesen wére. Mit
dieser Arbeit hoffe ich ihnen einen Teil ihrer Investitionen zuriickgeben zu kénnen.

Meinem Freund und Komilitonen Torsten Becker danke ich fiir die Durchsicht von Teilen
dieser Arbeit.
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Kapitel I
Beurling-Algebren

Zum Inhalt dieses Kapitels

Wir stellen in diesem Kapitel ein fiir diese Arbeit entscheidendes Hilfsmittel zur Verfiigung. Es
handelt sich dabei um eine Klasse von Funktionenrdumen, die auf A. Beurling und seine im
Jahre 1939 erschienene Arbeit ,,Sur les intégrales de Fourier absolument convergentes et leur
application a une transformation fonctionelle“ zuriickgeht. Im §1 wollen wir diese Klasse von
Funktionenridumen einfithren; sie werden als Beurling-Algebren bezeichnet.

In §4 wird sich herausstellen, dafl gewisse Beurling-Algebren (im Sinne den Banachalgebren-
Theorie) regulir sind. Wir geben deshalb in §2 einen kurzen Abrifi der Theorie regulirer Ba-
nachalgebren, auf die wir uns dann beziehen kénnen. Die Gelfand-Theorie spielt in diesem
Zusammenhang eine wichtige Rolle. Im §3 berechnen wir deshalb die Gelfandtransformation
fiir ausgewéhlte Beurling-Algebren. Die fiir den weiteren Verlauf diese Arbeit relevanten Aus-
sagen formulieren und beweisen wir in §5.

§1 Einfithrung der Beurling-Algebren ......... ... ... i, 1
§2 Regulédre Banachalgebren ........ ... . i i 13
83 Gelfandtransformation fiir Beurling-Algebren ............... ... ... .... 18
84 Regularitéit gewisser Beurling-Algebren ........... ... ... .o i 28
85 Higenschaften regulirer Beurling-Algebren .............. ... ... ..., 36

§1
Einfithrung der Beurling-Algebren

A. Defintion

Ein Mafiraum ist ein geordnetes Tripel (X,0, ), in dem X fiir eine beliebige Menge, (0 fiir
eine g-Algebra auf X und p fiir ein positives Mafl auf (I steht. Die Elemente von (I nennt man
meflbare Mengen von X. Eine Funktion f : X — C heifit mefibar, wenn das Urbild jeder offenen
Menge in C mefibar in X ist. Auf den in dieser Arbeit benutzen Mengen X wird eine o-Algebra
(I stets angegeben und dann fixiert sein; wir erlauben uns deshalb, einen Mafiraum kiirzer in
der Form (X, p1) zu schreiben.



2 Kapitel I. Beurling-Algebren

Auf einem Mafiraum (X, ) kann man Integrationstheorie betreiben. Eine mefibare Funktion
f+ X — C heifit p-integriebar, wenn [, |f|dy < +oo ist. Versicht man den Vektorraum!
£4(%, 1) der komplexwertigen, p-integrierbaren Funktionen auf X mit der Halbnorm

i) o R, fH/Ifldu,
X

und geht man dann zum Quotienten £!(X,u)/ker p iiber, so gelangt man zum Vektorraum
LY(%,p), auf dem eine Norm || - ||, definiert ist durch ||[f]l|l1,, = p(f) ([f] bezeichnet die
Restklasse von f € £4(X, ) in LY(X, 1)). Wie in der Literatur iiblich, fassen wir die Elemente
von L'(%, ;1) als Funktionen auf und schreiben

LY%, 1) = {f : X = C meBbar : [, |f]du < o0},
HfHLIL = fx ‘f‘ dp, f€ Ll(%nu')a

wohlwissend, daf§ f = g fiir f,¢g € L' (X, ) genau dann gilt, wenn p(f — g) = 0 ist. Wir nennen
eine Funktion f € L'(X, ) stetig, wenn es in der Restklasse von f eine (im iiblich Sinne) stetige
Funktion gibt?.

Auf dhnliche Weise ist L>°(X, ) definiert: Fiir mefibares f : X — C setzt man p(f) :=
sup{K € R : p(|f] > K) > 0} und definiert

£2°(%,pu) :=={f : X - C meBbar : poo(f) < +o0}.
Man erhélt L*°(X, ) als Quotienten £°°(X, u)/ ker po und schreibt

L®(X,pu) ={f: X = C mefibar : sup{ K € R: u(|f| > K) > 0} < +o0},
[£lloo,e = sup{K € R: (|| = K) > 0}, f e L=(x,p),

mit f = g genau dann, wenn p.(f — g) = 0 ist.

1.1 Ein wohlbekanntes Ergebnis der Integrationstheorie (Rudin[23], Theorem 3.11) garantiert,
da (LY (X,p), || - [l1,u0) bzw. (L®(X, 1), || - loou) fir jedes positive Mafl p (auf einer auf X

definierten o-Algebra) ein Banachraum ist.

Im Hinblick auf unsere spiteren Untersuchungen sind die Réume L'(Z,¢) und L'(R, \) von
besonderem Interesse. Die jeweiligen o-Algebren auf Z und auf R seien die Borel-o-Algebren,
die von den natiirlichen Topologien auf Z und auf R herrithren, 0(Z) := B(Z), A(R) := B(R).
Auf Z ist dies die diskrete Topologie und auf R die euklidsche. Die Symbole ¢ und A stehen fiir
das ZihlmaB auf B(Z) und das Lebesgue-Maf$ auf B(R). Fir L'(Z,¢) und L'(R, \) werden
wir kiirzer £1(Z) und L!(R) schreiben. Genauer gesagt sind uns die Riiume ¢!(Z) und L!(R) in
einem gewissen Sinne ,,zu grofi“. Unser Ziel ist es deshalb, zu geeigneten, linearen Teilrdumen
iiberzugehen, die unseren Bediirfnissen besser angepaft sind. Dazu fithren wir unsere Untersu-
chungen zunéchst noch in einem moglichst allgemeinen Rahmen fort.

'Die Vektorrsume und Algebren dieser Arbeit sind meist iiber dem Skalarkorper C definiert; wir prizisieren
den Skalarkorper deshalb nur dann, wenn eine Abweichung hiervon dies notwendig macht.
*Wenn diese existiert, ist sie eindeutig bestimmt.
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Eine Moglichkeit, zu linearen Teilriumen von L!(X, 1) zu gelangen, besteht darin, sich eine
mefbare Funktion w : X — [1,400) vorzugeben, und dann die Menge

elx, ) = {f : X — C meBbar :/x\f\wdu < +oo}

zu betrachten. Die Abbildung p, : £L (X%, pu) = R, f fx | f|lwdp, definiert eine Halbnorm
auf £} (%, ). Durch Ubergang zum Quotienten £1 (X, )/ ker p,, erhiilt man den normierten
Vektorraum L. (X, 1). Wieder fassen wir die Elemente von Ll (X, 1) als Funktionen auf und
schreiben

Ly(%,p1) :=={f: X = C meBbar : [;|f|lwdy < +oo},
Hf Lw = fx |f|w d:u’7 f S Lzlu(%nu’%

mit f = g genau dann, wenn p,,(f —g) = 0 ist. Wir sprechen wieder von einer stetigen Funktion
f € L. (R), wenn in der Restklasse von f eine (im iiblichen Sinne) stetige Funktion existiert.

Fiir Funktionen f € £1 (X, ) ergibt sich wegen

J 1< [ 1rtwdn <+

sofort £1 (X, ) C £1(X, u). Diese Inklusion iibertriigt sich auch auf die Quotientenriume, denn
fiir jedes f € LL (%, u) stimmen die Aquivalenzklassen von f in €1 (%, ) und £'(%, u) iiberein.
Wir haben also

Lyy(X, 1) € LH(X, p). (2)

Wir erinnern, daf§ eine mefibare Funktion A : X — [0,400) auf einem Mafiraum (X, u) ein
(positives?) MaB v : A(X) — [0, +o0) definiert vermoge

v(E) = / xehdy, E e (%),
X
wobei xg : X — R die charakteristische Funktion von F ist (Bauer[2], Satz 17.1). Dieses Maf

v wird mit hu bezeichnet. Es gilt dann die in [2] als Satz 17.3 zu findende Aussage:

1.2 Ist v := hp fiir mefbares h : X — [0, 4+00), und ist f : X — R eine mefbare Funktion, so
ist f genau dann v-integrierbar, wenn fh p-integrierbar ist. Es gilt

/xfdu:/xfhdu. (3)

In Anbetracht von 1.2 ist fiir v = wp also LL (X, ) = LY(X,v), und wir kénnen mit Hilfe
von 1.1 die nachfolgende Proposition aussprechen:

3Wir betrachten nur positive Mafie. Insbesondere ist p positiv.
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1.3 Proposition: Ist (X,u) ein Mafraum und ist w : X — [1,+00) eine mefbare Funktion,
dann ist

Ll(%,p) = {f : X — C mefSbar : / |flwdu < +oo}
X

mit der Norm

1w = /x flode,  feLL@& ),

und der Identifikation zweier Elemente f,g € LL(X,u) wenn ||f — glliw = 0 ist, ein Ba-
nachraum.

Anmerkung: Proposition 1.3 bleibt richtig, wenn man statt w > 1 einfach w > 0 fordert. Da
wir aber im weiteren Verlauf an der Beziehung (2) interessiert sind, wollen wir uns in der hier
angegebenen Form auf die Proposition beziehen.

Da fir v = wp mit mefbarem w : X — [1,400) die p-Nullmengen mit den v-Nullmengen
genau iibereinstimmen, gilt

L®(%, 1) = L®(X, v). (4)

B. Dualrdume

Es erweist sich oftmals als niitzlich, die Dualrdume gegebener Banachriume genauer zu kennen.
Damit auch wir von diesem Vorteil profitieren kénnen, wollen wir deshalb die Dualrdume der
in Proposition 1.3 definierten Banachriume explizit angeben. Hierzu bedienen wir uns des
nachfolgenden Resultates.

1.4 Ist (X,v) ein Maffraum mit o-endlichem Mafl v und ist ® ein beschrinktes lineares Funk-

tional auf L'(X,v), so existiert ein eindeutig bestimmtes g € L™ (X,v) mit
#(1) = [ foav

fiir alle f € LY(X,v); es gilt: ||®|| = ||gllco, (Rudin[23], Theorem 6.16).

Ist das Ma8l v = wp aus Proposition 1.3 also o-endlich, so erhilt man wegen L1 (X, u) =
L' (%,v) sofort
(Lo (X, ) = L(X, v),

wobei das Gleichheitszeichen im Sinne einer isometrischen Isomorphie von Banachriumen zu
verstehen ist. Unsere Bemiihungen werden sich also an der o-Endlichkeit von v ausrichten.

Ein angemessener Rahmen, in dem wir dies erreichen kénnen und dem auch unsere speziellen
Situationen ¢!(Z) und L*(R) unterliegen, wird gegeben durch die Annahme, da8 X ein lokal-
kompakter Hausdorflraum mit abzéhlbarer Basis und dafl p ein reguléres Borel-Maf} auf X ist.
Nehmen wir fiir w : X — [1, +00) neben seiner Mefibarkeit auch noch lokale Endlichkeit an, d.h.
ist w auf kompakten Teilmengen von X beschriinkt, so lit sich der Dualraum eines L. (X, u)



§1. FEinfithrung der Beurling-Algebren 5

genau angeben. Dies werden wir in Proposition 1.8 tun. Doch zuvor zitieren wir aus Cohn[4]
die Propositionen 7.2.3 und 7.2.5.

1.5 Ist X ein lokal-kompakter Hausdorffraum mit abzdhlbarer Basis und ist p ein Borel-Mafs
auf X, welches endlich auf den kompakten Teilmengen von X ist, so ist p reguldr.

1.6 Ist X ein lokal-kompakter Hausdorffraum mit abzdhlbarer Basis, so ist jedes reguldre Borel-
Maf auf X bereits o-endlich.

Diese beiden Aussagen bilden den Kern des nachfolgenden Lemmas.

1.7 Lemma: Sei X ein lokal-kompakter Hausdorffraum mit abzdhlbarer Basis und sei p ein
requldres Borel-Maf$ auf X. Sei v := wp mit meffbarem, lokal-endlichem w > 1 auf X. Dann
sind p und v o-endlich und v ist auflerdem reguldr.

> Beweis : Aufgrund von 1.6 ist y o-endlich. Da auflerdem w lokal-endlich ist, existiert zu
jeder kompakten Menge K eine Konstante Cx mit |w| < Cx auf K. Wir erhalten:

o(K) = /x xrwdp < Cp(K) < +0,

was die Endlichkeit von v auf kompakten Teilmengen von X bedeutet. Aussage 1.5 impliziert,
dafl v regulir ist. Die Regularitit von v zusammen mit 1.6 liefert schliellich die o-Endlichkeit
von v. <

Unter den Voraussetzungen von Proposition 1.3 definieren wir nun den Raum L{° (X, u). Es
ist zunéchst wieder

L (X, 1) = {f : X = C mefibar : g € SOO(%,N)}

mit poo,w(f) = poo(g) fir f € £(X, ) ein halbnormierter Vektorraum. L{°(X, p) ist dann
definiert als der Quotient £ (X, u)/ ker poo . Zwei Elemente f,g € £5°(X, 1) gehoren genau
dann zur selben Aquivalenzklasse, wenn % = £ im L*°(X,p)-Sinne gilt. Die Elemente von
£2°(%, u) schreiben und behandeln wir wieder als Funktionen, und notieren deshalb — wenn

auch nicht ganz korrekt —

f

LY (%, p) = {f : X = C mefibar : € Sm(f{,u)}.

Die Norm auf L3 (X, 1) ist gegeben durch

f

Iflen = |2 )

Hoo,u

fir alle f € L (X, ), wobei f = ¢ in Ly (X, 1) genau dann gilt, wenn p, 4, (f — g) = 0 ist.

1.8 Proposition: Sei X ein lokal-kompakter Hausdorffraum mit abzdhlbarer Basis und re-
gulirem Borel-Maf§ pi. Sei w : X — [1,400) eine mefbare, lokal-endliche Funktion. Dann
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existiert zu jeder stetigen Linearform ® auf L (X, ) ein eindeutig bestimmtes g € L°(X, 1)

=/xfgdu

11 = llgloo,uw-

Umgekehrt induziert jedes g € L{O(X,u) auf diese Weise eine stetige Linearform auf
Ly, (%, p).-

In diesem Sinne sind (L. (X, 1))" und L (X, i) isometrisch isomorphe Banachrdume.

mat

fiir alle f € L (X, ) und

> Beweis : Es ist klar, dal (L3 (X, ), - |loo,w) €in normierter Vektorraum ist. Fiir eine
Cauchy-Folge (fp)nen C Lo (X, i) ist wegen (5) (%)REN eine Cauchy-Folge in L*(X, ) und
konvergiert deshalb gegen ein h € L (X, 1) (Aussage 1.1). Offenbar konvergiert dann (fy,)nen
gegen hw in LYY (X, u), und LY (X, 1) ist vollstiandig.

Ist ® eine stetige Linearform auf L. (X, ), so ist, wenn wir v := wpu setzen, ® insbesondere
eine Linearform auf L'(X,v). Wir befinden uns in der Situation von Lemma 1.7; die beiden
Mafle p# und v sind o-endlich. Dies garantiert uns die Existenz eines eindeutig bestimmten

h € L*(X,v) mit
= / fhdv
X

fiir alle f € LY(X,v) und ||®|| = ||h/|oo,, (Aussage 1.4). Wegen (3) haben wir

/xfhdu:/xfhwdu.

Setzen wir also g := hw, so ist g € L (X, u) wegen L*®°(X, u) = L (X,v) (siche (4)), und wir
haben

= /xfgdu (6)

fiir alle f € LY(X,v) = LL (X, p).

Umgekehrt definiert jedes g € L°(X, i) vermdge (6) eine stetige Linearform auf L. (X, u). Fiir
alle f € LL (X, p) gilt némlich

|25
/fgdu /f wdp = /f dv,

und 1.4 ist £ (in L®(X,v) = L*°(X, 1)) insbesondere eindeutig bestimmt. Man erhalt

g
<|Z. 1w
W lloo,u

Wegen

g
1ol = 2] = lgllo-
W lloo,n
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C. Approximation durch stetige Funktionen

Fiir einen lokal-kompakten Hausdorffraum X mit abzdhlbarer Basis, auf dem ein regulires
Borel-Maf} 1 und eine mefibare, lokal-endliche Funktion w : X — [1,4+00) gegeben sind, stellt
sich die Frage, ob die stetigen Funktionen mit kompaktem Triger dicht in L (X, 1) liegen. Dem
ist tatsdchlich so, wie man in Rudin[23], Theorem 3.14, nachlesen kann:

1.9 Ist v ein reguldres Borel-Maf$ auf dem lokal-kompakten Hausdor{fraum X, so liegt C.(%),
die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager in X, dicht in L'(X,v).

Unter den obigen Voraussetzungen haben wir bereits gesehen, dafl v = wpy regulér ist (Lem-
ma 1.7). Wir haben also

1.10 Proposition: Ist X ein lokal-kompakter Hausdorffraum mit abzdhlbarer Basis, ist i ein
reguldres Borel-Maf$ auf X und ist w : X — [1,400) mefbar und lokal-endlich, so liegt C.(%)
dicht in LL (X, p).

Anmerkung: Fordert man die Stetigkeit von w, so kann man auf die Voraussetzung der Abzihl-
barkeit der Basis in Proposition 1.10 verzichten.

D. Faltung

Bekanntlich sind ¢}(Z) und L'(R) nicht nur Banachriume, sondern vermége der Faltungen
7,1 0N (Z) x L1 (Z) — £1(Z),

ax*zb= Za.,kbk, a,b € (1(Z),
keZ

und *g : LY(R) x LY(R) — L'(R),

Freg= o= [ Jl-ng@ @, foell®

sogar kommutative Banachalgebren. Die Griinde hierfiir liegen neben den topologischen Eigen-
schaften von Z und R in der Gruppenstruktur dieser Raume.

Sei & eine lokal-kompakte, abelsche Gruppe mit Gruppenoperation (z,y) — z + y. (Fir
abelsche Gruppen schreiben wir die Gruppenoperation immer additiv.) Dann existiert auf der
Borel-o-Algebra von & ein von Null verschiedenes, positives, reguldres, bis auf Multiplikation
mit einem konstanten Faktor eindeutig bestimmtes Mafl m, das sogenannte Haar-Mafl von
&, welches die Eigenschaft hat, translations-invariant im Sinne von m(z + E) = m(E) fir
alle F € B(®) zu sein. (Man vergleiche hierzu die Ausfithrungen in Cohn[4], Chapter 9; = +
E :={z+y:y € E}). Mit Hilfe dieses Mafles kann man die Faltung zweier m-integrierbarer
Funktionen f, g : & — C definieren:

xg 1 LH(B,m)x LY (B,m) — LY(&,m),
(f0) (f*@g:m / f(w—y)g(y)dm(y)>-
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Um die Bezeichnung xg der Faltung zu entlasten, wollen wir im folgenden den Index & weglas-
sen; Mehrdeutigkeiten werden nicht auftreten. Die Faltung definiert auf L'(&,m) eine kommu-
tative Multiplikation, die dariiberhinaus stetig ist mit || f * g|li;m < ||fllimllgll1,m (Rudin[22],

Seite 4). Mit ihr wird L!(®,m) zur kommutativen Banachalgebra.

Wir haben weiter oben gesehen, dafl wir fiir geeignetes w : & — R die Beziehung L. (&,m) C
L'(®,m) haben. Damit besteht die Moglichkeit, die Faltung * von L'(®,m) auf L} (&,m) ein-
zuschrinken. Die Frage, die wir uns stellen, lautet: Welche Eigenschaften mufl w zusétzlich
erfiillen, damit das Faltungsprodukt zweier Funktionen aus L} (&, m) wieder in L. (&, m) lan-
det und auflerdem stetig ist. Dariiber gibt die nachfolgende Proposition Aufschluf.

1.11 Proposition: Sei & eine lokal-kompakte, abelsche Gruppe und m das Haar-Maf$ auf &.
Seiw : & — [1,+00) mefbar und w(z+y) < w(z)w(y) fir ale z,y € &. Dann ist L (&, m)
mit der von L'(®,m) geerbten Faltung eine kommutative Banachalgebra.

> Beweis : Wir haben bereits gesehen, da Ll (&, m) ein Banachraum ist mit L. (&, m) C
L' (®,m) (Proposition 1.3). Wir miissen zeigen, dal f x g € L. (&, m) fiir alle f,g € L. (68, m)
und daB ||f x g

Lw < | flliwllglli,w ist. Wir beginnen mit letzterem:

/@ frglwdm < /@ /@ (& — g w(z) dm(y) dm(z)
< /@ /@ (@ — )9l — y)wly) dm(y) dm(z)
< /@ l9(y) [w(y) /@ (& — (e — y) dm(z) dm(y)

= llgllswll fll1w,

wobei fiir die letzten beiden Umformungen der Satz von Fubini* und die Translationsinvarianz
von m benutzt wurden. Damit haben wir tatsichlich ||f * g||1w < || fll1,0/lg]|1,w, was insbeson-
dere f x g € L. (®,m) bedeutet.

L} (&,m) ist kommutativ, da die Faltung auf L'(&,m) bereits kommutativ ist. <

Bevor wir uns zum Abschluff dieses Paragraphen den Spezialféillen £}(Z) und Ly, (R) zuwen-
den, beweisen wir zwei Aussagen, die uns im §3 und §12 dienlich sein werden. Zuvor sei fiir alle

y € & die Abbildung 7, erklirt durch
Ty Ly (®,m) — LL(&,m)
foe (yfize flz—y).

Die Wohldefiniertheit dieser Abbildung ist Teil der nachfolgenden Proposition.

1.12 Proposition: Sei & cine lokal-kompakte, abelsche Gruppe mit abzdhlbarer Basis und m
das Haar-Maf auf &. Sei w : & — [1,+00) mefbar und w(x +y) < w(z)w(y) fir alle
z,y € &. Sei aufferdem w lokal-endlich. Dann gilt:

(a) Fir alle y € & ist die Abbildung 1y linear und stetig mit ||7,|| < w(y).

“in einer Version fiir lokal-kompakte Hausdorffriume (Cohn[4], Proposition 7.6.5)
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(b) Fir alle f € LL(&,m) ist die Abbildung y — 7, f von & nach LL(&,m) stetig.

> Beweis : Wir beginnen mit (a): Sei y € &. Fiir f € L. (&, m) haben wir:

/@ iry flwdm = /@ (@ - y)lw(z) dm(z)

w(y Hlew

Damit ist ||y f|l1,w < w(y)||f|l1,w und 7y, wohldefiniert. Die Linearitit von 7, ist klar; es gilt
Iyl < wly).

Wir kommen zu (b): Aufgrund von Proposition 1.10 liegt die Menge C.(&) dicht in LL (&, m).
Wir beweisen die Aussage deshalb zunichst fiir Funktionen g € C.(®) und nutzen dann die
Dichtheit aus, um die Aussage auch fiir alle anderen f € Ll (&, m) zu haben.

Sei dazu yo € B, ¢ > 0 und g € C.(B). Dann ist fiir alle y € &

(Ty-509 = Dllw < wY0) 75409 — 9ll1,0-

HTyg -

Wir wéhlen eine kompakte Nullumgebung V' in &. Setzen wir supp(g) := {z € & : g(z) # 0}
(AbschluB in &) und K :=supp(g) +V :={z +y: z € supp(g),y € V}, so gilt fir y € V:

I7yg = 9lliw = /@ |7yg — glwdm
= / lg(z — y) — g(z)|w(z) dm(x)
&
= / lg(z —y) — g(z)|w(z) dm(z).
K

Da w nach Voraussetzung lokal-endlich ist, existiert in Abhingigkeit der kompakten Menge
K C X eine Konstante C' > 0 mit w(z) < C fiir alle z € K. Dies fiihrt auf

179 = glliw < Cm(K) sup |g(z — y) — g(z)|.
rzeK

Da g gleichméaBig stetig ist als stetige Funktion mit kompaktem Tréger, kann man nun ein
3

Umgebung U von 0 finden mit U C V und sup,cx |9(x — y) — g(z)| < Colgo)m(®) fiir alle
y € U. Damit ist

€
Tyd — Glltw < ——~
H Yy H w w(y[))
fir alle y € U. Fir y € yg + U erhalten wir dann
1799 — Tyogll1w <&

Da yo € & beliebig war, folgt die Stetigkeit von y — 7,9 fiir g € C.(®).
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Fiir f € L. (8,m) schreiben wir nun Tyf — Tyof = (Tyf — 799) + (Tyg — Tyo9) + (Tyo9 — Tyo f)
mit g € C¢(®) und erhalten

Lw < (w(y) +wyo)If = 9lliw + 1799 — Tyoy

lLw-

HTyf — Tyof

Fiir eine kompakte Umgebung V' von yq ist nun w wieder beschrinkt, sagen wir durch C' > 0.

Wihlen wir zuerst g € Co(®) mit ||f — gll1,0 < 57

m und dann eine Umgebung U C V/

von yo mit ||7,9 — Tye9ll1,w < § filr y € U, so ist

HTyf — Tyof

17w<6

fiir alle y € U. Da diese Uberlegungen unabhingig sind von 3y € &, ist damit die Stetigkeit
der Abbildung y — 7, f nachgewiesen. <

Anmerkung: Proposition 1.12 enthélt den Spezialfall w = 1 auf &; fiir diesen kann man die
Aussage in Rudin|[22], Seite 3, finden. Der hier gefithrte Beweis entspricht wesentlich dem dort
niedergeschriebenen.

E. Approximative Einsen

Bevor wir eine Proposition iiber approximative Einsen formulieren, definieren wir:

1.13 Definition: Ist & eine lokal-kompakte Gruppe und w: & — R eine Abbildung mit

(i) w mefbar,
(ii) w lokal-endlich,
(iii) w(z) > 1 fir alle x € &,
() w(z+y) <w(z)w(y) fir ale z,y € G,

so nennen nennen wir w ein Gewicht auf &.

1.14 Definition: Sei & eine lokal-kompakte Gruppe mit abzdhlbarer Basis, m das Haar-Mafl
auf & und w : & — R ein Gewicht auf &. Dann nennen wir die Banachalgebra L. (&, m)
eine Beurling-Algebra.

Man findet diese Definition der Beurling-Algebren — neben zusétzlichen Eigenschaften —
z.B. in Reiter[21], Chapter 3, §7, allerdings unter Verzicht auf die Abzihlbarkeit der Basis
der Topologie der Gruppe &. Wir haben die Abzihlbarkeit explizit gefordert, damit wir die
o-Endlichkeit des Haar-Mafles m erzwingen koénnen (Aussage 1.6), und damit wir in der Lage
sind, die Dualriiume der L. (®,m) anzugeben.

1.15 Definition: Sei L. (&,m) eine Beurling-Algebra im Sinne der Definition 1.14. Eine
Folge (up)nen in LL(®,m) heifit eine approximative Eins fiir L. (&, m), wenn folgende
Bedingungen erfillt sind:

1) sup [ [un| dm < 400
neN
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2) lim [su,dm =1

n—00

3) fiir jede Umgebung V' von 0 gilt: nlgrgo f@\v |tp|wdm =0

1.16 Proposition: Sei L. (®,m) eine Beurling-Algebra im Sinne der Defintion 1.14, und sei
(un)nen eine approzimative Eins fir L. (&, m). Dann gilt fir alle f € LL (&, u): f*u, — f
fiir n — oo in LL (6, p).

Wir werden an entsprechender Stelle sehen, dafl approximative Einsen in den fiir uns wich-
tigen Féllen existieren.

> Beweis von Proposition 1.16: Sei f € L. (®,m) mit f # 0 (ohne Einschriinkung), und
sei n € N. Dann gilt fiir m-fast alle z € &:

‘(f fun)@) - 1) [

undm‘ =
5]

£ (& — y)un(y) dmy / £ (@)un(y) dm(y)

N
PR
=
8
|

y) = f(@)| |un(y)| dm(y).

Sei g € Ly (&, m). Dann ist
L1 (¢« @) = 10) [ ] dmco

< [1o@)] ( [ 1£=0) - @) uu () ) @)

S/@!un(y)\ (/Q5 lg(@)[ 1 f(z —y) —f(w)\dm($)> dm(y)  (Fubini)

~ [ttt ([ 251500 - ) - s@ o) dmio))

< ||g!|oo,w/®!un(y)! 7y f = fll1w dm(y). (7)

Man beachte, daf die Endlichkeit des letzten Integrals aus Proposition 1.12(a) folgt. Die Ab-
bildung

o 132(8,m)
s o [ (0@ - @) [ wndn) ana)

n fest, ist eine beschrinkte, lineare Abbildung auf L$°(®,m). Aufgrund der isometrischen
Einbettung L. (&, m) — (L°(®,m))" (Werner[24], Satz 111.3.1) haben wir

H‘PIIZHJ"*un—f/@un

lLw

und wegen (7) damit

wam—féun

< / @) 17yF = v dr(y).
w &
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Sei M : sup [ Blu,|dm < +oo gemif Eigenschaft 1) einer approximativen Eins, und sei V'
eine kompakte Umgebung der 0. Dann gilt:

/@ @) 7y F — Fllowdmly) = (/@ " /V ) @17 f = Flluw dmy)

201110 /@\V\un(y)\w(y) dm/(y) +M;1€1‘I;||Tyf — -

IA

Wihlt man V' so, daf der zweite Summand kleiner als § wird (Proposition 1.12(b)) und dann

gemif Eigenschaft 3) einer approximativen Eins ng € N so, da$ fiir n > ng der erste Summand

ebenfalls kleiner als 7 wird, so erhilt man fiir n > no:

Hf*un—f/undm <
(5]

DN ™

1w

Schliefllich kann man geméif Eigenschaft 2) einer approximativen Eins ein n; > ng angeben mit
‘ f® Up, dm — 1‘ < m fiir alle n > n;. Eine einfache Anwendung der Dreiecksungleichung
liefert somit

| f*up — f

<e.

F. Spezialfille

Bis zum Ende dieses Paragraphen wollen wir uns noch mit den fiir diese Arbeit relevanten
Spezialfillen der Definition 1.14 beschéftigen. Dies geschieht in den Nummern 1.17 und 1.18.

1.17 Versieht man Z mit der diskreten Topologie, so ist Z beziiglich der gewhnlichen Addition
eine lokal-kompakte, abelsche Gruppe mit abzihlbarer Basis, auf der alle Abbildungen in einen
weiteren mefbaren Raum mefbar sind. Das (normierte) Haar-Mafl auf Z ist bekanntlich das
Z&hlmaf$l (. Auflerdem sind die kompakten Teilmengen von Z gerade die endlichen; sdmtliche
Abbildungen Z — C sind von daher lokal-endlich. Wir befinden uns somit in einer denkbar
einfachen Situation. Ist p ein Gewicht auf Z, so garantieren Proposition 1.3 und Proposition
1.11, daB

Eé(Z) = {a cCt: Z lan|on < —1—00} c t(z)
nez

mit der Norm [lafl1,, = >,cy [anlon, a € £}, eine kommutative Banachalgebra ist. Aufgrund
von Proposition 1.10 liegen die Folgen mit endlichem Tréger dicht in %(Z). Die stetigen Line-
arformen auf £}(Z) lassen sich schreiben in der Form

a 'i> Z anbn
neZ
mit eindeutig bestimmten b € £3°(Z),

b
00 _ Z . L
éQ(Z)—{bGC : sup{ .nEZ}<+oo}.

On
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Es gilt ||¢]| = [|b]|co,o- Im Sinne von Proposition 1.8 ist (¢5(Z))" = £3°(Z).

1.18 Mit der iiblichen Topologie und der gewthnlichen Addition ist auch R eine lokal-kompakte
Gruppe mit abzihlbarer Basis. Als Haar-Mafl nehmen wir das mit dem Faktor J%? versehene

Lebesgue-Mafl A auf R. Sei w ein Gewicht auf R. Die Propositionen 1.3 und 1.11 beinhalten
die Aussage, dafl

Ll (R) = {f : R — C mefbar : / |f|wd\ < —1—00} c L'(R)
R

mit der Norm || f
chalgebra ist. In ihr liegen — Proposition 1.10 — die stetigen Funktionen mit kompaktem Triger

Lw = \/% Jg |flwdX und der Faltung als Produkt eine kommutative Bana-

dicht. Die stetigen Linearformen auf L} (R) lassen sich schreiben in der Form

f&%/ﬂ{fgdx

mit eindeutig bestimmten g € L3 (R), wobei

L(R) = {g . R — C meBbar : L ¢ LOO(R)} .
w
Man hat ||¢|| = ||g]|co.w- Im Sinn von Proposition 1.8 ist (L. (R)) = L (R).
Die Funktionenfolge (g )nen C C¢(R) mit

0 falls |z| >
gu(x) = & exp (ﬁ) falls |z] <

Sl 3=

und C := fR exp (le—_l) dz liegt wegen Proposition 1.10 in L. (R). Man iiberpriift leicht, daf

sie eine approximative Eins fiir L1 (R) ist.

§2

Regulidre Banachalgebren

A. Allgemeines

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, daf} fiir eine lokal-kompakte Gruppe & mit Haar-
Mafl m und Gewicht w der Raum L} (&, m) eine kommutative Banachalgebra ist. In diesem
Abschnitt wollen wir allgemeine Ergebnisse der Theorie kommutativer Banachalgebren zusam-
menstellen und insbesondere auf die Theorie regulérer Banachalgebren eingehen. Dies wird sich
als besonders niitzlich erweisen, denn wie sich zeigen wird, sind £3(Z) und Ly, (R) fiir gewisse
Gewichte p und w Beispiele solcher Algebren.

Bevor wir uns der Gelfandtransformation und regulidren Banachalgebren zuwenden wollen,
geben wir einen kurzen Abriff der Theorie kommutativer Banachalgebren. Wir beziehen uns
dabei auf Katznelson[15], Chapter VIII.

In der Theorie kommutativer Banachalgebren spielen maximale Ideal eine wichtige Rolle.
Die nachfolgende Aussage 2.1 gibt diesbeziiglich das Wichtigste wieder.
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2.1 In einer kommutativen Banachalgebra A mit 1 sind die mazimalen Ideale abgeschlossen.

Jedes echte Ideal I in A ist in einem mazimalen Ideal enthalten.

Begriindung: Da ein echtes Ideal I in A keine invertierbaren Elemente enthalten kann, gilt fiir
alle z € I: |1 — z|| > 1. Insbesondere ist der Abschlu8 I von I wieder ein echtes Ideal in A
(1 ¢ I). Fiir maximale Ideale M ergibt sich somit M = M. Daf jedes echte Ideal I in einem
maximalen Ideal enthalten ist, ist eine einfache Folgerung aus dem Lemma von Zorn und der
Tatsache, dafl kein echtes, I enthaltendes Ideal in A die 1 enthilt.

Auch die multiplikativen Lineraformen auf A spielen eine wichtige Rolle. Wir fassen sie zur

Menge M 4 zusammen®.

2.2 Die multiplikativen Linearformen einer kommutativen Banachalgebra sind automatisch ste-
tig und durch 1 nach oben beschrankt. Enthdalt die Algebra A eine 1, so besitzt sogar jede mul-
tiplikative Linearform Norm 1.

Begrindung: Wegen 1 = ¢(1) fiir eine kommutative Banachalgebra A mit 1 und ¢ € My
ergibt sich sofort ||¢|| > 1. ||¢|| > 1 kann aber nicht sein, denn fiir z € A mit |¢(z)| > ||z]|
ist g = x — ¢(z)1 wegen Hl + %H = % < 1 invertierbar. Es ist aber auch ¢(zg) = 0,
was wegen 1 = ¢(1) = d(zozy') = ¢(w0)p(xy ') nicht moglich ist. Enthilt die Algebra A
keine 1, so geht man zur Algebra (A, 1) tber, die aus A durch Adjungieren einer 1 hervorgeht,
(A1) := AXxC, [[(z, V)] := ||z|la + A (= € A, XA € C). Ist ¢ eine multiplikative Linearform
auf A, so ist

(@) : (A1) = C (2,A) = w(@)(z,) := ¢(z) + A (8)
eine multiplikative Linearform auf (A, 1), die ¢ fortsetzt. Man hat dann

L= [lm(p)l = sup{lp(z) + Al : [lefla + [Al = 1} = sup{|¢(z)] : [le]la = 1} = [[¢]].

Als giinstig erweist sich auch der Zusammenhang zwischen den multiplikativen Linearformen

und den maximalen Idealen einer kommutativen Banachalgebra mit 1.

2.3 Sei A eine kommutative Banachalgebra mit 1. Dann besteht vermdge ¢ — ker ¢ fiir ¢ € My
ein bijektives Verhdltnis zwischen den multiplikativen Linearformen auf A und der Menge der
mazimalen Ideal in A.

Begrindung: Der Kern einer multiplikativen Linearform ist ein abgeschlossenes Ideal mit Co-
dimension 1 in A, also maximal. Umgekehrt ist fiir ein maximales Ideal M der Quotient A/M
ein Korper, und damit als Divisions-Banachalgebra isomorph zu C (Gelfand-Mazur). Vermége

A — A/M — C gewinnt man daraus eine eindeutig bestimmte, multiplikative Linearform auf
A mit Kern M9,

Aus der letzten Aussage 148t sich eine niitzliche Folgerung ziehen:

>Multiplikative Linearformen sind fiir uns immer nicht-trivial.
%Die multiplikativen Linearformen sind durch ihre Kerne eindeutig bestimmt.
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2.4 Sei A eine kommutative Banachalgebra mit 1. Ein Element © € A ist genau dann inver-
tierbar, wenn fir alle ¢ € M4 gilt: p(x) # 0.

Begrindung: Wir haben bereits in der Begriindung von 2.2 gesehen, dafl die Bedingung not-
wendig ist. Sie ist aber auch hinreichend, denn ist x nicht invertierbar, so definiert 2.4 ein Ideal
in A, welches nach 2.1 und 2.4 in einem maximalen Ideal ker ¢ fiir ein ¢ € M 4 enthalten ist.
Wegen 1 € Aist z =z -1 € A und damit ¢(z) = 0.

Mit diesen Vorbereitungen wenden wir uns nun der Gelfandtransformation und den re-
guliren Banachalgebren zu. Auch hierzu prisentieren wir nur einen kleinen Auszug aus der
Theorie, eben jene Aussagen, die uns im Verlauf dieser Arbeit dienlich sein werden. Wir verwei-
sen fur eine detailiertere Darstellung wieder auf Katznelson[15] und auerdem auf Naimark[16],
§15.

B. Gelfandtransformation und regulire Banachalgebren
Im folgenden bezeichne A" den topologischen Dualraum der Banachalgebra A.

Fiir die Gelfandtransformation einer kommutativen Banachalgebra 4 mit 1 spielen die mul-
tiplikativen Linearformen eine wesentliche Rolle. Dies liegt zum einen an der Tatsache, dafl die
duale Einheitskugel eines Banachraumes schwach*-kompakt ist (Banach-Alaoglu), und zum an-
dern daran, daf die multiplikativen Linearformen einer kommutativen Banachalgebra mit 1 eine
schwach®-abgeschlossene Teilmenge dieser dualen Einheitskugel bilden. Versieht man ndmlich
die Menge M 4 der multiplikativen Linearformen auf A mit der schwach*-Relativtopologie von
A’ und beriicksichtigt man, da§ A" beziiglich der schwach*-Topologie Hausdorffsch ist (Hahn-
Banach), so folgert man sofort, dal M 4 ein kompakter Hausdorffraum ist. Fiir jedes z € A
definiert ¢ — ¢(x) eine stetige Abbildung 7 : M 4 — C (Definition der schwach*-Topologie),
und man erhilt die Gelfandtransformation vermoge

A= C(My), oI,

wobei C(M 4) fir die Menge der stetigen Funktionen auf M 4 steht und 7 fiir ¢ € M 4 definiert
ist durch Z(¢) := ¢(x).

Besitzt die kommutative Banachalgebra A keine 1, so bildet M 4 zwar nach wie vor eine
Teilmenge der dualen Einheitskugel A/, ist aber nicht mehr schwach*-abgeschlossen. Von der
kommutativen Banachalgebra (A, 1) wissen wir aber nach dem bereits Gesagten, dal M4 )
schwach*-kompakt in (A, 1)} ist. Ein Vergleich der multiplikativen Linearformen von A mit
denen von (A, 1) ergibt M4y = m(M4) U{p1}, wobei ¢; die multiplikative Linearform auf
(A, 1) mit ker p; = A x {0} und 7 geméfB (8) definiert ist. Da also M4 = M 41)\{¢1} und
M 4,1y schwach®-kompaks ist, ist M 4 immerhin noch ein lokal-kompakter Hausdorffraum, und
die Gelfandtransformation kann definiert werden durch

TA=C(My), eI,

wobei Cy(M 4) fir die Menge der stetigen Funktionen auf M 4 steht, die im Unendlichen
verschwinden, und 7 fiir ¢ € M 4 definiert ist durch z(¢) := ¢(z).
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Ausgehend von der Gelfandtransformation kann man reguldre Banachalgebren definieren.
Dazu erinnern wir, dafl eine Familie § von Funktionen auf einem topologischen Raum X mit
Werten in C regulir heiffit, wenn zu jeder abgeschlossenen Teilmenge F' C X und jedem Punkt
to € X\ F eine Funktionen f € § existiert mit f(fp) = 1 und f(¢) = 0 fiir alle ¢ € F'. Eine kom-
mutative Banachalgebra A mit 1 heifit reguldr, wenn das Bild von A unter der Gelfandtransfor-
mation, die Funktionenfamilie Acc (M 4), reguliar ist. Entsprechend heifit eine kommutative
Banachalgebra A ohne 1 reguldr, wenn die Banachalgebra (A, 1) regulir ist. Eine Formulie-
rung, die beiden Situationen gerecht wird, ist die folgende: Eine kommutative Banachalgebra
A (mit oder ohne 1) heifit reguldr, wenn zu jedem abgeschlossenen F' C M 4 und jedem Punkt
¢o € M4\F eine Abbildung 7 € A existiert mit Z(¢g) = ¢o(z) = 1 und Z(¢) = ¢(z) = 0 fiir
alle ¢ € F.

Kann man in einer kommutativen Banachalgebra zu jedem ¢y € M 4 und jeder Umgebung
V von ¢ ein = € A angeben mit Z(¢g) = ¢o(z) # 0 und z($) = ¢(z) = 0 fur alle p € M4\V,
so ist die Banachalgebra natiirlich regulédr, und umgekehrt.

Regulire Banachalgebren haben einige bemerkenswerte Eigenschaften, die wir nun anfithren
wollen. Dazu definieren wir zuvor die Hille h(I) eines abgeschlossenen Ideals I in A durch

h(I):={$p € My :ICkerg} =[N,
xel
wobei N(Z) :={¢p € M4 :Z(p) = ¢(z) = 0} ist.
Der Kern k(F') einer abgeschlossen Teilmenge F' von M 4 ist erklirt durch

E(F) = [ ker ¢.

oer

Als Durchschnitt abgeschlossener Ideale (¢ € F stetig!), ist k(F') wieder ein abgeschlossenes
Ideal. Die Quotientenalgebra A/k(F') ist dann mit der Quotientennorm wieder eine kommuta-
tive Banachalgebra.

Sei I ein abgeschlossenes Ideal in A und ¢ € h(I). Dann definiert ¢ : A/T — C, [z] —
qNﬁ([a;]) = ¢(z) ([z] die Restklasse von z € A in A/I) eine wohldefinierte, multiplikative Li-
nearform auf A/I. Ist ndmlich [z] = [y] fur z,y € A, so ist x —y € I C ker¢ und damit
d(z) = ¢(y), d.h. qNﬁ([a;]) = qZ([y]) Daf ¢ linear und multiplikativ ist (und damit stetig), ist
klar. Die Abbildung

ist somit ebenfalls wohldefiniert. Dariiberhinaus ist ~ injektiv: ist ndmlich qNﬁ = zZ fiir ¢, 9 € h(I),
so ¢([z]) = ¢(z) = ¥(x) = ¢([z]) fir alle z € A. Dies aber bedeutet ¢ = 1.
Es stellt sich nun die Frage, ob die Abbildung ™ nicht auch schon surjektiv ist. Eine Antwort

gibt die Proposition 2.5.

2.5 Proposition: Sei A eine Banachalgebra (mit oder ohne 1). Dann ist die Abbildung ™ ein
Homéomorphismus zwischen h(I) und M 41
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> Beweis : Wir haben bereits gezeigt, dafl ™ wohldefiniert und injektiv ist. Zum Nachweis der
Surjektivitit sei ¢ : A/I — C irgendeine multiplikative Linearform auf 4/I. Dann definiert
¢ : A — C, ¢(z) := p([z]), trivialerweise eine multiplikative Linearform auf 4. Offenbar ist
=

Wegen \(}5\;([3;]) - gg([:r])\ = |pa(z) — ¢(z)| fir alle z € A gilt: ¢ = ¢ schwach® in h(I) genau

dann, wenn ¢, — qg schwach™ in M 4,7. Das ist die Bistetigkeit. <

Ist ' C M4 kompakt und I = k(F), so kann man im Falle reguldrer Banachalgebren die
folgende Aussage beweisen:

2.6 Proposition: Sei A eine requldre Banachalgebra (mit oder ohne 1) und F' eine abgeschlos-
sene Teilmenge von M 4. Dann gilt

F = h(k(F)) (9)

und damit

F= M.A/k(F)-

> Beweis : Mit (9) und I = k(F) folgt die Aussage beziiglich der Homéomorphie aus Propo-

sition 2.5. Es geniigt also, (9) zu zeigen.

Fir ¢ € F und z € k(F) ist Z(¢) = ¢(z) = 0. Also ist ¢ € [ N(Z) = h(k(F)), was
zEk(F)

F C h(k(F)) mit sich bringt.

Fir ¢ € h(k(F)) = () N(@) gilt 2(¢) = ¢(x) = 0 fiir alle z € k(F). Wire ¢ ¢ F, so
zek(F)
exsistierte wegen der Abgeschlossenheit von F' und der Regularitit von A ein y € A mit

Y(#) = ¢(y) = 1 und y(¢p) = ¥(y) = 0 fiir alle ¢ € F. Letzteres bedeutete y € k(F) und dies
y(¢) = é(y) = 0, ein Widerspruch zu y(¢) = 1. Die Annahme ¢ ¢ F mufl also falsch sein; in
Wirklichkeit ist ¢ € F'. Damit ist die Inklusion h(k(F')) C F gezeigt. <

Proposition 2.6 verhilft nun zu einem weiteren niitzlichen Resultat:

2.7 Proposition: Ist I ein abgeschlossenes Ideal in der reguldren Banachalgebra A, und ist
F # 0 eine kompakte Teilmenge von M4 mit der Eigenschaft, daff h(I) N F = 0 ist, so
ezistiert x € I mit |y = 1.

> Beweis : Wir starten den Beweis mit der Annahme, daf§ A eine 1 besitzt.

Bezeichnen wir mit [-] die kanonische Quotientenabbildung von A auf Ap := A/k(F), so ist
mit [ Ideal in A auch [I] ein Ideal in Ap.

Wir zeigen, dafl [I] = Ap ist. Angenommen, dem wire nicht so. Dann wére [I] ein echtes Ideal
in Ap und als solches enthalten in einem maximalen Ideal in Ap (Aussage 2.1). Die maximalen
Ideale einer kommuativen Banachalgebra mit 1 sind aber gerade die Kerne der multiplikativen
Linearformen dieser Algebren (Aussage 2.3). Es wire also [I] C ker ¢ fiir ein ¢ € F nach
Proposition 2.6. Dann wiire aber wegen 0 = ([z]) = ¢(x) fiir alle & € I auch I C ker ¢, d.h,
¢ € h(I) im Widerspruch zu h(I) N F = () und ¢ € F. Unsere Annahme [I] C Ap muf} falsch

sein, [/] = Ap damit richtig.
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Da 1 € A, konnen wir [1] € Ap = [I] betrachten und feststellen, dafl es ein z € I mit [1] = [z]
gibt. Diese Gleichheit bedeutet 1 —x € k(F'), d.h. firalle¢p € Fist 0 =¢p(1l —z) =1 — ¢(z) =
1 — Z(¢). Es ist somit tatséchlich z|p = 1.

Besitzt A keine 1, so behelfen wir uns damit, daf§ wir 7 und F nach (A, 1) und M4 trans-
portieren. Man mufl nur wissen, daf fiir ein abgeschlossenes Ideal I in A auch I x {0} ein
abgeschlossenes Ideal in (A, 1) ist, und dafl mit 7 aus (8) und ¢; mit ker p; = A x {0} (vgl.
Seite 15) 7(F') eine kompakte Teilmenge von M4 1y mit @) ¢ 7(F) ist (an dieser Stelle kommt
die Voraussetzung ,, F' kompakt® ins Spiel).

Wir iiberzeugen uns, da8 h(I) N F = () automatisch A(I x {0}) N 7(F) = ) mit sich bringt”.
Angenommen, es existierte ¢ € h(I x {0}) N 7(F). Dann wire ¢ = w(¢) fiir ein ¢ € F und
¥ € h(I x {0}) implizierte I x {0} C ker, d.h. fir alle z € I wire 0 = ¢(x,0) = 7(¢)(z,0) =
é(x) + 0, d.h. I C ker ¢. Man hiitte ¢ € h(I) N F im Widerspruch zu h(I) N F = ().

Nach dem bereits Gesagten wissen wir, daf} ein z € I existiert mit (z,0)|;(») = 1. Wegen

1 = (z,0)(n(¢)) = 7(¢)(,0) = ¢(z) + 0 = Z(P) fiir alle ¢ € F folgt dann T € Cy(M 4) mit
f’F =1. <

§3

Gelfandtransformation fiir Beurling-Algebren

A. Allgemeines

Eine der schonsten Anwendungen der Gelfandtheorie ist das Wiedererkennen der Fouriertrans-
formation als einen Spezialfall der Gelfandtransformation. Im Falle ¢£!(Z) und L' (R) sind die
Fouriertransformationen gegeben durch ~: ¢}(Z) — C(T'), a — @, wobei

ag)=> amt™  ((€T)

meZ

und ~: LY(R) — Co(R), f — f, wobei

Iy 1 —iz
f(z) = \/—2_7TR/f(t)e Lt (z € R).

Es ist bekannt — und dies wird sich in Kiirze nochmals ergeben —, daf} die Mengen M1 ()
und I' sowie Mgy und R zueinander homdomorph sind. Die Fouriertransformationen gehen
somit in kanonischer Weise aus den entsprechenden Gelfandtransformationen hervor.

Fiir Gewichte ¢ auf Z und w auf R stehen auf den Beurling-Algebren £4(Z) und L, (R) zwei
Abbildungen in eine Menge stetiger Funktionen zur Verfiigung:

1. Wegen £,(Z) C £(Z) bzw. Ly,(R) C L*(R) (vgl. 1.17 bzw. 1.18) besteht die Moglichkeit,
die jeweiligen Fouriertransformationen auf £;(Z) bzw. L;,(R) einzuschrinken.

"Die Doppelbezeichnung von h als Hiille von abgeschlossenen Idealen in A und (A, 1) sollte keine Schwierig-
keiten breiten; ebenso die Doppelbezeichnung der Gelfandtransformation fiir A und (A, 1).
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2. Andererseits kann man auf den kommutativen Banachalgebren £;(Z) und Ly, (R) die Gel-
fandtransformation betrachten, d.h. die in §2, Abschnitt B erklidrten Abbildungen

e Eé(Z) — C(Mpyz) und ~LL(R) — C(Mprw))-

Es stellt sich in natiirlicher Weise die Frage (und wird durch die gleiche Bezeichnung der
Abbildungen auch suggeriert), ob die Einschriankungen der Fouriertransformationen in einem
verniinftigen Sinn (d.h. modulo einer Hom&omorphie zu M%(Z) bzw. My (x)) bereits die
Gelfandtransformationen der Beurling-Algebren sind. Diese Frage ist nicht durchgehend positiv
zu beantworten und héngt mit der Regularitit von Eg(i) bzw. m als Mengen stetiger
Funktionen auf einem (lokal-)kompakten Hausdorffraum zusammen. Hier und im folgenden
bezeichne ~ stets die (eingeschrinkte) Fouriertransformation.

Wir wollen an dieser Stelle vereinfachende Bezeichnungen einfithren. Als erstes definieren
wir die Mengen §,(I') und §,(R) durch

§o(I) := 5(Z) und

Sw(R) := Ly, (R).

Versehen wir dann §,(I") mit der Norm ||a||, := ||a||1,, fir alle a € Ez}(Z) und Fy(R) mit
Hwa = || flliw fiir alle f € Ly, (R), so ist klar, daB §,(I") und £5(Z) sowie Fy(R) und Ly, (R)
isometrisch isomorphe Banachalgebren sind; §,(I') und §,(R) wollen wir in diesem Sinn wie-
der als Beurling-Algebren bezeichnen. Die Multiplikation in §,(I') und §(R) ist punktweise
definiert. Die Elemente von §,(I") und §,(R) werden wir stets in der Form @ und f schreiben,
wobei a € Eé(Z) und f € L. (R) nicht immer erwihnt, sondern von selbst verstanden werden
soll.

In diesem Paragraphen beschéftigen wir uns mit der Frage, welchen notwendigen Bedin-
gungen die Gewicht p und w unterliegen, wenn die zugehérigen Réume F,(I') und §,(R) als
Funktionenalgebren regulir sind. Eine solche Bedingung wurde von A. Beurling in [3] angege-
ben und von dessen Schiiler Y. Domar in [8] auf allgemeinere Situationen iibertragen. Es wird
sich zeigen, dafl unter den Bedingungen von Beurling die Gelfandtransformationen von §,(I")
und §y, (R) gerade die Identitédten auf den jeweiligen Raumen sind; §,(I") und §y, (R) sind somit
auch als Banachalgebren im Sinn von §2 regulir.

3.1 Definition: Wir nennen ein Gewicht o auf Z bzw. w auf R ein Beurling-Domar-Gewicht
oder kiirzer vom Typ BD, wenn gilt:

I 1 t
Z 08 &n < 400 bzw. / ogw(t) dt < 4+o0.
nez 1+ nQ R 1+ t2

Die Bedingung von Beurling-Domar ist sogar in dem Sinne hinreichend, daf} ihr Erfiilltsein
fir Gewichte ¢ und w bereits die Regularitdt von §,(I') und §,(R) als Funktionenalgebren
herbeifiihrt. Dies werden wir im néchsten Paragraphen zeigen. Auf die Frage, ob die Regularitét
von §,(I') bzw. §,(R) als Banachalgebren bereits die Regularitét als Funktionenalgebren nach
sich zieht, geben wir im Rahmen dieser Arbeit keine Antwort.
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Der Grund, warum wir diese bekannten Zusammenhinge hier nochmals darstellen, hingt
mit der Relevanz zusammen, die den reguliren Beurling-Algebren in dieser Arbeit zukommt.
B. Fiir regulires §,(R) ist w vom Typ B9

In diesem Abschnitt setzen wir §,(R) als regulir voraus und zeigen, dafl dann w vom Typ
BO sein muf. Ohne zusitzliche Hilfsmittel ist dies allerdings nicht moglich. Als entscheidend
erweist sich ein Satz von Paley und Wiener, den der Leser vollstindig formuliert und bewiesen
im Anhang B finden kann.

Die Grundlage fiir den zu zitierenden Satz bilden der Hilbertraum
L*R) := {f : R — C meBbar : / |f(2)]? dz < ~|—oo} ,
R

1/1l2

/ @), fe LR,
R

mit der Identifikation zweier Elemente f, g, wenn ||f — g||o = 0 ist (man vergleiche mit §1) und
die Planchereltransformation

3: L*R) — L*(R),

die sich folgendermafien definieren li8t: Man betrachtet zu einer Funktion f € L'(R) N L%(R)
die Fouriertransformation f, stellt fest, daf diese ein Element in L?(R) ist und findet damit
eine Abbildung § : L*(R) N L%(R) — L2(R), die iiberdies linear und stetig bzgl. den L?-Normen
ist. Da L!(R) N L?(R) bzgl. der L2-Norm dicht in L?(R) liegt, kann man § : L?(R) — L%(R) als
die Fortsetzung von § auf L2(R) definieren. § ist ein isometrischer Isomorphismus auf L2(R)
(Werner[24], Kapitel V.2). Wir wollen Funktionen f € L*(R) stetig nennen, wenn es eine (im

iiblichen Sinne) stetige Funktion g € L?(R) gibt mit ||f — g||2 = 0.

3.2 Wir zitieren an dieser Stelle die fiir uns relevante Teilaussage aus dem Satz von Paley und
Wiener (Satz B.1). Ist f € L2(R) mit || f|l2 # 0 und ezistiert zop € R mit f(z) = 0 fiir fast alle
T >z, S0 gilt:

| log |3/ (1)l

dt < .
S 400

3.3 In den Beweisen der nachfolgenden Sitze spielt die Inversionsformel eine wichtige Rolle.
Man findet sie beispielsweise in Rudin[23] als Theorem 9.11.
Sind f, f € LY(R), und ist g : R — C definiert durch

1 7 1zt
ole) = = /R Flye a,

so ist g € Co(R) und ||f —gll1 = 0.
Fiihren wir fiir eine Funktion f : R — C die Funktion f~: R — C, z — f(—z) ein, so wird die
Inversionsformel meistens in der Form Anwendung finden, da$ fiir ein f € L*(R) N L?(R) gilt:

3}’\: f: f~. Dabei sind die Gleichheiten in Sinne von L'(R)-Gleichheiten zu verstehen.
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3.4 Satz: Ist w ein Gewicht auf R und §,(R) als Funktionenalgebra fir dieses Gewicht regular,
so ist w vom Typ BD.

> Beweis : Aufgrund der Regularitiit von §,,(R) als Funktionenalgebra existiert ein f € L1 (R)
mit f # 0 und suppf C [—c¢, (] fir einAc > 0. Da f stetig ist mit kompaktem Tréger, folgt
f € LY(R) N L?(R) und damit Sf = f = f~ € L?*(R) stetig, also auch f € L?*(R) stetig.
Insbesondere ist f € LL(R) N L?(R) C LY(R) N L?(R). Aufgrund der Stetigkeit von f existiert
sicherlich eine stetige Funktion h : R — C mit kompaktem Tréiger, so daf§ [, f(—t ( ) dt 7é 0
ist. Wir definieren g : R — C als g := f * h. Offensichtlich ist ¢ € L'(R) und § = f * h = fh
stetig mit kompakten Triger. Daraus folgt g € L'(R) N L?(R) und §g = 5 =g € L*(R), also
auch g € L%(R). Es gilt:

9t < /ut— wgd e /ut—s $)w(t — s)w(s) ds

sup{[A(s)u(s)] : sesupph}/lft—S)lw(t—S)d

IA

\/gw(t)

Beachtet man f € L. (R), supph kompakt und w beschriinkt auf kompakten Teilmengen, so
ist also

o <o (e

fiir eine Konstante K > 0. Wegen w > 1 ist |g| nach oben beschrinkt, und es macht Sinn, das
nachfolgende Integral zu schreiben und abzuschitzen:

/log\g(s)\ dsg/ log K — log w(s) ds.
R 1+$2 R 1+$2

1
Wiire nun / og w(s) ds = 400, so ergibe sich
r 1+ s2

I
-
R 1452

Da g aber die Fourier- bzw. Planchereltransformierte von g~ ist und diese Abbildung kompakten

Trager hat, folgte hieraus mit dem Satz von Paley und Wiener, genauer: Teilaussage 3.2, g = 0
und damit g = 0. Dies stiinde im Widerspruch zur Stetigkeit von g und

/f t)dt £ 0.

|
Also muf / og w(s) ds < 400 sein, und der Satz ist bewiesen. <
R

1+ s2

C. Fiir reguliires §,(I') ist o vom Typ BD

In diesem Abschnitt geht es um die zu Satz 3.4 analoge Aussage, dafl o vom Typ BD ist, falls
§(I') eine regulidre Funktionenalgebra ist. Der Beweis dhnelt nur ansatzweise dem Beweis von
Satz 3.4, da er mit dem Problem fertig werden muf}, dafl die Teilaussage 3.2 des Satzes von
Paley und Wiener nicht direkt angewendet werden kann.
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3.5 Satz: Ist o ein Gewicht auf Z und §,(I") als Funktionenalgebra fir dieses Gewicht reguldr,
so ist o vom Typ BD.

> Beweis : Aus der Regularitéit von §,(I") folgt die Existenz einer Folge a € £3(Z) mit a # 0
und suppa(e”) C [—c,c] fiir ein 0 < ¢ < 5. Wegen a # 0 existiert [ € Z mit a_; # 0. Sei

1
b € £y(Z) mit by = — und b, = 0 fiir n # [. Definiere ¢ € £}(Z) als ¢ := a x b. Dann ist

a l
= b = = 1. Bs gilt:
Cn Z An—mOm o 5 g1
meZ
an—1| 0 1 1
len| = an oo ol Han 1lon—101 < ——le |am—1|0m—1 = ’ ’H 1,o0-
—t1on B me7
Bedenkt man a € £}(Z), so existiert also eine Konstante K > 0 mit
K
- ) (10)

n

Seih : R - C, t — c(e”)x[_mﬂ(t). Wegen ¢ = ab ist h stetig mit supph C [—e¢,¢], also
h € LY(R) N L3(R). Die Fourier- bzw. Planchereltransformation von h berechnet sich zu
—Whdt.

Sh(y) = h(y) )e~ Wt gt =

)= g Joroe = [ A

Natiirlich ist §h € L?(R).

Man berechnet mit —% < 6 < 7, der Substitution ¢ = s + 6 und dem WeierstraSchen Konver-
genzkriterium

Shi—y) = )et dt = )etvt dt

\% 271— /7T \Y4 27 /7|—+9
= E /ﬂ /0\(67' s+9))eiy(s+9) ds = 0 = /ﬂ— Z cnein(s+9)eiy5 ds

1 ™
= W E c / eWseins gg = W0 E cne'™ Wse=ins g,

neL nez —1

Bezeichnen wir mit a,, (y) den n-ten Fourierkoeffizienten von s — e~%? iiber [—n, 7] (periodisch
auf R fortgesetzt), so ist also

Fh(—y) = V2re™ > an(y)cne™

neL

Wegen §h(0) = v27mcy = V2 existiert ein 0 < § < 1 mit |§h(—y)| > 2 fur alle |y| < d. Fiir
solche y gilt

o _ V2 in 4
e W0 = Shi—y) %an(y)cne b (\9[ < 5) . (11)
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Daher gilt fiir |y| < d und n € Z

1 4 ,
|S"h(n+y)| — / fc\(ezt)efz(ner ‘ c ezmt —int fzyt dt
V2 |« - = "
(2) / Z Cmezmt —mt ckeikt dt
T mez keZ
1 " k)t

= | Cmmzak(y)ck / R g

meZ Y keZ N — _

:27r6k n—m
% On—m O

< WZ |Cm||an m Cn m| i < KZ |an m Cn7m|w

mEZ mez 2m On
= Z lai(y)eilar-

on ez
1 " —z t —ilt

Wegen |a;(y)| = D Y dt| <1ist Z lai(y)cr|lor < |lell1,e < +o0 und damit existiert
™ -7
lEZ
eine Konstante C' > 0 mit
C
[Sh(n+y)| < — (12)
On

fir |yl <dund n € Z.

Wir wollen nun Z = 400 annehmen. Es existiert dann ein m € N mit o, > C' fiir alle

n>0
n > m. Nach dem Satz von Paley und Wiener (Aussage 3.2) gilt

| log [SA ()| /”+1 | log [Sh(t) /1 | log [h(n + )|
———dt = dt d
+OO>/R 14 ¢2 Z 1_|_t2 Z 1_|_ n—i—y) Yy

neL
! [log [§h(n + y)| |log [§h(n + )|
> d
> 3y [ sl Ly [FLeslh
n>m n>m
(12)
Wegen log |§h(n+y)| < log C—log g, < 0 fiir n > m folgt |log |Fh(n+y)|| = — log|Fh(n+y)| >
log o5, — log C, also
| log [3A(t)]] / log o —log C
———dt > = d
e L+ = T;L T 1tn2 Y
. 1) log 05, log C' .
-3 Zl+n2_zl+n2 = Foo.
n>m n>m

Dieser Widerspruch zeigt, dafl Z i@n < 400 ist. Genauso folgt, dafl Z log Qn < 400 ist.

n>0 n<0
Damit ist der Satz bewiesen. <
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D. Gelfand- und eingeschrinkter Fouriertransformation auf L. (R)

Wir haben in Abschnitt B gesehen, dafl die Regularitit von §, (R) als Funktionenalgebra das
Gewicht w der Bedingung von Beurling-Domar unterwirft. Wir zeigen in diesem Abschnitt, daf
noch mehr gefolgert werden kann: es besteht eine Homéomorphie zwischen My gy und R, und
die Gelfandtransformation auf L} (R) stimmt mit der eingeschriinkten Fouriertransformation

iiberein.

3.6 Lemma: Ist w ein Beurling-Domar-Gewicht auf R und ist f : R — C eine stetige Funktion
mit f(x +y) = f(z)f(y) fir alle 2,y € R und |f(z)] = O(w(z)) fir |z| — +oo, so ist
entweder f = 0 oder es existiert ein t € R mit f(x) = e fiir alle x € R.

> Beweis : Verschwindet f(z) nicht fir alle z € R, so mufl f(0) = 1 wegen f(z) = f(0)f(x)
sein. Da f stetig ist, existiert ein ¢ > 0 mit f(z) # 0 fir alle z € [0, d]. Wir setzen

)
c:/o f(y)dy #0.

Fir alle z € R erhilt man
z+0

) )
cf(ac)z/0 f(ac)f(y)dyz/0 f(:v+y)dy=/ £ () dy.

Da f stetig ist, ist die rechts stehend Funktion als Funktion von z stetig-differenzierbar, also
auch f. Wir leiten f(z +y) = f(z)f(y) nach y ab und erhalten f'(z +y) = f(x)f'(y). Setzen
wir y = 0 und X = f'(0), so ergibt dies f'(z) = Af(x). Mit der Anfangswertbedingung f(0) = 1
erhilt man f eindeutig in der Form f(z) = ¢*. Wir miissen zeigen, da A rein imaginr ist.
Dazu schreiben wir A = r + ¢t mit » € R und ¢ € R und zeigen, dafl r = 0 ist.

Wegen |f(z)| = O(w(z)) fiir |z] — +oo exsistiert ein C > 0 mit |f(z)] < Cw(z) fir z € RS,
Es ist |f(z)| = €. Ist r > 0, so ergibt sich

1 11 S 11 11
v [ i = [ g [N, [ oslCut)
0 1"‘32 0 1+32 0 1+32 0 1+$2

1 log w(s)
< 1 d d .
< ogC’/Rl_’_s2 s—I—/R 12 5 < 400

Es folgt » = 0. Ebenso zeigt man, dal » < 0 ebenfalls r = 0 zur Folge hat. Damit ist das

Lemima bewiesen. <

3.7 Proposition: Sei w ein Beurling-Domar-Gewicht auf R. Dann definiert fir jedes t € R
die Abbildung
¢+ Lyy(R) — C

vermoge

_L Seits S 1
¢t(f)—\/2_ﬂ/Rf(> ds,  feIL(®),

eine multiplikative Linearform auf L. (R). Auflerdem lift sich jede multiplikative Linearform
¢ auf LL(R) in dieser Weise schreiben mit eindeutig bestimmtem t € R.

8Dabei wird die lokale Endlichkeit von w ausgenutzt.
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> Beweis : Seit € R und seien f,g € L. (R). Der Satz von Fubini und die Translationsinva-
rianz des Lebesguemafles liefern

b(frg) = F/ ) “Sds—m/(m/f )du)emds

— Jﬁ/ (\/g/fs—u it(s— “)ds> g(u)e™ du = (E/Rf(s)eitsds) bi(9)
= ¢u(f)de(9),

d.h. ¢; ist multiplikativ und damit insbesondere stetig.
Wir zeigen nun, daf fiir jedes ¢ € M1 (r) ein eindeutig bestimmtes ¢ € R existiert mit ¢ = ¢;.
Wir haben in Proposition 1.8 gesehen, daB zu jeder stetigen Linearform ¢ auf L (R) eine

eindeutig bestimmte Funktion h € LY (R) existiert mit

¢(f) = ) ds, f € Ly(R).

J% / F(s)h(s

Wieder liefert der Satz von Fubini fiir f,g € L, (R):

o0 = o= [Graemea=—= [ (=1 s—u)g(u)du) h(s) ds
- \/%_W/ﬂqi(\/%_w/]gfs—uh(s)ds)g ) du b(rf) du.  (13)

Nun gilt aber auch

o(f *g) = ¢(f)dlg) =

= 7 Joot

u) du = h(u) du. (14)

1
= u
N [ ot —= [ swa(s)
Wir schlieBen, da8 wegen (13) und (14) ¢(f)h(u) = ¢(7of) sein muf fiir alle f € L. (R) und
alle u € R; dies folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposition 1.8. Sei nun f € L. (R) so
gewithlt, daB ¢(f) # 0 ist. Da die Abbildung u — 7, f stetig R — Ll (R) ist (Proposition 1.12),
ist auch h wegen h(u) = (1 f) stetig. Wir ersetzen nun in der Gleichung ¢(f)h(u) = ¢(7.f)

o(f)
das u durch s + v und das f durch 75f (man beachte 7,7sf = 744,f). Dann erhalten wir

¢(7sf)h(s +u) = (Tsruf) und wegen ¢(7s1uf) = ¢(7sf)h(u) = $(f)h(s)h(u) ist
P(F)(s +u) = (f)h(s)h(u)

fiir alle s,u € R, was h(s + u) = h(s)h(u) bedeutet. Schlieflich existiert C' > 0 mit |h(s)| <
Cw(s) wegen h € LY (R). Wir befinden uns mit A in der Situation von Lemma 3.6 und kénnen

von daher auf die Existenz eines eindeutig bestimmten ¢ € R schlieBen, fiir das h(s) = e'** gilt
fiir alle s € R. Damit ist

_ L its _ 1
o(f) = m/Rf(s)e ds=d(f),  feLl(®,
und ¢ = ¢y. <

3.8 Proposition: Sei w ein Beurling-Domar-Gewicht auf R. Dann definiert die Abbildung
v : R = Mgy, t = ¢t mit ¢r aus Proposition 3.7 einen Homdéomorphismus zwischen
R und Mpy (r)- Die auf LL(R) eingeschrinkte Fouriertransformation kann vermége dieser
Homdomorphie als die Gelfandtransformation auf L. (R) aufgefaft werden.
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> Beweis : In Proposition 3.7 haben wir bereits die Bijektivitéit von vy gezeigt. Wir miissen
uns nur noch davon iiberzeugen, dafl v bistetig ist.

Seien dazu t € R, f € L. (R) beliebig und (t)en eine Folge in R mit t; — ¢ fiir k — +oo. Fiir
k € N setzen wir f, : R — C, fi(z) = f(x)(e "% — ) fiir alle z € R. Wegen |fi| < 2|f]
und |f| € LY(R) gilt lergO Je f(s)e s ds = [, f(s)e " ds (Lebesgue). Da f beliebig war und
wir auf My () die schwach®-Topologie haben, folgt hieraus die Stetigkeit der Abbildung.

Sei umgekehrt ¢, € M1 () beliebig, t € R, f € L (R) mit f(z) := emX[O,” () und (ta)acr
ein Netz in R mit ¢, — ¢ fiir « — o0o. Dann ist

0 = lim eitsx[oju(s)(e*itag—e*itg)ds
a—00 R

1
= lim et ds — 1 = lim h(t — tg),

a—00 0 a—00

wobei h : R — C die durch h(s) = €1 _ 1 fiir s # 0, h(0) = 0 definierte, stetige Funktion sei.

=<1
Da 0 die einzige Nullstelle von A ist, und da lim |h(s)| = 1 ist, muB lim ¢, = ¢ gelten. Das
|s|—o0 a—00

ist die Stetigkeit der Umkehrabbildung. <

Mit Proposition 3.8 ist die eingangs gestellte Frage fiir ein Gewicht w vom Typ BD geklirt: in
diesem Fall stimmen Gelfand- und eingeschrinkte Fouriertransformation iiberein. Insbesondere
wenn §,, (R) als Funktionenalgebra regulir ist, stimmen diese beiden Abbildungen also iiberein.

E. Gelfand- und eingeschrinkter Fouriertransformation auf Eé(Z)

Dieser Abschnitt enthélt die zu Abschnitt D analoge Aussage bzgl. Eé(Z). Die Beweise der
entsprechenden Aussagen sind aufgrund der ,einfacheren® Struktur von Eé(Z) kiirzer.

3.9 Lemma: Ist ¢ ein Beurling-Domar-Gewicht auf Z und a = (an)nez eine komplezwertige
Folge auf Z mit ap+m = apay, fir alle n,m € Z und |a,| = O(py) fir |n| — +o0, so ist
entweder a = 0 oder es existiert t € [0,2m) mit a, = '™ fiir alle n € Z.

> Beweis : Verschwindet a,, nicht fiir alle n € Z, so mufl ag = 1 wegen a,, = aga, sein. Wir
setzen ¢ := a1 und erhalten induktiv a, = (" fir allen € N, denn 1 = a¢p = a_1a; = a_1(
induziert ¢ # 0 und a_; = ¢~'. Induktiv folgt a_,, = (" fiir alle n € N und damit a, = ¢"
fiir alle n € Z. Wir definieren € R und ¢ € [0,27) durch ¢"t% = (. Wir miissen zeigen, daf§
r =0 ist.

Der Beweis hierfiir ist im Wesentlichen mit dem entsprechenden Beweisabschnitt von Lemma
3.6 identisch; es sind nur Integrale durch entsprechende Summen zu ersetzen. <

In derselben Art wie Proposition 3.7 beweist man die nachstehende Proposition 3.10. Man
muf nur die Integrale durch Summen ersetzen, Funktionen durch Folgen und das Lebesguemafl
durch das Zahlmaf. Auflerdem wird der Beweis dadurch vereinfacht, daff man keine Stetig-
keitsprobleme hat. Natiirlich bendtigt man Lemma 3.9 anstelle von Lemma 3.6.
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3.10 Proposition: Sei p ein Beurling-Domar-Gewicht auf Z. Dann definiert fir jedes £ € T’
die Abbildung

e : Ly(I) = C

vermaoge

pela) =D ant®, a € £y(I),

neL

eine multiplikative Linearform auf EE(Z). Auferdem lGfst sich jede multiplikative Linearform
¢ auf %(F) in dieser Weise schreiben mit eindeutig bestimmtem & € I

3.11 Proposition: Sei g ein Beurling-Domar-Gewicht auf Z.. Dann sind MZ%}(Z) und I' zuein-
ander homdéomorph und die Gelfandtransformation auf %(Z) kann als die Finschrdinkung
der Fouriertransformation von ¢*(Z) auf Eé(Z) aufgefafit werden.

> Beweis : Wir haben in Proposition 3.10 vermége § — ¢¢ bereits eine bijektive Abbildung
zwischen [' und M% (ry angegeben. Wir miissen nur noch zeigen, dal diese Abbildung stetig
ist; der Rest folgt dann aus der Tatsache, dafl eine stetige, bijektive Abbildung zwischen einem
kompakten Raum und einem Hausdorffraum automatisch bistetig ist.

Seien ¢ €T, a € éé(Z) beliebig und (£x)ken eine Folge in T' mit & — £ fiir kK — +o0. Definieren
wir fiir k € N eine Folge a¥) € ¢4(Z) durch aff) := a, (&} — €M) fiir alle n € Z, so haben

wir |a\)| < 2|a,| fir alle n. € Z und k € N. Da |a| € €4Z), folgt lim 3 apll = 3 ané™
k—+oo ey, nez
(Lebesgue). Da a beliebig war und wir auf M% (z) die schwach*-Topologie haben, folgt hieraus

die Stetigkeit. <

F. Beurling-Domar-Gewichte
Abschlieflend wollen wir die Struktur der Menge aller Gewichte von Typ B9 untersuchen.

Man rechnet ohne Miihe nach, dafl das punktweise Produkt zweier Gewichte von Typ 89,
sowie das punktweise skalare Produkt eines Gewichts vom Typ B9 mit einer reellen Zahl > 1
wieder vom Typ BD ist. Aulerdem bleibt die Spiegelung eines Gewichts w vom Typ BD —
w : x — w(—z) — und die punktweise Maximumsbildung einer endlichen Anzahl w;, ..., wy,
n € N, von Gewichten vom Typ B - max(wi,...,wy,) : = max{wi(x),...,wp(z)} — wieder
ein Gewicht vom Typ 89. Insbesondere gibt es zu jedem Gewicht w vom Typ BD symmetrische
Gewichte w vom Typ BD mit w < w, z.B. w = max(w,w). Die Summe zweier Gewichte vom
Typ B ist vom Typ BD; man beachte lediglich wy + we < 2 max(wy, ws).

Die beiden nachfolgenden Beispiele nicht-trivialer Gewichte vom Typ ‘B formulieren wir
nur fiir Gewichte auf R; entsprechende Beispiele fiir nicht-triviale Gewichte auf Z lassen sich
leicht iibertragen.

Fir n € N sei w : R — R definiert durch  — w(z) := (1 + |z|)™. Man rechnet leicht nach,
dafl w ein Gewicht auf R ist. Die Bedingung von Beurling-Domar ist in diesem Fall erfiillt:
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/log(l + |s])™ / nlog(l + |s|) ds + / nlog(2|s|) ds < +oo.
1+ s? 1482 1452
R —1,1] R\[—1,1]
Das angefiihrte Beispiel zeigt bereits, daf} alle Gewichte, die héchstens polynomiell wachsen,
vom Typ BD sind. Dafl aber auch noch allgemeinere Gewichte vom Typ BD sind, zeigt das

Beispiel des nachfolgenden Gewichts.

Sei w : R — R definiert durch z — w(x) := eV/?l. Dann erfiillt w die Voraussetzungen eines
Gewichts und die Beurling-Domar-Bedingung schreibt sich in der Form

/loge\/ / / d 4
s 0.
1+ 52 1—1—32

R —1,1]

Wir haben zu Beginn dieses Paragraphen §,(I') und §,(R) regulir als Funktionenalgebren
vorausgesetzt und daraus das Erfiilltsein der Bedingung von Beurling-Domar fiir die Gewichte o
und w nachgewiesen. Natiirlich ist hiermit noch nicht geklirt, ob es iiberhaupt nicht-konstante
Gewichte ¢ und w gibt, fir die §,(I') und §(R) regulir sind; dies wird im néchsten Paragra-
phen nachgeholt. Dort wird gezeigt, dal Beurling-Algebren §,(I') und §,(R), deren Gewichte
vom Typ B9 sind, bereits regulir als Funktionen- und Banachalgebren sind. Daf dies keine
inhaltsleere Aussage ist, zeigen die obigen Beispiele nicht-trivialer Gewichte vom Typ 8BD.

§4
Regularitit gewisser Beurling-Algebren

Im §3 haben wir gezeigt, dal die Regularitdt der Beurling-Algebren §,(I') und §,(R) als
Funktionenalgebren den Gewichten ¢ und w die Bedingung von Beurling-Domar aufzwingt,
d.h.

log on / log w(t)
. 1
Zzl+n2<—|-oo bzw Ry dt (15)

In diesem Paragraphen werden wir beweisen, dafl umgekehrt das Erfiilltsein der Bedingungen
(15) fir Gewichte p auf Z bzw. w auf R die Regularitat von §,(I') bzw. §,(R) als Funktio-
nenalgebren bewirkt. Auch beim Beweis dieser Aussage spielt der Satz von Paley und Wiener,
den wir bereits in §3 benutzt haben, eine wichtige Rolle. Die fiir diesen Paragraphen relevante
Teilaussage lautet:

4.1 Ist F eine L?(R)-Funktion mit
/ | log [S£'(#)]]
R

2 dt < +00,

so existiert eine L?(R)-Funktion f mit f(z) = 0 fiir fast alle > 0 und |Ff| = |§F|. Hierbei
bedeutet § wieder die Planchereltransformation, die zu Beginn von §3 angegeben wurde. (Einen
Beweis von Aussage 4.1 findet man im Anhang B.)
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A. Regularitit von §,(R) fiir w vom Typ B9

Bevor wir in Satz 4.2 die Regularitit von §,(R) fir w vom Typ B9 behaupten, muf} eine
Bemerkung vorausgeschickt werden.
Sind ndmlich w; und we vom Typ BYD mit wi < ws, so gilt

Suws (R) C Fuy (R). (16)

Um dies einzusehen, stellt man zunéichst fiir f € £} (R)

/]f]wld/\g/]f]wgdA<+oo
R R

fest und somit £}, (R) C £, (R). Da die (wiA)-Nullmengen genau mit den (wyA)-Nullmengen
iibereinstimmen (sie stimmen mit den A-Nullmengen iiberein), hat man sogar

L,[®) C L, (®),
also (16). Ist §y,(R) als Funktionenalgebra regulér, so insbesondere auch §y, (R).
4.2 Satz: Fir alle Gewichte w vom Typ BD auf R ist §,(R) als Funktionenalgebra regulir.
> Beweis : [Es geniigt zu zeigen, daf} fir alle ¢ € R und jede Umgebung V' C R von ¢ eine

Funktion f € §,(R) existiert mit f(¢) # 0 und suppf C V.

Definieren wir w : R — R durch w := max(w,w, e\/ﬂ), so ist w vom Typ BD (vgl. Abschnitt
F in §3) und symmetrisch, und es geniigt nach der Vorbemerkung offenbar zu zeigen, daf
S&(R) regulér ist. Wir wollen daher ohne Einschréinkung von vorneherein w als symmetrisch

mit w > e\/H annehmen.

Der Vorteil von w > e\/H beruht auf

1 i
/ dx < / e VIrldg < 400,
R R

w()

was nicht nur % € L'(R) mit sich bringt, sondern wegen eV > 1 auch noch %, # € LYR) N
L?(R).

Es ist
1

| log w(t)? | log w(t)
—=—dt =2 dt .
/R 1+ ¢2 /R L st

Es existiert von daher aufgrund des Satzes von Paley und Wiener, genauer: Teilaussage 4.1,
eine Funktion f € L*(R) mit f(z) = 0 fiir fast alle z > 0 und |§f| = # Wir setzen h :=§f.

Wegen |h| = # ist sowohl h € L' (R)N L% (R), was f~ = F(5f) = Sf=hund f stetig bedeutet,
als auch hw € L'(R), was h € L. (R) zur Folge hat. Insbesondere ist damit f~ € §,(R). Da w
symmetrisch ist, liegt mit kA auch b~ in L} (R). Eine leichte Rechnung zeigt f = A" =h und
damit f € Fy(R).

Sei nun 7 := sup{z € R: f(z) # 0} < 0. Sei § := 1d(¢, V) > 0. Dann existiert zop € R mit
f(zo) #0und 7 — 0 < 2o < Z. (Man beachte, daf§ f nicht identisch verschwinden kann.)
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Mit h” liegt auch h~e?(*=20) in L1 (R) und es gilt fiir alle y € R

(h-ei(t—mo)-)A _ /Sf i(t—zo)x —zya: dr = /Sf —zt To—Y)x T Ay
V2T V2
= [(t—zo—y)=fly—t+0) = (Tt—ao /) (y)
bzw. Ty—zof € Fuw(R). Fir alle y > ¢ + § ist (7y—z,f)(y) = 0. Entsprechend zeigt man, daf

Titwo S~ € Fw(R) ist, wobei (T¢ys,f ) (y) = 0 fiir alle y < ¢ — § ist. Die gesuchte Funktion g 148t
sich somit definieren durch

~ (Tt—a:of) (Tt-l-xof_)
g:= 5 .
f(zo)
Offenbar ist g(t) = 1 und suppg C [t — d,t + 6] C V. g

B. Regularitdt von §,(I') fiir o vom Typ 8D

Bezeichnen wir mit Cy,(R) die Menge der 27-periodischen, stetigen Funktionen auf R, mit ¢
die Abbildung ¢ : §,(') = Ca2r(R), @ — (@), wobei (@) : R — C, z — @(e™®), und mit
33”(1&) die Menge ¢(F,(I')), so ist eine 2m-periodische, stetige Funktion f € SEW(R) dadurch
charakterisiert, dafl mit

1
ol =

n=g- | f( )e~ " dg fiir alle n € Z
T

(ah)new in €5(Z) liegt?. Es ist nimlich fir alle f = ¢(a)

1
f _ —inT _ 7mx _ i(m—n)x _
p = 5 77rf( x)e dr = —/ dr = —/ﬂ E Q€ dz = ay;

insbesondere ist ¢ damit als Abbildung §,(I') = §2"(R) bijektiv.
Versehen wir §2"(R) mit der Norm

lp@)] = [[allo, ae§,(I),

so sind F2" (R) und §, (L) isometrisch isomorphe Banachalgebren (mit jeweils punktweiser Mul-
tiplikation).

4.3 Satz: Fir alle o vom Typ BO auf Z,t € R und 0 < § < 7 existiert eine 2w-periodische,
stetige Funktion g € ggﬂ(R) mit g(t) = 1 und g(x) =0 fir alle x € [t—m,t—0|U[t+0,t+7].

> Beweis : Wie im Beweis von Satz 4.2 kdnnen wir g symmetrisch mit g > V1" annehmen.
(Bs ist F57(R) C F57(R) fiir gy > 1). Wir definieren ¢ : R — R durch

1

- 7.
(1 +22) "e

1 1
firzen—-,n+ <

d(z) = % 2)7

9af ist der n-te Fourierkoeflizient, wie man ihn fiir 2r-periodische, iiber ein Intervall der Lénge 27 integrierbare

Funktionen definiert.
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Wegen g, > 1 fiir alle n € Z ist |¢p(x)| < ﬁ und ¢ € L*(R) N L3(R) mit ¢(z) > 0 fiir alle
z € R Auflerdem ist

n+— n+—
| log ¢()| | log ¢(z)| /210an /og (1+2%)
———dr = d
1+z2 2 1—1—352 Z 1+ a2 112 0T
R neZ 7% 1 R )
<+oo
da
n—&-% n—&-%
log on log on 2 / 1
dr = ———(1 d
14 22 o Z1—|—n?( +n) 1+ 2 o
nez 1 neL 1
Tl*g Tl*g

IA

1+ n? log 0n
max n e < 400
{1+n2—|n|+% }Zl+n2

Aussage 4.1 impliziert somit die Existenz einer Funktion f € L?(R) mit f(z) = 0 fiir fast alle
x>0 und |§f| = ¢. Wir setzen h := Ff. Wegen ¢ € L}(R) N L3(R) sind f =F(Ff)=3Ff=h
und f stetig.

Sei z :=sup{r € R: f(z) # 0} <0 und zp € Rmit 7 — § < zy < 7 und f(zg) # 0 (vgl. mit
dem Beweis von Satz 4.2). Mit f € L2(R) sind auch 74 4, f, Tt10f~ € L?(R) und es gilt

G = (tha:of)(TtJrIof_) € L (R)

mit supp G C [t — §,t + 0] und G(t) = f(z0)? # 0. Sei g die 27w-periodische, stetige Funktion,
die man als Fortsetzung von G|;_r ;45 auf R erhélt (man beachte: G(t — 7) = G(t + 7)) = 0).
Offenbar ist g(t) = G(t) # 0 und ¢(z) = O fir alle z € [t — m,t — 6] U [t + J,t + 7]. Ohne
Einschrinkung kénnen wir g(¢) = 1 annehmen. Es muff dann nur noch gezeigt werden, daf
g € T (R) ist.

Im Beweis von Satz 4.2 hatten wir

Ttwof = (h—ei(t—xo)-) und Tppy f- = (hei(t-l—xo).)

hergeleitet. Es ergibt sich fiir alle n € Z

g 1 i —inT 1 b —inx *ml‘
an:§ig() dx—% 7rG() dx /G dx
= —2 (/}'\( ) = —12 ((h'ei(txo)') (hei(tH:O) ) ) (n)
v V2r
. ~ 1 . .
— i(t—x0)- i(t+xo)- — - i(t—zo)- t(t+xo) ) (_
\/_( * he ) (n) M(he * he )( n)
und damit

il < o= [ onlde = —= [ 57— mFr)a
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dt
(1 + ) op,_p(1+ (t —n)?)

3[\3

%

< 1 i/ dt <£
T V2mol Jr L+ 2) (1 +(t—n)?) ~ 02

mit einer Konstanten K > 0. Aus Symmetriegriinden ist somit

K
a%|on < — < Ke™ VIl
" o

n

fiir alle n € Z. Dies bringt

Z |a? | on < KZef\/m < 400

nez nez

mit sich, also g € 33“(1&). <
4.4 Korollar: Fir ein Gewichte p vom Typ B9 auf Z ist F,(L') als Funktionenalgebra reguldr.

> Beweis : Es ist zu zeigen, da$ fiir alle kompakten Teilmengen K von I' und jedes & € I'\K
eine Funktion @ € §,(I") existiert mit @(§y) = 1 und a(§) = 0 fiir alle { € K.

Bildet man K := supp xx (¢") C R und betrachtet man ¢+ € R mit e = &, so ist K ab-
geschlossen mit ¢ ¢ K. Sei 0 < § < 7 mit § < 3d(t, K). Nach Satz 4.3 existiert dann eine
2m-periodische, stetige Funktion g € §5"(R) mit g(¢) = 1 und g(x) = 0 fiir alle z € K (genauer:

suppg C U [t — 6 + 2mn,t + § + 2mn]). Es leistet dann ¢ 1(g) das Verlangte. <
nes

Die bis zu dieser Stelle dargebotenen Ausfithrungen erlauben es uns von den reguldren Beur-
ling-Algebren §,(I') und §,(R) als von denen zu reden, deren Gewichte der Bedingung von
Beurling-Domar gentigen, und umgekehrt. Vom Beginn von §3 an bis jetzt haben wir gerade

Fo(l), §w(R) regulir
als Funktionenalgebren N Fo(l'), §w(R) regulir
(i als Banachalgebren
o, w vom Typ BD

gezeigt.

C. Funktionen f € §,(R) mit kompaktem Triger

Wir haben in Proposition 1.10 gesehen, daf} die stetigen Funktionen f € Ll (R) mit kompaktem
Triger bzgl. der L (R)-Norm dicht in L} (R) liegen. In diesem Abschnitt wenden wir uns der
Frage zu, ob fiir die Funktionen f € Sw(R) mit kompaktem Triger bzgl. der F,(R)-Norm
diesselbe Dichtheitsaussage gilt. In Proposition 4.9 wird diese Frage positiv beantwortet werden.
Bis dahin miisse wir in Form einiger Lemmata Vorbereitungen treffen.
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Mit L. (R). bezeichnen wir die Menge der stetigen Funktionen in Ll (R), die kompakten
Tréger haben. Ebenso stehe §,(R), fiir die Menge der (stetigen) Funktionen f € §,(R), die
kompakten Trager haben.

4.5 Lemma: Sei w vom Typ BY auf R und V eine Umgebung der 0 in R. Dann existiert eine
nicht-negative Funktion f € §u(R), f # 0, mit supp f C V.

> Beweis : Ohne Einschrinkung kénnen wir w symmetrisch annehmen (vgl. mit dem Beginn
des Beweises von Proposition 4.2).

Aufgrund der Regularitit von §,(R) als Funktionenalgebra (Proposition 4.2) existiert eine
Funktion g # 0 in §,(R) mit suppg C V. Da w symmetrisch ist, liegt mit g auch g in
LL(R). Ein leichte Rechnung zeigt ¢~ = g. Somit konnen wir F=9g5¢ Sw(R) betrachten und
feststellen, dafy f;é 0 und nicht-negative mit supp]/"\C V ist. <

4.6 Sei K eine kompakte Teilmenge von R\{0}, und sei fir z € R die Funktion ¢, : R - R
definiert durch ¢(t) := |1+ ei“”t‘z. Dann ist ¢, fiir alle 2 € R stetig und damit O, := ¢, 1 (—2,2)
offen mit 0 ¢ O, fir alle x € R. Fiir ¢ # 0 existiert g € R mit ‘1+ei“”0t‘2 < 2 (z.B.
xg = ). Daher ist ¢ € Oy, und {O;},cr eine offene Uberdeckung von R\{0}. Wegen K C
R\{0} kompakt ist {Og}ser eine offene Uberdeckung von K; es existieren somit endlich viele
T1y. Zp € Ry n €N, mit K C |J;_; Oy,. Wir definieren hiermit eine Funktion

n
g:R— R t»—)%H‘l—i—emkt‘Q.
k=1

Offenbar ist g stetig mit 0 < g(t) < 1 fiir alle ¢ € R und ¢(0) = 1. Fiir ¢t € K existiert
j €{l,...,n} mit t € Oy, d.h. ‘1 +eixit‘2 < 2. Da fir k € {1,...,n}, k # j, die Beziehung
2% ‘1 +ei“”kt‘2 < 1 besteht, gilt 0 < g(t) < % fir alle t € K. Wir werden diese Funktion
g, die in Abhéngigkeit der kompakten Menge K C R\{0} konstruiert wurde, im Beweis des
nachfolgenden Lemmas benttigen.

4.7 Lemma: Sei w von Typ BY auf R und V eine Umgebung der 0 in R. Dann existiert eine
stetige Funktion f € LL(R) mit 0 < f(t) <1 fir allet € R, f(0) =1, 0< f(t) < 5 fir alle
t € R\V sowie f € Fy(R).

> Beweis : Ohne Einschrinkung kénnen wir w symmetrisch annehmen (vgl. mit dem Beginn
des Beweises von Proposition 4.2).

Nach Lemma 4.5 existiert zu gegebener, relativ-kompakter Umgebung U C V der 0 eine nicht-
negative Funktion h Z 0 in §(R), deren Tréiger in U liegt. Aus der Kompaktheit von supp/f;
folgern wir h € L'(R). Die Inversionsformel 3.3 liefert fiir alle t+ € R (bei passender Wahl von
h in der entsprechenden Restklasse):

h(t)] = ‘\/%_F/R/ﬂ(x)emtdx
~ L),

1 ~
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Es ist dann h(0) # 0 sowie h € Co(R) N LL(R). Da w symmetrisch ist, ist auch h € Cy(R) N
L} (R), und wir kénnen eine Abildung r : R — R definieren durch

r(t) = teR

Offensichtlich ist 7 stetig mit 0 < r(¢) < 1 fiir alle t € R und 7(0) = 1. Wegen sup;cg |h(t)] <
+oo und h € LY (R) gilt r € L. (R). Wir zeigen, da§ 7 kompakten Triiger hat. Wegen h™ = h~

und /ﬁ =h haben f/L\_, hound b *h- kompakten Trager. Es ist
(l?‘ * F) = hh

1 ~ N
und wegen 7 = W (h' * h') hat 7 damit kompakten Triger.

Wegen r € Co(R) existiert eine kompakte Menge F, so daf fiir alle t € R\F gilt: 0 < r(t) < 1.
Sei K := F\V. Dann ist K kompakt und enthilt nicht die 0. Sei ¢ eine gemif unseren Uberle-
gungen in 4.6 konstruierte Funktion mit 0 < g(t) <1 fiiralle ¢t € R, g(0) =1 und 0 < g(¢) < 3
fir alle t € K. Wir definieren dann die gesuchte Funktion f : R — C durch f(¢) := r(¢)g(t).
Da g stetig und beschriinkt und r € Co(R) N LY (R) ist, ist f € Co(R) NLL (R). AuBerdem sieht
man leicht 0 < f(t) < 1 fiir alle t € R, £(0) = r(0)g(0) = L und 0 < f(¢) < 3 fiir alle t € R\V
(man unterscheide die beiden Fille t € R\F und ¢ € K). Da g eine endliche Linearkombina-
tion von Ausdriicken der Form ™! mit z € R ist, ist feine endliche Linearkombination von
Translationen von 7 somit ist der Triager von J/"\kompakt. <

4.8 Lemma: Sei w ein Gewicht vom Typ BD auf R, sei V eine Umgebung der 0 in R und
sei € > 0 beliebig. Dann existiert eine Funktion g € §y(R)., die folgende Darstellung als
Summer zweier Funktionen in §,(R) besitzt:

g9=701+72
wobei ||g1|lw < € und gy stetig, nicht-negativ mit supp gy C V und [, g2(z) dz = 1.

> Beweis : Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dafl V' relativ-kompakt ist.

Gemil Lemma 4.7 wiihlen wir eine stetige Funktion f € LL(R) mit 0 < f < 1, f(0) = 1,
0 < f(t) <} fiiralle t € R\V und f € Fy(R).. Sei K := {t € R: f(t) > 2} C V. Dann ist
K kompakt und wir kénnen eine Funktion k € Cp(R) mit 0 < k < 1, k| = 1 und klg\y =0
wihlen. Offensichtlich ist 0 < [ k(t) f(t)" dt < 1 fiir alle » € N und wir kénnen ein d,, € R
bestimmen mit

dn/vk(t)f(t)”dt: 1.

Esist d, > 1 fiirallen € N. Fir 0 <6 < % beliebig und r = 1_i6 folgt % <r <1und

L=dy [ ROF@ ez [ ez datAE T 1),
v {t:f()=>r}
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d.h.

1< V/d, < —14+46 firn — oo.
N ICER)

Da 0 < § < 3 beliebig war, folgt le Vd, = 1.
Fir n € N sei nun by, : R = R, ¢ = dp(1 — k(2)) f(¢)". Es gilt:

1halliew = h/ ) ()" w(t) dt = h/ — k() f(8)"w(t) dt
nl|ll,w o o~
CA(V\K) 2
< —4dy | o),
- V2T <3)
wobei C' > 0 eine obere Schranke fiir w auf V\K ist. Man bestimme ein ny € N so, daf
|rngll1,0 < € ist und setze g; := hy,, sowie gy := dy,kf"°. Offensichtlich ist g, nicht-negativ
mit supp gy C V und [, g2(t) dt = d, [, k(t) f(t)" dt = 1.

Die Kompaktheit des Tragers von g mit g := g1 + g2 = d,, f™ beweisen wir so: Da fkompakten
Triger hat und da f~ = f ist, hat auch f~ kompakten Triiger (und liegt in L'(RR)). Dasselbe

gilt dann auch fiir f‘*n Als Folgerung ergibt sich (f'*n> = f". Wegen

fim(F") =F
ist damit die Kompaktheit von supp g nachgewiesen 0. <
4.9 Proposition: §,(R). liegt bzgl. der F(R)-Norm dicht in §y(R).

> Beweis : Wir zeigen, da fiir alle f € L. (R). und alle ¢ > 0 eine Funktion he Sw(R)e
existiert, so daB ||f — hll, < € gilt. Da LL(R), bzgl. || - ||1,» dicht in L. (R) liegt, und damit
{f: fe L}U(R)C} dicht in §,(R), folgt hieraus die Behauptung.

Ohne Einschriinkung sei || f]lo # 0. Aufgrund der Stetigkeit von ¢ : R —» R, s — ||f — Ts f || 1w

(Proposition 1.12), ist die Menge V := ¢! (—%, %) eine offene Umgebung der 0. Zu V und
QHJ%H wéhlen wir nun eine gemifl Lemma 4.8 existierende Funktion g € §,(R), mit g = g1 + g2,
g1 llw < 2“?” , g2 nicht-negativ, suppgo C V und [, g2(z) dz = 1. Dann gilt:

~ ~ ~. ~ o £
Hf _ngw < Hf - fQZHw + Hf91Hw < Hf _fQZHw + 5

Wir sind fertig, wenn wir noch ||f — fgalw < ¢ gezeigt haben und dann h:= fg setzen.
Fiir die Norm ||f — fgall ergibt sich:

S T ST
If=foelle = \/%/R’f f gg]wd/\

w(t) dt

s)ds — /Vf(t — 8)g2(s) ds

2

< /92 \/_/|f F(t— $)w(t)dtds  (Fubini)
= [ s = rlhds < 5 [ aate)ds =5,

10Bei der letzten Gleichheit wurde (f * g)_ = f~ % g~ benutuzt.
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<

§5

Eigenschaften regulidrer Beurling-Algebren

In §3 und §4 haben wir in aller Ausfiithrlichkeit die Regularitit derjenigen Beurling-Algebren
nachgewiesen, deren Gewichte der Bedingung von Beurling-Domar geniigen. Wir haben au-
Berdem festgestellt, dafl in diesem Fall die Gelfandtransformation mit der (eingeschréinkten)
Fouriertransformation iibereinstimmt. Auf diese Art und Weise ist es uns nunmehr moglich,
sdamtliche Ergebnisse aus §2 auf die Situation der Beurling-Algebren zu iibertragen. Diesem Un-
terfangen ist §5 gewidmet. Dabei orientieren wir uns an denjenigen Aussagen, die im weiteren
Verlauf dieser Arbeit von Bedeutung sein werden.

Wir erinnern daran, daf§ durch die Definition von §,(I") und §,,(R) die Gelfandtransforma-
tion als Identitét

(S (@)l - lle) = (Fo(X), I - lloo),
(gw(R)’ H ’ Hw) - (gw(R)a H ’ Hoo)a

augefait werden kann. Die Elemente von §,(I') und §,(R) werden als Bilder von Elementen
aus £3(Z) und Ly, (R) unter der jeweiligen Fouriertransformation geschrieben.

Im folgenden seien ¢ und w Gewichte vom Typ BD auf Z bzw. R; die Beurling-Algebren
§o(I') und Fy(R) sind dann reguldre Banachalgebren. Wir iibertragen die Begriffe Hiille und
Kern aus §2. Die Bildung der Hiille ist eine Abbildung &, die jedem abgeschlossenen Ideal I in
einer kommutativen Banachalgebra A eine Teilmenge von M 4 zuordnet. Da wir Mg ) mit
I' und Mg, (g) mit R identifiziert haben, wollen wir die Hiille eines abgeschlossenen Ideals I in

Fo(T') oder §y(R) als eine Teilmenge von I' oder R auffassen!!:

hI)={¢ €l :ICker¢s} ={¢ el :a(¢) =0 firalled e I}, IC3,I), (17)
hI)={teR:ICkerd;} ={te€R: f(t) =0 fiir alle f € I}, I C3w(R). (18)

Beim Kern wollen wir ganz dhnlich verfahren. Er soll als Abbildung auf Teilmengen von I’
und R aufgefait werden, und nicht als Abbildung auf Teilmengen multiplikativer Linearformen:

E(F) =[] ker ¢ = {@ € §o(T) : @(¢) = 0 fiir alle £ € F}, FCT,
(eF

K(F) = () ker ¢ = {f € u(R) : f(t) =0 fiir alle t € F}, FCR
telr

5.1 Proposition: Sei o ein Gewicht vom Typ BD auf Z und I ein abgeschlossenes Ideal in
So(T'). Es gilt:

a) Aus h(I) =0 folgt I = F,(T).
b) Aush(I) = {\} fir ein A € T folgt Mg, ry;r = {A} mit X : §,(T)/I — C, X([a]) = G(N).

"Wir wollen in diesem Zusammenhang allerdings keine neuen Bezeichnungen einfiihren.
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Sei w ein Gewicht vom Typ BD auf R und I ein abgeschlossenes Ideal in §,(R). Es gilt:

c¢) Aus h(I) =0 folgt I = F(R).
d) Aus h(I) = {t} fiir ein t € R folgt Mg, )1 = {t} mit ¢ : Fu(R)/I — C, {([f]) = F(t).

> Beweis : Die Aussagen a) und b) folgen direkt aus Proposition 2.5. Zum Nachweis von
¢) und d) sei I ein abgeschlossenes Ideal in §,(R). Sei h(I) = 0. Dann existiert zu jedem
fe Sw(R). nach Propostion 2.7 ein g € I mit @\‘suppf = 1. Dann ist f = §f € I, und wegen
der Dichtheit von §,(R). in §,(R) (Proposition 4.9) folgt hieraus I = §,(R). Damit ist c)
gezeigt. Sei nun h(l) = {t} fir ein t € R. Fir fe Sw(R) mit ¢ ¢ supp f und eine gemif 1.18
gewiihlte approximative Eins (up)pen in LL (R) gilt f = lim Fin in u(R). Nach Proposition
4.9 gibt es Funktionen v, € Fy(R), mit ||u, — Upllw < % fiir alle n € N. Fiir alle n € N ist
J/";l = J/"\ﬁn € Fuw(R). mit ¢ ¢ supp ﬁL Wegen

P PO 1 ~
Hf - fn”w < Hf - funHw + EHwa

folgt f = lim Fn in Fw(R). Nach Proposition 2.7 existieren Funktionen h,, € I mit ﬁn|supp 7 =

1 fiir alle n € N. Es ist dann f = lim f, = lim fnhy € I. Damit ist d) gezeigt. <
n—o0 n—o0

Beim Beweis von d) in Proposition 5.1 haben wir die folgende Aussage gezeigt:

5.2 Korollar: Sei w ein Gewicht vom Typ B9 auf R und I ein abgeschlossenes Ideal in §,(R)
mit h(I) = {t} fir eint € R Fir alle f € F(R) mit t ¢ supp f gilt dann f € I.

Korollar 5.2 wird an spéaterer Stelle noch von Nutzen sein.

5.3 Proposition: Seien o und w Gewichte vom Typ BD auf Z und R.

a) Sei FF C T kompakt. Ist@ € §o(I") mita(&) # 0 fir alle £ € F, so existiert einb € Fo(T)

mit 3(5) = % fiir alle £ € F.

b) Sei F' C R kompakt. Dann ezistiert eine Funktion € € §,,(R) mite|p = 1. Ist fe Sw(R)
~ 1
mit f(t) # 0 fir alle t € F, so existiert eine Funktion g € §,(R) mit g(t) = m fiir
t
allet € F.

> Bewelis :

a) Mit F,(I") enthilt auch die Banachalgebra §,(I')/k(F) eine Eins. Da Mg,y /k(r) = F im
Sinne von Proposition 2.6 ist, folgt aus qgg([ii]) = ¢e(a) = a(§) # 0 fir alle £ € F, daB [a] in
Fo(I)/k(F) invertierbar ist. Setzen wir [b] := [@]}, so gilt b(&)a(¢) =1 fiir alle € € F.

b) Wegen der Kompaktheit von F' gibt es nach Proposition 2.7 mit I = A = §,(R) ein
€ € Fuw(R) mit e]p = 1. Dann ist [e] Einselement in §,(R)/k(F), und man kann wie in a)

argumentieren. <
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Wir fithren fiir eine abgeschlossene Menge F' C T" bzw. F' C R die Mengen §,(F) bzw. §y, (F)
ein:

So(F) :={a € §,(T') : suppa C F}, F=FCT
Fuw(F) :={f € Fu(R) : supp f C F}, F=FCR

5.4 Lemma:

a) §o(F) ist ein abgeschlossener Unterraum von §,(T).

b) Sw(F) ist ein abgeschlossener Unterraum von §,(R).

> Beweis : a) Fiir eine Folge (@™),en C §,(F) mit @™ — @ fir n — oo, @ € F,(I), gilt
aufgrund der Stetigkeit der Gelfandtransformation

@™ ~a)(©)] < @™ ~allo < [la™ ~all,.

Fiir € ¢ F ist a(¢) = 0 wegen |a(¢)| < |[a™ —al|, — 0 fir n — oo.

b) analog <

Zum Abschlufl geben wir noch eine Klasse von Abbildungen auf §,(I') an. Es handelt sich
hierbei um Multiplikationsoperatoren. Sei fiir @ € §,(I") die Abbildung Mj definiert durch

M; : §,(T) = §,(T), b+ Gb.

Dann ist Mj offensichtlich wohldefiniert und stetig linear mit ||M3|| = ||a]|,-

Ist e insbesondere die Folge mit ¢, = 1 fiir n = 1, ¢, = 0 fiir n # 1, so ist Mgg(f )= 53(5 ) fur
alle £ € I'. Da die Abbildung Mz in Kapitel 11 oft benttigt werden wird, wollen wir sie einfach
nur mit M bezeichnen. Es gilt | M| = 1.

Fiir alle @ € §,(I') und jede abgeschlossene Menge F' C I ist §,(#') invariant unter Mg, d.h.
daB M3 ,(F) C §,(F) ist. Vor allem macht es Sinn, die Abbildung

Mg[So(F) : §o(F) = To(F), b Mgb
zu definieren.
5.5 Proposition: Fir Gewichte o vom Typ BD auf Z und F C I' abgeschlossen gilt:

o(M|§,(F)) C F.

> Beweis : Fiir A ¢ F existiert nach Proposition 5.3 eine Funktion b € §o(I') mit E(f) = ﬁ
fiir alle { € F. Dann ist M;|§,(F) die inverse, lineare Abbildung zu A — M|F,(F) und damit
A& o(M|F,(F)). Das ist die Behauptung. <

Im Fall §,(R) kénnen wir ganz dhnlich vorgehen. Fiir jedes fe Sw(R) definiert

Mp:§u(®) = 3u(®), G f3
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einen stetigen linearen Operator auf §,(R) mit HMf” = ||f||w Analog zu oben sind fiir F' =
F C R die Unterrdume §,, (F) invariant unter diesen Multiplikationsoperatoren.

~

Ein Problem ergibt sich bei dem Versuch, einen Operator M so zu definieren, daf§ (M f)(t) =
—itf(t) gilt fiir alle t € R, denn i.a. liegt (t — —it]/"\(t)) nicht mehr in §,(R). Der Operator
M ist allerdings immerhin noch abgeschlossen und hat dichtes Bild; wir werden dies in Kapitel
IIT zeigen. Trotzdem sei an dieser Stelle schon erwdhnt, dafl fiir den eingeschrinkten Operator
M|Fw(F) : §uw(F) — Fw(F) eine zu Proposition 5.5 analoge Aussage gilt: fiir alle kompak-
ten F' C R ist o(M|Fw(F)) C —iF, wo o(M|F(F)) fir das Spektrum des unbeschrinkten

Operators M |F,(F) steht (§10, Abschnitt A).



40

Kapitel I. Beurling-Algebren



Kapitel 11
Asymptotisches Verhalten diskreter
Operatorhalbgruppen

Zum Inhalt dieses Kapitels

Auf das asymptotische Verhalten einer diskreten Operatorhalbgruppe 148t sich aus dem Erfiillt-
sein geeigneter Bedingungen fiir den die Halbgruppe erzeugenden Operator schliefen. Wir wol-
len in diesem Kapitel eine solche Bedingung herleiten. Von zentraler Bedeutung ist dabei der
Begriff des Intertwining-Operator fiir diskrete Operatorhalbgruppen. In §6 und §7 wollen wir
solche Operatoren einfithren und ihre Eigenschaften diskutieren. Die in Kapitel I behandelten
Beurling-Algebren §,(I') spielen hierbei ein wichtige Rolle.

Als entscheidend wird sich die Existenz eines solchen (nicht-trivialen) Intertwining-Oper-
ators erweisen. Das in diesem Zusammenhang wichtige Ergebnis formulieren wir in §8.

Sétze lber das asymptotische Verhalten diskreter Operatorhalbgruppe sind in &hnlicher
Form bereits an anderer Stelle bewiesen worden. In §9 werden wir — neben unserem eigenen
Ergebnis — diesen Resultaten Rechnung tragen und auf Unterschiede eingehen.

86 Diskrete Intertwining-Operatoren, grundlegende Eigenschaften............ 41
87 Weiterfithrende Eigenschaften diskreter Intertwining-Operatoren.......... 44
68 Existenz diskreter Intertwining-Operatoren ............ ... ... ... . ..... 47
89 Asymptotisches Verhalten diskreter Operatorhalbgruppen ................ 52

Fiir die Dauer dieses Kapitels stehe X fiir einen beliebigen Banachraum und X’ fiir dessen
topologischen Dualraum. Zu T € L(X) ist der adjungierte Operator T' : X' — X' erkléirt durch

T'a=aoT fiir alle o € X'.
Es gilt o(T") = o(T) und || T'|| = || T
86
Diskrete Intertwining-Operatoren, grundlegende Eigenschaften

In diesem Paragraphen fithren wir Intertwining-Operatoren fiir diskrete Operatorhalbgruppen
ein, die wir der Kiirze wegen als diskrete Intertwining-Operatoren bezeichnen werden.

41
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6.1 Definitionen:

1) Eine Abbildung T : N — L(X), fir die es einen beschrankten linearen Operator T auf
X gibt mit T(n) =T™ fir alle n € N, nennen wir eine diskrete Operatorhalbgruppe.
Der Operator T heifit Exrzeuger der Halbgruppe.

2) Sei p ein Beurling-Domar-Gewicht auf Z, j : §,(I') — X' eine beschrankte lineare
Abbildung und T eine diskrete Operatorhalbgruppe mit Erzeuger T. Falls fir alle a €

$o(T)
j(Ma) = T"j(a) (19)

gilt*, nennen wir j einen diskreten Intertwining-Operator fiir die Operatorhalbgruppe

T.

Die obige Definition einer diskreten Operatorhalbgruppe hat weniger den Sinn, einen fun-
damental neuen Begriff einzufiihren, als vielmehr die Parallelitéit zu den spéter noch zu definie-
renden, stark-stetigen Operatorhalbgruppen aufzuzeigen (siehe §11). Wir werden in der Folge
vereinfachend von diskreten Intertwining-Operatoren §,(I') — X' sprechen, ohne das hierzu
notwendige Beurling-Domar-Gewicht p auf Z und die zugehorige, diskrete Operatorhalbgruppe
jedesmal zu prézisieren; diese beiden Objekte sollen in diesem Fall automatisch gegeben sein
und mit g bzw. T bezeichnet werden. Den Erzeuger von 7 nennen wir stets 7.

Um Eigenschaften diskreter Intertwining-Operatoren besprechen zu kénnen, fiihren wir
zwei Hilfsmittel ein. Das eine Hilfsmittel ist ein Ideal I = I(j), welches wir jedem diskreten

Intertwining-Operator j zuordnen kénnen, das andere ist der sogenannte Trdger von j.

6.2 Lemma: Sei j : §,(I') — X' ein diskreter Intertwining-Operator. Dann existert ein
grofites, abgeschlossenes Ideal I(j) in §,(I"), welches noch vollstindig in kerj enthalten
151.

> Beweis : Wir betrachten das System A, welches aus allen Idealen I in §,(I") besteht, fiir
die I C ker j gilt. Da mit I und J auch I +J und I zu A gehdren, ist I(j) = ;5 I das groBte
abgeschlossene Ideal in §,(I'), welches ganz in ker j enthalten ist. <

Das zweite Hilfsmittel ist der Trdger von j. Er ist erklirt durch

supp(j) := h(I(j)) = () N(@),
a€cl(j)

wobei h die Hiilllenabbildung aus §5 und N (@) die Nullstellenmenge von @ in I ist.

6.3 Proposition: Sei j : §,(I') — X' ein diskreter Intertwining-Operator. Dann gilt:

supp(j) =0 & j=0

'Die Abbildung M : §,(T') = F,(T') wurde in §5 auf Seite 38 definiert.
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> Beweis : Ist j =0, so folgt ker j = §,(I"') und damit I(j) =
kommutativ und unital ist, schlieflen wir supp(j) = h(I(j)) = 0.

Umgekehrt folgt aus supp(j) = h(I(j)) = 0 mit Proposition 5.1, daf I(j) = F,(I') und damit
J =0 ist. <

Fo(T') trivialerweise. Da §,(T")

Ist j : §o(I') = X' ein diskreter Intertwining-Operator, so erhilt man durch Komposition
mit Multiplikationsoperatoren weitere Operatoren dieser Art.

6.4 Proposition: Sei j : §,(I') = X' ein diskreter Intertwining-Operator. Dann ist fir alle
G € F,(T) auch jo Mg : F,(I') — X' ein diskreter Intertwining-Operator?.

> Beweis : Die Stetigkeit von j o My ist klar. Es mufl nur die definierende Eigenschaft (19)
nachgepriift werden. Es ist

j o Ma(Mb) = j(@(MDb)) = j(M(ab)) = T'j(@b) = T'j o Mg(b)
fiir alle b € §,(T). <

Daf} vermoge Proposition 6.4 aus nicht-trivialen tatséichlich auch nicht-triviale Intertwining-
Operatoren konstruiert werden kénnen, ist Gegenstand von Proposition 6.6. Wir bereiten die
Beweise der nachfolgenden Aussagen durch folgende einfache Uberlegung vor.

6.5 Fiir jede Funktion @ € §,(I") ist ag,(I') = {&\E :be So(I)} ein Ideal in §,(I"). Aufgrund
der Stetigkeit der Multiplikation auf §,(I") ist @§,(I") ein abgeschlossenes Ideal in F,(I"). Gilt
insbesondere agF,(I') C ker j, so mufl wegen der Abgeschlossenheit von ker j und der Definition
von I(j) auch aF,(I') C I(j) sein. Wegen 1 € F,(I") folgt hieraus @ € I(j).

6.6 Proposition: Sei j : §,(I') — X' ein diskreter Intertwining-Operator. Seien X € supp(j)
und @ € F,(I') mit a(X) # 0. Dann ist j o Mz # 0.

> Beweis : Wire j o M; = 0, so wiirde a§,(I") C kerj und damit @ € I(j) folgen (Aussage
6.5). Wegen A € supp(j) erhielte man a(A) = 0, ein Widerspruch. <

Die nachfolgende Proposition macht wegen Proposition 6.4 Sinn.

6.7 Proposition: Sei j : §,(I') — X' ein diskreter Intertwining-Operator. Fir alle @ € §,(T")
ist 1(§) C I(j o Mg) und supp(j o M) C supp(a@) N supp(y).

> Beweis : Seien b € I(j) und ¢ € §,(') beliebig. Es gilt: j o Ma(/b\'c\) = j('d’b\?:\) =0, da wegen
b € I(j) auch abc € I(j) und I(j) C kerj ist. Infolgedessen haben wir bF,(I') C ker(j o My)
und Aussage 6.5 liefert b € 1(j o Mz). Damit ist I(j) C I(j o Myg).

Die Beziehung supp(j o Mg) C supp(j) folgt direkt aus dem soeben gezeigten Teil der Propo-
sition; es mufl nur noch supp(j o Mg) C supp(a) nachgewiesen werden. Der Fall supp(a) = I’
ist trivial; wir wollen deshalb annehmen, dafl es ein A € I'\supp(a) gibt. Da §,(I') regulir
ist, existiert b € § o(I') mit E(A) # 0 und supp(/l;) C U fir eine offene Umgebung U von A

%j und j o Mz beziehen sich natiirlich auf dieselbe Operatorhalbgruppe.
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mit U N supp(@) = 0. Wegen supp(@) N supp(b) = 0 ist ab = 0, und fiir alle ¢ € § o(T) gilt
daher j o Ma(g/c\) = j(a/l;/c\) = 0. Folglich ist ESQ(F) C ker(j o Mg) und also (Aussage 6.5)
be I(j o M3). Wegen E(/\) # 0 ist A € I'\supp(j o My). Daher ist I'\supp(a) C I'\supp(j o My)
oder supp(j o Mg) C supp(a). <

6.8 Korollar: Sei j : §,(I') = X' ein diskreter Intertwining-Operator, dessen Triger supp(j)
einen isolierten Punkt X € T enthdlt>. Dann gibt es einen diskreten Intertwining-Operator

7:8o(T) = X' mit supp(j) = {A}.

> Beweis : Aufgrund der Regularitit von §,(I") und X isoliert in supp(j) existiert ein@ € §,(T")
mit @(\) # 0 und supp(a) Nsupp(j) = {A}. Offensichtlich leistet 7 := j o M3 wegen Proposition
6.3, Proposition 6.6 und Proposition 6.7 das Verlangte. <

Bei den in diesem Paragraphen nachgewiesenen Eigenschaften diskreter Intertwining-Op-
eratoren hat die Operatorhalbgruppe 7T, bzgl. der der Operator definiert ist, keine allzu grofle
Rolle gespielt. Im néichsten Paragraphen werden wir sehen, dafl eine niitzliche Beziehung besteht
zwischen dem Triger von j und dem Spektrum von T', dem Erzeuger der Halbgruppe 7.

§7
Weiterfithrende Eigenschaften diskreter Intertwining-Operatoren

Bevor wir auf weitere Eigenschaften diskreter Intertwining-Operatoren eingehen, fithren wir
ein Hilfsmittel ein.

Fiir eine abgeschlossene Teilmenge F' von C und einen beschrinkten linearen Operator 1T'
auf X definieren wir den Spektralraum von T zu F als

Xr(F) = {x € X : es existiert eine analytische Funktion f : C\F — X mit
(z —T)f(z) =z fur alle z € C\F'}.

7.1 Proposition: Sei T' ein beschrdnkter linearer Operator auf X und A € C beliebig. Dann
gilt:
1
Xr({A}) = {z € X : limsup||(A = T)"z||» =0}
n—0o0

> Beweis : Wir konnen uns auf den Fall A = 0 beschrinken, denn die allgemeine Aussage
folgt hieraus durch Verschiebung um .

o0
» D% Seiz € X mit limsup HT”:UH% = 0 und betrachte f : C\{0} — X, f(2) := > (T"z)z—""1

—>00 n=0
Wegen lim sup ||T”:BH% =0 ist f auf C\{0} wohldefiniert und analytisch. Es ist
n—r 00
o0 o0
(z—T)f(2) = Z(T”x)zf" - Z(T"Jrlac)z*"*1 =T% =z,
n=0 n=0

dh. @ € Xr({0}).

3D.h. es existiert eine Umgebung U von A in T, die keine weiteren Punkte des Trigers enthilt.
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,C“ Seiz € Xr({0}) und f: C\{0} — X analytisch mit (z — T') f(z) = z. Da fiir hinreichend

groBe z die Abbildung z — T bijektiv ist, ist f(z) = R(z,T)z = Y. (T"x)z~""! fiir solche z,
n=0

wobei R(z,T)(z—T) = (z—T)R(z,T) = idx. Da f aber analytisch auf C\{0} ist, muf} sich f fiir

o0
alle z € C\{0} in der Form Y (T"x)z~"~! darstellen lassen. Dies erzwingt lim sup HT”xH% =0.
n=0

n—00
<

7.2 Korollar: Sei T' ein beschrdnkter linearer Operator auf dem Banachraum X. Es gilt:
ker(A = T)" C Xr({A})

fir allen € N.

> Beweis : Aus z € ker(A — T')" folgt limsup ||(\ — T)’%H% = 0 und damit z € X¢({A\}). <

k—o0

Wir wenden uns nun weiteren Eigenschaften diskreter Intertwining-Operatoren zu.

Es sei j : §,(I') — X' ein diskreter Intertwining-Operator fir die diskrete Operatorhalb-
gruppe 7 mit Erzeuger T'. Es bezeichne Lat,(A) die Menge der abgeschlossenen Unterrdume
von (L"), die invariant sind unter M. Weiter bezeichne M|Y fir Y € Lat,(M) den wohlde-
finierten Operator M|Y : Y — Y, @ — Ma. Wie zuvor stehe R(-,T) : p(T) — L(X) fiir die
Resolvente von 1. Wir erinnern, daf} fiir einen beschrinkten linearen Operator T und seinen
adjungierten Operator die Beziehung o(7") = o(T") besteht.

7.3 Lemma: Sei j : §,(0') — X' ein diskreter Intertwining-Operator. Fir alle Y € Lat,(M)
gilt:
o(MY)No(T)=10 = Y C kerj

> Beweis : Sei a € Y beliebig und F : C — X definiert durch

J(R(z, M|Y)a) falls z ¢ o(M|Y)
F(z) = ifa /
R(z,Tj(@) fallsz ¢ o(T') = o(T).
Dann ist F' eine wohldefinierte Funktion: Wegen o(M|Y) No(T) = 0 ist p(M|Y) U p(T) =C
und F' auf ganz C definiert; fiir z € p(M|Y) N p(T) gilt

(z = T")j(R(z, MY')a) = j((z — M)R(z, M|Y)a) = j (@),

d.h. j(R(z,M|Y)a) = R(z,7")j(a). Da sowohl R(-, M|Y) auf p(M|Y) als auch R(-,T") auf
p(T") = p(T) analytisch sind, folgt die Analytizitit von F auf C. Da aber ||F(z)|| — 0 fiir
|z] = oo (etwa wegen |R(z,T")|| — 0 fiir |z2| — o0), folgt F = 0 (Liouville). Da fiir groie z die
Resolvente R(z,T") existiert und bijektiv ist, folgt insbesondere j(a) = 0. Da @ € Y beliebig
war, folgt Y C kerj. <

7.4 Satz: Sei T eine diskrete Operatorhalbgruppe auf X mit Erzeuger T und sei j : §,(I') = X'
ein diskreter Intertwining-Operator fir T. Dann gilt:

supp(j) C o (7).
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> Beweis : Im Falle supp(j) = 0 ist nichts zu beweisen. Sei also ¢ € supp(j). Wir wollen
annehmen, dafl ¢ ¢ o(7T') ist. Da ['\o(T') offen ist, wiirde ein Umgebung U von ¢ existieren mit
U Cc U C I'\o(T) = p(T). Mit Proposition 5.4 sicht man leicht, da§ §,(U) € Lat,(M) ist,
und Proposition 5.5 liefert o(M|F,(U)) C U. Nach Wahl von U wiire o(M|F,(U)) No(T) C
UNo(T) = 0. Nach Lemma 7.3 ergéibe sich §,(U) C ker j. Da §,(U) ein abgeschlossenes Ideal
ist, erhielte man §,(U) C I(j). Dies aber wiire ein Widerspruch, denn wegen ¢ € supp(j) miifite
a(t) = 0 fiir alle @ € §,(U) gelten, was wegen der Regularitiit von §,(I') sicherlich nicht der
Fall ist. Da die Annahme also falsch ist, kann nur supp(j) C o(T') sein. <

Sei M der Multiplikationsoperator aus §5. Da I(j) als Ideal trivialerweise unter jedem Mul-
tiplikationsoperator invariant ist, bereitet es keine Probleme, die Abbildung M : §,(I')/1(j) —

So(I')/1(j) durch
Ma] == [M4d]
zu definieren.

7.5 Proposition: Sei j : §,(I') = X' ein diskreter Intertwining-Operator mit supp(j) = {A}
fir ein X € I'. Auf §,(I')/1(j) existiert dann einzig die multiplikative Linearform ¢ : [a] —
a(\). s ist o (z’\Z) — [\

> Beweis : Der erste Teil der Aussage ist b) in Proposition 5.1. Bezeichnen wir mit e die
Funktion & s &, so ist M [a] = [ea]. Nach Aussage 2.4 ist fiir ein u € C das Element u — [e] €
§o(I)/I(j) genau dann invertierbar, wenn ¢(u — [€]) = p — e(X) = p — X # 0 ist. Das ist die
Aussage bzgl. des Spektrums. <

7.6 Korollar: Sei j : §,(I') = X' ein diskreter Intertwining-Operator mit supp(j) = {A} fir
ein X € I'. Dann st

(o (1)/1(5)) 57 ({A}) = Fo(1)/1(7)

> Beweis : ,,C*: Diese Inklusion ist in der Definiton von (§,(I')/1(j)) ;7 ({A}) enthalten (vgl.

mit dem Anfang dieses Paragraphen).

,D% R(-, M) ist auf p(M) = C\o(M) = C\{A} analytisch. Fiir [d] € §o(I')/I(j) definiere man

[ C\{A} = §,(I)/I(j) durch f(z) := R(z, M)[a]. Dann ist f analytisch mit (z—M) f(2) = [a].
<

7.7 Proposition: Sei j : §,(I') = X' ein diskreter Intertwining-Operator mit supp(j) = {A}
fir ein A € . Dann ist die Abbildung

70 §(M)/I() — X'
[a] = j([a]) := j(a)
wohldefiniert mit J(M[a]) = T'7([a]) fir alle @ € F,(T) und Bild j € X1, ({\}).

> Beweis : Der erste Teil der Proposition ist wegen I(j) C kerj klar, und die Aussage

o~

beziiglich der , Vertauschung® von M und 7" rechnet man leicht nach. Sei [a] € §,(I')/I(j)
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beliebig. Nach Korollar 7.6 existiert eine analytische Funktion f : C\{A\} — §,(I')/I(j) mit
(z — M) f(z) = [a]. Anwenden von 7 ergibt:

iz = M)f(2) = (z = T)3(f(2))-

Fir g : C\{\} = X', g(2) := 3(f(2)), ist ¢g analytisch mit (z — T")g(z) = j([a]). Es folgt:
j([a]) € X}, ({A}). Das ist die Behauptung. <

7.8 Korollar: Sei j : §,(I') — X' ein diskreter Intertwining-Operator. Ist X € T' mit
X4 (1)) = {0}, 50 ist supp(j) # {A).

> Beweis : Wire supp(j) = {A}, so wiirde nach Proposition 7.7 die dort definierten Abbildung
7 wegen Bild 7 C X7, ({A\}) = {0} identisch verschwinden. Dann verschwindet aber auch j, was
aufgrund von Proposition 6.3 nicht sein kann. <

Der entscheidende Satz 148t sich nun folgendermafien formulieren:

7.9 Satz: Seij: §,(I') = X' ein diskreter Intertwining- Operator fiir die diskrete Operatorhalb-
gruppe T . Fiir den Erzeuger T dieser Halbgruppe sei o(T)NT abzdhlbar und X, ({A}) = {0}
fiir alle A € o(T)NT. Dann ist j = 0.

> Beweis : Wiire j # 0, so ergéiibe sich nach Proposition 6.3 supp(j) # (0. Da o(T)NI abzihlbar
und abgeschlossen ist, und da supp(j) nach Satz 7.4 eine Teilmenge hiervon ist, enthielte supp(j)
einen isolierten Punkt 4 € I'. Sei U ein offene Umgebung dieses p mit U N supp(j) = {u} und
a € F,(I') eine Funktion mit @(n) # 0 und suppa C U (wir erinnern: §,(I") ist reguldr).
Wir konnten nach Proposition 6.4 und Proposition 6.6 einen nicht-verschwindenden, diskreten
Intertwining-Operator j: §,(I") = §,(I") definieren durch j:= j o Mz mit — Proposition 6.7 —
supp(y) C supp(a) Nsupp(y) = {u}. Wegen 7 # 0 wire supp(7) = {u}. Mit Korollar 7.8 kann
dies aber aufgrund von X/, ({u}) = {0} nicht sein. Unsere Annahme muf} von daher falsch sein,
und j tatsdchlich identisch verschwinden. <

Im néchsten Paragraphen wenden wir uns der Frage zu, unter welchen Voraussetzungen man
die Existenz eines nicht-trivialen, diskreten Intertwining-Operators fiir eine diskrete Operator-
halbgruppe garantieren kann.

88

Existenz diskreter Intertwining-Operatoren

A. Vorbereitung

Wir geben in diesem Paragraphen eine Bedingung an, unter der man die Existenz eines diskreten
Intertwining-Operators zeigen kann. Bevor wir dies jedoch in Angriff nehmen kénnen, miissen

wir uns mit der nicht-trivialen Konstruktion dieses Intertwining-Operators auseinandersetzen.

Wir erinnern, dafl X ein beliebiger Banachraum ist, X’ dessen topologischer Dual, und daf}
wir mit 77 den zu T' € L(X) gehorenden adjungierten Operator bezeichnen.
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Es sei i eine beliebige, reellwertige Folge iiber N mit 7, > 1 fiir alle n € N. Wir betrachten

den linearen Raum

£O(N, X' = {a = (n)nen C X7 (%‘—:”)nEN € (N, (C)}

und versehen ihn mit der Norm |||/, = SUP,en Hn”H a € L°(N, X7).
Sei

(N, X') := {a € £°(N,X") : lim nl2) o istiert fiir alle o € X} :

n—0o0 nn

Offensichtlich ist ¢, (N, X') ein linearer Teilraum von £3°(N, X'). Die Abbildung

lim: ¢, (N, X') = X, lim(a)z = lim ozn(x)7
n—0o0 nn

ist wohldefiniert, denn die Linearitéit von lim(«) ist klar, und die Stetigkeit folgt aus

lim on ()
n— 00 nn

[lim(a)[} = sup

llz[|=1

\ < lladloou

Als Abbildung ist lim selber stetig linear mit || lim || < 1.

Wir werden nun zeigen, daf} es eine Fortsetzung Lim von lim auf £2°(N, X ") gibt, die die
folgende Eigenschaft hat: Lim hat hochstens Norm 1 und fiir alle o € £;°(N, X') und alle z € X,
fir die lim 22(%) (@)

n—o0 n—0o0
Linearform lim fortsetzt. Es geniigt jedoch nicht, Lim vermége Hahn-Banach zu konstruieren.

existiert, ist Lim (a)z = lim . Es ist klar, da§ ein solches Lim die

Zum Zwecke der Definition von Lim betrachten wir die Rdume

N = {z = (#n)nen C C: (z—”) € I°(N, C)} :
n N
c(N) = {z € ,°(N) : nlgglo ;—Z existiert}
|

und versehen sie mit der Norm ||z||,, = sup —n|, z € £;°(N).
neN ’in

Es ist klar, da§ ¢, (N) ein linearer Teilraum von £;°(N) ist. Die Abbildung

¢:cy(N) — C, 25 lim 22
n—r 00 nn

ist offenbar linear und stetig mit ||| < 1. Aufgrund des Satzes von Hahn-Banach 148t sich £
normerhaltend auf £7°(N) fortsetzen. Man erhlt eine Linearform L : £7°(N) — C mit ||[L| <1
und L |, v =4

Die gesuchte Abbildung Lim : £°(N, X') — C definieren wir so: fiir a € £°(N, X') und
z € X ist

Lim (a)z := L (o (2))nen- (20)
lem ()] <l HH an |

ein wohlbestlmmter Ausdruck Die Linearitidt von Lim («) folgt aus der Linearitit von L. Man

Wegen fir alle n € N und damit (o (2))nen € £°(N), ist L (@n(7))nen
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rechnet leicht ||Lim ()| < ||e||oo,y nach. Schliefllich ist Lim selber stetig linear mit ||Lim || < 1,
wie gewiinscht. Mit diesen Ausfithrungen ist dargelegt, dafl die nachfolgend definierte Menge
nicht leer ist.

Ly = {Lim : £°(N, X') — X' stetig linear mit Lim ist gem&f§ (20) definiert
mit einer (normerhaltenden) Fortsetzung L : £;°(N) — C von £.}

Fiir einen beliebigen Operator T' € £L(X), Lim € £,), a € £;°(N, X') und z € X gilt
Lim (T"a)(z) = L((T' @) %) neny = Lim (o) (T'z) = (T'Lim (o)) (z),

also Lim (T"«) = T'Lim ().

B. Konstruktion eines diskreten Intertwining-Operators

Wir haben bereits angedeutet, dal nicht fiir jede diskrete Operatorhalbgruppe ein nicht-
trivialer, diskreter Intertwining-Operator existieren muf}, schon gar nicht fiir jedes beliebige
Beurling-Domar-Gewicht ¢ auf Z. Tatsichlich werden wir die Existenz eines Intertwining-
Operators in irgendeiner Form mit diesem Gewicht p in Verbindung bringen miissen. Dies
geschieht unter der Annahme, dafl fiir den Erzeuger T einer diskreten Operatorhalbgruppe T
die Beziehung

IT"|| = O(on) fiir n — o0

gelte*. Wir werden im folgenden zeigen, daB unter einer solchen Bedingung ein Intertwining-
Operator konstruiert werden kann, von dem man dann unter weiteren Voraussetzungen bewei-
sen kann, daf} er nicht identisch verschwindet.

Bei den nun folgenden Ausfithrungen denken wir uns ein Beurling-Domar-Gewicht ¢ auf Z
sowie eine Operatorhalbgruppe 7 mit Erzeuger T € L£(X) und ||T"] = O(p,) fir n — o
gegeben.

Die Abbildung

®: F,(T) — LX), ey a1"
1€Ng
ist unter den gemachten Voraussetzungen wohldefiniert, denn es ist ||| = ||T%||; deshalb
haben wir .
Z la:; T"|| < Z la;| K 0; < +00.
1€Ny 1€Np

Die Linearitidt von @ ist klar, und die Stetigkeit ist eine Folge von

(@) < Klall,-

Fiir k € Z fithren wir eine weitere Abbildung ein. Es handelt sich um

P.=MF: F,T) — F,0)

a = a._k.

“D.h. es existiert eine Konstante K > 0 und ein no € N, so daB ||T"|| < Ko, gilt fiir alle n > ng. Wegen
on > 1 fiir alle n € N kénnen wir ohne Einschrinkung ein K > 0 annehmen mit ||T"|| < Ko, fir alle n € N.
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P, ist eine beschréankte lineare Abbildung mit || Pg|| < ok. Letzteres zeigt die einfache Rechnung

1Pe(@)]| = Z |a;—kloi < Z |a;—k|oi—kor < oxllallo-
ict icZ

Wir stellen einen Zusammenhang zwischen M und 7" vermoge der Abbildungen ® und Py
her (k € Z). Sei hierzu @ € §,(I") beliebig. Es ist

(®P)(Ma) = @(Pe(@ 1) = (@) = Y ai_p1T" und

1€Np
T'(®P)(@) =T'®(a %) =T Z a; xT" = Z a; y T = Z ai p 1 T".
1€Ng 1€Np €N
Diese beiden Formel zusammen ergeben
(®P,)(Ma) =T (®P,)(@) + a_j_1, (21)

was unseren gewiinschten Zusammenhang darstellt.

Als technische Hilfsmittel definieren wir die nachfolgenden Mengen:

(N = {(nr)ren € NV :ngiy > ny fiir alle & € N}, Menge der streng monoton
wachsenden Folgen natiirlicher Zahlen,
() = {a € XN :aqp(Trz) = ||TFz| mit ||| = 1 falls TFz # 0, ap = 0 falls
Tkz =0}, 2 € X,
A = {(z, (np)kens oy l) € X x (N) x XN x CEX™ o e (z),1 € L,, wobei
n € RY durch die Folge (ng)gen vermoge ny := on,, k € N, festgelegt
ist.}

Da X, T und g teil unserer Voraussetzungen sind, sollen diese Bezeichner nicht in die Notationen
mit aufgenommen werden. Aufgrund des Satzes von Hahn-Banach ist die Menge (z) nicht leer.

Bevor wir fortfahren, wollen wir die Elemente von A, die 4-Tupel (z, (ng)gen, v, 1), interpre-
tieren. Frei ist man zunichst in der Wahl von = € X und (ng)gen als Folge streng monoton
wachsender, natiirlicher Zahlen. @ € X"V wird durch z und T' gemif der Definition von ()
eingeschriankt; « ist nicht eindeutig bestimmt. SchlieBlich hingt ! von (ng)ren und o ab und
ist von der Form [ = Lim im Sinne der Ausfithren im Abschnitt A.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir formal einen Intertwining-Operatoren konstruieren,
der zwar noch trivial sein mag, aus dem heraus wir aber schon bald auch einen nicht-trivialen
herleiten kénnen. Wir betrachten hierzu ein @ € §,(I") und ein 4-Tupel (z, (ng)ken, o, Lim) € A
und setzen 1 = (Ng)ken Mit N = on,, k¥ € N. Es gilt mit den Komponenten dieses Tupels fiir
alle k € N

[(@P, (@), || < (2P, (@) [[an, || < (@ [ Pry @)]] ||ty
< 1®@llon, lallollem, |
und damit
(@ Py, (@)t || . .
k HE el [l | @l < N1@IH@ll,- (22)
Ony, SN——"

=0 oder =1



§8. FExistenz diskreter Intertwining-Operatoren o1

Da also
(D Py, (@))atn, Jken € éf;o(N, X"

ist, ist die nachfolgende Abbildung fiir (x, (ng)ken, @, Lim) € A wohldefiniert:

J(@, (ni)ken, o, Lim ) : §,(I) = X', arr Lim (((2F, (@) an, ) ken)- (23)

Wir schicken dem Nachweis, daf j(\) fir A € A ein diskreter Intertwining-Operator ist,
die Bemerkung voraus, daf) selbst die Méchtigkeit der Menge A nicht garantiert, daB einer
der j(A) nicht verschwindet. Tatséchlich besteht die entscheidende Aufgabe darin, unter ge-
eigneten Voraussetzungen ein passendes xp € X und (ng)gen € (N) zu finden, auf daf} fir ein
(o, (nk)keN, -..) € A der Operator j(zg, (ng)ken,-..) von 0 verschieden ist.

8.1 Satz: Sei T eine diskrete Operatorhalbgruppe mit Erzeuger T und sei o ein Beurling-
Domar-Gewicht auf Z. Fir T gelte ||[T"]| = O(on) fir n — oo. Dann ist fir jedes
(z, (ng)ken, o, Lim ) € A der gemaf (23) definierte Operator j = j(x,(ng)ken, @, Lim) :
§o(l) = X' eine beschrinkte lineare Abbildung mit

joM =T"oj. (24)

> Beweis : Die Linearitéit von j ist klar. Aus (22) und der Definition von j folgt, daf j stetig
ist mit ||j]] < ||®||. Es bleibt nur noch (24) nachzuweisen. Wir bemerken zuerst, da§ wegen

Z|ai|gi < oo gilt: a_p_1 — 0 fir & — oo, und daBl damit auch MHQMH — 0 fiir
1E€EL
k — oo (on, > 1, ||an,|| < 1). Da Lim als Fortsetzung von lim : ¢, (N, X') — C definiert ist,

ergibt sich also

Nk

Lim ((@—p, —10n, )ken) = 0.

Hiermit erhélt man den gewiinschten Zusammenhang (24):

j(Ma) = Lim (((®F,, (Ma))an,)ren)

= Lim((T’((I)Pnk (a))ank,)keN + (G—nk—lank)kEN)
T'Lim (((® Py, (@), Jken)
= T'j(a)

C. Ein Existenzsatz fiir diskrete Intertwining-Operatoren

8.2 Satz: Sei T eine diskrete Operatorhalbgruppe mit Erzeuger T € L(X) und sei o ein

Beurling-Domar-Gewicht auf Z. Fir T gelte |[T"|| = O(oyn) fir n — oo und (g—n) N
"/ ne

konvergiere in der starken Operatortopologie nicht gegen 0. Dann existiert ein nicht-trivialer
Intertwining-Operator j : §o(I') = X' fir T und .
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> Beweis : Wenn (%) . in der starken Operatortopologie nicht gegen 0 konvergiert,
"/ ne

existieren xy € X, € > 0 und eine monoton wachsende Folge (my)ren natiirlicher Zahlen mit

T
7]
Omy,
Tm* Tm* K
Da | Zoll < | I lzoll < O 1o < K||mo|| fir alle k£ mit einer geeigneten Konstante
K > 0 gilt, existiert wegen
™
e < T 0] < K]l
my
n;
eine Teilfolge (n;)ien von (mg)gen, fiir die IT™ ol fiir i — oo konvergiert mit
On;
tim 1770l

1—00 On;

Einen Intertwining-Operator j : §,(I') — X' koénnen wir nun gemif Abschnitt B erkliren
durch j = j(zg, (n;)ien, @, Lim) (Proposition 8.1). Wir miissen nur noch zeigen, dafi j nicht
verschwindet. Dies folgt aus

) . . ) Tk g
J(Dz0 = Lim (2P, (1)), Jken) o = Lim (™ iy Jocr)o = lim 1220l
k—o0 Ony,
> €.

§9
Asymptotisches Verhalten diskreter Operatorhalbgruppen

9.1 Satz: Sei T eine diskrete Operatorhalbgruppe mit Erzeuger T € L(X) und sei o ein
Beurling-Domar-Gewicht auf Z. Fir T gelte ||T™|| = O(on) fiir n — oo. Sei o(T) N T
TTL
abzihlbar und fir alle X € o(T) NI gelte X/, ({A\}) = {0}. Dann konvergiert (—) in
neN

On
der starken Operatortopologie gegen 0.

n

T
> Beweis : Wiirde <—) nicht in der starken Operatortopologie gegen 0 konvergieren,
fn / neN

so existierte nach Satz 8.2 ein nicht-trivialer Intertwining-Operator j : §,(I') — X', was mit
den gemachten Voraussetzungen nach Satz 7.9 nicht moéglich ist. <

Wir fithren die Anwendung von Satz 9.1 an einem einfachen Beispiel vor.

9.2 Beispiel: Sei X = X' =Cund T =T":C — C, Tez = az fiir ein ¢ € C und alle z € C.
T erzeugt eine diskrete Operatorhalbgruppe 7 mit T'(n)z = o"z fir alle n € N und z € C.
Da wir uns in endlicher Dimension befinden, ist o(7") NI endlich, insbesondere also abzihlbar.
Damit ||T"]] = O(py,) fiir n — oo fiir ein Beurling-Domar-Gewicht auf Z gewéhrleistet ist, muf
la| <1 gefordert werden; in diesem Fall kann p = 1 genommen werden.
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Ist |a] <1 und A € T" beliebig, so ist
Cr ({A}) = {z € C: esexistiert f: C\{A\} = C: (2 —a)f(z) =z fur alle z € C\{\}}.

Fiir z = a # X ergibt sich 0 = (2 — 2) f(z) = z fir alle x € Cpr ({\}), d.h. Cpr ({\}) = {0}. Wie
erwartet konvergiert (7T"),cy nach Satz 9.1 in der starken Operatortopologie gegen 0.

Fiir |a] =1 und A = a € T ergibt sich Cyv ({a}) = C und Satz 9.1 macht keine Aussage tiber
das Konvergenzverhalten von (T"),cn in der starken Operatortopologie. Man sieht allerdings
leicht, dafl (T"),en in der starken Operatortopologie nicht gegen 0 konvergiert.

Unseres Wissens nach ist Satz 9.1 iiber das asymptotische Verhalten diskreter Operatorhalb-
gruppen neu, die Idee jedoch, dieses Verhalten aus Eigenschaften des Spektrums abzuleiten,
nicht. Arendt und Batty sowie Lyubich und Phong haben unabhingig voneinander einen &hn-
lichen Satz formuliert:

9.3 Satz: (Arendt, Batty [1], Lyubich, Phong [20])

Sei T' ein potenzbeschrinkter linearer Operator auf dem Banachraum X, und sei o(T) N T
abzihlbar sowie op(T") NI leer. Dann konvergiert (T™)pen in der starken Operatortopologie

fiir n — oo gegen 0.

Die Potenzbeschrianktheit des Operators T', || < C fiir alle n € N und eine Konstante
C > 0, wird dabei von den Voraussetzungen unseres Satzes 9.1 erfafit (¢ = C). Der Unterschied
liegt in der Voraussetzung o,(7') NI = (), die wir ersetzt haben durch X7, ({\}) = {0} fiir
A € o(T)NI. Letztere Bedingung ist etwas stirker, erlaubt aber mehr als nur potenzbeschrankte

Opertoren zuzulassen.

Eine Verallgemeinerung von Satz 9.3 wurde von Phong formuliert:

9.4 Satz: (Phong [19])

Sei T ein beschrinkter linearer Operator auf dem Banachraum X. Fir ein k € N gelte
IT™|| < on fir eine Gewichtsfunktion o auf N mit g, := limsup Ontm _ O(n*) fir n —

m—oo  Om

n

00. Ist dann o(T) NI abzihlbar und o,(T") NT leer, dann konvergiert — in der starken
On
Operatortopologie fiir n — oo gegen 0.

Der Unterschied zu unserem Ergebnis liegt im zugelassenen Gewicht. Satz 9.4 enthélt den
Spezialfall eines héchstens polynomiell wachsenden Gewichts: Ist o, = O(n*) fiir n — oo,
k >0, so ist g, = O(1) fiir n — oo, und es 148t sich folgendes Korollar formulieren:

9.5 Korollar: Ist T ein beschrankter linearer Operator auf dem Banachraum X mit ||T"| < on
fiir allen € N, o ein Gewicht auf N mit g, = O(n¥), k > 0, o(T)NI" abzihlbar und o,(T")NT
n

leer, so konvergiert — in der starken Operatortopologie fiir n — oo gegen 0.
On

In dieser Form wird die Ahnlichkeit zu Satz 9.1 deutlich: wir lassen ein allgemeineres Gewicht
zu, missen dafiir aber ,,mehr* als 0,(T") NI' = ) fordern, um dasselbe Ergebnis zu erlangen.
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Ein weiterer Unterschied zwischen Satz 9.1 und Satz 9.4 besteht in der Beweismethode dieser
beiden Aussagen. Wihrend wir die Operatorhalbgruppe vermége Intertwining-Operatoren mit
Beurling-Algebren in Verbindung bringen, hingt der Beweis von Phong an einem Lemma, in
dem ein Banachraum F, ein stetiger Homomorphismus 7 : X — F mit dichtem Bild und eine
neue Operatorhalbgruppe V : [0, 4+00) — L(E) konstruiert werden, die gewissen Bedingungen
geniigen. Details findet man in der bereits zitierten Arbeit von Phong.

Die oben benutzte Idee, Intertwining-Operatoren mit Hilfe von verallgemeinerten Limiten
zu definieren, wurde in einer Arbeit von Eschmeier[10] benutzt, um invariante Teilriume fiir
geeignete Systeme vertauschender Operatoren auf Hilbertrdumen zu konstruieren.

Zum Abschluf} dieses Paragraphen zeigen wir noch, wie man Korollar 9.5 aus dem Resultat
von Phong auch mit unserer Beweismethode gewinnen kann. Hierzu definieren wir die Abbil-
dung

01 F,(0) > LEAD)/IGY),  am S ann,
neZ
wobei M die in §7 auf Seite 46 definierte Abbildung ist?. Wegen HM”H < || M™|| < op fur
alle n € Z zeigt man wie in §8, Abschnitt B, dafl & wohldefiniert und stetig linear ist mit
®(1r) = idg, (/1) und @(e) = M, falls 1p die konstante Funktion mit dem Wert 1 und
e : ' —» C die Identitdt auf I" bezeichnen. ® ist sogar ein Algebrenhomomorphismus: Fiir alle
a,b € Fo(I) gilt

O@h) = Blaxb) =D > an pbpM"

nes ke
= Y oMEY an M"F = 2(@)2(b).
k€Z nez

9.6 Ist k € N und g ein Gewicht vom Typ 8D auf Z mit g, = O(|n|*) fiir |n| — oo, so ist
C>®(I') C §,(I'), wie wir nun zeigen werden.
Sei hierzu f € C®(I'), d.h. f(e") € C*®(R) eine 27-periodische Funktion, und seien g :
R — C, g(t) := f(e) und a, := 5 J7_g(t)e ™" dt fiir alle n € Z. Dann lassen sich die ay, fiir
n € Z\{0} wie folgt abschétzen:
1 " / —int
py— /_ﬂg (t)e dt‘

1 (7 ;
— / g(t)e "t dt‘ =
2 J_,

1 /7r g(k+2)( ) —int dt‘ 1 ; max

| 2mnk+2 = 27 |n|kt2 te[—m,n)

lan| =

g+ (0)|.

Daraus ergibt sich mit einer geeigneten Konstanten K > 0 die Ungleichungskette

1
g(’”z)(t)‘[( > lnlt + laoles < oo (25)
neZ\{0}

Z ’an’Qn S — Inax
perd 27 te[—n,7)

Da also a € £5(Z) und f(e") =Y, oy ane™" ist, folgt f € F,(T).

5Ist M der Multiplikationsoperator mit der Identitiit auf Fo(T), so ist M~ der Multiplikationsoperator mit

der konjugierten Identitdt auf F,(I"). Fiir alle @ € §,(T") ist dann M_l[a] = [M~'a].
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Versehen wir C°°(C) und C°°(I") mit der Topologie der gleichméfigen Konvergenz von
Funktionenfolgen und ihrer Ableitungen auf Kompakta in C bzw. I', so sind die Abbildungen
r: C®C) — C®({), f = flrund i : CF(I') = §,(['), @ — @ stetig linear. Fiir die erste der
beiden Abbildungen ist das klar, und fiir die zweitgenannte folgt dies fir a € C*°(I') mit a Z 0,

ein geeignetes ng € N mit Y |an|on < >, |an|on + 1 und geeigneten Konstanten K, K' > 0
nez [n|<no
aus

K 1 ~
Z lanlon < or Z i ter[n_ax } o(a@)F+2) (t)‘ + |aoloo + 1
nez 0<|n|<ng o
< K' max_|p@"™ ()|,
te[—m,m]

wobei K/ > £ <O<Z|< T%P) + d ist mit d-ter[riz;xﬂ ‘(p(a)(k”) (t)| > 1+ aoloo. (Man vergleiche
n|<ng )
mit (25).)
Aus diesen Uberlegungen folgt, daf§ die Abbildung

T : C°(C) - L(F,(T)/1(5)), U=doior

ein stetiger Algebrenhomomorphismus ist mit ¥(1c) = idg, ), 1¢;) und ¥(idc) = M, wobei 1¢
die Konstante Funktion mit dem Wert 1 und id¢ die Identitit auf C ist.
Fir A € I" betrachten wir die Abbildung

A CF(0) = LS (1)/1(5)), f = ¥(fo(lc —idg)).
Offensichtlich ist Wy ein stetiger Algebrenhomomorphismus mit ¥y (1c) = idg, /() und

Uy(ide) = A — M. Wir haben es bei dem Operator A — M (A € I') also vermoge ¥y mit einem
verallgemeinerten skalaren Operator im Sinne von Colojoara-Foias[5] zu tun. Wir zitieren:

9.7 Ist Q ein quasinilpotenter® Operator, der zudem noch verallgemeinert skalar ist, so ist Q
nilpotent. (Colojoara-Foias[5], Lemma 4.3.5).

9.8 Satz: Sei k € N und o ein Gewicht vom Typ 8D auf Z mit o, = O(|n|¥) fiir |n| — oo.
Sei j : §o(I') = X' ein nicht-trivialer, diskreter Intertwining-Operator fir die diskrete
Operatorhalbgruppe T . Fir den Erzeuger T dieser Halbgruppe sei o(T) NI abzdhlbar. Dann
ist op(T) NT # 0.

> Beweis : Wir haben im Beweis von Satz 7.9 aus j einen nicht-trivialen Intertwining-
Operator j konstruiert mit suppj— {A\}, wobei A € o(T) NI ein isolierter Punkt in o(7T) NI’
ist. Nach Proposition 7.5 ist fiir M das Spektrum gegeben durch o ( ) = {A}. Dann ist aber

A—M quasinilpotent. Da A — M nach unseren Voriiberlegungen verallgemeinert skalar ist, folgt
aus Aussage 9.7, da A — M nilpotent ist; es existiert also ein m € N mit A-—M ) = 0. Fir
die in Proposition 7.7 definierte Abbildung 7 ergibt sich somit

0 =3((A—M)™[a]) = (A= T")"5([a]) = (A = 7")"j(@)
fir alle @ € §,(T). Da j # 0 ist, mufl daher X € o,,(1") N T sein. <

%Ein Operator Q heifit quasinilpotent, falls o(Q) = {0} ist, und nilpotent, falls ein n € N existiert mit Q™ = 0.
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n

T
> Beweis von Korollar 9.5: Wiirde (—) nicht in der starken Operatortopologie gegen
neN

On
0 konvergieren, so existierte nach Satz 8.2 ein nicht-trivialer Intertwining-Operator j : §,(I") —

X', was mit den gemachten Voraussetzungen nach Satz 9.8 nicht moglich ist. <

Anmerkung: Man beachte, dafi der Beweis von Korollar 9.5 bis auf das Zitat von Satz 9.8
anstelle von Satz 7.9 mit dem Beweis von Satz 9.1 iibereinstimmt.



Kapitel I1I
Stark-stetige Operatorhalbgruppen

Zum Inhalt dieses Kapitels

Wir wollen in Kaptel IV das asymptotische Verhalten stark-stetiger Operatorhalbgruppen un-
tersuchen. Um eine moglichst vollstdndige Darstellung der Ergebnisse zu erhalten, beschéfti-
gen wir uns in diesem Kapitel mit den grundlegenden Eigenschaften solcher Halbgruppen; wir
fiithren sie in §11 ein. Da man ohne unbeschrinkte Operatoren und vektorwertige Integration
die Theorie stark-stetiger Operatorhalbgruppen nicht zufriedenstellend darstellen kann, haben
wir in §10 diesbeziiglich die wichtigsten Ergebnisse zusammengetragen. In §12 schlieflich be-
sprechen wir Beispiele, die im nichsten Kapitel von Bedeutung sein werden. Insbesondere findet
man ein wichtiges Beispiel einer stark-stetigen Operatorgruppe.

§10 Unbeschrinkte Operatoren und vektorwertige Integration iiber R......... o7

§11 Stark-stetige Operatorhalbgruppen ....... ... ... ... i it 61

§12 Beispiele stark-stetiger Operator(halb)gruppen ........................... 67
§10

Unbeschrinkte Operatoren und vektorwertige Integration iiber R

A. Unbeschrinkte Operatoren

Bei der Untersuchnung stark-stetiger Operatorhalbgruppen treten unbeschréinkte Operatoren
auf. Sind X und Y Banachridume, so nennt man bekanntlich eine Abbildung A : ©(A) = Y,
die auf dem linearen Teilraum ®(A) von X definiert und dort linear ist, einen unbeschrinkten
Operator. ®(A) heiflt der Definitionsbereich von A. Der Kern eines unbeschrinkten Operators
A wird erklirt durch

ker A := {x € D(A) : Az =0}.

Unter den unbeschrinkten Operatoren spielen diejenigen, deren Graph, d.h. die Menge
{(z,Az) : x € ©(A)}, abgeschlossen bzgl. der Produkttopologie auf X x Y ist, eine wichtige
Rolle. Man nennt sie abgeschlossene Operatoren und fafit sie gewohnlich zur Menge C(X,Y)
oder, falls Y = X, C(X) zusammen. Die abgeschlossenen Operatoren zeichnen sich dadurch

o7
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aus, daf} viele der Aussagen, die man fiir beschrinkte Operatoren kennt, zum Teil auch noch
fiir diese Klasse giiltig sind.

Gibt es fiir ein A € C und einen abgeschlossenen Operator A : ®(4) C X — X eine
Abbildung R(A, A) € L(X) mit

RO AN — A) —idpqy und (A — A)R(A, 4) = idy,

so sagt man, A—A besitze eine beschrénkte Inverse. Dabei ist A— A abgeschlossen mit D (A—A4) =
D(A) und R(X, A)(X — A) unbeschrankt mit D(R(X, A)(A — 4)) =D(A — A). Die Menge

p(A) = {X € C: X — A besitzt eine beschrinkte Inverse}

heiflt die Resolventenmenge von A. Die Abbildung R(-, A) : p(A) — L(X) wird die Resolvente
genannt. Das Spektrum von A ist die Menge

o(4) = C\p(A).

Im Gegensatz zu beschrinkten Operatoren mufy das Spektrum o(A) eines Operators A € C(X)
nicht kompakt sein. Fiir abgeschlossene Operatoren A : ©(A) C X — X 148t sich jedoch zeigen,
dafl das Spektrum o(A) abgeschlossen ist. In diesem Fall ist p(A) offen und R(-, A) analytisch
auf p(A) (Yosida[25], Chapter VIIL.2, Theorem 1).

Besitzt ein A € C(X) dichten Definitionsbereich, ®(A) = X, so 1d8t sich ein adjungierter
Operator A’ erkldren. Man definiert D (A’) als Teilmenge von X' durch

a € D(A") :& das lineare Funktional a0 A : D(A) — C, x — aAz) 148t
sich zu einem beschrinkten, linearen Funktional oo A auf
X fortsetzen.

Man beachte, daff diese Fortsetzung eindeutig bestimmt ist. Offensichtlich ist D (A’) ein linearer
Teilraum von X'. Man definiert A" : ©(A") - X' durch

Ala:=ao A.
Der Operator A’ ist seinerseits wieder abgeschlossen; fiir sein Spektrum o(A’) gilt:
o(A) = o(4)
(Goldberg[11], Corollary I1.5.3). Man rechnet leicht R(A, A") = R(X, A)’ fiir A € p(A) nach.

Anmerkung: Wir haben in unseren Ausfithrungen lediglich die Spektraltheorie abgeschlos-
sener Operatoren angesprochen. Fiir die Spektraltheorie beliebiger unbeschrinkter Operatoren
verweisen wir auf Yosida[25], Chapter VIIL

B. Vektorwertige Integration iiber R

Fiir die Analyse von Operatorhalbgruppen ist die vektorwertige Integration iiber R ein wichtiges
Hilfsmittel. In diesem Paragraphen geben wir deshalb einen kurzen Abrif dieser Theorie. Wir
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orientieren uns dabei an Hille-Phillips[9] und Dunford-Schwartz[13], die man fiir die Beweise
der hier zitierten Ergebnisse und gegebenenfalls fiir weiterreichende Ergebnisse zu Rate ziehe.

Im folgenden sei X ein beliebiger Banachraum und A das Lebesgue-Maf3 auf R.

Man nennt eine Funktion f : R — X eine (X-wertige) Elementarfunktion, wenn f nur
endlich viele Werte z1, ..., x, € X, n € N, annimmt, und wenn fiir jeden dieser Werte f!({x;})
A-mefbar ist. Eine solche Elementarfunktion f wird einfach genannt, wenn fiir die endlich vielen
Funktionswerte 1, ..., 7, € X mit Ausnahme der 0 gilt: A\(f ! ({z;})) < +00. Zu einer einfachen
Elementarfunktion f erklirt man ein Element S(f) in X durch

S(f) =Y =A(f({«)})
zef(R)
(die Summe ist endlich). Hierbei sei 0 - co = 0. Offensichtlich gilt
ISHITS D =l {2},
z€f(R)

und da || f()|| eine R-wertige Elementarfunktion im Sinne der klassischen Theorie ist, folgt

1S < /R 1£ (),

wobei rechts das Lebesgue-Integral der (offenbar A-mefbaren und integrierbaren) Funktion
1F (Il steht.

Die X-wertigen Elementarfunktionen und X-wertigen einfachen Elementarfunktionen bil-
den die Grundbausteine dessen, was man X-wertige A-mefibare und X-wertige integrierbare
Funktionen nennt.

10.1 Eine Funktion f : R — X nennt man A-mefibar, wenn es eine Folge (fy,)nen von X-wertiger
Elementarfunktionen gibt, die fast iiberall gegen f konvergiert!.

Eine unmittelbare Folgerung aus 10.1 ist, dafl eine A-meBbare X-wertige Funktion f we-
sentlich separables Bild in X hat, d.h. daf§ es eine Nullmenge N in R gibt, so dafi f(R\N)
separabel? ist. Genauer kann man folgende Aussage machen:

10.2 Fir eine Funktion f: R — X sind dquivalent:
a) f A-meflbar
b) i) es existiert eine Nullmenge N in R mit f(R\N) separabel (d.h. f ist wesentlich

separabel)

it) zu jeder offenen Menge G in X existiert eine A\-meffbare Menge Mg in R mit
fTHG\N = Mg\N (d.h. f~Y(G) ist bis auf eine Nullmenge A\-mefbar fiir offe-
nes G C X)

! Fast iiberall“ heifit wie iiblich, daf§ es eine A-Nullmenge N in R gibt, so daf fiir alle s € R\N gilt: f,(s) =
f(s) fiir n — co.
Zseparabel = besitzt abzihlbare, dichte Teilmenge
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10.3 Fiir eine A-mefibare Funktion f : R — X gilt weiter, dafl auch ||f(-)|| (im Sinne einer
Funktion R — R) A-mefBbar ist. Man mufl nur feststellen, daf§ ||f,(-)| fir eine Elementar-
funktion f,, : R — X A-mefibar ist, und dafl im Falle f, — f fast iiberall fiir n — oo auch
1 fn Il = 17 ()]l fast iiberall fiir n — oo gilt.

Integrierbare Funktionen f : R — X definiert man folgendermaflen:

10.4 Eine Funktion f : R — X nennt man integrierbar, wenn es eine Folge (fy,)nen einfacher
X-wertiger Elementarfunktionen gibt, die punktweise fast {iberall gegen f konvergiert und fiir
die

du [~ flldr =0 (26)

gilt. Das Integral einer integrierbaren Funktion f ist erklért durch
/fd)\ = lim S(fy). (27)
R n—oo

Mit 10.3 zeigt man, dal (26) ein wohldefinierter Ausdruck ist; (S(fn))nen ist eine Cauchy-Folge
in X, (27) macht deshalb Sinn.

Offensichtlich sind die Elementarfunktionen im Sinne von 10.1 A-mefibar und die einfachen
Elementarfunktionen im Sinne von 10.4 integrierbar. Es gilt fiir eine einfache Elementarfunktion

f:
sh)= [ rax

Damit schreibt sich (27) auch in der Form
/ fdx= lim [ f,d\
R n—r 00 R
Ein niitzliches Kriterium fiir die Integrierbarkeit einer Funktion f : R — X wird gegeben

durch

10.5 Eine Funktion f : R — X ist genau dann integrierbar, wenn f A\-mepbar und [, || f|| dX <

+o00 1st.

Eine Abschitzung fiir die Norm des Integrals einer integrierbaren Funktion f : R — X wird

H/Rfd/\H < [1r1ax

Erwartungsgemif bilden die integrierbaren X-wertigen Funktionen einen Vektorraum, auf dem

gegeben durch

das Integral eine lineare Abbildung ist.

10.6 Sind g : R - C und f : R — X zwei A-mefbare Funktionen, so ist auch das punktweise
Produkt g f A-meflbar. Ist eine der beiden Funktionen g oder f integrierbar, wéhrend die andere
immerhin noch beschrinkt und A-mefibar ist, so ist auch ¢f integrierbar.
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Insbesondere fiir eine A-mefibare Menge E C R mit A\(E) < 400 und eine auf E beschréinkte,
A-meBbare Funktion f macht der Ausdruck

/EfdA :=/R><EfdA

Sinn, wo xg : R — C die charakteristische Funktion von £ ist.

Als Beispiel A-mefibarer Funktionen f : R — X kann man die stetigen nennen. Fiir offenes
G C X ist f1(G) offen und damit A\-meBbar, und da R separabel ist und f stetig, ist f(IR)
separabel. Das Kriterium 10.2 impliziert dann die A-Melbarkeit. Da stetige Funktionen auf
kompakten Intervallen [a,b] C R (a,b € R, a < b) beschrinkt sind und A([a,b]) =b—a < +00

ist, steht
b
/ fdx
a

wegen Aussage 10.5 fiir ein wohlbestimmtes Element in X.

Ist A€ C(X,Y) und f: R — X integrierbar mit f(R) C ©(A), so laBt sich itber Ao f :
R — Y folgende Aussage machen:

10.7 Sei A € C(X,Y) mit Definitionsbereich ®(A) und sei f : R — X eine Funktion mit
f(R) CD(A). Sind f: R — X und Ao f: R — Y integrierbar, so gilt

/Rfd/\EQ(A) und /RAofd)\:A/Rfd)\.

Insbesondere fiir Y = C und A € X’ wird uns 10.7 im nichsten Paragraphen begegnen.
Abschlieflend halten wir fest:

10.8 Ist f : R — X integrierbar, so gilt fir fast alle t € R:
t+h t

! 1
f(#) = lim o | Jaa=limo | fdA (28)

Ist f stetig in t € R, so gilt (28) fiir dieses t auf jeden Fall.

§11
Stark-stetige Operatorhalbgruppen

In diesem Paragraphen definieren wir und zeigen wir Eigenschaften stark-stetiger Operator-
halbgruppen. Wie vorher stehe X fiir einen beliebigen Banachraum. Wir folgen Dunford-
Schwartz[9].

11.1 Definition: Eine Abbildung T : [0,400) — L(X) heifst stark-stetige Operatorhalbgrup-
pe, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
(1) T(0) =idx,
(i) T(s+t)=T(s)T(t) (s,t>0),
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(i53) fir alle x € X ist T(-)z : [0,400) = X stetig.

Die Bedingungen (i)-(iii) erinnern an die Funktionalgleichung f(z + y) = f(z)f(y) der
Exponentialfunktion. Fordert man f(0) = 1 und die Stetigkeit von f, so wird sie bekanntlich
fiir jedes A € C geloBt durch f(z) = e fiir alle z € R (vgl. Lemma 3.6). Es stellt sich die
Frage, ob in Analogie hierzu ein beschrinkter linearer Operator A existiert, vermoége dem 7T
sich darstellen 4t in der Form

T(t) = e, (29)

wenn wir e!4 fiir >

k=0
bedingung (iii) zu schwach, um dies zu erreichen. Man kann allerdings zeigen ([9], Theorem
VIII.1.2), daB im Falle der Stetigkeit von 7 : [0, +00) — L(X) tatséchlich ein solcher Operator
A € L(X) existiert.

Da wir nun aber mit Bedingung (iii) weniger vorausgesetzt haben, kénnen wir auch nur

schreiben (die Reihe konvergiert absolut). Leider ist die Stetigkeits-

weniger erwarten. Dieser Paragraph ist aus diesem Grund der Aufgabe gewidmet, zu zeigen,
daf} immerhin noch ein abgeschlossener Operator A auf X mit dichtem Definitionsbereich ©(A)
existiert, so dafl 7 eine im Vergleich zu (29) zumindest &hnlich Darstellung besitzt.

Wir wollen mit einer Aussage iiber das asymptotische Verhalten von ||7(¢)| fiir ¢ — oo
beginnen. Nachfolgendes Lemma bereitet diese vor.

11.2 Lemma: Ist w eine auf [0,400) reellwertige, subadditive Funktion, die auf jedem kom-
pakten Intervall beschrdnkt ist, und definiert man

. Lw(t)
wp = %gg— € [—o0, +00),
so ist
4
wo = lim 2@
t—oo

> Beweis : Es ist klar, daf wp in [—o00,+00) liegt und dal zu § > wp ein ¢y in (0, +00)
w(to)

existiert mit — < 4. Jedes beliebige ¢ € [ty, +00) schreibt sich in der Form ¢ = n(t)tg + r
0
mit n(t) € Nund r € [0,%y) eindeutig. Es gilt dann

wt) _wn®t)  wir) ntelt)  wr) )

t = ¢ r ST ¢ Ty T nay s T
Daraus ergibt sich
t 4
limsupM < w(to) < 9,
t—00 to

wobei die Beschrinktheit von w auf kompakten Intervallen, hier [0, %], ausgenutzt wurde.

t t
Da ¢ > wy beliebig war, folgt daraus lim sup # < wp. Wegen wy = %ng # ist aber auch
>

t— o0
t t t
wo < lim inf i und deshalb existiert lim & mit lim M = wp. <
t—00 t t—00 t—oo ¢t
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11.3 Proposition: Fir eine stark-stetige Operatorhalbgruppe T gilt:

o) o= g DEITC

t—00

existiert

b) fiir alle § > wq existiert eine Konstante My mit | T (t)|| < Mse® fiir alle t > 0.

> Beweis : Wir diirfen annehmen, da§ 7(¢) # 0 fir alle ¢ > 0 ist. Da w(t) = log || T (¢)||

reellwertig und subadditiv ist, folgt a) aus Lemma 11.2. Wegen ¢ > wq existiert tg € R mit

1
o8 HZ( ) < ¢ fir alle t > ty. Wir bemiihen den Satz iiber die gleichméfigen Beschrinktheit.

Fiir alle z € X ist ndmlich |7 (-)z| : [0,%] — R als stetige Funktion auf dem Kompaktum
[0,t0] beschrankt, und damit auch ||7(-)||. Hieraus folgt b). <

Fiir jedes h > 0 bezeichnen wir mit A den beschréinkten linearen Operator

Ah:X—)X, Ahx = 7T(h);—$7
und mit A den unbeschriankten linearen Operator ®(A) — X mit

D(A) :={z € X : lim A,z existiert} und
h—0t

Az = lim Apx.
h—0t+

D(A) ist offenbar ein linearer Teilraum von X, auf dem A linear ist.

11.4 Definition: Ist T eine stark-stetige Operatorhalbgruppe, so nennen wir den zu T gehoren-
den und soeben definierten (i.a. unbeschrinkten) Operator A den infinitesimalen Erzeuger

der Halbgruppe.

Es wird in der Folge darum gehen, nachzuweisen, dafl A abgeschlossen ist mit dichtem
Definitionsbereich ©(A). Hierzu ist das nachfolgende Lemma niitzlich.

11.5 Lemma: Seien T, A und ©(A) wie oben eingefiihrt.

a) Fir alle z € D(A) und t >0 ist T(t)z € D(A) und
%T(t):r = AT (t)z = T (t)Ax.
b) Fiir alle x € D(A) und 0 < s <t < 4oo ist T(t)x — T(s)x = fst T (u)Azx du.

> Beweis : Wir beginnen mit a). Fiir A >0, ¢t > 0 und z € X ist

TR)TWz-Tt)z Th+t)x-THz TE)(T(h)z—x)
h N h N h

Ah'T(t)a; =
= T(t)Apz.

Es folgt fiir x € ©(A) und ¢ > 0:

lim A,T(t)z = lim T(t)Ap,z = T(t)Ax,

h—0t h—0t
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d.h. T(t)z € ©(A) und AT (t)z = T (t) Az. Also haben wir

i T+ h)yx — T (t)x
h—0t h

=T (t)Az (rechtsseitige Differenzierbarkeit).

Firt>0,0<h < tund x € D(A) berechnet man

T(H)z — Z(t L h)T(h)}‘f T T — B Apz — Tt — h) Az + T(t — h) Az
= T(t— h)(Anz — Az) + T(t — h) Az
Damit ist
. Tt—=hz Ttz . .
lim. > = lim (¢~ h)(Az — Aya) — T(H) Az = ~T(0)As,

da T(t — h) fiir 0 < h < t, wie bereits gesagt, beschriinkt ist und Apz — Az fiir h — 07. Es

folgt
lim T+ h)z —T ()=

h—0— h

=T (t)Az.

Insgesamt erhélt man also
d
ET(t):v =T (t)Az = AT (t)z.
Wir wenden uns b) zu. Fiir 0 < s < t < 400 und ¢ € X' sind £7(-)z = T(-)Az und

(LT ()z) = LJ(T(-)z) als stetige Funktionen auf dem Kompaktum [s,¢] integriebar (vgl.
10.5) und damit

t t
o( [ Tazde) = [ ST du = 6T (00) - HT(50) = 4T ()2 = T(3))
(Aussage 10.7). Da letzteres fiir alle ¢ € X' richtig ist, folgt b). <

11.6 Satz: Seien T, A und D(A) wie bisher. Dann liegt D(A) dicht in X und A ist abgeschlos-
sen.

> Beweis : Sei z ein beliebiges Element in X und seien ¢, h > 0. Es macht Sinn, den Ausdruck

/ T (s)z ds zu betrachten (vgl. 10.6). Es gilt
0

¢ _ _
Ah/ T(s)xds = fo s)o ds fO s)o ds / Tls + h)i Tls)z ds
0

h

1 t+h

1 1 t+h 1 h
= 5 \ T(s)xds — E/o T(s)zds = n ), T(s)zds — E/o T(s)xds

— T(t)x —z fir h — 07" (Aussage 10.8).

Da also Ah fo s)z ds fir h — 07 konvergiert, ist fo s)zds € ’D(A) fiir alle ¢ > 0. Damit
ist auch * fo xds € ©(A) und wegen 10.8 ergibt s1ch hm 1 fo s)xzds = T(0)z = z, d.h.

D(A) liegt dicht in X.

Wir kommen zur Abgeschlossenheit des unbeschriankten Operators A.
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Sei (zp,)nen eine Folge in D (A) mit ILm Zp = x und ILm Az, =y.Esist z € D(A) mity = Az
zu zeigen. Lemma 11.5.b) liefert fiir A > 0:

h h
T(h)o — 2 = Tim (T(R)an — zn) = lim | T(s) Az ds / T(s)yds,
0

n—00 n—oo 0

da le T(s)Az, = T(s)y auf [0,h] und T(-)Az, also Folge stetiger Funktionen auf dem
n—aod
Kompaktum [0, k] gleichméBig gegen 7 (-)y konvergiert. Es ist also

. . Tz -z i
lim Apz = lim ——20 % = lim — [ T(s)yds =y,
hlglJr h higlJr h higlJr h Jo (s)yds =y
somit z € D(A) und Az =y. <

Wir beschlielen diesen Paragraphen mit der Darstellung einer stark-stetigen Operatorhalb-
gruppe T durch die Operatoren A, und einer Aussage iiber das Spektrum von A.

11.7 Satz: Seien T, Ap und A wie oben. Dann gilt:

Ttz = lim ez firz € X,
h—0+

wobei die Konvergenz auf jedem beschrinkten Intervall gleichmdfig ist.

> Beweis : Wir haben zu Beginn dieses Paragraphen gesehen (Proposition 11.3 ), daf} fiir

jedes § > wgy mit
oo — 1 BT

t—00 t

o0
tnenhé eh6
eine Konstante M; existiert mit || 7(¢)|| < Mse® fiir alle t > 0. Da g o = eXP (tT <
n!
0

n=
o0 o0
" h t" h
+o0 ist, ist Z M absolut konvergent und Z M € L(X). Beachtet man, daf}
n=0 G n=0

hn nlh?
t"T (nh)

t ot ¢ . . .
etdn — e nenTh) — ¢ w > ist, ergibt sich

o) < atgen (1 (1))

Es existiert somit fiir jedes ¢ > 0 eine Konstante K; > 0,sodafl firalle0 < s <tund0 < h <1
gilt: ||e*4r| < K.

Sei nun z € ®(A), 0 <t <ty und 0 < h < 1. Dann ist

t
d
2 p(t=9)An
/0 s (e 'T(s)x) ds
to K1y Mye® || Az — Apa|).

t
/ e T (s)(Az — Apz) ds

0

HT(t){L‘—etAh{L‘H = ‘

Da hlim+(Ax — Apz) = 0 auf der dichten Teilmenge D (A), und da ||7(t) — et || fiir (t,h) €
—0

[0,%0] x [0, 1] beschriinkt ist, konvergiert T(-)z — e*vz fiir jedes € X gleichmiBig auf [0, ¢o]
gegen 0 fiir h — 0T, <

IA
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11.8 Satz: Seien T und A wie oben und seien

und X € C mit Re (A\) > wo. Dann ist A € p(A), und fir jedes z € X gilt

R\, A)z = / h e MT(t)z dt. (30)

0

> Beweis : Proposition 11.3 liefert die Wohldefiniertheit des Integrals in (30): Fir jedes 0
mit wy < & < Re \ existiert nimlich eine Konstante Ms mit ||7(¢)|| < Mzedt fiir alle t > 0.
Insbesondere ist

le ™ MT ()a|| < Myllafe@RENE (> 0,2 € X)
o0
mit § — Re A < 0 und damit [ |le T (t)z||dt < +oo. Nach Aussage 10.5 existiert somit
0

e MT (t)z dt und

o
R:X — X, Rz = / e NT (t)z dt
0

definiert eine beschrinkte lineare Abbildung mit

el = | [~ e Tt < bl [ o0 Rear
0 0

d.h.

M
R < —0 .
IRl < Rex =3

Man berechnet:

ApRz = Ah/ e_)‘tT(t)xdt:%(/ e_’\t'T(t—i—h)xdt—/ e_)‘tT(t):cht>
0

0 0

- l( / NN T(t) e dt / e_/\tT(t):zdt)
h \Jn 0

e — 1

_ Y _l/h Y
= . /h T(t)xdt hoe T (t)x dt

A q M

e *° e h
- / e NT (#)a dt — S / e NT (8)e dt
o, b Jy
— ARz —z (Aussage 10.8).

Also gilt Rz € D(A) und ARz = ARz — « fur alle z € X, dh. (A — A)Rzx = z.

Wegen ARz = f e MAT (t)z dt = f e MT (1) Az dt = RAz fiir x € D(A) folgt also

R- (A—A) :ldz)(A) und ()\—A)Rzldx

Also ist A € p(A) und R(X, A) = R. <
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§12
Beispiele stark-stetiger Operatorhalbgruppen

Wir wollen in diesem Paragraphen zwei fiir diese Arbeit relevante Beispiele besprechen. Hierzu
erinnern wir an zwei klassische Ergebnisse von Lebesgue. Das erste ist in Aussage 10.8 enthalten.

12.1 Fiir eine Funktion f € L'(R) gilt fiir fast alle x € R:

z+h
f(xz) = lim lll flt)ydt = hm / f(t)

:/I ft)dt, z €R

absolut stetig mit F'(x) = f(x) fast diberall.
Man vergleiche dies Aussage beispielsweise mit Rudin[23], Theorem 7.10 und Theorem 7.11.

Dariiberhinaus ist

12.2 Im Zusammenhang mit absoluter Stetigkeit wird sich die folgende Produktregel als niitz-
lich erweisen (Hewitt-Stromberg[12], Corollary 18.20).
Sind f und g absolut stetige Funktionen auf dem Intervall [a,b], so gilt:

b b
/ f(t)g’(t)dt+/ f'()g(t) dt = f(b)g(b) — f(a)g(a)

Sei X = L. (R) fiir ein Beurling-Domar-Gewicht w auf R, und sei 7 : [0, +00) — L(L. (R))
definiert durch

T(t)f = th7

wobei 7y in §1 auf Seite 8 definiert wurde. Wir wollen zeigen, dafl T eine stark-stetige Opera-
torhalbgruppe ist und auflerdem den infinitesimalen Erzeuger von T berechnen, insbesondere
dessen Definitionsbereich. Da offensichtlich 7(0) = id1 gy, T (s+t) = T (s)T (¢) fiir s,z > 0 und
wegen Proposition 1.12 die Abbildung 7 auch stark-stetig ist, ist 7 tatséchlich eine stark-stetige
Operatorhalbgruppe, und wir kénnen gleich mit der Berechnung des infinitesimalen Erzeugers
beginnen, den wir mit A bezeichnen wollen. Wir werden sehen, dafl A bis aufs Vorzeichen gege-
ben wird durch den Differentialoperator D im Sinne von Lebesgue. Ist f : R — C eine absolut
stetige Funktion, so ist f fast iiberall differenziebar, und D ordnet diesem f die Abbildung
/! zu, die fast iiberall durch den Differenzenquotient von f definiert ist. Der Operator D ist
in diesem Sinn auch auf allen f € L'(R) erklirt, die einen absolut stetigen Repriisentanten
besitzen. Der Definitionsbereich von A ist gegeben durch

D(A) = {f € LL(R) : f absolut stetig mit Df € L (R)},

wie wir nun zeigen werden.

Wir beginnen mit der Inklusion ,, C*:
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Ist f € D(A), so konvergiert nach Definition Ay, f fiir h — 0 gegen eine Funktion g € L} (R).
Wir zeigen, dafl hieraus die absolute Stetigkeit von f folgt und dal g = D f ist. Es gilt:

/;(Ahf)(t)dt :/ ft_ — (/ ft—h dt—/ f(t dt)
- ([ f(t)dt—/oof(t)dt) ——i [ swa

Aufgrund von 12.1 gilt fast iiberall

T X

lim [ (Af)(#) dt = lim —% F(t) dt = —f(x)

h—0J h—0 T—h

Da [ |Anf — glwdX — 0 fiir h — 0 und deshalb [ |[Ayf — g|d\ — 0 fiir b — 0, gilt also

x

lim (Apf —g)dr =0, z €R,

h—0 J_

xZ
d.h. f(x) = —/ g(t) dt fiir fast alle z € R. Nach 12.1 ist f somit absolut stetig mit Df = —g.

Wir kommen ;1 5

Fiir hinreichend grofies n € N gilt n € p(A) (Proposition 11.8). Wir fixieren ein solches n
und setzen R := nR(n, A). Es ist dann AR = n(R—I) und R € £(LL,(R)) mit Bild R = D(A).
Sei f € LL(R) absolut stetig mit f’' € Ly (R). Dann ist g := 1(f' + nf) € LL(R) und
/= Rg € D(A). Aus dem ersten Teil des Beweises folgt

f'=-Af =—ARg=n(I - R)g =ng —nf.

Nach Definition von g gilt f' = ng — nf, und deshalb ist u := f — f € L1 (R) absolut stetig
mit ' = —nu. Bezeichnen wir mit exp,, die Abbildung ¢ — e™ fiir t € R, so gilt auf allen
kompakten Intervallen [a,b] C R nach Aussage 12.2 die Beziehung (uexp,,)’ = 0. Dann ist auf
jedem kompakten Intervall [a,b] C R die Funktion wexp,, konstant (vgl. Rudin[23], Theorem
7.18). Es folgt, daB uexp,, auf ganz R konstant sein mufl. Es existiert also eine Konstante C' > 0
mit v = Cexp,,. Da aber v € L'(R), mufl C' = 0 sein. Daher ist f = fe D(A).

Anmerkung: Den Beweis von ,, D¢ findet man in Yosida[25], Seite 242/243.

Das obige Beispiel kann man zu einem Beispiel fiir eine stark-stetige Operatorgruppe aus-
bauen.

12.3 Definition: Eine Abbildung T : R — L(X) heifst stark-stetige Operatorgruppe, wenn
folgende Bedingungen erfillt sind:

(1) T(0) = idx,
(i) T(s+t)=T(s)T(t) (s,t € R),
(111) fir alle x € X ist T(-)z : R — X stetig.

Die Sétze 11.3, 11.5 und 11.6 lassen sich mit nur geringfiigigen Modifikationen auf Ope-
ratorgruppen iibertragen. Insbesondere existiert ein abgeschlossener Operator A mit dichtem
Definitonsbereich ®(A), der die Operatorgruppe im Sinne von Satz 11.7 darstellt.
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Man sieht sofort, daf fiir ein Gewicht w auf R durch X = L} (R) und 7 : R — L(LL(R)),
h — 75, eine stark-stetige Operatorgruppe gegeben wird, deren infinitesimaler Erzeuger der
Differentaloperator —D ist. Die Menge D(D) = {f € LL(R) : f absolut stetig mit Df €
LL(R)} liegt dicht in L. (R), ein Ergebnis, das auch fiir sich von Interesse ist.

log w(t)

Ist w vom Typ BY auf R, so ist lim = 0, denn andernfalls existierte € > 0 mit

t—o00

logw(t) > et fiir t > ¢y und ¢y hinreichend grof}. Damit wire

oo oo
00 = L i< / ngf) dt < / ng(;) dt,
tO 1+t tO 1+t R 1+t

im Widerspruch zu der Annahme, dafl w vom Typ B9 auf R ist. Damit ergibt sich fiir die
stark-stetige Operatorhalbgruppe T : [0, +00) — L(LL(R)), To(t) := T (t), t > 0:
< lim

1 1
)< oy — tim CEITEO _ 1 ogu(t

t—o00 t t—00 t

=0,

d.h. wg =0 und o(—D) C {z € C: Rez < 0} (Proposition 11.8), wobei —D natiirlich auch der
infinitesimale Erzeuger der Halbgruppe 77 ist.

.. 1 —t
Mit denselben Uberlegungen wie oben sieht man lim ngf() = 0 ein. Fiir die stark-
—00
stetige Operatorhalbgruppe 7_ : [0, +00) — L(LL(R)), T_(¢) := T(~t), t > 0, erhiilt man
1 _(t 1 -t
0<w = lim IOl logw(=t) _
t—o00 t t—o00 t

d.h. w; =0 und (D) C {z € C: Rez < 0}, wobei D der infinitesimale Erzeuger von 7_ ist.
Zusammen ergibt sich fiir das Spektrum von D:

o(D) C iR
Wir werden in kiirze zeigen, dafl (D) = iR ist. Zuerst diskutieren wir ein weiteres Beispiel.

Wir betrachten die Abbildung

S:R—LE.R), SO =TWOJ.
Vermoge des isometrischen [somorphismus
¥ Ly® = Fu®), e f

ist S dhnlich zu 7, d.h. o T = S o). Also ist auch S eine stark-stetige Operatorhalbgruppe,
und fiir ihren Erzeuger M : ®(M) — Fo(R) gilt dieselbe Ahnlichkeitsrelation, d.h. ®(M) =

P(D(D)) und ¢ o (—D) = M o ¢ auf D(D).
Konkretes Ausrechnen von Df fir f € ©(D) liefert:

— 1 R .
Df() = \/T_W/R(Df)( _Zx§d$_}zlggo\/7_ﬁ/ f’(x)e_‘x§d$

1 .
Ly —iRE _ _R)e'E 1 / o—iT€ g
NGT: (Rgrgof(R)e Rgréof( im flx x

= Ef(&) = —(MF)(©),
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wobei M fiir die Abbildung

— ~

M:DD) = Fu®),  (M])) = —izfla)
steht.

Geméif der Konstruktion dieses Beispiels ist o(M) = o(—D). Ein einfaches Argument zeigt
o(—D) = o(M) = iR Angenommen, es existierte A € R mit i\ ¢ o(M). Es sei fe Sw(R)
eine Abbildung mit f = 1 auf einer kompakten Umgebung F C R von —\ (Sw(R) ist reguldr).
Dann ist R(iX, M)f € D(M) und (ix — M)R(iX, M)f = f. Fiir t € F ergiibe sich insbesondere
(iX + it)(R(iA, M) F)(t) = 1. Fiir t = —\ € F erhielte man einen Widerspruch.

Wir greifen an dieser Stelle das Ende von §5 wieder auf und beweisen die dort offen gelassene
Frage bzgl. des Spektrums von M|, (F).

12.4 Proposition: Fir w vom Typ BD auf R und kompaktes F C R gilt:

o(M[§w(F)) C —iF

> Beweis : Wir konstruieren zunéchst zu g € C eine Funktion f; € Fw(R) mit J/‘L(t) =
p + it fir alle ¢ € F. Sei hierzu A € C\(iR). Dann existiert R(A\, M) € L(Fy(R)) mit (A —
M)R(A, M) = idg, (k). Sei § € Fw(R) mit g = 1 auf F' (Proposition 5.3). Fiir t € F gilt
dann (A + 4t)(R(A, M)g)(t) = 1 mit (R(X, M)g)(t) # 0 fur alle t € F. Nach Proposition 5.3
existiert ein h € Sw(R) mit h= m auf ¥, d.h. ﬁ(t) = A+t fiir alle ¢ € F'. Wir definieren
f; =h+ (u — A)g. Fiir t € F gilt dann ﬁ(t) = p + it, wie gewiinscht.

Wir haben bereits in Lemma 5.4 gezeigt, da §,,(F) fir F' C R ein abgeschlossener Teilraum von
Sw(R) ist. DaB Fy,(F) invariant ist unter M, M (D (M) N Fy(F)) C Fw(F), ist klar. Auerdem
ist M|§w(F) wieder abgeschlossen. Wir kénnen von daher eine Aussage iiber das Spektrum
von M|Fy(F) im Sinne von §10 machen.

Sei A ¢ —iF und fy wie soeben konstruiert mit f:\(t) = A+ it fiir alle t € F. Da f, auf F
nicht verschwindet, garantiert Proposition 5.3 die Existenz eines he Sw(R) mit /ﬁ(t) = )\iit
fiir ¢ € F. Die Abbildung M;[§(F) : §w(F) — Fu(F) ist stetig und hat die Eigenschaften

(A = M[8w(F)) M |§w(F) = idg,py und  M;|5u(F)(A = M[Fw(F)) = idoz, (17)-
Fir A ¢ —iF ist somit A € (M |Fw(F), d.h.

o(M[§w(F)) C —iF.



Kapitel IV
Asymptotisches Verhalten stark-stetiger
Operatorhalbgruppen

Zum Inhalt dieses Kapitels

Wir haben in Kapitel II gezeigt, wie man auf das asymptotische Verhalten einer diskreten
Operatorhalbgruppe schlieflen kann, wenn fiir den Erzeuger gewisse Voraussetzungen erfiillt
sind. Wir wollen die dort gefundenen Ergebnisse in diesem Kapitel auf stark-stetige Opera-
torhalbgruppen iibertragen. In §13 erklaren wir, was wir unter kontinuierlichen Intertwining-
Operatoren verstehen wollen, und beweisen einige Eigenschaften derselben. Im §14 setzen wir
uns mit der Existenz kontinuierlicher Intertwining-Operatoren auseinander. Ahnlich wie in Ka-
pitel II spielen in diesem Zusammenhang die Beurling-Algebren §,,(R) mit Beurling-Domar-
Gewicht w auf R eine wichtige Rolle. Den Satz iiber das asymptotische Verhalten stark-stetiger
Operatorhalbgruppen formulieren wir im §15. Dort vergleichen wir auch unser Ergebnis mit
denen aus der Literatur.

§13 Kontinuierliche Intertwining-Operatoren, Eigenschaften................... 71

§14 Existenz kontinuierlicher Intertwining-Operatoren ........................ 78

§15 Asymptotisches Verhalten stark-stetiger Operatorhalbgruppen ........... 83
§13

Kontinuierliche Intertwining-Operatoren, Eigenschaften

In diesem Paragraphen fithren wir Intertwining-Operatoren fiir stark-stetige Operatorhalbgrup-
pen ein, die wir der Kiirze wegen als kontinuierliche Intertwining- Operatoren bezeichnen wollen.
Viele der Konzepte und Aussagen, die wir im diskreten Fall vorgestellt haben, lassen sich oh-
ne groflere Schwierigkeiten auf die neue Situation iibertragen. Definiert wurden stark-stetige
Operatorhalbgruppen in Kapitel I1I. Dort wurde auch die Abbildung

M:D(M) = §u®) o (o —iaf())

mit D(M) = ’D/(F) eingefithrt (§12). Daraus ergibt sich sofort D(M) C {f € Fu(R)(R) :
idrf € Sw(R)(R)}. Bevor wir im Text fortfahren, wollen wir uns davon iiberzeugen, daff die
letzte Inklusion in Wirklichkeit eine Gleichheit ist.

71
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»2“ Da M der Erzeuger einer stark-stetigen Operatorgruppe ist, kdnne wir ein « > 0 wihlen
mit « € p(M) (Proposition 11.8). Dann ist R := aR(a, M) € L(Fw(R)) ein Operator mit
Abbildungd.1 R = D(M ) und MR = (R —I). Sei f € §,(R) mit —iidgf = @ fiir ein
u € Fw(R). Dann ist g := (- u—{—af) € Sw( R) und daher h := Rg € ®(M ) Aus —’iidR/f\L =
Mh = MRg = ah— ag und —1de =u= af ag schlielich folgt, dafl —’leR(f h) = a(f h)
ist. Daher ist f = h € D(M).

Die Darstellung D(M) = {f € Fu(R) : idef € Fu(R)} zeigt insbesondere, daB D(M) C
Sw(R) ein Ideal ist.

Im folgenden stehe wie iiblich X fiir einen beliebigen Banachraum, X’ fiir dessen topologi-
schen Dual.

13.1 Definition: Sei w ein Beurling-Domar-Gewicht auf R, j : F,(R) — X' eine beschrinkte
lineare Abbildung und T eine stark-stetige Operatorhalbgruppe mit infinitesimalen Erzeuger

A. Falls j(D(M)) C D(A") und
joM=A"0oj auf D (M)

gilt, nennen wir j einen kontinuierlichen Intertwining-Operator fir die Halbgruppe T .

Wir werden in der Folge vereinfachend von kontinuierlichen Intertwining-Operatoren §,,(R)
— X' sprechen, ohne das hierzu notwendige Beurling-Domar-Gewicht w auf R und die zu-
gehorige stark-stetige Operatorhalbgruppe jedesmal zu prézisieren; diese beiden Objekte sollen

immer gegeben sein und mit w bzw. T bezeichnet werden.

Die Hilfsmittel, die wir bereits i diskreten Fall eingefiihrt haben, finden auch hier Verwen-
dung.

13.2 Lemma: Sei j : §(R) — X' ein kontinuierlicher Intertwining-Operator. Dann existiert
ein grofStes abgeschlossenes Ideal I(j) in §w(R), welches noch vollstindig in ker j enthalten
15t.

> Beweis : Der Beweis dieses Lemmas ergbibt sich wie im Beweis von Lemma 6.2. <

Der Triger von j ist definiert durch

~

supp(j) == h(1()) = (1) N(/),

wobei N (f) fiir die Nullstellenmenge von J/"\in R steht und h die Hiillenabbildung aus §5 ist.

13.3 In Analogie zu Aussage 6.5 definiert jede Funktion fe Sw(R) vermoge f&w(R) = {ﬁ?j
g € Sw(R)} ein Ideal in F,(R). Die Stetigkeit der Multiplikation in §,(R) sorgt dafiir, daf§
f&w(}R) ein abgeschlossenes Ideal in §,, (R) ist. Gilt insbesondere f&w(}R) C ker j, so mufl wegen
der Abgeschlossenheit von ker j und der Definition von I(j) J/"\Sw(R) C I(j) sein. Da L} (R)
nach 1.18 eine approximative Eins enthilt, sagen wir (f)nen, gilt ff; — ]/"\fiir n — oo in

Fu(R), und wegen ff, € f§,(R) somit f € fF,(R) C I(5).
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In Proposition 13.4 sammeln wir die grundlegenden Eigenschaften kontinuierlicher Inter-
twining-Operatoren. Abgesehen von geringfiigigen Abweichungen kénnen viele der Beweise aus
dem diskreten Fall iibernommen werden.

13.4 Proposition: Fir einen kontinuierlichen Intertwining-Operator j gilt:

a) supp(j) = 0 genau dann, wenn j = 0.
b) Fir f € Sw(R) gilt: jo Mf ist ein Intertwining- Operator! .

(
c) Fiir fe Sw(R) mit f( ) # 0 fiir ein A € supp(j) gilt: jOMAi_éO
d) Fir f € §u(R) gilt: 1(j) C 1(j o My).
(

¢) Piir f € §u(R) gilt: supp(j o My) C supp(f) N supp(j)-
f) Ist X € supp(j) isoliert, so ezistiert ein Intertwining-Operator 7 mit supp(7) = {A}.

> Beweis : a) beweist man entsprechend dem Beweis von Proposition 6.3. Zum Beweis von b)
vergleiche man mit Proposition 6.4; statt b € § o(I') ist g € (M) zu nehmen, unter Berticksich-
tigung, dafl ® (M) ein Ideal in §, (R) ist. Der Beweis von Proposition 6.6 iibertrégt sich leicht
auf ¢); statt Aussage 6.5 ist Aussage 13.3 heranzuziehen. d) und e) entspricht Proposition 6.7;
natirlich ist auch hier Aussage 13.3 anstelle von Aussage 6.5 zu nehmen. An entsprechender
Stelle muf} sinngemifl I' durch R und die offene Menge U C I' durch eine relativ-kompakte,
offene Menge U C R ersetzt werden. f) schliefflich ist Korollar 6.8. <

Mit Lat,, (M) wollen wir die Menge der abgeschlossen Unterrdume von §,,(R) bezeichnen,
die invariant sind unter M. Fiir Y € Lat,, (M) bezeichne M|Y den abgeschlossenen Operator
MY :D(M)NY =Y, F Mf. R(-,A) : o(A) - L(X) stehe fiir die Resolvente von A. Im
§10 haben wir o(A) = o(A’) zitiert.

13.5 Lemma: Sei j : §,(R) — X' ein kontinuierlicher Intertwining-Operator. Fir alle Y €
Laty, (M) gilt:

o(M|Y)No(A) =0 = Y Ckerj

> Beweis : (vgl. mit dem Beweis von Lemma 7.3)

Sei f € Y beliebig und F : C — X' definiert durch

F(z) = J(R(z, M]Y)J/”\) falls z ¢ o(M|Y)
R(z, A")j(f ) falls z ¢ o(A") = o(A).

Dann ist F' eine wohldefinierte Funktion: Wegen o(M|Y) No(A) = 0 ist p(M|Y) U p(A) = C
und F' auf ganz C definiert; fiir z € p(M|Y) N p(A) gilt:

~

(z = AVj(R(z, M|Y) f) = j((z = M)R(z, M|Y) ) = j(]),

fiir dasselbe Gewicht und dieselbe Operatorhalbgruppe wie j
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~ ~

d.h. j(R(z,M|Y)f) = R(z,A")j(f). Da sowohl R(-, M|Y') auf p(M]Y) als auch R(-,A’) auf
p(A") = p(A) analytisch sind, folgt die Analytizitit von F auf C. Da aber ||F(t)|] — 0 fiir
t — oo (Satz 11.8), folgt F = 0 (Liouville). Da R(z, A’) fiir grofie Re z existiert und injektiv
ist, folgt insbesondere j(f) =0. Da fe Y beliebig war, folgt Y C ker j. <

13.6 Satz: Sei T : [0,+00) — L(X) eine stark-stetige Operatorhalbgruppe mit infinitesimalen
Erzeuger A, und sei j : §(R) — X' ein kontinuierlicher Intertwining-Operator fiir T. Dann
gilt:

supp(j) C 10(A)

> Beweis : (vgl. mit dem Beweis von Satz 7.4)

Im Falle supp(j) = 0 ist nichts zu beweisen. Sei also ¢ € supp(j). Wir wollen annehmen, daf
t ¢ io(A) ist. Da R\o(iA) offen ist, wiirde eine kompakte Umgebung F' von ¢ existieren mit
F C R\o(i4) = p(1A). Mit Lemma 5.4 sicht man leicht, dal §,(F) € Lat,(M) ist, und
Proposition 12.4 liefert o(M|§,(F)) C —iF. Nach Wahl von F wire o(M|§,(F)) No(A) C
—iF No(A) = 0. Nach Lemma 13.5 ergébe sich §,(F) C ker j. Da §,(F) ein abgeschlossenes
Ideal ist, erhielte man §,, (F) C I(j). Dies aber wire ein Widerspruch, denn wegen ¢ € supp(j)

o~

miite fiir alle f € Fu(F) f(t) = 0 gelten, was wegen der Regularitiit von F,(R) sicherlich
nicht der Fall ist. Da die Annahme also falsch ist, kann nur supp(j) C o(iA) sein. <

Bevor wir mit weiteren Eigenschaften fortfahren kénnen, miissen wir vorbereitend die Pro-
position 7.1 und das Korollar 7.2 auf die Situation abgeschlossener Operatoren iibertragen.

Fiir ein A € C(X) sind Potenzen induktiv definiert durch

o D(A%) = X mit A° = idy

o D(A) = D(A) mit A' = A

e DAY ={z€eX :2€D(A" ) und A" 'z € D(A)} mit A" := Ao A" ! fiir alle n > 1.
Offenbar ist D(A") C D(A™ 1) fiir alle n > 1.

Fiir eine kompakte Teilmenge F' von C und einen abgeschlossen Operator A: ®(A4) C X —
X definieren wir den Spektralraum von A zu F' durch

Xa(F) = {z € ) D(A"): es existiert eine im Unendlichen verschwindende, analy-
1

tischen]?‘unktion f:C\F = X mit f(C\F) CD(A) und (z - A)f(z) ==
fir alle z € C\F'}.

13.7 Proposition: Sei A ein abgeschlossener Operator auf X und A € C beliebig. Dann gilt?

Xa({A)) = { € (] (A" : limsup [|(A — A)"a| = = 0}

n=1

*Man zeigt induktiv, dal D((A — A)") = D(A") fiir alle n € N gilt.
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> Beweis : Wir konnen uns auf den Fall A = 0 zuriickziehen, denn die allgemeine Aussage
folgt hieraus durch Verschiebung um .
,2% Seixz € ] D(A") mit limsupHA”:vH% = 0, und betrachte f : C\{0} — X mit f(z) =

n=1 n—00

S0 o(A"z) 2L Wegen lirri}sup HA"Q?H% = 0 ist f auf C\{0} analytisch und verschwindet im
n—aod

Unendlichen. Wir miissen zeigen, dal f(z) € ®(A) und dafl (z — A) f(z) = = fiir alle z € C\{0}
ist.

Sei f : C\{0} — X definiert durch fx(z) = ZQZO(ATL{L‘)anfl, k€N Aus z € D(A"!) folgt
z € D(A") und A"z € D(A) fir alle n € N. Es folgt fr(z) € D(A) fir alle z € C\{0}. Wegen
fe(z) = f(2), Afr(z) = AZZZO(A”:B),Z*”*1 = zZfbié(A”:lc)z*”*1 —x = zf(2) —z und A
abgeschlossen, ergibt sich f(z) € D(A) und Afx(z) = Af(2) = z2f(2) —z,d.h. (z— A) f(2) = z.
Das ist z € X 4({0}).

»C“ Zuxz € X4({0}) existiert f : C\{0} — X analytisch und im Unendlichen verschwindend
mit f(C\{0}) C ©(A) und (z—A)f(z) = z fur alle z € C\{0}. Da f im Unendlichen verschwin-
f(2) 1zeC\{0}

eine holomorphe
0 :2=0

det, ist lim | f(2)| = 0. Damit definiert g(z) :=
|z]—00

o0
Funktion g : C — X. Diese 148t sich in eine Potenzreihe g(z) = > a,2" entwickeln. f besitzt
n=1
o0

demzufolge die Darstellung f(z) = > apz™*. Aus 2 = (z — A) f(2) folgt Af(z) = zf(z) — x fiir

k=1
alle z € C\{0}. Wegen ©(A4) > f(¢t) — O0und ¢f(t) — a; fiir t — oo sowie der Abgeschlossenhait
von A, folgt

Af(t) =tf(t) —z — a1 —2 =0 (t — 00),

d.h. a1 = z. Hat man fiir ein n > 0 bereits ay,...,ay,—1 € D(A) mit axr; = Aay fir k£ =

n—1 0
1,...,n — 1 nachgewiesen, so gilt D(A) 3> t"f(t) — > apt™ % = 3 apt"* — a, fiir t — oo und
k=1 k=
n—1 00 "
L) = Y ap it F = art" + Y apit" . Bsist
k=1 k=n
n—1 n—1
A (t”f(t) -y akt"k> = t"Af(t) =) Aapt" "
k=1 k=1
n—1 00
= ") =t =) apat" = apat"
k=1 k=n
oo
und wegen Y ap1t" % — a,41 fiir t — oo und der Abgeschlossenheit von A folgt a, € D(A)
k=n

mit Aay = ap41. Hieraus ergibt sich induktiv a4 = A" fir n > 0.

o0
Wir folgern f(z) = Y (A"z)z " L. Da der Konvergenzbereich von f ganz C\{0} ist, ergibt
n=0
sich
limsup||A”xH% =0
n—00

und es folgt die Behauptung. <
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13.8 Korollar: Sei A ein abgeschlossener Operator auf X. Dann gilt:
ker(A — A)" C Xa({\})

fir allen € N,

Sei j : Fw(R) — X' ein kontinuierlicher Intertwining-Operator wie zuvor. Da I = M (D (M)N
1(7)) C Fw(R) ein Ideal ist mit j|; = 0, gilt I C I(j). Wir definieren einen unbeschrinkten
Operator M : (M) C Fu(R)/1(j) = Sw(R)/1(j) durch D(M) ={f+1(j): f € D(M)} und

M(f+1(j))=(Mf)+1()  fir f e D(M).

Wir wenden uns weiteren FEigenschaften kontinuierlicher Intertwining-Operatoren zu.

13.9 Proposition: Sei j : §,(R) — X' ein kontinuierlicher Intertwining-Operator, fir dessen
Trager supp(j) = {A} fir ein A € R gelte. Dann ist M dberall definiert und stetig linear

mit o (M) = {—i\}.
> Beweis : Nach Proposition 2.7 existiert eine Funktion € € §,(R) mit kompaktem Tréiger
und A ¢ supp(l — €). Dann gilt fiir alle f € F,(R)
A ¢ supp(f —ef.

Nach Korollar 5.2 ist dann f — €f € I(y) fir alle fe Sw(R). Also ist §,(R)/I(j) eine unitale
Banachalgebra mit Einselement [e]. Nach dem ersten Teil des Beweises von Proposition 12.4
gibt es ein h € F(R) mit h = —it fiir alle ¢ € suppe. Dann ist wieder nach Korollar 5.2

M(ef) — hef € 1(j)

fiir alle f € §w(R). Da jedes Element f € Fw(R)/I(j) einen Reprisentanten mit kompakten

Tréger hat, ist M iiberall definiert, und es gilt

~

M([f]) = M([ef]) = [M(ef)] = [nef] = [1f]

fiir alle f € (R). Damit haben wir gezeigt, daB M der Multiplikationsoperator mit [/f\L] in der
kommutativen unitalen Banachalgebra §,,(R)/I(j) ist. Also ist M stetig linear mit

-~

7 (M ) = 05, )/10) ([)]) = {A(N).
Das ist die Behauptung. )

13.10 Korollar: Sei j : §,(R) — X' ein kontinuierlicher Intertwining- Operator mit supp(j) =
{A} fiir ein X € R. Dann ist

(Fw(R)/1(7)) 57 {A}) = Sw(R)/1(5)-
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13.11 Proposition: Sei j : §,(R) — X' ein kontinuierlicher Intertwining- Operator, fiir dessen
Trager supp(j) = {A} fiir ein A € R gelte. Dann ist die Abbildung

7 Su®/I(G) — X'

~ ~ ~

f = J([f]) = 3(f)
wohldefiniert mit J(M[f]) = AF([f)) fir alle f € D(M) und Bildj C X', ({\}).

> Beweis : Der erste Teil der Proposition ist wegen I(j) C kerj klar, und die Aussage
beziiglich der , Vertauschung® von M und A’ rechnet man leicht nach. Sei [§] € Fuw(R)/I(5)
beliebig. Nach Korollar 13.10 existiert eine analytische Funktion f: C\{\} — §,(R)/I(j) mit
(z — M) f(z) = [§]. Anwenden von 7 ergibt:

iz = M)f(2)) = (= — AN3(f(2))-

Fir h : C\{\} — X', h(z) := 3(f(2)), ist h analytisch mit (z — A")h(z) = 7([g]). Es folgt:
7([9]) € X', ({A}). Das ist die Behauptung. 4

13.12 Korollar: Sei j : §,(R) — X' ein kontinuierlicher Intertwining-Operator. Gilt fir ein
AeR X, ({A}) = {0}, so ist supp(j) # {\}.

> Beweis : Wire supp(j) = {A}, so wiirde nach Proposition 13.11 die dort definierten
Abbildung 7 wegen Bild7 C X', ({\}) = {0} identisch verschwinden. Dann verschwindet aber
auch j, was aufgrund von Proposition 13.4.a) nicht sein kann. <

Das entscheidende Ergebnis lautet:

13.13 Satz: Sei j : Fu(R) — X' ein kontinuierlicher Intertwining-Operator fir die stark-

stetige Operatorhalbgruppe T . Fir den infinitesimalen Erzeuger A dieser Halbgruppe sei
o(A) NiR abzihlbar und X'y, ({\}) = {0} fir alle A\ € R. Dann ist j = 0.

> Beweis : Wire j # 0, so ergibe sich nach Proposition 13.4.a) supp(j) # 0. Da o(A) NiR
abzihlbar und abgeschlossen ist, und da supp(j) nach Satz 13.6 eine Teilmenge hiervon ist, ent-
hielte supp(j) einen isolierten Punkt p € R. Sei U ein relativ-kompakte, offene Umgebung dieses
o mit UNsupp(j) = {x} und f € Fu(R) eine Funktion mit f(x) # 0 und supp f C U (wir erin-
nern: §,(R) ist regulidr). Wir kénnten nach Proposition 13.4.b) und Proposition 13.4.c) einen
nicht-verschwindenden, kontinuierlichen Intertwining-Operator 7 : §,(R) — §,(R) definieren
durch 7:=jo M mit — Proposition 13.4.e) — supp(y) C supp(f) Nsupp(j) = {p}. Wegen 7# 0
wire supp(7) = {p}. Mit Korollar 13.12 kann dies aber aufgrund von X', ({}) = {0} nicht
sein. Unsere Annahme muf} von daher falsch sein und 57 muf tatséchlich identisch verschwinden.

<

Im néchsten Paragraphen wenden wir uns der Frage zu, unter welchen Voraussetzungen man
die Existenz eines nicht-trivialen, kontinuierlichen Intertwining-Operators fiir eine stark-stetige
Operatorhalbgruppe gararantieren kann.
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§14
Existenz kontinuierlicher Intertwining-Operatoren

Beim Existenznachweis kontinuierlicher Intertwining-Operatoren stofit man prinzipiell auf die-
selben Schwierigkeiten wie im Fall diskreter Intertwining-Operatoren. Wir wollen deshalb fiir
die nachfolgenden Ausfithrungen eine stark-stetige Operatorhalbgruppe T : [0, 4+00) — L£(X)
gegeben wissen, deren infinitesimaler Erzeuger mit A bezeichnet wird und fiir die

IT @) = O(w(?)) fiir t — +o0

gilt, wobei w ein Beurling-Domar-Gewicht auf R ist. Wie gewdhnlich stehe X fiir einen Ba-
nachraum und X' fiir dessen topologischen Dualraum.

A. Konstruktion eines kontinuierlichen Intertwining-Operators

Wir definieren als erstes die Abbildung
o0
S: 3R xX'x X =C,  (Fraa) / FOa(T(t)z) d,
0
die von unserer vorgegebenen, stark-stetigen Operatorhalbgruppe 7 abhéngt, die wir jedoch
nicht in die Notation von S aufnehmen wollen. Wir miissen kléren, ob S wohldefiniert ist.
Nach Voraussetzung sind 7 (-)z und damit a7 (-)z) stetig fur alle z € X; fa(7 (-)z) ist somit

mefBbar. Es ist |f(¢)a(T (t)z)| < |f(@)] ||l [|T(#)|| ||z]|. Da fir eine geeignete Konstante C > 0
die Beziehung ||7(¢)|| < Cw(t) fiir alle t € R gilt?, folgt

/Ooo [F®)a(T@)2)|dt < Clla] 2] || ]l (31)

Man sieht leicht, da$ fiir f € §,(R) und o € X’
S(f,a,-):X—)(C, :rHS(f,a,:r)

eine beschrinkte lineare Abbildung ist mit

IS(F, )| < ( sup [|7(2)]] +C> e[ 11 -

t€[0,to0]

Hiermit definieren wir
®: Fu(R) — L(X)
mit

~

o(f): X' = X', o(fa = S(f, ")

3Hierbei wird ausgenutzt, da§ sup ||7(¢)|| < +oo fiir alle ¢, > 0 (Proposition 11.3).
t€[0,¢0]
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~

Offenbar ist ®(f) fiir f € §,(R) linear und stetig mit

12(H) < Cl fllws

und @ somit wohldefiniert. Schliefllich ist ® selber linear und stetig mit

o] < C.

~

Wir wollen uns davon iiberzeugen, da$ fiir alle f € D(M) und alle o € X' gilt: ®(f)a €
D(A).
Dazu miissen wir zeigen, daf} sich die lineare Abbildung

~

D(A) — C, z— (P(f)a)(Ax)

zu einem beschrinkten linearen Funktional auf X fortsetzen lafit (§10, Abschnitt A). Hierzu
ist die Produktregel 12.2 niitzlich. Da namlich fiir f € ® (M) die Funktion f absolut stetig ist

und ebenso a(T f PP z)ds + a(z), ergibt sich

| f(t)%a(ﬂwx) ot = £(6)a(T(s)s) = [Oala) - [ (DH@TWD . (32)
0 0

Fiir z € ©(A) ist nach Lemma 11.5 und (31)

o0 o0 d
/0 F)a(T (1) Az) dt = /0 £(8) (T () dr.

Da wieder nach (31) das Integral [;(Df)(t)e(T (t)z)dt existiert (Df € Fo(R)!), folgt mit
(32) die Konvergenz von (s — f(s)a(T (s)x)) fiir s — oo. Der Grenzwert mufi Null sein, denn
andernfalls existierte e > 0 mit

e < |f ()T (s)x)| < llell [|][ ]/ (s)w(s)

fiir hinreichend grofies s, im Widerspruch zu f € L. (R). Wir erhalten damit

| s Gaman = - [ 0n0ar) i - f0at) (33)
0 0
Fiir alle f € D(M), « € X' und z € D(A) ergibt sich somit
@(Pa)( / F(O)a(T (1) Az) dt = /0 ” f(t)%a(T(t)x) dt (Lemma 11.5)
= —/0 (Df)®)a(T (t)z) dt — f(0)a(z) (34)
und

I(@(Fa)(Az)]| < (CIDS Lo + O Il el
Damit 148t sich (I)(f)aoA : ®(A) — C stetig auf ganz X fortsetzen. Fiir alle fe D(M )

~

a € X' ist also ®(f)a € D(A’), und fiir die Abbildung A'®(f) : X' — X' gilt D(A'D(f))



80 Kapitel IV. Asymptotisches Verhalten stark-stetiger Operatorhalbgruppen

Eine weitere Familie von Abbildungen ist von Noten. Fiir ¢ € R definieren wir
Pr:§u(®) = 3u®),  fonf
Wir haben bereits in Proposition 1.12 gesehen, da8 || P;|| < w(t) fur alle ¢ € R ist.
Wir stellen einen Zusammenhang zwischen M und A’ her. Fiir f € D(M) ist
OP(M]) = ~®P(Df) = (7 DJ).

Fiir « € X' und z € X ergibt sich
(®P(Mf)a)z = —S(nDf,a,z) = — / (D) (s)alT(s)) ds. (35)

Fithrt man dieselbe Rechnung mit f anstelle von M f aus, erhilt man

~

(@n(P)e = [ (mf)E)alT (o) ds
Mit (34) folgt fiir f € D(M), @ € X' und z € D(A)
@Rfa)as) = - [ DEp@a(Ta) - (1) Oalo)
=~ [ @pnEa(Tm) s - f(-tala),

0

wobei es natiirlich Sinn macht, von f(—t) zu sprechen, da f stetig ist.

Zusammen mit (35) erhilt man fir f € D(M), « € X' und z € D(A)

~ ~

(P (Mf))a)z = (2P(f)a)(Az) + f(—t)a()
d.h.

OP(M[) = ADP(f) + f(-1). (36)

Als Hilfsmittel erklaren wir

(R) := {r. € RN : 7y > 0,741 > 1 fiir alle K € N, r;, — +oo}, Menge der
unbeschrinkt monoton wachsenden Folgen positiver, reeller Zahlen,
() = {a : R = X' oo(T(t)z) = ||T(t)z|| mit |ey] = 1 falls T(t)x # 0,
ar =0 falls T(t)z =0}, z € X,
A = {(zr,n,a,l) € X x (R x BY x XB 5 C&™) ¢ pp = w(ry) fiir alle

keN a. € (z),l. € Li,}.

Da X, 7 und w Teil unserer Voraussetzungen sind, sollen diese Bezeichner nicht in die Notation
mit aufgenommen werden. Aufgrund des Satzes von Hahn-Banach ist die Menge (z) nicht leer.
Die Menge Li, wurde bereits in Kapitel §8, Abschnitt A eingefiihrt.

Mit diesen Vorbereitungen konnen wir formal einen Intertwining-Operatoren konstruieren,
der zwar noch trivial sein mag, aus dem heraus wir aber schon bald einen nicht-trivialen
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herleiten konnen. Wir betrachten hierzu ein f € D (M) und ein 5-Tupel (z, r., w(r.), ., liy(ry) €
A. Es gilt mit den Komponenten dieses Tupels

(L, (fNar )l < L (Hl lew, | < R Py (] Nl
< @ffw(ri) | f wll o, |
und damit
I(@Py, (F))ew, - o
— 22 Rl Nl N e < NRIF - (37)
w(rk) N——
=0 oder =1
Da also

(®Py, (F)) e, Jwen € €2, (N, X"),
ist die nachfolgende Abbildung fur (z,r.,w(r.), a.,1i, (T.)) c A wohldefiniert.

j,r,w(r.), a,liyey) 0 Suw® — X (38)

~

Fooomr iy (P (F))ew, ) ken)-

14.1 Satz: Sei T eine stark-stetige Operatorhalbgruppe mit infinitesimalen Erzeuger A uns
sei w ein Beurling-Domar-Gewicht auf R. T erfille ||T(t)]| = O(w(t)) fir t — +oo.
Dann definiert fiir jedes (w,r.,w(r.),c.,liy,.)) € A der gemdf (38) definierte Operator
jlo,row(r), a,liyg)) : Fw(R) — X' eine beschrinkte, lineare Abbildung mit

J(m,row(r.), a,liye )(Mf) j(m,r.,w(r.),a.,liw(r_))(f) (39)
fiir alle | € D(M).

> Beweis : Sei j = j(z,r.,w(r.),a. hw(T y)- Die Linearitit von j ist klar.

~

< ||(<<I>PTk<A>>ark>k€N||ow H(H rk(< >>amu>

v Tk) keN
(37) ~
< @l 1l

also ist j stetig. Um die Intertwining-Eigenschaft (39) fiir fe D (M) nachzuweisen, bemerken

wir, dal wegen f stetig und f(¢t) — O fir || — 400 auch f(—rg) — 0 fir & — +oo. Wegen
f(=rg
w(rg)
von limy,(,.) @ cy(r) (N, C) — C ist, ergibt sich also

Liy(r) ((f (=7k) e, ) en) = 0.

Hiermit erhélt man den gewiinschten Zusammenhang (39):

GMF) = i) (BB (F)) e, Jien)
(36)

= iy (A (2P, () Jken — (f(—r4)ar, Jren)
= = Ay (2P, () ken)

~

= -4

w > 1 konvergiert dann aber auch fir k — +o0 gegen 0. Da li, () eine Fortsetzung
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fiir f € D(M). <

B. Ein Existenzsatz fiir kontinuierliche Intertwining-Operatoren

14.2 Satz: Sei T ein stark-stetige Operatorhalbgruppe mit infinitesimalen Erzeuger A € C(X)
und sei w ein Beurling-Domar-Gewicht auf R. T erfille ||T(t)]] = O(w(t)) fir t — oo,

und (%)tE[O,oo)

existiert ein nichi-trivialer Intertwining-Operator j : §,(R) — X' fiir T und w.

konvergiere in der starken Operatornorm fiir t — oo nicht gegen 0. Dann

> Beweis : Wenn (%)te[o )
,00

konvergiert, existieren zp € X, € > 0 und eine monoton wachsende Folge (pg)ren positiver,

in der starken Operatortopologie fiir ¢ — oo nicht gegen 0

reeler Zahlen mit p;, — oo fiir & — oo und

T (p)wol| S

wlpy) > (40)

fir alle & € N. Aufgrund der Stetigkeit von 7 (-)zo existiert ein 0 < § < 1, so daf} fiir alle

0<r <o gilt:
€

2C"7
wobei C' eine Konstante mit ||7(¢)|| < Cw(t) fir hinreichend grofies ¢ ist. In der Folge (pg)ren

[T (r)zo = T (O)zol| = [IT(r)xo — ol <

konnen wir ohne Einschréinkung p; so grofl wihlen, daB fiir alle k € N || T (pg)|| < Cw(pg) gilt.
Fiir s € [pg, pr + 0] erhilt man dann (s =pg +7, 0 <r < J):

IT ()0 — Teeoll < TG IT(r)zo — moll < Cwlpe) sz = Swipr). (41)
Mit f = x[o,5) und . € (zp) ist nun:
o0 Pr+0
| GG (Taas| = | [ a (T(s)s0)ds
0 Pk
Pr+0 pr+0
< T ds < C d
< Ak 17 (s)aoll ds < Mﬂék wls) ds

IA

)
mmmwméw@ngmm>

mit einer Konstanten K > C'||zg| foéw(s) ds (w ist auf [0, 0] beschrinkt; siehe 1.18). Insbeson-
dere ist fiir

Pk+0
ay = / ap, (T (s)zo) ds

Pk
a.

w(p.)
Wegen letzterem existiert eine streng monoton wachsende Folge (k;);en natiirlicher Zahlen mit

€ (*°(N,C).

. a, .
lim ——— existiert.
1—00 w(pki)
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Einen Intertwining-Operator j : §,(R) — X’ kénnen wir nun, wenn wir zwei Folge r. und
r. definieren durch r; := pg, und ¢; := ag, ¢+ € N, gemdfl Abschnitt A erkliren durch
j = j(xo,m,w(r.), ., liy.)) (Proposition 14.1). Wir miissen nur noch zeigen, daf j nicht ver-
schwindet.

Sei f = Xo,5) Wie oben.

~ ~

J(Hzo = Ly ) (2L, (f))ew,)ien)zo

' ri+6 . . q;
= liy() </ ay, (T(s):vo)) . = liy(r)(q) = Z1_1>1f£1o w(r;)
i S !

Es muf} also nur noch lim gi
1—>00 w(m)

# 0 nachgewiesen werden.

Es ist

r;+0
/v ar, (T(s)xo — T (ri)xo) ds

rito (41) §e
S/ T (s)xo — T (r;)xo|lds < gw(ri) (42)

und
rit+6 (40)
/ ar (T (rs)o) ds < 3| T(ro)aol| < dew(rs).

Daraus ergibt sich

7’1'+(5
dew(r;) < / ay, (T (ri)zo) ds
lri+5 ri+0
< / ap, (T (ri)zo — T (s)xo) ds| + / ar, (T(s)zo) ds
T T3
(42)  §e
< Ew(ﬂ) + lail-
Folglich ist |g;| > %w(r;) fiir alle ¢ € N.
lim | = fi 1%L %€
isoo w(ry) |  i—oo w(ry) T 2
insbesondere ist j( A) # 0 und damit 5 Z 0. <
8§15

Asymptotisches Verhalten stark-stetiger Operatorhalbgruppen

15.1 Satz: Sei T eine stark-stetige Operatorhalbgruppe mit infinitesimalem Erzeuger A € C(X)
und sei w ein Beurling-Domar-Gewicht auf R. T erfille ||T (¢)|| = O(w(t)) firt — oco. Sei
o(A) NiR abzihlbar und fir alle X € o(A) NiR gelte X' 4, ({A\}) = {0}. Dann konvergiert

T()

(—) in der starken Operatortopologie gegen 0.
w(t) t€[0,400)
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t
> Beweis : Wiirde (m) in der starke Operatortopologie nicht gegen 0 konvergie-
w(t) t€[0,400)
ren, so existierte nach Satz 14.2 ein nicht-trivialer Intertwining-Operator j : §,(R) — X', was

mit den gemachten Voraussetzungen nach Satz 13.13 nicht méglich ist. <

Wir fiihren die Anwendung von Satz 15.1 an einem einfachen Beispiel vor.

15.2 Beispiel: Sei X = X' = Cund T : [0,+00) — C = L(C), T(t) = e*, a € C fest. Dann
ist offensichtlich 7(0) =1, T(s +t) = T(s)T (¢) fir s,¢ > 0 und T (-)z stetig fiir alle z € C.
Der infinitesimaler Erzeuger von 7 berechnet sich zu A : C — C, z — ax, mit D(A) = C. Es
gilt [T ()] = |e®] = etRee U IT ()| = O(w(t)) fiir t = oo zu haben, etwa mit w = 1, muf}
Rea < 0 sein. o(A) NiR ist hochstens einpunktig und damit abzihlbar. Da A’ = A ist, schreibt
sich C_ 4/ ({\}) folgendermafen:

C_a({r}) = {z € C : esexistiert f : C\{\} — C analytisch mit (z + a)f(2) =
x, f verschwindet im Unendlichen}

Ist Rea < 0, A € iR und z € C_4 ({A}), so ist mit —a # X\: 0 = (—a + a)f(—a) = z, d.h.
C_a({A}) = {0}. Satz 15.1 impliziert somit die Konvergenz von (7 ())sc[0,400) in der starken
Operatortopologie (wie erwartet).

Ist Rea = 0 und A\ = —a, so ergibt sich C_ 4/ ({—a}) = C und Satz 15.1 macht keine Aussage.
Wir wissen natiirlich, daf§ in diesem Fall (7 ());c[0,400) in der starken Operatortopologie nicht
gegen 0 konvergiert.

Unseres Wissens nach ist Satz 15.1 iiber das asymptotische Verhalten stark-stetiger Ope-
ratorhalbgruppen neu, wie aber schon im diskreten Fall sind es die Ideen einer solchen For-
mulierung nicht. Auch hier sind als Vorreiter Arendt und Batty sowie Lyubich und Phong zu
nennen. Thre kontinuierlische Version von Satz 9.3 lautet:

15.3 Satz: (Arendt, Batty [1], Lyubich, Phong [20])

Sei T : [0,+00) — L(X), X Banachraum, eine stark-stetige Operatorhalbgruppe mit infi-
nitesimalem Erzeuger A. Es gelte ||T(t)|| < C fir alle t > 0 und eine Konstante C > 0.
Ist dann o(A) NiR abzdhlbar und o,(A) NiR leer, dann konvergiert T (t) in der starken
Operatortopologie fiir t — oo gegen 0.

Wir wollen uns nicht wiederholen und verweisen deshalb auf die Bemerkung, die wir bereits
im Anschluf} zu Satz 9.3 gemacht haben.

Phong liefert wieder die Verallgemeinerung.

15.4 Satz: (Phong [19])

Sei T :[0,400) — L(X), X Banachraum, eine stark-stetige Operatorhalbgruppe mit infini-
tesimalem Erzeuger A. Es gelte

[T < w(?)

fir eine Gewichtsfunktion w auf R und w(t) := limsup,_,, witts) — O(t*), k > 0. Ist dann

w(s)
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t
o(A) NiR abzdhlbar und op(A") NIR leer, dann konvergiert ()

w(t)

in der starken Operatorto-

pologie fiir t — oo gegen 0.
Wie im diskreten Fall leitet man hieraus leicht das nachfolgende Korollar ab.

15.5 Korollar: Sei 7 : [0,400) — C(X), X Banachraum, eine stark-stetige Operatorhalb-
gruppe mit infinitesimalem Erzeuger A. Fiir ein Gewicht w auf R mit w(t) = O(tF), k > 0,

t
gelte | T (t)]] < w(t), o(A)NiR abzdihlbar und o(A') NiR leer. Dann konvergiert Tgt;
w

in der

starken Operatortopologie fiir t — oo gegen 0.

In dieser Form wird die Ahnlichkeit zu Satz 15.1 am deutlichsten: ein allgemeineres Gewicht
fiir eine stérkere Voraussetzung als o,(A") NiR = (.

Abschlieflend zeigen wir, wie man Korollar 15.5 aus dem Resultat von Phong mit unserer
Beweismethode zeigen kann. Fir den Rest dieses Paragraphen nehmen wir deshalb an, daf§
k eine fest vorgegebene natiirliche Zahl und dafl w ein Beuerling-Domar-Gewicht auf R mit
w(t) = O(|t|F) fiir |t| — oo ist; es existiert dann eine Konstante K > 0 mit w(t) < K|t*
fiir alle ¢ € R. Die Abbildung j : §»(R) — X’ bezeichne wie bisher einen kontinuierlichen
Intertwining-Operator, fir dessen Triger wie suppj = {A} annehmen mit einem A € R. Mit
M bezeichnen wir die in §13 auf Seite 76 definierten Operator.

Die Aussage 9.7 angewandt auf den Operator A — M wird wie im diskreten Fall eine wichtige
Rolle spielen. Wir miissen deshalb zunichst zeigen, dafi A — M ein verallgemeinert skalarer
Operator ist.

Wir beginnen mit dem Nachweis, daf§ sich (unter den Voraussetzungen fiir das Gewicht
w) der Schwartzraum S(R) der schnell fallenden C*°-Funktionen auf R topologisch in L} (R)
einbetten 148t. Hierbei bezeichnen wir mit g, ,, fir n,m € Ny die die Topologie von S(R)
erzeugende Halbnormenfamilie; es ist

Gom(f) = supper (1 + [a]™) | 1) (@)

fir alle f € S(R).
Ist nun f € S(R), so existiert fiir m = k + 2 und n = 0 eine Konstante C' > 0 mit

(1+1af2) f (@) < C

fiir alle z € R. Eine direkte Rechnung zeigt

_w(z) CaeF
/R\f(x)\w(x) iz < C/R e de CK/ T o <+ (43)

Also ist S(R) C LY (R).
Ist (fi)ien eine Folge in S(R) mit f; — 0 fiir I — oo in S(R), so existiert zu beliebigem e > 0
ein lp € N mit g g42(f1) < € fiir alle [ > ly. Wie in (43) ergibt sich mit € anstelle von C die
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Yo < exc [ 1
‘fl ”w T >¢€ 1+’$‘k+2

fiir alle ! > lg. Da € belieblg gewahlt werden kann und die rechte Seite unabhingig von [ ist,
folgt f; — 0 fiir [ — oo in L. (R). Die Einbettung S(R) < L} (R) ist damit stetig.
Da die Fouriertransformation bzgl. der Topologie auf S(R) ein Homdomorphismus S(R) —

Beziehung

S(R) ist und da die Fouriertransformation auch ein Homoomorphismus Ll (R) — §,(R) ist
(Definiton!), 148t sich S(R) auch in §, (R)(R) topologisch einbetten. Diese Einbettung bezeich-
nen wir mit s.

Wegen C°(R) C S(R) C §y(R) konnen wir eine C*°-Funktionen € € §,,(R) mit kompaktem
Triger und A ¢ supp(le) wéhlen. [e] ist dann ein Einselement in §,(R)/I(j) (vgl. 7?7). Man
tiberpriift leicht, dal die Abbildung x : C*°(C) — S(R), f — f(\ + i-)|r€ stetig ist mit
k(C*®(C)) C C*(R). Jede Banachalgebra A 148t sich vermége a N M, (a € A) mit M,
A — A, b — ab, isometrisch in £(.A) einbetten. Wenden wir dies auf A = §,(R)/I(j) an
und beachten wir noch die Stetigkeit der Quotientenabbildung 7 : Fy (R)(R) = §w(R)/1(j), so
konnen wir eine stetige Abbildung

C*(C) = L(Fw(R)/1(5))

definieren durch
d:=0omoioxk.

Konkreter ist also fiir alle f € C°°(C) und alle [g] € Fu(R)/I(5)
(f)lg] = [f (A + i) |reg].
Fiir f = 1c und f = idc sowie [] € Fw(R)/I(j) ergibt sich

®(1c)[g] = [eg] = [g], d.h. (1c) = idg, (r)/1(j), und
®(idc)[g] = [heg] = (A — M)[g], d.h. ®(idc) = A — M,

wobei h?7? ist.



Anhang A
Das Lemma von Fatou und harmonische
Analysis

Beim Beweis der Regularitit von Beurling-Algebren spielt das Lemma von Fatou neben einem
Satz von Paley und Wiener, den wir im Anhang B angeben und beweisen werden, eine wichtige
Rolle. Das Lemma 148t sich in zwei Versionen formulieren: zum einen fiir die Einheitskreisschei-
be in C, und zum anderen fiir die obere Halbebene von C. In der ersten Version findet man das
Lemma von Fatou in zahlreichen Biichern formuliert und bewiesen — etwa in [14], Seite 34ff,
und [7], Seite 108ff —, so dafl wir uns an dieser Stelle darauf beschréinken wollen, letzteres in
einer fiir uns relevanten Form anzugeben. Eigentlich wichtig fiir uns ist das Lemma allerdings
in der zweiten Version. Da wir davon ausgehen, dafl diese weniger geldufig ist, wollen wir sie,
auch wegen ihrer Wichtigkeit fiir diese Arbeit, beweisen.

Hier und indirekt auch im Anhang B werden das Vokabular und einige grundlegende Aussa-
gen aus der harmonischen Analysis ben6tigt. Die harmonische Analysis ist ein in vielen Biichern
in ihren Grundziigen gut und ausfiihrlich dargestellte Theorie, so dafl wir es an dieser Stelle
darauf bewenden lassen wollen, fiir die im folgenden anzutreffenden Begriffe und Aussagen auf

die bereits weiter oben genannte Literatur zu verweisen.

Im folgenden sei I' = {z € C : |z| = 1} und D = {z € C: |z| < 1}. Wir schreiben die
Elemente von T' bzw. D frei in der Form z = ¢¥ bzw. z = re® mit r € [0,1) und 0 € [~7,7)
eindeutig bestimmt.

Ist f € L}(T), so definiert

u: D — C . ' (44)
ret? %/_7; Re <%> fem)dr
eine auf ) harmonische Funktion. Die Abbildung
D -+ R

ret? \u(reig)lz

ist subharmonisch und

0,1 — R
1 ™ .

7 — oy |u(re”)|2d7'
T

-7

87
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monoton wachsend. Ist fiir f € L?(T') C L'(T') die gemiB (44) definierte Funktion v nicht nur
harmonisch, sondern sogar analytisch — man kann zeigen, dafl dies genau dann der Fall ist,
wenn die negativen Fourierkoeflizienten von f verschwinden; J/"\(n) = 0 fiir alle n < 0 —, so gilt
sogar
1 " Ty |2 : 1 " iTV|2 1 " iTY|2
sup — lu(re'™)|*dr = lim —/ |u(re'T)] dT:—/ |f(e)|* dr. (45)

0<r<1 2T —r r—1- 2T —r 27 _r

Von einer Folge r.e!’ C D sagt man, sie konvergiere nicht-tangential
gegen ein ¢ € T, 0, € [—m,7), wenn folgende Bedingungen erfiillt
sind:

(i) rp = 1 fiir n — +o0;

(ii) e — e~ fiir n — 4o0; Abb. 1

(iii) es existiert m € N mit {@} ist beschrankt.
n>m

—Tn

Die geometrische Interpretation des nicht-tangentialen Limes wird in
Abb. A.1 verdeutlicht: eine Folge, die nicht-tangential gegen e kon-
vergiert, muf mit einem Folgenrest ganz in der schattierten Fliche liegen; der Offnungswinkel

a dieser Fliache hingt von Bedingung (iii) ab.

Das Lemma von Fatou lautet:

A.1 Lemma von Fatou: Fiir eine Funktion f € L'(I') gilt fir die gemdf (44) definierte
harmonische Funktion v : D — C und fir fast alle 0, € [—m, ) die folgende Konvergenz-
aussage:

10

Ist r.e C D eine Folge, die nicht-tangential gegen e konvergiert, so ist

. 10ny __ 10«
nginoou(rne ) =2mf ().

Wir haben bereits erwihnt, dafl sich das Lemma von Fatou noch etwas allgemeiner formuliert
148t, wir wollen hierauf aber nicht weiter eingehen und verweisen auf die Literatur.

Bezeichnen wir mit H° die obere Halbebene von C, H’ = {z € C: Imz > 0}, und schreiben
wir die Elemente von H° frei in der Form z =  + 4y mit x € R, y > 0, so lautet das Lemma
von Fatou fiir die obere Halbebene in einer etwas abgeschwichten Form:

A.2 Lemma von Fatou: Fir eine mef$bare Funktion F : R — R mit (t = %) € L'(R)

und
g: H — C

1 F
iy o L[ FOL,
T Jr(z—5)*+y

gilt: g ist auf H° harmonisch und fir fast alle x € R hat man

lim g(z +1iy) = F(z).
y—0t
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(Allgemeiner geniigt es im letzten Grenziibergang,  + iy nicht-tangential gegen z zu haben;
vgl. [14], Seite 123.)

Bevor wir den Beweis von Lemma A.2 fithren, erinnern wir an die Cayleytransformation
@ : D — H°, die einen Homoéomorphismus zwischen D und H® darstellt:

p: D — H° mit ¢ ': H — D

d1+=z 1w+ 1

z 1 w o= - .

1—2 w — 1

Die Abbildung
v: I'\{1} — R mit pl: R — {1}
1+z 1w + 1
z = 1 woo— -

1—2 tw — 1

stellt einen Homoomorphismus zwischen I'\{1} und R dar.

> Beweis von Lemma A.2: Fiir s = ¢('"), 7 € [—m,m)\{0}, und w = ¢(re?) = x + iy,
r€[0,1), 0 € [-m,m), z € R y > 0, ergibt sich:

Re (e”%—re"g) ~ Re <¢1(3)+<P1(w)) — Re <i$w+1) - y(1+ s%)

elT — et Ph=1(s) — o~ H(w) w—8 Tz —5)2+y?

s+ 1
s — 1

Es ist ™ = und man erhalt

Ldr 1 1

2rds w1+ s?

Definiert man

f- I = C
TN F(¢p(e™)) falls 7#0 ’
0 falls 7=0
so ist
L[ L e L[ 1E)]
J— T - F 1T _ = = \2J1 4
= [ ientar =5 [ ipwenlar = - [ E s < o0 (46)

(Variablentransformation s = 9(e’")), d.h. f € L}(T).

Wir haben weiter oben bereits angemerkt, dafl

. . 1 ™ T 10 .
re? — u(re??) = / Re (gi) fem)dr

~ 9 IT _ pptl
2 J_, e re

eine harmonische Funktion ist. Ist wieder s = t(e’") und w = p(re’’) = & + 4y, so berechnet
man (s = s(7))

) 1 4 el + ret? i 1 & sw+1 o
u(re?) = o | Re (m) feydr = o Re <z P ) F(y(e'))dr (47)
1 [ F 2
R EY. WS R
g (@—s)P+y?l+s* 7w g (z—5)7+y°
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Also ist g(w) = u(p ' (w)) und ¢ als Zusammensetzung einer analytischen und einer harmoni-
schen Funktion harmonisch.

Die Aussage bezliglich des Grenzwertes,

lim g(z +iy) = F(z) fir fast alle z € R,
y—0t

kommt wegen F(z) = f(¢p~!(x)) und g(z + iy) = u(p~!(x + iy)) der Aussage

lim u(p (z +iy)) = f(¥ (z)) fiir fast alle x € R

y—0+

gleich. Man ist fertig, wenn fiir ryewy = o Yz +iy), y > 0, gezeigt werden kann, daf

{rye®},~¢ nicht-tangential gegen 1! (z) fiir y — 0% konvergiert (Lemma A.1).

Offensichtlich k iert oLz + iy)] i Ul ) 1 und
ensichtlich konvergiert r, = z + 1y)| = ———% fir egen 1 un
giert r, = [o y iy Y geg

e = %j—w) gegen Xt = e = ¢~Y(z) (6, € [—m,m)). Man berechnet leicht 8, =
arctan % und 8, = arctan x}iﬂ”l. Es bleibt also nur

0, —0

{ 16, = 6. } beschrankt (48)
L—ry 0<y<é

fiir hinreichend kleines 6 > 0 zu zeigen. Dabei kénnen wir uns ohne Beschrinkung mit 0, €
(—m, m) begniigen, denn auf einen Punkt kommt es bei unserer Konvergenzaussage nicht an.

Der Mittelwertsatz und 0 < y < 1 liefern die Abschétzung

-2z —2x
2?2+ (y+1)2 22+1

¢ —2x ¢ -2z
arctan —5—————_—5 — arctan —5———
w2+ (y+1)2 z?+1

1

< 2
L+ (a;_22+$4)
Alz|(z2 + 4)
(@2 + 1)(522 + 4)°

(49)

(50)

wobei die rechte Seite gleichmiBig beschrénkt in « ist. Mit der oben angegebenen Darstellung
von ry 1aBt sich das gesuchte ¢ im Sinne von (48) leicht finden. <



Anhang B
Ein Satz von Paley und Wiener

Paley und Wiener haben in ihrem im Jahre 1934 erschienen Buch ,Fourier-Transform of the
complex domain“[18] einen Satz bewiesen, der sich zwischenzeitlich als dulerst wichtig heraus-
gestellt hat. Eine seiner Anwendungen ist der Regularitdtsnachweis gewisser Beurling-Algebren
(siehe §1). Da den reguldren Beurling-Algebren in dieser Arbeit eine Schliisselrolle zukommt,
und da der Regularitdtsbeweis fiir bestimmte Beurling-Algebren so entscheidend ist, haben wir
uns dazu entschieden, einen Beweis dieses Sates im Anhang B zu geben. Wir richten uns dabei
nach der bereits zitierte Originalarbeit [18] der beiden Autoren, erlauben uns aber, eine etwas
modernere Sprechweise zu verwenden.

Im folgenden bezeichne § die Plancherel-Transformation L?(R) — L?(R) (vgl. Abschnitt B
in §3).

B.1 Satz von Paley und Wiener: Zwischen den beiden Mengen

LE(R) = {f € L*(R) : es existiert xo € R mit f(x) = 0 fir fast alle x > zo} und

[ Hog [FE(s)|]

L (R) = {F € L*(R) : R ds < -1—00}

besteht der folgende Zusammenhang:

o) L2(R) C L(R)
b) fir alle F € L?(R) existiert ein f € L2(R) mit |Ff| = |5F).

Hilfreich fiir den Beweis der Teilaussage a) (Behauptung B.3) wird der Satz von Jensen sein,
den wir sogleich zitieren wollen ([6], chapter XI, Theorem 1.2). Aulerdem werden die im Anhang
A angegebenen Ergebnisse aus der harmonischen Analysis benutzt werden. 1D bezeichnet im
folgenden die Einheitskreisscheibe in C und I' den Einheitskreisrand.

B.2 Jensen:Fir eine auf D analytische Funktion f mit f(0) # 0 und den gemdaf ihrer Viel-
fachheit gezihlten Nullstellen ai,...,ap, € D, = {z € C: |z| <r}wvon f,n €N, 0 < r <1,
15t

g £0) = =S tog (1) + 5 [ st ar
k=1 T

|a|

bzw.

l0g /(0 < 5 [ loglf(re)]ar. (51)

91
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B.3 Behauptung: Mit den Bezeichnungen aus Satz B.1 gilt:
LY(R) C L} (R)

> Beweis : Sei F' € L2(R) und sei 7y € R beliebig mit F(z) = 0 fiir fast alle © > z¢. Seien
@ und 7 die bereits im Anhang A angegeben Homoéomorphismen zwischen D und H®, H° die
obere Halbebene von C, bzw. I'\{1} und R. Sei f definiert durch

f: r = C

g SF(¢(e7)) falls efT #1
0 falls e =1

Die bereits in (46) benutzte Variablentransformation s = 1(e’”) bringt

s - SF s 2
[oisenpar =2 [ BEO  as <o [ jgr)pas = 21e <+,
Damit ist f € L2(T") C LY(T) und wegen (44)

u: D — C
) 1 T eiT + Tei@ .
0
re = %/_ﬂ Re (m) f(e”) dr

harmonisch. Wir werden zeigen, dafl u sogar analytisch ist. An dieser Stelle kommt die Bedin-
gung F(x) = 0 fur fast alle £ > xy ins Spiel.
Im folgenden bezeichne x,, die charakteristische Funktion des Intervalls (—oo,z¢]. Zunéchst
ist anzumerken, daf fiir w € H° wegen F € L?(R) und yz,e ™ € L?(R) aus der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung Fe~"" € L'(R) folgt. Da dariiberhinaus auch noch y,,e " be-
schrinkt ist, ist Fe~™" € L?(R) und somit

g: He - C
1 (-t 1 .
W=+ 1y — S(Fey)(x) — _/ F(t)efz(erzy)t dt = / F(t)efzwt dt
(z € Ry >0) vam Jk V2T JRr

eine wohldefinierte Abbildung (Fe~* € L'(R) N L?(R)). Man sicht leicht, daB g eine ana-
lytische Funktion auf H° ist. (Vertauschen von Integration und Differentiation bereitet keine
Schwierigkeiten; alle hierfiir notwendigen Voraussetzungen sind erfiillt.) Wir zeigen jetzt, dafl
sich u schreiben 148t in der Form u = g o ¢, so daf} also u als Zusammensetzung zweier analy-
tischer Funktionen selbst analytisch sein muf.

Wegen (s — ¢> € L*(R) fiir + € R, y > 0 fest, der Cauchy-Schwarzschen Unglei-

(x —s)2+y?
chung und der Definition der Planchereltransformation ist

1 [ 2

/R m <3F(s) - | Fwe dt) ds

y? 1
<) /R SO - )

-~ -~

= const —0 fir n—oo in L2(R)

2
ds.

F(t)e "t dt
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Damit ist fiir w =« + 1y € H°

F —zst
/ SF(s)y ds = lim _// dtds (L2 — Grenzwert).
r (. —$)2+y? n—00 \/27 (z —s)

Fubini liefert

77,575 d 4 1 on yefist 4 J
tds = — t — t
\/27r//_n (. —s) i 27r/_n ()</R($_5)2+Z/2 S)
1 To ) 1 )
= — F(t)e etwlt gy — — F(t)e ™ gt
21 /n ( ) V2T ( )

Beachtet man noch

ytdt< H H2 7fracyn2

)efiwt di —

\%/n r

d.h. lim — wwt dt = w), SO folgt mit s = eiT und w = TBiT =x+1 vel.
e /n g(w) g P(e) p(re') =z +iy (ve
(47

tre®) = 5 [ e (S penrar = [ FE s gtw) = gtotren),

) _x — ret? T — )2 44?2
u ist also analytisch auf ID.

fuiro<t<1
Bezeichnen wir mit log™ : Rt — R die Abbildung ¢ 0 . Ost< und mit log™
logt flirt>1

. . logt fir0<t<1 .
+
R\{o} — R die Abbildung ¢ — { 0 firt>1 , so gilt
1 " + T 1 " 17T\ |2 1 " 1T (2
o [ logT |u(re)|dr < o— [ fu(re™)[Tdr < o— [ [f(e")[7dr, (52)
2 J_, 2 J_, 2 J_,
wobei die letzte Ungleichung eine Folge von (45) ist.
Es macht also Sinn,
1 (7 ' 1 (7 ' 1 (7 .
— log |u(re'™)|dr = — log™ |u(re'™)| dr + — log™ |u(re'™)|dr (53)
2 J . 2 J . 2 J .
zu schreiben, wobei eventuell 5= [ log™ u(re'™)| dr = —oo sein kann. Da$f dem letztlich nicht

so ist, ergibt sich aus dem Satz von Jensen (Aussage B.2).
Zwei Fille miissen unterschieden werden:

Im Falle u(0) # 0 besagt (51), daBf das in (53) links stehende Integral durch log|u(0)| nach
unten beschrénkt ist. Man erhilt folglich mit (52) und (53):

1 i T 1 " + T 1 " — LT

— |log |u(re')||dr = — log™ |u(re'™)| dr — — log™ |u(re'™)| dr

2 J . 2 J . 2 J .

= " )2 dr — log|u(0)]. (54)

™ -7

IA
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Im Falle u(0) = 0 sei m € N die Vielfachheit der Nullstelle 0 von u. Setzen wir @ : D — C,

10
u(re?) = ur(nrim; in die 0 holomorph fort, so ist @ harmonisch mit w(0) # 0. Der Satz von
e
Jensen liefert wieder
I [ JUP 1 [ u(re'™) _
% g log |u(re”)| dr = % /_7r i dr > log |u(0)| (55)

Man berechnet leicht

1 T iT 1 T )
—/ log™ u(rg ) < —/ log™ |u(re'™)| dr — mlogr
2 J . rmetmT 2 | .
(G2 1 (7 12
< o |f(e™M)|*dr — mlogr. (56)

Wie in (54) ergibt sich fiir § <7 < 1 mit (56) anstelle von (52):

1 ™
— 1
27r/7r °8

Fur % < r <1 ist somit

u(re'™)

,rmeimT

1o _
dTg;/ |£ (&) 2 dr + 2mlog 2 — log |u(0)). (57)

—T

1 ™ ) 1 ™ T
— / |log |u(re'T)||dr < — / log u(rg ) dr —mlogr  (Dreiecksungleichung)
2 J . 2 J . rmetmT
G 1 [ 19 ~
< - / |f(e')|” dr + 3mlog 2 — log |u(0)|. (58)

(54) und (58) zusammen zeigen, daf gleichméBig fiir 1 < r < 1 gilt:
1 /7 .
—/ | log [u(re'™) || dr < C
2 | .

fiir eine Konstante C' > 0. Daraus gewinnt man wegen log |u(re??)| — log | f ()| fiir r — 1 fiir
fast alle 6 € [—7, ) (Lemma A.1 von Fatou fiir v und f) aufgrund eines anderen Lemmas von
Fatou!

™

1 4 .
— [ loglf(em)|dr

lim inf | log |u(re'™)|| dr
27 r—1

or J_,
1 " '

lim infz— |log |u(re'™)||dr < C.
m

r—1 o

N

Riicktransformation auf die Ebene ergibt schliellich (vgl. (46))

I
logl§F
1+ 52

I :
9 77T|10g|f(6”)||dT=

YIst fr 1 X — [0, 4+00] fiir jedes n € N eine auf dem Mafraum (X, u) meBbare Funktion, so gilt:

/ (lim inf fn) dp < liminf / Fodp
X n—o0 n—r 00 X

(vgl. [23], Seite 23)
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Bevor wir Teilaussage b) des Satzes B.1 von Paley und Wiener beweisen, miissen wir ein
paar Vorbereitungen in Form zweier Hilfssétze treffen.

B.4 Im Hilfssatz B.5 spielt der Cauchysche Integralsatz eine gewisse Rolle: Fiir eine auf einer
offenen Menge U analytische Funktion f und einen einfach geschlossenen Integrationsweq v in
U, der keinen Punkt des Komplementes von U umlduft, gilt

/Wf(z) dz = 0.

B.5 Hilfssatz: Ist F' : H' — C eine auf der rechten Halbebene H' = {z € C : Rez > 0}
analytische Funktion, die fir alle x > 0 der Bedingung

/ |z +it)] dt < C
R

fiir eine Konstante C' > 0 gendigt, so ist fir w € H' und 0 < p < Rew:

F(w):—L/Mdt.
2n Jg p+ 1t —w

> Beweis : Wir beginnen mit dem Cauchyschen Integralsatz fiir den Integrationsweg
['(A) :=T1(A) + T2(A4) + T5(A4) + Tu(A),

wobei A > 0 und I'; (4),...,I'4(A) in Abb. B.1 auf Seite 98 dargestellt sind. Fiir 0 < ¢ < v und
we€Cmit p < Rew <vund —A <Imw < A ist dann

F(w)zi, / +---+/ Mdz.
211 Fl(A) F4(A) zZ—Ww

Die Abbildung R}, ,, — C,

\{o}
Ay F(z) dz:/ F—id)
Pi(A) Z — W p t—iA—w

ist als Folgerung aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue (der Integrand ist stetig in ¢ und A)
stetig und damit insbesondere integrierbar iiber jedem Intervall [n,n + 1], n € N.

In einem ersten Schritt zeigen wir, dafl

I F
lim — / / () 4 a4 = o0 ist. (59)
n—oo 21t Jf,, Iy(A) 2 — W

Ebenso ergibt sich dann

n+1
lim —— / / P 42} aa—o. (60)
n—oo 271 n [3(A) 2 — W
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Nach dem Satz von Fubini und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist

n+1 v n+1 o
L/ / P& ) aa / (/ MdA) dt‘
2 J, ri(A) 2 — W L n t—itA—w

1 v n+1 n+1 1 %
< —/ (/ ]F(t—z’A)\QdA/ .—QdA> dt
2w J, \Jn n |Jt—1A —w|
1

1

2

wenn in der letzten Ungleichung n so grofl angenommen wird, daf fiir py <t <vundn < A <
n+1 gilt: [t —iA —w|> > |n — Imw| > 25 (vgl. Abb. B.2 auf Seite 98); damit ist niimlich

472

1
1 n+1 1 2
= — —  _dA) <1.
27r</n ¢ —id —w]? ) =

Wegen / |F(x +iA)?dA < C, x>0, ist
R

n+1 %
lim (/ \F(a;~|—z'A)\2dA) =0, (61)

n—0o0
und deshalb (Konvergenzsatz von Lebesgue)
v n+1 %
lim (/ |F(t —iA)? dA> dt = 0.
n—oo f, n

Hiermit ist (59) gezeigt; analog ergibt sich (60).

Im néchsten Schritt iiberzeugen wir uns von

n+1 .
lim —— / / FE) ) aa= L / Flwtit) g (62)
n—o0 2L f,, Ty(A) 2 — W 2 Jgrv +it —w
Auf dieselbe Art und Weise ergibt sich dann auch
1 F 1 [ F '
lim — / / G) ) aa = ——/ M dt. (63)
n—oo 27 Jf, ry(A) 2 — W 2 Jpp+ it —w

) ) ) A Fv+it) i i ..
Zunichst ist anzumerken, dafl die Abbildung A — / ——— dt eine stetige Funktion ist,

_aVvt+it—w
und daf} deshalb

/nn+1 </A Mdt) dA,  n> |lmuwl, (64)

AVv+it—w

gebildet werden kann. Abb. B.3 auf Seite 98 zeigt das Integrationsgebiet des letzten Integrals.
Der Integrand selber ist auf jeder horizontalen Strecke innerhalb dieses Gebiets konstant. Man
kann das Integral (64) in 3 Teile zerlegen:

n+1 A F it " " "
/ </A7Viyi:_j;dt) dA =1 + 1" + 1", (65)
n
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" ntl t nop t)
Ig) _ / (/ l/-i-Z)dt) dA:/ (V+Z dt.
n ,nV—l—zt—w pnVF+it—w

n+l n+1 n+1
= / ( / Flv+it) dt> dA = / ( / Flv+it) dA> dt (Fubini)
n n VHit—w ¢ v+t —

n+1 F t
_ / (n+1—p i g
n v+it—w

_n _n . _n .
i = / </ Mdt) dA:/ (n+ 1+ gy
1 _A Vit —w 1 v+t —w

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist

n+1 F it n+1 2 n+1
M| = (n+1—n Wb 4l o dt \F(v+it)2dt |
n v+t —w n n

wobei wegen |n+1—t| < 1firallet € [n,n+ 1] und |v + it —w| > |n —Imw| > 1 fir n
hinreichend grof (4hnlich wie in Abb. B.2)
2
dt) <1

</nn+1

ist. Also ist fiir hinreichend grofies n

SIS

n+1-—t

i |
v+it—w

vol—

n+1-—t¢
v+t —w

1
o< ([ g
5 | < |F (v +it)|* dt
und damit
lim I( "=
n—r 00
(vgl. (61)). Ebenso erhilt man
lim 1{" = 0.
n—0o0

Wenden wir auf beiden Seiten von (65) den Grenzwertoperator fiir n — oo an, so ergibt sich
(62). Analog verhilt es sich mit (63).
Als Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse ergibt sich
n+1
Fw) = lim F(w)dA

n—0o0

n+1
= L_lim / +~~~+/ F(z) dz
2mi n—voo [, Iy (A) raA)) #—w

1 F(v +1it) dt i/ F(u + it) dt
2 Jp v+ it —w 2n Jp p+ it —w

Im letzten Schritt brauchen wir nur noch v — oo zu betrachten, und erhalten, wiederum wegen
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung,

F it)|? dt - dt :
(/R‘ R R >

—0 fir v — +o0.

IN

F it
(V.—I—Z) dt‘
RVTIUt—w

IN

v+ Rew
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: : A o

4(A) ” "
4 Imw — w I{n) Tt
u v n +1

Y Ta(A) —n

e
A4 -(n+1) 4

A oo (n+1)
Abb. 1 Abb. 3

<

B.6 Hilfssatz: Ist F' : H' — C eine auf der rechten Halbebene analytische Funktion, die fiir
alle z > 0 der Bedingung

/ |F(z +it)|* dt < C
R

fiir eine Konstante C' > 0 gendigt, so existiert eine Funktion f € L*(R), die fiir fast alle
x > 0 verschwindet und fir die fir w € H'

F(w) = %/Rf(s)ews ds

gilt.
> Beweis : Fiir ein beliebiges x > 0 sei
g(z,") =F(F(z +1i)) € L*(R).

Nach Voraussetzung ist ||g(z,-)||2 < C fiir alle z > 0. Der Satz von Plancherel impliziert

§'g(z,) = F(z +i-). (66)
Wir definieren
f+ R - C
s = g(l,s)e”%,

und zeigen, dafl f die gesuchte Funktion darstellt.
Dazu betrachten wir zunéchst fiir o < 0 und y € R die Abbildung

bay: R — C
e~ =W falls s < 0
S
0 falls s > 0.

Man sieht leicht, dafl ¢4y, ¢a,y und ‘qﬁa,y‘ in L'(R) N L?(R) liegen. Deshalb ist

1 , 1 0 L 1 1
—1 _ it _ —QaT—iYyTHUtT _
ay)(t) = — ay(T)EYT dT = e y dr = . -
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und

1 1
%’y:g(m—a—z‘yﬂ'-)'

Der Satz von Parseval impliziert fiir g > 0:

90 8)9ay () ds = | SE+NOF | =gy ) () ds
R _ \/12_7T 1y+
= / _afiff)w ar.

Speziell fiir 0 < p < z und o = p — x ergibt sich mit Hilfssatz B.5

B p+iT) .
/Rg(,u,s)gbux?y(s)ds B \/%/]RH‘FZT—.’L'—Zyd
= \/ﬂF(:r—i—zy) = \/%3’_ g(w, ) (y)- (67)

Nun ist aber auch noch

—_— 0 .
/9(#73)‘25#%24(5) ds =/ g(p, 5)e@ M3 45 = /oL (g(u, Xk e(x’“)') (y). (68)
R

—00

Wegen der Injektivitit von F—! folgt von daher

g(@,) = glu,)xw_ e (69)
bzw.
g(x,s)e” ™ = g(u,s)e " fiir alle s < 0 (70)
und
g(z,s) =0 fiir alle s > 0.

Auch fir f hat man dann f(s) = 0 fiir fast alle s > 0, und f geniigt somit einer der Anforde-
rungen des Satzes.

(67), (68) und (70) lehren fiir 0 < p < 1 dariiberhinaus

Flz +iy) = \/_/ g, s p(T=1)s piys gs \/ﬁ/ (e tiy)s ds,

womit eine weitere Anforderung an f nachgewiesen ist. Bleibt noch f € L?(R) zu zeigen. Wegen
(70) ist
g(x,s) = f(s)e” (s € R).

Wire [o|f(s)]*ds = 400, so existierte ein n > 0 mit f f(s)|?ds > 3C. Fiir p :
erhielte man wegen e #* < 3 fiir alle s € [—n, 0)]:

0 0
50 < [ Ieds = [ lgn e s <] [ lotuoP ds <
R

—n —n

log %
n

was wegen C' > 0 nicht moglich ist. <
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B.7 Behauptung: Mit den Bezeichnungen aus Satz B.1 gilt:
Fir alle F € LY(R) existiert ein f € L(R) mit [§f] = [§F].

| log [S£(s)]|

4 ds < 400

> Beweis : Die Abbildung R — R, s — log|§F(s)| erfiillt wegen
die Anforderung des Lemmas von Fatou (Lemma A.2).
g: H° - R

Ly log|§F(s)|y
R

Yy =
T T (x —s)?2 +y?

ist somit eine harmonische Funktion (die Elemente von HP schreiben wir frei in der Form z + iy
mit z € R und y > 0). Es bezeichne g die zu g konjugierte harmonische Funktion. Wir definieren
h :H° — C durch

h :=expo(g +ig).

h ist dann eine in der oberen Halbebene harmonische Funktion. Nach dem Lemma von Fatou
gilt fiir fast alle z € R:

lim |h(z +iy)| = lim exp(g(z + iy)) = |FF(z)].
y—0t y—0t

Wir ,,drehen“ nun die harmonische Funktion I in die rechte Halbebene H' = {r+iyeC:z >
0,y € R}. Sei
h: H — C
z+iy — hi(x+iy)) = h(—y +iz).

Dann ist A harmonisch auf der rechten Halbebene und
lim |h(z + iy)| = lim |h(—y + iz)| = |FF(-y)|. (71)
z—0t z—0t

Wir zeigen jetzt, dafl h den Voraussetzungen von Hilfssatz B.6 gentigt, daf} also eine Konstante
C > 0 existiert mit

/ |h(x +iy) |2 dy < C.
R

Es wird sich herausstellen, dal C = ||FF||3 genommen werden kann. Es ist

o+ i) = -y + i) = expla(-y+io) < - [ GRS a0 w0,

wobei die letzte Ungleichung eine Folge der Jensenschen Ungleichung ? ist, und somit unter
Zuhilfenahme der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

% Jensensche Ungleichung: Ist (X, u) ein Mafraum mit pn(X) = 1, ist f € L* (X, p) reellwertig mita < f(z) < b
fiir alle z € R (a,b € R) und ist ¢ in (a,b) konvez, so gilt:

w(/xfdu> S/Xswfdu~

(vgl. Rudin [23], Theorem 3.3) Hier ist X =R und p =

1 ¥ A\
LNCEDEETE M
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2
_ l/ (/ [SF (s)[*= ds) dy
T Jr \Jr (=Y — 5)* + 22
1 F(s)?
- L) e
T Jr \Jr (Y —s)* + @
— [ 8PP ds = 513
R
Hilfssatz B.6 impliziert nun die Existenz einer Fuktion f € L?(R) mit
1 :
h(z +iy) = —/ t)ee Tt gt
(@t in) = o= [ 110
und f(z) = 0 fiir fast alle z > 0.

Mit (71) folgt somit [(FF)(—y)| = |(§f)(—y)| bzw. |§F| = |Ff|, und die Behauptung ist

bewiesen. 4

Die Behauptungen B.3 und B.7 zusammen ergeben den Satz B.1 von Paley und Wiener.
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N, Z, R, C

~FomEE®

B o
FNEEsE RN

Symbole

natiirliche, ganze, reelle und komplexe Zahlen
={teR:t>0}

={z€C:Imz >0}

={z€C:Rez>0}

={z€C:|z| =1}

={zeC:|z|] <1}

={zeC:|z| <r}

Banachraum, Banachalgebra

beschrénkte, lineare Abbildung auf X

abgeschlossene, lineare Abbildungen auf X
Definitionsbereich des unbeschrinkten Operators A
beschrénkten Linearformen auf X bzw. A
multiplikativen Linearformen auf A

Hiillenabbildung

Kern

= A/k(F)

Gewicht bzw. Beuerling-Domar-Gewicht auf Z

Gewicht bzw. Beuerling-Domar-Gewicht-Gewicht auf R
Lebesgue-Raume der integrierbaren Funktionen iiber I' bzw. R.

:{weﬂawzfy%mn<+m}

={feL'R): fR|f|wd>\ < 400}
Fourier- bzw. Gelfandtransformation

——

= £,(T") (versehen mit kontexabhéngiger Norm)
= LL (R) (versehen mit kontextabhingiger Norm)
Elemente aus §,(I") mit a., b.,...€ £,(T)

Elemente aus §,(R) mit f, g,...€ L. (R)
—{ceT:ale) =0}

={teR: f(t) =0}

S GEL)

= {t € R: widehatf(t) # 0}

entweder der Multiplikationsoperator mit der Identitit auf §,(T")

oder der abgeschlossene Operator mit Mf(t) = itf(t) firalle t € R, f € D(M)

M -invarianten, abgeschlossenen Unterrdume von §,(I")
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Symbole

M-invarianten, abgeschlossenen Unterrdume von §y,(R)
={a. € §,(I') :suppa. CU}, U CT

={f €Fuw(R) :suppf C T}, UCR

Einschrankung von M € L(F,(T)) auf §,(U)
Einschriinkung von M € C(F(R)) auf F,(U)
Intertwining-Operatoren, diskret oder kontinuierlisch
grofites, abgeschlossenes Ideal in ker j

= h(1(j))

={zech: El¢ EOO(N,(C)}

=q2 €42 (N,C) :RILIEO = existiert}

- a.eX’N:@EEW(N,C)}
= € L°(N, X') ¢ lim a’;—ff) existiert fiir alle z EX}

n—0o0

fiir alle

= {l: (N, X") — X' stetig, linear mit [|/|| <1 und /(c.)(z) = lim ()

n—00 nn
z € X, fur die der Grenzwert existiert}

= {zx € X : es existiert eine analytische Funktionf : C\#' — X mit (z —T)f(z) ==
fir alle z € C\F}, F CT

0.9]
={z € [) D(A") : es existiert eine im Unendlichen verschwindende,
=1

n=
analytische Funktion f: C\F — D(A) mit (z — A)f(z) =z fir alle z € C\F}, F CR
Menge der streng monoton wachsenden Folgen natiirlicher Zahlen

Menge der positiven, streng monoton wachsenden Folgen reeller Zahlen

entweder = {a. € X"V : qp(T*x) = || T*z| mit ||ag|| = 1 falls TFz # 0, o =0

falls T*z = 0}, z € X,

oder = {a. : R — X' : y(T (t)z) = ||T (t)z|| mit ||oy]] =1 falls T(t)z #0, ax =0

falls T(t)z =0}, z € X,

entweder = {(z,n.,7.,o.,1.) € X x (N) x RY x XN »x c&X'
a. € (z),l. € Li,. }

oder = {(z,r.,1.,.,l.) € X x (R) x RY x X"® x CX™) sy = w(ry) fir alle k € N,
a. € (z),l. € Li,. }

)

N = Op, fiir alle k € N,
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