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Einleitung

F

�

ur komplexe Zahlen � und a hat das Anfangswertproblem

u

0

= �u; u(0) = a

in der Menge der stetigen, komplexwertigen Funktionen

�

uber [0;+1) bekanntlih die eindeutige

L

�

osung f : [0;+1)! C mit

f(t) = e

�t

; t 2 R:

In der mathematishe Physik st

�

o�t man auf ganz

�

ahnlih geartete Probleme. Die W

�

armelei-

tungsgleihung etwa beshreibt den zeitlihen Verlauf der W

�

armeverteilung in einem homoge-

nen, nah au�en hin isolierten Materials. Nehmen wir das Material kugelf

�

ormig mit Radius 1 an,

so l

�

a�t sih die W

�

armeleitungsgleihung wie folgt beshreiben: Die Temperturverteilung zu ei-

nem beliebigen Zeitpunkt t wird gegen durh eine stetige Funktion aufK = fx 2 R

3

: kxk � 1g;

den zeitlihen Verlauf der Verteilung dr

�

ukt dann eine Funktion u : [0;+1) ! C(K) mit

u(0) = f aus, wobei f 2 C(K) f

�

ur die Temperaturverteilung zum Zeitpunkt t = 0 steht. Die

W

�

armeleitungsgleihung shreibt sih dann

_u = �

1



�u; u(0) = f;

wobei _u f

�

ur die Ableitung von u nah der Zeit, � =

�

2

�x

2

+

�

2

�y

2

+

�

2

�z

2

f

�

ur den Laplae-Operator

und  > 0 f

�

ur eine vom Material abh

�

angige Konstante steht. Man sieht leiht, da� man es hier

mit einem Anfangswertproblem in einem verallgemeinerten Sinn zu tun hat. Dies f

�

uhrt zu dem

abstrakten Cauhy-Problem .

Gegeben sei ein Banahraum X, ein Element x 2 X und ein unbeshr

�

ankter Operator A

auf X mit De�nitinsbereih D(A). Gesuht ist eine di�erenzierbare Funktion u : [0;+1)! X

mit

_u = Au; u(0) = x: (1)

Die L

�

osung des abstrakten Cauhy-Problems f

�

uhrt in kanonisher Weise auf (stark-stetige)

Operatorhalbgruppen, die formal ganz

�

ahnlihe Eigenshaften besitzen wie die Exponential-

funktion als L

�

osung des eigangs gestellten Anfangswertproblems. Ist T : [0;+1)! L(X) eine

solhe Operatorhalbgruppe, so ist de�nitionsgem

�

a� T (0) = id

X

und T (s + t) = T (s)T (t) f

�

ur

alle s; t � 0. Stark-stetig nennt man die Halbgruppe, wenn zudem [0;+1) ! X, t 7! T (t)x

stetig ist f

�

ur alle x 2 X. Im g

�

unstigsten Fall, also wenn A hinreihend

"

gutartig\ ist, l

�

a�t sih

ein L

�

osung von (1) shreiben in der Form

u(t) = T (t)x; t 2 [0;+1);

iii
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mit einer stark-stetigen Operatorhalbgruppe T : [0;+1)! L(X).

Im Rahmen mathematisher Untersuhungen ist man nun am Verhalten der L

�

osung auf

"

lange Siht\, d.h. f

�

ur t!1 interessiert. In den letzten zehn Jahren hat eine rege T

�

atigkeit in

diesem Bereih stattgefunden, die einen ersten Niedershlag in dem k

�

urzlih ershienen Buh

von J. Neerven

"

The Asymptoti Behaviour of Semigroups of Linear Operators\ ([17℄) gefunden

hat. Wie der Titel des Buhes bereits verr

�

at, liegt der Shwerpunkt auf dem asymptotishen

Verhalten von Operatorhalbgruppen. Diese Arbeit ist ein (besheidener) Beitrag zu diesen

Entwiklungen.

F

�

ur eine gleihm

�

a�ig beshr

�

ankte, stark-stetige Operatorhalbgruppe T mit in�nitesimalem

Erzeuger A, dessen peripheres Spektrum �(A)\ iR h

�

ohstens abz

�

ahlbar ist und f

�

ur den das pe-

riphere Punktspektrum �

p

(A

0

)\iR des adjungierten Operators A

0

von A leer ist, haben Arendt

und Batty in [1℄ sowie Lyubih und Phong in [20℄ zeigen k

�

onnen, da� die Operatorhalbgrup-

pe T in der starken Operatortopologie f

�

ur t ! 1 gegen Null konvergiert. Phong hat dieses

Ergebnis in [19℄ verallgemeinert: Ist die Operatorhalbgruppe T zwar niht mehr gleihm

�

a�ig

beshr

�

ankt, aber l

�

a�t sih das Wahtum von kT (t)k f

�

ur t!1 durh eine geeignete (niht zu

shnell wahsende) Funktion � kontrollieren, so l

�

a�t sih unter denselben Voraussetzungen wie

eben zeigen, da�

T

�

f

�

ur t!1 in der starken Operatortopologie gegen Null konvergiert.

Die Beweise all dieser Aussagen beruhen auf der Reduktion der gegeben Operatothalbgrup-

pe zuerst auf isometrishe Operatorhalbgruppen und dann auf isometrishe Operatorgruppen.

Die Anwendung von Spektraltheorie f

�

ur gleihm

�

a�ig beshr

�

ankte, stark-stetige Operatorhalb-

gruppen f

�

uhrt dann zu den Ergebnissen. In der verallgemeinerten Version von Phong werden

im wesentlihen dieselben Ideen aufgegri�en und das vorhandene Gewiht � eingearbeitet.

Wir werden in dieser Arbeit einen neuen Beweis der obigen Sahverhalte bringen, die auf

eine Ideen von Eshmeier zur

�

ukgehen ([10℄). Kurz gesagt beruht diese Idee darauf, einen

Intertwining-Operator aus verallgemeinerten Limiten zu konstruieren, der den in�nitesimalen

Erzeuger der zu betrahtenden stark-stetigen Operatorhalbgruppe mit einem Multiplikations-

operator auf einer Beuerling-Algebra stetiger Funktionen vertausht. Aus Eigenshaften die-

ses Multiplikationsoperators lassen sih dann R

�

ukshl

�

usse auf die Operatorhalbgruppe selber

ziehen. Es ist uns dabei gelungen, das obige Resultat in einem noh zu kl

�

arenden Sinn zu

verallgemeinern.

Wir haben unsere Untersuhungen in 4 Kapitel unterteilt, deren Inhalt wir an dieser Stelle

in Kurzform wiedergeben wollen.

In Kapitel I f

�

uhren wir Beuerling-Algebren ein, die die Grundlage dieser Arbeit bilden, und

ohne die eine m

�

oglihst geshlossene Darstellung unserer Ergebnisse niht zu bewerkstelligen

ist.

In Kapitel II setzen wir uns mit den diskreten Versionen der oben zitieren Resultate aus-

einander. Wir gewinnen letztere zur

�

uk, es gelingt uns aber auh, sie etwas zu verbessern.

In Kapitel III de�nieren wir stark-stetige Operatorhalbgruppen und beweisen einige ihrer

Eigenshaften. Wir gehen dabei gerade so weit, wie es f

�

ur den weiteren Verlauf notwendig ist.

Au�erdem untersuhen wir wihtige Beispiele, die im n

�

ahsten Kapitel von Bedeutung sein

werden.
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Kapitel IV besh

�

aftigt sih shlie�lih mit den weiter oben angesprohen S

�

atzen von Arendt

und Batty sowie Lyubih und Phong. Wir werden zeigen, wie diese vermittels Intertwining-

Operatoren gewonnen werden k

�

onnen, und wie man die Ergebnisse sogar noh verbessern kann.

Eine ausf

�

uhrlihere Inhaltsangabe der einzelnen Kapitel �ndet man zu Beginn derselben.

Zum Abshlu� dieser Einleitung m

�

ohte ih die Gelegenheit wahrnehmen und all denjenigen

danken, die tatkr

�

aftig mein Studium unterst

�

utzt und zu einem gl

�

uklihen Ende gef

�

uhrt haben.

Als erstes m

�

ohte ih Herrn Prof. Dr. J

�

org Eshmeier danken, der mih zu dieser Arbeit

angeregt und w

�

ahrend der Arbeit betreut hat. Herr Eshmeier stand mir stets mit Rat und

Tat zur Seite, wann auh immer ih v

�

ollig unangemeldet in seinem B

�

uro auftauhte.

Herr Priv.-Doz. Dr. Martin Mathieu und Herr Prof. Dr. Ernst Albreht habe ih die sehr

positive Erfahrung zu verdanken, im Rahmen des ERASMUS-Programmes ein Jahr in Paris

studiert zu haben. Hierf

�

ur ein herzlihes Dankesh

�

on.

Ih m

�

ohte die seltene Gelegenheit wahrnehmen und an dieser Stelle meinen Eltern Anneliese

und Georges R�eolon danken, die mir das Studium der Mathematik erst erm

�

ogliht haben, und

ohne deren �nanzielle Unterst

�

utzung das Studienjahr in Paris niht m

�

oglih gewesen w

�

are. Mit

dieser Arbeit ho�e ih ihnen einen Teil ihrer Investitionen zur

�

ukgeben zu k

�

onnen.

Meinem Freund und Komilitonen Torsten Beker danke ih f

�

ur die Durhsiht von Teilen

dieser Arbeit.
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Kapitel I

Beurling-Algebren

Zum Inhalt dieses Kapitels

Wir stellen in diesem Kapitel ein f

�

ur diese Arbeit entsheidendes Hilfsmittel zur Verf

�

ugung. Es

handelt sih dabei um eine Klasse von Funktionenr

�

aumen, die auf A. Beurling und seine im

Jahre 1939 ershienene Arbeit

"

Sur les int�egrales de Fourier absolument onvergentes et leur

appliation �a une transformation fontionelle\ zur

�

ukgeht. Im x1 wollen wir diese Klasse von

Funktionenr

�

aumen einf

�

uhren; sie werden als Beurling-Algebren bezeihnet.

In x4 wird sih herausstellen, da� gewisse Beurling-Algebren (im Sinne den Banahalgebren-

Theorie) regul

�

ar sind. Wir geben deshalb in x2 einen kurzen Abri� der Theorie regul

�

arer Ba-

nahalgebren, auf die wir uns dann beziehen k

�

onnen. Die Gelfand-Theorie spielt in diesem

Zusammenhang eine wihtige Rolle. Im x3 berehnen wir deshalb die Gelfandtransformation

f

�

ur ausgew

�

ahlte Beurling-Algebren. Die f

�

ur den weiteren Verlauf diese Arbeit relevanten Aus-

sagen formulieren und beweisen wir in x5.

x1 Einf

�

uhrung der Beurling-Algebren : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1

x2 Regul

�

are Banahalgebren : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :13

x3 Gelfandtransformation f

�

ur Beurling-Algebren : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18

x4 Regularit

�

at gewisser Beurling-Algebren : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28

x5 Eigenshaften regul

�

arer Beurling-Algebren : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 36

x1

Einf

�

uhrung der Beurling-Algebren

A. De�ntion

Ein Ma�raum ist ein geordnetes Tripel (X; A; �), in dem X f

�

ur eine beliebige Menge, A f

�

ur

eine �-Algebra auf X und � f

�

ur ein positives Ma� auf A steht. Die Elemente von A nennt man

me�bare Mengen von X. Eine Funktion f : X! C hei�t me�bar, wenn das Urbild jeder o�enen

Menge in C me�bar in X ist. Auf den in dieser Arbeit benutzen Mengen X wird eine �-Algebra

A stets angegeben und dann �xiert sein; wir erlauben uns deshalb, einen Ma�raum k

�

urzer in

der Form (X; �) zu shreiben.

1



2 Kapitel I. Beurling-Algebren

Auf einem Ma�raum (X; �) kann man Integrationstheorie betreiben. Eine me�bare Funktion

f : X ! C hei�t �-integriebar, wenn

R

X

jf j d� < +1 ist. Versieht man den Vektorraum

1

L

1

(X; �) der komplexwertigen, �-integrierbaren Funktionen auf X mit der Halbnorm

p : L

1

(X; �)! R; f 7!

Z

X

jf j d�;

und geht man dann zum Quotienten L

1

(X; �)= ker p

�

uber, so gelangt man zum Vektorraum

L

1

(X; �), auf dem eine Norm k � k

1;�

de�niert ist durh k[f ℄k

1;�

= p(f) ([f ℄ bezeihnet die

Restklasse von f 2 L

1

(X; �) in L

1

(X; �)). Wie in der Literatur

�

ublih, fassen wir die Elemente

von L

1

(X; �) als Funktionen auf und shreiben

L

1

(X; �) =

�

f : X! C me�bar :

R

X

jf j d� < +1

	

;

kfk

1;�

=

R

X

jf j d�; f 2 L

1

(X; �);

wohlwissend, da� f = g f

�

ur f; g 2 L

1

(X; �) genau dann gilt, wenn p(f � g) = 0 ist. Wir nennen

eine Funktion f 2 L

1

(X; �) stetig, wenn es in der Restklasse von f eine (im

�

ublih Sinne) stetige

Funktion gibt

2

.

Auf

�

ahnlihe Weise ist L

1

(X; �) de�niert: F

�

ur me�bares f : X ! C setzt man p

1

(f) :=

supfK 2 R : �(jf j � K) > 0g und de�niert

L

1

(X; �) := ff : X! C me�bar : p

1

(f) < +1g :

Man erh

�

alt L

1

(X; �) als Quotienten L

1

(X; �)= ker p

1

und shreibt

L

1

(X; �) = ff : X! C me�bar : supfK 2 R : �(jf j � K) > 0g < +1g ;

kfk

1;�

= supfK 2 R : �(jf j � K) > 0g; f 2 L

1

(X; �);

mit f = g genau dann, wenn p

1

(f � g) = 0 ist.

1.1 Ein wohlbekanntes Ergebnis der Integrationstheorie (Rudin[23℄, Theorem 3.11) garantiert,

da� (L

1

(X; �), k � k

1;�

) bzw. (L

1

(X; �), k � k

1;�

) f

�

ur jedes positive Ma� � (auf einer auf X

de�nierten �-Algebra) ein Banahraum ist.

Im Hinblik auf unsere sp

�

ateren Untersuhungen sind die R

�

aume L

1

(Z; �) und L

1

(R; �) von

besonderem Interesse. Die jeweiligen �-Algebren auf Z und auf R seien die Borel-�-Algebren,

die von den nat

�

urlihen Topologien auf Z und auf R herr

�

uhren, A(Z) := B(Z), A(R) := B(R).

Auf Z ist dies die diskrete Topologie und auf R die euklidshe. Die Symbole � und � stehen f

�

ur

das Z

�

ahlma� auf B(Z) und das Lebesgue-Ma� auf B(R). F

�

ur L

1

(Z; �) und L

1

(R; �) werden

wir k

�

urzer `

1

(Z) und L

1

(R) shreiben. Genauer gesagt sind uns die R

�

aume `

1

(Z) und L

1

(R) in

einem gewissen Sinne

"

zu gro�\. Unser Ziel ist es deshalb, zu geeigneten, linearen Teilr

�

aumen

�

uberzugehen, die unseren Bed

�

urfnissen besser angepa�t sind. Dazu f

�

uhren wir unsere Untersu-

hungen zun

�

ahst noh in einem m

�

oglihst allgemeinen Rahmen fort.

1

Die Vektorr

�

aume und Algebren dieser Arbeit sind meist

�

uber dem Skalark

�

orper C de�niert; wir pr

�

azisieren

den Skalark

�

orper deshalb nur dann, wenn eine Abweihung hiervon dies notwendig maht.

2

Wenn diese existiert, ist sie eindeutig bestimmt.



x1. Einf

�

uhrung der Beurling-Algebren 3

Eine M

�

oglihkeit, zu linearen Teilr

�

aumen von L

1

(X; �) zu gelangen, besteht darin, sih eine

me�bare Funktion w : X! [1;+1) vorzugeben, und dann die Menge

L

1

w

(X; �) :=

�

f : X! C me�bar :

Z

X

jf jw d� < +1

�

zu betrahten. Die Abbildung p

w

: L

1

w

(X; �) ! R, f 7!

R

X

jf jw d�, de�niert eine Halbnorm

auf L

1

w

(X; �). Durh

�

Ubergang zum Quotienten L

1

w

(X; �)= ker p

w

erh

�

alt man den normierten

Vektorraum L

1

w

(X; �). Wieder fassen wir die Elemente von L

1

w

(X; �) als Funktionen auf und

shreiben

L

1

w

(X; �) :=

�

f : X! C me�bar :

R

X

jf jw d� < +1

	

;

kfk

1;w

=

R

X

jf jw d�; f 2 L

1

w

(X; �);

mit f = g genau dann, wenn p

w

(f�g) = 0 ist. Wir sprehen wieder von einer stetigen Funktion

f 2 L

1

w

(R), wenn in der Restklasse von f eine (im

�

ublihen Sinne) stetige Funktion existiert.

F

�

ur Funktionen f 2 L

1

w

(X; �) ergibt sih wegen

Z

X

jf j d� �

Z

X

jf jw d� < +1

sofort L

1

w

(X; �) � L

1

(X; �). Diese Inklusion

�

ubertr

�

agt sih auh auf die Quotientenr

�

aume, denn

f

�

ur jedes f 2 L

1

w

(X; �) stimmen die

�

Aquivalenzklassen von f in L

1

w

(X; �) und L

1

(X; �)

�

uberein.

Wir haben also

L

1

w

(X; �) � L

1

(X; �): (2)

Wir erinnern, da� eine me�bare Funktion h : X ! [0;+1) auf einem Ma�raum (X; �) ein

(positives

3

) Ma� � : A(X)! [0;+1) de�niert verm

�

oge

�(E) :=

Z

X

�

E

h d�; E 2 A(X);

wobei �

E

: X ! R die harakteristishe Funktion von E ist (Bauer[2℄, Satz 17.1). Dieses Ma�

� wird mit h� bezeihnet. Es gilt dann die in [2℄ als Satz 17.3 zu �ndende Aussage:

1.2 Ist � := h� f

�

ur me�bares h : X ! [0;+1), und ist f : X ! R eine me�bare Funktion, so

ist f genau dann �-integrierbar, wenn fh �-integrierbar ist. Es gilt

Z

X

f d� =

Z

X

fh d�: (3)

In Anbetraht von 1.2 ist f

�

ur � = w� also L

1

w

(X; �) = L

1

(X; �), und wir k

�

onnen mit Hilfe

von 1.1 die nahfolgende Proposition aussprehen:

3

Wir betrahten nur positive Ma�e. Insbesondere ist � positiv.



4 Kapitel I. Beurling-Algebren

1.3 Proposition: Ist (X; �) ein Ma�raum und ist w : X ! [1;+1) eine me�bare Funktion,

dann ist

L

1

w

(X; �) =

�

f : X! C me�bar :

Z

X

jf jw d� < +1

�

mit der Norm

kfk

1;w

=

Z

X

jf jw d�; f 2 L

1

w

(X; �);

und der Identi�kation zweier Elemente f; g 2 L

1

w

(X; �) wenn kf � gk

1;w

= 0 ist, ein Ba-

nahraum.

Anmerkung: Proposition 1.3 bleibt rihtig, wenn man statt w � 1 einfah w � 0 fordert. Da

wir aber im weiteren Verlauf an der Beziehung (2) interessiert sind, wollen wir uns in der hier

angegebenen Form auf die Proposition beziehen.

Da f

�

ur � = w� mit me�barem w : X ! [1;+1) die �-Nullmengen mit den �-Nullmengen

genau

�

ubereinstimmen, gilt

L

1

(X; �) = L

1

(X; �): (4)

B. Dualr

�

aume

Es erweist sih oftmals als n

�

utzlih, die Dualr

�

aume gegebener Banahr

�

aume genauer zu kennen.

Damit auh wir von diesem Vorteil pro�tieren k

�

onnen, wollen wir deshalb die Dualr

�

aume der

in Proposition 1.3 de�nierten Banahr

�

aume explizit angeben. Hierzu bedienen wir uns des

nahfolgenden Resultates.

1.4 Ist (X; �) ein Ma�raum mit �-endlihem Ma� � und ist � ein beshr

�

anktes lineares Funk-

tional auf L

1

(X; �), so existiert ein eindeutig bestimmtes g 2 L

1

(X; �) mit

�(f) =

Z

X

fg d�

f

�

ur alle f 2 L

1

(X; �); es gilt: k�k = kgk

1;�

(Rudin[23℄, Theorem 6.16).

Ist das Ma� � = w� aus Proposition 1.3 also �-endlih, so erh

�

alt man wegen L

1

w

(X; �) =

L

1

(X; �) sofort

(L

1

w

(X; �))

0

= L

1

(X; �);

wobei das Gleihheitszeihen im Sinne einer isometrishen Isomorphie von Banahr

�

aumen zu

verstehen ist. Unsere Bem

�

uhungen werden sih also an der �-Endlihkeit von � ausrihten.

Ein angemessener Rahmen, in dem wir dies erreihen k

�

onnen und dem auh unsere speziellen

Situationen `

1

(Z) und L

1

(R) unterliegen, wird gegeben durh die Annahme, da� X ein lokal-

kompakter Hausdor�raum mit abz

�

ahlbarer Basis und da� � ein regul

�

ares Borel-Ma� auf X ist.

Nehmen wir f

�

ur w : X! [1;+1) neben seiner Me�barkeit auh noh lokale Endlihkeit an, d.h.

ist w auf kompakten Teilmengen von X beshr

�

ankt, so l

�

a�t sih der Dualraum eines L

1

w

(X; �)
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genau angeben. Dies werden wir in Proposition 1.8 tun. Doh zuvor zitieren wir aus Cohn[4℄

die Propositionen 7.2.3 und 7.2.5.

1.5 Ist X ein lokal-kompakter Hausdor�raum mit abz

�

ahlbarer Basis und ist � ein Borel-Ma�

auf X, welhes endlih auf den kompakten Teilmengen von X ist, so ist � regul

�

ar.

1.6 Ist X ein lokal-kompakter Hausdor�raum mit abz

�

ahlbarer Basis, so ist jedes regul

�

are Borel-

Ma� auf X bereits �-endlih.

Diese beiden Aussagen bilden den Kern des nahfolgenden Lemmas.

1.7 Lemma: Sei X ein lokal-kompakter Hausdor�raum mit abz

�

ahlbarer Basis und sei � ein

regul

�

ares Borel-Ma� auf X. Sei � := w� mit me�barem, lokal-endlihem w � 1 auf X. Dann

sind � und � �-endlih und � ist au�erdem regul

�

ar.

� Beweis : Aufgrund von 1.6 ist � �-endlih. Da au�erdem w lokal-endlih ist, existiert zu

jeder kompakten Menge K eine Konstante C

K

mit jwj � C

K

auf K. Wir erhalten:

�(K) =

Z

X

�

K

w d� � C

K

�(K) < +1;

was die Endlihkeit von � auf kompakten Teilmengen von X bedeutet. Aussage 1.5 impliziert,

da� � regul

�

ar ist. Die Regularit

�

at von � zusammen mit 1.6 liefert shlie�lih die �-Endlihkeit

von �. �

Unter den Voraussetzungen von Proposition 1.3 de�nieren wir nun den Raum L

1

w

(X; �). Es

ist zun

�

ahst wieder

L

1

w

(X; �) :=

�

f : X! C me�bar :

f

w

2 L

1

(X; �)

�

mit p

1;w

(f) = p

1

(

f

w

) f

�

ur f 2 L

1

w

(X; �) ein halbnormierter Vektorraum. L

1

w

(X; �) ist dann

de�niert als der Quotient L

1

w

(X; �)= ker p

1;w

. Zwei Elemente f; g 2 L

1

w

(X; �) geh

�

oren genau

dann zur selben

�

Aquivalenzklasse, wenn

f

w

=

g

w

im L

1

(X; �)-Sinne gilt. Die Elemente von

L

1

w

(X; �) shreiben und behandeln wir wieder als Funktionen, und notieren deshalb { wenn

auh niht ganz korrekt {

L

1

w

(X; �) =

�

f : X! C me�bar :

f

w

2 L

1

(X; �)

�

:

Die Norm auf L

1

w

(X; �) ist gegeben durh

kfk

1;w

=









f

w









1;�

(5)

f

�

ur alle f 2 L

1

w

(X; �), wobei f = g in L

1

w

(X; �) genau dann gilt, wenn p

1;w

(f � g) = 0 ist.

1.8 Proposition: Sei X ein lokal-kompakter Hausdor�raum mit abz

�

ahlbarer Basis und re-

gul

�

arem Borel-Ma� �. Sei w : X ! [1;+1) eine me�bare, lokal-endlihe Funktion. Dann
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existiert zu jeder stetigen Linearform � auf L

1

w

(X; �) ein eindeutig bestimmtes g 2 L

1

w

(X; �)

mit

�(f) =

Z

X

fg d�

f

�

ur alle f 2 L

1

w

(X; �) und

k�k = kgk

1;w

:

Umgekehrt induziert jedes g 2 L

1

w

(X; �) auf diese Weise eine stetige Linearform auf

L

1

w

(X; �).

In diesem Sinne sind (L

1

w

(X; �))

0

und L

1

w

(X; �) isometrish isomorphe Banahr

�

aume.

� Beweis : Es ist klar, da� (L

1

w

(X; �); k � k

1;w

) ein normierter Vektorraum ist. F

�

ur eine

Cauhy-Folge (f

n

)

n2N

� L

1

w

(X; �) ist wegen (5)

�

f

n

w

�

n2N

eine Cauhy-Folge in L

1

(X; �) und

konvergiert deshalb gegen ein h 2 L

1

(X; �) (Aussage 1.1). O�enbar konvergiert dann (f

n

)

n2N

gegen hw in L

1

w

(X; �), und L

1

w

(X; �) ist vollst

�

andig.

Ist � eine stetige Linearform auf L

1

w

(X; �), so ist, wenn wir � := w� setzen, � insbesondere

eine Linearform auf L

1

(X; �). Wir be�nden uns in der Situation von Lemma 1.7; die beiden

Ma�e � und � sind �-endlih. Dies garantiert uns die Existenz eines eindeutig bestimmten

h 2 L

1

(X; �) mit

�(f) =

Z

X

fh d�

f

�

ur alle f 2 L

1

(X; �) und k�k = khk

1;�

(Aussage 1.4). Wegen (3) haben wir

Z

X

fh d� =

Z

X

fhw d�:

Setzen wir also g := hw, so ist g 2 L

1

w

(X; �) wegen L

1

(X; �) = L

1

(X; �) (siehe (4)), und wir

haben

�(f) =

Z

X

fg d� (6)

f

�

ur alle f 2 L

1

(X; �) = L

1

w

(X; �).

Umgekehrt de�niert jedes g 2 L

1

w

(X; �) verm

�

oge (6) eine stetige Linearform auf L

1

w

(X; �). F

�

ur

alle f 2 L

1

w

(X; �) gilt n

�

amlih

�

�

�

�

Z

X

fg d�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

Z

X

fw

g

w

d�

�

�

�

�

�







g

w







1;�

kfk

1;w

:

Wegen

Z

X

fg d� =

Z

X

f

g

w

w d� =

Z

X

f

g

w

d�;

und 1.4 ist

g

w

(in L

1

(X; �) = L

1

(X; �)) insbesondere eindeutig bestimmt. Man erh

�

alt

k�k =







g

w







1;�

= kgk

1;w

:

�
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C. Approximation durh stetige Funktionen

F

�

ur einen lokal-kompakten Hausdor�raum X mit abz

�

ahlbarer Basis, auf dem ein regul

�

ares

Borel-Ma� � und eine me�bare, lokal-endlihe Funktion w : X ! [1;+1) gegeben sind, stellt

sih die Frage, ob die stetigen Funktionen mit kompaktem Tr

�

ager diht in L

1

w

(X; �) liegen. Dem

ist tats

�

ahlih so, wie man in Rudin[23℄, Theorem 3.14, nahlesen kann:

1.9 Ist � ein regul

�

ares Borel-Ma� auf dem lokal-kompakten Hausdor�raum X, so liegt C



(X),

die Menge der stetigen Funktionen mit kompaktem Tr

�

ager in X, diht in L

1

(X; �).

Unter den obigen Voraussetzungen haben wir bereits gesehen, da� � = w� regul

�

ar ist (Lem-

ma 1.7). Wir haben also

1.10 Proposition: Ist X ein lokal-kompakter Hausdor�raum mit abz

�

ahlbarer Basis, ist � ein

regul

�

ares Borel-Ma� auf X und ist w : X! [1;+1) me�bar und lokal-endlih, so liegt C



(X)

diht in L

1

w

(X; �).

Anmerkung: Fordert man die Stetigkeit von w, so kann man auf die Voraussetzung der Abz

�

ahl-

barkeit der Basis in Proposition 1.10 verzihten.

D. Faltung

Bekanntlih sind `

1

(Z) und L

1

(R) niht nur Banahr

�

aume, sondern verm

�

oge der Faltungen

�

Z

: `

1

(Z)� `

1

(Z)! `

1

(Z),

a �

Z

b =

X

k2Z

a

��k

b

k

; a; b 2 `

1

(Z);

und �

R

: L

1

(R) � L

1

(R) ! L

1

(R),

f �

R

g =

1

p

2�

Z

R

f(� � x)g(x) d�(x); f; g 2 L

1

(R);

sogar kommutative Banahalgebren. Die Gr

�

unde hierf

�

ur liegen neben den topologishen Eigen-

shaften von Z und R in der Gruppenstruktur dieser R

�

aume.

Sei G eine lokal-kompakte, abelshe Gruppe mit Gruppenoperation (x; y) 7! x + y. (F

�

ur

abelshe Gruppen shreiben wir die Gruppenoperation immer additiv.) Dann existiert auf der

Borel-�-Algebra von G ein von Null vershiedenes, positives, regul

�

ares, bis auf Multiplikation

mit einem konstanten Faktor eindeutig bestimmtes Ma� m, das sogenannte Haar-Ma� von

G, welhes die Eigenshaft hat, translations-invariant im Sinne von m(x + E) = m(E) f

�

ur

alle E 2 B(G) zu sein. (Man vergleihe hierzu die Ausf

�

uhrungen in Cohn[4℄, Chapter 9; x +

E := fx + y : y 2 Eg). Mit Hilfe dieses Ma�es kann man die Faltung zweier m-integrierbarer

Funktionen f; g : G! C de�nieren:

�

G

: L

1

(G;m)�L

1

(G;m) ! L

1

(G;m);

(f; g) 7!

�

f �

G

g : x 7!

Z

G

f(x� y)g(y) dm(y)

�

:



8 Kapitel I. Beurling-Algebren

Um die Bezeihnung �

G

der Faltung zu entlasten, wollen wir im folgenden den Index G weglas-

sen; Mehrdeutigkeiten werden niht auftreten. Die Faltung de�niert auf L

1

(G;m) eine kommu-

tative Multiplikation, die dar

�

uberhinaus stetig ist mit kf � gk

1;m

� kfk

1;m

kgk

1;m

(Rudin[22℄,

Seite 4). Mit ihr wird L

1

(G;m) zur kommutativen Banahalgebra.

Wir haben weiter oben gesehen, da� wir f

�

ur geeignetes w : G! R die Beziehung L

1

w

(G;m) �

L

1

(G;m) haben. Damit besteht die M

�

oglihkeit, die Faltung � von L

1

(G;m) auf L

1

w

(G;m) ein-

zushr

�

anken. Die Frage, die wir uns stellen, lautet: Welhe Eigenshaften mu� w zus

�

atzlih

erf

�

ullen, damit das Faltungsprodukt zweier Funktionen aus L

1

w

(G;m) wieder in L

1

w

(G;m) lan-

det und au�erdem stetig ist. Dar

�

uber gibt die nahfolgende Proposition Aufshlu�.

1.11 Proposition: Sei G eine lokal-kompakte, abelshe Gruppe und m das Haar-Ma� auf G.

Sei w : G! [1;+1) me�bar und w(x+y) � w(x)w(y) f

�

ur alle x; y 2 G. Dann ist L

1

w

(G;m)

mit der von L

1

(G;m) geerbten Faltung eine kommutative Banahalgebra.

� Beweis : Wir haben bereits gesehen, da� L

1

w

(G;m) ein Banahraum ist mit L

1

w

(G;m) �

L

1

(G;m) (Proposition 1.3). Wir m

�

ussen zeigen, da� f � g 2 L

1

w

(G;m) f

�

ur alle f; g 2 L

1

w

(G;m)

und da� kf � gk

1;w

� kfk

1;w

kgk

1;w

ist. Wir beginnen mit letzterem:

Z

G

jf � gjw dm �

Z

G

Z

G

jf(x� y)g(y)jw(x) dm(y) dm(x)

�

Z

G

Z

G

jf(x� y)g(y)jw(x � y)w(y) dm(y) dm(x)

�

Z

G

jg(y)jw(y)

Z

G

jf(x� y)jw(x� y) dm(x) dm(y)

= kgk

1;w

kfk

1;w

;

wobei f

�

ur die letzten beiden Umformungen der Satz von Fubini

4

und die Translationsinvarianz

von m benutzt wurden. Damit haben wir tats

�

ahlih kf � gk

1;w

� kfk

1;w

kgk

1;w

, was insbeson-

dere f � g 2 L

1

w

(G;m) bedeutet.

L

1

w

(G;m) ist kommutativ, da die Faltung auf L

1

(G;m) bereits kommutativ ist. �

Bevor wir uns zum Abshlu� dieses Paragraphen den Spezialf

�

allen `

1

%

(Z) und L

1

w

(R) zuwen-

den, beweisen wir zwei Aussagen, die uns im x3 und x12 dienlih sein werden. Zuvor sei f

�

ur alle

y 2 G die Abbildung �

y

erkl

�

art durh

�

y

: L

1

w

(G;m) ! L

1

w

(G;m)

f 7! (�

y

f : x 7! f(x� y)) :

Die Wohlde�niertheit dieser Abbildung ist Teil der nahfolgenden Proposition.

1.12 Proposition: Sei G eine lokal-kompakte, abelshe Gruppe mit abz

�

ahlbarer Basis und m

das Haar-Ma� auf G. Sei w : G ! [1;+1) me�bar und w(x + y) � w(x)w(y) f

�

ur alle

x; y 2 G. Sei au�erdem w lokal-endlih. Dann gilt:

(a) F

�

ur alle y 2 G ist die Abbildung �

y

linear und stetig mit k�

y

k � w(y).

4

in einer Version f

�

ur lokal-kompakte Hausdor�r

�

aume (Cohn[4℄, Proposition 7.6.5)
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(b) F

�

ur alle f 2 L

1

w

(G;m) ist die Abbildung y 7! �

y

f von G nah L

1

w

(G;m) stetig.

� Beweis : Wir beginnen mit (a): Sei y 2 G. F

�

ur f 2 L

1

w

(G;m) haben wir:

Z

G

j�

y

f jw dm =

Z

G

jf(x� y)jw(x) dm(x)

�

Z

G

jf(x� y)jw(x� y)w(y) dm(x)

= w(y)

Z

G

jf(x)jw(x) dm(x) (Translationsinvarianz)

= w(y)kfk

1;w

:

Damit ist k�

y

fk

1;w

� w(y)kfk

1;w

und �

y

wohlde�niert. Die Linearit

�

at von �

y

ist klar; es gilt

k�

y

k � w(y).

Wir kommen zu (b): Aufgrund von Proposition 1.10 liegt die Menge C



(G) diht in L

1

w

(G;m).

Wir beweisen die Aussage deshalb zun

�

ahst f

�

ur Funktionen g 2 C



(G) und nutzen dann die

Dihtheit aus, um die Aussage auh f

�

ur alle anderen f 2 L

1

w

(G;m) zu haben.

Sei dazu y

0

2 G, " > 0 und g 2 C



(G). Dann ist f

�

ur alle y 2 G

k�

y

g � �

y

0

gk

1;w

= k�

y

0

(�

y�y

0

g � g)k

1;w

� w(y

0

)k�

y�y

0

g � gk

1;w

:

Wir w

�

ahlen eine kompakte Nullumgebung V in G. Setzen wir supp(g) := fx 2 G : g(x) 6= 0g

(Abshlu� in G) und K := supp(g) + V := fx+ y : x 2 supp(g); y 2 V g, so gilt f

�

ur y 2 V :

k�

y

g � gk

1;w

=

Z

G

j�

y

g � gjw dm

=

Z

G

jg(x � y)� g(x)jw(x) dm(x)

=

Z

K

jg(x � y)� g(x)jw(x) dm(x):

Da w nah Voraussetzung lokal-endlih ist, existiert in Abh

�

angigkeit der kompakten Menge

K � X eine Konstante C > 0 mit w(x) � C f

�

ur alle x 2 K. Dies f

�

uhrt auf

k�

y

g � gk

1;w

� Cm(K) sup

x2K

jg(x� y)� g(x)j:

Da g gleihm

�

a�ig stetig ist als stetige Funktion mit kompaktem Tr

�

ager, kann man nun ein

Umgebung U von 0 �nden mit U � V und sup

x2K

jg(x � y) � g(x)j <

"

Cw(y

0

)m(K)

f

�

ur alle

y 2 U . Damit ist

k�

y

g � gk

1;w

<

"

w(y

0

)

f

�

ur alle y 2 U . F

�

ur y 2 y

0

+ U erhalten wir dann

k�

y

g � �

y

0

gk

1;w

< ":

Da y

0

2 G beliebig war, folgt die Stetigkeit von y 7! �

y

g f

�

ur g 2 C



(G).
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F

�

ur f 2 L

1

w

(G;m) shreiben wir nun �

y

f � �

y

0

f = (�

y

f � �

y

g) + (�

y

g � �

y

0

g) + (�

y

0

g � �

y

0

f)

mit g 2 C



(G) und erhalten

k�

y

f � �

y

0

fk

1;w

� (w(y) + w(y

0

))kf � gk

1;w

+ k�

y

g � �

y

0

gk

1;w

:

F

�

ur eine kompakte Umgebung V von y

0

ist nun w wieder beshr

�

ankt, sagen wir durh C > 0.

W

�

ahlen wir zuerst g 2 C



(G) mit kf � gk

1;w

<

"

2(C+w(y

0

))

und dann eine Umgebung U � V

von y

0

mit k�

y

g � �

y

0

gk

1;w

<

"

2

f

�

ur y 2 U , so ist

k�

y

f � �

y

0

fk

1;w

< "

f

�

ur alle y 2 U . Da diese

�

Uberlegungen unabh

�

angig sind von y

0

2 G, ist damit die Stetigkeit

der Abbildung y 7! �

y

f nahgewiesen. �

Anmerkung: Proposition 1.12 enth

�

alt den Spezialfall w � 1 auf G; f

�

ur diesen kann man die

Aussage in Rudin[22℄, Seite 3, �nden. Der hier gef

�

uhrte Beweis entspriht wesentlih dem dort

niedergeshriebenen.

E. Approximative Einsen

Bevor wir eine Proposition

�

uber approximative Einsen formulieren, de�nieren wir:

1.13 De�nition: Ist G eine lokal-kompakte Gruppe und w : G! R eine Abbildung mit

(i) w me�bar,

(ii) w lokal-endlih,

(iii) w(x) � 1 f

�

ur alle x 2 G,

(iv) w(x+ y) � w(x)w(y) f

�

ur alle x; y 2 G,

so nennen nennen wir w ein Gewiht auf G.

1.14 De�nition: Sei G eine lokal-kompakte Gruppe mit abz

�

ahlbarer Basis, m das Haar-Ma�

auf G und w : G ! R ein Gewiht auf G. Dann nennen wir die Banahalgebra L

1

w

(G;m)

eine Beurling-Algebra.

Man �ndet diese De�nition der Beurling-Algebren { neben zus

�

atzlihen Eigenshaften {

z.B. in Reiter[21℄, Chapter 3, x7, allerdings unter Verziht auf die Abz

�

ahlbarkeit der Basis

der Topologie der Gruppe G. Wir haben die Abz

�

ahlbarkeit explizit gefordert, damit wir die

�-Endlihkeit des Haar-Ma�es m erzwingen k

�

onnen (Aussage 1.6), und damit wir in der Lage

sind, die Dualr

�

aume der L

1

w

(G;m) anzugeben.

1.15 De�nition: Sei L

1

w

(G;m) eine Beurling-Algebra im Sinne der De�nition 1.14. Eine

Folge (u

n

)

n2N

in L

1

w

(G;m) hei�t eine approximative Eins f

�

ur L

1

w

(G;m), wenn folgende

Bedingungen erf

�

ullt sind:

1) sup

n2N

R

G

ju

n

j dm < +1
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2) lim

n!1

R

G

u

n

dm = 1

3) f

�

ur jede Umgebung V von 0 gilt: lim

n!1

R

GnV

ju

n

jw dm = 0

1.16 Proposition: Sei L

1

w

(G;m) eine Beurling-Algebra im Sinne der De�ntion 1.14, und sei

(u

n

)

n2N

eine approximative Eins f

�

ur L

1

w

(G;m). Dann gilt f

�

ur alle f 2 L

1

w

(G; �): f �u

n

! f

f

�

ur n!1 in L

1

w

(G; �).

Wir werden an entsprehender Stelle sehen, da� approximative Einsen in den f

�

ur uns wih-

tigen F

�

allen existieren.

� Beweis von Proposition 1.16: Sei f 2 L

1

w

(G;m) mit f 6� 0 (ohne Einshr

�

ankung), und

sei n 2 N. Dann gilt f

�

ur m-fast alle x 2 G:

�

�

�

�

(f � u

n

)(x) � f(x)

Z

G

u

n

dm

�

�

�

�

=

�

�

�

�

Z

G

f(x� y)u

n

(y) dm(y) �

Z

G

f(x)u

n

(y) dm(y)

�

�

�

�

�

Z

G

jf(x� y)� f(x)j ju

n

(y)j dm(y):

Sei g 2 L

1

w

(G;m). Dann ist

Z

G

jg(x)j

�

�

�

�

(f � u

n

)(x) � f(x)

Z

G

u

n

dm

�

�

�

�

dm(x)

�

Z

G

jg(x)j

�

Z

G

jf(x� y)� f(x)j ju

n

(y)j dm(y)

�

dm(x)

�

Z

G

ju

n

(y)j

�

Z

G

jg(x)j jf(x � y)� f(x)j dm(x)

�

dm(y) (Fubini)

=

Z

G

ju

n

(y)j

�

Z

G

jg(x)j

w(x)

jf(x� y)� f(x)jw(x) dm(x)

�

dm(y)

� kgk

1;w

Z

G

ju

n

(y)j k�

y

f � fk

1;w

dm(y): (7)

Man beahte, da� die Endlihkeit des letzten Integrals aus Proposition 1.12(a) folgt. Die Ab-

bildung

� : L

1

w

(G;m) ! C

g 7!

Z

G

g(x)

�

(f � u

n

)(x)� f(x)

Z

G

u

n

dm

�

dm(x);

n fest, ist eine beshr

�

ankte, lineare Abbildung auf L

1

w

(G;m). Aufgrund der isometrishen

Einbettung L

1

w

(G;m) ,! (L

1

w

(G;m))

0

(Werner[24℄, Satz III.3.1) haben wir

k�k =









f � u

n

� f

Z

G

u

n

dm









1;w

;

und wegen (7) damit









f � u

n

� f

Z

G

u

n

dm









1;w

�

Z

G

ju

n

(y)j k�

y

f � fk

1;w

dm(y):
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Sei M := sup

n2N

R

Gju

n

j dm < +1 gem

�

a� Eigenshaft 1) einer approximativen Eins, und sei V

eine kompakte Umgebung der 0. Dann gilt:

Z

G

ju

n

(y)j k�

y

f � fk

1;w

dm(y) =

 

Z

GnV

+

Z

V

!

ju

n

(y)j k�

y

f � fk

1;w

dm(y)

� 2kfk

1;w

Z

GnV

ju

n

(y)jw(y) dm(y) +M sup

y2V

k�

y

f � fk

1;w

:

W

�

ahlt man V so, da� der zweite Summand kleiner als

"

4

wird (Proposition 1.12(b)) und dann

gem

�

a� Eigenshaft 3) einer approximativen Eins n

0

2 N so, da� f

�

ur n � n

0

der erste Summand

ebenfalls kleiner als

"

4

wird, so erh

�

alt man f

�

ur n � n

0

:









f � u

n

� f

Z

G

u

n

dm









1;w

<

"

2

:

Shlie�lih kann man gem

�

a� Eigenshaft 2) einer approximativen Eins ein n

1

� n

0

angeben mit

�

�

R

G

u

n

dm� 1

�

�

<

"

2kfk

1;w

f

�

ur alle n � n

1

. Eine einfahe Anwendung der Dreieksungleihung

liefert somit

kf � u

n

� fk

1;w

< ":

�

F. Spezialf

�

alle

Bis zum Ende dieses Paragraphen wollen wir uns noh mit den f

�

ur diese Arbeit relevanten

Spezialf

�

allen der De�nition 1.14 besh

�

aftigen. Dies geshieht in den Nummern 1.17 und 1.18.

1.17 Versieht man Zmit der diskreten Topologie, so ist Z bez

�

uglih der gew

�

ohnlihen Addition

eine lokal-kompakte, abelshe Gruppe mit abz

�

ahlbarer Basis, auf der alle Abbildungen in einen

weiteren me�baren Raum me�bar sind. Das (normierte) Haar-Ma� auf Z ist bekanntlih das

Z

�

ahlma� �. Au�erdem sind die kompakten Teilmengen von Z gerade die endlihen; s

�

amtlihe

Abbildungen Z ! C sind von daher lokal-endlih. Wir be�nden uns somit in einer denkbar

einfahen Situation. Ist % ein Gewiht auf Z, so garantieren Proposition 1.3 und Proposition

1.11, da�

`

1

%

(Z) =

(

a 2 C

Z

:

X

n2Z

ja

n

j%

n

< +1

)

� `

1

(Z)

mit der Norm kak

1;%

=

P

n2Z

ja

n

j%

n

, a 2 `

1

%

, eine kommutative Banahalgebra ist. Aufgrund

von Proposition 1.10 liegen die Folgen mit endlihem Tr

�

ager diht in `

1

%

(Z). Die stetigen Line-

arformen auf `

1

%

(Z) lassen sih shreiben in der Form

a

�

7�!

X

n2Z

a

n

b

n

mit eindeutig bestimmten b 2 `

1

%

(Z),

`

1

%

(Z) =

�

b 2 C

Z

: supf

b

n

%

n

: n 2 Zg< +1

�

:
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Es gilt k�k = kbk

1;%

. Im Sinne von Proposition 1.8 ist (`

1

%

(Z))

0

= `

1

%

(Z).

1.18Mit der

�

ublihen Topologie und der gew

�

ohnlihen Addition ist auh R eine lokal-kompakte

Gruppe mit abz

�

ahlbarer Basis. Als Haar-Ma� nehmen wir das mit dem Faktor

1

p

2�

versehene

Lebesgue-Ma� � auf R. Sei w ein Gewiht auf R. Die Propositionen 1.3 und 1.11 beinhalten

die Aussage, da�

L

1

w

(R) =

�

f : R ! C me�bar :

Z

R

jf jw d� < +1

�

� L

1

(R)

mit der Norm kfk

1;w

=

1

p

2�

R

R

jf jw d� und der Faltung als Produkt eine kommutative Bana-

halgebra ist. In ihr liegen { Proposition 1.10 { die stetigen Funktionen mit kompaktem Tr

�

ager

diht. Die stetigen Linearformen auf L

1

w

(R) lassen sih shreiben in der Form

f

�

7�!

1

p

2�

Z

R

fg d�

mit eindeutig bestimmten g 2 L

1

w

(R), wobei

L

1

w

(R) =

n

g : R ! C me�bar :

g

w

2 L

1

(R)

o

:

Man hat k�k = kgk

1;w

. Im Sinn von Proposition 1.8 ist (L

1

w

(R))

0

= L

1

w

(R).

Die Funktionenfolge (g

n

)

n2N

� C



(R) mit

g

n

(x) =

(

0 falls jxj �

1

n

n

C

exp

�

1

n

2

x

2

�1

�

falls jxj <

1

n

und C :=

R

R

exp

�

1

x

2

�1

�

dx liegt wegen Proposition 1.10 in L

1

w

(R). Man

�

uberpr

�

uft leiht, da�

sie eine approximative Eins f

�

ur L

1

w

(R) ist.

x2

Regul

�

are Banahalgebren

A. Allgemeines

Wir haben im letzten Abshnitt gesehen, da� f

�

ur eine lokal-kompakte Gruppe G mit Haar-

Ma� m und Gewiht w der Raum L

1

w

(G;m) eine kommutative Banahalgebra ist. In diesem

Abshnitt wollen wir allgemeine Ergebnisse der Theorie kommutativer Banahalgebren zusam-

menstellen und insbesondere auf die Theorie regul

�

arer Banahalgebren eingehen. Dies wird sih

als besonders n

�

utzlih erweisen, denn wie sih zeigen wird, sind `

1

%

(Z) und L

1

w

(R) f

�

ur gewisse

Gewihte % und w Beispiele solher Algebren.

Bevor wir uns der Gelfandtransformation und regul

�

aren Banahalgebren zuwenden wollen,

geben wir einen kurzen Abri� der Theorie kommutativer Banahalgebren. Wir beziehen uns

dabei auf Katznelson[15℄, Chapter VIII.

In der Theorie kommutativer Banahalgebren spielen maximale Ideal eine wihtige Rolle.

Die nahfolgende Aussage 2.1 gibt diesbez

�

uglih das Wihtigste wieder.
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2.1 In einer kommutativen Banahalgebra A mit 1 sind die maximalen Ideale abgeshlossen.

Jedes ehte Ideal I in A ist in einem maximalen Ideal enthalten.

Begr

�

undung: Da ein ehtes Ideal I in A keine invertierbaren Elemente enthalten kann, gilt f

�

ur

alle x 2 I: k1 � xk � 1. Insbesondere ist der Abshlu� I von I wieder ein ehtes Ideal in A

(1 =2 I). F

�

ur maximale Ideale M ergibt sih somit M = M . Da� jedes ehte Ideal I in einem

maximalen Ideal enthalten ist, ist eine einfahe Folgerung aus dem Lemma von Zorn und der

Tatsahe, da� kein ehtes, I enthaltendes Ideal in A die 1 enth

�

alt.

Auh die multiplikativen Lineraformen auf A spielen eine wihtige Rolle. Wir fassen sie zur

Menge M

A

zusammen

5

.

2.2 Die multiplikativen Linearformen einer kommutativen Banahalgebra sind automatish ste-

tig und durh 1 nah oben beshr

�

ankt. Enth

�

alt die Algebra A eine 1, so besitzt sogar jede mul-

tiplikative Linearform Norm 1.

Begr

�

undung: Wegen 1 = �(1) f

�

ur eine kommutative Banahalgebra A mit 1 und � 2 M

A

ergibt sih sofort k�k � 1. k�k > 1 kann aber niht sein, denn f

�

ur x 2 A mit j�(x)j > kxk

ist x

0

= x � �(x)1 wegen







1 +

x

0

�(x)







=

kxk

j�(x)j

< 1 invertierbar. Es ist aber auh �(x

0

) = 0,

was wegen 1 = �(1) = �(x

0

x

�1

0

) = �(x

0

)�(x

�1

0

) niht m

�

oglih ist. Enth

�

alt die Algebra A

keine 1, so geht man zur Algebra (A; 1)

�

uber, die aus A durh Adjungieren einer 1 hervorgeht,

(A; 1) := A � C , k(x; �)k := kxk

A

+ j�j (x 2 A, � 2 C ). Ist � eine multiplikative Linearform

auf A, so ist

�(�) : (A; 1)! C ; (x; �) 7! �(�)(x; �) := �(x) + � (8)

eine multiplikative Linearform auf (A; 1), die � fortsetzt. Man hat dann

1 = k�(�)k = supfj�(x) + �j : kxk

A

+ j�j = 1g � supfj�(x)j : kxk

A

= 1g = k�k:

Als g

�

unstig erweist sih auh der Zusammenhang zwishen den multiplikativen Linearformen

und den maximalen Idealen einer kommutativen Banahalgebra mit 1.

2.3 Sei A eine kommutative Banahalgebra mit 1. Dann besteht verm

�

oge � 7! ker� f

�

ur � 2M

A

ein bijektives Verh

�

altnis zwishen den multiplikativen Linearformen auf A und der Menge der

maximalen Ideal in A.

Begr

�

undung: Der Kern einer multiplikativen Linearform ist ein abgeshlossenes Ideal mit Co-

dimension 1 in A, also maximal. Umgekehrt ist f

�

ur ein maximales Ideal M der Quotient A=M

ein K

�

orper, und damit als Divisions-Banahalgebra isomorph zu C (Gelfand-Mazur). Verm

�

oge

A ! A=M

e

! C gewinnt man daraus eine eindeutig bestimmte, multiplikative Linearform auf

A mit Kern M

6

.

Aus der letzten Aussage l

�

a�t sih eine n

�

utzlihe Folgerung ziehen:

5

Multiplikative Linearformen sind f

�

ur uns immer niht-trivial.

6

Die multiplikativen Linearformen sind durh ihre Kerne eindeutig bestimmt.
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2.4 Sei A eine kommutative Banahalgebra mit 1. Ein Element x 2 A ist genau dann inver-

tierbar, wenn f

�

ur alle � 2M

A

gilt: �(x) 6= 0.

Begr

�

undung: Wir haben bereits in der Begr

�

undung von 2.2 gesehen, da� die Bedingung not-

wendig ist. Sie ist aber auh hinreihend, denn ist x niht invertierbar, so de�niert xA ein Ideal

in A, welhes nah 2.1 und 2.4 in einem maximalen Ideal ker� f

�

ur ein � 2 M

A

enthalten ist.

Wegen 1 2 A ist x = x � 1 2 xA und damit �(x) = 0.

Mit diesen Vorbereitungen wenden wir uns nun der Gelfandtransformation und den re-

gul

�

aren Banahalgebren zu. Auh hierzu pr

�

asentieren wir nur einen kleinen Auszug aus der

Theorie, eben jene Aussagen, die uns im Verlauf dieser Arbeit dienlih sein werden. Wir verwei-

sen f

�

ur eine detailiertere Darstellung wieder auf Katznelson[15℄ und au�erdem auf Naimark[16℄,

x15.

B. Gelfandtransformation und regul

�

are Banahalgebren

Im folgenden bezeihne A

0

den topologishen Dualraum der Banahalgebra A.

F

�

ur die Gelfandtransformation einer kommutativen Banahalgebra A mit 1 spielen die mul-

tiplikativen Linearformen eine wesentlihe Rolle. Dies liegt zum einen an der Tatsahe, da� die

duale Einheitskugel eines Banahraumes shwah

�

-kompakt ist (Banah-Alaoglu), und zum an-

dern daran, da� die multiplikativen Linearformen einer kommutativen Banahalgebra mit 1 eine

shwah

�

-abgeshlossene Teilmenge dieser dualen Einheitskugel bilden. Versieht man n

�

amlih

die Menge M

A

der multiplikativen Linearformen auf A mit der shwah

�

-Relativtopologie von

A

0

und ber

�

uksihtigt man, da� A

0

bez

�

uglih der shwah

�

-Topologie Hausdor�sh ist (Hahn-

Banah), so folgert man sofort, da� M

A

ein kompakter Hausdor�raum ist. F

�

ur jedes x 2 A

de�niert � 7! �(x) eine stetige Abbildung bx : M

A

! C (De�nition der shwah

�

-Topologie),

und man erh

�

alt die Gelfandtransformation verm

�

oge

b: A ! C(M

A

); x 7! bx;

wobei C(M

A

) f

�

ur die Menge der stetigen Funktionen aufM

A

steht und bx f

�

ur � 2M

A

de�niert

ist durh bx(�) := �(x).

Besitzt die kommutative Banahalgebra A keine 1, so bildet M

A

zwar nah wie vor eine

Teilmenge der dualen Einheitskugel A

0

1

, ist aber niht mehr shwah

�

-abgeshlossen. Von der

kommutativen Banahalgebra (A; 1) wissen wir aber nah dem bereits Gesagten, da� M

(A;1)

shwah

�

-kompakt in (A; 1)

0

1

ist. Ein Vergleih der multiplikativen Linearformen von A mit

denen von (A; 1) ergibt M

(A;1)

= �(M

A

) [ f'

1

g, wobei '

1

die multiplikative Linearform auf

(A; 1) mit ker'

1

= A � f0g und � gem

�

a� (8) de�niert ist. Da also M

A

�

=

M

(A;1)

nf'

1

g und

M

(A;1)

shwah

�

-kompakt ist, istM

A

immerhin noh ein lokal-kompakter Hausdor�raum, und

die Gelfandtransformation kann de�niert werden durh

b: A ! C

0

(M

A

); x 7! bx;

wobei C

0

(M

A

) f

�

ur die Menge der stetigen Funktionen auf M

A

steht, die im Unendlihen

vershwinden, und bx f

�

ur � 2M

A

de�niert ist durh bx(�) := �(x).
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Ausgehend von der Gelfandtransformation kann man regul

�

are Banahalgebren de�nieren.

Dazu erinnern wir, da� eine Familie F von Funktionen auf einem topologishen Raum X mit

Werten in C regul

�

ar hei�t, wenn zu jeder abgeshlossenen Teilmenge F � X und jedem Punkt

t

0

2 XnF eine Funktionen f 2 F existiert mit f(t

0

) = 1 und f(t) = 0 f

�

ur alle t 2 F . Eine kom-

mutative Banahalgebra A mit 1 hei�t regul

�

ar, wenn das Bild von A unter der Gelfandtransfor-

mation, die Funktionenfamilie

b

A � C(M

A

), regul

�

ar ist. Entsprehend hei�t eine kommutative

Banahalgebra A ohne 1 regul

�

ar, wenn die Banahalgebra (A; 1) regul

�

ar ist. Eine Formulie-

rung, die beiden Situationen gereht wird, ist die folgende: Eine kommutative Banahalgebra

A (mit oder ohne 1) hei�t regul

�

ar, wenn zu jedem abgeshlossenen F �M

A

und jedem Punkt

�

0

2 M

A

nF eine Abbildung bx 2

b

A existiert mit bx(�

0

) = �

0

(x) = 1 und bx(�) = �(x) = 0 f

�

ur

alle � 2 F .

Kann man in einer kommutativen Banahalgebra zu jedem �

0

2M

A

und jeder Umgebung

V von �

0

ein x 2 A angeben mit bx(�

0

) = �

0

(x) 6= 0 und bx(�) = �(x) = 0 f

�

ur alle � 2M

A

nV ,

so ist die Banahalgebra nat

�

urlih regul

�

ar, und umgekehrt.

Regul

�

are Banahalgebren haben einige bemerkenswerte Eigenshaften, die wir nun anf

�

uhren

wollen. Dazu de�nieren wir zuvor die H

�

ulle h(I) eines abgeshlossenen Ideals I in A durh

h(I) := f� 2M

A

: I � ker�g =

\

x2I

N(bx);

wobei N(bx) := f� 2M

A

: bx(�) = �(x) = 0g ist.

Der Kern k(F ) einer abgeshlossen Teilmenge F von M

A

ist erkl

�

art durh

k(F ) :=

\

�2F

ker�:

Als Durhshnitt abgeshlossener Ideale (� 2 F stetig!), ist k(F ) wieder ein abgeshlossenes

Ideal. Die Quotientenalgebra A=k(F ) ist dann mit der Quotientennorm wieder eine kommuta-

tive Banahalgebra.

Sei I ein abgeshlossenes Ideal in A und � 2 h(I). Dann de�niert

e

� : A=I ! C , [x℄ 7!

e

�([x℄) := �(x) ([x℄ die Restklasse von x 2 A in A=I) eine wohlde�nierte, multiplikative Li-

nearform auf A=I. Ist n

�

amlih [x℄ = [y℄ f

�

ur x; y 2 A, so ist x � y 2 I � ker� und damit

�(x) = �(y), d.h.

e

�([x℄) =

e

�([y℄). Da�

e

� linear und multiplikativ ist (und damit stetig), ist

klar. Die Abbildung

e : h(I) ! M

A=I

� 7�!

e

�

ist somit ebenfalls wohlde�niert. Dar

�

uberhinaus iste injektiv: ist n

�

amlih

e

� =

e

 f

�

ur �;  2 h(I),

so

e

�([x℄) = �(x) =  (x) =

e

 ([x℄) f

�

ur alle x 2 A. Dies aber bedeutet � =  .

Es stellt sih nun die Frage, ob die Abbildunge niht auh shon surjektiv ist. Eine Antwort

gibt die Proposition 2.5.

2.5 Proposition: Sei A eine Banahalgebra (mit oder ohne 1). Dann ist die Abbildung e ein

Hom

�

oomorphismus zwishen h(I) und M

A=I

.
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� Beweis : Wir haben bereits gezeigt, da� ewohlde�niert und injektiv ist. Zum Nahweis der

Surjektivit

�

at sei ' : A=I ! C irgendeine multiplikative Linearform auf A=I. Dann de�niert

� : A ! C , �(x) := '([x℄), trivialerweise eine multiplikative Linearform auf A. O�enbar ist

e

� = '.

Wegen j

f

�

�

([x℄) �

e

�([x℄)j = j�

�

(x) � �(x)j f

�

ur alle x 2 A gilt: �

�

�

! � shwah

�

in h(I) genau

dann, wenn

f

�

�

�

!

e

� shwah

�

in M

A=I

. Das ist die Bistetigkeit. �

Ist F � M

A

kompakt und I = k(F ), so kann man im Falle regul

�

arer Banahalgebren die

folgende Aussage beweisen:

2.6 Proposition: Sei A eine regul

�

are Banahalgebra (mit oder ohne 1) und F eine abgeshlos-

sene Teilmenge von M

A

. Dann gilt

F = h(k(F )) (9)

und damit

F

�

=

M

A=k(F )

:

� Beweis : Mit (9) und I = k(F ) folgt die Aussage bez

�

uglih der Hom

�

oomorphie aus Propo-

sition 2.5. Es gen

�

ugt also, (9) zu zeigen.

F

�

ur � 2 F und x 2 k(F ) ist bx(�) = �(x) = 0. Also ist � 2

T

x2k(F )

N(bx) = h(k(F )), was

F � h(k(F )) mit sih bringt.

F

�

ur � 2 h(k(F )) =

T

x2k(F )

N(bx) gilt bx(�) = �(x) = 0 f

�

ur alle x 2 k(F ). W

�

are � =2 F , so

exsistierte wegen der Abgeshlossenheit von F und der Regularit

�

at von A ein y 2 A mit

by(�) = �(y) = 1 und by( ) =  (y) = 0 f

�

ur alle  2 F . Letzteres bedeutete y 2 k(F ) und dies

by(�) = �(y) = 0, ein Widerspruh zu by(�) = 1. Die Annahme � =2 F mu� also falsh sein; in

Wirklihkeit ist � 2 F . Damit ist die Inklusion h(k(F )) � F gezeigt. �

Proposition 2.6 verhilft nun zu einem weiteren n

�

utzlihen Resultat:

2.7 Proposition: Ist I ein abgeshlossenes Ideal in der regul

�

aren Banahalgebra A, und ist

F 6= ; eine kompakte Teilmenge von M

A

mit der Eigenshaft, da� h(I) \ F = ; ist, so

existiert x 2 I mit bxj

F

� 1.

� Beweis : Wir starten den Beweis mit der Annahme, da� A eine 1 besitzt.

Bezeihnen wir mit [�℄ die kanonishe Quotientenabbildung von A auf A

F

:= A=k(F ), so ist

mit I Ideal in A auh [I℄ ein Ideal in A

F

.

Wir zeigen, da� [I℄ = A

F

ist. Angenommen, dem w

�

are niht so. Dann w

�

are [I℄ ein ehtes Ideal

in A

F

und als solhes enthalten in einem maximalen Ideal in A

F

(Aussage 2.1). Die maximalen

Ideale einer kommuativen Banahalgebra mit 1 sind aber gerade die Kerne der multiplikativen

Linearformen dieser Algebren (Aussage 2.3). Es w

�

are also [I℄ � ker

e

� f

�

ur ein � 2 F nah

Proposition 2.6. Dann w

�

are aber wegen 0 =

e

�([x℄) = �(x) f

�

ur alle x 2 I auh I � ker�, d.h.

� 2 h(I) im Widerspruh zu h(I) \ F = ; und � 2 F . Unsere Annahme [I℄ ( A

F

mu� falsh

sein, [I℄ = A

F

damit rihtig.
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Da 1 2 A, k

�

onnen wir [1℄ 2 A

F

= [I℄ betrahten und feststellen, da� es ein x 2 I mit [1℄ = [x℄

gibt. Diese Gleihheit bedeutet 1� x 2 k(F ), d.h. f

�

ur alle � 2 F ist 0 = �(1� x) = 1� �(x) =

1� bx(�). Es ist somit tats

�

ahlih bxj

F

� 1.

Besitzt A keine 1, so behelfen wir uns damit, da� wir I und F nah (A; 1) und M

(A;1)

trans-

portieren. Man mu� nur wissen, da� f

�

ur ein abgeshlossenes Ideal I in A auh I � f0g ein

abgeshlossenes Ideal in (A; 1) ist, und da� mit � aus (8) und '

1

mit ker'

1

= A � f0g (vgl.

Seite 15) �(F ) eine kompakte Teilmenge vonM

(A;1)

mit '

1

=2 �(F ) ist (an dieser Stelle kommt

die Voraussetzung

"

F kompakt\ ins Spiel).

Wir

�

uberzeugen uns, da� h(I) \ F = ; automatish h(I � f0g) \ �(F ) = ; mit sih bringt

7

.

Angenommen, es existierte  2 h(I � f0g) \ �(F ). Dann w

�

are  = �(�) f

�

ur ein � 2 F und

 2 h(I � f0g) implizierte I � f0g � ker , d.h. f

�

ur alle x 2 I w

�

are 0 =  (x; 0) = �(�)(x; 0) =

�(x) + 0, d.h. I � ker�. Man h

�

atte � 2 h(I) \ F im Widerspruh zu h(I) \ F = ;.

Nah dem bereits Gesagten wissen wir, da� ein x 2 I existiert mit

[

(x; 0)j

�(F )

� 1. Wegen

1 =

[

(x; 0)(�(�)) = �(�)(x; 0) = �(x) + 0 = bx(�) f

�

ur alle � 2 F folgt dann bx 2 C

0

(M

A

) mit

bxj

F

� 1. �

x3

Gelfandtransformation f

�

ur Beurling-Algebren

A. Allgemeines

Eine der sh

�

onsten Anwendungen der Gelfandtheorie ist das Wiedererkennen der Fouriertrans-

formation als einen Spezialfall der Gelfandtransformation. Im Falle `

1

(Z) und L

1

(R) sind die

Fouriertransformationen gegeben durh b : `

1

(Z)! C(�), a 7! ba, wobei

ba(�) =

X

m2Z

a

m

�

m

(� 2 �)

und b : L

1

(R) ! C

0

(R), f 7!

b

f , wobei

b

f(x) =

1

p

2�

Z

R

f(t)e

�ixt

dt (x 2 R):

Es ist bekannt { und dies wird sih in K

�

urze nohmals ergeben {, da� die Mengen M

`

1

(Z)

und � sowie M

L

1

(R)

und R zueinander hom

�

oomorph sind. Die Fouriertransformationen gehen

somit in kanonisher Weise aus den entsprehenden Gelfandtransformationen hervor.

F

�

ur Gewihte % auf Z und w auf R stehen auf den Beurling-Algebren `

1

%

(Z) und L

1

w

(R) zwei

Abbildungen in eine Menge stetiger Funktionen zur Verf

�

ugung:

1. Wegen `

1

%

(Z) � `

1

(Z) bzw. L

1

w

(R) � L

1

(R) (vgl. 1.17 bzw. 1.18) besteht die M

�

oglihkeit,

die jeweiligen Fouriertransformationen auf `

1

%

(Z) bzw. L

1

w

(R) einzushr

�

anken.

7

Die Doppelbezeihnung von h als H

�

ulle von abgeshlossenen Idealen in A und (A; 1) sollte keine Shwierig-

keiten breiten; ebenso die Doppelbezeihnung der Gelfandtransformation f

�

ur A und (A; 1).
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2. Andererseits kann man auf den kommutativen Banahalgebren `

1

%

(Z) und L

1

w

(R) die Gel-

fandtransformation betrahten, d.h. die in x2, Abshnitt B erkl

�

arten Abbildungen

b : `

1

%

(Z)! C(M

`

1

%

(Z)

) und b : L

1

w

(R) ! C(M

L

1

w

(R)

):

Es stellt sih in nat

�

urliher Weise die Frage (und wird durh die gleihe Bezeihnung der

Abbildungen auh suggeriert), ob die Einshr

�

ankungen der Fouriertransformationen in einem

vern

�

unftigen Sinn (d.h. modulo einer Hom

�

oomorphie zu M

`

1

%

(Z)

bzw. M

L

1

w

(R)

) bereits die

Gelfandtransformationen der Beurling-Algebren sind. Diese Frage ist niht durhgehend positiv

zu beantworten und h

�

angt mit der Regularit

�

at von

[

`

1

%

(Z) bzw.

\

L

1

w

(R) als Mengen stetiger

Funktionen auf einem (lokal-)kompakten Hausdor�raum zusammen. Hier und im folgenden

bezeihne b stets die (eingeshr

�

ankte) Fouriertransformation.

Wir wollen an dieser Stelle vereinfahende Bezeihnungen einf

�

uhren. Als erstes de�nieren

wir die Mengen F

%

(�) und F

w

(R) durh

F

%

(�) :=

[

`

1

%

(Z) und

F

w

(R) :=

\

L

1

w

(R):

Versehen wir dann F

%

(�) mit der Norm kbak

%

:= kak

1;%

f

�

ur alle a 2 `

1

%

(Z) und F

w

(R) mit

k

b

fk

w

:= kfk

1;w

f

�

ur alle f 2 L

1

w

(R), so ist klar, da� F

%

(�) und `

1

%

(Z) sowie F

w

(R) und L

1

w

(R)

isometrish isomorphe Banahalgebren sind; F

%

(�) und F

w

(R) wollen wir in diesem Sinn wie-

der als Beurling-Algebren bezeihnen. Die Multiplikation in F

%

(�) und F

w

(R) ist punktweise

de�niert. Die Elemente von F

%

(�) und F

w

(R) werden wir stets in der Form ba und

b

f shreiben,

wobei a 2 `

1

%

(Z) und f 2 L

1

w

(R) niht immer erw

�

ahnt, sondern von selbst verstanden werden

soll.

In diesem Paragraphen besh

�

aftigen wir uns mit der Frage, welhen notwendigen Bedin-

gungen die Gewiht % und w unterliegen, wenn die zugeh

�

origen R

�

aume F

%

(�) und F

w

(R) als

Funktionenalgebren regul

�

ar sind. Eine solhe Bedingung wurde von A. Beurling in [3℄ angege-

ben und von dessen Sh

�

uler Y. Domar in [8℄ auf allgemeinere Situationen

�

ubertragen. Es wird

sih zeigen, da� unter den Bedingungen von Beurling die Gelfandtransformationen von F

%

(�)

und F

w

(R) gerade die Identit

�

aten auf den jeweiligen R

�

aumen sind; F

%

(�) und F

w

(R) sind somit

auh als Banahalgebren im Sinn von x2 regul

�

ar.

3.1 De�nition: Wir nennen ein Gewiht % auf Z bzw. w auf R ein Beurling-Domar-Gewiht

oder k

�

urzer vom Typ BD, wenn gilt:

X

n2Z

log %

n

1 + n

2

< +1 bzw.

Z

R

logw(t)

1 + t

2

dt < +1:

Die Bedingung von Beurling-Domar ist sogar in dem Sinne hinreihend, da� ihr Erf

�

ulltsein

f

�

ur Gewihte % und w bereits die Regularit

�

at von F

%

(�) und F

w

(R) als Funktionenalgebren

herbeif

�

uhrt. Dies werden wir im n

�

ahsten Paragraphen zeigen. Auf die Frage, ob die Regularit

�

at

von F

%

(�) bzw. F

w

(R) als Banahalgebren bereits die Regularit

�

at als Funktionenalgebren nah

sih zieht, geben wir im Rahmen dieser Arbeit keine Antwort.
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Der Grund, warum wir diese bekannten Zusammenh

�

ange hier nohmals darstellen, h

�

angt

mit der Relevanz zusammen, die den regul

�

aren Beurling-Algebren in dieser Arbeit zukommt.

B. F

�

ur regul

�

ares F

w

(R) ist w vom Typ BD

In diesem Abshnitt setzen wir F

w

(R) als regul

�

ar voraus und zeigen, da� dann w vom Typ

BD sein mu�. Ohne zus

�

atzlihe Hilfsmittel ist dies allerdings niht m

�

oglih. Als entsheidend

erweist sih ein Satz von Paley und Wiener, den der Leser vollst

�

andig formuliert und bewiesen

im Anhang B �nden kann.

Die Grundlage f

�

ur den zu zitierenden Satz bilden der Hilbertraum

L

2

(R) :=

�

f : R ! C me�bar :

Z

R

jf(x)j

2

dx < +1

�

;

kfk

2

:=

s

Z

R

jf(x)j

2

dx; f 2 L

2

(R);

mit der Identi�kation zweier Elemente f; g, wenn kf � gk

2

= 0 ist (man vergleihe mit x1) und

die Planhereltransformation

F : L

2

(R) ! L

2

(R);

die sih folgenderma�en de�nieren l

�

a�t: Man betrahtet zu einer Funktion f 2 L

1

(R) \ L

2

(R)

die Fouriertransformation

b

f , stellt fest, da� diese ein Element in L

2

(R) ist und �ndet damit

eine Abbildung

e

F : L

1

(R)\L

2

(R) ! L

2

(R), die

�

uberdies linear und stetig bzgl. den L

2

-Normen

ist. Da L

1

(R)\L

2

(R) bzgl. der L

2

-Norm diht in L

2

(R) liegt, kann man F : L

2

(R) ! L

2

(R) als

die Fortsetzung von

e

F auf L

2

(R) de�nieren. F ist ein isometrisher Isomorphismus auf L

2

(R)

(Werner[24℄, Kapitel V.2). Wir wollen Funktionen f 2 L

2

(R) stetig nennen, wenn es eine (im

�

ublihen Sinne) stetige Funktion g 2 L

2

(R) gibt mit kf � gk

2

= 0.

3.2 Wir zitieren an dieser Stelle die f

�

ur uns relevante Teilaussage aus dem Satz von Paley und

Wiener (Satz B.1). Ist f 2 L

2

(R) mit kfk

2

6= 0 und existiert x

0

2 R mit f(x) = 0 f

�

ur fast alle

x � x

0

, so gilt:

Z

R

j log jFf(t)jj

1 + t

2

dt < +1:

3.3 In den Beweisen der nahfolgenden S

�

atze spielt die Inversionsformel eine wihtige Rolle.

Man �ndet sie beispielsweise in Rudin[23℄ als Theorem 9.11.

Sind f;

b

f 2 L

1

(R), und ist g : R ! C de�niert durh

g(x) :=

1

p

2�

Z

R

b

f(t)e

ixt

dt;

so ist g 2 C

0

(R) und kf � gk

1

= 0.

F

�

uhren wir f

�

ur eine Funktion f : R ! C die Funktion f

-

: R ! C , x 7! f(�x) ein, so wird die

Inversionsformel meistens in der Form Anwendung �nden, da� f

�

ur ein

b

f 2 L

1

(R) \ L

2

(R) gilt:

F

b

f =

b

b

f = f

-

. Dabei sind die Gleihheiten in Sinne von L

1

(R)-Gleihheiten zu verstehen.
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3.4 Satz: Ist w ein Gewiht auf R und F

w

(R) als Funktionenalgebra f

�

ur dieses Gewiht regul

�

ar,

so ist w vom Typ BD.

�Beweis : Aufgrund der Regularit

�

at von F

w

(R) als Funktionenalgebra existiert ein f 2 L

1

w

(R)

mit f 6� 0 und supp

b

f � [�; ℄ f

�

ur ein  > 0. Da

b

f stetig ist mit kompaktem Tr

�

ager, folgt

b

f 2 L

1

(R) \ L

2

(R) und damit F

b

f =

b

b

f = f

-

2 L

2

(R) stetig, also auh f 2 L

2

(R) stetig.

Insbesondere ist f 2 L

1

w

(R) \ L

2

(R) � L

1

(R) \ L

2

(R). Aufgrund der Stetigkeit von f existiert

siherlih eine stetige Funktion h : R ! C mit kompaktem Tr

�

ager, so da�

R

R

f(�t)h(t) dt 6= 0

ist. Wir de�nieren g : R ! C als g := f � h. O�ensihtlih ist g 2 L

1

(R) und bg =

[

f � h =

b

f

b

h

stetig mit kompakten Tr

�

ager. Daraus folgt bg 2 L

1

(R) \ L

2

(R) und Fbg =

b

bg = g

-

2 L

2

(R), also

auh g 2 L

2

(R). Es gilt:

jg(t)j �

1

p

2�

Z

R

jf(t� s)h(s)j

w(t)

w(t)

ds �

1

p

2�w(t)

Z

R

jf(t� s)h(s)jw(t � s)w(s) ds

�

1

p

2�w(t)

supfjh(s)w(s)j : s 2 supphg

Z

R

jf(t� s)jw(t� s) ds:

Beahtet man f 2 L

1

w

(R), supph kompakt und w beshr

�

ankt auf kompakten Teilmengen, so

ist also

jg(t)j �

K

w(t)

(t 2 R)

f

�

ur eine Konstante K > 0. Wegen w � 1 ist jgj nah oben beshr

�

ankt, und es maht Sinn, das

nahfolgende Integral zu shreiben und abzush

�

atzen:

Z

R

log jg(s)j

1 + s

2

ds �

Z

R

logK � logw(s)

1 + s

2

ds:

W

�

are nun

Z

R

logw(s)

1 + s

2

ds = +1, so erg

�

abe sih

Z

R

log jg(s)j

1 + s

2

ds = �1:

Da g aber die Fourier- bzw. Planhereltransformierte von bg

-

ist und diese Abbildung kompakten

Tr

�

ager hat, folgte hieraus mit dem Satz von Paley und Wiener, genauer: Teilaussage 3.2, bg � 0

und damit g � 0. Dies st

�

unde im Widerspruh zur Stetigkeit von g und

g(0) =

Z

R

f(�t)h(t) dt 6= 0:

Also mu�

Z

R

logw(s)

1 + s

2

ds < +1 sein, und der Satz ist bewiesen. �

C. F

�

ur regul

�

ares F

%

(�) ist % vom Typ BD

In diesem Abshnitt geht es um die zu Satz 3.4 analoge Aussage, da� % vom Typ BD ist, falls

F(�) eine regul

�

are Funktionenalgebra ist. Der Beweis

�

ahnelt nur ansatzweise dem Beweis von

Satz 3.4, da er mit dem Problem fertig werden mu�, da� die Teilaussage 3.2 des Satzes von

Paley und Wiener niht direkt angewendet werden kann.
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3.5 Satz: Ist % ein Gewiht auf Z und F

%

(�) als Funktionenalgebra f

�

ur dieses Gewiht regul

�

ar,

so ist % vom Typ BD.

� Beweis : Aus der Regularit

�

at von F

%

(�) folgt die Existenz einer Folge a 2 `

1

%

(Z) mit a 6� 0

und suppba(e

i�

) � [�; ℄ f

�

ur ein 0 <  <

�

2

. Wegen a 6� 0 existiert l 2 Z mit a

�l

6= 0. Sei

b 2 `

1

%

(Z) mit b

l

=

1

a

�l

und b

n

= 0 f

�

ur n 6= l. De�niere  2 `

1

%

(Z) als  := a � b. Dann ist



n

=

X

m2Z

a

n�m

b

m

=

a

n�l

a

�l

f

�

ur alle n 2 Z und 

0

= 1. Es gilt:

j

n

j =

�

�

�

�

a

n�l

a

�l

�

�

�

�

%

n

%

n

�

1

%

n

1

ja

�l

j

ja

n�l

j%

n�l

%

l

�

1

%

n

1

ja

�l

j

%

l

X

m2Z

ja

m�l

j%

m�l

=

1

%

n

%

l

ja

�l

j

kak

1;%

:

Bedenkt man a 2 `

1

%

(Z), so existiert also eine Konstante K > 0 mit

j

n

j �

K

%

n

(n 2 Z): (10)

Sei h : R ! C , t 7! b(e

it

)�

[��;�℄

(t). Wegen b = ba

b

b ist h stetig mit supph � [�; ℄, also

h 2 L

1

(R) \ L

2

(R). Die Fourier- bzw. Planhereltransformation von h berehnet sih zu

Fh(y) =

b

h(y) =

1

p

2�

Z

R

h(t)e

�iyt

dt =

1

p

2�

Z

�

��

b(e

it

)e

�iyt

dt:

Nat

�

urlih ist Fh 2 L

2

(R).

Man berehnet mit �

�

2

< � <

�

2

, der Substitution t = s+ � und dem Weierstra�hen Konver-

genzkriterium

Fh(�y) =

1

p

2�

Z

�

��

b(e

it

)e

iyt

dt =

1

p

2�

Z

�+�

��+�

b(e

it

)e

iyt

dt

=

1

p

2�

Z

�

��

b(e

i(s+�)

)e

iy(s+�)

ds = e

iy�

1

p

2�

Z

�

��

X

n2Z



n

e

in(s+�)

e

iys

ds

= e

iy�

X

n2Z



n

e

in�

1

p

2�

Z

�

��

e

iys

e

ins

ds = e

iy�

X

n2Z



n

e

in�

1

p

2�

Z

�

��

e

�iys

e

�ins

ds:

Bezeihnen wir mit a

n

(y) den n-ten FourierkoeÆzienten von s 7! e

�iys

�

uber [��; �℄ (periodish

auf R fortgesetzt), so ist also

Fh(�y) =

p

2�e

iy�

X

n2Z

a

n

(y)

n

e

in�

:

Wegen Fh(0) =

p

2�

0

=

p

2� existiert ein 0 < Æ < 1 mit jFh(�y)j � 2 f

�

ur alle jyj < Æ. F

�

ur

solhe y gilt

e

�iy�

=

p

2�

Fh(�y)

X

n2Z

a

n

(y)

n

e

in�

�

j�j <

�

2

�

: (11)



x3. Gelfandtransformation f

�

ur Beurling-Algebren 23

Daher gilt f

�

ur jyj < Æ und n 2 Z

jFh(n+ y)j =

1

p

2�

�

�

�

�

Z

�

��

b(e

it

)e

�i(n+y)t

dt

�

�

�

�

=

1

p

2�

�

�

�

�

�

Z

�

��

X

m2Z



m

e

imt

e

�int

e

�iyt

dt

�

�

�

�

�

(11)

=

�

�

�

�

�

Z

�

��

X

m2Z



m

e

imt

e

�int

1

Fh(�y)

X

k2Z

a

k

(y)

k

e

ikt

dt

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

�

�

�

X

m2Z



m

1

Fh(�y)

X

k2Z

a

k

(y)

k

Z

�

��

e

i(m�n+k)t

dt

| {z }

=2�Æ

k;n�m

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

X

m2Z

j

m

jja

n�m

(y)

n�m

j

%

n

%

n

(10)

� �K

X

m2Z

1

%

m

ja

n�m

(y)

n�m

j

%

n�m

%

m

%

n

=

�K

%

n

X

l2Z

ja

l

(y)

l

j%

l

:

Wegen ja

l

(y)j =

1

2�

�

�

�

�

Z

�

��

e

�iyt

e

�ilt

dt

�

�

�

�

� 1 ist

X

l2Z

ja

l

(y)

l

j%

l

� kk

1;%

< +1 und damit existiert

eine Konstante C > 0 mit

jFh(n+ y)j �

C

%

n

(12)

f

�

ur jyj < Æ und n 2 Z.

Wir wollen nun

X

n�0

log %

n

1 + n

2

= +1 annehmen. Es existiert dann ein m 2 N mit %

n

> C f

�

ur alle

n � m. Nah dem Satz von Paley und Wiener (Aussage 3.2) gilt

+1 >

Z

R

j log jFh(t)jj

1 + t

2

dt =

X

n2Z

Z

n+1

n

j log jFh(t)jj

1 + t

2

dt �

X

n�m

Z

1

0

j log jFh(n+ y)jj

1 + (n+ y)

2

dy

�

1

3

X

n�m

Z

1

0

j log jFh(n+ y)jj

1 + n

2

dy �

1

3

X

n�m

Z

Æ

0

j log jFh(n+ y)jj

1 + n

2

dy

Wegen log jFh(n+y)j

(12)

� logC�log %

n

< 0 f

�

ur n � m folgt j log jFh(n+y)jj = � log jFh(n+y)j �

log %

n

� logC, also

Z

R

j log jFh(t)jj

1 + t

2

dt �

1

3

X

n�m

Z

Æ

0

log %

n

� logC

1 + n

2

dy

=

Æ

3

0

�

X

n�m

log %

n

1 + n

2

�

X

n�m

logC

1 + n

2

1

A

= +1:

Dieser Widerspruh zeigt, da�

X

n�0

log %

n

1 + n

2

< +1 ist. Genauso folgt, da�

X

n<0

log %

n

1 + n

2

< +1 ist.

Damit ist der Satz bewiesen. �
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D. Gelfand- und eingeshr

�

ankter Fouriertransformation auf L

1

w

(R)

Wir haben in Abshnitt B gesehen, da� die Regularit

�

at von F

w

(R) als Funktionenalgebra das

Gewiht w der Bedingung von Beurling-Domar unterwirft. Wir zeigen in diesem Abshnitt, da�

noh mehr gefolgert werden kann: es besteht eine Hom

�

oomorphie zwishenM

L

1

w

(R)

und R, und

die Gelfandtransformation auf L

1

w

(R) stimmt mit der eingeshr

�

ankten Fouriertransformation

�

uberein.

3.6 Lemma: Ist w ein Beurling-Domar-Gewiht auf R und ist f : R ! C eine stetige Funktion

mit f(x + y) = f(x)f(y) f

�

ur alle x; y 2 R und jf(x)j = O(w(x)) f

�

ur jxj ! +1, so ist

entweder f � 0 oder es existiert ein t 2 R mit f(x) = e

itx

f

�

ur alle x 2 R.

� Beweis : Vershwindet f(x) niht f

�

ur alle x 2 R, so mu� f(0) = 1 wegen f(x) = f(0)f(x)

sein. Da f stetig ist, existiert ein Æ > 0 mit f(x) 6= 0 f

�

ur alle x 2 [0; Æ℄. Wir setzen

 =

Z

Æ

0

f(y) dy 6= 0:

F

�

ur alle x 2 R erh

�

alt man

f(x) =

Z

Æ

0

f(x)f(y) dy =

Z

Æ

0

f(x+ y) dy =

Z

x+Æ

x

f(y) dy:

Da f stetig ist, ist die rehts stehend Funktion als Funktion von x stetig-di�erenzierbar, also

auh f . Wir leiten f(x+ y) = f(x)f(y) nah y ab und erhalten f

0

(x+ y) = f(x)f

0

(y). Setzen

wir y = 0 und � = f

0

(0), so ergibt dies f

0

(x) = �f(x). Mit der Anfangswertbedingung f(0) = 1

erh

�

alt man f eindeutig in der Form f(x) = e

�x

. Wir m

�

ussen zeigen, da� � rein imagin

�

ar ist.

Dazu shreiben wir � = r + it mit r 2 R und t 2 R und zeigen, da� r = 0 ist.

Wegen jf(x)j = O(w(x)) f

�

ur jxj ! +1 exsistiert ein C > 0 mit jf(x)j � Cw(x) f

�

ur x 2 R

8

.

Es ist jf(x)j = e

rx

. Ist r � 0, so ergibt sih

0 � r

Z

1

0

s

1 + s

2

ds =

Z

1

0

log e

rs

1 + s

2

ds =

Z

1

0

log jf(s)j

1 + s

2

ds �

Z

1

0

log(Cw(s))

1 + s

2

ds

� logC

Z

R

1

1 + s

2

ds+

Z

R

logw(s)

1 + s

2

ds < +1:

Es folgt r = 0. Ebenso zeigt man, da� r � 0 ebenfalls r = 0 zur Folge hat. Damit ist das

Lemma bewiesen. �

3.7 Proposition: Sei w ein Beurling-Domar-Gewiht auf R. Dann de�niert f

�

ur jedes t 2 R

die Abbildung

�

t

: L

1

w

(R) ! C

verm

�

oge

�

t

(f) =

1

p

2�

Z

R

f(s)e

its

ds; f 2 L

1

w

(R);

eine multiplikative Linearform auf L

1

w

(R). Au�erdem l

�

a�t sih jede multiplikative Linearform

� auf L

1

w

(R) in dieser Weise shreiben mit eindeutig bestimmtem t 2 R.

8

Dabei wird die lokale Endlihkeit von w ausgenutzt.
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� Beweis : Sei t 2 R und seien f; g 2 L

1

w

(R). Der Satz von Fubini und die Translationsinva-

rianz des Lebesguema�es liefern

�

t

(f � g) =

1

p

2�

Z

R

(f � g)(s)e

its

ds =

1

p

2�

Z

R

�

1

p

2�

Z

R

f(s� u)g(u) du

�

e

its

ds

=

1

p

2�

Z

R

�

1

p

2�

Z

R

f(s� u)e

it(s�u)

ds

�

g(u)e

itu

du =

�

1

p

2�

Z

R

f(s)e

its

ds

�

�

t

(g)

= �

t

(f)�

t

(g);

d.h. �

t

ist multiplikativ und damit insbesondere stetig.

Wir zeigen nun, da� f

�

ur jedes � 2M

L

1

w

(R)

ein eindeutig bestimmtes t 2 R existiert mit � = �

t

.

Wir haben in Proposition 1.8 gesehen, da� zu jeder stetigen Linearform � auf L

1

w

(R) eine

eindeutig bestimmte Funktion h 2 L

1

w

(R) existiert mit

�(f) =

1

p

2�

Z

R

f(s)h(s) ds; f 2 L

1

w

(R):

Wieder liefert der Satz von Fubini f

�

ur f; g 2 L

1

w

(R):

�(f � g) =

1

p

2�

Z

R

(f � g)(s)h(s) ds =

1

p

2�

Z

R

�

1

p

2�

Z

R

f(s� u)g(u) du

�

h(s) ds

=

1

p

2�

Z

R

�

1

p

2�

Z

R

f(s� u)h(s) ds

�

g(u) du =

1

p

2�

Z

R

g(u)�(�

u

f) du: (13)

Nun gilt aber auh

�(f � g) = �(f)�(g) = �(f)

1

p

2�

Z

R

g(u)h(u) du =

1

p

2�

Z

R

g(u)�(f)h(u) du: (14)

Wir shlie�en, da� wegen (13) und (14) �(f)h(u) = �(�

u

f) sein mu� f

�

ur alle f 2 L

1

w

(R) und

alle u 2 R; dies folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in Proposition 1.8. Sei nun f 2 L

1

w

(R) so

gew

�

ahlt, da� �(f) 6= 0 ist. Da die Abbildung u 7! �

u

f stetig R ! L

1

w

(R) ist (Proposition 1.12),

ist auh h wegen h(u) =

�(�

u

f)

�(f)

stetig. Wir ersetzen nun in der Gleihung �(f)h(u) = �(�

u

f)

das u durh s + u und das f durh �

s

f (man beahte �

u

�

s

f = �

s+u

f). Dann erhalten wir

�(�

s

f)h(s+ u) = �(�

s+u

f) und wegen �(�

s+u

f) = �(�

s

f)h(u) = �(f)h(s)h(u) ist

�(f)h(s+ u) = �(f)h(s)h(u)

f

�

ur alle s; u 2 R, was h(s + u) = h(s)h(u) bedeutet. Shlie�lih existiert C > 0 mit jh(s)j �

Cw(s) wegen h 2 L

1

w

(R). Wir be�nden uns mit h in der Situation von Lemma 3.6 und k

�

onnen

von daher auf die Existenz eines eindeutig bestimmten t 2 R shlie�en, f

�

ur das h(s) = e

its

gilt

f

�

ur alle s 2 R. Damit ist

�(f) =

1

p

2�

Z

R

f(s)e

its

ds = �

t

(f); f 2 L

1

w

(R);

und � = �

t

. �

3.8 Proposition: Sei w ein Beurling-Domar-Gewiht auf R. Dann de�niert die Abbildung

 : R ! M

L

1

w

(R)

, t 7! �

�t

mit �

t

aus Proposition 3.7 einen Hom

�

oomorphismus zwishen

R und M

L

1

w

(R)

. Die auf L

1

w

(R) eingeshr

�

ankte Fouriertransformation kann verm

�

oge dieser

Hom

�

oomorphie als die Gelfandtransformation auf L

1

w

(R) aufgefa�t werden.
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� Beweis : In Proposition 3.7 haben wir bereits die Bijektivit

�

at von  gezeigt. Wir m

�

ussen

uns nur noh davon

�

uberzeugen, da�  bistetig ist.

Seien dazu t 2 R, f 2 L

1

w

(R) beliebig und (t

k

)

k2N

eine Folge in R mit t

k

! t f

�

ur k ! +1. F

�

ur

k 2 N setzen wir f

k

: R ! C , f

k

(x) = f(x)(e

�it

k

x

� e

�itx

) f

�

ur alle x 2 R. Wegen jf

k

j � 2jf j

und jf j 2 L

1

(R) gilt lim

k!1

R

R

f(s)e

�it

k

s

ds =

R

R

f(s)e

�its

ds (Lebesgue). Da f beliebig war und

wir auf M

L

1

w

(R)

die shwah

�

-Topologie haben, folgt hieraus die Stetigkeit der Abbildung.

Sei umgekehrt �

t

2 M

L

1

w

(R)

beliebig, t 2 R, f 2 L

1

w

(R) mit f(x) := e

itx

�

[0;1℄

(x) und (t

�

)

�2I

ein Netz in R mit �

t

�

! �

t

f

�

ur �!1. Dann ist

0 = lim

�!1

Z

R

e

its

�

[0;1℄

(s)(e

�it

�

s

� e

�its

) ds

= lim

�!1

Z

1

0

e

i(t�t

�

)s

ds� 1 = lim

�!1

h(t� t

�

);

wobei h : R ! C die durh h(s) =

e

is

�1

is

� 1 f

�

ur s 6= 0, h(0) = 0 de�nierte, stetige Funktion sei.

Da 0 die einzige Nullstelle von h ist, und da lim

jsj!1

jh(s)j = 1 ist, mu� lim

�!1

t

�

= t gelten. Das

ist die Stetigkeit der Umkehrabbildung. �

Mit Proposition 3.8 ist die eingangs gestellte Frage f

�

ur ein Gewiht w vom TypBD gekl

�

art: in

diesem Fall stimmen Gelfand- und eingeshr

�

ankte Fouriertransformation

�

uberein. Insbesondere

wenn F

w

(R) als Funktionenalgebra regul

�

ar ist, stimmen diese beiden Abbildungen also

�

uberein.

E. Gelfand- und eingeshr

�

ankter Fouriertransformation auf `

1

%

(Z)

Dieser Abshnitt enth

�

alt die zu Abshnitt D analoge Aussage bzgl. `

1

%

(Z). Die Beweise der

entsprehenden Aussagen sind aufgrund der

"

einfaheren\ Struktur von `

1

%

(Z) k

�

urzer.

3.9 Lemma: Ist % ein Beurling-Domar-Gewiht auf Z und a = (a

n

)

n2Z

eine komplexwertige

Folge auf Z mit a

n+m

= a

n

a

m

f

�

ur alle n;m 2 Z und ja

n

j = O(%

n

) f

�

ur jnj ! +1, so ist

entweder a � 0 oder es existiert t 2 [0; 2�) mit a

n

= e

itn

f

�

ur alle n 2 Z.

� Beweis : Vershwindet a

n

niht f

�

ur alle n 2 Z, so mu� a

0

= 1 wegen a

n

= a

0

a

n

sein. Wir

setzen � := a

1

und erhalten induktiv a

n

= �

n

f

�

ur alle n 2 N, denn 1 = a

0

= a

�1

a

1

= a

�1

�

induziert � 6= 0 und a

�1

= �

�1

. Induktiv folgt a

�n

= �

�n

f

�

ur alle n 2 N und damit a

n

= �

n

f

�

ur alle n 2 Z. Wir de�nieren r 2 R und t 2 [0; 2�) durh e

r+it

= �. Wir m

�

ussen zeigen, da�

r = 0 ist.

Der Beweis hierf

�

ur ist im Wesentlihen mit dem entsprehenden Beweisabshnitt von Lemma

3.6 identish; es sind nur Integrale durh entsprehende Summen zu ersetzen. �

In derselben Art wie Proposition 3.7 beweist man die nahstehende Proposition 3.10. Man

mu� nur die Integrale durh Summen ersetzen, Funktionen durh Folgen und das Lebesguema�

durh das Z

�

ahlma�. Au�erdem wird der Beweis dadurh vereinfaht, da� man keine Stetig-

keitsprobleme hat. Nat

�

urlih ben

�

otigt man Lemma 3.9 anstelle von Lemma 3.6.
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3.10 Proposition: Sei % ein Beurling-Domar-Gewiht auf Z. Dann de�niert f

�

ur jedes � 2 �

die Abbildung

�

�

: `

1

%

(�)! C

verm

�

oge

�

�

(a) =

X

n2Z

a

n

�

n

; a 2 `

1

%

(�);

eine multiplikative Linearform auf `

1

%

(Z). Au�erdem l

�

a�t sih jede multiplikative Linearform

� auf `

1

%

(�) in dieser Weise shreiben mit eindeutig bestimmtem � 2 �.

3.11 Proposition: Sei % ein Beurling-Domar-Gewiht auf Z. Dann sind M

`

1

%

(Z)

und � zuein-

ander hom

�

oomorph und die Gelfandtransformation auf `

1

%

(Z) kann als die Einshr

�

ankung

der Fouriertransformation von `

1

(Z) auf `

1

%

(Z) aufgefa�t werden.

� Beweis : Wir haben in Proposition 3.10 verm

�

oge � 7! �

�

bereits eine bijektive Abbildung

zwishen � und M

`

1

%

(�)

angegeben. Wir m

�

ussen nur noh zeigen, da� diese Abbildung stetig

ist; der Rest folgt dann aus der Tatsahe, da� eine stetige, bijektive Abbildung zwishen einem

kompakten Raum und einem Hausdor�raum automatish bistetig ist.

Seien � 2 �, a 2 `

1

%

(Z) beliebig und (�

k

)

k2N

eine Folge in � mit �

k

! � f

�

ur k ! +1. De�nieren

wir f

�

ur k 2 N eine Folge a

(k)

2 `

1

%

(Z) durh a

(k)

n

:= a

n

(�

n

k

� �

n

) f

�

ur alle n 2 Z, so haben

wir ja

(k)

n

j � 2ja

n

j f

�

ur alle n 2 Z und k 2 N. Da jaj 2 `

1

(Z), folgt lim

k!+1

P

n2Z

a

n

�

n

k

=

P

n2Z

a

n

�

n

(Lebesgue). Da a beliebig war und wir auf M

`

1

%

(Z)

die shwah

�

-Topologie haben, folgt hieraus

die Stetigkeit. �

F. Beurling-Domar-Gewihte

Abshlie�end wollen wir die Struktur der Menge aller Gewihte von Typ BD untersuhen.

Man rehnet ohne M

�

uhe nah, da� das punktweise Produkt zweier Gewihte von Typ BD,

sowie das punktweise skalare Produkt eines Gewihts vom Typ BD mit einer reellen Zahl > 1

wieder vom Typ BD ist. Au�erdem bleibt die Spiegelung eines Gewihts w vom Typ BD {

w : x 7! w(�x) { und die punktweise Maximumsbildung einer endlihen Anzahl w

1

; :::; w

n

,

n 2 N, von Gewihten vom Typ BD { max(w

1

; :::; w

n

) : x 7! maxfw

1

(x); :::; w

n

(x)g { wieder

ein Gewiht vom TypBD. Insbesondere gibt es zu jedem Gewiht w vom TypBD symmetrishe

Gewihte ew vom Typ BD mit w � ew, z.B. ew = max(w;w). Die Summe zweier Gewihte vom

Typ BD ist vom Typ BD; man beahte lediglih w

1

+ w

2

� 2max(w

1

; w

2

).

Die beiden nahfolgenden Beispiele niht-trivialer Gewihte vom Typ BD formulieren wir

nur f

�

ur Gewihte auf R; entsprehende Beispiele f

�

ur niht-triviale Gewihte auf Z lassen sih

leiht

�

ubertragen.

F

�

ur n 2 N sei w : R ! R de�niert durh x 7! w(x) := (1 + jxj)

n

. Man rehnet leiht nah,

da� w ein Gewiht auf R ist. Die Bedingung von Beurling-Domar ist in diesem Fall erf

�

ullt:
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Z

R

log(1 + jsj)

n

1 + s

2

ds =

Z

[�1;1℄

n log(1 + jsj)

1 + s

2

ds+

Z

Rn[�1;1℄

n log(2jsj)

1 + s

2

ds < +1:

Das angef

�

uhrte Beispiel zeigt bereits, da� alle Gewihte, die h

�

ohstens polynomiell wahsen,

vom Typ BD sind. Da� aber auh noh allgemeinere Gewihte vom Typ BD sind, zeigt das

Beispiel des nahfolgenden Gewihts.

Sei w : R ! R de�niert durh x 7! w(x) := e

p

jxj

. Dann erf

�

ullt w die Voraussetzungen eines

Gewihts und die Beurling-Domar-Bedingung shreibt sih in der Form

Z

R

log e

p

jsj

1 + s

2

ds �

0

B

�

Z

[�1;1℄

+

Z

Rn[�1;1℄

1

C

A

p

jsj

1 + s

2

ds < +1:

Wir haben zu Beginn dieses Paragraphen F

%

(�) und F

w

(R) regul

�

ar als Funktionenalgebren

vorausgesetzt und daraus das Erf

�

ulltsein der Bedingung von Beurling-Domar f

�

ur die Gewihte %

und w nahgewiesen. Nat

�

urlih ist hiermit noh niht gekl

�

art, ob es

�

uberhaupt niht-konstante

Gewihte % und w gibt, f

�

ur die F

%

(�) und F

w

(R) regul

�

ar sind; dies wird im n

�

ahsten Paragra-

phen nahgeholt. Dort wird gezeigt, da� Beurling-Algebren F

%

(�) und F

w

(R), deren Gewihte

vom Typ BD sind, bereits regul

�

ar als Funktionen- und Banahalgebren sind. Da� dies keine

inhaltsleere Aussage ist, zeigen die obigen Beispiele niht-trivialer Gewihte vom Typ BD.

x4

Regularit

�

at gewisser Beurling-Algebren

Im x3 haben wir gezeigt, da� die Regularit

�

at der Beurling-Algebren F

%

(�) und F

w

(R) als

Funktionenalgebren den Gewihten % und w die Bedingung von Beurling-Domar aufzwingt,

d.h.

X

n2Z

log %

n

1 + n

2

< +1 bzw

Z

R

logw(t)

1 + t

2

dt: (15)

In diesem Paragraphen werden wir beweisen, da� umgekehrt das Erf

�

ulltsein der Bedingungen

(15) f

�

ur Gewihte % auf Z bzw. w auf R die Regularit

�

at von F

%

(�) bzw. F

w

(R) als Funktio-

nenalgebren bewirkt. Auh beim Beweis dieser Aussage spielt der Satz von Paley und Wiener,

den wir bereits in x3 benutzt haben, eine wihtige Rolle. Die f

�

ur diesen Paragraphen relevante

Teilaussage lautet:

4.1 Ist F eine L

2

(R)-Funktion mit

Z

R

j log jFF (t)jj

1 + t

2

dt < +1;

so existiert eine L

2

(R)-Funktion f mit f(x) = 0 f

�

ur fast alle x � 0 und jFf j = jFF j. Hierbei

bedeutet F wieder die Planhereltransformation, die zu Beginn von x3 angegeben wurde. (Einen

Beweis von Aussage 4.1 �ndet man im Anhang B.)
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A. Regularit

�

at von F

w

(R) f

�

ur w vom Typ BD

Bevor wir in Satz 4.2 die Regularit

�

at von F

w

(R) f

�

ur w vom Typ BD behaupten, mu� eine

Bemerkung vorausgeshikt werden.

Sind n

�

amlih w

1

und w

2

vom Typ BD mit w

1

� w

2

, so gilt

F

w

2

(R) � F

w

1

(R): (16)

Um dies einzusehen, stellt man zun

�

ahst f

�

ur f 2 L

1

w

2

(R)

Z

R

jf jw

1

d� �

Z

R

jf jw

2

d� < +1

fest und somit L

1

w

2

(R) � L

1

w

2

(R). Da die (w

1

�)-Nullmengen genau mit den (w

2

�)-Nullmengen

�

ubereinstimmen (sie stimmen mit den �-Nullmengen

�

uberein), hat man sogar

L

1

w

2

(R) � L

1

w

1

(R);

also (16). Ist F

w

2

(R) als Funktionenalgebra regul

�

ar, so insbesondere auh F

w

1

(R).

4.2 Satz: F

�

ur alle Gewihte w vom Typ BD auf R ist F

w

(R) als Funktionenalgebra regul

�

ar.

� Beweis : Es gen

�

ugt zu zeigen, da� f

�

ur alle t 2 R und jede Umgebung V � R von t eine

Funktion f 2 F

w

(R) existiert mit f(t) 6= 0 und suppf � V .

De�nieren wir ew : R ! R durh ew := max(w;w; e

p

j�j

), so ist ew vom Typ BD (vgl. Abshnitt

F in x3) und symmetrish, und es gen

�

ugt nah der Vorbemerkung o�enbar zu zeigen, da�

F

ew

(R) regul

�

ar ist. Wir wollen daher ohne Einshr

�

ankung von vorneherein w als symmetrish

mit w � e

p

j�j

annehmen.

Der Vorteil von w � e

p

j�j

beruht auf

Z

R

1

w(x)

dx �

Z

R

e

�

p

jxj

dx < +1;

was niht nur

1

w

2 L

1

(R) mit sih bringt, sondern wegen e

p

j�j

� 1 auh noh

1

w

;

1

w

2

2 L

1

(R) \

L

2

(R).

Es ist

Z

R

j log

1

w(t)

2

j

1 + t

2

dt = 2

Z

R

logw(t)

1 + t

2

dt < +1:

Es existiert von daher aufgrund des Satzes von Paley und Wiener, genauer: Teilaussage 4.1,

eine Funktion f 2 L

2

(R) mit f(x) = 0 f

�

ur fast alle x � 0 und jFf j =

1

w

2

. Wir setzen h := Ff .

Wegen jhj =

1

w

2

ist sowohl h 2 L

1

(R)\L

2

(R), was f

-

= F(Ff) =



Ff =

b

h und f stetig bedeutet,

als auh hw 2 L

1

(R), was h 2 L

1

w

(R) zur Folge hat. Insbesondere ist damit f

-

2 F

w

(R). Da w

symmetrish ist, liegt mit h auh h

-

in L

1

w

(R). Eine leihte Rehnung zeigt f =

b

h

-

=

b

h

-

und

damit f 2 F

w

(R).

Sei nun ex := supfx 2 R : f(x) 6= 0g � 0. Sei Æ :=

1

2

d(t; V



) > 0. Dann existiert x

0

2 R mit

f(x

0

) 6= 0 und ex� Æ < x

0

< ex. (Man beahte, da� f niht identish vershwinden kann.)
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Mit h

-

liegt auh h

-

e

i(t�x

0

)�

in L

1

w

(R) und es gilt f

�

ur alle y 2 R

�

h

-

e

i(t�x

0

)�

�

b

(y) =

1

p

2�

Z

R

Ff(�x)e

i(t�x

0

)x

e

�iyx

dx =

1

p

2�

Z

R

Ff(x)e

�i(t�x

0

�y)x

dx

= f

-

(t� x

0

� y) = f(y � t+ x

0

) = (�

t�x

0

f)(y)

bzw. �

t�x

0

f 2 F

w

(R). F

�

ur alle y � t + Æ ist (�

t�x

0

f)(y) = 0. Entsprehend zeigt man, da�

�

t+x

0

f

-

2 F

w

(R) ist, wobei (�

t+x

0

f

-

)(y) = 0 f

�

ur alle y � t� Æ ist. Die gesuhte Funktion bg l

�

a�t

sih somit de�nieren durh

bg :=

(�

t�x

0

f) (�

t+x

0

f

-

)

f(x

0

)

2

:

O�enbar ist bg(t) = 1 und suppbg � [t� Æ; t + Æ℄ � V . �

B. Regularit

�

at von F

%

(�) f

�

ur % vom Typ BD

Bezeihnen wir mit C

2�

(R) die Menge der 2�-periodishen, stetigen Funktionen auf R, mit '

die Abbildung ' : F

%

(�) ! C

2�

(R), ba 7! '(ba), wobei '(ba) : R ! C , x 7! ba(e

ix

), und mit

F

2�

%

(R) die Menge '(F

%

(�)), so ist eine 2�-periodishe, stetige Funktion f 2 F

2�

%

(R) dadurh

harakterisiert, da� mit

a

f

n

:=

1

2�

Z

�

��

f(x)e

�inx

dx f

�

ur alle n 2 Z

(a

f

n

)

n2N

in `

1

%

(Z) liegt

9

. Es ist n

�

amlih f

�

ur alle f = '(ba)

a

f

n

=

1

2�

Z

�

��

f(x)e

�inx

dx =

1

2�

Z

�

��

'(ba)e

�inx

dx =

1

2�

Z

�

��

X

m2Z

a

m

e

i(m�n)x

dx = a

n

;

insbesondere ist ' damit als Abbildung F

%

(�)! F

2�

%

(R) bijektiv.

Versehen wir F

2�

%

(R) mit der Norm

k'(ba)k := kbak

%

; ba 2 F

%

(�);

so sind F

2�

%

(R) und F

%

(�) isometrish isomorphe Banahalgebren (mit jeweils punktweiser Mul-

tiplikation).

4.3 Satz: F

�

ur alle % vom Typ BD auf Z, t 2 R und 0 < Æ < � existiert eine 2�-periodishe,

stetige Funktion g 2 F

2�

%

(R) mit g(t) = 1 und g(x) = 0 f

�

ur alle x 2 [t��; t�Æ℄[ [t+Æ; t+�℄.

� Beweis : Wie im Beweis von Satz 4.2 k

�

onnen wir % symmetrish mit % � e

p

j�j

annehmen.

(Es ist F

2�

%

2

(R) � F

2�

%

1

(R) f

�

ur %

2

� %

1

). Wir de�nieren � : R ! R durh

�(x) :=

1

%

2

n

(1 + x

2

)

f

�

ur x 2 [n�

1

2

; n+

1

2

); n 2 Z:

9

a

f

n

ist der n-te FourierkoeÆzient, wie man ihn f

�

ur 2�-periodishe,

�

uber ein Intervall der L

�

ange 2� integrierbare

Funktionen de�niert.
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Wegen %

n

� 1 f

�

ur alle n 2 Z ist j�(x)j �

1

1+x

2

und � 2 L

1

(R) \ L

2

(R) mit �(x) > 0 f

�

ur alle

x 2 R. Au�erdem ist

Z

R

j log �(x)j

1 + x

2

dx =

X

n2Z

n+

1

2

Z

n�

1

2

j log �(x)j

1 + x

2

dx =

X

n2Z

n+

1

2

Z

n�

1

2

2 log %

n

1 + x

2

dx+

Z

R

log(1 + x

2

)

1 + x

2

dx

| {z }

<+1

< +1;

da

X

n2Z

n+

1

2

Z

n�

1

2

log %

n

1 + x

2

dx =

X

n2Z

log %

n

1 + n

2

(1 + n

2

)

n+

1

2

Z

n�

1

2

1

1 + x

2

dx

� max

(

1 + n

2

1 + n

2

� jnj+

1

4

: n 2 Z

)

X

n2Z

log %

n

1 + n

2

< +1:

Aussage 4.1 impliziert somit die Existenz einer Funktion f 2 L

2

(R) mit f(x) = 0 f

�

ur fast alle

x � 0 und jFf j = �. Wir setzen h := Ff . Wegen � 2 L

1

(R) \L

2

(R) sind f

-

= F(Ff) =



Ff =

b

h

und f stetig.

Sei ex := supfx 2 R : f(x) 6= 0g � 0 und x

0

2 R mit ex� Æ < x

0

< ex und f(x

0

) 6= 0 (vgl. mit

dem Beweis von Satz 4.2). Mit f 2 L

2

(R) sind auh �

t�x

0

f; �

t+x

0

f

-

2 L

2

(R) und es gilt

G := (�

t�x

0

f)(�

t+x

0

f

-

) 2 L

1

(R)

mit suppG � [t � Æ; t + Æ℄ und G(t) = f(x

0

)

2

6= 0. Sei g die 2�-periodishe, stetige Funktion,

die man als Fortsetzung von Gj

[t��;t+�℄

auf R erh

�

alt (man beahte: G(t� �) = G(t+ �) = 0).

O�enbar ist g(t) = G(t) 6= 0 und g(x) = 0 f

�

ur alle x 2 [t � �; t � Æ℄ [ [t + Æ; t + �℄. Ohne

Einshr

�

ankung k

�

onnen wir g(t) = 1 annehmen. Es mu� dann nur noh gezeigt werden, da�

g 2 F

2�

%

(R) ist.

Im Beweis von Satz 4.2 hatten wir

�

t�x

0

f =

�

h

-

e

i(t�x

0

)�

�

b

und �

t+x

0

f

-

=

�

he

i(t+x

0

)�

�

b

hergeleitet. Es ergibt sih f

�

ur alle n 2 Z

a

g

n

=

1

2�

Z

�

��

g(x)e

�inx

dx =

1

2�

Z

t+�

t��

G(x)e

�inx

dx =

1

2�

Z

R

G(x)e

�inx

dx

=

1

p

2�

b

G(n) =

1

p

2�

�

�

h

-

e

i(t�x

0

)�

�

b

�

he

i(t+x

0

)�

�

b

�

b

(n)

=

1

p

2�

�

h

-

e

i(t�x

0

)�

� he

i(t+x

0

)�

�

bb

(n) =

1

p

2�

�

h

-

e

i(t�x

0

)�

� he

i(t+x

0

)�

�

(�n)

und damit

ja

g

�n

j �

1

p

2�

Z

R

jh

-

(n� t)h(t)j dt =

1

p

2�

Z

R

jFf(t� n)Ff(t)j dt
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=

1

p

2�

Z

R

�(t� n)�(t) dt �

1

p

2�

X

m2Z

m+

1

2

Z

m�

1

2

dt

%

2

m

(1 + t

2

)%

2

m�n

(1 + (t� n)

2

)

�

1

p

2�

1

%

2

n

Z

R

dt

(1 + t

2

)(1 + (t� n)

2

)

�

K

%

2

n

mit einer Konstanten K > 0. Aus Symmetriegr

�

unden ist somit

ja

g

n

j%

n

�

K

%

n

� Ke

�

p

jnj

f

�

ur alle n 2 Z. Dies bringt

X

n2Z

ja

g

n

j%

n

� K

X

n2Z

e

�

p

jnj

< +1

mit sih, also g 2 F

2�

%

(R). �

4.4 Korollar: F

�

ur ein Gewihte % vom Typ BD auf Z ist F

%

(�) als Funktionenalgebra regul

�

ar.

� Beweis : Es ist zu zeigen, da� f

�

ur alle kompakten Teilmengen K von � und jedes �

0

2 �nK

eine Funktion ba 2 F

%

(�) existiert mit ba(�

0

) = 1 und ba(�) = 0 f

�

ur alle � 2 K.

Bildet man

e

K := supp�

K

(e

i�

) � R und betrahtet man t 2 R mit e

it

= �

0

, so ist

e

K ab-

geshlossen mit t =2

e

K. Sei 0 < Æ < � mit Æ <

1

2

d(t;

e

K). Nah Satz 4.3 existiert dann eine

2�-periodishe, stetige Funktion g 2 F

2�

%

(R) mit g(t) = 1 und g(x) = 0 f

�

ur alle x 2

e

K (genauer:

supp g �

S

n2Z

[t� Æ + 2�n; t+ Æ + 2�n℄). Es leistet dann '

�1

(g) das Verlangte. �

Die bis zu dieser Stelle dargebotenen Ausf

�

uhrungen erlauben es uns von den regul

�

aren Beur-

ling-Algebren F

%

(�) und F

w

(R) als von denen zu reden, deren Gewihte der Bedingung von

Beurling-Domar gen

�

ugen, und umgekehrt. Vom Beginn von x3 an bis jetzt haben wir gerade

F

%

(�);F

w

(R) regul

�

ar

als Funktionenalgebren

m

%;w vom Typ BD

9

>

>

>

=

>

>

>

;

)

F

%

(�);F

w

(R) regul

�

ar

als Banahalgebren

gezeigt.

C. Funktionen

b

f 2 F

w

(R) mit kompaktem Tr

�

ager

Wir haben in Proposition 1.10 gesehen, da� die stetigen Funktionen f 2 L

1

w

(R) mit kompaktem

Tr

�

ager bzgl. der L

1

w

(R)-Norm diht in L

1

w

(R) liegen. In diesem Abshnitt wenden wir uns der

Frage zu, ob f

�

ur die Funktionen

b

f 2 F

w

(R) mit kompaktem Tr

�

ager bzgl. der F

w

(R)-Norm

diesselbe Dihtheitsaussage gilt. In Proposition 4.9 wird diese Frage positiv beantwortet werden.

Bis dahin m

�

usse wir in Form einiger Lemmata Vorbereitungen tre�en.
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Mit L

1

w

(R)



bezeihnen wir die Menge der stetigen Funktionen in L

1

w

(R), die kompakten

Tr

�

ager haben. Ebenso stehe F

w

(R)



f

�

ur die Menge der (stetigen) Funktionen

b

f 2 F

w

(R), die

kompakten Tr

�

ager haben.

4.5 Lemma: Sei w vom Typ BD auf R und V eine Umgebung der 0 in R. Dann existiert eine

niht-negative Funktion

b

f 2 F

w

(R),

b

f 6� 0, mit supp

b

f � V .

� Beweis : Ohne Einshr

�

ankung k

�

onnen wir w symmetrish annehmen (vgl. mit dem Beginn

des Beweises von Proposition 4.2).

Aufgrund der Regularit

�

at von F

w

(R) als Funktionenalgebra (Proposition 4.2) existiert eine

Funktion bg 6� 0 in F

w

(R) mit suppbg � V . Da w symmetrish ist, liegt mit g auh g

-

in

L

1

w

(R). Ein leihte Rehnung zeigt

b

g

-

= bg. Somit k

�

onnen wir

b

f := bgbg 2 F

w

(R) betrahten und

feststellen, da�

b

f 6� 0 und niht-negative mit supp

b

f � V ist. �

4.6 Sei K eine kompakte Teilmenge von Rnf0g, und sei f

�

ur x 2 R die Funktion �

x

: R ! R

de�niert durh �(t) :=

�

�

1 + e

ixt

�

�

2

. Dann ist �

x

f

�

ur alle x 2 R stetig und damit O

x

:= �

�1

x

(�2; 2)

o�en mit 0 62 O

x

f

�

ur alle x 2 R. F

�

ur t 6= 0 existiert x

0

2 R mit

�

�

1 + e

ix

0

t

�

�

2

< 2 (z.B.

x

0

=

�

t

). Daher ist t 2 O

x

0

und fO

x

g

x2R

eine o�ene

�

Uberdekung von Rnf0g. Wegen K �

Rnf0g kompakt ist fO

x

g

x2R

eine o�ene

�

Uberdekung von K; es existieren somit endlih viele

x

1

; :::; x

n

2 R, n 2 N, mit K �

S

n

k=1

O

x

k

. Wir de�nieren hiermit eine Funktion

g : R ! R; t 7!

1

2

2n

n

Y

k=1

�

�

1 + e

ix

k

t

�

�

2

:

O�enbar ist g stetig mit 0 � g(t) � 1 f

�

ur alle t 2 R und g(0) = 1. F

�

ur t 2 K existiert

j 2 f1; :::; ng mit t 2 O

x

j

, d.h.

�

�

1 + e

ix

j

t

�

�

2

< 2. Da f

�

ur k 2 f1; :::; ng, k 6= j, die Beziehung

1

2

2

�

�

1 + e

ix

k

t

�

�

2

< 1 besteht, gilt 0 � g(t) �

1

2

f

�

ur alle t 2 K. Wir werden diese Funktion

g, die in Abh

�

angigkeit der kompakten Menge K � Rnf0g konstruiert wurde, im Beweis des

nahfolgenden Lemmas ben

�

otigen.

4.7 Lemma: Sei w von Typ BD auf R und V eine Umgebung der 0 in R. Dann existiert eine

stetige Funktion f 2 L

1

w

(R) mit 0 � f(t) � 1 f

�

ur alle t 2 R, f(0) = 1, 0 � f(t) �

1

2

f

�

ur alle

t 2 RnV sowie

b

f 2 F

w

(R)



.

� Beweis : Ohne Einshr

�

ankung k

�

onnen wir w symmetrish annehmen (vgl. mit dem Beginn

des Beweises von Proposition 4.2).

Nah Lemma 4.5 existiert zu gegebener, relativ-kompakter Umgebung U � V der 0 eine niht-

negative Funktion

b

h 6� 0 in F

w

(R), deren Tr

�

ager in U liegt. Aus der Kompaktheit von supp

b

h

folgern wir

b

h 2 L

1

(R). Die Inversionsformel 3.3 liefert f

�

ur alle t 2 R (bei passender Wahl von

h in der entsprehenden Restklasse):

jh(t)j =

�

�

�

�

1

p

2�

Z

R

b

h(x)e

ixt

dx

�

�

�

�

�

1

p

2�

Z

R

b

h(x) dx

= h(0):
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Es ist dann h(0) 6= 0 sowie h 2 C

0

(R) \ L

1

w

(R). Da w symmetrish ist, ist auh h 2 C

0

(R) \

L

1

w

(R), und wir k

�

onnen eine Abildung r : R ! R de�nieren durh

r(t) :=

h(t)h(t)

h(0)

2

; t 2 R:

O�ensihtlih ist r stetig mit 0 � r(t) � 1 f

�

ur alle t 2 R und r(0) = 1. Wegen sup

t2R

jh(t)j <

+1 und h 2 L

1

w

(R) gilt r 2 L

1

w

(R). Wir zeigen, da� br kompakten Tr

�

ager hat. Wegen

b

h

-

=

b

h

-

und

b

h =



h

-

haben

b

h

-

,



h

-

und

b

h

-

�



h

-

kompakten Tr

�

ager. Es ist

�

b

h

-

�

b

h

-

�

b

= hh

und wegen br =

1

h(0)

2

�

b

h

-

�

b

h

-

�

-

hat br damit kompakten Tr

�

ager.

Wegen r 2 C

0

(R) existiert eine kompakte Menge F , so da� f

�

ur alle t 2 RnF gilt: 0 � r(t) �

1

2

.

Sei K := FnV . Dann ist K kompakt und enth

�

alt niht die 0. Sei g eine gem

�

a� unseren

�

Uberle-

gungen in 4.6 konstruierte Funktion mit 0 � g(t) � 1 f

�

ur alle t 2 R, g(0) = 1 und 0 � g(t) �

1

2

f

�

ur alle t 2 K. Wir de�nieren dann die gesuhte Funktion f : R ! C durh f(t) := r(t)g(t).

Da g stetig und beshr

�

ankt und r 2 C

0

(R)\L

1

w

(R) ist, ist f 2 C

0

(R)\L

1

w

(R). Au�erdem sieht

man leiht 0 � f(t) � 1 f

�

ur alle t 2 R, f(0) = r(0)g(0) = 1 und 0 � f(t) �

1

2

f

�

ur alle t 2 RnV

(man untersheide die beiden F

�

alle t 2 RnF und t 2 K). Da g eine endlihe Linearkombina-

tion von Ausdr

�

uken der Form e

ixt

mit x 2 R ist, ist

b

f eine endlihe Linearkombination von

Translationen von br; somit ist der Tr

�

ager von

b

f kompakt. �

4.8 Lemma: Sei w ein Gewiht vom Typ BD auf R, sei V eine Umgebung der 0 in R und

sei " > 0 beliebig. Dann existiert eine Funktion bg 2 F

w

(R)



, die folgende Darstellung als

Summer zweier Funktionen in F

w

(R) besitzt:

bg = bg

1

+ bg

2

;

wobei kbg

1

k

w

< " und g

2

stetig, niht-negativ mit supp g

2

� V und

R

V

g

2

(x) dx = 1.

� Beweis : Wir nehmen ohne Einshr

�

ankung an, da� V relativ-kompakt ist.

Gem

�

a� Lemma 4.7 w

�

ahlen wir eine stetige Funktion f 2 L

1

w

(R) mit 0 � f � 1, f(0) = 1,

0 � f(t) �

1

2

f

�

ur alle t 2 RnV und

b

f 2 F

w

(R)



. Sei K := ft 2 R : f(t) �

2

3

g � V . Dann ist

K kompakt und wir k

�

onnen eine Funktion k 2 C

0

(R) mit 0 � k � 1, kj

K

� 1 und kj

RnV

� 0

w

�

ahlen. O�ensihtlih ist 0 <

R

R

k(t)f(t)

n

dt � 1 f

�

ur alle n 2 N und wir k

�

onnen ein d

n

2 R

bestimmen mit

d

n

Z

V

k(t)f(t)

n

dt = 1:

Es ist d

n

� 1 f

�

ur alle n 2 N. F

�

ur 0 < Æ <

1

2

beliebig und r =

1

1+Æ

folgt

2

3

< r < 1 und

1 = d

n

Z

V

k(t)f(t)

n

dt � d

n

Z

ft:f(t)�rg

f(t)

n

dt � d

n

r

n

�(t : f(t) � r);
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d.h.

1 �

n

p

d

n

�

1

r

n

p

�(t : f(t) � r)

! 1 + Æ f

�

ur n!1:

Da 0 < Æ <

1

2

beliebig war, folgt lim

n!1

n

p

d

n

= 1.

F

�

ur n 2 N sei nun h

n

: R ! R, t 7! d

n

(1� k(t))f(t)

n

. Es gilt:

kh

n

k

1;w

=

1

p

2�

Z

R

d

n

(1� k(t))f(t)

n

w(t) dt =

1

p

2�

Z

V nK

d

n

(1� k(t))f(t)

n

w(t) dt

�

C�(V nK)

p

2�

d

n

�

2

3

�

n

;

wobei C > 0 eine obere Shranke f

�

ur w auf V nK ist. Man bestimme ein n

0

2 N so, da�

kh

n

0

k

1;w

< " ist und setze g

1

:= h

n

0

sowie g

2

:= d

n

0

kf

n

0

. O�ensihtlih ist g

2

niht-negativ

mit supp g

2

� V und

R

V

g

2

(t) dt = d

n

R

V

k(t)f(t)

n

dt = 1.

Die Kompaktheit des Tr

�

agers von bg mit g := g

1

+ g

2

= d

n

f

n

beweisen wir so: Da

b

f kompakten

Tr

�

ager hat und da

b

f

-

=

b

f

-

ist, hat auh

b

f

-

kompakten Tr

�

ager (und liegt in L

1

(R)). Dasselbe

gilt dann auh f

�

ur

b

f

-

�n

. Als Folgerung ergibt sih

�

b

f

-

�n

�

b

= f

n

. Wegen



f

n

=

�

b

f

-

�n

�
-

=

b

f

n

ist damit die Kompaktheit von suppbg nahgewiesen

10

. �

4.9 Proposition: F

w

(R)



liegt bzgl. der F

w

(R)-Norm diht in F

w

(R).

� Beweis : Wir zeigen, da� f

�

ur alle f 2 L

1

w

(R)



und alle " > 0 eine Funktion

b

h 2 F

w

(R)



existiert, so da� k

b

f �

b

hk

w

< " gilt. Da L

1

w

(R)



bzgl. k � k

1;w

diht in L

1

w

(R) liegt, und damit

n

b

f : f 2 L

1

w

(R)



o

diht in F

w

(R), folgt hieraus die Behauptung.

Ohne Einshr

�

ankung sei k

b

fk

w

6= 0. Aufgrund der Stetigkeit von ' : R ! R, s 7! kf � �

s

fk

1;w

(Proposition 1.12), ist die Menge V := '

�1

�

�

"

2

;

"

2

�

eine o�ene Umgebung der 0. Zu V und

"

2k

b

fk

w

w

�

ahlen wir nun eine gem

�

a� Lemma 4.8 existierende Funktion bg 2 F

w

(R)



mit bg = bg

1

+bg

2

,

kbg

1

k

w

<

"

2k

b

fk

w

, g

2

niht-negativ, supp g

2

� V und

R

V

g

2

(x) dx = 1. Dann gilt:

k

b

f �

b

fbgk

w

� k

b

f �

b

fbg

2

k

w

+ k

b

fbg

1

k

w

< k

b

f �

b

fbg

2

k

w

+

"

2

:

Wir sind fertig, wenn wir noh k

b

f �

b

fbg

2

k

w

<

"

2

gezeigt haben und dann

b

h :=

b

fbg setzen.

F

�

ur die Norm k

b

f �

b

fbg

2

k

w

ergibt sih:

k

b

f �

b

fbg

2

k

w

=

1

p

2�

Z

R

jf � f � g

2

jw d�

=

1

p

2�

Z

R

�

�

�

�

Z

V

f(t)g

2

(s) ds�

Z

V

f(t� s)g

2

(s) ds

�

�

�

�

w(t) dt

�

Z

V

g

2

(s)

1

p

2�

Z

R

jf(t)� f(t� s)jw(t) dt ds (Fubini)

=

Z

V

g

2

(s)kf � �

s

fk

1;w

ds <

"

2

Z

V

g

2

(s) ds =

"

2

:

10

Bei der letzten Gleihheit wurde (f � g)

-

= f

-

� g

-

benutzt.
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�

x5

Eigenshaften regul

�

arer Beurling-Algebren

In x3 und x4 haben wir in aller Ausf

�

uhrlihkeit die Regularit

�

at derjenigen Beurling-Algebren

nahgewiesen, deren Gewihte der Bedingung von Beurling-Domar gen

�

ugen. Wir haben au-

�erdem festgestellt, da� in diesem Fall die Gelfandtransformation mit der (eingeshr

�

ankten)

Fouriertransformation

�

ubereinstimmt. Auf diese Art und Weise ist es uns nunmehr m

�

oglih,

s

�

amtlihe Ergebnisse aus x2 auf die Situation der Beurling-Algebren zu

�

ubertragen. Diesem Un-

terfangen ist x5 gewidmet. Dabei orientieren wir uns an denjenigen Aussagen, die im weiteren

Verlauf dieser Arbeit von Bedeutung sein werden.

Wir erinnern daran, da� durh die De�nition von F

%

(�) und F

w

(R) die Gelfandtransforma-

tion als Identit

�

at

(F

%

(�); k � k

%

)! (F

%

(�); k � k

1

);

(F

w

(R); k � k

w

)! (F

w

(R); k � k

1

);

augefa�t werden kann. Die Elemente von F

%

(�) und F

w

(R) werden als Bilder von Elementen

aus `

1

%

(Z) und L

1

w

(R) unter der jeweiligen Fouriertransformation geshrieben.

Im folgenden seien % und w Gewihte vom Typ BD auf Z bzw. R; die Beurling-Algebren

F

%

(�) und F

w

(R) sind dann regul

�

are Banahalgebren. Wir

�

ubertragen die Begri�e H

�

ulle und

Kern aus x2. Die Bildung der H

�

ulle ist eine Abbildung h, die jedem abgeshlossenen Ideal I in

einer kommutativen Banahalgebra A eine Teilmenge von M

A

zuordnet. Da wir M

F

%

(�)

mit

� undM

F

w

(R)

mit R identi�ziert haben, wollen wir die H

�

ulle eines abgeshlossenen Ideals I in

F

%

(�) oder F

w

(R) als eine Teilmenge von � oder R au�assen

11

:

h(I) = f� 2 � : I � ker�

�

g = f� 2 � : ba(�) = 0 f

�

ur alle ba 2 Ig; I � F

%

(�); (17)

h(I) = ft 2 R : I � ker�

t

g = ft 2 R :

b

f(t) = 0 f

�

ur alle

b

f 2 Ig; I � F

w

(R): (18)

Beim Kern wollen wir ganz

�

ahnlih verfahren. Er soll als Abbildung auf Teilmengen von �

und R aufgefa�t werden, und niht als Abbildung auf Teilmengen multiplikativer Linearformen:

k(F ) =

\

�2F

ker�

�

= fba 2 F

%

(�) : ba(�) = 0 f

�

ur alle � 2 Fg; F � �;

k(F ) =

\

t2F

ker�

t

= f

b

f 2 F

w

(R) :

b

f(t) = 0 f

�

ur alle t 2 Fg; F � R:

5.1 Proposition: Sei % ein Gewiht vom Typ BD auf Z und I ein abgeshlossenes Ideal in

F

%

(�). Es gilt:

a) Aus h(I) = ; folgt I = F

%

(�).

b) Aus h(I) = f�g f

�

ur ein � 2 � folgtM

F

%

(�)=I

= f

e

�g mit

e

� : F

%

(�)=I ! C ,

e

�([ba℄) = ba(�).

11

Wir wollen in diesem Zusammenhang allerdings keine neuen Bezeihnungen einf

�

uhren.
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Sei w ein Gewiht vom Typ BD auf R und I ein abgeshlossenes Ideal in F

w

(R). Es gilt:

) Aus h(I) = ; folgt I = F

w

(R).

d) Aus h(I) = ftg f

�

ur ein t 2 R folgt M

F

w

(R)=I

= f

e

tg mit

e

t : F

w

(R)=I ! C ,

e

t([

b

f ℄) =

b

f(t).

� Beweis : Die Aussagen a) und b) folgen direkt aus Proposition 2.5. Zum Nahweis von

) und d) sei I ein abgeshlossenes Ideal in F

w

(R). Sei h(I) = ;. Dann existiert zu jedem

b

f 2 F

w

(R)



nah Propostion 2.7 ein bg 2 I mit bgj

supp

b

f

� 1. Dann ist

b

f = bg

b

f 2 I, und wegen

der Dihtheit von F

w

(R)



in F

w

(R) (Proposition 4.9) folgt hieraus I = F

w

(R). Damit ist )

gezeigt. Sei nun h(I) = ftg f

�

ur ein t 2 R. F

�

ur

b

f 2 F

w

(R) mit t =2 supp

b

f und eine gem

�

a� 1.18

gew

�

ahlte approximative Eins (u

n

)

n2N

in L

1

w

(R) gilt

b

f = lim

n!1

b

fu

n

in F

w

(R). Nah Proposition

4.9 gibt es Funktionen v

n

2 F

w

(R)



mit ku

n

�v

n

k

w

<

1

n

f

�

ur alle n 2 N. F

�

ur alle n 2 N ist

b

f

n

:=

b

fbv

n

2 F

w

(R)



mit t =2 supp

b

f

n

. Wegen

k

b

f �

b

f

n

k

w

� k

b

f �

b

fbu

n

k

w

+

1

n

k

b

fk

w

folgt

b

f = lim

n!1

b

f

n

in F

w

(R). Nah Proposition 2.7 existieren Funktionen

b

h

n

2 I mit

b

h

n

j

supp

b

f

n

�

1 f

�

ur alle n 2 N. Es ist dann

b

f = lim

n!1

b

f

n

= lim

n!1

b

f

n

b

h

n

2 I. Damit ist d) gezeigt. �

Beim Beweis von d) in Proposition 5.1 haben wir die folgende Aussage gezeigt:

5.2 Korollar: Sei w ein Gewiht vom Typ BD auf R und I ein abgeshlossenes Ideal in F

w

(R)

mit h(I) = ftg f

�

ur ein t 2 R. F

�

ur alle

b

f 2 F

w

(R) mit t 62 supp

b

f gilt dann

b

f 2 I.

Korollar 5.2 wird an sp

�

aterer Stelle noh von Nutzen sein.

5.3 Proposition: Seien % und w Gewihte vom Typ BD auf Z und R.

a) Sei F � � kompakt. Ist ba 2 F

%

(�) mit ba(�) 6= 0 f

�

ur alle � 2 F , so existiert ein

b

b 2 F

%

(�)

mit

b

b(�) =

1

ba(�)

f

�

ur alle � 2 F .

b) Sei F � R kompakt. Dann existiert eine Funktion be 2 F

w

(R) mit bej

F

� 1. Ist

b

f 2 F

w

(R)

mit

b

f(t) 6= 0 f

�

ur alle t 2 F , so existiert eine Funktion bg 2 F

w

(R) mit bg(t) =

1

b

f(t)

f

�

ur

alle t 2 F .

� Beweis :

a) Mit F

%

(�) enth

�

alt auh die Banahalgebra F

%

(�)=k(F ) eine Eins. Da M

F

%

(�)=k(F )

�

=

F im

Sinne von Proposition 2.6 ist, folgt aus

e

�

�

([ba℄) = �

�

(ba) = ba(�) 6= 0 f

�

ur alle � 2 F , da� [ba℄ in

F

%

(�)=k(F ) invertierbar ist. Setzen wir [

b

b℄ := [ba℄

�1

, so gilt

b

b(�)ba(�) = 1 f

�

ur alle � 2 F .

b) Wegen der Kompaktheit von F gibt es nah Proposition 2.7 mit I = A = F

w

(R) ein

be 2 F

w

(R) mit bej

F

� 1. Dann ist [be℄ Einselement in F

w

(R)=k(F ), und man kann wie in a)

argumentieren. �
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Wir f

�

uhren f

�

ur eine abgeshlossene Menge F � � bzw. F � R die Mengen F

%

(F ) bzw. F

w

(F )

ein:

F

%

(F ) := fba 2 F

%

(�) : suppba � Fg; F = F � �

F

w

(F ) := f

b

f 2 F

w

(R) : supp

b

f � Fg; F = F � R

5.4 Lemma:

a) F

%

(F ) ist ein abgeshlossener Unterraum von F

%

(�).

b) F

w

(F ) ist ein abgeshlossener Unterraum von F

w

(R).

� Beweis : a) F

�

ur eine Folge (ba

(n)

)

n2N

� F

%

(F ) mit ba

(n)

! ba f

�

ur n ! 1, ba 2 F

%

(�), gilt

aufgrund der Stetigkeit der Gelfandtransformation

j(ba

(n)

� ba)(�)j � kba

(n)

� bak

1

� kba

(n)

� bak

%

:

F

�

ur � =2 F ist ba(�) = 0 wegen jba(�)j � kba

(n)

� bak

%

! 0 f

�

ur n!1.

b) analog �

Zum Abshlu� geben wir noh eine Klasse von Abbildungen auf F

%

(�) an. Es handelt sih

hierbei um Multiplikationsoperatoren. Sei f

�

ur ba 2 F

%

(�) die Abbildung M

ba

de�niert durh

M

ba

: F

%

(�)! F

%

(�);

b

b 7! ba

b

b:

Dann ist M

ba

o�ensihtlih wohlde�niert und stetig linear mit kM

ba

k = kbak

%

.

Ist e insbesondere die Folge mit e

n

= 1 f

�

ur n = 1, e

n

= 0 f

�

ur n 6= 1, so istM

be

b

b(�) = �

b

b(�) f

�

ur

alle � 2 �. Da die Abbildung M

be

in Kapitel II oft ben

�

otigt werden wird, wollen wir sie einfah

nur mit M bezeihnen. Es gilt kMk = 1.

F

�

ur alle ba 2 F

%

(�) und jede abgeshlossene Menge F � � ist F

%

(F ) invariant unter M

ba

, d.h.

da� M

ba

F

%

(F ) � F

%

(F ) ist. Vor allem maht es Sinn, die Abbildung

M

ba

jF

%

(F ) : F

%

(F )! F

%

(F );

b

b 7!M

ba

b

b

zu de�nieren.

5.5 Proposition: F

�

ur Gewihte % vom Typ BD auf Z und F � � abgeshlossen gilt:

�(M jF

%

(F )) � F:

� Beweis : F

�

ur � 62 F existiert nah Proposition 5.3 eine Funktion

b

b 2 F

%

(�) mit

b

b(�) =

1

���

f

�

ur alle � 2 F . Dann ist M

b

b

jF

%

(F ) die inverse, lineare Abbildung zu � �M jF

%

(F ) und damit

� 62 �(M jF

%

(F )). Das ist die Behauptung. �

Im Fall F

w

(R) k

�

onnen wir ganz

�

ahnlih vorgehen. F

�

ur jedes

b

f 2 F

w

(R) de�niert

M

b

f

: F

w

(R) ! F

w

(R); bg 7!

b

fbg
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einen stetigen linearen Operator auf F

w

(R) mit kM

b

f

k = k

b

fk

w

. Analog zu oben sind f

�

ur F =

F � R die Unterr

�

aume F

w

(F ) invariant unter diesen Multiplikationsoperatoren.

Ein Problem ergibt sih bei dem Versuh, einen OperatorM so zu de�nieren, da� (M

b

f)(t) =

�it

b

f(t) gilt f

�

ur alle t 2 R, denn i.a. liegt

�

t 7! �it

b

f(t)

�

niht mehr in F

w

(R). Der Operator

M ist allerdings immerhin noh abgeshlossen und hat dihtes Bild; wir werden dies in Kapitel

III zeigen. Trotzdem sei an dieser Stelle shon erw

�

ahnt, da� f

�

ur den eingeshr

�

ankten Operator

M jF

w

(F ) : F

w

(F ) ! F

w

(F ) eine zu Proposition 5.5 analoge Aussage gilt: f

�

ur alle kompak-

ten F � R ist �(M jF

w

(F )) � �iF , wo �(M jF

w

(F )) f

�

ur das Spektrum des unbeshr

�

ankten

Operators M jF

w

(F ) steht (x10, Abshnitt A).
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Kapitel II

Asymptotishes Verhalten diskreter

Operatorhalbgruppen

Zum Inhalt dieses Kapitels

Auf das asymptotishe Verhalten einer diskreten Operatorhalbgruppe l

�

a�t sih aus dem Erf

�

ullt-

sein geeigneter Bedingungen f

�

ur den die Halbgruppe erzeugenden Operator shlie�en. Wir wol-

len in diesem Kapitel eine solhe Bedingung herleiten. Von zentraler Bedeutung ist dabei der

Begri� des Intertwining-Operator f

�

ur diskrete Operatorhalbgruppen. In x6 und x7 wollen wir

solhe Operatoren einf

�

uhren und ihre Eigenshaften diskutieren. Die in Kapitel I behandelten

Beurling-Algebren F

%

(�) spielen hierbei ein wihtige Rolle.

Als entsheidend wird sih die Existenz eines solhen (niht-trivialen) Intertwining-Oper-

ators erweisen. Das in diesem Zusammenhang wihtige Ergebnis formulieren wir in x8.

S

�

atze

�

uber das asymptotishe Verhalten diskreter Operatorhalbgruppe sind in

�

ahnliher

Form bereits an anderer Stelle bewiesen worden. In x9 werden wir { neben unserem eigenen

Ergebnis { diesen Resultaten Rehnung tragen und auf Untershiede eingehen.

x6 Diskrete Intertwining-Operatoren, grundlegende Eigenshaften : : : : : : : : : : : : 41

x7 Weiterf

�

uhrende Eigenshaften diskreter Intertwining-Operatoren : : : : : : : : : : 44

x8 Existenz diskreter Intertwining-Operatoren : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47

x9 Asymptotishes Verhalten diskreter Operatorhalbgruppen : : : : : : : : : : : : : : : : 52

F

�

ur die Dauer dieses Kapitels stehe X f

�

ur einen beliebigen Banahraum und X

0

f

�

ur dessen

topologishen Dualraum. Zu T 2 L(X) ist der adjungierte Operator T

0

: X

0

! X

0

erkl

�

art durh

T

0

� = � Æ T f

�

ur alle � 2 X

0

:

Es gilt �(T

0

) = �(T ) und kT

0

k = kTk.

x6

Diskrete Intertwining-Operatoren, grundlegende Eigenshaften

In diesem Paragraphen f

�

uhren wir Intertwining-Operatoren f

�

ur diskrete Operatorhalbgruppen

ein, die wir der K

�

urze wegen als diskrete Intertwining-Operatoren bezeihnen werden.

41



42 Kapitel II. Asymptotishes Verhalten diskreter Operatorhalbgruppen

6.1 De�nitionen:

1) Eine Abbildung T : N ! L(X), f

�

ur die es einen beshr

�

ankten linearen Operator T auf

X gibt mit T (n) = T

n

f

�

ur alle n 2 N, nennen wir eine diskrete Operatorhalbgruppe.

Der Operator T hei�t Erzeuger der Halbgruppe.

2) Sei % ein Beurling-Domar-Gewiht auf Z, j : F

%

(�) ! X

0

eine beshr

�

ankte lineare

Abbildung und T eine diskrete Operatorhalbgruppe mit Erzeuger T . Falls f

�

ur alle ba 2

F

%

(�)

j(Mba) = T

0

j(ba) (19)

gilt

1

, nennen wir j einen diskreten Intertwining-Operator f

�

ur die Operatorhalbgruppe

T .

Die obige De�nition einer diskreten Operatorhalbgruppe hat weniger den Sinn, einen fun-

damental neuen Begri� einzuf

�

uhren, als vielmehr die Parallelit

�

at zu den sp

�

ater noh zu de�nie-

renden, stark-stetigen Operatorhalbgruppen aufzuzeigen (siehe x11). Wir werden in der Folge

vereinfahend von diskreten Intertwining-Operatoren F

%

(�) ! X

0

sprehen, ohne das hierzu

notwendige Beurling-Domar-Gewiht % auf Z und die zugeh

�

orige, diskrete Operatorhalbgruppe

jedesmal zu pr

�

azisieren; diese beiden Objekte sollen in diesem Fall automatish gegeben sein

und mit % bzw. T bezeihnet werden. Den Erzeuger von T nennen wir stets T .

Um Eigenshaften diskreter Intertwining-Operatoren besprehen zu k

�

onnen, f

�

uhren wir

zwei Hilfsmittel ein. Das eine Hilfsmittel ist ein Ideal I = I(j), welhes wir jedem diskreten

Intertwining-Operator j zuordnen k

�

onnen, das andere ist der sogenannte Tr

�

ager von j.

6.2 Lemma: Sei j : F

%

(�) ! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator. Dann existert ein

gr

�

o�tes, abgeshlossenes Ideal I(j) in F

%

(�), welhes noh vollst

�

andig in ker j enthalten

ist.

� Beweis : Wir betrahten das System �, welhes aus allen Idealen I in F

%

(�) besteht, f

�

ur

die I � ker j gilt. Da mit I und J auh I+J und I zu � geh

�

oren, ist I(j) =

S

I2�

I das gr

�

o�te

abgeshlossene Ideal in F

%

(�), welhes ganz in ker j enthalten ist. �

Das zweite Hilfsmittel ist der Tr

�

ager von j. Er ist erkl

�

art durh

supp(j) := h(I(j)) =

\

ba2I(j)

N(ba);

wobei h die H

�

ullenabbildung aus x5 und N(ba) die Nullstellenmenge von ba in � ist.

6.3 Proposition: Sei j : F

%

(�)! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator. Dann gilt:

supp(j) = ; , j � 0

1

Die Abbildung M : F

%

(�)! F

%

(�) wurde in x5 auf Seite 38 de�niert.



x6. Diskrete Intertwining-Operatoren, grundlegende Eigenshaften 43

� Beweis : Ist j � 0, so folgt ker j = F

%

(�) und damit I(j) = F

%

(�) trivialerweise. Da F

%

(�)

kommutativ und unital ist, shlie�en wir supp(j) = h(I(j)) = ;.

Umgekehrt folgt aus supp(j) = h(I(j)) = ; mit Proposition 5.1, da� I(j) = F

%

(�) und damit

j � 0 ist. �

Ist j : F

%

(�) ! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator, so erh

�

alt man durh Komposition

mit Multiplikationsoperatoren weitere Operatoren dieser Art.

6.4 Proposition: Sei j : F

%

(�) ! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator. Dann ist f

�

ur alle

ba 2 F

%

(�) auh j ÆM

ba

: F

%

(�)! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator

2

.

� Beweis : Die Stetigkeit von j ÆM

ba

ist klar. Es mu� nur die de�nierende Eigenshaft (19)

nahgepr

�

uft werden. Es ist

j ÆM

ba

(M

b

b) = j(ba(M

b

b)) = j(M(ba

b

b)) = T

0

j(ba

b

b) = T

0

j ÆM

ba

(

b

b)

f

�

ur alle

b

b 2 F

%

(�). �

Da� verm

�

oge Proposition 6.4 aus niht-trivialen tats

�

ahlih auh niht-triviale Intertwining-

Operatoren konstruiert werden k

�

onnen, ist Gegenstand von Proposition 6.6. Wir bereiten die

Beweise der nahfolgenden Aussagen durh folgende einfahe

�

Uberlegung vor.

6.5 F

�

ur jede Funktion ba 2 F

%

(�) ist baF

%

(�) = fba

b

b :

b

b 2 F

%

(�)g ein Ideal in F

%

(�). Aufgrund

der Stetigkeit der Multiplikation auf F

%

(�) ist baF

%

(�) ein abgeshlossenes Ideal in F

%

(�). Gilt

insbesondere baF

%

(�) � ker j, so mu� wegen der Abgeshlossenheit von ker j und der De�nition

von I(j) auh baF

%

(�) � I(j) sein. Wegen 1 2 F

%

(�) folgt hieraus ba 2 I(j).

6.6 Proposition: Sei j : F

%

(�) ! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator. Seien � 2 supp(j)

und ba 2 F

%

(�) mit ba(�) 6= 0. Dann ist j ÆM

ba

6� 0.

� Beweis : W

�

are j ÆM

ba

� 0, so w

�

urde baF

%

(�) � ker j und damit ba 2 I(j) folgen (Aussage

6.5). Wegen � 2 supp(j) erhielte man ba(�) = 0, ein Widerspruh. �

Die nahfolgende Proposition maht wegen Proposition 6.4 Sinn.

6.7 Proposition: Sei j : F

%

(�)! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator. F

�

ur alle ba 2 F

%

(�)

ist I(j) � I(j ÆM

ba

) und supp(j ÆM

ba

) � supp(ba) \ supp(j).

� Beweis : Seien

b

b 2 I(j) und b 2 F

%

(�) beliebig. Es gilt: j ÆM

ba

(

b

bb) = j(ba

b

bb) = 0, da wegen

b

b 2 I(j) auh ba

b

bb 2 I(j) und I(j) � ker j ist. Infolgedessen haben wir

b

bF

%

(�) � ker(j ÆM

ba

)

und Aussage 6.5 liefert

b

b 2 I(j ÆM

ba

). Damit ist I(j) � I(j ÆM

ba

).

Die Beziehung supp(j ÆM

ba

) � supp(j) folgt direkt aus dem soeben gezeigten Teil der Propo-

sition; es mu� nur noh supp(j ÆM

ba

) � supp(ba) nahgewiesen werden. Der Fall supp(ba) = �

ist trivial; wir wollen deshalb annehmen, da� es ein � 2 �nsupp(ba) gibt. Da F

%

(�) regul

�

ar

ist, existiert

b

b 2 F

%

(�) mit

b

b(�) 6= 0 und supp(

b

b) � U f

�

ur eine o�ene Umgebung U von �

2

j und j ÆM

ba

beziehen sih nat

�

urlih auf dieselbe Operatorhalbgruppe.
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mit U \ supp(ba) = ;. Wegen supp(ba) \ supp(

b

b) = ; ist ba

b

b � 0, und f

�

ur alle b 2 F

%

(�) gilt

daher j Æ M

ba

(

b

bb) = j(ba

b

bb) = 0. Folglih ist

b

bF

%

(�) � ker(j Æ M

ba

) und also (Aussage 6.5)

b

b 2 I(j ÆM

ba

). Wegen

b

b(�) 6= 0 ist � 2 �nsupp(j ÆM

ba

). Daher ist �nsupp(ba) � �nsupp(j ÆM

ba

)

oder supp(j ÆM

ba

) � supp(ba). �

6.8 Korollar: Sei j : F

%

(�)! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator, dessen Tr

�

ager supp(j)

einen isolierten Punkt � 2 � enth

�

alt

3

. Dann gibt es einen diskreten Intertwining-Operator

e| : F

%

(�)! X

0

mit supp(e|) = f�g.

�Beweis : Aufgrund der Regularit

�

at von F

%

(�) und � isoliert in supp(j) existiert ein ba 2 F

%

(�)

mit ba(�) 6= 0 und supp(ba)\ supp(j) = f�g. O�ensihtlih leistet e| := j ÆM

ba

wegen Proposition

6.3, Proposition 6.6 und Proposition 6.7 das Verlangte. �

Bei den in diesem Paragraphen nahgewiesenen Eigenshaften diskreter Intertwining-Op-

eratoren hat die Operatorhalbgruppe T , bzgl. der der Operator de�niert ist, keine allzu gro�e

Rolle gespielt. Im n

�

ahsten Paragraphen werden wir sehen, da� eine n

�

utzlihe Beziehung besteht

zwishen dem Tr

�

ager von j und dem Spektrum von T , dem Erzeuger der Halbgruppe T .

x7

Weiterf

�

uhrende Eigenshaften diskreter Intertwining-Operatoren

Bevor wir auf weitere Eigenshaften diskreter Intertwining-Operatoren eingehen, f

�

uhren wir

ein Hilfsmittel ein.

F

�

ur eine abgeshlossene Teilmenge F von C und einen beshr

�

ankten linearen Operator T

auf X de�nieren wir den Spektralraum von T zu F als

X

T

(F ) := fx 2 X : es existiert eine analytishe Funktion f : C nF ! X mit

(z � T )f(z) = x f

�

ur alle z 2 C nFg:

7.1 Proposition: Sei T ein beshr

�

ankter linearer Operator auf X und � 2 C beliebig. Dann

gilt:

X

T

(f�g) = fx 2 X : lim sup

n!1

k(�� T )

n

xk

1

n

= 0g

� Beweis : Wir k

�

onnen uns auf den Fall � = 0 beshr

�

anken, denn die allgemeine Aussage

folgt hieraus durh Vershiebung um �.

"

�\: Sei x 2 X mit lim sup

n!1

kT

n

xk

1

n

= 0 und betrahte f : C nf0g ! X, f(z) :=

1

P

n=0

(T

n

x)z

�n�1

.

Wegen lim sup

n!1

kT

n

xk

1

n

= 0 ist f auf C nf0g wohlde�niert und analytish. Es ist

(z � T )f(z) =

1

X

n=0

(T

n

x)z

�n

�

1

X

n=0

(T

n+1

x)z

�n�1

= T

0

x = x;

d.h. x 2 X

T

(f0g).

3

D.h. es existiert eine Umgebung U von � in �, die keine weiteren Punkte des Tr

�

agers enth

�

alt.
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"

�\: Sei x 2 X

T

(f0g) und f : C nf0g ! X analytish mit (z � T )f(z) = x. Da f

�

ur hinreihend

gro�e z die Abbildung z � T bijektiv ist, ist f(z) = R(z; T )x =

1

P

n=0

(T

n

x)z

�n�1

f

�

ur solhe z,

wobei R(z; T )(z�T ) = (z�T )R(z; T ) = id

X

. Da f aber analytish auf C nf0g ist, mu� sih f f

�

ur

alle z 2 C nf0g in der Form

1

P

n=0

(T

n

x)z

�n�1

darstellen lassen. Dies erzwingt lim sup

n!1

kT

n

xk

1

n

= 0.

�

7.2 Korollar: Sei T ein beshr

�

ankter linearer Operator auf dem Banahraum X. Es gilt:

ker(�� T )

n

� X

T

(f�g)

f

�

ur alle n 2 N.

� Beweis : Aus x 2 ker(�� T )

n

folgt lim sup

k!1

k(�� T )

k

xk

1

k

= 0 und damit x 2 X

T

(f�g). �

Wir wenden uns nun weiteren Eigenshaften diskreter Intertwining-Operatoren zu.

Es sei j : F

%

(�) ! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator f

�

ur die diskrete Operatorhalb-

gruppe T mit Erzeuger T . Es bezeihne Lat

%

(M) die Menge der abgeshlossenen Unterr

�

aume

von F

%

(�), die invariant sind unter M . Weiter bezeihne M jY f

�

ur Y 2 Lat

%

(M) den wohlde-

�nierten Operator M jY : Y ! Y , ba 7! Mba. Wie zuvor stehe R(�; T ) : �(T ) ! L(X) f

�

ur die

Resolvente von T . Wir erinnern, da� f

�

ur einen beshr

�

ankten linearen Operator T und seinen

adjungierten Operator die Beziehung �(T ) = �(T

0

) besteht.

7.3 Lemma: Sei j : F

%

(�) ! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator. F

�

ur alle Y 2 Lat

%

(M)

gilt:

�(M jY ) \ �(T ) = ; ) Y � ker j

� Beweis : Sei ba 2 Y beliebig und F : C ! X de�niert durh

F (z) =

(

j(R(z;M jY )ba) falls z =2 �(M jY )

R(z; T

0

)j(ba) falls z =2 �(T

0

) = �(T ):

Dann ist F eine wohlde�nierte Funktion: Wegen �(M jY ) \ �(T ) = ; ist �(M jY ) [ �(T ) = C

und F auf ganz C de�niert; f

�

ur z 2 �(M jY ) \ �(T ) gilt

(z � T

0

)j(R(z;M jY )ba) = j((z �M)R(z;M jY )ba) = j(ba);

d.h. j(R(z;M jY )ba) = R(z; T

0

)j(ba). Da sowohl R(�;M jY ) auf �(M jY ) als auh R(�; T

0

) auf

�(T

0

) = �(T ) analytish sind, folgt die Analytizit

�

at von F auf C . Da aber kF (z)k ! 0 f

�

ur

jzj ! 1 (etwa wegen kR(z; T

0

)k ! 0 f

�

ur jzj ! 1), folgt F � 0 (Liouville). Da f

�

ur gro�e z die

Resolvente R(z; T

0

) existiert und bijektiv ist, folgt insbesondere j(ba) = 0. Da ba 2 Y beliebig

war, folgt Y � ker j. �

7.4 Satz: Sei T eine diskrete Operatorhalbgruppe auf X mit Erzeuger T und sei j : F

%

(�)! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator f

�

ur T . Dann gilt:

supp(j) � �(T ):
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� Beweis : Im Falle supp(j) = ; ist nihts zu beweisen. Sei also t 2 supp(j). Wir wollen

annehmen, da� t =2 �(T ) ist. Da �n�(T ) o�en ist, w

�

urde ein Umgebung U von t existieren mit

U � U � �n�(T ) = �(T ). Mit Proposition 5.4 sieht man leiht, da� F

%

(U ) 2 Lat

%

(M) ist,

und Proposition 5.5 liefert �(M jF

%

(U)) � U . Nah Wahl von U w

�

are �(M jF

%

(U)) \ �(T ) �

U \ �(T ) = ;. Nah Lemma 7.3 erg

�

abe sih F

%

(U) � ker j. Da F

%

(U ) ein abgeshlossenes Ideal

ist, erhielte man F

%

(U) � I(j). Dies aber w

�

are ein Widerspruh, denn wegen t 2 supp(j) m

�

u�te

ba(t) = 0 f

�

ur alle ba 2 F

%

(U ) gelten, was wegen der Regularit

�

at von F

%

(�) siherlih niht der

Fall ist. Da die Annahme also falsh ist, kann nur supp(j) � �(T ) sein. �

Sei M der Multiplikationsoperator aus x5. Da I(j) als Ideal trivialerweise unter jedem Mul-

tiplikationsoperator invariant ist, bereitet es keine Probleme, die Abbildung

f

M : F

%

(�)=I(j) !

F

%

(�)=I(j) durh

f

M [ba℄ := [Mba℄

zu de�nieren.

7.5 Proposition: Sei j : F

%

(�) ! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator mit supp(j) = f�g

f

�

ur ein � 2 �. Auf F

%

(�)=I(j) existiert dann einzig die multiplikative Linearform � : [ba℄ 7!

ba(�). Es ist �

�

f

M

�

= f�g.

� Beweis : Der erste Teil der Aussage ist b) in Proposition 5.1. Bezeihnen wir mit be die

Funktion � 7! �, so ist

f

M [ba℄ = [beba℄. Nah Aussage 2.4 ist f

�

ur ein � 2 C das Element �� [be℄ 2

F

%

(�)=I(j) genau dann invertierbar, wenn �(� � [be℄) = � � be(�) = � � � 6= 0 ist. Das ist die

Aussage bzgl. des Spektrums. �

7.6 Korollar: Sei j : F

%

(�) ! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator mit supp(j) = f�g f

�

ur

ein � 2 �. Dann ist

(F

%

(�)=I(j))

f

M

(f�g) = F

%

(�)=I(j)

� Beweis :

"

�\: Diese Inklusion ist in der De�niton von (F

%

(�)=I(j))

f

M

(f�g) enthalten (vgl.

mit dem Anfang dieses Paragraphen).

"

�\: R(�;

f

M ) ist auf �(

f

M ) = C n�(

f

M ) = C nf�g analytish. F

�

ur [ba℄ 2 F

%

(�)=I(j) de�niere man

f : C nf�g ! F

%

(�)=I(j) durh f(z) := R(z;

f

M )[ba℄. Dann ist f analytish mit (z�

f

M )f(z) = [ba℄.

�

7.7 Proposition: Sei j : F

%

(�) ! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator mit supp(j) = f�g

f

�

ur ein � 2 �. Dann ist die Abbildung

e| : F

%

(�)=I(j) ! X

0

[ba℄ 7! e|([ba℄) := j(ba)

wohlde�niert mit e|(

f

M [ba℄) = T

0

e|([ba℄) f

�

ur alle ba 2 F

%

(�) und Bild e| � X

0

T

0

(f�g).

� Beweis : Der erste Teil der Proposition ist wegen I(j) � ker j klar, und die Aussage

bez

�

uglih der

"

Vertaushung\ von

f

M und T

0

rehnet man leiht nah. Sei [ba℄ 2 F

%

(�)=I(j)
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beliebig. Nah Korollar 7.6 existiert eine analytishe Funktion f : C nf�g ! F

%

(�)=I(j) mit

(z �

f

M)f(z) = [ba℄. Anwenden von e| ergibt:

e|((z �

f

M)f(z)) = (z � T

0

)e|(f(z)):

F

�

ur g : C nf�g ! X

0

, g(z) := e|(f(z)), ist g analytish mit (z � T

0

)g(z) = e|([ba℄). Es folgt:

e|([ba℄) 2 X

0

T

0

(f�g). Das ist die Behauptung. �

7.8 Korollar: Sei j : F

%

(�) ! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator. Ist � 2 � mit

X

0

T

0

(f�g) = f0g, so ist supp(j) 6= f�g.

�Beweis : W

�

are supp(j) = f�g, so w

�

urde nah Proposition 7.7 die dort de�nierten Abbildung

e| wegen Bild e| � X

0

T

0

(f�g) = f0g identish vershwinden. Dann vershwindet aber auh j, was

aufgrund von Proposition 6.3 niht sein kann. �

Der entsheidende Satz l

�

a�t sih nun folgenderma�en formulieren:

7.9 Satz: Sei j : F

%

(�)! X

0

ein diskreter Intertwining-Operator f

�

ur die diskrete Operatorhalb-

gruppe T . F

�

ur den Erzeuger T dieser Halbgruppe sei �(T )\� abz

�

ahlbar und X

0

T

0

(f�g) = f0g

f

�

ur alle � 2 �(T ) \ �. Dann ist j � 0.

�Beweis : W

�

are j 6� 0, so erg

�

abe sih nah Proposition 6.3 supp(j) 6= ;. Da �(T )\� abz

�

ahlbar

und abgeshlossen ist, und da supp(j) nah Satz 7.4 eine Teilmenge hiervon ist, enthielte supp(j)

einen isolierten Punkt � 2 �. Sei U ein o�ene Umgebung dieses � mit U \ supp(j) = f�g und

ba 2 F

%

(�) eine Funktion mit ba(�) 6= 0 und suppba � U (wir erinnern: F

%

(�) ist regul

�

ar).

Wir k

�

onnten nah Proposition 6.4 und Proposition 6.6 einen niht-vershwindenden, diskreten

Intertwining-Operator e| : F

%

(�) ! F

%

(�) de�nieren durh e| := j ÆM

ba

mit { Proposition 6.7 {

supp(e|) � supp(ba) \ supp(j) = f�g. Wegen e| 6� 0 w

�

are supp(e|) = f�g. Mit Korollar 7.8 kann

dies aber aufgrund von X

0

T

0

(f�g) = f0g niht sein. Unsere Annahme mu� von daher falsh sein,

und j tats

�

ahlih identish vershwinden. �

Im n

�

ahsten Paragraphen wenden wir uns der Frage zu, unter welhen Voraussetzungen man

die Existenz eines niht-trivialen, diskreten Intertwining-Operators f

�

ur eine diskrete Operator-

halbgruppe garantieren kann.

x8

Existenz diskreter Intertwining-Operatoren

A. Vorbereitung

Wir geben in diesem Paragraphen eine Bedingung an, unter der man die Existenz eines diskreten

Intertwining-Operators zeigen kann. Bevor wir dies jedoh in Angri� nehmen k

�

onnen, m

�

ussen

wir uns mit der niht-trivialen Konstruktion dieses Intertwining-Operators auseinandersetzen.

Wir erinnern, da� X ein beliebiger Banahraum ist, X

0

dessen topologisher Dual, und da�

wir mit T

0

den zu T 2 L(X) geh

�

orenden adjungierten Operator bezeihnen.



48 Kapitel II. Asymptotishes Verhalten diskreter Operatorhalbgruppen

Es sei � eine beliebige, reellwertige Folge

�

uber N mit �

n

� 1 f

�

ur alle n 2 N. Wir betrahten

den linearen Raum

`

1

�

(N;X

0

) :=

�

� = (�

n

)

n2N

� X

0

:

�

k�

n

k

�

n

�

n2N

2 `

1

(N; C )

�

und versehen ihn mit der Norm k�k

1;�

= sup

n2N

k�

n

k

�

n

, � 2 `

1

�

(N;X

0

).

Sei



�

(N; X

0

) :=

�

� 2 `

1

�

(N;X

0

) : lim

n!1

�

n

(x)

�

n

existiert f

�

ur alle x 2 X

�

:

O�ensihtlih ist 

�

(N; X

0

) ein linearer Teilraum von `

1

�

(N; X

0

). Die Abbildung

lim : 

�

(N; X

0

)! X

0

; lim(�)x = lim

n!1

�

n

(x)

�

n

;

ist wohlde�niert, denn die Linearit

�

at von lim(�) ist klar, und die Stetigkeit folgt aus

k lim(�)k = sup

kxk=1

�

�

�

�

lim

n!1

�

n

(x)

�

n

�

�

�

�

� k�k

1;�

:

Als Abbildung ist lim selber stetig linear mit k lim k � 1.

Wir werden nun zeigen, da� es eine Fortsetzung Lim von lim auf `

1

�

(N;X

0

) gibt, die die

folgende Eigenshaft hat: Lim hat h

�

ohstens Norm 1 und f

�

ur alle � 2 `

1

�

(N;X

0

) und alle x 2 X,

f

�

ur die lim

n!1

�

n

(x)

�

n

existiert, ist Lim (�)x = lim

n!1

�

n

(x)

�

n

. Es ist klar, da� ein solhes Lim die

Linearform lim fortsetzt. Es gen

�

ugt jedoh niht, Lim verm

�

oge Hahn-Banah zu konstruieren.

Zum Zweke der De�nition von Lim betrahten wir die R

�

aume

`

1

�

(N) =

�

z = (z

n

)

n2N

� C :

�

z

n

�

n

�

n2N

2 `

1

(N; C )

�

;



�

(N) =

�

z 2 `

1

�

(N) : lim

n!1

z

n

�

n

existiert

�

und versehen sie mit der Norm kzk

1;�

= sup

n2N

jz

n

j

�

n

, z 2 `

1

�

(N).

Es ist klar, da� 

�

(N) ein linearer Teilraum von `

1

�

(N) ist. Die Abbildung

` : 

�

(N) ! C ; z 7! lim

n!1

z

n

�

n

ist o�enbar linear und stetig mit k`k � 1. Aufgrund des Satzes von Hahn-Banah l

�

a�t sih `

normerhaltend auf `

1

�

(N) fortsetzen. Man erh

�

alt eine Linearform L : `

1

�

(N) ! C mit kL k � 1

und L j



�

(N)

= `.

Die gesuhte Abbildung Lim : `

1

�

(N; X

0

) ! C de�nieren wir so: f

�

ur � 2 `

1

�

(N;X

0

) und

x 2 X ist

Lim (�)x := L (�

n

(x))

n2N

: (20)

Wegen

j�

n

(x)j

�

n

� kxk

k�

n

k

�

n

f

�

ur alle n 2 N und damit (�

n

(x))

n2N

2 `

1

�

(N), ist L (�

n

(x))

n2N

ein wohlbestimmter Ausdruk. Die Linearit

�

at von Lim (�) folgt aus der Linearit

�

at von L. Man
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rehnet leiht kLim(�)k � k�k

1;�

nah. Shlie�lih ist Lim selber stetig linear mit kLim k � 1,

wie gew

�

unsht. Mit diesen Ausf

�

uhrungen ist dargelegt, da� die nahfolgend de�nierte Menge

niht leer ist.

L

�

:= fLim : `

1

�

(N;X

0

) ! X

0

stetig linear mit Lim ist gem

�

a� (20) de�niert

mit einer (normerhaltenden) Fortsetzung L : `

1

�

(N) ! C von `.g

F

�

ur einen beliebigen Operator T 2 L(X), Lim 2 L

�

, � 2 `

1

�

(N;X

0

) und x 2 X gilt

Lim (T

0

�)(x) = L((T

0

�

n

)x)

n2N

= Lim(�)(Tx) = (T

0

Lim(�))(x);

also Lim (T

0

�) = T

0

Lim(�).

B. Konstruktion eines diskreten Intertwining-Operators

Wir haben bereits angedeutet, da� niht f

�

ur jede diskrete Operatorhalbgruppe ein niht-

trivialer, diskreter Intertwining-Operator existieren mu�, shon gar niht f

�

ur jedes beliebige

Beurling-Domar-Gewiht % auf Z. Tats

�

ahlih werden wir die Existenz eines Intertwining-

Operators in irgendeiner Form mit diesem Gewiht % in Verbindung bringen m

�

ussen. Dies

geshieht unter der Annahme, da� f

�

ur den Erzeuger T einer diskreten Operatorhalbgruppe T

die Beziehung

kT

n

k = O(%

n

) f

�

ur n!1

gelte

4

. Wir werden im folgenden zeigen, da� unter einer solhen Bedingung ein Intertwining-

Operator konstruiert werden kann, von dem man dann unter weiteren Voraussetzungen bewei-

sen kann, da� er niht identish vershwindet.

Bei den nun folgenden Ausf

�

uhrungen denken wir uns ein Beurling-Domar-Gewiht % auf Z

sowie eine Operatorhalbgruppe T mit Erzeuger T 2 L(X) und kT

n

k = O(%

n

) f

�

ur n ! 1

gegeben.

Die Abbildung

� : F

%

(�)! L(X

0

); ba 7!

X

i2N

0

a

i

T

0

i

ist unter den gemahten Voraussetzungen wohlde�niert, denn es ist kT

0

i

k = kT

i

k; deshalb

haben wir

X

i2N

0

ka

i

T

0

i

k �

X

i2N

0

ja

i

jK%

i

< +1:

Die Linearit

�

at von � ist klar, und die Stetigkeit ist eine Folge von

k�(ba)k � Kkbak

%

:

F

�

ur k 2 Z f

�

uhren wir eine weitere Abbildung ein. Es handelt sih um

P

k

=M

k

: F

%

(�) ! F

%

(�)

ba 7! da

��k

:

4

D.h. es existiert eine Konstante K > 0 und ein n

0

2 N, so da� kT

n

k � K%

n

gilt f

�

ur alle n � n

0

. Wegen

%

n

� 1 f

�

ur alle n 2 N k

�

onnen wir ohne Einshr

�

ankung ein K > 0 annehmen mit kT

n

k � K%

n

f

�

ur alle n 2 N.
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P

k

ist eine beshr

�

ankte lineare Abbildung mit kP

k

k � %

k

. Letzteres zeigt die einfahe Rehnung

kP

k

(ba)k =

X

i2Z

ja

i�k

j%

i

�

X

i2Z

ja

i�k

j%

i�k

%

k

� %

k

kbak

%

:

Wir stellen einen Zusammenhang zwishen M und T

0

verm

�

oge der Abbildungen � und P

k

her (k 2 Z). Sei hierzu ba 2 F

%

(�) beliebig. Es ist

(�P

k

)(Mba) = �(P

k

(da

��1

)) = �(\a

��k�1

) =

X

i2N

0

a

i�k�1

T

0

i

und

T

0

(�P

k

)(ba) = T

0

�(da

��k

) = T

0

X

i2N

0

a

i�k

T

0

i

=

X

i2N

0

a

i�k

T

0

i+1

=

X

i2N

a

i�k�1

T

0

i

:

Diese beiden Formel zusammen ergeben

(�P

k

)(Mba) = T

0

(�P

k

)(ba) + a

�k�1

; (21)

was unseren gew

�

unshten Zusammenhang darstellt.

Als tehnishe Hilfsmittel de�nieren wir die nahfolgenden Mengen:

hNi := f(n

k

)

k2N

2 N

N

: n

k+1

> n

k

f

�

ur alle k 2 Ng, Menge der streng monoton

wahsenden Folgen nat

�

urliher Zahlen,

hxi := f� 2 X

0N

: �

k

(T

k

x) = kT

k

xk mit k�

k

k = 1 falls T

k

x 6= 0, �

k

= 0 falls

T

k

x = 0g, x 2 X,

� := f(x; (n

k

)

k2N

; �; l) 2 X � hNi � X

0N

� C

(X

0N

)

: � 2 hxi; l 2 L

�

, wobei

� 2 R

N

durh die Folge (n

k

)

k2N

verm

�

oge �

k

:= %

n

k

, k 2 N, festgelegt

ist.g

DaX, T und % teil unserer Voraussetzungen sind, sollen diese Bezeihner niht in die Notationen

mit aufgenommen werden. Aufgrund des Satzes von Hahn-Banah ist die Menge hxi niht leer.

Bevor wir fortfahren, wollen wir die Elemente von �, die 4-Tupel (x; (n

k

)

k2N

; �; l), interpre-

tieren. Frei ist man zun

�

ahst in der Wahl von x 2 X und (n

k

)

k2N

als Folge streng monoton

wahsender, nat

�

urliher Zahlen. � 2 X

0N

wird durh x und T gem

�

a� der De�nition von hxi

eingeshr

�

ankt; � ist niht eindeutig bestimmt. Shlie�lih h

�

angt l von (n

k

)

k2N

und % ab und

ist von der Form l = Lim im Sinne der Ausf

�

uhren im Abshnitt A.

Mit diesen Vorbereitungen k

�

onnen wir formal einen Intertwining-Operatoren konstruieren,

der zwar noh trivial sein mag, aus dem heraus wir aber shon bald auh einen niht-trivialen

herleiten k

�

onnen. Wir betrahten hierzu ein ba 2 F

%

(�) und ein 4-Tupel (x; (n

k

)

k2N

; �;Lim ) 2 �

und setzen � = (�

k

)

k2N

mit �

k

= %

n

k

, k 2 N. Es gilt mit den Komponenten dieses Tupels f

�

ur

alle k 2 N

k(�P

n

k

(ba))�

n

k

k � k�P

n

k

(ba)k k�

n

k

k � k�k kP

n

k

(ba)k k�

n

k

k

� k�k%

n

k

kbak

%

k�

n

k

k

und damit

k(�P

n

k

(ba))�

n

k

k

%

n

k

� k�k k�

n

k

k

| {z }

=0 oder =1

kbak

%

� k�k kbak

%

: (22)
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Da also

((�P

n

k

(ba))�

n

k

)

k2N

2 `

1

�

(N;X

0

)

ist, ist die nahfolgende Abbildung f

�

ur (x; (n

k

)

k2N

; �;Lim ) 2 � wohlde�niert:

j(x; (n

k

)

k2N

; �;Lim ) : F

%

(�)! X

0

; ba 7! Lim(((�P

n

k

(ba))�

n

k

)

k2N

): (23)

Wir shiken dem Nahweis, da� j(�) f

�

ur � 2 � ein diskreter Intertwining-Operator ist,

die Bemerkung voraus, da� selbst die M

�

ahtigkeit der Menge � niht garantiert, da� einer

der j(�) niht vershwindet. Tats

�

ahlih besteht die entsheidende Aufgabe darin, unter ge-

eigneten Voraussetzungen ein passendes x

0

2 X und (n

k

)

k2N

2 hNi zu �nden, auf da� f

�

ur ein

(x

0

; (n

k

)

k2N

; :::) 2 � der Operator j(x

0

; (n

k

)

k2N

; :::) von 0 vershieden ist.

8.1 Satz: Sei T eine diskrete Operatorhalbgruppe mit Erzeuger T und sei % ein Beurling-

Domar-Gewiht auf Z. F

�

ur T gelte kT

n

k = O(%

n

) f

�

ur n ! 1. Dann ist f

�

ur jedes

(x; (n

k

)

k2N

; �;Lim ) 2 � der gem

�

a� (23) de�nierte Operator j = j(x; (n

k

)

k2N

; �;Lim ) :

F

%

(�)! X

0

eine beshr

�

ankte lineare Abbildung mit

j ÆM = T

0

Æ j: (24)

� Beweis : Die Linearit

�

at von j ist klar. Aus (22) und der De�nition von j folgt, da� j stetig

ist mit kjk � k�k. Es bleibt nur noh (24) nahzuweisen. Wir bemerken zuerst, da� wegen

X

i2Z

ja

i

j%

i

< +1 gilt: a

�k�1

! 0 f

�

ur k ! 1, und da� damit auh

ja

�n

k

�1

j

%

n

k

k�

n

k

k ! 0 f

�

ur

k ! 1 (%

n

k

� 1, k�

n

k

k � 1). Da Lim als Fortsetzung von lim : 

�

(N;X

0

) ! C de�niert ist,

ergibt sih also

Lim ((a

�n

k

�1

�

n

k

)

k2N

) = 0:

Hiermit erh

�

alt man den gew

�

unshten Zusammenhang (24):

j(Mba) = Lim(((�P

n

k

(Mba))�

n

k

)

k2N

)

(21)

= Lim((T

0

(�P

n

k

(ba))�

n

k

)

k2N

+ (a

�n

k

�1

�

n

k

)

k2N

)

= T

0

Lim(((�P

n

k

(ba))�

n

k

)

k2N

)

= T

0

j(ba)

�

C. Ein Existenzsatz f

�

ur diskrete Intertwining-Operatoren

8.2 Satz: Sei T eine diskrete Operatorhalbgruppe mit Erzeuger T 2 L(X) und sei % ein

Beurling-Domar-Gewiht auf Z. F

�

ur T gelte kT

n

k = O(%

n

) f

�

ur n ! 1 und

�

T

n

%

n

�

n2N

konvergiere in der starken Operatortopologie niht gegen 0. Dann existiert ein niht-trivialer

Intertwining-Operator j : F

%

(�)! X

0

f

�

ur T und %.
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� Beweis : Wenn

�

T

n

%

n

�

n2N

in der starken Operatortopologie niht gegen 0 konvergiert,

existieren x

0

2 X, " > 0 und eine monoton wahsende Folge (m

k

)

k2N

nat

�

urliher Zahlen mit

kT

m

k

x

0

k

%

m

k

� ":

Da

kT

m

k

x

0

k

%

m

k

�

kT

m

k

k kx

0

k

%

m

k

�

K%

m

k

kx

0

k

%

m

k

� Kkx

0

k f

�

ur alle k mit einer geeigneten Konstante

K > 0 gilt, existiert wegen

" �

kT

m

k

x

0

k

%

m

k

� Kkx

0

k

eine Teilfolge (n

i

)

i2N

von (m

k

)

k2N

, f

�

ur die

kT

n

i

x

0

k

%

n

i

f

�

ur i!1 konvergiert mit

lim

i!1

kT

n

i

x

0

k

%

n

i

� ":

Einen Intertwining-Operator j : F

%

(�) ! X

0

k

�

onnen wir nun gem

�

a� Abshnitt B erkl

�

aren

durh j = j(x

0

; (n

i

)

i2N

; �;Lim ) (Proposition 8.1). Wir m

�

ussen nur noh zeigen, da� j niht

vershwindet. Dies folgt aus

j(1)x

0

= Lim(((�P

n

k

(1))�

n

k

)

k2N

)x

0

= Lim((T

0

n

k

�

n

k

)

k2N

)x

0

= lim

k!1

kT

n

k

x

0

k

%

n

k

� ":

�

x9

Asymptotishes Verhalten diskreter Operatorhalbgruppen

9.1 Satz: Sei T eine diskrete Operatorhalbgruppe mit Erzeuger T 2 L(X) und sei % ein

Beurling-Domar-Gewiht auf Z. F

�

ur T gelte kT

n

k = O(%

n

) f

�

ur n ! 1. Sei �(T ) \ �

abz

�

ahlbar und f

�

ur alle � 2 �(T ) \ � gelte X

0

T

0

(f�g) = f0g. Dann konvergiert

�

T

n

%

n

�

n2N

in

der starken Operatortopologie gegen 0.

� Beweis : W

�

urde

�

T

n

%

n

�

n2N

niht in der starken Operatortopologie gegen 0 konvergieren,

so existierte nah Satz 8.2 ein niht-trivialer Intertwining-Operator j : F

%

(�) ! X

0

, was mit

den gemahten Voraussetzungen nah Satz 7.9 niht m

�

oglih ist. �

Wir f

�

uhren die Anwendung von Satz 9.1 an einem einfahen Beispiel vor.

9.2 Beispiel: Sei X = X

0

= C und T = T

0

: C ! C , Tx = ax f

�

ur ein a 2 C und alle x 2 C .

T erzeugt eine diskrete Operatorhalbgruppe T mit T (n)x = a

n

x f

�

ur alle n 2 N und x 2 C .

Da wir uns in endliher Dimension be�nden, ist �(T )\� endlih, insbesondere also abz

�

ahlbar.

Damit kT

n

k = O(%

n

) f

�

ur n!1 f

�

ur ein Beurling-Domar-Gewiht auf Z gew

�

ahrleistet ist, mu�

jaj � 1 gefordert werden; in diesem Fall kann % � 1 genommen werden.
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Ist jaj < 1 und � 2 � beliebig, so ist

C

T

0

(f�g) = fx 2 C : es existiert f : C nf�g ! C : (z � a)f(z) = x f

�

ur alle z 2 C nf�gg:

F

�

ur z = a 6= � ergibt sih 0 = (z � z)f(z) = x f

�

ur alle x 2 C

T

0

(f�g), d.h. C

T

0

(f�g) = f0g. Wie

erwartet konvergiert (T

n

)

n2N

nah Satz 9.1 in der starken Operatortopologie gegen 0.

F

�

ur jaj = 1 und � = a 2 � ergibt sih C

T

0

(fag) = C und Satz 9.1 maht keine Aussage

�

uber

das Konvergenzverhalten von (T

n

)

n2N

in der starken Operatortopologie. Man sieht allerdings

leiht, da� (T

n

)

n2N

in der starken Operatortopologie niht gegen 0 konvergiert.

Unseres Wissens nah ist Satz 9.1

�

uber das asymptotishe Verhalten diskreter Operatorhalb-

gruppen neu, die Idee jedoh, dieses Verhalten aus Eigenshaften des Spektrums abzuleiten,

niht. Arendt und Batty sowie Lyubih und Phong haben unabh

�

angig voneinander einen

�

ahn-

lihen Satz formuliert:

9.3 Satz: (Arendt, Batty [1℄, Lyubih, Phong [20℄)

Sei T ein potenzbeshr

�

ankter linearer Operator auf dem Banahraum X, und sei �(T ) \ �

abz

�

ahlbar sowie �

p

(T

0

)\� leer. Dann konvergiert (T

n

)

n2N

in der starken Operatortopologie

f

�

ur n!1 gegen 0.

Die Potenzbeshr

�

anktheit des Operators T , kT

n

k � C f

�

ur alle n 2 N und eine Konstante

C > 0, wird dabei von den Voraussetzungen unseres Satzes 9.1 erfa�t (% � C). Der Untershied

liegt in der Voraussetzung �

p

(T

0

) \ � = ;, die wir ersetzt haben durh X

0

T

0

(f�g) = f0g f

�

ur

� 2 �(T )\�. Letztere Bedingung ist etwas st

�

arker, erlaubt aber mehr als nur potenzbeshr

�

ankte

Opertoren zuzulassen.

Eine Verallgemeinerung von Satz 9.3 wurde von Phong formuliert:

9.4 Satz: (Phong [19℄)

Sei T ein beshr

�

ankter linearer Operator auf dem Banahraum X. F

�

ur ein k 2 N gelte

kT

n

k � %

n

f

�

ur eine Gewihtsfunktion % auf N mit e%

n

:= lim sup

m!1

%

n+m

%

m

= O(n

k

) f

�

ur n !

1. Ist dann �(T ) \ � abz

�

ahlbar und �

p

(T

0

) \ � leer, dann konvergiert

T

n

%

n

in der starken

Operatortopologie f

�

ur n!1 gegen 0.

Der Untershied zu unserem Ergebnis liegt im zugelassenen Gewiht. Satz 9.4 enth

�

alt den

Spezialfall eines h

�

ohstens polynomiell wahsenden Gewihts: Ist %

n

= O(n

k

) f

�

ur n ! 1,

k � 0, so ist e%

n

= O(1) f

�

ur n!1, und es l

�

a�t sih folgendes Korollar formulieren:

9.5 Korollar: Ist T ein beshr

�

ankter linearer Operator auf dem Banahraum X mit kT

n

k � %

n

f

�

ur alle n 2 N, % ein Gewiht auf N mit %

n

= O(n

k

), k � 0, �(T )\� abz

�

ahlbar und �

p

(T

0

)\�

leer, so konvergiert

T

n

%

n

in der starken Operatortopologie f

�

ur n!1 gegen 0.

In dieser Form wird die

�

Ahnlihkeit zu Satz 9.1 deutlih: wir lassen ein allgemeineres Gewiht

zu, m

�

ussen daf

�

ur aber

"

mehr\ als �

p

(T

0

) \ � = ; fordern, um dasselbe Ergebnis zu erlangen.
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Ein weiterer Untershied zwishen Satz 9.1 und Satz 9.4 besteht in der Beweismethode dieser

beiden Aussagen. W

�

ahrend wir die Operatorhalbgruppe verm

�

oge Intertwining-Operatoren mit

Beurling-Algebren in Verbindung bringen, h

�

angt der Beweis von Phong an einem Lemma, in

dem ein Banahraum E, ein stetiger Homomorphismus � : X ! E mit dihtem Bild und eine

neue Operatorhalbgruppe V : [0;+1) ! L(E) konstruiert werden, die gewissen Bedingungen

gen

�

ugen. Details �ndet man in der bereits zitierten Arbeit von Phong.

Die oben benutzte Idee, Intertwining-Operatoren mit Hilfe von verallgemeinerten Limiten

zu de�nieren, wurde in einer Arbeit von Eshmeier[10℄ benutzt, um invariante Teilr

�

aume f

�

ur

geeignete Systeme vertaushender Operatoren auf Hilbertr

�

aumen zu konstruieren.

Zum Abshlu� dieses Paragraphen zeigen wir noh, wie man Korollar 9.5 aus dem Resultat

von Phong auh mit unserer Beweismethode gewinnen kann. Hierzu de�nieren wir die Abbil-

dung

� : F

%

(�)! L(F

%

(�)=I(j)); ba 7!

X

n2Z

a

n

f

M

n

;

wobei

f

M die in x7 auf Seite 46 de�nierte Abbildung ist

5

. Wegen k

f

M

n

k � kM

n

k � %

n

f

�

ur

alle n 2 Z zeigt man wie in x8, Abshnitt B, da� � wohlde�niert und stetig linear ist mit

�(1

�

) = id

F

%

(�)=I(j)

und �(be) =

f

M , falls 1

�

die konstante Funktion mit dem Wert 1 und

be : � ! C die Identit

�

at auf � bezeihnen. � ist sogar ein Algebrenhomomorphismus: F

�

ur alle

ba;

b

b 2 F

%

(�) gilt

�(ba

b

b) = �(

d

a � b) =

X

n2Z

X

k2Z

a

n�k

b

k

f

M

n

=

X

k2Z

b

k

f

M

k

X

n2Z

a

n�k

f

M

n�k

= �(ba)�(

b

b):

9.6 Ist k 2 N und % ein Gewiht vom Typ BD auf Z mit %

n

= O(jnj

k

) f

�

ur jnj ! 1, so ist

C

1

(�) � F

%

(�), wie wir nun zeigen werden.

Sei hierzu f 2 C

1

(�), d.h. f(e

i�

) 2 C

1

(R) eine 2�-periodishe Funktion, und seien g :

R ! C , g(t) := f(e

it

) und a

n

:=

1

2�

R

�

��

g(t)e

�int

dt f

�

ur alle n 2 Z. Dann lassen sih die a

n

f

�

ur

n 2 Znf0g wie folgt absh

�

atzen:

ja

n

j =

�

�

�

�

1

2�

Z

�

��

g(t)e

�int

dt

�

�

�

�

=

�

�

�

�

1

2�n

Z

�

��

g

0

(t)e

�int

dt

�

�

�

�

= ::: =

�

�

�

�

1

2�n

k+2

Z

�

��

g

(k+2)

(t)e

�int

dt

�

�

�

�

�

1

2�

1

jnj

k+2

max

t2[��;�℄

�

�

�

g

(k+2)

(t)

�

�

�

:

Daraus ergibt sih mit einer geeigneten Konstanten K > 0 die Ungleihungskette

X

n2Z

ja

n

j%

n

�

1

2�

max

t2[��;�℄

�

�

�

g

(k+2)

(t)

�

�

�

K

X

n2Znf0g

1

jnj

k+2

jnj

k

+ ja

0

j%

0

< +1: (25)

Da also a 2 `

1

%

(Z) und f(e

it

) =

P

n2Z

a

n

e

int

ist, folgt f 2 F

%

(�).

5

Ist M der Multiplikationsoperator mit der Identit

�

at auf F

%

(�), so ist M

�1

der Multiplikationsoperator mit

der konjugierten Identit

�

at auf F

%

(�). F

�

ur alle ba 2 F

%

(�) ist dann

f

M

�1

[ba℄ = [M

�1

ba℄.
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Versehen wir C

1

(C ) und C

1

(�) mit der Topologie der gleihm

�

a�igen Konvergenz von

Funktionenfolgen und ihrer Ableitungen auf Kompakta in C bzw. �, so sind die Abbildungen

r : C

1

(C ) ! C

1

(�), f 7! f j

�

und i : C

1

(�) ! F

%

(�), ba 7! ba stetig linear. F

�

ur die erste der

beiden Abbildungen ist das klar, und f

�

ur die zweitgenannte folgt dies f

�

ur ba 2 C

1

(�) mit ba 6� 0,

ein geeignetes n

0

2 N mit

P

n2Z

ja

n

j%

n

�

P

jnj�n

0

ja

n

j%

n

+ 1 und geeigneten Konstanten K;K

0

> 0

aus

X

n2Z

ja

n

j%

n

�

K

2�

0

�

X

0<jnj�n

0

1

jnj

2

1

A

max

t2[��;�℄

�

�

�

'(ba)

(k+2)

(t)

�

�

�

+ ja

0

j%

0

+ 1

� K

0

max

t2[��;�℄

�

�

�

'(ba)

(n)

(t)

�

�

�

;

wobei K

0

�

K

2�

 

P

0<jnj�n

0

1

jnj

2

!

+d ist mit d � max

t2[��;�℄

�

�

'(ba)

(k+2)

(t)

�

�

� 1+ ja

0

j%

0

. (Man vergleihe

mit (25).)

Aus diesen

�

Uberlegungen folgt, da� die Abbildung

	 : C

1

(C ) ! L(F

%

(�)=I(j)); 	 = � Æ i Æ r

ein stetiger Algebrenhomomorphismus ist mit 	(1

C

) = id

F

%

(�)=I(j)

und 	(id

C

) =

f

M , wobei 1

C

die Konstante Funktion mit dem Wert 1 und id

C

die Identit

�

at auf C ist.

F

�

ur � 2 � betrahten wir die Abbildung

	

�

: C

1

(C ) ! L(F

%

(�)=I(j)); f 7! 	(f Æ (1

C

� id

C

)):

O�ensihtlih ist 	

�

ein stetiger Algebrenhomomorphismus mit 	

�

(1

C

) = id

F

%

(�)=I(j)

und

	

�

(id

C

) = ��

f

M . Wir haben es bei dem Operator ��

f

M (� 2 �) also verm

�

oge 	

�

mit einem

verallgemeinerten skalaren Operator im Sinne von Colojoara-Foias[5℄ zu tun. Wir zitieren:

9.7 Ist Q ein quasinilpotenter

6

Operator, der zudem noh verallgemeinert skalar ist, so ist Q

nilpotent. (Colojoara-Foias[5℄, Lemma 4.3.5).

9.8 Satz: Sei k 2 N und % ein Gewiht vom Typ BD auf Z mit %

n

= O(jnj

k

) f

�

ur jnj ! 1.

Sei j : F

%

(�) ! X

0

ein niht-trivialer, diskreter Intertwining-Operator f

�

ur die diskrete

Operatorhalbgruppe T . F

�

ur den Erzeuger T dieser Halbgruppe sei �(T )\� abz

�

ahlbar. Dann

ist �

p

(T ) \ � 6= ;.

� Beweis : Wir haben im Beweis von Satz 7.9 aus j einen niht-trivialen Intertwining-

Operator e| konstruiert mit suppe| = f�g, wobei � 2 �(T ) \ � ein isolierter Punkt in �(T ) \ �

ist. Nah Proposition 7.5 ist f

�

ur

f

M das Spektrum gegeben durh �

�

f

M

�

= f�g. Dann ist aber

��

f

M quasinilpotent. Da ��

f

M nah unseren Vor

�

uberlegungen verallgemeinert skalar ist, folgt

aus Aussage 9.7, da� ��

f

M nilpotent ist; es existiert also ein m 2 N mit (��

f

M)

m

� 0. F

�

ur

die in Proposition 7.7 de�nierte Abbildung e| ergibt sih somit

0 = e|((��

f

M)

m

[ba℄) = (�� T

0

)

m

e|([ba℄) = (�� T

0

)

m

j(ba)

f

�

ur alle ba 2 F

%

(�). Da j 6� 0 ist, mu� daher � 2 �

p

(T

0

) \ � sein. �

6

Ein Operator Q hei�t quasinilpotent, falls �(Q) = f0g ist, und nilpotent, falls ein n 2 N existiert mit Q

n

� 0.



56 Kapitel II. Asymptotishes Verhalten diskreter Operatorhalbgruppen

� Beweis von Korollar 9.5: W

�

urde

�

T

n

%

n

�

n2N

niht in der starken Operatortopologie gegen

0 konvergieren, so existierte nah Satz 8.2 ein niht-trivialer Intertwining-Operator j : F

%

(�)!

X

0

, was mit den gemahten Voraussetzungen nah Satz 9.8 niht m

�

oglih ist. �

Anmerkung: Man beahte, da� der Beweis von Korollar 9.5 bis auf das Zitat von Satz 9.8

anstelle von Satz 7.9 mit dem Beweis von Satz 9.1

�

ubereinstimmt.



Kapitel III

Stark-stetige Operatorhalbgruppen

Zum Inhalt dieses Kapitels

Wir wollen in Kaptel IV das asymptotishe Verhalten stark-stetiger Operatorhalbgruppen un-

tersuhen. Um eine m

�

oglihst vollst

�

andige Darstellung der Ergebnisse zu erhalten, besh

�

afti-

gen wir uns in diesem Kapitel mit den grundlegenden Eigenshaften solher Halbgruppen; wir

f

�

uhren sie in x11 ein. Da man ohne unbeshr

�

ankte Operatoren und vektorwertige Integration

die Theorie stark-stetiger Operatorhalbgruppen niht zufriedenstellend darstellen kann, haben

wir in x10 diesbez

�

uglih die wihtigsten Ergebnisse zusammengetragen. In x12 shlie�lih be-

sprehen wir Beispiele, die im n

�

ahsten Kapitel von Bedeutung sein werden. Insbesondere �ndet

man ein wihtiges Beispiel einer stark-stetigen Operatorgruppe.

x10 Unbeshr

�

ankte Operatoren und vektorwertige Integration

�

uber R : : : : : : : : : 57
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x10

Unbeshr

�

ankte Operatoren und vektorwertige Integration

�

uber R

A. Unbeshr

�

ankte Operatoren

Bei der Untersuhnung stark-stetiger Operatorhalbgruppen treten unbeshr

�

ankte Operatoren

auf. Sind X und Y Banahr

�

aume, so nennt man bekanntlih eine Abbildung A : D(A) ! Y ,

die auf dem linearen Teilraum D(A) von X de�niert und dort linear ist, einen unbeshr

�

ankten

Operator. D(A) hei�t der De�nitionsbereih von A. Der Kern eines unbeshr

�

ankten Operators

A wird erkl

�

art durh

kerA := fx 2 D(A) : Ax = 0g:

Unter den unbeshr

�

ankten Operatoren spielen diejenigen, deren Graph, d.h. die Menge

f(x;Ax) : x 2 D(A)g, abgeshlossen bzgl. der Produkttopologie auf X � Y ist, eine wihtige

Rolle. Man nennt sie abgeshlossene Operatoren und fa�t sie gew

�

ohnlih zur Menge C(X;Y )

oder, falls Y = X, C(X) zusammen. Die abgeshlossenen Operatoren zeihnen sih dadurh

57
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aus, da� viele der Aussagen, die man f

�

ur beshr

�

ankte Operatoren kennt, zum Teil auh noh

f

�

ur diese Klasse g

�

ultig sind.

Gibt es f

�

ur ein � 2 C und einen abgeshlossenen Operator A : D(A) � X ! X eine

Abbildung R(�;A) 2 L(X) mit

R(�;A)(� �A) = id

D(A)

und (��A)R(�;A) = id

X

;

so sagt man, ��A besitze eine beshr

�

ankte Inverse. Dabei ist ��A abgeshlossen mitD(��A) =

D(A) und R(�;A)(��A) unbeshr

�

ankt mit D(R(�;A)(� �A)) = D(��A). Die Menge

�(A) = f� 2 C : ��A besitzt eine beshr

�

ankte Inverseg

hei�t die Resolventenmenge von A. Die Abbildung R(�; A) : �(A)! L(X) wird die Resolvente

genannt. Das Spektrum von A ist die Menge

�(A) = C n�(A):

Im Gegensatz zu beshr

�

ankten Operatoren mu� das Spektrum �(A) eines Operators A 2 C(X)

niht kompakt sein. F

�

ur abgeshlossene Operatoren A : D(A) � X ! X l

�

a�t sih jedoh zeigen,

da� das Spektrum �(A) abgeshlossen ist. In diesem Fall ist �(A) o�en und R(�; A) analytish

auf �(A) (Yosida[25℄, Chapter VIII.2, Theorem 1).

Besitzt ein A 2 C(X) dihten De�nitionsbereih, D(A) = X, so l

�

a�t sih ein adjungierter

Operator A

0

erkl

�

aren. Man de�niert D(A

0

) als Teilmenge von X

0

durh

� 2 D(A

0

) :, das lineare Funktional � Æ A : D(A) ! C , x 7! �(Ax) l

�

a�t

sih zu einem beshr

�

ankten, linearen Funktional � Æ A auf

X fortsetzen.

Man beahte, da� diese Fortsetzung eindeutig bestimmt ist. O�ensihtlih ist D(A

0

) ein linearer

Teilraum von X

0

. Man de�niert A

0

: D(A

0

)! X

0

durh

A

0

� := � Æ A:

Der Operator A

0

ist seinerseits wieder abgeshlossen; f

�

ur sein Spektrum �(A

0

) gilt:

�(A

0

) = �(A)

(Goldberg[11℄, Corollary II.5.3). Man rehnet leiht R(�;A

0

) = R(�;A)

0

f

�

ur � 2 �(A) nah.

Anmerkung: Wir haben in unseren Ausf

�

uhrungen lediglih die Spektraltheorie abgeshlos-

sener Operatoren angesprohen. F

�

ur die Spektraltheorie beliebiger unbeshr

�

ankter Operatoren

verweisen wir auf Yosida[25℄, Chapter VIII.

B. Vektorwertige Integration

�

uber R

F

�

ur die Analyse von Operatorhalbgruppen ist die vektorwertige Integration

�

uber R ein wihtiges

Hilfsmittel. In diesem Paragraphen geben wir deshalb einen kurzen Abri� dieser Theorie. Wir
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orientieren uns dabei an Hille-Phillips[9℄ und Dunford-Shwartz[13℄, die man f

�

ur die Beweise

der hier zitierten Ergebnisse und gegebenenfalls f

�

ur weiterreihende Ergebnisse zu Rate ziehe.

Im folgenden sei X ein beliebiger Banahraum und � das Lebesgue-Ma� auf R.

Man nennt eine Funktion f : R ! X eine (X-wertige) Elementarfunktion, wenn f nur

endlih viele Werte x

1

; :::; x

n

2 X, n 2 N, annimmt, und wenn f

�

ur jeden dieser Werte f

�1

(fx

i

g)

�-me�bar ist. Eine solhe Elementarfunktion f wird einfah genannt, wenn f

�

ur die endlih vielen

Funktionswerte x

1

; :::; x

n

2 X mit Ausnahme der 0 gilt: �(f

�1

(fx

i

g)) < +1. Zu einer einfahen

Elementarfunktion f erkl

�

art man ein Element S(f) in X durh

S(f) :=

X

x2f(R)

x�(f

�1

(fxg))

(die Summe ist endlih). Hierbei sei 0 � 1 = 0. O�ensihtlih gilt

kS(f)k �

X

x2f(R)

kxk�(f

�1

(fxg));

und da kf(�)k eine R-wertige Elementarfunktion im Sinne der klassishen Theorie ist, folgt

kS(f)k �

Z

R

kf(�)k d�;

wobei rehts das Lebesgue-Integral der (o�enbar �-me�baren und integrierbaren) Funktion

kf(�)k steht.

Die X-wertigen Elementarfunktionen und X-wertigen einfahen Elementarfunktionen bil-

den die Grundbausteine dessen, was man X-wertige �-me�bare und X-wertige integrierbare

Funktionen nennt.

10.1 Eine Funktion f : R ! X nennt man �-me�bar, wenn es eine Folge (f

n

)

n2N

vonX-wertiger

Elementarfunktionen gibt, die fast

�

uberall gegen f konvergiert

1

.

Eine unmittelbare Folgerung aus 10.1 ist, da� eine �-me�bare X-wertige Funktion f we-

sentlih separables Bild in X hat, d.h. da� es eine Nullmenge N in R gibt, so da� f(RnN)

separabel

2

ist. Genauer kann man folgende Aussage mahen:

10.2 F

�

ur eine Funktion f : R ! X sind

�

aquivalent:

a) f �-me�bar

b) i) es existiert eine Nullmenge N in R mit f(RnN) separabel (d.h. f ist wesentlih

separabel)

ii) zu jeder o�enen Menge G in X existiert eine �-me�bare Menge M

G

in R mit

f

�1

(G)nN = M

G

nN (d.h. f

�1

(G) ist bis auf eine Nullmenge �-me�bar f

�

ur o�e-

nes G � X)

1

"

Fast

�

uberall\ hei�t wie

�

ublih, da� es eine �-Nullmenge N in R gibt, so da� f

�

ur alle s 2 RnN gilt: f

n

(s)!

f(s) f

�

ur n!1.

2

separabel = besitzt abz

�

ahlbare, dihte Teilmenge
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10.3 F

�

ur eine �-me�bare Funktion f : R ! X gilt weiter, da� auh kf(�)k (im Sinne einer

Funktion R ! R) �-me�bar ist. Man mu� nur feststellen, da� kf

n

(�)k f

�

ur eine Elementar-

funktion f

n

: R ! X �-me�bar ist, und da� im Falle f

n

! f fast

�

uberall f

�

ur n ! 1 auh

kf

n

(�)k ! kf(�)k fast

�

uberall f

�

ur n!1 gilt.

Integrierbare Funktionen f : R ! X de�niert man folgenderma�en:

10.4 Eine Funktion f : R ! X nennt man integrierbar, wenn es eine Folge (f

n

)

n2N

einfaher

X-wertiger Elementarfunktionen gibt, die punktweise fast

�

uberall gegen f konvergiert und f

�

ur

die

lim

n!1

Z

R

kf � f

n

k d� = 0 (26)

gilt. Das Integral einer integrierbaren Funktion f ist erkl

�

art durh

Z

R

f d� := lim

n!1

S(f

n

): (27)

Mit 10.3 zeigt man, da� (26) ein wohlde�nierter Ausdruk ist; (S(f

n

))

n2N

ist eine Cauhy-Folge

in X, (27) maht deshalb Sinn.

O�ensihtlih sind die Elementarfunktionen im Sinne von 10.1 �-me�bar und die einfahen

Elementarfunktionen im Sinne von 10.4 integrierbar. Es gilt f

�

ur eine einfahe Elementarfunktion

f :

S(f) =

Z

R

f d�:

Damit shreibt sih (27) auh in der Form

Z

R

f d� = lim

n!1

Z

R

f

n

d�:

Ein n

�

utzlihes Kriterium f

�

ur die Integrierbarkeit einer Funktion f : R ! X wird gegeben

durh

10.5 Eine Funktion f : R ! X ist genau dann integrierbar, wenn f �-me�bar und

R

R

kfk d� <

+1 ist.

Eine Absh

�

atzung f

�

ur die Norm des Integrals einer integrierbaren Funktion f : R ! X wird

gegeben durh









Z

R

f d�









�

Z

R

kfk d�:

Erwartungsgem

�

a� bilden die integrierbaren X-wertigen Funktionen einen Vektorraum, auf dem

das Integral eine lineare Abbildung ist.

10.6 Sind g : R ! C und f : R ! X zwei �-me�bare Funktionen, so ist auh das punktweise

Produkt gf �-me�bar. Ist eine der beiden Funktionen g oder f integrierbar, w

�

ahrend die andere

immerhin noh beshr

�

ankt und �-me�bar ist, so ist auh gf integrierbar.
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Insbesondere f

�

ur eine �-me�bare Menge E � R mit �(E) < +1 und eine auf E beshr

�

ankte,

�-me�bare Funktion f maht der Ausdruk

Z

E

f d� :=

Z

R

�

E

f d�

Sinn, wo �

E

: R ! C die harakteristishe Funktion von E ist.

Als Beispiel �-me�barer Funktionen f : R ! X kann man die stetigen nennen. F

�

ur o�enes

G � X ist f

�1

(G) o�en und damit �-me�bar, und da R separabel ist und f stetig, ist f(R)

separabel. Das Kriterium 10.2 impliziert dann die �-Me�barkeit. Da stetige Funktionen auf

kompakten Intervallen [a; b℄ � R (a; b 2 R, a < b) beshr

�

ankt sind und �([a; b℄) = b� a < +1

ist, steht

Z

b

a

f d�

wegen Aussage 10.5 f

�

ur ein wohlbestimmtes Element in X.

Ist A 2 C(X;Y ) und f : R ! X integrierbar mit f(R) � D(A), so l

�

a�t sih

�

uber A Æ f :

R ! Y folgende Aussage mahen:

10.7 Sei A 2 C(X;Y ) mit De�nitionsbereih D(A) und sei f : R ! X eine Funktion mit

f(R) � D(A). Sind f : R ! X und A Æ f : R ! Y integrierbar, so gilt

Z

R

f d� 2 D(A) und

Z

R

A Æ f d� = A

Z

R

f d�:

Insbesondere f

�

ur Y = C und A 2 X

0

wird uns 10.7 im n

�

ahsten Paragraphen begegnen.

Abshlie�end halten wir fest:

10.8 Ist f : R ! X integrierbar, so gilt f

�

ur fast alle t 2 R:

f(t) = lim

h!0

1

h

Z

t+h

t

f d� = lim

h!0

1

h

Z

t

t�h

f d�: (28)

Ist f stetig in t 2 R, so gilt (28) f

�

ur dieses t auf jeden Fall.

x11

Stark-stetige Operatorhalbgruppen

In diesem Paragraphen de�nieren wir und zeigen wir Eigenshaften stark-stetiger Operator-

halbgruppen. Wie vorher stehe X f

�

ur einen beliebigen Banahraum. Wir folgen Dunford-

Shwartz[9℄.

11.1 De�nition: Eine Abbildung T : [0;+1) ! L(X) hei�t stark-stetige Operatorhalbgrup-

pe, wenn folgende Bedingungen erf

�

ullt sind:

(i) T (0) = id

X

,

(ii) T (s+ t) = T (s)T (t) (s; t � 0),
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(iii) f

�

ur alle x 2 X ist T (�)x : [0;+1)! X stetig.

Die Bedingungen (i)-(iii) erinnern an die Funktionalgleihung f(x + y) = f(x)f(y) der

Exponentialfunktion. Fordert man f(0) = 1 und die Stetigkeit von f , so wird sie bekanntlih

f

�

ur jedes � 2 C gel

�

o�t durh f(x) = e

�x

f

�

ur alle x 2 R (vgl. Lemma 3.6). Es stellt sih die

Frage, ob in Analogie hierzu ein beshr

�

ankter linearer Operator A existiert, verm

�

oge dem T

sih darstellen l

�

a�t in der Form

T (t) = e

tA

; (29)

wenn wir e

tA

f

�

ur

1

P

k=0

t

k

A

k

k!

shreiben (die Reihe konvergiert absolut). Leider ist die Stetigkeits-

bedingung (iii) zu shwah, um dies zu erreihen. Man kann allerdings zeigen ([9℄, Theorem

VIII.1.2), da� im Falle der Stetigkeit von T : [0;+1)! L(X) tats

�

ahlih ein solher Operator

A 2 L(X) existiert.

Da wir nun aber mit Bedingung (iii) weniger vorausgesetzt haben, k

�

onnen wir auh nur

weniger erwarten. Dieser Paragraph ist aus diesem Grund der Aufgabe gewidmet, zu zeigen,

da� immerhin noh ein abgeshlossener Operator A auf X mit dihtem De�nitionsbereihD(A)

existiert, so da� T eine im Vergleih zu (29) zumindest

�

ahnlih Darstellung besitzt.

Wir wollen mit einer Aussage

�

uber das asymptotishe Verhalten von kT (t)k f

�

ur t ! 1

beginnen. Nahfolgendes Lemma bereitet diese vor.

11.2 Lemma: Ist ! eine auf [0;+1) reellwertige, subadditive Funktion, die auf jedem kom-

pakten Intervall beshr

�

ankt ist, und de�niert man

!

0

:= inf

t>0

!(t)

t

2 [�1;+1);

so ist

!

0

= lim

t!1

!(t)

t

:

� Beweis : Es ist klar, da� !

0

in [�1;+1) liegt und da� zu Æ > !

0

ein t

0

in (0;+1)

existiert mit

!(t

0

)

t

0

< Æ. Jedes beliebige t 2 [t

0

;+1) shreibt sih in der Form t = n(t)t

0

+ r

mit n(t) 2 N und r 2 [0; t

0

) eindeutig. Es gilt dann

!(t)

t

�

!(n(t)t

0

)

t

+

!(r)

t

�

n(t)!(t

0

)

t

+

!(r)

t

=

!(t

0

)

t

0

+

r

n(t)

+

!(r)

t

:

Daraus ergibt sih

lim sup

t!1

!(t)

t

�

!(t

0

)

t

0

< Æ;

wobei die Beshr

�

anktheit von ! auf kompakten Intervallen, hier [0; t

0

℄, ausgenutzt wurde.

Da Æ > !

0

beliebig war, folgt daraus lim sup

t!1

!(t)

t

� !

0

. Wegen !

0

= inf

t>0

!(t)

t

ist aber auh

!

0

� lim inf

t!1

!(t)

t

und deshalb existiert lim

t!1

!(t)

t

mit lim

t!1

!(t)

t

= !

0

. �
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11.3 Proposition: F

�

ur eine stark-stetige Operatorhalbgruppe T gilt:

a) !

0

:= lim

t!1

log kT (t)k

t

existiert

b) f

�

ur alle Æ > !

0

existiert eine Konstante M

Æ

mit kT (t)k �M

Æ

e

Æt

f

�

ur alle t � 0.

� Beweis : Wir d

�

urfen annehmen, da� T (t) 6= 0 f

�

ur alle t � 0 ist. Da !(t) = log kT (t)k

reellwertig und subadditiv ist, folgt a) aus Lemma 11.2. Wegen Æ > !

0

existiert t

0

2 R mit

log kT (t)k

t

� Æ f

�

ur alle t � t

0

. Wir bem

�

uhen den Satz

�

uber die gleihm

�

a�igen Beshr

�

anktheit.

F

�

ur alle x 2 X ist n

�

amlih kT (�)xk : [0; t

0

℄ ! R als stetige Funktion auf dem Kompaktum

[0; t

0

℄ beshr

�

ankt, und damit auh kT (�)k. Hieraus folgt b). �

F

�

ur jedes h > 0 bezeihnen wir mit A

h

den beshr

�

ankten linearen Operator

A

h

: X ! X; A

h

x :=

T (h)x� x

h

;

und mit A den unbeshr

�

ankten linearen Operator D(A)! X mit

D(A) := fx 2 X : lim

h!0

+

A

h

x existiertg und

Ax := lim

h!0

+

A

h

x:

D(A) ist o�enbar ein linearer Teilraum von X, auf dem A linear ist.

11.4 De�nition: Ist T eine stark-stetige Operatorhalbgruppe, so nennen wir den zu T geh

�

oren-

den und soeben de�nierten (i.a. unbeshr

�

ankten) Operator A den in�nitesimalen Erzeuger

der Halbgruppe.

Es wird in der Folge darum gehen, nahzuweisen, da� A abgeshlossen ist mit dihtem

De�nitionsbereih D(A). Hierzu ist das nahfolgende Lemma n

�

utzlih.

11.5 Lemma: Seien T , A und D(A) wie oben eingef

�

uhrt.

a) F

�

ur alle x 2 D(A) und t � 0 ist T (t)x 2 D(A) und

d

dt

T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax:

b) F

�

ur alle x 2 D(A) und 0 � s < t < +1 ist T (t)x� T (s)x =

R

t

s

T (u)Axdu.

� Beweis : Wir beginnen mit a). F

�

ur h > 0, t � 0 und x 2 X ist

A

h

T (t)x =

T (h)T (t)x� T (t)x

h

=

T (h+ t)x� T (t)x

h

=

T (t)(T (h)x� x)

h

= T (t)A

h

x:

Es folgt f

�

ur x 2 D(A) und t � 0:

lim

h!0

+

A

h

T (t)x = lim

h!0

+

T (t)A

h

x = T (t)Ax;
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d.h. T (t)x 2 D(A) und AT (t)x = T (t)Ax. Also haben wir

lim

h!0

+

T (t+ h)x� T (t)x

h

= T (t)Ax (rehtsseitige Di�erenzierbarkeit).

F

�

ur t > 0, 0 < h < t und x 2 D(A) berehnet man

T (t)x� T (t� h)x

h

= T (t� h)

T (h)x � x

h

= T (t� h)A

h

x� T (t� h)Ax+ T (t� h)Ax

= T (t� h)(A

h

x�Ax) + T (t� h)Ax:

Damit ist

lim

h!0

+

T (t� h)x� T (t)x

h

= lim

h!0

+

T (t� h)(Ax�A

h

x)� T (t)Ax = �T (t)Ax;

da T (t � h) f

�

ur 0 < h < t, wie bereits gesagt, beshr

�

ankt ist und A

h

x ! Ax f

�

ur h ! 0

+

. Es

folgt

lim

h!0

�

T (t+ h)x� T (t)x

h

= T (t)Ax:

Insgesamt erh

�

alt man also

d

dt

T (t)x = T (t)Ax = AT (t)x:

Wir wenden uns b) zu. F

�

ur 0 � s < t < +1 und � 2 X

0

sind

d

du

T (�)x = T (�)Ax und

�(

d

du

T (�)x) =

d

du

�(T (�)x) als stetige Funktionen auf dem Kompaktum [s; t℄ integriebar (vgl.

10.5) und damit

�

�

Z

t

s

T (u)Axdu

�

=

Z

t

s

d

du

�((T (u)x) du = �(T (t)x)� �(T (s)x) = �(T (t)x� T (s)x)

(Aussage 10.7). Da letzteres f

�

ur alle � 2 X

0

rihtig ist, folgt b). �

11.6 Satz: Seien T , A und D(A) wie bisher. Dann liegt D(A) diht in X und A ist abgeshlos-

sen.

� Beweis : Sei x ein beliebiges Element in X und seien t; h > 0. Es maht Sinn, den Ausdruk

Z

t

0

T (s)x ds zu betrahten (vgl. 10.6). Es gilt

A

h

Z

t

0

T (s)x ds =

T (h)

R

t

0

T (s)x ds�

R

t

0

T (s)x ds

h

=

Z

t

0

T (s+ h)x� T (s)x

h

ds

=

1

h

Z

t+h

h

T (s)x ds�

1

h

Z

t

0

T (s)x ds =

1

h

Z

t+h

t

T (s)x ds�

1

h

Z

h

0

T (s)x ds

! T (t)x� x f

�

ur h! 0

+

(Aussage 10.8).

Da also A

h

R

t

0

T (s)x ds f

�

ur h ! 0

+

konvergiert, ist

R

t

0

T (s)x ds 2 D(A) f

�

ur alle t � 0. Damit

ist auh

1

t

R

t

0

T (s)x ds 2 D(A) und wegen 10.8 ergibt sih lim

t!0

+

1

t

R

t

0

T (s)x ds = T (0)x = x, d.h.

D(A) liegt diht in X.

Wir kommen zur Abgeshlossenheit des unbeshr

�

ankten Operators A.
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Sei (x

n

)

n2N

eine Folge in D(A) mit lim

n!1

x

n

= x und lim

n!1

Ax

n

= y. Es ist x 2 D(A) mit y = Ax

zu zeigen. Lemma 11.5.b) liefert f

�

ur h > 0:

T (h)x� x = lim

n!1

(T (h)x

n

� x

n

) = lim

n!1

Z

h

0

T (s)Ax

n

ds =

Z

h

0

T (s)y ds;

da lim

n!1

T (s)Ax

n

= T (s)y auf [0; h℄ und T (�)Ax

n

also Folge stetiger Funktionen auf dem

Kompaktum [0; h℄ gleihm

�

a�ig gegen T (�)y konvergiert. Es ist also

lim

h!0

+

A

h

x = lim

h!0

+

T (h)x� x

h

= lim

h!0

+

1

h

Z

h

0

T (s)y ds = y;

somit x 2 D(A) und Ax = y. �

Wir beshlie�en diesen Paragraphen mit der Darstellung einer stark-stetigen Operatorhalb-

gruppe T durh die Operatoren A

h

und einer Aussage

�

uber das Spektrum von A.

11.7 Satz: Seien T , A

h

und A wie oben. Dann gilt:

T (t)x = lim

h!0

+

e

tA

h

x f

�

ur x 2 X;

wobei die Konvergenz auf jedem beshr

�

ankten Intervall gleihm

�

a�ig ist.

� Beweis : Wir haben zu Beginn dieses Paragraphen gesehen (Proposition 11.3 ), da� f

�

ur

jedes Æ > !

0

mit

!

0

= lim

t!1

log kT (t)k

t

eine Konstante M

Æ

existiert mit kT (t)k �M

Æ

e

tÆ

f

�

ur alle t � 0. Da

1

X

n=0

t

n

e

nhÆ

n!h

n

= exp

�

t

e

hÆ

h

�

<

+1 ist, ist

1

X

n=0

t

n

T (nh)

n!h

n

absolut konvergent und

1

X

n=0

t

n

T (nh)

n!h

n

2 L(X). Beahtet man, da�

e

tA

h

= e

�

t

h

e

t

h

T (h)

= e

�

t

h

1

P

n=0

t

n

T (nh)

n!h

n

ist, ergibt sih





e

tA

h





�M

Æ

exp

�

t

�

e

Æh

� 1

h

��

:

Es existiert somit f

�

ur jedes t > 0 eine Konstante K

t

> 0, so da� f

�

ur alle 0 � s � t und 0 < h � 1

gilt: ke

sA

h

k � K

t

.

Sei nun x 2 D(A), 0 � t � t

0

und 0 < h � 1. Dann ist





T (t)x� e

tA

h

x





=









Z

t

0

d

ds

�

e

(t�s)A

h

T (s)x

�

ds









=









Z

t

0

e

(t�s)A

h

T (s)(Ax�A

h

x) ds









� t

0

K

t

0

M

Æ

e

Æt

0

kAx�A

h

xk:

Da lim

h!0

+

(Ax � A

h

x) = 0 auf der dihten Teilmenge D(A), und da kT (t) � e

tA

h

k f

�

ur (t; h) 2

[0; t

0

℄ � [0; 1℄ beshr

�

ankt ist, konvergiert T (�)x � e

�A

h

x f

�

ur jedes x 2 X gleihm

�

a�ig auf [0; t

0

℄

gegen 0 f

�

ur h! 0

+

. �
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11.8 Satz: Seien T und A wie oben und seien

!

0

= lim

t!1

log kT (t)k

t

und � 2 C mit Re (�) > !

0

. Dann ist � 2 �(A), und f

�

ur jedes x 2 X gilt

R(�;A)x =

Z

1

0

e

��t

T (t)x dt: (30)

� Beweis : Proposition 11.3 liefert die Wohlde�niertheit des Integrals in (30): F

�

ur jedes Æ

mit !

0

< Æ < Re � existiert n

�

amlih eine Konstante M

Æ

mit kT (t)k � M

Æ

e

Æt

f

�

ur alle t � 0.

Insbesondere ist

ke

��t

T (t)xk �M

Æ

kxke

(Æ�Re �)t

(t � 0; x 2 X)

mit Æ � Re � < 0 und damit

1

R

0

ke

��t

T (t)xk dt < +1. Nah Aussage 10.5 existiert somit

1

R

0

e

��t

T (t)x dt und

R : X ! X; Rx :=

Z

1

0

e

��t

T (t)x dt

de�niert eine beshr

�

ankte lineare Abbildung mit

kRxk =









Z

1

0

e

��t

T (t)x dt









�M

Æ

kxk

Z

1

0

e

(Æ�Re �)t

dt;

d.h.

kRk �

M

Æ

Re �� Æ

:

Man berehnet:

A

h

Rx = A

h

Z

1

0

e

��t

T (t)x dt =

1

h

�

Z

1

0

e

��t

T (t+ h)x dt�

Z

1

0

e

��t

T (t)x dt

�

=

1

h

�

Z

1

h

e

��(t�h)

T (t)x dt�

Z

1

0

e

��t

T (t)x dt

�

=

e

�h

� 1

h

Z

1

h

e

��t

T (t)x dt�

1

h

Z

h

0

e

��t

T (t)x dt

=

e

�h

� 1

h

Z

1

0

e

��t

T (t)x dt�

e

�h

h

Z

h

0

e

��t

T (t)x dt

! �Rx� x (Aussage 10.8).

Also gilt Rx 2 D(A) und ARx = �Rx� x f

�

ur alle x 2 X, d.h. (��A)Rx = x.

Wegen ARx =

1

R

0

e

��t

AT (t)x dt =

1

R

0

e

��t

T (t)Axdt = RAx f

�

ur x 2 D(A) folgt also

R � (��A) = id

D(A)

und (��A)R = id

X

:

Also ist � 2 �(A) und R(�;A) = R. �
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x12

Beispiele stark-stetiger Operatorhalbgruppen

Wir wollen in diesem Paragraphen zwei f

�

ur diese Arbeit relevante Beispiele besprehen. Hierzu

erinnern wir an zwei klassishe Ergebnisse von Lebesgue. Das erste ist in Aussage 10.8 enthalten.

12.1 F

�

ur eine Funktion f 2 L

1

(R) gilt f

�

ur fast alle x 2 R:

f(x) = lim

h!0

1

h

Z

x+h

x

f(t) dt = lim

h!0

1

h

Z

x

x�h

f(t) dt:

Dar

�

uberhinaus ist

F (x) :=

Z

x

�1

f(t) dt; x 2 R;

absolut stetig mit F

0

(x) = f(x) fast

�

uberall.

Man vergleihe dies Aussage beispielsweise mit Rudin[23℄, Theorem 7.10 und Theorem 7.11.

12.2 Im Zusammenhang mit absoluter Stetigkeit wird sih die folgende Produktregel als n

�

utz-

lih erweisen (Hewitt-Stromberg[12℄, Corollary 18.20).

Sind f und g absolut stetige Funktionen auf dem Intervall [a; b℄, so gilt:

Z

b

a

f(t)g

0

(t) dt+

Z

b

a

f

0

(t)g(t) dt = f(b)g(b) � f(a)g(a)

Sei X = L

1

w

(R) f

�

ur ein Beurling-Domar-Gewiht w auf R, und sei T : [0;+1)! L(L

1

w

(R))

de�niert durh

T (t)f := �

t

f;

wobei �

t

in x1 auf Seite 8 de�niert wurde. Wir wollen zeigen, da� T eine stark-stetige Opera-

torhalbgruppe ist und au�erdem den in�nitesimalen Erzeuger von T berehnen, insbesondere

dessen De�nitionsbereih. Da o�ensihtlih T (0) = id

L

1

w

(R)

, T (s+t) = T (s)T (t) f

�

ur s; t � 0 und

wegen Proposition 1.12 die Abbildung T auh stark-stetig ist, ist T tats

�

ahlih eine stark-stetige

Operatorhalbgruppe, und wir k

�

onnen gleih mit der Berehnung des in�nitesimalen Erzeugers

beginnen, den wir mit A bezeihnen wollen. Wir werden sehen, da� A bis aufs Vorzeihen gege-

ben wird durh den Di�erentialoperator D im Sinne von Lebesgue. Ist f : R ! C eine absolut

stetige Funktion, so ist f fast

�

uberall di�erenziebar, und D ordnet diesem f die Abbildung

f

0

zu, die fast

�

uberall durh den Di�erenzenquotient von f de�niert ist. Der Operator D ist

in diesem Sinn auh auf allen f 2 L

1

(R) erkl

�

art, die einen absolut stetigen Repr

�

asentanten

besitzen. Der De�nitionsbereih von A ist gegeben durh

D(A) = ff 2 L

1

w

(R) : f absolut stetig mit Df 2 L

1

w

(R)g;

wie wir nun zeigen werden.

Wir beginnen mit der Inklusion

"

�\:
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Ist f 2 D(A), so konvergiert nah De�nition A

h

f f

�

ur h! 0 gegen eine Funktion g 2 L

1

w

(R).

Wir zeigen, da� hieraus die absolute Stetigkeit von f folgt und da� g = Df ist. Es gilt:

Z

x

�1

(A

h

f)(t) dt =

Z

x

�1

f(t� h)� f(t)

h

dt =

1

h

�

Z

x

�1

f(t� h) dt �

Z

x

�1

f(t) dt

�

=

1

h

�

Z

x�h

�1

f(t) dt�

Z

x

�1

f(t)dt

�

= �

1

h

Z

x

x�h

f(t) dt:

Aufgrund von 12.1 gilt fast

�

uberall

lim

h!0

Z

x

�1

(A

h

f)(t) dt = lim

h!0

�

1

h

Z

x

x�h

f(t) dt = �f(x)

Da

R

R

jA

h

f � gjw d�! 0 f

�

ur h! 0 und deshalb

R

R

jA

h

f � gj d�! 0 f

�

ur h! 0, gilt also

lim

h!0

Z

x

�1

(A

h

f � g) d� = 0; x 2 R;

d.h. f(x) = �

Z

x

�1

g(t) dt f

�

ur fast alle x 2 R. Nah 12.1 ist f somit absolut stetig mit Df = �g.

Wir kommen zu

"

�\:

F

�

ur hinreihend gro�es n 2 N gilt n 2 �(A) (Proposition 11.8). Wir �xieren ein solhes n

und setzen R := nR(n;A). Es ist dann AR = n(R� I) und R 2 L(L

1

w

(R)) mit BildR = D(A).

Sei f 2 L

1

w

(R) absolut stetig mit f

0

2 L

1

w

(R). Dann ist g :=

1

n

(f

0

+ nf) 2 L

1

w

(R) und

e

f := Rg 2 D(A). Aus dem ersten Teil des Beweises folgt

e

f

0

= �A

e

f = �ARg = n(I �R)g = ng � n

e

f:

Nah De�nition von g gilt f

0

= ng � nf , und deshalb ist u := f �

e

f 2 L

1

w

(R) absolut stetig

mit u

0

= �nu. Bezeihnen wir mit exp

n

die Abbildung t 7! e

nt

f

�

ur t 2 R, so gilt auf allen

kompakten Intervallen [a; b℄ � R nah Aussage 12.2 die Beziehung (u exp

n

)

0

= 0. Dann ist auf

jedem kompakten Intervall [a; b℄ � R die Funktion u exp

n

konstant (vgl. Rudin[23℄, Theorem

7.18). Es folgt, da� u exp

n

auf ganz R konstant sein mu�. Es existiert also eine Konstante C > 0

mit u = C exp

n

. Da aber u 2 L

1

(R), mu� C = 0 sein. Daher ist f =

e

f 2 D(A).

Anmerkung: Den Beweis von

"

�\ �ndet man in Yosida[25℄, Seite 242/243.

Das obige Beispiel kann man zu einem Beispiel f

�

ur eine stark-stetige Operatorgruppe aus-

bauen.

12.3 De�nition: Eine Abbildung T : R ! L(X) hei�t stark-stetige Operatorgruppe, wenn

folgende Bedingungen erf

�

ullt sind:

(i) T (0) = id

X

,

(ii) T (s+ t) = T (s)T (t) (s; t 2 R),

(iii) f

�

ur alle x 2 X ist T (�)x : R ! X stetig.

Die S

�

atze 11.3, 11.5 und 11.6 lassen sih mit nur geringf

�

ugigen Modi�kationen auf Ope-

ratorgruppen

�

ubertragen. Insbesondere existiert ein abgeshlossener Operator A mit dihtem

De�nitonsbereih D(A), der die Operatorgruppe im Sinne von Satz 11.7 darstellt.
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Man sieht sofort, da� f

�

ur ein Gewiht w auf R durh X = L

1

w

(R) und T : R ! L(L

1

w

(R)),

h 7! �

h

, eine stark-stetige Operatorgruppe gegeben wird, deren in�nitesimaler Erzeuger der

Di�erentaloperator �D ist. Die Menge D(D) = ff 2 L

1

w

(R) : f absolut stetig mit Df 2

L

1

w

(R)g liegt diht in L

1

w

(R), ein Ergebnis, das auh f

�

ur sih von Interesse ist.

Ist w vom Typ BD auf R, so ist lim

t!1

logw(t)

t

= 0, denn andernfalls existierte � > 0 mit

logw(t) � �t f

�

ur t � t

0

und t

0

hinreihend gro�. Damit w

�

are

1 =

Z

1

t

0

�t

1 + t

2

dt �

Z

1

t

0

logw(t)

1 + t

2

dt �

Z

R

logw(t)

1 + t

2

dt;

im Widerspruh zu der Annahme, da� w vom Typ BD auf R ist. Damit ergibt sih f

�

ur die

stark-stetige Operatorhalbgruppe T

+

: [0;+1)! L(L

1

w

(R)), T

+

(t) := T (t), t � 0:

0 � !

0

= lim

t!1

log kT

+

(t)k

t

� lim

t!1

logw(t)

t

= 0;

d.h. !

0

= 0 und �(�D) � fz 2 C : Re z � 0g (Proposition 11.8), wobei �D nat

�

urlih auh der

in�nitesimale Erzeuger der Halbgruppe T

+

ist.

Mit denselben

�

Uberlegungen wie oben sieht man lim

t!1

logw(�t)

t

= 0 ein. F

�

ur die stark-

stetige Operatorhalbgruppe T

�

: [0;+1)! L(L

1

w

(R)), T

�

(t) := T (�t), t � 0, erh

�

alt man

0 � !

1

:= lim

t!1

log kT

�

(t)k

t

� lim

t!1

logw(�t)

t

= 0;

d.h. !

1

= 0 und �(D) � fz 2 C : Re z � 0g, wobei D der in�nitesimale Erzeuger von T

�

ist.

Zusammen ergibt sih f

�

ur das Spektrum von D:

�(D) � iR:

Wir werden in k

�

urze zeigen, da� �(D) = iR ist. Zuerst diskutieren wir ein weiteres Beispiel.

Wir betrahten die Abbildung

S : R ! L(F

w

(R)); S(t)

b

f :=

\

T (t)f:

Verm

�

oge des isometrishen Isomorphismus

 : L

1

w

(R) ! F

w

(R); f 7!

b

f

ist S

�

ahnlih zu T , d.h.  Æ T = S Æ  . Also ist auh S eine stark-stetige Operatorhalbgruppe,

und f

�

ur ihren Erzeuger M : D(M) ! F

w

(R) gilt dieselbe

�

Ahnlihkeitsrelation, d.h. D(M) =

 (D(D)) und  Æ (�D) =M Æ  auf D(D).

Konkretes Ausrehnen von

d

Df f

�

ur f 2 D(D) liefert:

d

Df(�) =

1

p

2�

Z

R

(Df)(x)e

�ix�

dx = lim

R!1

1

p

2�

Z

R

�R

f

0

(x)e

�ix�

dx

12.2

=

1

p

2�

�

lim

R!1

f(R)e

�iR�

� lim

R!1

f(�R)e

iR�

� lim

R!1

Z

R

�R

f(x)(�i�)e

�ix�

dx

�

= i�

b

f(�) = �(M

b

f)(�);
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wobei M f

�

ur die Abbildung

M :

\

D(D)! F

w

(R); (M

b

f )(x) := �ix

b

f(x)

steht.

Gem

�

a� der Konstruktion dieses Beispiels ist �(M) = �(�D). Ein einfahes Argument zeigt

�(�D) = �(M) = iR: Angenommen, es existierte � 2 R mit i� 62 �(M). Es sei

b

f 2 F

w

(R)

eine Abbildung mit

b

f � 1 auf einer kompakten Umgebung F � R von �� (F

w

(R) ist regul

�

ar).

Dann ist R(i�;M)

b

f 2 D(M) und (i��M)R(i�;M)

b

f =

b

f . F

�

ur t 2 F erg

�

abe sih insbesondere

(i�+ it)(R(i�;M)

b

f )(t) = 1. F

�

ur t = �� 2 F erhielte man einen Widerspruh.

Wir greifen an dieser Stelle das Ende von x5 wieder auf und beweisen die dort o�en gelassene

Frage bzgl. des Spektrums von M jF

w

(F ).

12.4 Proposition: F

�

ur w vom Typ BD auf R und kompaktes F � R gilt:

�(M jF

w

(F )) � �iF

� Beweis : Wir konstruieren zun

�

ahst zu � 2 C eine Funktion

b

f

�

2 F

w

(R) mit

b

f

�

(t) =

� + it f

�

ur alle t 2 F . Sei hierzu � 2 C n(iR). Dann existiert R(�;M) 2 L(F

w

(R)) mit (� �

M)R(�;M) = id

F

w

(R)

. Sei bg 2 F

w

(R) mit bg � 1 auf F (Proposition 5.3). F

�

ur t 2 F gilt

dann (� + it)(R(�;M)bg)(t) = 1 mit (R(�;M)bg)(t) 6= 0 f

�

ur alle t 2 F . Nah Proposition 5.3

existiert ein

b

h 2 F

w

(R) mit

b

h =

1

R(�;M)bg

auf F , d.h.

b

h(t) = �+ it f

�

ur alle t 2 F . Wir de�nieren

b

f

�

:=

b

h+ (�� �)bg. F

�

ur t 2 F gilt dann

b

f

�

(t) = �+ it, wie gew

�

unsht.

Wir haben bereits in Lemma 5.4 gezeigt, da� F

w

(F ) f

�

ur F � R ein abgeshlossener Teilraum von

F

w

(R) ist. Da� F

w

(F ) invariant ist unter M , M(D(M) \ F

w

(F )) � F

w

(F ), ist klar. Au�erdem

ist M jF

w

(F ) wieder abgeshlossen. Wir k

�

onnen von daher eine Aussage

�

uber das Spektrum

von M jF

w

(F ) im Sinne von x10 mahen.

Sei � 62 �iF und

b

f

�

wie soeben konstruiert mit

b

f

�

(t) = � + it f

�

ur alle t 2 F . Da

b

f

�

auf F

niht vershwindet, garantiert Proposition 5.3 die Existenz eines

b

h 2 F

w

(R) mit

b

h(t) =

1

�+it

f

�

ur t 2 F . Die Abbildung M

b

h

jF

w

(F ) : F

w

(F )! F

w

(F ) ist stetig und hat die Eigenshaften

(��M jF

w

(F ))M

b

h

jF

w

(F ) = id

F

w

(F )

und M

b

h

jF

w

(F )(� �M jF

w

(F )) = id

D(M jF

w

(F ))

:

F

�

ur � 62 �iF ist somit � 2 %(M jF

w

(F ), d.h.

�(M jF

w

(F )) � �iF:

�



Kapitel IV

Asymptotishes Verhalten stark-stetiger

Operatorhalbgruppen

Zum Inhalt dieses Kapitels

Wir haben in Kapitel II gezeigt, wie man auf das asymptotishe Verhalten einer diskreten

Operatorhalbgruppe shlie�en kann, wenn f

�

ur den Erzeuger gewisse Voraussetzungen erf

�

ullt

sind. Wir wollen die dort gefundenen Ergebnisse in diesem Kapitel auf stark-stetige Opera-

torhalbgruppen

�

ubertragen. In x13 erkl

�

aren wir, was wir unter kontinuierlihen Intertwining-

Operatoren verstehen wollen, und beweisen einige Eigenshaften derselben. Im x14 setzen wir

uns mit der Existenz kontinuierliher Intertwining-Operatoren auseinander.

�

Ahnlih wie in Ka-

pitel II spielen in diesem Zusammenhang die Beurling-Algebren F

w

(R) mit Beurling-Domar-

Gewiht w auf R eine wihtige Rolle. Den Satz

�

uber das asymptotishe Verhalten stark-stetiger

Operatorhalbgruppen formulieren wir im x15. Dort vergleihen wir auh unser Ergebnis mit

denen aus der Literatur.

x13 Kontinuierlihe Intertwining-Operatoren, Eigenshaften : : : : : : : : : : : : : : : : : : :71

x14 Existenz kontinuierliher Intertwining-Operatoren : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 78

x15 Asymptotishes Verhalten stark-stetiger Operatorhalbgruppen : : : : : : : : : : : 83

x13

Kontinuierlihe Intertwining-Operatoren, Eigenshaften

In diesem Paragraphen f

�

uhren wir Intertwining-Operatoren f

�

ur stark-stetige Operatorhalbgrup-

pen ein, die wir der K

�

urze wegen als kontinuierlihe Intertwining-Operatoren bezeihnen wollen.

Viele der Konzepte und Aussagen, die wir im diskreten Fall vorgestellt haben, lassen sih oh-

ne gr

�

o�ere Shwierigkeiten auf die neue Situation

�

ubertragen. De�niert wurden stark-stetige

Operatorhalbgruppen in Kapitel III. Dort wurde auh die Abbildung

M : D(M)! F

w

(R)

b

f 7! (x 7! �ix

b

f(x))

mit D(M) =

\

D(D) eingef

�

uhrt (x12). Daraus ergibt sih sofort D(M) � f

b

f 2 F

w

(R)(R) :

id

R

b

f 2 F

w

(R)(R)g. Bevor wir im Text fortfahren, wollen wir uns davon

�

uberzeugen, da� die

letzte Inklusion in Wirklihkeit eine Gleihheit ist.

71
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"

�\: Da M der Erzeuger einer stark-stetigen Operatorgruppe ist, k

�

onne wir ein � > 0 w

�

ahlen

mit � 2 �(M) (Proposition 11.8). Dann ist R := �R(�;M) 2 L(F

w

(R)) ein Operator mit

Abbildung4:1R = D(M) und MR = �(R � I). Sei

b

f 2 F

w

(R) mit �iid

R

b

f = bu f

�

ur ein

bu 2 F

w

(R). Dann ist bg :=

1

�

(�bu + �

b

f) 2 F

w

(R) und daher

b

h := Rbg 2 D(M). Aus �iid

R

b

h =

M

b

h =MRbg = �

b

h��bg und �id

R

b

f = bu = �

b

f��bg shlie�lih folgt, da� �iid

R

(

b

f�

b

h) = �(

b

f�

b

h)

ist. Daher ist

b

f =

b

h 2 D(M).

Die Darstellung D(M) = f

b

f 2 F

w

(R) : id

R

b

f 2 F

w

(R)g zeigt insbesondere, da� D(M) �

F

w

(R) ein Ideal ist.

Im folgenden stehe wie

�

ublih X f

�

ur einen beliebigen Banahraum, X

0

f

�

ur dessen topologi-

shen Dual.

13.1 De�nition: Sei w ein Beurling-Domar-Gewiht auf R, j : F

w

(R) ! X

0

eine beshr

�

ankte

lineare Abbildung und T eine stark-stetige Operatorhalbgruppe mit in�nitesimalen Erzeuger

A. Falls j(D(M)) � D(A

0

) und

j ÆM = A

0

Æ j auf D(M)

gilt, nennen wir j einen kontinuierlihen Intertwining-Operator f

�

ur die Halbgruppe T .

Wir werden in der Folge vereinfahend von kontinuierlihen Intertwining-Operatoren F

w

(R)

! X

0

sprehen, ohne das hierzu notwendige Beurling-Domar-Gewiht w auf R und die zu-

geh

�

orige stark-stetige Operatorhalbgruppe jedesmal zu pr

�

azisieren; diese beiden Objekte sollen

immer gegeben sein und mit w bzw. T bezeihnet werden.

Die Hilfsmittel, die wir bereits im diskreten Fall eingef

�

uhrt haben, �nden auh hier Verwen-

dung.

13.2 Lemma: Sei j : F

w

(R) ! X

0

ein kontinuierliher Intertwining-Operator. Dann existiert

ein gr

�

o�tes abgeshlossenes Ideal I(j) in F

w

(R), welhes noh vollst

�

andig in ker j enthalten

ist.

� Beweis : Der Beweis dieses Lemmas ergbibt sih wie im Beweis von Lemma 6.2. �

Der Tr

�

ager von j ist de�niert durh

supp(j) := h(I(j)) =

\

b

f2I(j)

N(

b

f);

wobei N(

b

f) f

�

ur die Nullstellenmenge von

b

f in R steht und h die H

�

ullenabbildung aus x5 ist.

13.3 In Analogie zu Aussage 6.5 de�niert jede Funktion

b

f 2 F

w

(R) verm

�

oge

b

fF

w

(R) = f

b

fbg :

bg 2 F

w

(R)g ein Ideal in F

w

(R). Die Stetigkeit der Multiplikation in F

w

(R) sorgt daf

�

ur, da�

b

fF

w

(R) ein abgeshlossenes Ideal in F

w

(R) ist. Gilt insbesondere

b

fF

w

(R) � ker j, so mu� wegen

der Abgeshlossenheit von ker j und der De�nition von I(j)

b

fF

w

(R) � I(j) sein. Da L

1

w

(R)

nah 1.18 eine approximative Eins enth

�

alt, sagen wir (f

n

)

n2N

, gilt

b

f



f

n

!

b

f f

�

ur n ! 1 in

F

w

(R), und wegen

b

f



f

n

2

b

fF

w

(R) somit

b

f 2

b

fF

w

(R) � I(j).
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In Proposition 13.4 sammeln wir die grundlegenden Eigenshaften kontinuierliher Inter-

twining-Operatoren. Abgesehen von geringf

�

ugigen Abweihungen k

�

onnen viele der Beweise aus

dem diskreten Fall

�

ubernommen werden.

13.4 Proposition: F

�

ur einen kontinuierlihen Intertwining-Operator j gilt:

a) supp(j) = ; genau dann, wenn j � 0.

b) F

�

ur

b

f 2 F

w

(R) gilt: j ÆM

b

f

ist ein Intertwining-Operator

1

.

) F

�

ur

b

f 2 F

w

(R) mit

b

f(�) 6= 0 f

�

ur ein � 2 supp(j) gilt: j ÆM

b

f

6� 0.

d) F

�

ur

b

f 2 F

w

(R) gilt: I(j) � I(j ÆM

b

f

).

e) F

�

ur

b

f 2 F

w

(R) gilt: supp(j ÆM

b

f

) � supp(

b

f) \ supp(j).

f) Ist � 2 supp(j) isoliert, so existiert ein Intertwining-Operator e| mit supp(e|) = f�g.

� Beweis : a) beweist man entsprehend dem Beweis von Proposition 6.3. Zum Beweis von b)

vergleihe man mit Proposition 6.4; statt

b

b 2 F

%

(�) ist bg 2 D(M) zu nehmen, unter Ber

�

uksih-

tigung, da� D(M) ein Ideal in F

w

(R) ist. Der Beweis von Proposition 6.6

�

ubertr

�

agt sih leiht

auf ); statt Aussage 6.5 ist Aussage 13.3 heranzuziehen. d) und e) entspriht Proposition 6.7;

nat

�

urlih ist auh hier Aussage 13.3 anstelle von Aussage 6.5 zu nehmen. An entsprehender

Stelle mu� sinngem

�

a� � durh R und die o�ene Menge U � � durh eine relativ-kompakte,

o�ene Menge U � R ersetzt werden. f) shlie�lih ist Korollar 6.8. �

Mit Lat

w

(M) wollen wir die Menge der abgeshlossen Unterr

�

aume von F

w

(R) bezeihnen,

die invariant sind unter M . F

�

ur Y 2 Lat

w

(M) bezeihne M jY den abgeshlossenen Operator

M jY : D(M) \ Y ! Y ,

b

f 7! M

b

f . R(�; A) : %(A) ! L(X) stehe f

�

ur die Resolvente von A. Im

x10 haben wir �(A) = �(A

0

) zitiert.

13.5 Lemma: Sei j : F

w

(R) ! X

0

ein kontinuierliher Intertwining-Operator. F

�

ur alle Y 2

Lat

w

(M) gilt:

�(M jY ) \ �(A) = ; ) Y � ker j

� Beweis : (vgl. mit dem Beweis von Lemma 7.3)

Sei

b

f 2 Y beliebig und F : C ! X

0

de�niert durh

F (z) =

(

j(R(z;M jY )

b

f) falls z =2 �(M jY )

R(z;A

0

)j(

b

f ) falls z =2 �(A

0

) = �(A):

Dann ist F eine wohlde�nierte Funktion: Wegen �(M jY ) \ �(A) = ; ist �(M jY ) [ �(A) = C

und F auf ganz C de�niert; f

�

ur z 2 �(M jY ) \ �(A) gilt:

(z �A

0

)j(R(z;M jY )

b

f) = j((z �M)R(z;M jY )

b

f) = j(

b

f);

1

f

�

ur dasselbe Gewiht und dieselbe Operatorhalbgruppe wie j



74 Kapitel IV. Asymptotishes Verhalten stark-stetiger Operatorhalbgruppen

d.h. j(R(z;M jY )

b

f) = R(z;A

0

)j(

b

f). Da sowohl R(�;M jY ) auf �(M jY ) als auh R(�; A

0

) auf

�(A

0

) = �(A) analytish sind, folgt die Analytizit

�

at von F auf C . Da aber kF (t)k ! 0 f

�

ur

t ! 1 (Satz 11.8), folgt F � 0 (Liouville). Da R(z;A

0

) f

�

ur gro�e Re z existiert und injektiv

ist, folgt insbesondere j(

b

f) = 0. Da

b

f 2 Y beliebig war, folgt Y � ker j. �

13.6 Satz: Sei T : [0;+1)! L(X) eine stark-stetige Operatorhalbgruppe mit in�nitesimalen

Erzeuger A, und sei j : F

w

(R) ! X

0

ein kontinuierliher Intertwining-Operator f

�

ur T . Dann

gilt:

supp(j) � i�(A)

� Beweis : (vgl. mit dem Beweis von Satz 7.4)

Im Falle supp(j) = ; ist nihts zu beweisen. Sei also t 2 supp(j). Wir wollen annehmen, da�

t =2 i�(A) ist. Da Rn�(iA) o�en ist, w

�

urde eine kompakte Umgebung F von t existieren mit

F � Rn�(iA) = �(iA). Mit Lemma 5.4 sieht man leiht, da� F

w

(F ) 2 Lat

w

(M) ist, und

Proposition 12.4 liefert �(M jF

w

(F )) � �iF . Nah Wahl von F w

�

are �(M jF

w

(F )) \ �(A) �

�iF \ �(A) = ;. Nah Lemma 13.5 erg

�

abe sih F

w

(F ) � ker j. Da F

w

(F ) ein abgeshlossenes

Ideal ist, erhielte man F

w

(F ) � I(j). Dies aber w

�

are ein Widerspruh, denn wegen t 2 supp(j)

m

�

u�te f

�

ur alle

b

f 2 F

w

(F )

b

f(t) = 0 gelten, was wegen der Regularit

�

at von F

w

(R) siherlih

niht der Fall ist. Da die Annahme also falsh ist, kann nur supp(j) � �(iA) sein. �

Bevor wir mit weiteren Eigenshaften fortfahren k

�

onnen, m

�

ussen wir vorbereitend die Pro-

position 7.1 und das Korollar 7.2 auf die Situation abgeshlossener Operatoren

�

ubertragen.

F

�

ur ein A 2 C(X) sind Potenzen induktiv de�niert durh

� D(A

0

) = X mit A

0

= id

X

� D(A

1

) = D(A) mit A

1

= A

� D(A

n

) = fx 2 X : x 2 D(A

n�1

) und A

n�1

x 2 D(A)g mit A

n

:= A ÆA

n�1

f

�

ur alle n � 1.

O�enbar ist D(A

n

) � D(A

n�1

) f

�

ur alle n � 1.

F

�

ur eine kompakte Teilmenge F von C und einen abgeshlossen Operator A : D(A) � X !

X de�nieren wir den Spektralraum von A zu F durh

X

A

(F ) = fx 2

1

T

n=1

D(A

n

): es existiert eine im Unendlihen vershwindende, analy-

tishe Funktion f : C nF ! X mit f(C nF ) � D(A) und (z�A)f(z) = x

f

�

ur alle z 2 C nFg:

13.7 Proposition: Sei A ein abgeshlossener Operator auf X und � 2 C beliebig. Dann gilt

2

X

A

(f�g) = fx 2

1

\

n=1

D(A

n

) : lim sup

n!1

k(��A)

n

xk

1

n

= 0g

2

Man zeigt induktiv, da� D((��A)

n

) = D(A

n

) f

�

ur alle n 2 N gilt.
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� Beweis : Wir k

�

onnen uns auf den Fall � = 0 zur

�

ukziehen, denn die allgemeine Aussage

folgt hieraus durh Vershiebung um �.

"

�\: Sei x 2

1

T

n=1

D(A

n

) mit lim sup

n!1

kA

n

xk

1

n

= 0, und betrahte f : C nf0g ! X mit f(z) =

P

1

n=0

(A

n

x)z

�n�1

. Wegen lim sup

n!1

kA

n

xk

1

n

= 0 ist f auf C nf0g analytish und vershwindet im

Unendlihen. Wir m

�

ussen zeigen, da� f(z) 2 D(A) und da� (z�A)f(z) = x f

�

ur alle z 2 C nf0g

ist.

Sei f

k

: C nf0g ! X de�niert durh f

k

(z) =

P

k

n=0

(A

n

x)z

�n�1

, k 2 N. Aus x 2 D(A

n+1

) folgt

x 2 D(A

n

) und A

n

x 2 D(A) f

�

ur alle n 2 N. Es folgt f

k

(z) 2 D(A) f

�

ur alle z 2 C nf0g. Wegen

f

k

(z) ! f(z), Af

k

(z) = A

P

k

n=0

(A

n

x)z

�n�1

= z

P

k+1

n=0

(A

n

x)z

�n�1

� x ! zf(z) � x und A

abgeshlossen, ergibt sih f(z) 2 D(A) und Af

k

(z)! Af(z) = zf(z)�x, d.h. (z�A)f(z) = x.

Das ist x 2 X

A

(f0g).

"

�\: Zu x 2 X

A

(f0g) existiert f : C nf0g ! X analytish und im Unendlihen vershwindend

mit f(C nf0g) � D(A) und (z�A)f(z) = x f

�

ur alle z 2 C nf0g. Da f im Unendlihen vershwin-

det, ist lim

jzj!1

kf(z)k = 0. Damit de�niert g(z) :=

(

f(

1

z

) : z 2 C nf0g

0 : z = 0

eine holomorphe

Funktion g : C ! X. Diese l

�

a�t sih in eine Potenzreihe g(z) =

1

P

n=1

a

n

z

n

entwikeln. f besitzt

demzufolge die Darstellung f(z) =

1

P

k=1

a

k

z

�k

. Aus x = (z�A)f(z) folgt Af(z) = zf(z)�x f

�

ur

alle z 2 C nf0g. Wegen D(A) 3 f(t)! 0 und tf(t)! a

1

f

�

ur t!1 sowie der Abgeshlossenhait

von A, folgt

Af(t) = tf(t)� x! a

1

� x

!

= 0 (t!1);

d.h. a

1

= x. Hat man f

�

ur ein n > 0 bereits a

1

; :::; a

n�1

2 D(A) mit a

k+1

= Aa

k

f

�

ur k =

1; :::; n� 1 nahgewiesen, so gilt D(A) 3 t

n

f(t)�

n�1

P

k=1

a

k

t

n�k

=

1

P

k=n

a

k

t

n�k

! a

n

f

�

ur t!1 und

t

n+1

f(t)�

n�1

P

k=1

a

k+1

t

n�k

= a

1

t

n

+

1

P

k=n

a

k+1

t

n�k

. Es ist

A

 

t

n

f(t)�

n�1

X

k=1

a

k

t

n�k

!

= t

n

Af(t)�

n�1

X

k=1

Aa

k

t

n�k

= t

n+1

f(t)� t

n

x�

n�1

X

k=1

a

k+1

t

n�k

=

1

X

k=n

a

k+1

t

n�k

;

und wegen

1

P

k=n

a

k+1

t

n�k

! a

n+1

f

�

ur t!1 und der Abgeshlossenheit von A folgt a

n

2 D(A)

mit Aa

n

= a

n+1

. Hieraus ergibt sih induktiv a

n+1

= A

n

x f

�

ur n � 0.

Wir folgern f(z) =

1

P

n=0

(A

n

x)z

�n�1

. Da der Konvergenzbereih von f ganz C nf0g ist, ergibt

sih

lim sup

n!1

kA

n

xk

1

n

= 0

und es folgt die Behauptung. �
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13.8 Korollar: Sei A ein abgeshlossener Operator auf X. Dann gilt:

ker(��A)

n

� X

A

(f�g)

f

�

ur alle n 2 N.

Sei j : F

w

(R) ! X

0

ein kontinuierliher Intertwining-Operator wie zuvor. Da I =M(D(M)\

I(j)) � F

w

(R) ein Ideal ist mit jj

I

� 0, gilt I � I(j). Wir de�nieren einen unbeshr

�

ankten

Operator

f

M : D(

f

M) � F

w

(R)=I(j) ! F

w

(R)=I(j) durh D(

f

M) = f

b

f + I(j) :

b

f 2 D(M)g und

f

M(

b

f + I(j)) = (M

b

f) + I(j) f

�

ur

b

f 2 D(M):

Wir wenden uns weiteren Eigenshaften kontinuierliher Intertwining-Operatoren zu.

13.9 Proposition: Sei j : F

w

(R) ! X

0

ein kontinuierliher Intertwining-Operator, f

�

ur dessen

Tr

�

ager supp(j) = f�g f

�

ur ein � 2 R gelte. Dann ist

f

M

�

uberall de�niert und stetig linear

mit �

�

f

M

�

= f�i�g.

� Beweis : Nah Proposition 2.7 existiert eine Funktion be 2 F

w

(R) mit kompaktem Tr

�

ager

und � =2 supp(1� be). Dann gilt f

�

ur alle

b

f 2 F

w

(R)

� =2 supp(

b

f � be

b

f:

Nah Korollar 5.2 ist dann

b

f � be

b

f 2 I(j) f

�

ur alle

b

f 2 F

w

(R). Also ist F

w

(R)=I(j) eine unitale

Banahalgebra mit Einselement [be℄. Nah dem ersten Teil des Beweises von Proposition 12.4

gibt es ein h 2 F

w

(R) mit

b

h = �it f

�

ur alle t 2 suppbe. Dann ist wieder nah Korollar 5.2

M(be

b

f)�

b

hbe

b

f 2 I(j)

f

�

ur alle

b

f 2 F

w

(R). Da jedes Element

b

f 2 F

w

(R)=I(j) einen Repr

�

asentanten mit kompakten

Tr

�

ager hat, ist

f

M

�

uberall de�niert, und es gilt

f

M([

b

f ℄) =

f

M([be

b

f ℄) = [M(be

b

f)℄ = [

b

hbe

b

f ℄ = [

b

h

b

f ℄

f

�

ur alle

b

f 2 F

w

(R). Damit haben wir gezeigt, da�

f

M der Multiplikationsoperator mit [

b

h℄ in der

kommutativen unitalen Banahalgebra F

w

(R)=I(j) ist. Also ist

f

M stetig linear mit

�

�

f

M

�

= �

F

w

(R)=I(j)

([

b

h℄) = f

b

h(�):

Das ist die Behauptung. �

13.10 Korollar: Sei j : F

w

(R) ! X

0

ein kontinuierliher Intertwining-Operator mit supp(j) =

f�g f

�

ur ein � 2 R. Dann ist

(F

w

(R)=I(j))

f

M

(f�g) = F

w

(R)=I(j):
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13.11 Proposition: Sei j : F

w

(R) ! X

0

ein kontinuierliher Intertwining-Operator, f

�

ur dessen

Tr

�

ager supp(j) = f�g f

�

ur ein � 2 R gelte. Dann ist die Abbildung

e| : F

w

(R)=I(j) ! X

0

[

b

f ℄ 7! e|([

b

f ℄) := j(

b

f)

wohlde�niert mit e|(

f

M [

b

f ℄) = A

0

e|([

b

f ℄) f

�

ur alle

b

f 2 D(M) und Bilde| � X

0

A

0

(f�g).

� Beweis : Der erste Teil der Proposition ist wegen I(j) � ker j klar, und die Aussage

bez

�

uglih der

"

Vertaushung\ von

f

M und A

0

rehnet man leiht nah. Sei [bg℄ 2 F

w

(R)=I(j)

beliebig. Nah Korollar 13.10 existiert eine analytishe Funktion f : C nf�g ! F

w

(R)=I(j) mit

(z �

f

M)f(z) = [bg℄. Anwenden von e| ergibt:

e|((z �

f

M)f(z)) = (z �A

0

)e|(f(z)):

F

�

ur h : C nf�g ! X

0

, h(z) := e|(f(z)), ist h analytish mit (z � A

0

)h(z) = e|([bg℄). Es folgt:

e|([bg℄) 2 X

0

A

0

(f�g). Das ist die Behauptung. �

13.12 Korollar: Sei j : F

w

(R) ! X

0

ein kontinuierliher Intertwining-Operator. Gilt f

�

ur ein

� 2 R X

0

A

0

(f�g) = f0g, so ist supp(j) 6= f�g.

� Beweis : W

�

are supp(j) = f�g, so w

�

urde nah Proposition 13.11 die dort de�nierten

Abbildung e| wegen Bilde| � X

0

A

0

(f�g) = f0g identish vershwinden. Dann vershwindet aber

auh j, was aufgrund von Proposition 13.4.a) niht sein kann. �

Das entsheidende Ergebnis lautet:

13.13 Satz: Sei j : F

w

(R) ! X

0

ein kontinuierliher Intertwining-Operator f

�

ur die stark-

stetige Operatorhalbgruppe T . F

�

ur den in�nitesimalen Erzeuger A dieser Halbgruppe sei

�(A) \ iR abz

�

ahlbar und X

0

A

0

(f�g) = f0g f

�

ur alle � 2 R. Dann ist j � 0.

� Beweis : W

�

are j 6� 0, so erg

�

abe sih nah Proposition 13.4.a) supp(j) 6= ;. Da �(A) \ iR

abz

�

ahlbar und abgeshlossen ist, und da supp(j) nah Satz 13.6 eine Teilmenge hiervon ist, ent-

hielte supp(j) einen isolierten Punkt � 2 R. Sei U ein relativ-kompakte, o�ene Umgebung dieses

� mit U \ supp(j) = f�g und

b

f 2 F

w

(R) eine Funktion mit

b

f(�) 6= 0 und supp

b

f � U (wir erin-

nern: F

w

(R) ist regul

�

ar). Wir k

�

onnten nah Proposition 13.4.b) und Proposition 13.4.) einen

niht-vershwindenden, kontinuierlihen Intertwining-Operator e| : F

w

(R) ! F

w

(R) de�nieren

durh e| := j ÆM

b

f

mit { Proposition 13.4.e) { supp(e|) � supp(

b

f)\ supp(j) = f�g. Wegen e| 6� 0

w

�

are supp(e|) = f�g. Mit Korollar 13.12 kann dies aber aufgrund von X

0

A

0

(f�g) = f0g niht

sein. Unsere Annahme mu� von daher falsh sein und j mu� tats

�

ahlih identish vershwinden.

�

Im n

�

ahsten Paragraphen wenden wir uns der Frage zu, unter welhen Voraussetzungen man

die Existenz eines niht-trivialen, kontinuierlihen Intertwining-Operators f

�

ur eine stark-stetige

Operatorhalbgruppe gararantieren kann.
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x14

Existenz kontinuierliher Intertwining-Operatoren

Beim Existenznahweis kontinuierliher Intertwining-Operatoren st

�

o�t man prinzipiell auf die-

selben Shwierigkeiten wie im Fall diskreter Intertwining-Operatoren. Wir wollen deshalb f

�

ur

die nahfolgenden Ausf

�

uhrungen eine stark-stetige Operatorhalbgruppe T : [0;+1) ! L(X

0

)

gegeben wissen, deren in�nitesimaler Erzeuger mit A bezeihnet wird und f

�

ur die

kT (t)k = O(w(t)) f

�

ur t! +1

gilt, wobei w ein Beurling-Domar-Gewiht auf R ist. Wie gew

�

ohnlih stehe X f

�

ur einen Ba-

nahraum und X

0

f

�

ur dessen topologishen Dualraum.

A. Konstruktion eines kontinuierlihen Intertwining-Operators

Wir de�nieren als erstes die Abbildung

S : F

w

(R) �X

0

�X ! C ; (

b

f; �; x) 7!

1

Z

0

f(t)�(T (t)x) dt;

die von unserer vorgegebenen, stark-stetigen Operatorhalbgruppe T abh

�

angt, die wir jedoh

niht in die Notation von S aufnehmen wollen. Wir m

�

ussen kl

�

aren, ob S wohlde�niert ist.

Nah Voraussetzung sind T (�)x und damit �(T (�)x) stetig f

�

ur alle x 2 X; f�(T (�)x) ist somit

me�bar. Es ist jf(t)�(T (t)x)j � jf(t)j k�k kT (t)k kxk. Da f

�

ur eine geeignete Konstante C > 0

die Beziehung kT (t)k � Cw(t) f

�

ur alle t 2 R gilt

3

, folgt

Z

1

0

jf(t)�(T (t)x)j dt � Ck�k kxk k

b

fk

w

: (31)

Man sieht leiht, da� f

�

ur

b

f 2 F

w

(R) und � 2 X

0

S(

b

f; �; �) : X ! C ; x 7! S(

b

f; �; x)

eine beshr

�

ankte lineare Abbildung ist mit

kS(

b

f; �; �)k �

 

sup

t2[0;t

0

℄

kT (t)k + C

!

k�k k

b

fk

w

:

Hiermit de�nieren wir

� : F

w

(R) ! L(X

0

)

mit

�(

b

f) : X

0

! X

0

; �(

b

f)� := S(

b

f; �; �)

3

Hierbei wird ausgenutzt, da� sup

t2[0;t

0

℄

kT (t)k < +1 f

�

ur alle t

0

> 0 (Proposition 11.3).
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O�enbar ist �(

b

f) f

�

ur

b

f 2 F

w

(R) linear und stetig mit

k�(

b

f)k � Ck

b

fk

w

;

und � somit wohlde�niert. Shlie�lih ist � selber linear und stetig mit

k�k � C:

Wir wollen uns davon

�

uberzeugen, da� f

�

ur alle

b

f 2 D(M) und alle � 2 X

0

gilt: �(

b

f)� 2

D(A

0

).

Dazu m

�

ussen wir zeigen, da� sih die lineare Abbildung

D(A)! C ; x 7! (�(

b

f)�)(Ax)

zu einem beshr

�

ankten linearen Funktional auf X fortsetzen l

�

a�t (x10, Abshnitt A). Hierzu

ist die Produktregel 12.2 n

�

utzlih. Da n

�

amlih f

�

ur

b

f 2 D(M) die Funktion f absolut stetig ist

und ebenso �(T (�)x) =

�

R

0

d

ds

�(T (s)x) ds+ �(x), ergibt sih

Z

s

0

f(t)

d

dt

�(T (t)x) dt = f(s)�(T (s)x)� f(0)�(x) �

Z

s

0

(Df)(t)�(T (t)x) dt: (32)

F

�

ur x 2 D(A) ist nah Lemma 11.5 und (31)

Z

1

0

f(t)�(T (t)Ax) dt =

Z

1

0

f(t)

d

dt

�(T (t)x) dt:

Da wieder nah (31) das Integral

R

1

0

(Df)(t)�(T (t)x) dt existiert (Df 2 F

w

(R)!), folgt mit

(32) die Konvergenz von (s 7! f(s)�(T (s)x)) f

�

ur s!1. Der Grenzwert mu� Null sein, denn

andernfalls existierte � > 0 mit

� � jf(s)�(T (s)x)j � k�k kxk jf(s)jw(s)

f

�

ur hinreihend gro�es s, im Widerspruh zu f 2 L

1

w

(R). Wir erhalten damit

Z

1

0

f(t)

d

dt

�(T (t)x) dt = �

Z

1

0

(Df)(t)�(T (t)x) dt� f(0)�(x) (33)

F

�

ur alle

b

f 2 D(M), � 2 X

0

und x 2 D(A) ergibt sih somit

(�(

b

f)�)(Ax) =

Z

1

0

f(t)�(T (t)Ax) dt =

Z

1

0

f(t)

d

dt

�(T (t)x) dt (Lemma 11.5)

(33)

= �

Z

1

0

(Df)(t)�(T (t)x) dt� f(0)�(x) (34)

und

k(�(

b

f)�)(Ax)k � (CkDfk

w

+ jf(0)j) kxk k�k:

Damit l

�

a�t sih �(

b

f)�ÆA : D(A)! C stetig auf ganz X fortsetzen. F

�

ur alle

b

f 2 D(M) und

� 2 X

0

ist also �(

b

f)� 2 D(A

0

), und f

�

ur die Abbildung A

0

�(

b

f) : X

0

! X

0

gilt D(A

0

�(

b

f)) = X

0

.
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Eine weitere Familie von Abbildungen ist von N

�

oten. F

�

ur t 2 R de�nieren wir

P

t

: F

w

(R) ! F

w

(R);

b

f 7!



�

t

f

Wir haben bereits in Proposition 1.12 gesehen, da� kP

t

k � w(t) f

�

ur alle t 2 R ist.

Wir stellen einen Zusammenhang zwishen M und A

0

her. F

�

ur

b

f 2 D(M) ist

�P

t

(M

b

f) = ��P

t

(

d

Df) = ��(

[

�

t

Df):

F

�

ur � 2 X

0

und x 2 X ergibt sih

((�P

t

(M

b

f))�)x = �S(

[

�

t

Df;�; x) = �

Z

1

0

(�

t

Df)(s)�(T (s)x) ds: (35)

F

�

uhrt man dieselbe Rehnung mit

b

f anstelle von M

b

f aus, erh

�

alt man

((�P

t

(

b

f))�)x =

Z

1

0

(�

t

f)(s)�(T (s)x) ds:

Mit (34) folgt f

�

ur

b

f 2 D(M), � 2 X

0

und x 2 D(A)

(�P

t

(

b

f)�)(Ax) = �

Z

1

0

D(�

t

f)(s)�(T (s)x)� (�

t

f)(0)�(x)

= �

Z

1

0

(�

t

Df)(s)�(T (s)x) ds� f(�t)�(x);

wobei es nat

�

urlih Sinn maht, von f(�t) zu sprehen, da f stetig ist.

Zusammen mit (35) erh

�

alt man f

�

ur

b

f 2 D(M), � 2 X

0

und x 2 D(A)

((�P

t

(M

b

f))�)x = (�P

t

(

b

f)�)(Ax) + f(�t)�(x)

d.h.

�P

t

(M

b

f) = A

0

�P

t

(

b

f) + f(�t): (36)

Als Hilfsmittel erkl

�

aren wir

hRi := fr

�

2 R

N

: r

1

� 0; r

k+1

> r

k

f

�

ur alle k 2 N, r

k

! +1g, Menge der

unbeshr

�

ankt monoton wahsenden Folgen positiver, reeller Zahlen,

hxi := f�

�

: R ! X

0

: �

t

(T (t)x) = kT (t)xk mit k�

t

k = 1 falls T (t)x 6= 0,

�

t

� 0 falls T (t)x = 0g, x 2 X,

� := f(x; r

�

; �

�

; �

�

; l

�

) 2 X � hRi � R

N

� X

0R

� C

(X

0N

)

: �

k

= w(r

k

) f

�

ur alle

k 2 N; �

�

2 hxi; l

�

2 Li

�

�

g.

Da X, T und w Teil unserer Voraussetzungen sind, sollen diese Bezeihner niht in die Notation

mit aufgenommen werden. Aufgrund des Satzes von Hahn-Banah ist die Menge hxi niht leer.

Die Menge Li

�

�

wurde bereits in Kapitel x8, Abshnitt A eingef

�

uhrt.

Mit diesen Vorbereitungen k

�

onnen wir formal einen Intertwining-Operatoren konstruieren,

der zwar noh trivial sein mag, aus dem heraus wir aber shon bald einen niht-trivialen
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herleiten k

�

onnen. Wir betrahten hierzu ein

b

f 2 D(M) und ein 5-Tupel (x; r

�

; w(r

�

); �

�

; li

w(r

�

)

) 2

�. Es gilt mit den Komponenten dieses Tupels

k(�P

r

k

(

b

f))�

r

k

k � k�P

r

k

(

b

f)k k�

r

k

k � k�k kP

r

k

(

b

f)k k�

r

k

k

� k�kw(r

k

)k

b

fk

w

k�

r

k

k

und damit

k(�P

r

k

(

b

f))�

r

k

k

w(r

k

)

� k�k k�

r

k

k

| {z }

=0 oder =1

k

b

fk

w

� k�k k

b

fk

w

: (37)

Da also

((�P

r

k

(

b

f))�

r

k

)

k2N

2 `

1

w(r

�

)

(N;X

0

);

ist die nahfolgende Abbildung f

�

ur (x; r

�

; w(r

�

); �

�

; li

w(r

�

)

) 2 � wohlde�niert.

j(x; r

�

; w(r

�

); �

�

; li

w(r

�

)

) : F

w

(R) ! X

0

b

f 7! li

w(r

�

)

(((�P

r

k

(

b

f))�

r

k

)

k2N

):

(38)

14.1 Satz: Sei T eine stark-stetige Operatorhalbgruppe mit in�nitesimalen Erzeuger A uns

sei w ein Beurling-Domar-Gewiht auf R. T erf

�

ulle kT (t)k = O(w(t)) f

�

ur t ! +1.

Dann de�niert f

�

ur jedes (x; r

�

; w(r

�

); �

�

; li

w(r

�

)

) 2 � der gem

�

a� (38) de�nierte Operator

j(x; r

�

; w(r

�

); �

�

; li

w(r

�

)

) : F

w

(R) ! X

0

eine beshr

�

ankte, lineare Abbildung mit

j(x; r

�

; w(r

�

); �

�

; li

w(r

�

)

)(M

b

f) = �A

0

j(x; r

�

; w(r

�

); �

�

; li

w(r

�

)

)(

b

f) (39)

f

�

ur alle

b

f 2 D(M).

� Beweis : Sei j = j(x; r

�

; w(r

�

); �

�

; li

w(r

�

)

). Die Linearit

�

at von j ist klar.

kj(

b

f)k = kli

w(r

�

)

(((�P

r

k

(

b

f))�

r

k

)

k2N

)k

� k((�P

r

k

(

b

f))�

r

k

)

k2N

k

1;w(r

�

)

=











 

k(�P

r

k

(

b

f))�

r

k

k

w(r

k

)

!

k2N











1

(37)

� k�k k

b

fk

w

;

also ist j stetig. Um die Intertwining-Eigenshaft (39) f

�

ur

b

f 2 D(M) nahzuweisen, bemerken

wir, da� wegen f stetig und f(t) ! 0 f

�

ur jtj ! +1 auh f(�r

k

) ! 0 f

�

ur k ! +1. Wegen

w � 1 konvergiert dann aber auh

f(�r

k

)

w(r

k

)

f

�

ur k ! +1 gegen 0. Da li

w(r

�

)

eine Fortsetzung

von lim

w(r

�

)

: 

w(r

�

)

(N; C ) ! C ist, ergibt sih also

li

w(r

�

)

((f(�r

k

)�

r

k

)

k2N

) = 0:

Hiermit erh

�

alt man den gew

�

unshten Zusammenhang (39):

j(M

b

f) = li

w(r

�

)

(((�P

r

k

(

b

f))�

r

k

)

k2N

)

(36)

= li

w(r

�

)

((�A

0

((�P

r

k

(

b

f))�

r

k

)

k2N

� (f(�r

k

)�

r

k

)

k2N

)

= �A

0

li

w(r

�

)

(((�P

r

k

(

b

f))�

r

k

)

k2N

)

= �A

0

j(

b

f )
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f

�

ur

b

f 2 D(M). �

B. Ein Existenzsatz f

�

ur kontinuierlihe Intertwining-Operatoren

14.2 Satz: Sei T ein stark-stetige Operatorhalbgruppe mit in�nitesimalen Erzeuger A 2 C(X)

und sei w ein Beurling-Domar-Gewiht auf R. T erf

�

ulle kT (t)k = O(w(t)) f

�

ur t ! 1,

und

�

T (t)

w(t)

�

t2[0;1)

konvergiere in der starken Operatornorm f

�

ur t!1 niht gegen 0. Dann

existiert ein niht-trivialer Intertwining-Operator j : F

w

(R) ! X

0

f

�

ur T und w.

� Beweis : Wenn

�

T (t)

w(t)

�

t2[0;1)

in der starken Operatortopologie f

�

ur t ! 1 niht gegen 0

konvergiert, existieren x

0

2 X, � > 0 und eine monoton wahsende Folge (p

k

)

k2N

positiver,

reeler Zahlen mit p

k

!1 f

�

ur k !1 und

kT (p

k

)x

0

k

w(p

k

)

� � (40)

f

�

ur alle k 2 N. Aufgrund der Stetigkeit von T (�)x

0

existiert ein 0 < Æ < 1, so da� f

�

ur alle

0 � r < Æ gilt:

kT (r)x

0

� T (0)x

0

k = kT (r)x

0

� x

0

k �

�

2C

;

wobei C eine Konstante mit kT (t)k � Cw(t) f

�

ur hinreihend gro�es t ist. In der Folge (p

k

)

k2N

k

�

onnen wir ohne Einshr

�

ankung p

1

so gro� w

�

ahlen, da� f

�

ur alle k 2 N kT (p

k

)k � Cw(p

k

) gilt.

F

�

ur s 2 [p

k

; p

k

+ Æ℄ erh

�

alt man dann (s = p

k

+ r, 0 � r < Æ):

kT (s)x

0

� T (p

k

)x

0

k � kT (p

k

)k kT (r)x

0

� x

0

k � Cw(p

k

)

�

2C

=

�

2

w(p

k

): (41)

Mit f = �

[0;Æ℄

und �

�

2 hx

0

i ist nun:

�

�

�

�

Z

1

0

(�

p

k

f)(s)�

p

k

(T (s)x

0

) ds

�

�

�

�

=

�

�

�

�

Z

p

k

+Æ

p

k

�

p

k

(T (s)x

0

) ds

�

�

�

�

�

Z

p

k

+Æ

p

k

kT (s)x

0

k ds � Ckx

0

k

Z

p

k

+Æ

p

k

w(s) ds

� Ckx

0

kw(p

k

)

Z

Æ

0

w(s) ds � Kw(p

k

)

mit einer Konstanten K � Ckx

0

k

R

Æ

0

w(s) ds (w ist auf [0; Æ℄ beshr

�

ankt; siehe 1.18). Insbeson-

dere ist f

�

ur

a

k

:=

Z

p

k

+Æ

p

k

�

p

k

(T (s)x

0

) ds

a

�

w(p

�

)

2 `

1

(N ; C ).

Wegen letzterem existiert eine streng monoton wahsende Folge (k

i

)

i2N

nat

�

urliher Zahlen mit

lim

i!1

a

k

i

w(p

k

i

)

existiert:
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Einen Intertwining-Operator j : F

w

(R) ! X

0

k

�

onnen wir nun, wenn wir zwei Folge r

�

und

r

�

de�nieren durh r

i

:= p

k

i

und q

i

:= a

k

i

, i 2 N, gem

�

a� Abshnitt A erkl

�

aren durh

j = j(x

0

; r

�

; w(r

�

); �

�

; li

w(r

�

)

) (Proposition 14.1). Wir m

�

ussen nur noh zeigen, da� j niht ver-

shwindet.

Sei f = �

[0;Æ℄

wie oben.

j(

b

f)x

0

= li

w(r

�

)

(((�P

r

i

(

b

f))�

r

i

)

i2N

)x

0

= li

w(r

�

)

 

�

Z

r

i

+Æ

r

i

�

r

i

(T (s)x

0

)

�

i2N

!

= li

w(r

�

)

(q

�

) = lim

i!1

q

i

w(r

i

)

Es mu� also nur noh lim

i!1

q

i

w(r

i

)

6= 0 nahgewiesen werden.

Es ist

�

�

�

�

Z

r

i

+Æ

r

i

�

r

i

(T (s)x

0

� T (r

i

)x

0

) ds

�

�

�

�

�

Z

r

i

+Æ

r

i

kT (s)x

0

� T (r

i

)x

0

k ds

(41)

�

Æ�

2

w(r

i

) (42)

und

Z

r

i

+Æ

r

i

�

r

i

(T (r

i

)x

0

) ds � ÆkT (r

i

)x

0

k

(40)

� Æ�w(r

i

):

Daraus ergibt sih

Æ�w(r

i

) �

Z

r

i

+Æ

r

i

�

r

i

(T (r

i

)x

0

) ds

�

�

�

�

�

Z

r

i

+Æ

r

i

�

r

i

(T (r

i

)x

0

� T (s)x

0

) ds

�

�

�

�

+

�

�

�

�

Z

r

i

+Æ

r

i

�

r

i

(T (s)x

0

) ds

�

�

�

�

(42)

�

Æ�

2

w(r

i

) + jq

i

j:

Folglih ist jq

i

j �

Æ�

2

w(r

i

) f

�

ur alle i 2 N.

�

�

�

�

lim

i!1

q

i

w(r

i

)

�

�

�

�

= lim

i!1

jq

i

j

w(r

i

)

�

Æ�

2

;

insbesondere ist j(

b

f) 6� 0 und damit j 6� 0. �

x15

Asymptotishes Verhalten stark-stetiger Operatorhalbgruppen

15.1 Satz: Sei T eine stark-stetige Operatorhalbgruppe mit in�nitesimalem Erzeuger A 2 C(X)

und sei w ein Beurling-Domar-Gewiht auf R. T erf

�

ulle kT (t)k = O(w(t)) f

�

ur t!1. Sei

�(A) \ iR abz

�

ahlbar und f

�

ur alle � 2 �(A) \ iR gelte X

0

�A

0

(f�g) = f0g. Dann konvergiert

�

T (t)

w(t)

�

t2[0;+1)

in der starken Operatortopologie gegen 0.
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� Beweis : W

�

urde

�

T (t)

w(t)

�

t2[0;+1)

in der starke Operatortopologie niht gegen 0 konvergie-

ren, so existierte nah Satz 14.2 ein niht-trivialer Intertwining-Operator j : F

w

(R) ! X

0

, was

mit den gemahten Voraussetzungen nah Satz 13.13 niht m

�

oglih ist. �

Wir f

�

uhren die Anwendung von Satz 15.1 an einem einfahen Beispiel vor.

15.2 Beispiel: Sei X = X

0

= C und T : [0;+1) ! C = L(C ), T (t) = e

at

, a 2 C fest. Dann

ist o�ensihtlih T (0) = 1, T (s + t) = T (s)T (t) f

�

ur s; t � 0 und T (�)x stetig f

�

ur alle x 2 C .

Der in�nitesimaler Erzeuger von T berehnet sih zu A : C ! C , x 7! ax, mit D(A) = C . Es

gilt kT (t)k = je

at

j = e

tRe a

. Um kT (t)k = O(w(t)) f

�

ur t!1 zu haben, etwa mit w � 1, mu�

Re a � 0 sein. �(A)\ iR ist h

�

ohstens einpunktig und damit abz

�

ahlbar. Da A

0

= A ist, shreibt

sih C

�A

0

(f�g) folgenderma�en:

C

�A

0

(f�g) = fx 2 C : es existiert f : C nf�g ! C analytish mit (z + a)f(z) =

x; f vershwindet im Unendliheng

Ist Re a < 0, � 2 iR und x 2 C

�A

0

(f�g), so ist mit �a 6= �: 0 = (�a + a)f(�a) = x, d.h.

C

�A

0

(f�g) = f0g. Satz 15.1 impliziert somit die Konvergenz von (T (t))

t2[0;+1)

in der starken

Operatortopologie (wie erwartet).

Ist Re a = 0 und � = �a, so ergibt sih C

�A

0

(f�ag) = C und Satz 15.1 maht keine Aussage.

Wir wissen nat

�

urlih, da� in diesem Fall (T (t))

t2[0;+1)

in der starken Operatortopologie niht

gegen 0 konvergiert.

Unseres Wissens nah ist Satz 15.1

�

uber das asymptotishe Verhalten stark-stetiger Ope-

ratorhalbgruppen neu, wie aber shon im diskreten Fall sind es die Ideen einer solhen For-

mulierung niht. Auh hier sind als Vorreiter Arendt und Batty sowie Lyubih und Phong zu

nennen. Ihre kontinuierlishe Version von Satz 9.3 lautet:

15.3 Satz: (Arendt, Batty [1℄, Lyubih, Phong [20℄)

Sei T : [0;+1) ! L(X), X Banahraum, eine stark-stetige Operatorhalbgruppe mit in�-

nitesimalem Erzeuger A. Es gelte kT (t)k � C f

�

ur alle t � 0 und eine Konstante C > 0.

Ist dann �(A) \ iR abz

�

ahlbar und �

p

(A) \ iR leer, dann konvergiert T (t) in der starken

Operatortopologie f

�

ur t!1 gegen 0.

Wir wollen uns niht wiederholen und verweisen deshalb auf die Bemerkung, die wir bereits

im Anshlu� zu Satz 9.3 gemaht haben.

Phong liefert wieder die Verallgemeinerung.

15.4 Satz: (Phong [19℄)

Sei T : [0;+1)! L(X), X Banahraum, eine stark-stetige Operatorhalbgruppe mit in�ni-

tesimalem Erzeuger A. Es gelte

kT (t)k � w(t)

f

�

ur eine Gewihtsfunktion w auf R und ew(t) := lim sup

s!1

w(t+s)

w(s)

= O(t

k

), k � 0. Ist dann
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�(A)\ iR abz

�

ahlbar und �

p

(A

0

)\ iR leer, dann konvergiert

T (t)

w(t)

in der starken Operatorto-

pologie f

�

ur t!1 gegen 0.

Wie im diskreten Fall leitet man hieraus leiht das nahfolgende Korollar ab.

15.5 Korollar: Sei T : [0;+1) ! C(X), X Banahraum, eine stark-stetige Operatorhalb-

gruppe mit in�nitesimalem Erzeuger A. F

�

ur ein Gewiht w auf R mit w(t) = O(t

k

), k � 0,

gelte kT (t)k � w(t), �(A)\ iR abz

�

ahlbar und �(A

0

)\ iR leer. Dann konvergiert

T (t)

w(t)

in der

starken Operatortopologie f

�

ur t!1 gegen 0.

In dieser Form wird die

�

Ahnlihkeit zu Satz 15.1 am deutlihsten: ein allgemeineres Gewiht

f

�

ur eine st

�

arkere Voraussetzung als �

p

(A

0

) \ iR = ;.

Abshlie�end zeigen wir, wie man Korollar 15.5 aus dem Resultat von Phong mit unserer

Beweismethode zeigen kann. F

�

ur den Rest dieses Paragraphen nehmen wir deshalb an, da�

k eine fest vorgegebene nat

�

urlihe Zahl und da� w ein Beuerling-Domar-Gewiht auf R mit

w(t) = O(jtj

k

) f

�

ur jtj ! 1 ist; es existiert dann eine Konstante K > 0 mit w(t) � Kjtj

k

f

�

ur alle t 2 R. Die Abbildung j : F

w

(R) ! X

0

bezeihne wie bisher einen kontinuierlihen

Intertwining-Operator, f

�

ur dessen Tr

�

ager wie supp j = f�g annehmen mit einem � 2 R. Mit

f

M bezeihnen wir die in x13 auf Seite 76 de�nierten Operator.

Die Aussage 9.7 angewandt auf den Operator ��

f

M wird wie im diskreten Fall eine wihtige

Rolle spielen. Wir m

�

ussen deshalb zun

�

ahst zeigen, da� � �

f

M ein verallgemeinert skalarer

Operator ist.

Wir beginnen mit dem Nahweis, da� sih (unter den Voraussetzungen f

�

ur das Gewiht

w) der Shwartzraum S(R) der shnell fallenden C

1

-Funktionen auf R topologish in L

1

w

(R)

einbetten l

�

a�t. Hierbei bezeihnen wir mit q

n;m

f

�

ur n;m 2 N

0

die die Topologie von S(R)

erzeugende Halbnormenfamilie; es ist

q

n;m

(f) = sup

x2R

(1 + jxj

m

)

�

�

�

f

(n)

(x)

�

�

�

f

�

ur alle f 2 S(R).

Ist nun f 2 S(R), so existiert f

�

ur m = k + 2 und n = 0 eine Konstante C > 0 mit

�

1 + jxj

k+2

�

jf(x)j � C

f

�

ur alle x 2 R. Eine direkte Rehnung zeigt

Z

R

jf(x)jw(x) dx � C

Z

R

w(x)

1 + jxj

k+2

dx � CK

Z

R

jxj

k

1 + jxj

k+2

dx < +1: (43)

Also ist S(R) � L

1

w

(R).

Ist (f

l

)

l2N

eine Folge in S(R) mit f

l

! 0 f

�

ur l!1 in S(R), so existiert zu beliebigem � > 0

ein l

0

2 N mit q

0;k+2

(f

l

) < � f

�

ur alle l � l

0

. Wie in (43) ergibt sih mit � anstelle von C die
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Beziehung

Z

R

jf

l

(x)jw(x) dx � �K

Z

R

jxj

k

1 + jxj

k+2

dx

f

�

ur alle l � l

0

. Da � beliebig gew

�

ahlt werden kann und die rehte Seite unabh

�

angig von l ist,

folgt f

l

! 0 f

�

ur l!1 in L

1

w

(R). Die Einbettung S(R) ,! L

1

w

(R) ist damit stetig.

Da die Fouriertransformation bzgl. der Topologie auf S(R) ein Hom

�

oomorphismus S(R) !

S(R) ist und da die Fouriertransformation auh ein Hom

�

oomorphismus L

1

w

(R) ! F

w

(R) ist

(De�niton!), l

�

a�t sih S(R) auh in F

w

(R)(R) topologish einbetten. Diese Einbettung bezeih-

nen wir mit i.

Wegen C

1



(R) � S(R) � F

w

(R) k

�

onnen wir eine C

1

-Funktionen be 2 F

w

(R) mit kompaktem

Tr

�

ager und � =2 supp(1be) w

�

ahlen. [be℄ ist dann ein Einselement in F

w

(R)=I(j) (vgl. ??). Man

�

uberpr

�

uft leiht, da� die Abbildung � : C

1

(C ) ! S(R), f 7! f(� + i�)j

R

be stetig ist mit

�(C

1

(C )) � C

1



(R). Jede Banahalgebra A l

�

a�t sih verm

�

oge a

�

7! M

a

(a 2 A) mit M

a

:

A ! A, b 7! ab, isometrish in L(A) einbetten. Wenden wir dies auf A = F

w

(R)=I(j) an

und beahten wir noh die Stetigkeit der Quotientenabbildung � : F

w

(R)(R) ! F

w

(R)=I(j), so

k

�

onnen wir eine stetige Abbildung

C

1

(C ) ! L(F

w

(R)=I(j))

de�nieren durh

� := � Æ � Æ i Æ �:

Konkreter ist also f

�

ur alle f 2 C

1

(C ) und alle [bg℄ 2 F

w

(R)=I(j)

�(f)[bg℄ = [f(�+ i�)j

R

bebg℄:

F

�

ur f = 1

C

und f = id

C

sowie [bg℄ 2 F

w

(R)=I(j) ergibt sih

�(1

C

)[bg℄ = [bebg℄ = [bg℄; d.h. �(1

C

) = id

F

w

(R)=I(j)

; und

�(id

C

)[bg℄ = [

b

hbebg℄ = (��

f

M)[bg℄; d.h. �(id

C

) = ��

f

M;

wobei

b

h?? ist.



Anhang A

Das Lemma von Fatou und harmonishe

Analysis

Beim Beweis der Regularit

�

at von Beurling-Algebren spielt das Lemma von Fatou neben einem

Satz von Paley und Wiener, den wir im Anhang B angeben und beweisen werden, eine wihtige

Rolle. Das Lemma l

�

a�t sih in zwei Versionen formulieren: zum einen f

�

ur die Einheitskreisshei-

be in C , und zum anderen f

�

ur die obere Halbebene von C . In der ersten Version �ndet man das

Lemma von Fatou in zahlreihen B

�

uhern formuliert und bewiesen { etwa in [14℄, Seite 34�,

und [7℄, Seite 108� {, so da� wir uns an dieser Stelle darauf beshr

�

anken wollen, letzteres in

einer f

�

ur uns relevanten Form anzugeben. Eigentlih wihtig f

�

ur uns ist das Lemma allerdings

in der zweiten Version. Da wir davon ausgehen, da� diese weniger gel

�

au�g ist, wollen wir sie,

auh wegen ihrer Wihtigkeit f

�

ur diese Arbeit, beweisen.

Hier und indirekt auh im Anhang B werden das Vokabular und einige grundlegende Aussa-

gen aus der harmonishen Analysis ben

�

otigt. Die harmonishe Analysis ist ein in vielen B

�

uhern

in ihren Grundz

�

ugen gut und ausf

�

uhrlih dargestellte Theorie, so da� wir es an dieser Stelle

darauf bewenden lassen wollen, f

�

ur die im folgenden anzutre�enden Begri�e und Aussagen auf

die bereits weiter oben genannte Literatur zu verweisen.

Im folgenden sei � = fz 2 C : jzj = 1g und D = fz 2 C : jzj < 1g. Wir shreiben die

Elemente von � bzw. D frei in der Form z = e

i�

bzw. z = re

i�

mit r 2 [0; 1) und � 2 [��; �)

eindeutig bestimmt.

Ist f 2 L

1

(�), so de�niert

u : D ! C

re

i�

7!

1

2�

Z

�

��

Re

�

e

i�

+ re

i�

e

i�

� re

i�

�

f(e

i�

) d�

(44)

eine auf D harmonishe Funktion. Die Abbildung

D ! R

re

i�

7! ju(re

i�

)j

2

ist subharmonish und

[0; 1) ! R

r 7!

1

2�

Z

�

��

ju(re

i�

)j

2

d�

87
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monoton wahsend. Ist f

�

ur f 2 L

2

(�) � L

1

(�) die gem

�

a� (44) de�nierte Funktion u niht nur

harmonish, sondern sogar analytish { man kann zeigen, da� dies genau dann der Fall ist,

wenn die negativen FourierkoeÆzienten von f vershwinden;

b

f(n) = 0 f

�

ur alle n < 0 {, so gilt

sogar

sup

0�r<1

1

2�

Z

�

��

ju(re

i�

)j

2

d� = lim

r!1

�

1

2�

Z

�

��

ju(re

i�

)j

2

d� =

1

2�

Z

�

��

jf(e

i�

)j

2

d�: (45)

.
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e

i�

�

Abb. 1

Von einer Folge r

�

e

i�

�

� D sagt man, sie konvergiere niht-tangential

gegen ein e

i�

�

2 �, �

�

2 [��; �), wenn folgende Bedingungen erf

�

ullt

sind:

(i) r

n

! 1 f

�

ur n! +1;

(ii) e

i�

n

! e

i�

�

f

�

ur n! +1;

(iii) es existiert m 2 N mit

n

j�

n

��

�

j

1�r

n

o

n�m

ist beshr

�

ankt.

Die geometrishe Interpretation des niht-tangentialen Limes wird in

Abb. A.1 verdeutliht: eine Folge, die niht-tangential gegen e

i�

�

kon-

vergiert, mu� mit einem Folgenrest ganz in der shattierten Fl

�

ahe liegen; der

�

O�nungswinkel

� dieser Fl

�

ahe h

�

angt von Bedingung (iii) ab.

Das Lemma von Fatou lautet:

A.1 Lemma von Fatou: F

�

ur eine Funktion f 2 L

1

(�) gilt f

�

ur die gem

�

a� (44) de�nierte

harmonishe Funktion u : D ! C und f

�

ur fast alle �

�

2 [��; �) die folgende Konvergenz-

aussage:

Ist r

�

e

i�

�

� D eine Folge, die niht-tangential gegen e

i�

�

konvergiert, so ist

lim

n!+1

u(r

n

e

i�

n

) = 2�f(e

i�

�

):

Wir haben bereits erw

�

ahnt, da� sih das Lemma von Fatou noh etwas allgemeiner formuliert

l

�

a�t, wir wollen hierauf aber niht weiter eingehen und verweisen auf die Literatur.

Bezeihnen wir mit H

o

die obere Halbebene von C , H

o

= fz 2 C : Im z > 0g, und shreiben

wir die Elemente von H

o

frei in der Form z = x + iy mit x 2 R, y > 0, so lautet das Lemma

von Fatou f

�

ur die obere Halbebene in einer etwas abgeshw

�

ahten Form:

A.2 Lemma von Fatou: F

�

ur eine me�bare Funktion F : R ! R mit

�

t 7!

F (t)

1+t

2

�

2 L

1

(R)

und

g : H

o

! C

x+ iy 7!

1

�

Z

R

F (s)y

(x� s)

2

+ y

2

ds

gilt: g ist auf H

o

harmonish und f

�

ur fast alle x 2 R hat man

lim

y!0

+

g(x+ iy) = F (x):
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(Allgemeiner gen

�

ugt es im letzten Grenz

�

ubergang, ex + iey niht-tangential gegen x zu haben;

vgl. [14℄, Seite 123.)

Bevor wir den Beweis von Lemma A.2 f

�

uhren, erinnern wir an die Cayleytransformation

' : D ! H

o

, die einen Hom

�

oomorphismus zwishen D und H

o

darstellt:

' : D ! H

o

z 7! i

1 + z

1� z

mit '

�1

: H

o

! D

w 7!

iw + 1

iw � 1

:

Die Abbildung

 : �nf1g ! R

z 7! i

1 + z

1� z

mit  

�1

: R ! �nf1g

w 7!

iw + 1

iw � 1

stellt einen Hom

�

oomorphismus zwishen �nf1g und R dar.

� Beweis von Lemma A.2: F

�

ur s =  (e

i�

), � 2 [��; �)nf0g, und w = '(re

i�

) = x + iy,

r 2 [0; 1), � 2 [��; �), x 2 R, y > 0, ergibt sih:

Re

�

e

i�

+ re

i�

e

i�

� re

i�

�

= Re

�

 

�1

(s) + '

�1

(w)

 

�1

(s)� '

�1

(w)

�

= Re

�

i

sw + 1

w � s

�

=

y(1 + s

2

)

(x� s)

2

+ y

2

:

Es ist e

i�

=

is+ 1

is� 1

und man erh

�

alt

1

2�

d�

ds

=

1

�

1

1 + s

2

:

De�niert man

f : � ! C

e

i�

7!

(

F ( (e

i�

)) falls � 6= 0

0 falls � = 0

;

so ist

1

2�

Z

�

��

jf(e

i�

)j d� =

1

2�

Z

�

��

jF ( (e

i�

))j d� =

1

�

Z

R

jF (s)j

1 + s

2

ds < +1 (46)

(Variablentransformation s =  (e

i�

)), d.h. f 2 L

1

(�).

Wir haben weiter oben bereits angemerkt, da�

re

i�

7! u(re

i�

) =

1

2�

Z

�

��

Re

�

e

i�

+ re

i�

e

i�

� re

i�

�

f(e

i�

) d�

eine harmonishe Funktion ist. Ist wieder s =  (e

i�

) und w = '(re

i�

) = x + iy, so berehnet

man (s = s(�))

u(re

i�

) =

1

2�

Z

�

��

Re

�

e

i�

+ re

i�

e

i�

� re

i�

�

f(e

i�

) d� =

1

2�

Z

�

��

Re

�

i

sw + 1

w � s

�

F ( (e

i�

)) d� (47)

=

1

�

Z

R

F (s)y(1 + s

2

)

(x� s)

2

+ y

2

ds

1 + s

2

=

1

�

Z

R

F (s)y

(x� s)

2

+ y

2

ds = g(w):
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Also ist g(w) = u('

�1

(w)) und g als Zusammensetzung einer analytishen und einer harmoni-

shen Funktion harmonish.

Die Aussage bez

�

uglih des Grenzwertes,

lim

y!0

+

g(x+ iy) = F (x) f

�

ur fast alle x 2 R;

kommt wegen F (x) = f( 

�1

(x)) und g(x + iy) = u('

�1

(x+ iy)) der Aussage

lim

y!0

+

u('

�1

(x+ iy)) = f( 

�1

(x)) f

�

ur fast alle x 2 R

gleih. Man ist fertig, wenn f

�

ur r

y

e

i�

y

:= '

�1

(x + iy), y > 0, gezeigt werden kann, da�

fr

y

e

i�

y

g

y>0

niht-tangential gegen  

�1

(x) f

�

ur y ! 0

+

konvergiert (Lemma A.1).

O�ensihtlih konvergiert r

y

= j'

�1

(x + iy)j =

x

2

+ (y � 1)

2

x

2

+ (y + 1)

2

f

�

ur y ! 0

+

gegen 1 und

e

i�

y

=

'

�1

(x+ iy)

r

y

gegen

ix+1

ix�1

= e

i�

�

=  

�1

(x) (�

�

2 [��; �)). Man berehnet leiht �

y

=

artan

�2x

x

2

+(y+1)

2

und �

�

= artan

�2x

x

2

+1

. Es bleibt also nur

�

j�

y

� �

�

j

1� r

y

�

0<y<Æ

beshr

�

ankt (48)

f

�

ur hinreihend kleines Æ > 0 zu zeigen. Dabei k

�

onnen wir uns ohne Beshr

�

ankung mit �

�

2

(��; �) begn

�

ugen, denn auf einen Punkt kommt es bei unserer Konvergenzaussage niht an.

Der Mittelwertsatz und 0 < y < 1 liefern die Absh

�

atzung

�

�

�

�

artan

�2x

x

2

+ (y + 1)

2

� artan

�2x

x

2

+ 1

�

�

�

�

�

1

1 +

�

�2x

x

2

+4

�

2

�

�

�

�

�2x

x

2

+ (y + 1)

2

�

�2x

x

2

+ 1

�

�

�

�

(49)

�

4jxj(x

2

+ 4)

(x

2

+ 1)(5x

2

+ 4)

; (50)

wobei die rehte Seite gleihm

�

a�ig beshr

�

ankt in x ist. Mit der oben angegebenen Darstellung

von r

y

l

�

a�t sih das gesuhte Æ im Sinne von (48) leiht �nden. �



Anhang B

Ein Satz von Paley und Wiener

Paley und Wiener haben in ihrem im Jahre 1934 ershienen Buh

"

Fourier-Transform of the

omplex domain\[18℄ einen Satz bewiesen, der sih zwishenzeitlih als

�

au�erst wihtig heraus-

gestellt hat. Eine seiner Anwendungen ist der Regularit

�

atsnahweis gewisser Beurling-Algebren

(siehe x1). Da den regul

�

aren Beurling-Algebren in dieser Arbeit eine Shl

�

usselrolle zukommt,

und da der Regularit

�

atsbeweis f

�

ur bestimmte Beurling-Algebren so entsheidend ist, haben wir

uns dazu entshieden, einen Beweis dieses Sates im Anhang B zu geben. Wir rihten uns dabei

nah der bereits zitierte Originalarbeit [18℄ der beiden Autoren, erlauben uns aber, eine etwas

modernere Sprehweise zu verwenden.

Im folgenden bezeihne F die Planherel-Transformation L

2

(R) ! L

2

(R) (vgl. Abshnitt B

in x3).

B.1 Satz von Paley und Wiener: Zwishen den beiden Mengen

L

2

?

(R) = ff 2 L

2

(R) : es existiert x

0

2 R mit f(x) = 0 f

�

ur fast alle x � x

0

g und

L

2

y

(R) =

�

F 2 L

2

(R) :

Z

R

j log jFF (s)jj

1 + s

2

ds < +1

�

besteht der folgende Zusammenhang:

a) L

2

?

(R) � L

2

y

(R)

b) f

�

ur alle F 2 L

2

y

(R) existiert ein f 2 L

2

?

(R) mit jFf j = jFF j.

Hilfreih f

�

ur den Beweis der Teilaussage a) (Behauptung B.3) wird der Satz von Jensen sein,

den wir sogleih zitieren wollen ([6℄, hapter XI, Theorem 1.2). Au�erdem werden die im Anhang

A angegebenen Ergebnisse aus der harmonishen Analysis benutzt werden. D bezeihnet im

folgenden die Einheitskreissheibe in C und � den Einheitskreisrand.

B.2 Jensen:F

�

ur eine auf D analytishe Funktion f mit f(0) 6= 0 und den gem

�

a� ihrer Viel-

fahheit gez

�

ahlten Nullstellen a

1

; :::; a

n

2 D

r

= fz 2 C : jzj < rg von f , n 2 N, 0 < r < 1,

ist

log jf(0)j = �

n

X

k=1

log

�

r

ja

k

j

�

+

1

2�

Z

�

��

log jf(re

i�

)j d�

bzw.

log jf(0)j �

1

2�

Z

�

��

log jf(re

i�

)j d�: (51)

91
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B.3 Behauptung: Mit den Bezeihnungen aus Satz B.1 gilt:

L

2

?

(R) � L

2

y

(R)

� Beweis : Sei F 2 L

2

?

(R) und sei x

0

2 R beliebig mit F (x) = 0 f

�

ur fast alle x � x

0

. Seien

' und  die bereits im Anhang A angegeben Hom

�

oomorphismen zwishen D und H

o

, H

o

die

obere Halbebene von C , bzw. �nf1g und R. Sei f de�niert durh

f : � ! C

e

i�

7!

(

FF ( (e

i�

)) falls e

i�

6= 1

0 falls e

i�

= 1

Die bereits in (46) benutzte Variablentransformation s =  (e

i�

) bringt

Z

�

��

jf(e

i�

)j

2

d� = 2

Z

R

jFF (s)j

2

1 + s

2

ds � 2

Z

R

jFF (s)j

2

ds = 2kFk

2

2

< +1:

Damit ist f 2 L

2

(�) � L

1

(�) und wegen (44)

u : D ! C

re

i�

7!

1

2�

Z

�

��

Re

�

e

i�

+ re

i�

e

i�

� re

i�

�

f(e

i�

) d�

harmonish. Wir werden zeigen, da� u sogar analytish ist. An dieser Stelle kommt die Bedin-

gung F (x) = 0 f

�

ur fast alle x � x

0

ins Spiel.

Im folgenden bezeihne �

x

0

die harakteristishe Funktion des Intervalls (�1; x

0

℄. Zun

�

ahst

ist anzumerken, da� f

�

ur w 2 H

o

wegen F 2 L

2

(R) und �

x

0

e

�iw�

2 L

2

(R) aus der Cauhy-

Shwarzshen Ungleihung Fe

�iw�

2 L

1

(R) folgt. Da dar

�

uberhinaus auh noh �

x

0

e

�iw�

be-

shr

�

ankt ist, ist Fe

�iw�

2 L

2

(R) und somit

g : H

o

! C

w = x+ iy

(x 2 R; y > 0)

7! F(Fe

y�

)(x) =

1

p

2�

Z

R

F (t)e

�i(x+iy)t

dt =

1

p

2�

Z

R

F (t)e

�iwt

dt

eine wohlde�nierte Abbildung (Fe

�iw�

2 L

1

(R) \ L

2

(R)). Man sieht leiht, da� g eine ana-

lytishe Funktion auf H

o

ist. (Vertaushen von Integration und Di�erentiation bereitet keine

Shwierigkeiten; alle hierf

�

ur notwendigen Voraussetzungen sind erf

�

ullt.) Wir zeigen jetzt, da�

sih u shreiben l

�

a�t in der Form u = g Æ ', so da� also u als Zusammensetzung zweier analy-

tisher Funktionen selbst analytish sein mu�.

Wegen

�

s 7!

y

(x� s)

2

+ y

2

�

2 L

2

(R) f

�

ur x 2 R, y > 0 fest, der Cauhy-Shwarzshen Unglei-

hung und der De�nition der Planhereltransformation ist

�

�

�

�

Z

R

y

(x� s)

2

+ y

2

�

FF (s)�

1

p

2�

Z

x

0

�n

F (t)e

�ist

dt

�

ds

�

�

�

�

2

�

Z

R

y

2

((x� s)

2

+ y

2

)

2

ds

| {z }

= onst

Z

R

�

�

�

�

FF (s)�

1

p

2�

Z

x

0

�n

F (t)e

�ist

dt

�

�

�

�

2

ds

| {z }

!0 f

�

ur n!1 in L

2

(R)

:
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Damit ist f

�

ur w = x+ iy 2 H

o

Z

R

FF (s)y

(x� s)

2

+ y

2

ds = lim

n!1

1

p

2�

Z

R

Z

x

0

�n

yF (t)e

�ist

(x� s)

2

+ y

2

dt ds (L

2

�Grenzwert):

Fubini liefert

1

p

2�

Z

R

Z

x

0

�n

yF (t)e

�ist

(x� s)

2

+ y

2

dt ds =

1

p

2�

Z

x

0

�n

F (t)

�

Z

R

ye

�ist

(x� s)

2

+ y

2

ds

�

dt

=

1

p

2�

Z

x

0

�n

F (t)e

�i(x+iy)t

dt =

1

p

2�

Z

x

0

�n

F (t)e

�iwt

dt:

Beahtet man noh

�

�

�

�

1

p

2�

Z

x

0

�n

F (t)e

�iwt

dt� g(w)

�

�

�

�

�

1

p

2�

Z

�n

�1

jF (t)je

yt

dt �

kFk

2

p

2�y

e

�frayn2

;

d.h. lim

n!1

1

p

2�

Z

x

0

�n

F (t)e

�iwt

dt = g(w), so folgt mit s =  (e

i�

) und w = '(re

i�

) = x+ iy (vgl.

(47)):

u(re

i�

) =

1

2�

Z

�

��

Re

�

e

i�

+ re

i�

e

i�

� re

i�

�

f(e

i�

) d� =

Z

R

FF (s)y

(x� s)

2

+ y

2

ds = g(w) = g('(re

i�

)):

u ist also analytish auf D .

Bezeihnen wir mit log

+

: R

+

! R die Abbildung t 7!

(

0 f

�

ur 0 � t < 1

log t f

�

ur t � 1

und mit log

�

:

R

+

nf0g

! R die Abbildung t 7!

(

log t f

�

ur 0 < t < 1

0 f

�

ur t � 1

, so gilt

1

2�

Z

�

��

log

+

ju(re

i�

)j d� �

1

2�

Z

�

��

ju(re

i�

)j

2

d� �

1

2�

Z

�

��

jf(e

i�

)j

2

d�; (52)

wobei die letzte Ungleihung eine Folge von (45) ist.

Es maht also Sinn,

1

2�

Z

�

��

log ju(re

i�

)j d� =

1

2�

Z

�

��

log

+

ju(re

i�

)j d� +

1

2�

Z

�

��

log

�

ju(re

i�

)j d� (53)

zu shreiben, wobei eventuell

1

2�

R

�

��

log

�

ju(re

i�

)j d� = �1 sein kann. Da� dem letztlih niht

so ist, ergibt sih aus dem Satz von Jensen (Aussage B.2).

Zwei F

�

alle m

�

ussen untershieden werden:

Im Falle u(0) 6= 0 besagt (51), da� das in (53) links stehende Integral durh log ju(0)j nah

unten beshr

�

ankt ist. Man erh

�

alt folglih mit (52) und (53):

1

2�

Z

�

��

j log ju(re

i�

)jj d� =

1

2�

Z

�

��

log

+

ju(re

i�

)j d� �

1

2�

Z

�

��

log

�

ju(re

i�

)j d�

�

1

�

Z

�

��

jf(e

i�

)j

2

d� � log ju(0)j: (54)
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Im Falle u(0) = 0 sei m 2 N die Vielfahheit der Nullstelle 0 von u. Setzen wir eu : D ! C ,

eu(re

i�

) =

u(re

i�

)

r

m

e

im�

in die 0 holomorph fort, so ist eu harmonish mit eu(0) 6= 0. Der Satz von

Jensen liefert wieder

1

2�

Z

�

��

log jeu(re

i�

)j d� =

1

2�

Z

�

��

log

�

�

�

�

u(re

i�

)

r

m

e

im�

�

�

�

�

d� � log jeu(0)j (55)

Man berehnet leiht

1

2�

Z

�

��

log

+

�

�

�

�

u(re

i�

)

r

m

e

im�

�

�

�

�

d� �

1

2�

Z

�

��

log

+

ju(re

i�

)j d� �m log r

(52)

�

1

2�

Z

�

��

jf(e

i�

)j

2

d� �m log r: (56)

Wie in (54) ergibt sih f

�

ur

1

2

< r < 1 mit (56) anstelle von (52):

1

2�

Z

�

��

�

�

�

�

log

�

�

�

�

u(re

i�

)

r

m

e

im�

�

�

�

�

�

�

�

�

d� �

1

�

Z

�

��

jf(e

i�

)j

2

d� + 2m log 2� log jeu(0)j: (57)

F

�

ur

1

2

< r < 1 ist somit

1

2�

Z

�

��

j log ju(re

i�

)jj d� �

1

2�

Z

�

��

�

�

�

�

log

�

�

�

�

u(re

i�

)

r

m

e

im�

�

�

�

�

�

�

�

�

d� �m log r (Dreieksungleihung)

(57)

�

1

�

Z

�

��

jf(e

i�

)j

2

d� + 3m log 2� log jeu(0)j: (58)

(54) und (58) zusammen zeigen, da� gleihm

�

a�ig f

�

ur

1

2

< r < 1 gilt:

1

2�

Z

�

��

j log ju(re

i�

)jj d� � C

f

�

ur eine Konstante C > 0. Daraus gewinnt man wegen log ju(re

i�

)j ! log jf(e

i�

)j f

�

ur r ! 1 f

�

ur

fast alle � 2 [��; �) (Lemma A.1 von Fatou f

�

ur u und f) aufgrund eines anderen Lemmas von

Fatou

1

1

2�

Z

�

��

j log jf(e

i�

)j d� =

1

2�

Z

�

��

lim inf

r!1

j log ju(re

i�

)jj d�

� lim inf

r!1

1

2�

Z

�

��

j log ju(re

i�

)jj d� � C:

R

�

uktransformation auf die Ebene ergibt shlie�lih (vgl. (46))

1

2�

Z

�

��

j log jf(e

i�

)jj d� =

Z

R

j log jFF (s)jj

1 + s

2

ds < +1:

�

1

Ist f

n

: X ! [0;+1℄ f

�

ur jedes n 2 N eine auf dem Ma�raum (X;�) me�bare Funktion, so gilt:

Z

X

�

lim inf

n!1

f

n

�

d� � lim inf

n!1

Z

X

f

n

d�

(vgl. [23℄, Seite 23)
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Bevor wir Teilaussage b) des Satzes B.1 von Paley und Wiener beweisen, m

�

ussen wir ein

paar Vorbereitungen in Form zweier Hilfss

�

atze tre�en.

B.4 Im Hilfssatz B.5 spielt der Cauhyshe Integralsatz eine gewisse Rolle: F

�

ur eine auf einer

o�enen Menge U analytishe Funktion f und einen einfah geshlossenen Integrationsweg  in

U , der keinen Punkt des Komplementes von U uml

�

auft, gilt

Z



f(z) dz = 0:

B.5 Hilfssatz: Ist F : H

r

! C eine auf der rehten Halbebene H

r

= fz 2 C : Re z > 0g

analytishe Funktion, die f

�

ur alle x > 0 der Bedingung

Z

R

jF (x+ it)j dt � C

f

�

ur eine Konstante C > 0 gen

�

ugt, so ist f

�

ur w 2 H

r

und 0 < � < Rew:

F (w) = �

1

2�

Z

R

F (�+ it)

�+ it�w

dt:

� Beweis : Wir beginnen mit dem Cauhyshen Integralsatz f

�

ur den Integrationsweg

�(A) := �

1

(A) + �

2

(A) + �

3

(A) + �

4

(A);

wobei A > 0 und �

1

(A); :::;�

4

(A) in Abb. B.1 auf Seite 98 dargestellt sind. F

�

ur 0 < � < � und

w 2 C mit � < Rew < � und �A < Imw < A ist dann

F (w) =

1

2�i

 

Z

�

1

(A)

+ � � �+

Z

�

4

(A)

!

F (z)

z � w

dz:

Die Abbildung R

+

nf0g

! C ,

A 7!

Z

�

1

(A)

F (z)

z � w

dz =

Z

�

�

F (t� iA)

t� iA� w

dt

ist als Folgerung aus dem Konvergenzsatz von Lebesgue (der Integrand ist stetig in t und A)

stetig und damit insbesondere integrierbar

�

uber jedem Intervall [n; n+ 1℄, n 2 N.

In einem ersten Shritt zeigen wir, da�

lim

n!1

1

2�i

Z

n+1

n

 

Z

�

1

(A)

F (z)

z � w

dz

!

dA = 0 ist: (59)

Ebenso ergibt sih dann

lim

n!1

1

2�i

Z

n+1

n

 

Z

�

3

(A)

F (z)

z � w

dz

!

dA = 0: (60)
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Nah dem Satz von Fubini und der Cauhy-Shwarzshen Ungleihung ist

�

�

�

�

�

1

2�i

Z

n+1

n

 

Z

�

1

(A)

F (z)

z � w

dz

!

dA

�

�

�

�

�

=

1

2�

�

�

�

�

Z

�

�

�

Z

n+1

n

F (t� iA)

t� iA� w

dA

�

dt

�

�

�

�

�

1

2�

Z

�

�

�

Z

n+1

n

jF (t� iA)j

2

dA

Z

n+1

n

1

jt� iA� wj

2

dA

�

1

2

dt

�

Z

�

�

�

Z

n+1

n

jF (t� iA)j

2

dA

�

1

2

dt;

wenn in der letzten Ungleihung n so gro� angenommen wird, da� f

�

ur � � t � � und n � A �

n+ 1 gilt: jt� iA� wj

2

� jn� Imwj �

1

4�

2

(vgl. Abb. B.2 auf Seite 98); damit ist n

�

amlih

1

2�

�

Z

n+1

n

1

jt� iA� wj

2

dA

�

1

2

� 1:

Wegen

Z

R

jF (x+ iA)j

2

dA � C, x > 0, ist

lim

n!1

�

Z

n+1

n

jF (x+ iA)j

2

dA

�

1

2

= 0; (61)

und deshalb (Konvergenzsatz von Lebesgue)

lim

n!1

Z

�

�

�

Z

n+1

n

jF (t� iA)j

2

dA

�

1

2

dt = 0:

Hiermit ist (59) gezeigt; analog ergibt sih (60).

Im n

�

ahsten Shritt

�

uberzeugen wir uns von

lim

n!1

1

2�i

Z

n+1

n

 

Z

�

2

(A)

F (z)

z � w

dz

!

dA =

1

2�

Z

R

F (� + it)

� + it�w

dt: (62)

Auf dieselbe Art und Weise ergibt sih dann auh

lim

n!1

1

2�i

Z

n+1

n

 

Z

�

4

(A)

F (z)

z �w

dz

!

dA = �

1

2�

Z

R

F (�+ it)

�+ it� w

dt: (63)

Zun

�

ahst ist anzumerken, da� die Abbildung A 7!

Z

A

�A

F (� + it)

� + it� w

dt eine stetige Funktion ist,

und da� deshalb

Z

n+1

n

�

Z

A

�A

F (� + it)

� + it� w

dt

�

dA; n > jImwj; (64)

gebildet werden kann. Abb. B.3 auf Seite 98 zeigt das Integrationsgebiet des letzten Integrals.

Der Integrand selber ist auf jeder horizontalen Streke innerhalb dieses Gebiets konstant. Man

kann das Integral (64) in 3 Teile zerlegen:

Z

n+1

n

�

Z

A

�A

F (� + it)

� + it� w

dt

�

dA = I

(n)

1

+ I

(n)

2

+ I

(n)

3

; (65)
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wobei

I

(n)

1

=

Z

n+1

n

�

Z

n

�n

F (� + it)

� + it� w

dt

�

dA =

Z

n

�n

F (� + it)

� + it� w

dt;

I

(n)

2

=

Z

n+1

n

�

Z

A

n

F (� + it)

� + it� w

dt

�

dA =

Z

n+1

n

�

Z

n+1

t

F (� + it)

� + it� w

dA

�

dt (Fubini)

=

Z

n+1

n

(n+ 1� t)

F (� + it)

� + it� w

dt;

I

(n)

3

=

Z

�n

�n�1

�

Z

�n

�A

F (� + it)

� + it� w

dt

�

dA =

Z

�n

�n�1

(n+ 1 + t)

F (� + it)

� + it� w

dt:

Mit der Cauhy-Shwarzshen Ungleihung ist

�

�

�

I

(n)

2

�

�

�

=

�

�

�

�

Z

n+1

n

(n+ 1� t)

F (� + it)

� + it� w

dt

�

�

�

�

�

 

Z

n+1

n

�

�

�

�

n+ 1� t

� + it� w

�

�

�

�

2

dt

Z

n+1

n

jF (� + it)j

2

dt

!

1

2

;

wobei wegen jn + 1 � tj � 1 f

�

ur alle t 2 [n; n + 1℄ und j� + it � wj � jn � Imwj � 1 f

�

ur n

hinreihend gro� (

�

ahnlih wie in Abb. B.2)

 

Z

n+1

n

�

�

�

�

n+ 1� t

� + it� w

�

�

�

�

2

dt

!

1

2

� 1

ist. Also ist f

�

ur hinreihend gro�es n

�

�

�

I

(n)

2

�

�

�

�

�

Z

n+1

n

jF (� + it)j

2

dt

�

1

2

und damit

lim

n!1

I

(n)

2

= 0

(vgl. (61)). Ebenso erh

�

alt man

lim

n!1

I

(n)

3

= 0:

Wenden wir auf beiden Seiten von (65) den Grenzwertoperator f

�

ur n ! 1 an, so ergibt sih

(62). Analog verh

�

alt es sih mit (63).

Als Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse ergibt sih

F (w) = lim

n!1

Z

n+1

n

F (w) dA

=

1

2�i

lim

n!1

Z

n+1

n

 

Z

�

1

(A)

+ � � �+

Z

�

4

(A)

!

F (z)

z � w

dz

=

1

2�

Z

R

F (� + it)

� + it� w

dt�

1

2�

Z

R

F (�+ it)

�+ it� w

dt:

Im letzten Shritt brauhen wir nur noh � !1 zu betrahten, und erhalten, wiederum wegen

der Cauhy-Shwarzshen Ungleihung,

�

�

�

�

Z

R

F (� + it)

� + it� w

dt

�

�

�

�

�

�

Z

R

jF (� + it)j

2

dt

Z

R

1

j� + it� wj

2

dt

�

1

2

�

p

C

�

� +Rew

! 0 f

�

ur � ! +1:
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I

(n)

2

I

(n)

3

I

(n)

1

A

!

"t

Abb. 3

�

B.6 Hilfssatz: Ist F : H

r

! C eine auf der rehten Halbebene analytishe Funktion, die f

�

ur

alle x > 0 der Bedingung

Z

R

jF (x+ it)j

2

dt � C

f

�

ur eine Konstante C > 0 gen

�

ugt, so existiert eine Funktion f 2 L

2

(R), die f

�

ur fast alle

x � 0 vershwindet und f

�

ur die f

�

ur w 2 H

r

F (w) =

1

p

2�

Z

R

f(s)e

ws

ds

gilt.

� Beweis : F

�

ur ein beliebiges x > 0 sei

g(x; �) := F(F (x+ i�)) 2 L

2

(R):

Nah Voraussetzung ist kg(x; �)k

2

� C f

�

ur alle x > 0. Der Satz von Planherel impliziert

F

�1

g(x; �) = F (x+ i�): (66)

Wir de�nieren

f : R ! C

s 7! g(1; s)e

�s

;

und zeigen, da� f die gesuhte Funktion darstellt.

Dazu betrahten wir zun

�

ahst f

�

ur � < 0 und y 2 R die Abbildung

�

�;y

: R ! C

s 7!

(

e

��s�iys

falls s < 0

0 falls s � 0:

Man sieht leiht, da� �

�;y

, �

�;y

und

�

�

�

�;y

�

�

in L

1

(R) \ L

2

(R) liegen. Deshalb ist

(F

�1

�

�;y

)(t) =

1

p

2�

Z

R

�

�;y

(�)e

it�

d� =

1

p

2�

Z

0

�1

e

����iy�+it�

d� =

1

p

2�

1

��� iy + it
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und

�

�;y

= F

�

1

p

2�

1

��� iy + i�

�

:

Der Satz von Parseval impliziert f

�

ur � > 0:

Z

R

g(�; s)�

�;y

(s) ds =

Z

R

F(F (�+ i�))(s)F

�

1

p

2�

1

��� iy + i�

�

(s) ds

=

1

p

2�

Z

R

F (�+ i�)

��+ iy � i�

d�:

Speziell f

�

ur 0 < � < x und � = �� x ergibt sih mit Hilfssatz B.5

Z

R

g(�; s)�

��x;y

(s) ds = �

1

p

2�

Z

R

F (�+ i�)

�+ i� � x� iy

d�

=

p

2�F (x+ iy)

(66)

=

p

2�F

�1

g(x; �)(y): (67)

Nun ist aber auh noh

Z

R

g(�; s)�

��x;y

(s) ds =

Z

0

�1

g(�; s)e

(x��)s

e

iys

ds =

p

2�F

�1

�

g(�; �)�

R

�

e

(x��)�

�

(y): (68)

Wegen der Injektivit

�

at von F

�1

folgt von daher

g(x; �) = g(�; �)�

R

�

e

(x��)�

(69)

bzw.

g(x; s)e

�xs

= g(�; s)e

��s

f

�

ur alle s < 0 (70)

und

g(x; s) = 0 f

�

ur alle s � 0:

Auh f

�

ur f hat man dann f(s) = 0 f

�

ur fast alle s � 0, und f gen

�

ugt somit einer der Anforde-

rungen des Satzes.

(67), (68) und (70) lehren f

�

ur 0 < � < 1 dar

�

uberhinaus

F (x+ iy) =

1

p

2�

Z

0

�1

g(�; s)e

(x��)s

e

iys

ds =

1

p

2�

Z

R

f(s)e

(x+iy)s

ds;

womit eine weitere Anforderung an f nahgewiesen ist. Bleibt noh f 2 L

2

(R) zu zeigen. Wegen

(70) ist

g(x; s) = f(s)e

xs

(s 2 R):

W

�

are

R

R

jf(s)j

2

ds = +1, so existierte ein n > 0 mit

R

0

�n

jf(s)j

2

ds > 3C. F

�

ur � :=

log

3

2

n

erhielte man wegen e

��s

�

3

2

f

�

ur alle s 2 [�n; 0℄:

3C <

Z

0

�n

jf(s)j

2

ds =

Z

0

�n

jg(�; s)e

��s

j

2

ds �

9

4

Z

R

jg(�; s)j

2

ds �

9

4

C;

was wegen C > 0 niht m

�

oglih ist. �
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B.7 Behauptung: Mit den Bezeihnungen aus Satz B.1 gilt:

F

�

ur alle F 2 L

2

y

(R) existiert ein f 2 L

2

?

(R) mit jFf j = jFF j.

� Beweis : Die Abbildung R ! R, s 7! log jFF (s)j erf

�

ullt wegen

Z

R

j log jFF (s)jj

1 + s

2

ds < +1

die Anforderung des Lemmas von Fatou (Lemma A.2).

g : H

o

! R

x+ iy 7!

1

�

Z

R

log jFF (s)j y

(x� s)

2

+ y

2

ds

ist somit eine harmonishe Funktion (die Elemente von H

o

shreiben wir frei in der Form x+ iy

mit x 2 R und y > 0). Es bezeihne eg die zu g konjugierte harmonishe Funktion. Wir de�nieren

e

h : H

o

! C durh

e

h := exp Æ(g + ieg):

e

h ist dann eine in der oberen Halbebene harmonishe Funktion. Nah dem Lemma von Fatou

gilt f

�

ur fast alle x 2 R:

lim

y!0

+

j

e

h(x+ iy)j = lim

y!0

+

exp(g(x+ iy)) = jFF (x)j:

Wir

"

drehen\ nun die harmonishe Funktion

e

h in die rehte Halbebene H

r

= fx+ iy 2 C : x >

0; y 2 Rg. Sei

h : H

r

! C

x+ iy 7!

e

h(i(x+ iy)) =

e

h(�y + ix):

Dann ist h harmonish auf der rehten Halbebene und

lim

x!0

+

jh(x+ iy)j = lim

x!0

+

j

e

h(�y + ix)j = jFF (�y)j: (71)

Wir zeigen jetzt, da� h den Voraussetzungen von Hilfssatz B.6 gen

�

ugt, da� also eine Konstante

C > 0 existiert mit

Z

R

jh(x+ iy)j

2

dy � C:

Es wird sih herausstellen, da� C = kFFk

2

2

genommen werden kann. Es ist

jh(x+ iy)j = j

e

h(�y + ix)j = exp(g(�y + ix)) �

1

�

Z

R

jFF (s)jx

(�y � s)

2

+ x

2

ds (x > 0);

wobei die letzte Ungleihung eine Folge der Jensenshen Ungleihung

2

ist, und somit unter

Zuhilfenahme der Cauhy-Shwarzshen Ungleihung

Z

R

jh(x + iy)j

2

dy �

1

�

2

Z

R

�

Z

R

jFF (s)j

2

x

(�y � s)

2

+ x

2

ds

Z

R

x

(�y � s)

2

+ x

2

ds

�

dy

2

Jensenshe Ungleihung: Ist (X;�) ein Ma�raum mit �(X) = 1, ist f 2 L

1

(X;�) reellwertig mit a < f(x) < b

f

�

ur alle x 2 R (a; b 2 R) und ist ' in (a; b) konvex, so gilt:

'

�

Z

X

f d�

�

�

Z

X

' Æ f d�:

(vgl. Rudin [23℄, Theorem 3.3) Hier ist X = R und � =

1

�

y

(x��)

2

+y

2

�.
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=

1

�

Z

R

�

Z

R

jFF (s)j

2

x

(�y � s)

2

+ x

2

ds

�

dy

=

1

�

Z

R

�

Z

R

jFF (s)j

2

x

(�y � s)

2

+ x

2

dy

�

ds

=

Z

R

jFF (s)j

2

ds = kFFk

2

2

:

Hilfssatz B.6 impliziert nun die Existenz einer Fuktion f 2 L

2

(R) mit

h(x+ iy) =

1

p

2�

Z

R

f(t)e

(x+iy)t

dt

und f(x) = 0 f

�

ur fast alle x � 0.

Mit (71) folgt somit j(FF )(�y)j = j(Ff)(�y)j bzw. jFF j = jFf j, und die Behauptung ist

bewiesen. �

Die Behauptungen B.3 und B.7 zusammen ergeben den Satz B.1 von Paley und Wiener.
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Symbole

N, Z, R, C nat

�

urlihe, ganze, reelle und komplexe Zahlen

R

+

= ft 2 R : t � 0g

H

o

= fz 2 C : Im z > 0g

H

r

= fz 2 C : Re z > 0g

� = fz 2 C : jzj = 1g

D = fz 2 C : jzj < 1g

D

r

= fz 2 C : jzj < rg

X, A Banahraum, Banahalgebra

L(X) beshr

�

ankte, lineare Abbildung auf X

C(X) abgeshlossene, lineare Abbildungen auf X

D(A) De�nitionsbereih des unbeshr

�

ankten Operators A

X

0

,A

0

beshr

�

ankten Linearformen auf X bzw. A

M

A

multiplikativen Linearformen auf A

h H

�

ullenabbildung

k Kern

A

F

= A=k(F )

% Gewiht bzw. Beuerling-Domar-Gewiht auf Z

w Gewiht bzw. Beuerling-Domar-Gewiht-Gewiht auf R

`

1

(�), L

1

(R) Lebesgue-R

�

aume der integrierbaren Funktionen

�

uber � bzw. R.

`

1

%

(�) = fa

�

2 `

1

(�) :

1

P

n=0

ja

n

j%

n

< +1g

L

1

w

(R) = ff 2 L

1

(R) :

R

R

jf jw d� < +1g

b Fourier- bzw. Gelfandtransformation

F

%

(�) =

[

`

1

%

(�) (versehen mit kontexabh

�

angiger Norm)

F

w

(R) =

\

L

1

w

(R) (versehen mit kontextabh

�

angiger Norm)

ba

�

,

b

b

�

,... Elemente aus F

%

(�) mit a

�

, b

�

,...2 `

1

%

(�)

b

f , bg,... Elemente aus F

w

(R) mit f , g,...2 L

1

w

(R)

N(ba

�

) = f� 2 � : ba

�

(�) = 0g

N(

b

f) = ft 2 R :

b

f(t) = 0g

suppba

�

) = f� 2 � : ba

�

(�) 6= 0g

supp

b

f = ft 2 R : widehatf(t) 6= 0g

M entweder der Multiplikationsoperator mit der Identit

�

at auf F

%

(�)

oder der abgeshlossene Operator mit M

b

f(t) = it

b

f(t) f

�

ur alle t 2 R,

b

f 2 D(M)

Lat

%

(M) M -invarianten, abgeshlossenen Unterr

�

aume von F

%

(�)

103
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Lat

w

(M) M -invarianten, abgeshlossenen Unterr

�

aume von F

w

(R)

F

%

(U) = fba

�

2 F

%

(�) : suppba

�

� Ug, U � �

F

w

(U ) = f

b

f 2 F

w

(R) : supp

b

f � Ug, U � R

M jF

%

(U ) Einshr

�

ankung von M 2 L(F

%

(�)) auf F

%

(U)

M jF

w

(U) Einshr

�

ankung von M 2 C(F

w

(R)) auf F

w

(U)

j, e| Intertwining-Operatoren, diskret oder kontinuierlish

I(j) gr

�

o�tes, abgeshlossenes Ideal in ker j

supp j = h(I(j))

`

1

�

�

(N; C ) =

n

z

�

2 C

N

:

jz

�

j

�

�

2 `

1

(N; C )

o



�

�

(N; C ) =

n

z

�

2 `

1

�

�

(N; C ) : lim

n!1

z

n

�

n

existiert

o

`

1

�

�

(N;X

0

) =

n

�

�

2 X

0

N

:

k�

�

k

�

�

2 `

1

(N; C )

o



�

�

(N; X

0

) =

n

�

�

2 `

1

�

�

(N;X

0

) : lim

n!1

�

n

(x)

�

n

existiert f

�

ur alle x 2 X

o

Li

�

�

= fl : `

1

�

�

(N; X

0

)! X

0

stetig, linear mit klk � 1 und l(�

�

)(x) = lim

n!1

�

n

(x)

�

n

f

�

ur alle

x 2 X, f

�

ur die der Grenzwert existiertg

X

T

(F ) = fx 2 X : es existiert eine analytishe Funktionf : C nF ! X mit (z � T )f(z) = x

f

�

ur alle z 2 C nFg, F � �

X

A

(F ) = fx 2

1

T

n=1

D(A

n

) : es existiert eine im Unendlihen vershwindende,

analytishe Funktion f : C nF ! D(A) mit (z �A)f(z) = x f

�

ur alle z 2 C nFg, F � R

hNi Menge der streng monoton wahsenden Folgen nat

�

urliher Zahlen

hRi Menge der positiven, streng monoton wahsenden Folgen reeller Zahlen

hxi entweder = f�

�

2 X

0N

: �

k

(T

k

x) = kT

k

xk mit k�

k

k = 1 falls T

k

x 6= 0, �

k

� 0

falls T

k

x = 0g, x 2 X,

oder = f�

�

: R ! X

0

: �

t

(T (t)x) = kT (t)xk mit k�

t

k = 1 falls T (t)x 6= 0, �

t

� 0

falls T (t)x = 0g, x 2 X,

� entweder = f(x; n

�

; �

�

; �

�

; l

�

) 2 X � hNi � R

N

�X

0N

� C

(X

0N

)

: �

k

= %

n

k

f

�

ur alle k 2 N;

�

�

2 hxi; l

�

2 Li

�

�

g

oder = f(x; r

�

; �

�

; �

�

; l

�

) 2 X � hRi � R

N

�X

0R

� C

(X

0N

)

: �

k

= w(r

k

) f

�

ur alle k 2 N;

�

�

2 hxi; l

�

2 Li

�

�

g
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