
Die von Neumannsche Ungleichung

Bachelorarbeit

zur Erlangung des akademischen Grades
Bachelor of Science

im Studiengang Mathematik
der Naturwissenschaftlich-Technischen Fakultät I

- Mathematik und Informatik -
der Universität des Saarlandes

von

Dominik Schillo

betreut durch

Prof. Dr. Jörg Eschmeier

Saarbrücken, 2012



ii



Eidesstattliche Versicherung

Ich versichere hiermit, dass ich die vorliegende Arbeit selbständig verfasst und
keine anderen als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe.

Saarbrücken, den 6. November 2012

Dominik Schillo

iii



iv



Danksagung

Zuallererst möchte ich mich bei meiner Familie und Freunden bedanken,
die in den letzten drei Jahren mir immer zur Seite standen, auch in den
schwierigen Zeiten.

Ebenfalls möchte ich mich bei den Teilnehmern des Bachelorseminars
für den interessanten mathematischen Austausch während des vergangenen
Semesters bedanken.

Einen besonderen Dank an Johannes Alt, Philipp Loew und Jonas Wahl
für ihre Hilfe beim TEXen und Korrekturlesen.

Schlieÿlich bedanke ich mich herzlich bei Herrn Prof. Jörg Eschmeier für
die sehr intensive Betreuung und das interessante Thema, welches mein In-
teresse an der Operatorentheorie weckte, wofür ich sehr dankbar bin.

v



vi



Inhaltsverzeichnis

Einleitung 1

1 Grundlagen 3

1.1 Funktionale Hilberträume und Multiplikatoren . . . . . . . . . 3
1.2 Der Drury-Arveson Raum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Der eindimensionale Fall 15

3 Die Ungleichung auf dem Polyzylinder 21

3.1 Der zweidimensionale Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2 Das Gegenbeispiel von Crabb-Davie . . . . . . . . . . . . . . . 27

4 Die Ungleichung auf der Kugel 31

4.1 Der mehrdimensionale Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2 Die Verallgemeinerung nach Drury . . . . . . . . . . . . . . . 33

Literaturverzeichnis 41

Symbolverzeichnis 43

vii



viii INHALTSVERZEICHNIS



Einleitung

Im Jahre 1950 bewies John von Neumann erstmals in [16] die nach ihm
benannte Ungleichung für eine Kontraktion T ∈ L(H) auf einem komplexen
Hilbertraum H

‖p(T )‖ ≤ ‖p‖D,

wobei p ∈ C[z] ein Polynom in einer Variablen mit komplexen Koe�zienten
ist und ‖ · ‖D die Supremumsnorm auf der Einheitskreisscheibe bezeichnet.
B. Sz®kefalvi-Nagy zeigte 1953 in [13], dass jede Kontraktion auf einem Hil-
bertraum eine unitäre Dilatation besitzt. Einen sehr einfachen Beweis dieser
Aussage stammt von J. J. Schä�er aus [12]. Mit diesem Resultat erhält man
die von Neumannsche Ungleichung als Korollar.
Es stellte sich nun die Frage, ob die Ungleichung

‖p(T1, . . . , Tn)‖ ≤ ‖p‖Dn

auf dem Polyzylinder für kommutierende Kontraktionen T1, . . . , Tn ∈ L(H)
und Polynome p ∈ C[z1, . . . , zn] in n Variablen für jede natürliche Zahl n
richtig bleibt. Eine positive Antwort für den Fall n = 2 lieferte T. Andô in
seiner Arbeit [1] aus dem Jahre 1962, indem er das Dilatationsresultat von
B. Sz®kefalvi-Nagy auf zwei kommutierende Kontraktionen verallgemeinerte.
Mit Hilfe des Satzes von Gelfand-Neumark erhält man die von Neumannsche
Ungleichung für zwei kommutierende Kontraktionen.
Es blieb zehn Jahre lang unklar, ob die Ungleichung auch in höheren Dimen-
sionen gilt. Dies konnte N. Th. Varopoulos 1974 in [15] erstmalig mit einem
Gegenbeispiel verneinen. Ein weiteres Gegenbeispiel auf einem 8-dimensiona-
len Hilbertraum stammt von M. J. Crabb und A. M. Davie, welches sie in
ihrer Arbeit [4] 1975 verö�entlichten.
Eine weitere mögliche Verallgemeinerung in n Dimensionen besteht darin, die
Einheitskugel und n-Kontraktionen zu betrachten, also die Frage zu stellen,
ob die Ungleichung

‖p(T )‖ ≤ ‖p‖Bn ,
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2 EINLEITUNG

für alle Polynome p in n Variablen und alle vertauschenden Tupel T =
(T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n mit der Eigenschaft

∑n
i=1 TiT

∗
i ≤ IH gilt. Dass dies

bereits für n = 2 falsch ist, zeigte S. W. Drury 1978 in [5]. In der gleichen
Arbeit gab S. W. Drury eine andere Verallgemeinerung auf der Kugel. Hier-
bei machte er sich zu nutze, dass die Multiplikatoren auf dem Hardyraum H2

über der Einheitskreisscheibe in C gerade die Funktionen in H∞ sind. Somit
konnte er die von Neumannsche Ungleichung zu

‖p(T )‖ ≤ ‖p‖M(H2)

umformulieren. Mit Mp = p(Mz) und ‖p‖M(H2) = ‖Mp‖ folgt

‖p(T )‖ ≤ ‖p(Mz)‖,

wobei Mz ∈ L(H2) den Multiplikationsoperator mit Symbol z bezeichnet.
Diese Ungleichung bewies er nun, indem er n-Kontraktionen statt einer ein-
zelnen Kontraktion verwendete und den Multiplikationsoperator Mz durch
den n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum ersetzte.

Um diese Resultate zu erhalten, werden wir im ersten Kapitel zunächst
einige Ergebnisse über funktionale Hilberträume und den Drury-Arveson
Raum festhalten, die wir im späteren Verlauf verwenden werden. Das zweite
Kapitel beschäftigt sich mit der klassischen eindimensionalen von Neumann-
schen Ungleichung. Kapitel 3 beinhaltet den Satz von Andô über unitäre
Dilatationen zweier kommutierender Kontraktionen und das Gegenbeispiel
von Crabb-Davie für den Fall n = 3. Das letzte Kapitel widmet sich der Ar-
beit [5] von S. W. Drury, wobei wir das Gegenbeispiel ausführen, sowie die
Verallgemeinerung von Drury der von Neumannschen Ungleichung beweisen
werden. Zum Schluss werden wir sehen, dass die Abbildung

{p(Mz) : p ∈ C[z]} → L(H), p(Mz) 7→ p(T )

für eine n-Kontraktion T ∈ L(H)n nicht nur kontraktiv ist, was unmittel-
bar aus der von Neumannschen Ungleichung folgt, sondern sogar vollständig
kontraktiv ist. Diese Erkenntnis geht auf die Arbeit [2] von W. Arveson aus
dem Jahr 1998 zurück.



Kapitel 1

Grundlagen

Dieses Kapitel soll die Grundlagen für die folgenden Kapitel scha�en. Wir
werden zunächst allgemeine funktionale Hilberträume betrachten, um im
nächsten Abschnitt den Drury-Arveson Raum als funktionalen Hilbertraum
zu identi�zieren. Zudem werden wir genauer auf den n-Shift auf dem Drury-
Arveson Raum eingehen, der in Kapitel 4 eine wichtige Rolle spielen wird.

1.1 Funktionale Hilberträume und Multiplika-

toren

Sei H ein komplexer Hilbertraum, X eine beliebige Menge und

HX = {f : f : X → H Abbildung}.

De�nition 1.1. (i) Ein Hilbertraum K ⊂ HX heiÿt funktional, falls alle
Punktauswertungen

δλ : K → H, f 7→ f(λ) (λ ∈ X)

stetig sind.

(ii) Eine Abbildung K : X ×X → L(H) heiÿt positiv de�nit, falls

n∑
i,j=1

〈K(λi, λj)xj, xi〉H ≥ 0

für alle endlichen Folgen (λi)
n
i=1 in X und (xi)

n
i=1 in H gilt.
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4 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Bemerkung 1.2. Identi�ziert man C ∼= L(C) (vermöge C → L(C), α 7→
Mα,Mαz = αz), so ist eine komplexwertige Funktion im obigen Sinne positiv
de�nit genau dann, wenn

n∑
i,j=1

K(λi, λj)αjαi ≥ 0

für alle endlichen Folgen (λi)
n
i=1 in X und (αi)

n
i=1 in C gilt.

Die Beweise zu den folgenden grundlegenden Sätze für funktionale Hil-
berträume �nden sich z.B. in [3, Kapitel 1].

Satz 1.3. Für einen Hilbertraum K ⊂ HX sind äquivalent:

(i) K ist funktional.

(ii) Es existiert eine eindeutige Abbildung K : X ×X → L(H) mit

(a) K(·, µ)x ∈ K für µ ∈ X und x ∈ H,
(b) 〈f,K(·, µ)x〉K = 〈f(µ), x〉H für f ∈ K, µ ∈ X, x ∈ H.

Man nennt K den reproduzierenden Kern von K.

Lemma 1.4. Sei K ⊂ HX ein funktionaler Hilbertraum. Dann gilt:

(i) K ist positiv de�nit,

(ii)
∨
{K(·, µ)x : µ ∈ X, x ∈ H} = K.

Satz 1.5. Sei K : X ×X → L(H) positiv de�nit. Dann gibt es genau einen
funktionalen Hilbertraum K ⊂ HX mit reproduzierendem Kern K.

Satz 1.6. Ist K : X ×X → C positiv de�nit und H ein Hilbertraum, so ist
die Abbildung KH : X × X → L(H), KH(x, y) = K(x, y)IH positiv de�nit,
und es gibt einen eindeutigen unitären Operator U : K(K) ⊗ H → K(KH)
mit

U(f ⊗ x) = f · x

für alle f ∈ K(K) und x ∈ H, wobei K(K) ⊂ CX und K(KH) ⊂ HX die funk-
tionalen Hilberträume mit reproduzierenden Kernen K und KH bezeichnen.

Seien nun H1,H2 Hilberträume und Ki ⊂ HX
i (i = 1, 2) funktionale

Hilberträume mit reproduzierenden Kernen Ki : X ×X → L(Hi) (i = 1, 2).
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De�nition 1.7. Die Elemente von

M(K1,K2) = {ϕ : X → L(H1,H2) : ϕK1 ⊂ K2},

heiÿen Multiplikatoren von K1 nach K2. Hierbei sei für f : X → H1 die
Abbildung ϕf : X → H2 de�niert durch

(ϕf)(λ) = ϕ(λ)f(λ) (λ ∈ X).

Für ϕ ∈M(K1,K2) nennen wir

Mϕ : K1 → K2, f 7→ ϕf

den Multiplikationsoperator mit Symbol ϕ.
Für K1 = K2 = K schreiben wirM(K) stattM(K,K).

Bemerkung 1.8. Wir schreiben

‖ϕ‖M(K1,K2) = ‖Mϕ‖L(K1,K2)

für ϕ ∈ M(K1,K2). Dies de�niert eine Norm aufM(K1,K2), wenn die Ab-
bildung

M(K1,K2)→ L(K1,K2),

ϕ 7→Mϕ

injektiv ist. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn K1 alle konstanten Funktio-
nen h ∈ H1 enthält.

Lemma 1.9. Für ϕ ∈M(K1,K2), λ ∈ X und y ∈ H2 gilt:

(i) Mϕ : K1 → K2 ist stetig linear,

(ii) M∗
ϕK2(·, λ)y = K1(·, λ)ϕ(λ)∗y.

Beweis. (i) Die Linearität vonMϕ ist klar. Die Stetigkeit rechnet man mit
dem Satz vom abgeschlossenen Graphen nach. Seien hierzu (fn)n∈N und
(Mϕfn)n∈N Folgen in K1 bzw. K2 mit Grenzwerten f und g. Für λ ∈ X
erhalten wir

(Mϕf)(λ) = ϕ(λ)f(λ)

= ϕ(λ)δλ(f)

= lim
n→∞

ϕ(λ)δλ(fn)

= lim
n→∞

(Mϕfn)(λ)

= g(λ),

wobei wir die Stetigkeit der Punktauswertungen auf K1 und K2 ausge-
nutzt haben.



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

(ii) Sei f ∈ K1, λ ∈ X und y ∈ H2. Die Behauptung folgt dann mit

〈f,M∗
ϕK2(·, λ)y〉K1 = 〈Mϕf,K2(·, λ)y〉K2

= 〈(Mϕf)(λ), y〉H2

= 〈ϕ(λ)f(λ), y〉H2

= 〈f(λ), ϕ(λ)∗y〉H1

= 〈f,K1(·, λ)ϕ(λ)∗y〉K1 .

Die folgende Bemerkung ist im Hinblick auf Satz 4.2 von Bedeutung.

Bemerkung 1.10. Im Falle H1 = H2 = C lautet (ii) aus dem vorherigen
Lemma

M∗
ϕK2(·, λ) = ϕ(λ)K1(·, λ)

für λ ∈ X.

1.2 Der Drury-Arveson Raum

Zunächst eine De�nition zur Erinnerung.

De�nition 1.11. Der Raum

H2 = H2(D) = {f ∈ O(D) : ‖f‖2
H2 = sup

0≤r<1

1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(reit)
∣∣2 dt <∞}

heiÿt Hardyraum über der Einheitskreisscheibe.
Wir bezeichnen mit H∞ den Raum aller beschränkten holomorphen Funk-
tionen auf der Einheitskreisscheibe.

Bemerkung 1.12. In der Theorie über Hardyräume kann man zeigen, dass

sup
0≤r<1

1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(reit)
∣∣2 dt = lim

r↑1

1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(reit)
∣∣2 dt

gilt.

Nun wollen wir den Hardyraum auf die Einheitskugel im Cn verallgemei-
nern. Dazu ist folgender Satz sehr hilfreich.
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Satz 1.13. Der Raum H2 ist vermöge

Φ: H2 → `2(N,C),
∞∑
n=0

anz
n 7→ (an)n∈N

isometrisch isomorph zu `2(N,C).

Beweis. Für f =
∑∞

n=0 anz
n ∈ O(D) gilt mit der Cauchyschen Integralformel

‖fr‖2
L2 =

∫
T
f(rz)(

∞∑
n=0

anr
nzn)dλ(z)

=
∞∑
n=0

anr
n

∫
T
f(rz)zndλ(z)

=
∞∑
n=0

anr
n r

n

2πi

∫ π

−π

f(reit)

(reit)n+1
ireitdt

=
∞∑
n=0

anr
n r

n

2πi

∫
∂Dr(0)

f(w)

wn+1
dw

=
∞∑
n=0

anr
n r

n

2πi
2πian

=
∞∑
n=0

|an|2 r2n,

wobei λ das normierte Lebesgue-Maÿ auf der Einheitskreislinie bezeichnet.
Im Übergang zum Grenzwert r → 1 (man beachte die kompakt gleichmäÿige
Konvergenz) sieht man, dass (an)n∈N genau dann in `2(N,C) liegt, wenn
f ∈ H2 mit Gleichheit der Normen. Damit folgt, dass Φ eine wohlde�nierte
Isometrie ist. Sei nun (an)n∈N ∈ `2(N,C). Dann besitzt

∑∞
n=0 anz

n einen
Konvergenzradius R mit R ≥ 1, sodass f =

∑∞
n=0 anz

n ∈ O(D). Nach den
obigen Überlegungen ist f ∈ H2. O�ensichtlich gilt Φ(f) = (an)n∈N.

Sei B = Bn = {z ∈ Cn : |z| = (
∑n

i=1 |zi|
2)

1
2 < 1} ⊂ Cn die o�ene

Einheitskugel und sei H ein komplexer Hilbertraum. Für α = (α1, . . . , αn) ∈
Nn setze γα = |α|!/α!, wobei |α| =

∑n
i=1 αi und α! =

∏n
i=1 αi!, und zα =∏n

i=1 z
αi
i für z ∈ Cn.

Proposition 1.14. Für z, w ∈ B gilt

(1− 〈z, w〉)−1 =
∑
α∈Nn

γαz
αwα.
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Insbesondere folgt

(1− |z|2)−1 =
∑
α∈Nn

γα |zα|2

für z ∈ B.

Beweis. Nach Cauchy-Schwarz gilt für z, w ∈ B

|〈z, w〉| ≤ |z| |w| < 1,

sodass (1− 〈z, w〉)−1 wohlde�niert ist. Mit der disjunkten Zerlegung

{1, . . . , n}k =
⋃̇
α∈Nn
|α|=k

Jα,

wobei Jα = {(i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . , n}k : #({ν : iν = j}) = αj für j =

1, . . . , n} und #(Jα) = |α|!
α!
, folgt

(1− 〈z, w〉)−1 =
∞∑
k=0

(
n∑
i=1

ziwi)
k

=
∞∑
k=0

n∑
i1,...,ik=1

k∏
j=1

zijwij

=
∞∑
k=0

∑
α∈Nn
|α|=k

γαz
αwα

=
∑
α∈Nn

γαz
αwα.

Wir betrachten nun den Hilbertraum

`2(γ,H) = {a = (aα) : aα ∈ H für alle α ∈ Nn und ‖a‖2 =
∑
α∈Nn

‖aα‖2

γα
<∞}

mit dem Skalarprodukt

〈(aα), (bα)〉`2(γ,H) =
∑
α∈Nn

〈aα, bα〉H
γα

.

Dieser entspricht für n = 1 dem bekannten Raum der quadratsummierbaren
Folgen `2(N,H).
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Proposition 1.15. Die Abbildung

ρ : `2(γ,H)→ O(B,H), (aα) 7→
∑
α∈Nn

aαz
α

ist wohlde�niert, injektiv und linear.

Beweis. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert mit Proposition 1.14∑
α∈Nn

‖aαzα‖ =
∑
α∈Nn

(
‖aα‖√
γα

)(
√
γα |zα|) ≤ ‖a‖(1− |z|2)−

1
2

für z ∈ B und (aα) ∈ `2(γ,H). Da punktweise konvergente Potenzreihen auf
B kompakt gleichmäÿig konvergieren auf B, wird für a = (aα) ∈ `2(γ,H)
durch

ρ(a) : B→ H, z 7→
∑
α∈Nn

aαz
α

eine holomorphe H-wertige Funktion de�niert. Wie im skalarwertigen Fall
gilt

aα =
∂αρ(a)(0)

α!
(α ∈ Nn).

Also ist ρ wohlde�niert und injektiv. Die Linearität ist o�ensichtlich.

De�nition 1.16. Der Hilbertraum

H(B,H) = Bild(ρ)

mit dem durch ρ und `2(γ,H) induzierten Skalarprodukt

〈
∑
α∈Nn

aαz
α,
∑
α∈Nn

bαz
α〉H(B,H) =

∑
α∈Nn

〈aα, bα〉H
γα

heiÿt Drury-Arveson Raum.
Im Fall H = C schreiben wir auch H(B) für H(B,C).

Satz 1.17. Der Raum H(B,H) ist ein funktionaler Hilbertraum mit repro-
duzierendem Kern

KH : B× B→ L(H), (z, w) 7→ 1H
1− 〈z, w〉

.
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Beweis. Wir rechnen Satz 1.3 nach. Sei w ∈ B und x ∈ H. Wegen Proposition
1.14 gilt für z ∈ B

KH(z, w)x = (1− 〈z, w〉)−1x =
∑
α∈Nn

γαw
αxzα

und ∑
α∈Nn

‖γαwαx‖2

γα
=
∑
α∈Nn

γα |wα|2 ‖x‖2 =
‖x‖2

1− |w|2
.

Damit liegt KH(·, w)x in H(B,H). Für f =
∑

α∈Nn aαz
α ∈ H(B,H) erhalten

wir

〈f,KH(·, w)x〉H(B,H) =
∑
α∈Nn

〈aα, γαwαx〉H
γα

= 〈
∑
α∈Nn

aαw
α, x〉H = 〈f(w), x〉H.

Proposition 1.18. Es gilt

γα−ei
γα

=
αi
|α|

für i = 1, . . . , n und α ∈ Nn mit α ≥ ei.

Beweis. Sei i ∈ {1, . . . , n} und α ≥ ei. Die Rechnung

γα−ei
γα

=

|α−ei|!
(α−ei)!
|α|!
α!

=

(|α|−1)!
|α|!

(α−ei)!
α!

=

1
|α|
1
αi

=
αi
|α|

zeigt die Behauptung.

Wir wenden uns nun dem bereits angesprochenen n-Shift auf dem Drury-
Arveson Raum zu. Um diesen sinnvoll zu de�nieren, benötigen wir folgendes
Lemma.

Lemma 1.19. Die Multiplikatoren Mzi (i = 1, . . . , n) von H(B,H) nach
H(B,H) sind wohlde�nierte, lineare Kontraktionen.

Beweis. Sei f =
∑

α∈Nn aαz
α ∈ H(B,H). Dann gilt

(zif)(z) =
∑
α∈Nn

aαz
α+ei =

∑
α≥ei

aα−eiz
α
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für z ∈ B und i = 1, . . . , n. Mit Proposition 1.18 folgt

∑
α≥ei

‖aα−ei‖2

γα
=
∑
α≥ei

‖aα−ei‖2

γα−ei

γα−ei
γα

=
∑
α≥ei

‖aα−ei‖2

γα−ei

αi
|α|

≤
∑
α∈Nn

‖aα‖2

γα
= ‖f‖2

H(B,H).

Also ist zif ∈ H(B,H) mit ‖zif‖H(B,H) ≤ ‖f‖H(B,H). Die Linearität ist klar.

De�nition 1.20. Das Tupel

Mz = (Mz1 , . . . ,Mzn) ∈ L(H(B,H))n

heiÿt n-Shift.

Im Folgenden wollen wir eine wichtige Eigenschaften des n-Shifts studie-
ren.

Lemma 1.21. Für f =
∑

α∈Nn aαz
α ∈ H(B,H) gilt

(M∗
zi
f)(z) =

∑
α∈Nn

γα
γα+ei

aα+eiz
α (i = 1, . . . , n).

Beweis. Seien f =
∑

α∈Nn aαz
α, g =

∑
α∈Nn bαz

α ∈ H(B,H). Mit Proposition
1.18 sieht man, dass für i = 1, . . . , n die Funktion

∑
α∈Nn

γα
γα+ei

bα+eiz
α in

H(B,H) liegt, denn

∑
α∈Nn

‖ γα
γα+ei

bα+ei‖2

γα
=
∑
α∈Nn

γα
γα+ei

‖bα+ei‖2

γα+ei

=
∑
α≥ei

αi
|α|
‖bα‖2

γα
≤ ‖g‖2,
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sodass

〈f,M∗
zi
g〉H(B,H) = 〈Mzif, g〉H(B,H)

= 〈
∑
α≥ei

aα−eiz
α,
∑
α∈Nn

bαz
α〉H(B,H)

=
∑
α≥ei

〈aα−ei , bα〉H
γα

=
∑
α∈Nn

〈aα, bα+ei〉H
γα

γα
γα+ei

=
∑
α∈Nn

〈aα, γα
γα+ei

bα+ei〉H
γα

= 〈
∑
α∈Nn

aαz
α,
∑
α∈Nn

γα
γα+ei

bα+eiz
α〉H(B,H).

De�nition 1.22. Ein Tupel T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n heiÿt vertauschend,
falls

TiTj = TjTi

für alle i, j = 1, . . . , n gilt.

De�nition 1.23. Ein Tupel T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n vertauschender, ste-
tig linearer Operatoren heiÿt n-Kontraktion, falls

n∑
i=1

TiT
∗
i ≤ IH

gilt.

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnitts, welches uns spä-
ter in Kapitel 4 behil�ich sein wird.

Satz 1.24. Der n-Shift auf H(B,H) ist eine n-Kontraktion.

Beweis. Sei hierzu f =
∑

α∈Nn aαz
α ∈ H(B,H), sodass mit Propositon 1.18
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und Lemma 1.21

n∑
i=1

MziM
∗
zi
f =

n∑
i=1

Mzi

∑
α∈Nn

γα
γα+ei

aα+eiz
α

=
n∑
i=1

∑
α≥ei

γα−ei
γα

aαz
α

=
n∑
i=1

∑
α≥ei

αi
|α|

aαz
α

= f − a0

folgt. Somit gilt

〈
n∑
i=1

MziM
∗
zi
f, f〉H(B,H) = 〈f − a0, f〉H(B,H)

= 〈f, f〉H(B,H) − ‖a0‖2 ≤ 〈f, f〉H(B,H).
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Kapitel 2

Der eindimensionale Fall

In diesem Kapitel werden wir uns mit der klassischen von Neumannschen
Ungleichung beschäftigen. Die Dilatationstheorie nach [14] wird uns einen
einfachen Beweis liefern.
Sei dazu im Folgenden H stets ein komplexer Hilbertraum und T eine Kon-
traktion auf H.
Zunächst formulieren wir ein einfaches Lemma, um den Beweis des Haupt-
satzes übersichtlicher führen zu können.

Lemma 2.1. Es gilt:

(i) I − T ∗T und I − TT ∗ sind positiv,

(ii) Für die Operatoren DT = (I − T ∗T )
1
2 und DT ∗ = (I − TT ∗)

1
2 gilt

T ∗DT ∗ = DTT
∗ und TDT = DT ∗T ,

(iii) ‖DTh‖2 = ‖h‖2−‖Th‖2 und ‖DT ∗h‖2 = ‖h‖2−‖T ∗h‖2 für alle h ∈ H.

Beweis. (i) Die Rechnung

〈h, h〉 ≥ 〈Th, Th〉 = 〈T ∗Th, h〉

für h ∈ H zeigt die erste Behauptung und die zweite folgt analog, da
‖T‖ = ‖T ∗‖ gilt, sodass T ∗ ∈ L(H) ebenfalls eine Kontraktion ist.

(ii) Betrachte die Funktion

f : [0, 1]→ R, x 7→ (1− x)
1
2 .

15
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Dann ist f stetig, sodass es nach dem Satz von Stone-Weierstraÿ eine
Folge (pn)n∈N von Polynomen aus R[x] gibt mit

‖pn − f‖[0,1] → 0 für n→∞.

Da T ∗T und TT ∗ normal sind mit σ(T ∗T )∪σ(TT ∗) ⊂ [0, 1] erhält man
mit dem stetigen Funktionalkalkül

DT = f(T ∗T ) = lim
n→∞

pn(T ∗T ) und DT ∗ = f(TT ∗) = lim
n→∞

pn(TT ∗).

Eine einfache Induktion über k ∈ N zeigt, dass

T ∗(TT ∗)k = (T ∗T )kT ∗ und T (T ∗T )k = (TT ∗)kT

gilt und damit auch

T ∗p(TT ∗) = p(T ∗T )T ∗ und Tp(T ∗T ) = p(TT ∗)T

für alle Polynome p ∈ R[x]. Der Übergang zum Grenzwert liefert die
Behauptung.

(iii) Für h ∈ H gilt

‖DTh‖2 = 〈DTh,DTh〉 = 〈D2
Th, h〉

= 〈(I − T ∗T )h, h〉 = 〈h, h〉 − 〈T ∗Th, h〉
= 〈h, h〉 − 〈Th, Th〉 = ‖h‖2 − ‖Th‖2.

Analog folgt die Behauptung für T ∗.

Wir widmen uns nun der Dilatationstheorie von Kontraktionen auf einem
komplexen Hilbertraum. Die anschlieÿenden De�nitionen charakterisieren die
im weiteren Verlauf wichtigen Operatoren, mit denen wir uns beschäftigen
wollen.

De�nition 2.2. Sei R ∈ L(H). Dann heiÿt ein Operator S ∈ L(H̃) Dilata-
tion von R, falls gilt

(i) H̃ ist ein Hilbertraum mit H ⊂ H̃,

(ii) Rh = PHSh für alle h ∈ H.
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Man nennt S Potenz-Dilatation von R, falls zusätzlich

Rnh = PHS
nh

für alle n ∈ N und h ∈ H gilt.
Zwei Dilatationen S1 auf H1 und S2 auf H2 von R ∈ L(H) heiÿen (unitär)
äquivalent, falls eine unitäre Abbildung ϕ : H2 → H1 existiert mit

(i) ϕh = h (h ∈ H),

(ii) S2 = ϕ−1S1ϕ.

Satz 2.3. Es existiert eine unitäre Potenz-Dilatation U von T . Man kann U
minimal wählen in dem Sinne, dass

H̃ =
∨
{UnH : n ∈ Z}.

Auÿerdem sind zwei minimale unitäre Potenz-Dilatationen einer Kontraktion
äquivalent.

Beweis. Wir de�nieren H̃ als

H̃ =
∞⊕

n=−∞

Hn (Hn = H),

sodass ein Element h von H̃ folgende Gestalt hat:

h = (hn)n∈Z mit hn ∈ H, ‖h‖2 =
∞∑

n=−∞

‖hn‖2 <∞.

Mit dieser De�nition kann manH mit dem abgeschlossenen UnterraumH0 ⊂
H̃ identi�zieren und erhält damit eine isometrische Einbettung von H in H̃.
Der Operator

U : H̃ → H̃, U((hn)n∈Z) = (h′n)n∈Z

mit

h′n =


DTh0 − T ∗h1 für n = −1,

Th0 +DT ∗h1 für n = 0,

hn+1 sonst
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ist unitär, denn mit Lemma 2.1 (ii) und (iii) folgt

‖h′−1‖2 + ‖h′0‖2 = ‖DTh0 − T ∗h1‖2 + ‖Th0 +DT ∗h1‖2

= ‖DTh0‖2 − 〈DTh0, T
∗h1〉 − 〈T ∗h1, DTh0〉+ ‖T ∗h1‖2

+ ‖Th0‖2 + 〈Th0.DT ∗h1〉+ 〈DT ∗h1, Th0〉+ ‖DT ∗h1‖2

= ‖DTh0‖2 − 〈TDTh0, h1〉 − 〈T ∗DT ∗h1, h0〉+ ‖T ∗h1‖2

+ ‖Th0‖2 + 〈TDTh0, h1〉+ 〈T ∗DT ∗h1, h0〉+ ‖DT ∗h1‖2

= ‖DTh0‖2 + ‖T ∗h1‖2 + ‖Th0‖2 + ‖DT ∗h1‖2

= ‖h0‖2 − ‖Th0‖2 + ‖T ∗h1‖2 + ‖Th0‖2 + ‖h1‖2 − ‖T ∗h1‖2

= ‖h0‖2 + ‖h1‖2

und damit die Isometrie. Die Abbildung

H̃ → H̃, (h′n)n∈Z 7→ (hn)n∈Z

mit

hn =


DTh

′
−1 + T ∗h′0 für n = 0,

−Th′−1 +DT ∗h′0 für n = 1,

h′n−1 sonst

ist o�ensichtlich stetig linear und wirkt als Umkehrabbildung von U , denn
Lemma 2.1 (ii) liefert(

DT −T ∗
T DT ∗

)(
DT T ∗

−T DT ∗

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Mit der De�nition von U folgt direkt die Identität

T nh = PHU
nh (n ∈ N, h ∈ H).

Betrachtet man nun statt H̃ den Raum

K =
∨
{UnH : n ∈ Z},

so sieht man, dass U eingeschränkt auf K ebenfalls eine unitäre Potenz-
Dilatation von T ist.
Es bleibt noch die Äquivalenz minimaler unitärer Potenz-Dilatationen zu
zeigen.
Sei nun U eine unitäre Potenz-Dilatation. Aufgrund der Isometrieeigenschaft
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von U erhält man

〈Unh, Umh′〉 =

{
〈Un−mh, h′〉, falls n ≥ m,

〈h, Um−nh′〉, falls m ≥ n

=

{
〈T n−mh, h′〉, falls n ≥ m,

〈h, Tm−nh′〉, falls m ≥ n

für n,m ∈ Z und h, h′ ∈ H. Also hängt 〈Unh, Umh′〉 für n,m ∈ Z und
h, h′ ∈ H nicht von der Wahl der Potenz-Dilatation U ab, sodass

ϕ : LH(Un
2H : n ∈ Z)→ LH(Un

1H : n ∈ Z),

ϕ(
N∑

n=−N

Un
2 hn) 7→

N∑
n=−N

Un
1 hn (hn ∈ H, N ∈ N)

eine wohlde�nierte, isometrische und lineare Abbildung de�niert, wobei U1

und U2 minimale unitäre Potenz-Dilatationen von T auf dem Raum K1 bzw.
K2 sind. Somit können wir ϕ stetig auf

∨∞
−∞ U

n
2H = K2 zu einer Isometrie

ϕ : K2 → K1 fortsetzen mit

ϕh = h (h ∈ H),

und

ϕ(U2k) = U1(ϕk) (k ∈ K2),

wobei es genügt, die letzte Identität auf der linearen Hülle der Vektoren Unh
(n ∈ Z, h ∈ H) nachzuprüfen. Als Isometrie mit dichtem Bild ist ϕ unitär.

Damit sind wir nun in der Lage die von Neumannsche Ungleichung zu
beweisen.

Korollar 2.4 (Die von Neumannsche Ungleichung). Seien p ∈ C[z] ein Po-
lynom in einer Variablen und T ∈ L(H) eine Kontraktion. Dann gilt:

‖p(T )‖ ≤ ‖p‖D = ‖p‖T.

Beweis. Das zweite Gleichheitszeichen folgt aus dem Maximumprinzip.
Mit Satz 2.3 erhält man

p(T )h = PHp(U)h
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für h ∈ H. Da U unitär ist gilt

σ(U) ⊂ T,

sodass für h ∈ H mit ‖h‖ ≤ 1

‖p(T )h‖ = ‖PHp(U)h‖
≤ ‖PH‖‖p(U)‖‖h‖
≤ ‖p(U)‖
= sup{|µ| : µ ∈ σ(p(U))}
= sup{|p(λ)| : λ ∈ σ(U)} (Spektraler Abbildungssatz)
≤ sup{|p(λ)| : λ ∈ T} = ‖p‖T

folgt.



Kapitel 3

Die Ungleichung auf dem

Polyzylinder

3.1 Der zweidimensionale Fall

Im vorherigen Kapitel haben wir gesehen, dass mit Hilfe der Dilatations-
theorie die von Neumannsche Ungleichung nur ein simples Korollar ist. Um
den zweidimensionalen Fall zu beweisen, werden wir auf die Arbeit [1] zu-
rückgreifen, die eine Verallgemeinerung der Resultate aus dem vorherigen
Kapitel liefert. Wir orientieren uns hierbei wieder an [14] und [10].
Seien nun im weiteren T1, T2 ∈ L(H) zwei kommutierende Kontraktionen auf
einem komplexen Hilbertraum H.

Satz 3.1. Es existieren kommutierende Isometrien V1, V2 ∈ L(H̃) auf einem
Hilbertraum H̃ ⊃ H, sodass

T n1 T
m
2 h = PHV

n
1 V

m
2 h

für alle n,m ∈ N und h ∈ H gilt.

Beweis. Wir de�nieren

H̃ =
∞⊕
n=0

Hn (Hn = H)

und identi�zierenH mit dem abgeschlossenen UnterraumH0 ⊂ H̃. Weiterhin
seien die Operatoren W1 und W2 durch

Wi((hn)n∈N) = (Tih0, DTih0, 0, h1, h2, . . . ) (i = 1, 2)

21
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gegeben, die aufgrund von Lemma 2.1 (iii) isometrisch sind. Mit

H4 = H⊕H⊕H⊕H

können wir

H̃ = H⊕
∞⊕
n=0

H4

schreiben, wobei wir die kanonische Identi�kation

(h0, h1, h2, . . . ) = (h0, (h1, h2, h3, h4), (. . . ), . . . )

benutzen. Auÿerdem seien

L1 = {(DT1T2h, 0, DT2h, 0) : h ∈ H}, L2 = {(DT2T1h, 0, DT1h, 0) : h ∈ H}.

Da für h ∈ H

‖DT1T2h‖2 + ‖DT2h‖2 = 〈D2
T1
T2h, T2h〉+ ‖h‖2 − ‖T2h‖2 = ‖h‖2 − ‖T1T2h‖2

= ‖h‖2 − ‖T2T1h‖2 = ‖DT2T1h‖2 + ‖DT1h‖2,

gilt, wobei wir Lemma 2.1 (iii) und die Kommutativität von T1 und T2 aus-
genutzt haben, wird durch

ϕ : L1 → L2,

(DT1T2h, 0, DT2h, 0) 7→ (DT2T1h, 0, DT1h, 0)

eine wohlde�nierte Isometrie de�niert. Wir können also ϕ stetig zu einer
Isometrie von M1 = L1 nach M2 = L2 fortsetzen. Die Abbildung ϕ kann
sogar zu einem unitären Operator auf ganz H4 fortgesetzt werden. Um dies
einzusehen, betrachten wir die Dimensionen vonM⊥

1 = H4	M1 undM⊥
2 =

H4 	M2. Falls H endlichdimensional ist, ist auch H4 endlichdimensional
und die Gleichheit der Dimensionen vonM⊥

1 undM⊥
2 sind klar. Sei also H

unendlichdimensional. Da der Raum {(0, h, 0, 0) : h ∈ H} dieselbe Dimension
wie H hat und inM⊥

i (i = 1, 2) liegt, sieht man

dim(H) = dim(H4) ≥ dim(M⊥
i ) ≥ dim(H) (i = 1, 2)

ein. Damit habenM⊥
1 undM⊥

2 in jedem Fall dieselbe Dimension, sodass ein
unitärer Operator zwischen beiden existiert. Also kann ϕ zu einem unitären
Operator auf H4 fortgesetzt werden.
Damit können wir nun einen unitären Operator G auf H̃ durch

G(h0, h1, . . . ) = (h0, ϕ(h1, . . . , h4), ϕ(h5, . . . , h8), . . . )



3.1. DER ZWEIDIMENSIONALE FALL 23

de�nieren mit der Umkehrabbildung

G−1(h0, h1, . . . ) = (h0, ϕ
−1(h1, . . . , h4), ϕ−1(h5, . . . , h8), . . . ).

Wir zeigen nun, dass

V1 = GW1 und V2 = W2G
−1

die gewünschten Isometrien sind. Für h = (h0, h1, . . . ) ∈ H̃ gilt

V1V2(h0, h1, . . . ) = GW1W2G
−1(h0, h1, . . . )

= GW1W2(h0, ϕ
−1(h1, . . . , h4), . . . )

= GW1(T2h0, DT2h0, 0, ϕ
−1(h1, . . . , h4), . . . )

= G(T1T2h0, DT1T2h0, 0, DT2h0, 0, ϕ
−1(h1, . . . , h4), . . . )

= (T1T2h0, ϕ(DT1T2h0, 0, DT2h0, 0), (h1, . . . , h4), . . . )

= (T2T1h0, (DT2T1h0, 0, DT1h0, 0), (h1, . . . , h4), . . . )

= W2(T1h0, DT1h0, 0, h1, h2, . . . )

= W2W1(h0, h1, . . . )

= W2G
−1GW1(h0, h1, . . . )

= V2V1(h0, h1, . . . ),

wobei wir die De�nition von ϕ und die Kommutativität von T1 und T2 benutzt
haben. Die Rechnung zusammen mit den De�nitionen von V1 und V2 zeigt
auch die gewünschte Identität

T n1 T
m
2 h = PHV

n
1 V

m
2 h

für alle n,m ∈ N und h ∈ H.

Lemma 3.2. Sei V ∈ L(H) eine Isometrie und U ∈ H̃ eine Dilatation von
V auf einem Hilbertraum H̃ ⊃ H. Dann ist U eine unitäre Fortsetzung von
V , d.h.

V h = PHUh = Uh

für alle h ∈ H.

Beweis. Sei h ∈ H. Dann gilt:

‖h‖ = ‖V h‖ = ‖PHUh‖ ≤ ‖Uh‖ = ‖h‖,

also auch ‖PHUh‖ = ‖Uh‖. Aus

‖Uh‖2 = ‖PHUh‖2 + ‖(1− PH)Uh‖2
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erhält man (1− PH)Uh = 0 und damit

Uh = PHUh ∈ H.

Um eine Verallgemeinerung von Satz 2.3 zu beweisen, benötigen wir noch
folgendes Lemma.

Lemma 3.3. Zu zwei kommutierenden Isometrien V1, V2 ∈ L(H) existieren
kommutierende unitäre Operatoren U1, U2 auf einem Hilbertraum H̃ ⊃ H,
sodass

Ui|H = Vi (i = 1, 2).

Beweis. Da jede Isometrie eine Kontraktion ist, existiert nach Satz 2.3 eine
minimale unitäre Dilatation U1 : H̃ → H̃ von V1 auf dem Hilbertraum
H̃ ⊃ H mit

H̃ =
∨
{Un

1H : n ∈ Z}.

Nach Lemma 3.2 ist U1 eine Fortsetzung von V1. Da

‖
N∑

n=−N

Un
1 V2hn‖2 =

N∑
n,m=−N

〈Un
1 V2hn, U

m
1 V2hm〉

=
∑
n≥m

〈Un−m
1 V2hn, V2hm〉+

∑
n<m

〈V2hn, U
m−n
1 V2hm〉

=
∑
n≥m

〈V n−m
1 V2hn, V2hm〉+

∑
n<m

〈V2hn, V
m−n

1 V2hm〉

=
∑
n≥m

〈V2V
n−m

1 hn, V2hm〉+
∑
n<m

〈V2hn, V2V
m−n

1 hm〉

=
∑
n≥m

〈V n−m
1 hn, hm〉+

∑
n<m

〈hn, V m−n
1 hm〉

= ‖
N∑

n=−N

Un
1 hn‖2

für hn ∈ H (n ∈ {−N, . . . , N}, N ∈ N) gilt, können wir einen wohlde�nierten
isometrischen Operator

Ṽ2 : K̃ → K̃,
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wobei K̃ = LH(Un
1H : n ∈ Z) ⊂ H̃, durch

Ṽ2(
N∑

n=−N

Un
1 hn) =

N∑
n=−N

Un
1 V2hn (hn ∈ H, N ∈ N)

de�nieren. Durch stetige Fortsetzung erhalten wir einen Operator auf ganz
H̃, wobei wir die Fortsetzung ebenfalls mit Ṽ2 bezeichnen. Weiterhin gilt

Ṽ2h0 = V2h0

für h0 ∈ H, sodass Ṽ2 eine isometrische Fortsetzung auf H̃ für V2 ist, die
wegen

Ṽ2U1(
N∑

n=−N

Un
1 hn) = Ṽ2(

N∑
n=−N

Un+1
1 hn)

= U1(
N∑

n=−N

Un
1 V2hn)

= U1Ṽ2(
N∑

n=−N

Un
1 hn) (hn ∈ H, N ∈ N)

auf K̃ und damit auch auf H̃ mit U1 kommutiert.
Wir wiederholen nun das Verfahren. Sei also U2 : ˜̃H → ˜̃H eine minimale
unitäre Dilatation von Ṽ2 auf einem Hilbertraum ˜̃H ⊃ H̃. Wir de�nieren

Ũ1 : ˜̃K → ˜̃K

auf ˜̃K = LH(Un
2 H̃ : n ∈ Z) durch

Ũ1(
N∑

n=−N

Un
2 h̃n) =

N∑
n=−N

Un
2 U1h̃n (h̃n ∈ H̃, N ∈ N).

Somit können wir durch stetiges Fortsetzen einen Operator auf ˜̃H de�nieren,
wobei wir diesen wieder mit Ũ1 bezeichnen. Als Isometrie mit dichtem Bild
˜̃K ist Ũ1 ein unitärer Operator auf ˜̃H. Auÿerdem gilt

Ũ1|H̃ = U1,

sodass Ũ1 eine unitäre Fortsetzung von U1 auf
˜̃H ist. Insgesamt erhalten wir

Ũ1|H = V1 und U2|H = V2.

Die Kommutativität von Ũ1 und U2 auf
˜̃H folgt wie oben.
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Korollar 3.4 (Satz von Andô). Es existieren unitäre kommutierende Ope-
ratoren U1, U2 ∈ L(H̃) auf einem Hilbertraum H̃ ⊃ H, sodass

T n1 T
m
2 h = PHU

n
1 U

m
2 h

für alle n,m ∈ N und h ∈ H gilt.

Beweis. Mit Satz 3.1 erhalten wir kommutierende Isometrien V1, V2 ∈ L(H̃)
auf einem gröÿeren Hilbertraum H̃ mit

T n1 T
m
2 h = PHV

n
1 V

m
2 h

für alle n,m ∈ N und h ∈ H. Diese können wir mit Lemma 3.3 zu unitären

kommutierenden Operatoren U1, U2 ∈ L( ˜̃H) auf einem gröÿeren Hilbertraum
˜̃H fortsetzen. O�ensichtlich haben U1, U2 die gewünschte Eigenschaft.

Korollar 3.5. Seien p ∈ C[z1, z2] ein Polynom in zwei Variablen und T1, T2 ∈
L(H) zwei kommutierende Kontraktionen. Dann gilt:

‖p(T1, T2)‖ ≤ ‖p‖D×D = ‖p‖T×T.
Beweis. Das zweite Gleichheitszeichen folgt wieder aus dem Maximumprin-
zip (vgl. [11, Theorem 1.8]).
Seien U1, U2 die zwei unitären kommutierenden Operatoren aus Korollar 3.4,
sodass die von U1, U2 erzeugte unitale C∗-Algebra A kommutativ ist. Damit
existiert nach dem Satz von Gelfand-Neumark ein isometrischer ∗-Isomor-
phismus

Γ: A → C(∆(A)), x 7→ δx,

wobei ∆(A) die Menge der nichtverschwindenden multiplikativen linearen
Funktionale auf A bezeichnet und

δx(ϕ) = ϕ(x)

für alle x ∈ A und ϕ ∈ ∆(A). Ferner gilt

|ϕ(U1)| = |ϕ(U2)| = 1 (ϕ ∈ ∆(A)),

da U1, U2 unitär sind, sodass wegen Korollar 3.4 für p ∈ C[z1, z2] und h ∈ H
mit ‖h‖ ≤ 1

‖p(T1, T2)h‖ = ‖PHp(U1, U2)h‖
≤ ‖p(U1, U2)‖
= sup

ϕ∈∆(A)

|p(ϕ(U1), ϕ(U2))|

≤ sup
|z1|=1
|z2|=1

|p(z1, z2)| = ‖p‖T×T

folgt.
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3.2 Das Gegenbeispiel von Crabb-Davie

Es stellt sich nun die Frage, ob die Resultate aus dem vorherigen Abschnitt
in höhere Dimensionen verallgemeinert werden können. Dies konnte N. Th.
Varopoulos 1974 in [15] erstmalig verneinen. Hier wollen wir allerdings ein
Gegenbeispiel von M. J. Crabb und A. M. Davie [4] präsentieren, welches ein
Jahr nach dem ersten Gegenbeispiel publiziert wurde.

Gegenbeispiel 3.6. Seien H ein 8-dimensionaler Hilbertraum mit Ortho-
normalbasis e, f1, f2, f3, g1, g2, g3, h und T1, T2, T3 ∈ L(H) mit

Tie = fi,

Tifj =

{
−gi, falls i = j,

gk, falls i 6= j mit k 6= i, j,

Tigj = δi,jh,

Tih = 0

für i, j, k = 1, 2, 3. Weiterhin sei p ∈ C[z1, z2, z3] das Polynom in drei Varia-
blen mit

p(z1, z2, z3) = z1z2z3 − z3
1 − z3

2 − z3
3 .

Dann sind T1, T2, T3 kommutierende Kontraktionen mit

‖p(T1, T2, T3)‖ ≥ 4 > ‖p‖T3 .

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass die Ti's Kontraktionen sind. Sei dazu l ∈
H mit

l = α1e+
3∑
j=1

αj+1fj +
3∑

k=1

αk+4gk + α8h,

wobei αj ∈ C für alle j.
Mit den De�nitionen der Ti's erhält man

T1l = α1f1 − α2g1 + α3g3 + α4g2 + α5h,

T2l = α1f2 + α2g3 − α3g2 + α4g1 + α6h,

T3l = α1f3 + α2g2 + α3g1 − α4g3 + α7h.
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Da e, f1, f2, f3, g1, g2, g3, h eine Orthonormalbasis bilden, folgt

〈T1l, T1l〉 = |α1|2 + |α2|2 + |α3|2 + |α4|2 + |α5|2

≤
8∑
j=1

|αj|2 = 〈l, l〉,

〈T2l, T2l〉 = |α1|2 + |α2|2 + |α3|2 + |α4|2 + |α6|2

≤
8∑
j=1

|αj|2 = 〈l, l〉,

〈T3l, T3l〉 = |α1|2 + |α2|2 + |α3|2 + |α4|2 + |α7|2

≤
8∑
j=1

|αj|2 = 〈l, l〉

und damit die Kontraktionseigenschaft der Ti's. Für die Kommutativität
rechnet man direkt mit den De�nitionen

T1T1l = −α1g1 − α2h,

T1T2l = α1g3 + α4h = T2T1l,

T1T3l = α1g2 + α3h = T3T1l,

T2T2l = −α1g2 − α3h,

T2T3l = α1g1 + α2h = T3T2l,

T3T3l = −α1g3 − α4h

nach.
Die Normabschätzung folgt aus

p(T1, T2, T3)e = (T1T2T3 − T 3
1 − T 3

2 − T 3
3 )e = h+ h+ h+ h = 4h,

sodass

‖p(T1, T2, T3)‖ ≥ ‖p(T1, T2, T3)e‖H = 4.

Mit der Dreiecksungleichung sieht man sofort, dass ‖p‖T3 ≤ 4. Angenommen
es würde ‖p‖T3 = 4 gelten. Dann würde es einen Punkt (z1, z2, z3) ∈ T3 geben
mit

4 =
∣∣z1z2z3 − z3

1 − z3
2 − z3

3

∣∣ = |z1z2z3|+
∣∣z3

1 + z3
2 + z3

3

∣∣
= |z1z2z3|+

∣∣z3
1

∣∣+
∣∣z3

2 + z3
3

∣∣
= |z1z2z3|+

∣∣z3
1

∣∣+
∣∣z3

2

∣∣+
∣∣z3

3

∣∣ = 4.
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Das vorletzte Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn es eine positive reelle
Zahl λ23 gibt mit z3

2 = λ23z
3
3 . Da

1 =
∣∣z3

2

∣∣ = |λ23|
∣∣z3

3

∣∣ = |λ23|

gilt, folgt λ23 = 1. Die gleiche Argumentation liefert z3
1 = z3

2 , also z
3
1 = z3

2 =
z3

3 . Damit das zweite Gleichheitszeichen stimmt, muss es wieder eine positive
reelle Zahl λ123 geben, sodass

z1z2z3 = λ123(−z3
1 − z3

2 − z3
3) = −3λ123z

3
1

und

1 = |z1z2z3| = 3 |λ123|
∣∣z3

1

∣∣ = 3 |λ123|

gilt. Somit ist λ123 = 1
3
, also z1z2z3 = −z3

1 . Der Widerspruch ergibt sich dann
mit

(z1z2z3)3 = z3
1z

3
2z

3
3 = z9

1 = (−z1z2z3)3 = −(z1z2z3)3,

sodass wegen zi 6= 0 (i = 1, 2, 3) 1 = −1 folgt.

Dieses Gegenbeispiel zeigt auch, dass eine Verallgemeinerung von Satz
2.3, Korollar 3.4 und Korollar 3.5 für den mehrdimensionalen Polyzylinder
für n ≥ 3 nicht existieren kann.



30 KAPITEL 3. DIE UNGLEICHUNG AUF DEM POLYZYLINDER



Kapitel 4

Die Ungleichung auf der Kugel

4.1 Der mehrdimensionale Fall

In Kapitel 3 haben wir gesehen, dass wir die von Neumannsche Ungleichung
auf den zweidimensionalen Polyzylinder verallgemeinern können. Es stellt
sich nun die Frage, ob und in wie weit eine Verallgemeinerung auf die Ein-
heitskugel möglich ist. Drury konnte 1978 in [5] zeigen, dass die kanonische
Verallgemeinerung, d.h. man ersetzt Kontraktionen durch n-Kontraktionen,
schon für den Fall n = 2 falsch ist. Das folgende Gegenbeispiel stammt aus
dieser Arbeit.

Gegenbeispiel 4.1. Sei B2 die Einheitskugel in C2 und Mz ∈ L(H(B2))2

der 2-Shift auf dem Drury-Arveson Raum. Für n ∈ N de�niert

pn(z) = (2z1z2)n

ein Polynom pn ∈ C[z1, z2] mit

‖pn‖B2 = 1.

Zudem ist die Folge (‖pn(Mz)‖)n∈N unbeschränkt.

Beweis. Da für z = (z1, z2) ∈ C2 nach Cauchy-Schwarz

‖z‖1 = |z1|+ |z2| = 〈(|z1| , |z2|), (1, 1)〉 ≤
√

2 |z|

31
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gilt, erhalten wir mit dem Maximumprinzip und der binomischen Formel

‖pn‖B2 = sup
|z|=1

(2 |z1| |z2|)n

= (sup
|z|=1

(|z1|+ |z2|)2 − (|z1|2 + |z2|2))n

= (sup
|z|=1

‖z‖2
1 − |z|

2)n

≤ (sup
|z|=1

2 |z|2 − |z|2)n = 1

für alle n ∈ N. Also gilt

1 = pn(
1√
2
,

1√
2

) ≤ ‖pn‖B2 ≤ 1.

Sei nun 1 > ε > 0. Nach der Stirlingschen Formel existiert ein N ∈ N, sodass

1− ε < n!√
2πn(n

e
)n
< 1 + ε

für alle n ≥ N gilt. Damit folgt für n ≥ N

4n(n!)2

(2n)!
>

(1− ε)2

(1 + ε)

4n2πn(n
e
)2n

√
4πn(2n

e
)2n

=
(1− ε)2

(1 + ε)

√
πn

1
2 ,

sodass

‖pn(Mz)‖2 ≥ ‖pn(Mz)1‖2
H(B2) = ‖pn‖2

H(B2) =
4n(n!)2

(2n)!
>

(1− ε)2

(1 + ε)

√
πn

1
2 →∞

für n→∞. Also ist die Folge (‖pn(Mz)‖)n∈N unbeschränkt.

Da nach Satz 1.24 der 2-Shift Mz eine 2-Kontraktion ist, folgt, dass

‖p(T )‖ ≤ ‖p‖B2

für alle 2-Kontraktionen T ∈ L(H(B2))2 und Polynome p ∈ C[z1, z2] nicht
gelten kann.
Dieses Gegenbeispiel zeigt sogar, dass es keine Konstante C > 0 geben kann
mit

‖p(T )‖ ≤ C‖p‖B2 .
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4.2 Die Verallgemeinerung nach Drury

Das Ziel dieses Abschnitt wird es sein, die eindimensionale von Neumannsche
Ungleichung umzuformulieren, sodass wir doch eine Verallgemeinerung auf
die Kugel erreichen können. Diese geht auf [5] zurück, indem wir die Supre-
mumsnorm auf der rechten Seite durch die Norm des Polynoms angewandt
auf den n-Shift ersetzen. Der folgende Satz ist der Ausgangspunkt dieser
Verallgemeinerung.

Satz 4.2. Es gilt

M(H2) = H∞

mit Gleichheit der Normen.

Beweis. Die Inklusion ⊃ ist klar.
Sei umgekehrt ϕ ∈M(H2). Da

ϕ = Mϕ(1) ∈ H2

gilt, liegt ϕ in O(D). Der Raum H2 ist nach Abschnitt 1.2 ein funktionaler
Hilbertraum, sodass wir mit Bemerkung 1.10 für λ ∈ D und dem reprodu-
zierendem Kern KH2

M∗
ϕKH2(·, λ) = ϕ(λ)KH2(·, λ)

erhalten und damit

|ϕ(λ)| =
‖M∗

ϕKH2(·, λ)‖H2

‖KH2(·, λ)‖H2

≤ ‖Mϕ‖.

Also ist ϕ ∈ H∞. Die Abschätzung

‖Mϕf‖H2 = ‖ϕf‖H2 ≤ ‖ϕ‖D‖f‖H2

liefert schlieÿlich die Gleichheit der Normen.

Mit diesem Satz können wir die eindimensionale Ungleichung für eine
Kontraktion T ∈ L(H) und ein Polynom p ∈ C[z] zu

‖p(T )‖ ≤ ‖p‖M(H2)

umschreiben. Beachten wir noch, dass Mp = p(Mz) und ‖p‖M(H2) = ‖Mp‖
gilt, folgt schlieÿlich

‖p(T )‖ ≤ ‖p(Mz)‖.

Diese Ungleichung wollen wir im Folgenden auf n-Kontraktionen T ∈ L(H)n

und den n-Shift Mz ∈ L(H(B))n auf dem Drury-Arveson Raum verallge-
meinern und beweisen. Dabei orientieren wir uns in der Beweisführung an
[8].
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Lemma 4.3. Seien A,B ∈ L(H). Dann gilt:

(i) Der Operator

QA : L(H)→ L(H), X 7→ AXA∗

ist positiv.

(ii) QAQB = QAB.

Beweis. (i) Sei X ∈ L(H) positiv. Dann gilt für h ∈ H

〈QA(X)h, h〉 = 〈AXA∗h, h〉 = 〈XA∗h,A∗h〉 = 〈Xk, k〉 ≥ 0

für k = A∗h ∈ H. Also bildet QA positive Elemente auf positive ab.

(ii) Dies folgt unmittelbar aus der De�nition.

Proposition 4.4. Sei für ein Tupel T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n der positive
Operator

ΣT =
n∑
i=1

QTi : L(H)→ L(H)

de�niert. Dann gilt

Σk
T =

∑
(i1,...,ik)∈{1,...,n}k

QTi1 ···Tik

für k ∈ N. Falls T ∈ L(H)n vertauschend ist, so gilt

Σk
T =

∑
α∈Nn
|α|=k

γαQTα

für k ∈ N, wobei γα = |α|!
α!
.

Beweis. Die erste Aussage ist klar und die zweite erhält man analog zu der
Beobachtung im Beweis von Proposition 1.14.

Sei nun im Folgenden T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n stets eine n-Kontraktion.

Lemma 4.5. Es gilt

Σk
T (IH) ≥ Σk+1

T (IH) ≥ 0

für alle k ∈ N.
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Beweis. Da T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n eine n-Kontraktion und Σk
T nach

Lemma 4.3 positiv ist, gilt

Σk
T (IH)− Σk+1

T (IH) = Σk
T (IH)− Σk

TΣT (IH)

= Σk
T (IH − ΣT (IH))

= Σk
T (IH −

n∑
i=1

TiT
∗
i )

≥ 0

für alle k ∈ N.

Bemerkung 4.6. Da (Σk
T (IH))k∈N nach dem letzten Lemma eine monoton

fallende Folge positiver Operatoren ist, konvergiert diese Folge punktweise
gegen einen positiven Operator (vgl. [7, Korollar 1.9])

A∞,T = SOT − lim
k→∞

Σk
T (IH) ∈ L(H).

Lemma 4.7. Sei DT ∗ = (IH −
∑n

i=1 TiT
∗
i )

1
2 . Durch

KT : H → H(B,H),

x 7→
∑
α∈Nn

γα(DT ∗T ∗αx)zα

wird eine wohlde�nierte, lineare Kontraktion de�niert mit

‖KTx‖2 = ‖x‖2 − ‖
√
A∞,Tx‖2

für x ∈ H.

Beweis. Mit Proposition 4.4 erhalten wir

IH − ΣN+1
T (IH) =

N∑
j=0

(Σj
T (IH)− Σj+1

T (IH))

=
N∑
j=0

Σj
T (D2

T ∗)

=
N∑
j=0

∑
|α|=j

γαQTα(D2
T ∗),
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sodass für x ∈ H∑
|α|≤N

‖γαDT ∗T ∗αx‖2

γα
=
∑
|α|≤N

〈γαTαD2
T ∗T ∗

αx, x〉

= 〈
∑
|α|≤N

γαQTα(D2
T ∗)x, x〉

= 〈
N∑
j=0

∑
|α|=j

γαQTα(D2
T ∗)x, x〉

= 〈IH − ΣN+1
T (IH)x, x〉

= 〈x, x〉 − 〈ΣN+1
T (IH)x, x〉

gilt. Damit ist KT wohlde�niert mit

‖KTx‖2 ←
∑
|α|≤N

‖γαDT ∗T ∗αx‖2

γα
→ ‖x‖2 − ‖

√
A∞,Tx‖2

für N →∞, also

‖KTx‖2 = ‖x‖2 − ‖
√
A∞,Tx‖2.

Da die Linearität von KT klar ist, ist KT eine wohlde�nierte, lineare Kon-
traktion.

Bemerkung 4.8. Die Abbildung KT ist genau dann eine Isometrie, wenn
A∞,T = 0. In diesem Fall de�niert man:

De�nition 4.9. Eine n-Kontraktion S = (S1, . . . , Sn) ∈ L(H)n heiÿt rein,
falls A∞,S = 0.

Bemerkung 4.10. Für n = 1 ist eine Kontraktion S ∈ L(H) genau dann rein,
wenn SOT − limk→∞ S

∗k = 0 gilt. Kontraktionen dieser Art nennt man auch
C·0-Kontraktionen.

Sei im weiteren MH
z der n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum H(B,H)

und Mz der n-Shift auf H(B). Die Grundlage für den Beweis der verallge-
meinerten von Neumannschen Ungleichung stellt das folgende Lemma dar.

Lemma 4.11. Es gilt die Identität

KTT
∗
i = MH

zi

∗
KT

für alle 1 ≤ i ≤ n.
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Beweis. Sei x ∈ H. Dann gilt

MH
zi

∗
KTx = MH

zi

∗ ∑
α∈Nn

γαDT ∗T ∗αxzα

=
∑
α∈Nn

γα
γα+ei

γα+eiDT ∗T ∗α+eixzα

=
∑
α∈Nn

γαDT ∗T ∗α(T ∗i x)zα

= KTT
∗
i x

für alle i = 1, . . . , n.

Korollar 4.12. Für ein Polynom p ∈ C[z] = C[z1, . . . , zn] gilt

KTp(T )∗ = p(MH
z )∗KT .

Beweis. Eine Induktion über k ∈ N liefert mit Lemma 4.11

KTT
∗
i
k = MH

zi

∗k
KT

für alle k ∈ N und 1 ≤ i ≤ n. Da alle Operatoren linear sind, folgt die
Behauptung.

Das nächste Lemma wird uns im Beweis der von Neumannschen Unglei-
chung die Möglichkeit geben, den Beweis für n-Kontraktionen auf den Fall
von reinen n-Kontraktionen zurückzuführen.

Lemma 4.13. Für 0 < r < 1 ist rT = (rT1, . . . , rTn) ∈ L(H)n eine reine
n-Kontraktion.

Beweis. Da die Abbildung Σk
T positiv ist, wird nach dem Satz von Russo-Dye

(vgl. [9, Korollar 2.9]) die Norm auf der Identität angenommen, sodass

‖ΣT‖ = ‖ΣT (IH)‖ = ‖
n∑
i=1

TiT
∗
i ‖ ≤ 1

und damit für rT

‖ΣrT‖ = r2‖ΣT‖ < 1.

Eine Induktion über k ∈ N liefert

‖Σk
rT‖ ≤ r2k → 0

für k →∞, sodass

A∞,rT = 0.

Also ist rT eine reine n-Kontraktion.
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Satz 4.14 (Die von Neumannsche Ungleichung für n-Kontraktionen). Für
ein Polynom p ∈ C[z] in n Variablen und eine beliebige n-Kontraktion T ∈
L(H)n gilt

‖p(T )‖ ≤ ‖p(Mz)‖,

wobei Mz den n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum H(B) bezeichnet.

Beweis. Wir zeigen zunächst die Behauptung für eine reine n-Kontraktion
T ∈ L(H)n.
Nach Korollar 4.12 und Bemerkung 4.8 erhalten wir

p(T )∗ = K∗Tp(M
H
z )∗KT

für alle Polynome p ∈ C[z], sodass

‖p(T )‖ = ‖p(T )∗‖ = ‖K∗Tp(MH
z )∗KT‖ ≤ ‖p(MH

z )∗‖ = ‖p(MH
z )‖.

Nach Satz 1.6 kann man MH
z mit Mz ⊗ IH identi�zieren. Somit folgt

‖p(T )‖ ≤ ‖p(MH
z )‖ = ‖p(Mz)⊗ IH‖ = ‖p(Mz)‖.

Sei nun T ∈ L(H)n eine n-Kontraktion. Mit der gerade bewiesenen Behaup-
tung und Lemma 4.13 sieht man

‖p(T )‖ = lim
r↑1
‖p(rT )‖ ≤ lim

r↑1
‖p(Mz)‖ = ‖p(Mz)‖

ein.

Sei T = {p(Mz) : p ∈ C[z]} = LH(Mα
z : α ∈ Nn) ⊂ L(H(B)) die von

Mz ∈ L(H(B))n erzeugte Teilalgebra. Nach Satz 4.14 ist die Abbildung

T → L(H), p(Mz) 7→ p(T )

ein kontraktiver Algebrenhomomorphismus. Im Folgenden wollen wir zeigen,
dass diese Abbildung sogar vollständig kontraktiv ist. Dieses Ergebnis geht
auf Arveson zurück, der dies in [2] bewies.
Diesbezüglich wollen wir uns an die folgenden De�nitionen erinnern.

De�nition 4.15. Seien A,B unitale C∗-Algebren, C ⊂ A ein Operatorraum,
das heiÿt ein Unterraum mit 1 ∈ C, und D ⊂ A ein Operatorsystem, das
heiÿt ein ∗-abgeschlossener Unterraum mit 1 ∈ D. Wir fassen nun Mn(C)
und Mn(D) als Unterräume der C∗-Algebra Mn(A) auf und versehen diese
mit der induzierten Norm- und Ordnungsstruktur. Für eine lineare Abbildung
Φ: C → B de�nieren wir

Φn : Mn(C)→Mn(B), Φn((ai,j)) = (Φ(ai,j))

für alle n ∈ N und analog Ψn für eine lineare Abbildung Ψ: D → B.
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Die Abbildung Ψ heiÿt

(i) n-positiv, falls Ψn positiv ist,

(ii) vollständig positiv, falls Ψ n-positiv ist für alle n ∈ N

und Φ heiÿt

(iii) vollständig beschränkt, falls

‖Φ‖cb = sup
n∈N
‖Φn‖

endlich ist,

(iv) vollständig kontraktiv, falls ‖Φ‖cb ≤ 1.

Lemma 4.16. Sei S ∈ L(H)n eine reine n-Kontraktion. Nach Satz 1.6 kön-
nen wir H(B,H) mit H(B)⊗H identi�zieren. Die lineare Abbildung

ρ : L(H(B))→ L(H), X 7→ K∗S(X ⊗ IH)KS

ist vollständig kontraktiv und vollständig positiv mit ρ(IH(B)) = IH. Weiterhin
gilt

ρ(Mα
zM

∗
z
β) = SαS∗β

für alle α, β ∈ Nn.

Beweis. Da KS eine Isometrie ist, ist ρ(IH(B)) = IH klar. Die Identität

ρ(Mα
zM

∗
z
β) = SαS∗β (α, β ∈ Nn)

folgt direkt aus Lemma 4.11. Nach [9, S. 30f] ist ρ vollständig kontraktiv und
vollständig positiv.

Der folgende Satz dient als Vorbereitung für das versprochene Resultat
von Arveson.

Satz 4.17. Seien S = LH(Mα
zM

∗
z
β : α, β ∈ Nn) und T ∈ L(H)n eine n-

Kontraktion. Dann ist die Abbildung

ρ : S → L(H),∑
|α|,|β|≤k

aαβM
α
zM

∗
z
β 7→

∑
|α|,|β|≤k

aαβT
αT ∗β.

vollständig kontraktiv und vollständig positiv.
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Beweis. Für 0 < r < 1 ist rT nach Lemma 4.13 eine reine n-Kontraktion.
Wegen Lemma 4.16 sind die linearen Abbildungen

ρr : S → L(H),∑
|α|,|β|≤k

aαβM
α
zM

∗
z
β 7→

∑
|α|,|β|≤k

aαβ(rT )α(rT )∗β

vollständig kontraktiv und vollständig positiv und konvergieren punktweise
für r ↑ 1 gegen

ρ : S → L(H),∑
|α|,|β|≤k

aαβM
α
zM

∗
z
β 7→

∑
|α|,|β|≤k

aαβT
αT ∗β.

Mit ρr ist auch der punktweise Limes ρ wieder vollständig kontraktiv und
vollständig positiv.

Mit diesem Satz erhalten wir nun als Korollar das Ergebnis [2, Theorem
8.1] aus der Arbeit von Arveson.

Korollar 4.18. Für eine n-Kontraktion T ∈ L(H)n ist die Abbildung

T → L(H), p(Mz) 7→ p(T )

ein unitaler vollständig kontraktiver Algebrenhomomorphismus.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 4.17, da T ⊂ S.
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Symbolverzeichnis

#(X) Anzahl der Elemente der Menge X

α Element aus Nn

B O�ene Einheitskugel in Cn⊕
i∈I Xi Direkte Summe der Xi über eine Indexmenge I∨
X Normabschluss der linearen Hülle von X

Bild(f) Bild der Abbildung f

C Menge der komplexen Zahlen

C[z] Raum der formalen Polynome in der Unbekannten z mit
komplexen Koe�zienten

C[z1, . . . , zn] Raum der formalen Polynome in den Unbekannten
z1, . . . , zn mit komplexen Koe�zienten

D O�ene Einheitskreisscheibe in C

∆(A) Menge der nichtverschwindenden multiplikativen Funk-
tionale auf der C∗-Algebra A

`2(N,C) Raum der quadratsummierbaren komplexen Folgen

C(X) Raum der stetigen, komplexwertigen Funktionen auf dem
topologischen Raum X

L(H) Raum der stetig linearen Operatoren auf dem Hilber-
traum H

H	L Orthogonales Komplement des Hilbertraumes L im Hil-
bertraum H
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H Komplexer Hilbertraum

K ⊗H Hilbertraum-Tensorprodukt der Hilberträume K und H

M(H) Raum der Multiplikatoren auf dem funktionalen Hilber-
traum H

M(H1,H2) Raum der Multiplikatoren zwischen funktionalen Hilber-
träumen H1 und H2

O(U) Raum der holomorphen Funktionen von einer o�enen
Menge U ⊂ C nach C

O(U,H) Raum der holomorphen Funktionen von einer o�enen
Menge U ⊂ C nach H

N Menge der natürlichen Zahlen, beginnend bei 0

‖ · ‖X Supremumsnorm über X

R Menge der reellen Zahlen

R[x] Raum der formalen Polynome in der Unbekannten x mit
reellen Koe�zienten

σ(T ) Spektrum des Operators T ∈ L(H)

ΣT Operator
∑n

i=1 QTi für ein Tupel T = (T1, . . . , Tn) ∈
L(H)n

〈·, ·〉H Skalarprodukt auf dem Hilbertraum H

T Einheitskreislinie in C

Z Menge der ganzen Zahlen

A∞,T Grenzwert der Folge (Σn
T (IH))n in der starken Operator-

topologie

Dr(a) O�ene Kreisscheibe mit Radius r um den Punkt a ∈ C

DT Defektoperator (1−
∑n

i=1 T
∗
i Ti)

1
2 für ein Tupel

T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n

H(B) Drury-Arveson Raum über C

H(B,H) Drury-Arveson Raum über dem Hilbertraum H
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H2 Hardyraum auf D

H∞ Raum der beschränkten holomorphen Funktionen auf D

IH Identität auf dem Hilbertraum H

LH(X) Lineare Hülle der Menge X

Mn(A) Menge der n × n Matrizen mit Einträgen aus der C∗-
Algebra A

Mz n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum

Mϕ Multiplikationsoperator mit Symbol ϕ

PH Orthogonalprojektion auf den Hilbertraum H

QA Operator L(H)→ L(H), X 7→ AXA∗

SOT − limn→∞ Tn Grenzwert der Folge (Tn)n aus L(H) in der starken Ope-
ratortopologie
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