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Einleitung

In seinem Buch [Hal| erkldrt Halmos, dass das hauptséchliche Interesse im frithem Stadi-
um der Erforschung von Hilbertraumen (durch Hilbert, Hellinger, Toeplitz) sogenannte
quadratische Formen waren, die heute allerdings eine eher nachrangige Rolle spielen.
Heute ist der Forschungsgegenstand vielmehr ein Operator 1" auf einem Hilbertraum H
und man interessiert sich erst in zweiter Linie fiir die zugehorigen quadratischen Formen,
dass heift H - R, z — (Tz, x).

Die meisten Fragen, die sich zu quadratischen Formen ergeben, sind Fragen iiber das
numerische Bild

W(T) = {(Tz,a)iz € H, o]l = 1}

des zugehdrigen Operators. Dieses Bild ist so definiert, dass es mit der algebraischen
und der Normstrkuktur des Spektrums zusammenhéngt. Fiir endlich dimensionale Hil-
bertraume wurde diese Definition 1918 von Toeplitz eingefiihrt.

In dieser Arbeit untersuchen wir das numerische Bild und Verallgemeinerungen davon
in verschiedenen Situationen. Als erstes betrachten wir fiir ein beliebiges Element a aus
einer normierten, komplexen, unitalen Algebra A mit Dualraum A’ das algebraische
numerische Bild

V(A,a) ={f(a); fe A, f(1)=1=fl}

und zeigen, dass diese Menge eine konvexe und kompakte Teilmenge von C ist. Ist A
aukerdem vollstindig, so enthilt das algebraische numerische Bild V' (A4, a) das Spektrum
von a.

Im zweiten Kapitel betrachten wir das rdumliche numerische Bild von Operatoren auf
normierten Rdumen. Aufserdem beweisen wir den Satz von Toeplitz-Hausdorff, der be-
sagt, dass das rdumliche numerische Bild fiir Operatoren auf Hilbertraumen konvex ist.

Im dritten Kapitel betrachten wir zunéichst das algebraische numerische Bild V,(T") auf
der Calkin-Algebra €(X), wobei letztere mit der iiblichen Quotientennorm || - || ver-
sehen ist. Fiir Hilbertrdume geben Fillmore, Stampfli und Williams (vgl. [FSW]) eine
dquivalente Definition durch

W.(T) = {X € C;3 Folge (z,,) in H mit ||z,|| =1 fiir alle
n € Nund (2,) = 0 (schwach), (Tx,,z,) = A}.
Der Schwerpunkt der Arbeit liegt darin, eine entsprechende Identitét fiir Operatoren auf

Banachrdumen herzuleiten.
Dazu fiihren wir in Kapitel 4 die Halbnorm

eos : LX 00), | Tllcos = inf ||T
I Near £ £X) = [0,00), [T lleot = | inf [ T]]



auf der Calkin-Algebra ein, fiir die || - [|cof < || - || gilt. Mit
Vi(T) = V(€X), [[ - llcor,, [T7)
und

We(T) = {) € C;3 Netze (24)aca in X, (2))aca in X' mit [|z,| = ||25]] = (xa,2)) =1

(67

fiir alle @ € A und x, = 0 schwach sowie (T'zq, z5) = A}

zeigen wir, dass convW,(T') = V,(T) gilt. Dabei orientieren wir uns an der Arbeit
[BaM] von Miiller und Barraa. Zum Schluss beschéftigen wir uns noch mit reflexiven
Banachriumen und werden sehen, dass es in diesem Fall wie bei der Definition von
Fillmore, Stampfli und Williams ausreicht, mit Folgen zu arbeiten.
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1 Das algebraische numerische Bild

Wir wollen im ersten Kapitel das algebraische numerische Bild untersuchen. Dabei ori-
entieren wir uns an der Monographie von Bonsall und Duncan [BD1|. Es bezeichne

im Folgenden A eine normierte, komplexe Algebra mit 1, in der [[1|| = 1 gilt und
A'={f:A— C,; f linear und beschrankt} ihren Dualraum.
Fiir x aus der Einheitssphiare S(A) = {a € A;|la|| = 1} schreiben wir auferdem

D(A,z) ={f € A f(x) =1=|fI[}.
Aus dem Satz von Hahn-Banach folgt, dass D(A, x) # ) fiir alle z € S(A) gilt.

Definition 1.1. Seien a € A und = € S(A). Wir schreiben V (A4, a,z) = {f(ax); f €
D(A,z)}. Dann definiert man:

(a) das algebraische numerische Bild von a als V(A4,a) = {f(a); f € A", f € D(A,1)}
(b) und den numerischen Radius von a als v(a) = sup{|\[; A € V/(4,a)}.
Bemerkung 1.2. Fir a,b € A, o, € C gilt:
(a) V(A,a+b) C V(A,a)+ V(A D),
(b) V(A,a+ fa) = a+ BV (A4, a).

Lemma 1.3. Set a € A. Dann gilt

V(Aa)= | V(A a,x).

z€S(A)

Beweis.

Die Inklusion "C" ist wegen 1 € S(A) klar.

Sei umgekehrt A € |J V/(A4,a,z). Dann existiert ein y € S(A) und ein h € D(A,
zeS(A)

mit A = h(ay). Sei f : A — C, = — h(ry). Dann gilt fir alle z € A: |f(z)]

12yl = Azl also [[f]| < [[A]] = 1. Wegen [|f[| = [f(1)] = |h(y)| = 1 folg

f(1) =h(y) =1=|f] und es gilt A = f(a). Somit folgt A € V(A,a).

)

<

= INA

U

In einer nicht notwendigerweise unitalen, normierten C-Algebra A definiert man

V(Aa) = |J V(4 a,x)

z€S(A)
als das algebraische, numerische Bild eines Elementes a € A.

Satz 1.4. Fir alle a € A gilt

V(A,a)= (VA €T A—pl < lla—pul}-

neC
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Beweis.
"C": Sei v € V(A,a). Dann existiert ein f € A’) so dass v = f(a) und f(1) = ||f]| = 1.
Nach Definition der Operatornorm gilt

Y= ul = 1fla =l < |flllla = pll = lla = pl.

"D Seiy € NN € C;|A — | < |la— pl|}. Sei E der von a und 1 erzeugte, lineare
peC
Teilraum von A. Ist a = al fiir a € C, so gilt

() Dyt (1) = () Diaes (1) = Do(a) = {a} = V(A,a).

neC neC

Sonst definieren wir f E—C, aa+f aa+p.
Somit sind f(a) =~ und f(1) = 1. Fiir alle a € C*, 8 € C gilt nach Voraussetzung

|flaa + B)| = |ary + ]

= folly ~ (-2)
< lofla+2|
= Jloa+ .

Wegen |f(8)| = B ist ||f]| <1 und mit f(1) =1 folgt || f]| = 1.
Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert eine stetige, lineare Fortsetzung f: A — C

von f mit ||f|| = 1. Dann gelten f(a) = f(a) =~ und f(1) = f(1) = 1.
Insgesamt folgt v € V(A,1).
[

Da der Durchschnitt beliebiger kompakter und konvexer Mengen in C wieder kompakt
und konvex ist, erhalten wir als Korollar:

Satz 1.5. Seia € A. Dann ist V(A,a) eine konvezxe, kompakte Teilmenge von C .

Wir wollen nun das algebraische numerische Bild mit dem Spektrum eines Elements einer
Banachalgebra vergleichen. Wie wir im néchsten Satz sehen werden, kdnnen wir uns bei
der Betrachtung des algebraischen numerischen Bildes auf vollstindige Banachriume
beschranken.

Satz 1.6. Seien B C A eine Unteralgebra, die das Einselement enthdlt und b € B. Dann
gilt V(B,b) = V(A,b)

Beweis. Nach dem Satz von Hahn-Banach bildet die Einschrankung

A= B f— fls
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die Menge D(A, 1) surjektiv auf D(B, 1) ab. Somit folgt fiir b € B C A mit dem Satz
von Hahn-Banach:

V(A7 b) = {f(b), [ € D<A7 1>}
= {fl5(); flz € D(B,1)}
)

= {f(b); f € D(B,1)}
= V(B,b).

]

Sei A die Vervollstéindigung von A. Dann folgt mit Satz 1.6, dass V(A4,a) = V(A4,a)
gilt. Das algebraische numerische Bild von a € A bleibt also unveréndert, wenn wir es
beziiglich der Vervollstindigung A betrachten.

Ist umgekehrt A; die von a und 1 erzeugte Algebra, so liefert Satz 1.6 aufserdem, dass

V(A a) =V (A4, a) fir alle a € A gilt.
Definition 1.7. Seien A vollstindig, a € A.
(a) Dann ist Sp(4,a) = {\ € C; X\ — a ist nicht invertierbar} das Spektrum von a.

(b) Auferdem definieren wir den Spektralradius von a durch

pla) = sup{|Al; A € Sp(A,a)}.

Satz 1.8. Sei A vollstindig. Dann gilt Sp(A,a) C V(A,a) fir alle a € A.

Beweis. Sei A € Sp(A,a). Dann ist A\ — a nicht invertierbar.

Wir betrachten zunéichst den Fall, dass kein Linksinverses existiert.

Sei J = A-(A—a). Dann ist J, wegen 1 ¢ J ein echtes Linksideal von A. Fiir alle z € J
gilt also

1=z =1

Darum existiert nach Hahn-Banach ein f € A’, so dass ||f|| = 1, f|l; = 0 und f(1) =
dist(1, J) = 1 gelten.
Dann folgt f € D(A,1) und f(A —a) =0, also ist A = f(a) € V(4,a).
Der Fall, dass kein Rechtsinverses existiert folgt analog zum Linksinversen Fall.
[

Alternativ lasst sich Satz 1.8 auch mit Hilfe von Satz 1.4 beweisen, denn ist A ¢ V (A, a),
so existiert nach Satz 1.4 ein p € C, mit

A=l > [la—pll.

Dann ist aber A —a = (A — p) — (@ — p) in A invertierbar, denn fiir jedes Element z in
einer Banachalgebra A ist Sp(A, x) C Dy (0).
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Bemerkung 1.9.

(a) Wegen Sp(A,a) C V(A,a) gilt fiir den Spektralradius die Abschitzung

pla) < v(a).
(b) Da V(A,a) C C kompakt ist, gilt
sup |A| = max |A|.
AEV(Aq) AeV (A a)

Satz 1.10. Fiir alle a € A qilt

a
lal < sup [A[ < ol
€ AeV (A,a)

Beweis. Die zweite Ungleichung ist klar, da fiir alle a € A und f € A’

[f(@)] < [IfIlllall

gilt.

Um die erste Ungleichung zu beweisen, diirfen wir wegen der Bemerkung nach Satz 1.5
ohne Einschrankung annehmen, dass A vollstindig ist.

Sei x € S(A). Weiter seien b € A und p € C mit:

v(b) < p < 1. (1)

Fiir f € D(A, z) und fiir alle A € D;(0) folgt

1L = Ab))[| = [F((1 = Ab)x)| = [f(z) = Af(bx)] = 1 —w(b) > 1 — p.

Also folgt durch Normieren fiir alle z € A und A € D;(0), dass

11 = Ab)z)]| = (1 — p)l|] (2)

ilt.
%Vegen Bemerkung 1.9 (a) folgt aus |+ > 1, dass 1/X € C\ Sp(A4, b) gilt. Damit ist  —
und somit auch 1 — \b invertierbar fiir alle A\ € Dy (0).
Mit (2) folgt dann
11 =A0)7H| < (1 —p) (3)

fiir alle A € D;(0).
Sei n € N, n > 2. Seien (wy)}_, die n-ten Einheitswurzeln. Die Einheitswurzeln bilden
beziiglich der Multiplikation eine Gruppe, denn fiir n > 1 sind die n-ten Einheitswurzeln

k2w ..
wy=e€e n flirk=1,..n.
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Fiir j ¢ nZ ist e # 1 und daher nach der geometrischen Summenformel

ij2m |
Zwk ey =)

1 1—en

Ist 7 € nZ, so ist e =1 und daher

Also gilt fiir alle j € Z:
(4)

n, j=0 modn

U {O, j#0 modn

M

Da |w; '] = 1 und p(b) < 1 gelten, ist w, ' — b und damit auch wy(w, ' — b) invertierbar.
Fiir n € N und r € N* sei dann

Zw l—wkb

Wir wollen zeigen, dass S(r,n) "= rb fiir alle r € N* gilt.

Wegen lim ||b?]|= = p(b) < 1 existieren R < 1 und N € N, mit |[b"|| < R" fiir alle
n > N. A

Da ||(wib)!| = |wi|||b']| < R fiir alle k = 1,...,n, | > N gilt und > ;°, R’ als geometri-
sche Reihe konvergiert, ist die Reihe Y, (wxb)" absolut konvergent, Man rechnet nach,
dass (1 —wgb) ™ =307 (wib)™ gilt.

Wir zeigen als niachstes durch Induktion iiber r, dass

. = (rHl-1
(-t =3 (7w
=0
fiir alle r € N gilt.

Beweis. Den Induktionsanfang » = 1 haben wir oben gesehen. Sei die Behauptung
also fiir ein » € N wahr. Dann folgt mit der Formel fiir das Cauchy-Produkt absolut

15



konvergenter Reihen

SNTTREES SUTH (N DT
- ) nf% :0 ) (r + i 1) (_wkb)”‘l
_ nf%(wkb)" ano: (r - é - 1)
_ ni;o(w’fb)n <r +n- n>

]

Die letzte Gleichheit kann man dabei wieder durch Induktion iiber alle n > 0 zeigen.

Dabei ist der Induktionsanfang klar und der Induktionsschluss folgt mit der Induktions-

voraussetzung » ;. (r+§_1) = (TT) aus

nZH r+l—1\ v (r+n N r+n\ (r+n+1
l B n n+1) \ n+1 )
1=0
Nach Definition von S(r,n) folgt

S(rn) = %ii (7‘+§— 1>w§;1bl _ %i (7‘+§— 1)(271:105;1)1)1.

k=1 =0 1=0 k=1

Die Summe unter der Reihe ergibt

. -1 n, |—1=mn, fiirein m e Z
Z RO 0, sonst '
k=1 ’

Somit folgt

= [r+mn = (r+mn
=b 0" =br+b b
S(r.n) mEZ:O (mn + 1) T mz:% <mn + 1)

fiir alle r € N*, n > 2. Fiir m,n € N ist

r+m\ (r+m)! 1 o (mr)t
(m+1> T m+D)Ir-D T (r—1)! [10n+3) < = —5 = p(m).

16



Dann gilt

Fiir alle n > N folgt dann

— [+ mn = (1 +mn r+m e
pmr|| < pmn 2 : pm < E : Rm 0.
Hmz:l(mnle) H_mz:l(mn—i-1>|| = — ( )H I p(m

Da (3 p(m)R™),en als Reihenrest einer konvergenten Reihe gegen 0 konvergiert,
gilt

lim S(r,n) = rb.

n—oo

Unter Benutzung von (3) gilt

n

HSrnI—H—Zw (1= b)Y < S0 = (=)™

k=1

Fiir n — oo folgt daraus
il < (=)™ (5)

fiir alle r € N*. Seien nun a € A, K > v(a),r > 2 und g =1 < 1. Setze b = -%. Dann
gilt

—~

also erfiillen p und b die Bedingungen aus (1). Mit (5) folgt

a 1
—|l=rllb]| <(1--)T"
Il =il < (1= 2y,

fiir alle r € N* Fiir r — oo folgt || || < e fiir alle K > v(a). Also ist v(a) > %H

Lemma 1.11. Fir alle a € A gilt:

Re(\ f 1 -1 lim —(||1 —1
Jmax Re(A) = inf = (1 +aaf ~ 1) = lim ~([1+ae] - 1)

Beweis. Wir zeigen zunéchst die erste Gleichheit.

"<": Seien p = )\I{/l?j{ )Re()\), a>0und f € D(A,1). Dann gilt
(S ,a

LI~

Re(f(a)) = Re(~ (f(0a + 1) 1)) = ~ (Re(f(aa + 1)) 1) <

«

(If(aa + 1) = 1).

17



Fiir alle f € D(A,1) und alle o > 0 folgt daraus

(lea + 1] = 1)

RIr

Re(f(a)) <

und fiir alle a > 0 gilt
< inf 1(H 1 =1)
7 ggo aa + .

">": Ist a = 0 so folgt die Gleichheit sofort. Sei also 0 < o < ||a|| ™.
Fiir alle z € S(A) und f € D(A, z) folgt dann Re(f(ax)) < p und somit

(1 — aa)al] > [£((1 - aa)a)
> Ref((1 — aa)z)
=1— aRe(f(ax))
>1—ap
>1—alall > 0.

Durch Normieren erhilt man
(1 = aa)z)|| > (1 — ap)|z]l,
fiir alle z € A. Fiir x = 1 4 aa folgt insbesondere

11+ aal < (1—ap)™H1—aa’|
< (I —ap) (1 +a?|a?]).

Durch Subtrahieren von 1 und Teilen durch « auf beiden Seiten folgt

I +aal =1 _ p+allel”
« - 1l-au

fir alle « € ]0,]|al|"![. Damit folgt die Behauptung, denn ist (ay)ren eine beliebige

Nullfolge in (0, 00), so gilt mit obiger Abschitzung

i 14+ agal| — 1 i + ag|la , 14+ agall — 1
lim sup —H al < lim sup KT akRll9l el =pu < inf —H kall
k—o00 673 k—o00 — Ol keN,k>ko Q
fiir alle kg € N. Somit ist
, 14+ apal| —1 L 1+ agall —1
lim sup w < liminf w
k—o00 (07> k—o0 (073
Damit gilt lim 1Fexal=1 —  ynd insbesondere existiert der Grenzwert lim 1Fexel=1
k—o0 k a—0t Qg D
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2 Das raumliche numerische Bild

Sei im Folgenden X ein normierter Raum iiber C, X’ sein topologischer Dualraum.
Wir wollen nun das Konzept des algebraischen numerischen Bildes auf Operatoren
T € L(X) iibertragen. Aus der Funktionalanalysis ist bekannt, dass £(X) versehen
mit der Operatornorm eine Banachalgebra mit 1 ist. Es ist also moglich das algebraische
numerische Bild V(£(X),T) zu betrachten. Im Unterschied dazu betrachtet man das
raumliche numerische Bild W (T"). In diesem Kapitel werden wir W (7T") mit V(£(X),T)
vergleichen. Dabei halten wir uns wieder an [BD1].

Wir schreiben S(X) = {z € X; ||z|| = 1}, S(X') ={f € X'; ||f|| = 1} und fir z € S(X)
setzen wir D(X,z) ={f € X;||f|| = f(zx) = 1}.

Schliefslich sei I = II(X) = {(z, f);z € S(X), f € S(X'), f(x) = 1}.

Definition 2.1. Sei 7' € £(X). Das rdumliche numerische Bild von T definieren wir als
W(T) = {f(Ta); (2, f) e} = | J {f(Tw); f € D(X,2)}.
2€S(X)
Bemerkung 2.2. Es gilt:
(a) W(T') Cc V(T,L(X)).
(b) Ist X = H ein Hilbertraum, so ist W(T') = {{Tz,z);z € X, ||z|| = 1}.
Bewezs.

(a) Sei (z, f) € II. Dann definiert F' : £(X) — C, F(S) = Sz eine Abbildung in
D(L(X),I). Somit ist f(Txz) = F(T) € V(L(X),T) fir T € L(X).

(b) Mit dem Satz von Riesz folgt fiir T € L(H)

W(T) = {a* (Ta);a* € H' sz € H, o] = 1 = o] = 2* ()}
— (T, yhia,y € H, |lall = 1 = lly]| = {z. )}
— {(Tw,a);w € H, |z = 1},
O

Wir sehen also, dass W(T') C V(T,£(X)) immer gilt. Im weiteren Verlauf wollen wir
uns iiberlegen, unter welchen Bedingungen Gleichheit gilt.

Lemma 2.3. Sei I' eine Teilmenge von 11, so dass die Menge
IL(T) = {z;(z, f) €T fir ein f € S(X")}

dicht in S(X) liegt. Dann gilt fir alle T € L(X)

1
inf —(||/ +aT|| —1)= sup Re(f(Tx)).
o0 (z.f)er
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Beweis. Sei p = sup Re(f(Tx)). Wegen W(T') C V(T,L£(X)) und nach Lemma 1.11
(z,f)eT
gilt

1
p < inf{(a]|[+ aT|| —1);a > 0},

Sei T € L(X). Der Fall T = 0 ist klar. Seien also T # 0, « € |0, ||T||"*[, € > 0 und
x € S(X). Da II;(I") dicht in S(X) liegt, gibt es ein Paar (y,¢) € I mit ||z — y|| < e.
Dann gilt

Re(g(Ty)) < p < ||T|
und es folgt
(I —aT)y|| > Re(g((I —aT)y)) =1—aRe(g(Ty)) > 1 —au > 0.

Mit dieser Abschitzung und ||z — y|| < € folgt

(I - aT)all > 1 - ap — |11 - aTlle
Da e > 0 beliebig war, folgt ||(I — aT)z|| > 1 — au. Durch Normieren folgt

I = aT)z| = (1 = ap)|]]
fiir alle z € X. Insbesondere gilt fiir alle z € X
I = &*T*)z[| > (1 — ap)|(I + oT)z|

und damit

11 +aT|| < (1 —ap) ™ (1+a*|T%])
fiir alle a € )0, ||T||7'[. Wie im Beweis von Lemma 1.11 folgt hieraus

2
pAalT|*

1
inf —(|[/ +aT||—1) < inf
a>0 o aclo,|TI- ] 1 — ap

Somit ist die behauptete Gleichheit gezeigt.
O

Satz 2.4. Sei I' C II so, dass I11(I") dicht in S(X) liegt. Dann gilt fir alle T € L£(X)
conv{ f(Tx);(z, f) e '} =V(L(X),T).

Beweis. Sei C = conv{f(Txz);(x, f) € I'}. Da V(L(X),T) abgeschlossen und konvex
folgt die Inklusion ” C ” sofort.
Wir nehmen an, dass die umgekehrte Inklusion nicht gilt.

20



Dann existiert ein \g € V(L(X),T) \ C. Mit einem Trennungssatz fiir abgeschlossene
konvexe Mengen folgt, dass ein z € C existiert mit

Re(z\g) > Re(zy)
fiir alle y € C'. Nach Lemma 2.3 und Lemma 1.11 ist

sup Re(f(zTx))=  sup  Re(M).
(z,f)er AeV(L(X),2T)

Da C als abgeschlossene Teilmenge von V(L(X),T) kompakt ist, folgt

sup Re(f(2Tz)) < supRe(zy)

(:E,f)EF yelC
= R
max Re(zy)
< Re(zo)
< sup  Re(\) = sup Re(f(2Tx)),
AV (L(X),2T) (z,f)el
also ein Widerspruch. O

Da insbesondere II; (II) = S(X) ist, erhalten wir als Korollar:
Korollar 2.5. Fiir alle T € L(X) gilt
conoW (T') = V(L(X),T).

Wir wollen nun zeigen, dass das rdumliche numerische Bild eines Operators auf einem
Hilbertraum konvex ist. Die Idee des Beweises wurde aus [HAL| entnommen. Dazu be-
notigen wir folgendes Lemma.

Lemma 2.6. Set M C C eine Menge, so dass der Schnitt von M mit jeder Geraden G
in C wegzusammenhdngend ist. Dann ist M konverz.

Beweis. Seien x,y € M mit x # y. Sei [x : y] die Menge der Punkte, die auf der Strecke
zwischen = und y liegen. Wir miissen zeigen, dass [z : y| C M.

Sei dazu G die Gerade durch z und y. Dann ist nach Voraussetzung G N M wegzusam-
menhéngend. Da die Abbildung R — G, t — x+t(y — z) ein Hombomorphismus ist und
da die einzigen wegzusammenhdngenden Teilmengen von R die Intervalle sind, gibt es
ein Intervall I C R mit

GNM={x+tly—=x);tel}

Wegen 0,1 € I ist [0,1] C [ und damit [z :y] CGNM C M.

21



Dass W (T) fiir T € L(H) konvex ist, geht auf den Satz von Toeplitz-Hausdorff zuriick.
Wir werden zunéchst den Satz fiir Hilbertraume der Dimension 2 beweisen, um dann den
allgemeinen Fall darauf zuriickzufiihren. Dafiir zeigen wir als erstes folgendes Hilfslemma:

Lemma 2.7. Sei H ein Hilbertraum mit dim H = 2, A € L(H) selbstadjungiert. Dann
15t

{z € H;|lz|| = 1,(Az, z) = 0}
wegzusammenhdngend.

Beweis. Da fiir jeden weiteren Hilbertraum K und jede unitdre Abbildung U : K — H
der Operator A = U~'AU € L(K) selbstadjungiert ist und da

U{z € K; ||zl = 1, (Az,2) = 0}) = {2 € H; 2| = 1, (Az,z) = 0}

ist, diirfen wir annehmen, dass H = C? ist und dass

A= (g 2) € £(C?)

ein selbstadjungierter Diagonaloperator ist. Dann ist
N :={zx € C%|z|| = 1, (Az,z) = 0} = {(2,w) € C* |z]* + |w|* = 1,a|z|* + bjw|* = 0}

Fiira =bist N =0 fir a # 0 und N = {(z,w) € C%||(z,w)|| = 1} fiir a = 0, also
wegzusammenhangend.
Fiir a # b zeigt eine einfache Rechnung, dass

und |w|? = ¢ b}.
a_

N = {(z.w) € C% 2] =

b—a
In diesem Fall ist N = () oder

N = 8D\/g(0) X 8D\/E(O)

und damit auch wegzusammenhéingend.

[l
Satz 2.8. Sei H ein Hilbertraum mit dim H =2, T' € L(H), Dann ist W(T') konvez.

Beweis. Sei dafiir G C C eine beliebige Gerade. Dann gibt es p, ¢, 7 € R, mit
G ={z+iy € C;px + qy+r = 0}.

Sei T' = Re(T) + ilm(7T') die Zerlegung des Operators in Real- und Imaginérteil. Dann
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gilt

GNW(T) = {(

= {{

Wir betrachten die stetige Abbildung ® : H — C,z — (T'z,z). Dann ist

y2); lzll = 1, pRe((Tz, ) + ¢lm((Tx, x)) + r(z, ) = 0}
yo)ilzll = 1, {(pRe(T) + ¢lm(T) 4 r)x, z) = 0} '

Tx
Tx
GNW(T)=o({z € H;||z|| = 1, {((pRe(T) + ¢Im(T) 4+ r)z,x) = 0})

wegzusammenhéngend als Bild einer nach Lemma 2.7 wegzusammenhédngenden Menge
unter einer stetigen Abbildung. Also ist W (7') nach Lemma 2.6 konvex.
O

Korollar 2.9. (Satz von Toeplitz-Hausdorff)
Seien H ein Hilbertraum und T' € L(H). Dann ist die Menge

W(T) = {(Tx,z);x € H,||z|| = 1}
konvez.

Beweis. Sei H ein beliebiger Hilbertraum, 7' € L(H).

Seien y = (Tu,u),z = (Tv,v) € W(T) mit u,v € H, so dass |lu|]| = ||v] = 1. Seien
aukerdem F = span(u,v) und P : H — FE die Projektion auf E. Wir betrachten die
Kompression

PT|s: E— E.

Falls dim(E) = 1 ist, so gibt es A € C, mit v = Av. Aus 1 = ||ul]| = || || folgt dann
|A| = 1. Somit ist y = (Tu, Tu) = (Thv, TAv) = (Tv,v) = z, also ist [y : 2] C W(T).
Falls dim(E) = 2 ist, so zeigt Satz 2.8, dass die Menge

C ={(PT|gz,x);x € E,||z|| = 1}.
konvex ist. Damit ist
ly:z] = [(PT|gu,u) : (PT|gv,v)] C C Cc W(T),
womit die Behauptung folgt. O

Auf Hilbertrdumen ist das rdumliche, numerische Bild W (T") also konvex. Mit Korollar
2.5 erhalten wir dann folgendes Korollar

Korollar 2.10. Sei H ein Hilbertraum. Dann gilt fir alle T € L(H)

W(T) = {(Tx,x); lz|| = 1} = V(L(H), T).
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3 Das wesentliche algebraische numerische Bild

In Kapitel 1 haben wir das algebraische numerische Bild fiir Elemente in Banachalge-
bren mit 1 untersucht. Bezeichnet man mit K (X) die Menge der kompakten Operatoren,
so ist aus der Funktionalanalysis bekannt, dass man durch Bildung des Quotientenrau-
mes €(X) = L(X)/K(X) und der iiblichen Quotientennorm eine Banachalgebra mit
1 erhilt, die sogenannte Calkin-Algebra. Im ersten Teil des Kapitels werden wir eini-
ge Eigenschaften fiir das wesentliche algebraische numerische Bild von Operatoren auf
Banachrdumen zeigen. Dazu orientieren wir uns an [BD2|. Aukerdem werden wir das
sogenannte wesentliche Spektrum eines Operators T € L£(X) betrachten, welches die
Skalare \ € C enthélt, fiir die A — T" nicht Fredholmsch ist.

Sei im Folgenden X ein unendlich dimensionaler Banachraum iiber C, X’ sein topolo-
gischer Dualraum und K(X) = {7 : X — X ;T kompakt} die Menge der kompakten
Operatoren auf X. Es sei wie vorher D(L(X),I) = {f € L(X); f(I)=1= || f]}.

Sei €(X) = L(X)/K(X) die Calkin-Algebra, [T] die Restklasse eines Operators T €
L(X) in €(X). Wie iiblich, sei €(X) mit der Norm

- fle = €X) = R |[ZTlle = Il =  inf [T+ C]
eK

(X)
versehen.

Definition 3.1. Seien X, Y Banachrdume. Ein Operator, mit dim(Kern(T")) < oo und
dim(Y/Im(T)) < oo heift Fredholmsch. Wir schreiben fiir die Menge der Fredholm-
Operatoren

S(X,Y)={T € L(X,Y); T ist Fredholmsch}.
Fir T € L£(X) definieren wir das wesentliche Spektrum von T als
oo(T) = {A € CA— T ¢ F(X)}.
Weiterhin definieren wir das wesentliche algebraische numerische Bild von 7" € £(X) als
Ve(T) = V(&(X), [T]),
sowie den wesentlichen numerischen Radius als

ve(T) = sup |A.
AeVL(T)

Zum Schluss des Kapitels werden wir die Calkin-Algebra auf einem Hilbertraum H be-
trachten. Wir werden dann sehen, dass wir fiir einen Operator T' € L(H) dquivalente
Definitionen finden kénnen. Die Aquivalenzen gehen auf Fillmore-Stampfli-Williams zu-
riick.
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Lemma 3.2. Seien A eine unitale Banachalgebra, J ein abgeschlossenes zweiseitiges
Ideal von A und 11 die Quotientenabbildung I1: A — A/J, so gilt fir alle a € A

V(A/JT(a) = V(4 a+ ).
zeJ
Beweis. Mit Satz 1.4 folgt, dass

V(A/J 1(a)) = [J{A € C;]z = M| < ||II(a) — 2|}

zeC

=(reCilz=A < la+z— 2|}

zeCxed

= ﬂV(A,a+:C).

veJ
gilt. O]
Korollar 3.3. Sei T' € L(X). Dann gilt

(a) V.(T) ist eine nichtleere, konveze, kompakte Menge,

(b) T ist kompakt genau dann, wenn V,(T) = {0} gilt,

(c) Ve(T) = 1 V(L(X),T+C),

CeK(X)
(d) Ve(T) = {f(T); f € D(L(X),I) mit f|xx) =0},

iy, < A < T
(e) DT < max | < [Tl

(f) oe(T) C Ve(T).

Beweis. Da €(X) eine unitale Banachalgebra ist, folgen (a) und (e) sofort aus den ent-
sprechenden Aussagen iiber das algebraische numerische Bild.

(b) Es gilt: Es ist V.(T') = {0} genau dann, wenn v.(7) = 0 gilt. Wegen (e) ist
Ve(T) = {0} genau dann, wenn ||7||. = 0 ist und dies ist zu 7" € K(X) dquivalent.

(c¢) Folgt aus Lemma 3.2.

(d) "C" Sei A € V.(T). Dann existiert nach Definition ein ® € D(€(X),[/]) mit
®([T]) = A Dann ist f = ®([-]) in D(L(X),I), f(C) = 0 fiir alle C € K(X) und
f(T) = A

"D Sei f € D(L(X),I) mit f(C) =0 fiir alle C € K(X). Dann gilt

f(T)y=fT+C)eV(LX),T+CO),
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fiir alle C € K(X), womit f(T") € V.(T) aus (c) folgt.

(f) Bekanntlich ist 7' € £(X) fredholmsch genau dann, wenn [T] in €(X) invertierbar
ist. Aus Satz 1.8 folgt

0e(T) = ooy ([T]) C Ve(T).
Il

Wir wollen als néchstes das wesentliche algebraische numerische Bild V,(T") auf Hil-
bertrdumen betrachten und mit dem sogenannten wesentlichen numerischen Bild eines
Operators vergleichen.

Definition 3.4. Sei H ein unendlichdimensionaler komplexer Hilbertraum, 7" € L(H).
Dann definiert man das wesentliche numerische Bild von 7" als

W.(T) = {X € C; 3 Folge (z,,) in H mit [|z,| =1 fiir alle
n € Nund (z,) = 0 (schwach), (Tx,,z,) > \}
Um mit dieser Definition zu arbeiten, miissen wir uns zunéchst ein paar Eigenschaften

von orthonormalen Folgen und schwachen Nullfolgen auf Hilbertraumen klarmachen.
Dazu betrachten wir folgende Lemmata:

Lemma 3.5. Seien (M,d) ein kompakter metrischer Raum, (,)nen eine Folge in M
und ¢ € M. Dann gilt lim,,_,, x, = ¢ genau dann, wenn jede konvergente Teilfolge von
(Tn)nen gegen ¢ konvergiert.

Beweis. Die Hinrichtung ist klar.

Wir nehmen umgekehrt an, dass (x,),en nicht gegen ¢ konvergiert. Dann gibt es ein
€ > 0 so, dass fiir alle k € N ein n;, € N existiert mit ny > k und d(x,,,c) > €. Als
unbeschriankte Folge hat (ny)ren eine streng monoton wachsende Teilfolge, sei also o.E.
(ng)ken selbst streng monoton wachsend. Da M kompakt ist, finden wir eine konvergente
Teilfolge von (z,, )ken. Diese ist auch eine Teilfoge von (x,),en und konvergiert nicht
gegen c. 0

Lemma 3.6. Sei H ein Hilbertraum. Dann gilt

(a) Fir jede orthonormale Folge (e,)nen und fir alle v € H gilt

nh_}ngo(en, z) = 0.

(b) Seien T € K(H) und (z,)nen eine schwache Nullfolge in H. Dann gilt

lim || Tx,| = 0.
n—oo
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Beweis. (a) Nach der Besselschen Ungleichung konvergiert die Reihe > 7, [(z, ex)|?
fiir alle x € H absolut.

Daraus folgt insbesondere

Mim (7, ex) =0,

fir alle z € H.

(b) Da T nach Vorraussetzung kompakt und (x,)n,eny nach dem Satz von Banach-
Steinhaus beschrankt ist, ist {T'(z,);n € N} kompakt. Seien (T'x,, )ken eine kon-
vergente Teilfolge von (T'z,)neny und y = limy_yo0 Tz, . Da (||T||||2n, ||) beschrankt
ist, (T'z,, ) gegen y konvergiert und (z,, ) schwach gegen 0 konvergiert, folgt

HTQanHQ = <T]Jnk - Y, T'rnk> + <y7 Txnk>
* k
<N TNy T, = yll + Ty, @a )| =57 0.

n—oo

Aus Lemma 3.5 folgt dann, dass ||Tz,|| — 0.
O]

Lemma 3.7. Seien H ein Hilbertraum und H = Ha @ Hp eine Orthogonalzerlegung.
Fir Operatoren A € L(Hy), B € L(Hp) gilt

W(A&® B) = conv(W(A) UW(B))
Beweis. "C": Fiir alle v € Hy und y € Hp mit ||z + y|| = 1 gilt:

(A& B)(x +y), (+ ) = (Az,2) + (By.y)
el oy gt T
=l Ay ) B

Nach Bemerkung 2.2 (b) sind (A2, 15r) € W(A) und (B, ) € W(B) mit

llll> [l lyll> [l

l[l* + lyl* = ll= +yl* = 1.

Es folgt, dass W(A & B) C conv(W(A) U W (B)) gilt.
"O": Fiir alle v € Hy mit ||z|| =1 ist

(Az,z) = (A® B)(x +0),2+0) € W(A® B).
Analog zeigt man W(B) C W(A & B) und es folgt

conv(W(A)UW(B)) C W(A& B).
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Mit folgendem Satz, bei dem wir uns an [FSW]| orientieren, folgt die Aquivalenz der
Definitionen von W, (7T') und V,(T) fiir einen Operator T" auf einem Hilbertraum sofort.

Satz 3.8. Seien H ein Hilbertraum und T € L(H). Dann sind dquivalent

(a) 0 N W(T + F),
FeL(H)
F' hat endlichen Rang

(b) 0 € Ve(T),
(¢) Es existiert eine Folge (x,)nen von Einheitsvektoren, die schwach gegen 0 konver-

giert und lim (T'z,, x,) = 0 erfillt,
n—oo

(d) Es ezistiert eine orthonormale Folge (e,)nen so, dass lim (Te,,e,) =0,
n—o0

(e) Es emistiert eine unendlich dimensionale Orthogonalprojektion P so, dass PTP
kompakt ist.

Beweis. (e) = (d): Nach Voraussetzung existiert eine unendlich dimensionale Projektion
P auf einen Unterraum U C H, so dass PT P kompakt ist. Sei (e,)nen eine Orthonor-
malsystem von U. Da PTP kompakt und (e,),eny nach Lemma 3.6 (a) eine schwache
Nullfolge ist, impliziert Lemma 3.6 (b), dass

(Tey,en) = (T Pe,, Pe,) = (PTPe,,e,) — 0 (n — 00)
gilt.

(d) = (c) Orthonormale Folgen sind nach Lemma 3.6 (a) schwache Nullfolgen und nach
Voraussetzung gilt lim (Te,, e,) =0.
n—oo

(¢) = (b) Sei (x,,)nen eine schwache Nullfolge von Einheitsvektoren mit
(Tzp,z,) — 0 (n — 00).

Fiir beliebiges C' € K(H) folgt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und Lemma
3.6 (b), dass

(T + C)zn, za)| < [(Tzn, 2a)| + |Cn||2n]] = 0 (n — o0)

gilt. Also folgt , dass 0 € () W(T + C) gilt. Mit Korollar 2.5 ist
CeK

W(T +C) ceconv(W(T + C)) =V(L(X), T+ C)

und somit folgt mit Korollar 3.3 (¢), dass 0 € V,(T) gilt.
(b) = (a)
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Wegen Korollar 3.3 (c) ist

0eV(T)= () VLX), T+0).

CeK(H)
Mit Korollar 2.10 folgt dann, dass
0e ﬂ VLX), T+C)= () W(T+0),
CeK(H CeK(H)

und da Operatoren von endlichem Rang kompakt sind, erhalten wir

0e (] W(T+0)c N W(T + O).
CeK(H) FeL(H)
F hat endlichen Rang
(a) = (d)
Wir konstruieren induktiv eine orthonormale Folge (e )ren mit
T
(e 01 < 121

fiir alle £ € N, also insbesondere (Tey, ex) 200,

Der Induktionsanfang folgt durch Normieren eines beliebigen Elements 0 # e; € H aus
der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.

Seien fiir n € N paarweise orthogonale Einheitsvektoren (e;)!,, mit [(Tex, ex)| < @
fiir alle £ = 1,...,n gegeben. Seien dann M = span(ey, ..., e,) und P die Projektion auf
M.

Wir zeigen zunéchst, dass 0 € W((1 — P)T|y1) gilt. Sei dazu p € W((1— P)T|p+) und
F=uP—-PI'P—(I—-P)TP—PT(1—P). Dann ist F von endlichem Rang und es folgt:

T+F=uP+T—PTP—(I—P)TP— PT(1— P)
— uP + (I — P)T(I— P)
= ply & (I = P)T |y

Mit Lemma 3.7 erhilt man

0 WT+F) = [y UW(( = P)T]ars = WL = PYT|ppe.
Damit existiert ein e,,; € M+, mit ||e,41]| = 1 und

17|
n+1

v

’<(1 - P)T’Ml>€n+1, €n+1’

(Tent1, (1 = P)enya)|

|
|<T6n+17 €n+1>|
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(d) = (e) Sei (e,)nen eine orthonormale Folge mit <Ten, en) — 0 (n — 00).

Wir kénnen o. E. voraussetzen, dass [(Te,, e,)| < =5 fiir alle n € N gilt (sonst gehen wir
zu einer entsprechenden Teilfolge iiber), also auch > ;7 [(Te,, e,)|* < oo. Setze ny = 1.
Dann folgt mit der Besselschen Ungleichung

o0

> Teny,en)* < [ Tep, | und Y [(Tey, e,)* < [|T7en, >
=1 n=1

Da die Reihen konvergieren existiert ny > ny, so dass:

i |<T6”1’e” % und Z | Temem <

n=nsg n=ngo

l\')l»—t

[terativ erhélt man eine streng monoton wachsende Folge (n)ren, so dass

Z (Ten,,en)* < 27" und Z (Ten, en,)|? < 27F
N=Nk41 N=npg41

fiir alle k € N gelten. Mit ¢ =Y o0, [(Te;, e;)|* < oo folgt

Z ‘<T€m7€nj>|2 + Z |<T€nm€nj>’2

S [(Tenen)? =

i,jil i,jEN i’jGN
i>j <
0o 00 =
<t YN WTenen)P 4 S [(Tew o)
i=1 j—z’+1 j_l i_j+1
<ot Y Y el £ Y o)
i=1 k=nji1 J=1 k=nji1

§C+§:2_i+§:2‘j < o0
i=1 j=1

Sei P die Projektion auf span(e,,;k € N). Da > ;° [|[PTPe,,||* < oo ist PTP ein
Hilbert-Schmidt Operator und somit kompakt. O

Indem wir Satz 3.8 auf 7' — A anwenden, erhalten wir folgendes Korollar:

Korollar 3.9. Jede der folgenden Bedingungen ist dquivalent zu A € Vo(T)):
(a) (Txy,x,) = X\ (n — 00) fiir eine schwache Nullfolge von Einheitsvektoren (z,)nen,
(b) (Te,,e,) — X (n— 00) fir eine orthonormale Folge (e,)nen,

(¢) PTP — AP ist kompakt fir eine unendlich dimensionale Projektion P.
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Somit wurde gezeigt, dass auf unendlichdimensionalen komplexen Hilbertraumen W, (7T') =
V.(T) = {\ € C; 3 Orthonormalsystem (u,) in H, mit (Tu,,u,) — \} gilt.
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4 Das raumliche wesentliche numerische Bild

Wir halten uns in diesem Kapitel an [BaM]. Sei weiterhin X ein unendlichdimensionaler
Banachraum iiber C, X’ der zugehorige Dualraum. Wir schreiben

Cof(X) = {M C X abgeschlossener Teilraum; dim(X /M) < oo}

und fiir z € X, 2% € X': 2*(x) = (z,2%).

Wenn man versucht, die Definition von Philmore-Stampfli-Williams (Definition 3.4) auf
Banachrdume zu tibertragen, dann st6ft man auf Probleme. Wir wollen fiir Banachraume
das wesentliche numerische Bild definieren als

W, (T) = {\ € C;3 Folgen (z,,) in X, (x}) in X' mit ||z,|| =1= |z}

n nll

fiir alle n € N und (z,,) = 0 (schwach), ((Tx,,z5) = A}.

Betrachtet man jedoch den Banachraum X = [!] so stellt man fest, dass W, (T) = 0
fiir jeden Operator T' € L£(X). Denn seien A € W, (T'), (x,,)nen und ( “Jnen Folgen wie
in obiger Definition, so gilt z, "= 0 in schwacher Konvergenz. Aus der schwachen
Konvergenz von (z,)nen gegen 0 folgt nach Theorem 6.2 in [Car| auch die Konvergenz
gegen 0 in Norm. Jedoch ist ||z, || = 1 fiir alle n € N und wir erhalten einen Widerspruch.
Um das wesentliche numerische Bild sinnvoll auf Banachrdumen definieren zu kénnen,
miissen wir im Allgemeinen mit Netzen arbeiten.

Definition 4.1. Sei 7' € £(X). Wir definieren das rdumliche wesentliche numerische
Bild von T' als

We(T) = {) € C;3 Netze (2a)aca in X, (2))aca in X' mit [|z,| = ||22]] = (xa,2l) =1

fiir alle @ € A und 2, = 0 schwach sowie (T'z,, %) = A}.

Eine einfache Folgerung aus der Definition von W, (T) ist, dass W, (a1 —pI) = oW, (T)—
§ fiir alle o, 8 € C gilt. Ziel des Kapitels ist es, zunéichst fiir T € £(X) die Eigenschaf-
ten von W (T') zu untersuchen. Dazu werden wir den Satz von Bishop-Phelps-Bollobas
beweisen. Wir werden auch sehen, dass es auf reflexiven Banachrdumen moglich ist, in
der Definition von W,(T') mit Folgen zu arbeiten.

Proposition 4.2. Die Menge W (T) ist eine abgeschlossene Teilmenge von C.

Beweis. Sei A € W (T) und sei (\,)nen eine Folge in W (T), mit A\, — A (n — 00).
Wir betrachten die Indexmenge A =10,00[ x {A C X'; A endlich} mit der Ordnung, die
durch (¢, F) < (¢, F) < € < eund F D F gegeben ist. Seien € > 0 und F = {v*, ..., v}}
eine endliche Teilmenge von X'. Da (A,)nen gegen A konvergiert, existiert ein N € N
mit

€
|/\N—/\| < 5
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Wegen Ay € W (T) existieren Elemente u, p € X und u? p € X' s0, dass
€
luepll =1 = llugpll = (uep ug ) [(Tuer uip) = Anl < 5 und [{uep, vj)| <

fiir alle j =1, ..., k gilt. Dann ist
(Tt p) — Al < [Tttt p) — Aal + [ — Al < .

Wir betrachten die Netze (ucr)eryen und (ul p)erea und zeigen als néchstes, dass
(te,7) (e,r)en schwach gegen 0 konvergiert. Seien dazu ¢ € X'. Dann gilt fiir alle (¢, F) >
(e, {#}), dass [{(uy 7), 9)| < € < e gilt. Das liefert gerade die schwache Konvergenz von

(ue,F)(e,F)eA gegen (.
SchlieRlich gilt fiir € > 0 und (¢, F) > (¢, (), dass

(Tue p,ul p)| <€ <€

ist. Das zeigt (T r, u? ) RN Insgesamt folgt A € W,(T).
[

Um das rdumliche wesentliche numerische Bild zu untersuchen, benétigen wir den Satz
von Bishop-Phelps-Bollobas. Um diesen Satz zu beweisen, miissen wir allerdings zun#chst
etwas Vorarbeit leisten. Dazu orientieren wir uns an [BD2|. Fiir einen normierten C-
Vektorraum seien X = X' = {¢ : X — C; ¢ stetig und C-linear} und X} = {¢: X —
R; ¢ stetig und R-linear}.

Lemma 4.3. Sei X ein normierter C-Vektorraum. Dann definiert die Abbildung J :
X¢ — Xg, [ — Re(f) eine R-lineare, surjektive Isometrie.

Beweis. Sei f € X{. Dann ist Re(f) € X und es gilt [|[Re(f)|| < || f]|-
Indem man fiir x € X ein ¢ € C mit |¢| = 1 und ¢f(x) = | f(x)| wihlt, sieht man, dass

[f(@)] = f(ex) = [Re(f(cx))| < [[Refll[lcz]| = [[Ref[[[l«]

gilt. Also ist auch || f|| < ||[Ref]|. Es ist klar, dass J eine R-lineare Abbildung ist. Zu
zeigen bleibt noch die Surjektivitdt. Wir geben uns g € Xp vor und definieren f : X — C
durch

f(z) = g(x) —ig(iz),

fiir alle € X. Dann ist f € X(, mit Re(f) = g, womit die Behauptung folgt.
0

Mit folgendem Lemma lédsst sich der Satz von Bishop-Phelps-Bollobas auf den reellen
Fall reduzieren.
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Lemma 4.4. Seien X ein Banachraum dber R, f,g € S(X'),e > 0 und Y = {z €
2B1(0); f(x) = 0}. Gilt |g(x)] < 1 fir alle x € Y, so gilt entweder ||f — g|| < € oder
If +gll <e

Beweis. Sei |g(z)] < 1 fiir alle x € Y und sei Xy = {z € X;f(x) = 0}. Dann ist
XoN B1(0) = 5Y und somit

sup  |g(x)] <

z€XoNB1(0)

N

Aus |g(z)| = ||ac||g(Hf;—”) < ||z||§ fiir alle 2 € X folgt dann ||g|x,| < 5. Nach dem Satz
von Hahn-Banach existiert eine normgleiche Fortsetzung h € X’ von ¢|x,, fiir die also

7] = llglx,ll < § gilt. Sei yo € X, mit Kern f & span(yo) = X. Mit o = “-20) gilt

wegen (g — h)|x, =0, dass
g — h = af oder dquivalent g — af = h. (1)
Wir betrachten zunéchst den Fall 0 < o < 1. Dann gilt:

lg =Sl < llg = af [ + l[(a = )]
=llg—afl+1-a
= llg = afll+llgll = llaf]
<2llg — afll = 2[nl| <e

Als néichstes betrachten wir den Fall v > 1. Dann ist 0 < £ < 1 da man (1) auch als

feg=——h )

«

schreiben kann, folgt dhnlich wie im ersten Fall:

1
If =gl <2f = —gl =2[r] < e

Sei schlieflich o < 0. Mit g — (—«)(—f) = h, kénnen wir den ersten Fall anwenden und
es folgt ||lg — (/)| < e O

Nun haben wir alles zusammen, um den Satz von Bishop-Phelps-Bollobas zu zeigen.

Satz 4.5. (Satz von Bishop-Phelps-Bollobas)
Seien X ein Banachraum und 0 < ¢ < 1. Zu z € X, h € S(X') mit ||z|| < 1 und
|1 —h(2)] < % existiert ein (m,g) € II(X), so dass

lm —z|| < ewund ||lg—h| <e.

gelten.
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Beweis. Wir beweisen den Satz zunichst fiir einen Banachraum iiber R.

Seien 0 < € < 1und 0 < § < €. Seien aukerdem z € B1(0),h € S(X') mit |1 —h(2)| < %

und Y = {z € 2B4(0);h(z) = 0}. Wegen |1 — h(z)] < % gilt dann h(z) > 0. Wir

definieren ¢ = h(lz) (1+ 2) und eine partielle Ordnung "<" auf B;(0) durch

=y flz—yl| <chly —2)
fir alle z,y € B1(0). Fiir z,y € B1(0) mit x < y gilt dann 0 < ||z —y|| < ¢(h(y) — h(x)),
also wegen ¢ > 0 auch h(x) < h(y).
Wir definieren Z = {x € By(0);2z < z} und zeigen, dass Z ein maximales Element
m besitzt. Sei dazu W C Z eine Kette. Dann ist (h(w))yew ein monotones, durch 1
beschrianktes Netz in R und damit konvergent.
Insbesondere ist (h(w))ywew ein Cauchy-Netz in R, also ist wegen ||w” —w'|| < ¢|h(w”) —
h(w")] fiir alle w’, w” € W auch (w),ew ein Cauchy-Netz in B;(0) und konvergiert damit
gegen ein v € B(0) C X.
Wir zeigen als néchstes wy < v fiir alle wg € W.

Seien dazu wy € W beliebig und Wy = {w € W;wy < @}. Dann ist (w)y,ew, ein Teilnetz
von (w)yew, konvergiert also ebenfalls gegen v. Es gilt

lw = wol| < e(h(w) — h(wo))

fiir alle w € W,. Da h und die Normabbildung stetig sind, folgt durch Ubergang zum
Grenzwert

lv = wol| < e(h(v) = h(wo)),
womit die Behauptung folgt. Zusammen mit der Definition von Z erhalten wir
z=w=v

fiir alle w € W. Damit ist v € Z und insbesondere eine obere Schranke von W in Z. Da
W beliebig war, besitzt jede Kette von Z eine obere Schranke in Z und somit besitzt Z
nach dem Lemma von Zorn ein maximales Element m. Wegen m € Z, ist z < m und
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wegen m € By(0) folgt h(m) < 1. Auf diese Weise erhalten wir
lm = z[| < e(h(m) — h(2))
(= hE)
2 1 2
=(+5)7 (1 —h(z))%
2
<0+ ey

4

< 0. (1)

g(1+§)

1
)
=3

_9
)

Sei C' = conv(B1(0) UY) und sei p : X — R das Minkowski-Funktional p(z) =

ir}f a. Da C absolut konvex und beschrinkt ist, definiert p eine Norm auf X. Fiir
a>0,-zeC

x# 0ist oir € B, (0) C C, also ist
p(x) < [l

fiir alle x € X. Wir zeigen als néchstes p(m) = 1. Angenommen es wiirde p(m) < 1
gelten. Dann gibt es ein o € ]0,1[ mit * € C. Da Y und B;(0) konvex sind, existieren

be Bi(0), t €Y und A € [0,1] mit

ém =Ab+ (1 =Mt (2)
Aus z < m folgt andererseits
0 < h(z) < h(m) = arh(b) + (1 — A)h(t) = arh(b) < h(D). (3)

Damit ist 0 < h(z) < h(b), und wir erhalten

h(b—m) = (1 —aX)h(b) > (1 — al)h(z) (4)
oder dquivalent
h(b—m)
i) > (1 —al).

Wegen Gleichung (2) gilt b —m = (1 — aX\)b — a(l — M)t und es folgt

16 =ml <1 —ad)+a(l =N <1 -ar)+a(l =)z <(1-aM)(d+ §)~ (5)

[STIN )
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Mit den Ungleichungen (4) und (5) folgt dann

1 2

b— < ——(1+4=)h(b—m) = ch(b—m).

b= mll < 70+ (b= m) = (v = m)
Somit ist m < b. Da m jedoch maximal in Z war, folgt m = b. Dies fiihrt aber zu einem
Widerspruch in Ungleichung (3). Insgesamt erhalten wir p(m) = 1, also insbesondere
] = 1.
Nach dem Satz von Hahn-Banach finden wir ein g € X’ mit |g| < p und g(m) = p(m) =
1. Somit ist (m, g) € II(X).
Aus Y C C folgt

l9(z)| < p(z) <1 (z€Y),

fiir alle z € Y.
Aus Lemma 4.4 folgt, dass ||g — k|| < ¢ oder ||g + h|| < § gilt. Andererseits ist

(g+h)(m)=1+h(m)>1

und damit ||g + k|| > 1 > §. Demzufolge kann nur ||g — h|| < 0 < € gelten. Somit folgt
der erste Fall.

Sei X nun ein Banachraum iiber C und seien h € S(X’), z € X mit ||z|| < 1 und
I1—h(z)| < %. Dann gilt

2

[1 = Re(h(2))| = [Re(1 = h(2))| < |1 = h(2)] < GZ-

Da X auch ein Banachraum {iber R ist, existiert ein g € S(Xg) und ein m € S(X) mit
g(m) =1 so, dass ||m — z|| < e und ||g — Re(h)|| < € gelten. Nach Lemma 4.3 existiert
ein f € Xg, mit g = Re(f) und |[f|[ = |lgll = 1. Dann ist |[f — h[| = [[g — Re(h)|| < e
Weiterhin ist Re(f(m)) = g(m) = 1 und aus |f(m)| < 1, folgt Im(f(m)) = 0 und somit
f(m)=1.

[

Folgendes Lemma wurde modifiziert aus [DW] entnommen.

Lemma 4.6. (Auerbachs Lemma)

Sei K € {R,C}. Sei X ein endlich dimensionaler, normierter Raum dber K mit n =
dim(X). Dann ezistiert eine Basis by, ...,b, von X und eine Basis b}, ...,b" von X' so,
dass b3 (b;) = 0ij und ||bs|| = 1 = |[b3|| fiir alle i,j = 1,...,n gelten.

Beweis. Wegen X = K" reicht es, das Lemma fiir X = K" beziiglich der induzier-
ten Norm zu beweisen. Sei det : (K")” — K, die Abbildung, die der Matrix mit den
Spaltenvektoren xq, ..., z, ihre Determinante zuordnet. Die Abbildung |det | ist stetig
und nimmt auf der kompakten Menge {(z1,...,z,) € (K")";||z;]] = 1 firi =1,...,n}
ihr Supremum an, etwa in (by,...,b,) (%). Da |det(by,...,b,)| > 0, sind by, ..., b, linear
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unabhéngig und bilden wegen dim X = n eine Basis von X. Wir definieren

by K" = K, b(x) = dotlb, -, b1, 2, by, - bn)

det(bl, ceey bn)

fiir alle 7 =1, ...,n. Dann sind b7, ..., b; offensichtlich linear und es gilt

’b*( )’ o |det(b17...,bj—1al'7bj+1>...,bn)l . H |||det<b17 ”'7bj_17||_§H7bj+17"‘7bn)
i (@) = det(by, ..., by) = ||z R

*)
| < [l=]

fiir alle z € K"\ {0} und j = 1,...,n. Wegen b}(b;) = 1 folgt [|bj|| = 1 fiir alle j = 1,...,n.
Da det alternierend ist, gilt b3(b;) = 0 fiir alle i,j = 1,...,n, mit i # j. ]

Proposition 4.7. Seien T' € L(X) und X\ € C. Dann sind dquivalent:
(a) N € W(T).

(b) Fiir jeden Teilraum M € Cof(X) und jedes € > 0 ezistieren x € M und z* € X'
so, dass ||z|| = ||z*|| = 1 = (x,z*) und [(T'z,x*) — \| < € gelten.

Beweis. (b) = (a):

Wihle zu M € Cof(X) und € > 0 Elemente zy € M, 7}, € X', so dass |[zp]| =
il = 1 = (eare i) und [Ty, ) — Al < e gl

Wir betrachten die Indexmenge A = Cof(X) x |0, o[, versehen mit der partiellen Ord-
nung

(M,e) < (M',é)= M C Mund € <e
Sind ¢ € X" und ¢y > 0 gegeben, so gilt fiir (M, e) > (ker(¢),1)

[{Zare;0)] = 0 < €,

also konvergiert (zar)(aeen schwach gegen 0. Sei € > 0 und M € Cof(X) beliebig.
Dann gilt fiir (M’,¢') > (M, €):

(Txpre, o) — A < € <,

also konvergiert ((Twns.c, T .)) (e gegen A. Insgesamt folgt A € W, (T).

(a) = (b):

Sei A € W.(T) und seien (uq)aca und (u))aca Netze in X beziehungsweise X', wie in der
Definition von W, (T') gefordert. Seien aufserdem M € Cof(X) und € > 0. Gilt M = X,
so findet man u,, € X, u}, € X’ mit den geforderten Eigenschaften.

Sei also M G X. Wir setzen dann L = M NT M € Cof(X) und k = dim(X/L). Dabei
ist L € Cof(X), da die lineare Abbildung X/T~'(M) — X/M, [x] — [Tx] injektiv ist und
der Durchschnitt von zwei endlich kodimensionalen Teilrdumen endlich kodimensional
ist.
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Sei Lt = {f € X*;f(z) = 0 fiir allex € L}. Nach dem Auerbach-Lemma gibt es
Basen w}, ..., w}, € X/L und vj,...,v} € (X/L) = L* so, dass ||w]||x;. =1 = |[v}| und

(w),vy) = 0 fiir alle 4, j € N gelten. Wir wéhlen 0 < § < min{gy, WEW}.

Fir alle ¢ = 1,...,k wihlen wir v; € X mit v; + L = w} und |jv;]| < 1+ 0 fiir alle

i =1,..,k Dannist (v;,v}) = (wj,v}) = §;;.

Wir zeigen, dass L = ﬂ?zl Kern v} gilt.
"c": Tst wegen v, ...,v; € L+ Klar.
"S": Sei x ¢ L. Dann gilt [z]x/, # [0]x/z- Da (w})¥_, eine Basis von X/L ist, existiert

k
eine Darstellung [z]x\z = > Adsw; mit \; # O fiir ein j € {1, ..., k}. Mit der Identifikation
i=1
(X/L) = L* folgt
k
<JZ,U;> = <[x]X/L7U;‘<> = ZAZ<w;7U;> = )‘j # 0.

=1

Somit ist 2 ¢ Kern(vj) D N, Kernv?.
Nach Wahl von (uq)aca, (u))aca existiert ein € A, so dass

* € *
A= (Tug, ug)| < 5 und |{ug, vj) < 8 (1)

fir alle j =1,..., k gilt. Sei y = ug — Zf:1<U6,U:>UZ‘. Dann gilt

(9,05) = (s, vt) — S g, 07 (03, 03) = (g, v3) — (g, ) = 0

i=1

fiir alle j = 1,..., k. Somit folgt y € L. Nach Wahl von § und vy, ..., v gilt aukerdem

k k
ly —usll = I Y (ug, viyoill < D 1ug, of)|[luill < k(8 +1) < 2k3. (2)
i=1 i=1

Sei y1 = . Dann ist y; € L C M mit |ly1]] = 1 und es gilt wegen (2)

(2)
o =l = 11 = Il = sl = ] < ljus — o] < 245 3)

Somit folgt mit Gleichung (2) und (3):

2),(3)
lyr —ugll < llyn —yll + lly —upl] < 4Ké6. (4)

Zusammen mit der Standardabschitzung impliziert dies wiederum

4)
[{yr, up) = 1 = [y = ug, wz)| < lupllllys — sl < 4k0. (5)
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Aukerdem gilt [[uf|a|| > [Jujl| =1 und

®)
lwslall = [Cyr, usla) | = [Qug, ws)| = [(ug — o, up)| = 1 — 4k > 0.

5|]W
llwglasll”

Sei yi = Dann ist yi € M’ mit ||yf|| = 1 und es folgt

* ﬂ|M * *
Iyt — /3|M||—H|| ay ”_uB‘MH:H_Hu,BlMlH§4k5' (6)

Aus den Ungleichungen (5), (6) und der Dreiecksungleichung folgt, dass

[y yt) — 1 < [y, whlar) — 1+ [ wd) — (s ubla)] < ks

Somit sind die Voraussetzungen fiir den Satz von Bishop-Phelps-Bollobas erfiillt und fiir
€ = V/32k0 existieren (z,z*) € II(M)(= {(m,m*) € S(M) x S(M'); (m,m*) = 1}) mit

Dz = < V32ké < 6VEkd und
i) ]|2* — yi| < V32ké < 6Vk0.

Somit und da § < 32k folgt

127 = uslull < N2" = will + llyr — uslull < (6 +4VES)VES < 10VES. (7)
Wihle nun mit Hahn-Banach eine Fortsetzung x* von z* auf X, so dass ||z*| = ||z*]| =

(x,2*) = 1. Wegen y; € L C T~Y(M) ist Ty, € M und es folgt

(T, 2") = Al < Tz — Tyy, 2")| + [(Tyr, 27) — A|
< 2Tz = yull + (Tug, ug) — Al + Ty, 2%) — (Tug, ug)|
0
< | TN6VES + [(Tug, up) — Al + [(Ty1, 2° — up) + (T'(y1 — ug), up)|
6 * * *
< [ TN6VES + 5 + 112" = ug a7 + g7 Ny — sl

4

7
< |Tl6vES + 5 S L ITI0VES + ||T||4ks

<3 QOHTH\/_
€ —
<2+§_
Insgesamt haben wir gesehen, dass fiir jedes M € Cof(X) und fiir alle € > 0, ein z € M
und ein 2* € X’ existieren so, dass ||z| = ||z*|| = (z,2*) = 1 und |[(Tz,z*) — A\| <e
gelten.
O
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Wir wollen uns nun eine weitere Norm auf der Calkin-Algebra vorgeben. Dazu benotigen
wir zunéchst noch folgende Aussagen iiber kompakte Operatoren (vgl. [MV2]).

Lemma 4.8. Seien X ein Banachraum und T € L(X) Dann sind dquivalent:

(a) T ist kompakt.

(b) Fiir jedes in B1(0) schwach gegen 0 konvergente Netz (x4)q gilt

| Tzq|] = 0.

(¢) Zu jedem € > 0 existiert ein Teilraum M € Cof(X) mit

1T all < e.

Beweis. (a) = (b): Sei (x4)a ein Netz in B;(0), das schwach gegen 0 konvergiert. Dann
gilt T, — 0 (schwach), denn fiir alle ¢ € X’ ist auch ¢po T € X'.
Angenommen ||Tz,|| + 0. Dann existieren ein ¢ > 0 und ein Teilnetz (z5)g, mit || Tx4|| >

c fiir alle 8. Da T'B;(0) kompakt ist, hat (T'z3)s ein konvergentes Teilnetz, o.E. sei
(T'x ) selbst konvergent. Dann ist mit y = hf;n Txg auch ||y|| > ¢. Da (T'z3)s dann auch

schwach gegen y konvergiert, ist das ein Widerspruch dazu, dass (T'z3)s schwach gegen
0 konvergiert.

(b) = (c): Angenommen (c) gilt nicht. Dann existiert ein ¢ > 0 so, dass fiir jeden
Unterraum M € Cof(X) ein xp € M existiert, mit ||zp]| = 1 und ||Tzp] > ¢ Ist
¢ € X', so gilt fiir alle M C Kern ¢, dass ¢(zas) = 0 ist. Wie iiblich sei Cof(X') dadurch
geordnet, dass M > L genau dann gilt, wenn M C L ist. Dann konvergiert (/) arecor(x)
schwach gegen 0. Das liefert einen Widerspruch zu (b).

(¢) = (a): Angenommen T ist nicht kompakt. Dann ist 7'B;(0) nicht relativ kompakt
und daher auch nicht total beschrinkt. Daher existiert ein ¢ > 0 so, dass 7'B;(0) nicht
durch endlich viele offene Kugeln mit Radius ¢ um Punkte aus 7'B;(0) iiberdeckt werden
kann. Wihle ein beliebiges 21 € B;(0) und konstruiere induktiv eine Folge von Punkten
(k) ken in By(0) mit ||[Tz; — Txj|| > ¢ fiir alle 4,j € N mit ¢ # j.

Seien M € Cof(X) und P € L(X) eine Projektion auf M. Sei € > 0 beliebig. Wegen
dim(/ — P)X < oo ist I — P kompakt und man findet j,k € N mit j # k so, dass
(I — P)xj — (I — P)xy| < e. Weiterhin folgt

1P (zj — )| < oy — el + [|(1 = P)(z; —xp)|| <2 +e
und mit der umgekehrten Dreiecksungleichung
ITP(x; — i)l 2 [Tz — Tyl = [ T(I = P)(x; — )|l = ¢ — €| T.

gilt. Dies impliziert jedoch:

[TP(x; —zi)l| o = €l|T]

T >
il = e, —al = "2+
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Fiir ¢ — 0 ist dann [|T|5/]| > §, was zu einem Widerspruch fiihrt. O

Im folgenden Abschnitt, orientieren wir uns wieder an [BaM].

Satz 4.9. (a) Die Abbildung

Moo : LX 00), | T|lgor= inf ||T
I Nlewrs £0X) = [0,00), [T llcor = inf [Tl

definiert eine submultiplikative Halbnorm mit | T cor < ||T||e fiir alle T € L(X).
Fir T € L(X) ist auflerdem ||T||cof = 0 genau dann, wenn T kompakt ist.

(b) Mit der Norm || - ||, : €(X) — [0,00), [|[T]|lx = |T|| cos wird die Calkin-Algebra
zu einer normierten Algebra. Wir schreiben €(X), fir €(X) versehen mit dieser
Norm.

Beweis.  (a) Wir zeigen, dass || - ||cor eine submultiplikative Halbnorm definiert. Die

Homogenitét ist klar.
Seien 11,1y € L(X). Zu € > 0 existieren My, My € Cof(X) so, dass ||Ti|a;]| <

inf ||T;|a|| + € fiir @ € {1,2}. Da der Durchschnitt endlich kodimensionaler
MeCof(X)

Réume ebenfalls endlich kodimensional ist, ist auch M; N My € Cof(X) und es gilt

(71 + T2) leot < [[(T1 + T2)|anninse |
< |11 |a s || + 11 T2] vy ||
<N Tilar Ml + 172 a |
< T || cotx) + 172l cotex) + 2€.

Somit folgt die Dreiecksungleichung. Sei aukerdem L = T, *M; N M, € Cof(X).
Dabei folgt L € Cof(X) wie im Beweis von Proposition 4.7. Dann ist 7oL C M,
und damit folgt

HTlTQHCof = Meié})ff(x) H(TlTQ)‘MH
< (TTo) .|
= || T3 [ar, To[ .|
< [T o (1 T2 o, |
< (T llcorcxy + €) (172 corcx) + €)
= [| T cotl| T2l cot + €| Tt ot + €| T2l cor + €.

Somit folgt die Submultiplikativitét.

Sei nun 7' € L(X). Wir zeigen, dass ||T||cot < ||T||e. Seien dazu C' € K(X) und
€ > 0 beliebig. Dann existiert nach Lemma 4.8 ein Teilraum M, o € Cof(X) mit
|Car. |l < €. Dann ist

1T llcor < [T

Mecll < (T =C)

Ml +IC

Mcll ST =Cll +€
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Da e > 0 und C' € K(X) beliebig sind, folgt || T||cor < ||T]]-
Wir miissen noch zeigen, dass ||T'||cof = 0 genau dann gilt, wenn T kompakt ist.

Ist || T]|cosr = 0, so gibt es zu € > 0 ein M, € Cof(X) mit ||T < e Alsoist T
nach Lemma 4.8 kompakt.

Ist umgekehrt 7" kompakt, so gilt [|T||cot < | T]|e = 0, also || T||cor = 0.

M,

(b) Teil (b) folgt direkt aus Teil (a).
[

Wir haben gesehen, dass die Cof-Norm eines Operators genau dann 0 ist, wenn der Ope-

rator kompakt ist. Deswegen wird diese Norm auch als "Maf der nicht-Kompaktheit"bezeichnet.
Folgende Behauptungen folgen direkt aus den entsprechenden Aussagen iiber das alge-
braische, numerische Bild aus Kapitel 1.

Korollar 4.10. Die Menge V,(T) = V((€(X), || - llcop), T) = {f([T)); f € D(€(X),, 1)}
st eine kompakte, konvere Teilmenge von C und es gilt die Abschdtzung

éII[T]Hu < max{|z|;z € V(T)} < [I[T]]],-

Als néchstes wollen wir V,(7') mit V,(T') fiir einen Operator T € L£(X) vergleichen.

Korollar 4.11. Seien X ein Banachraum und T € L(X). Dann gilt V,(T') C Vo(T') und
die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Vu(T) = {0},
(b) Ve(T) = {0},
(¢) T € K(X).

Beweis. Wir schreiben ||-[|op.e bzw. ||-||op,, fir die (Operator-)Normen auf (€(X), ||-||.)’
baw. (€(X), | - )/ Sei F(IT]) € Vu(T) fiir f € (€(X), - ) wnd T € £(X) mit
| fllop, =1 = f([1]). Fiir alle [T] € €(X) gilt wegen Satz 4.9

IFITDE< M llopull Tl < T opullTTe-

Dann folgt || fllope < [[fllop, = 1. Wegen || fllope > f([1]) = 1 ist f([T]) € Ve(T).
Die Aquivalenzen (a) < (¢) und (b) < (c) sind eine direkte Konsequenz der Ungleichun-
gen aus Korollar 4.10 und der entsprechenden Ungleichungen fiir ||[T]||. und V(7).

[l

Satz 4.12. Ist H ein Hilbertraum und T € L(H) so ist |[T||cof = ||T||e und daher
Vu(T) - ‘/e(T>‘
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Beweis. Sei M € Cof(H). Wir zeigen, dass ||T|y]| > Cm% |T — K| gilt. Da M endlich
€

kodimensional ist, gibt es eine Zerlegung H = M & L mit L = M~. Seien Py, bzw. Py
die Orthogonalprojektionen auf M bzw. L. Dann ist T = T|y Py + T|p Pr. Zusammen
mit der Standardabschitzung folgt

\T|arll = (| T Pus|l = |1T = T\ Pr|| = [|T e,

| t folgt ||T||cot = inf ||T >Te-
nsgesamt olgt [Tlleor = | inf 7]l > 7]

O
Als néchstes wollen wir uns wieder dem rdumlichen wesentlichen numerischen Bild zu-
wenden. Wir haben bereits gezeigt, dass W,(T') abgeschlossen ist. Fiir 7' € £(X) haben
wir in Kapitel 2 gesehen, dass convW(T') = V(L(X),T) gilt. Man stellt sich nun die

Frage, ob ebenso conv(W,(T)) = V,(T) fiir alle " € L£(X) gilt. Um dies zu zeigen,
werden wir folgendes Lemma benutzen.

Lemma 4.13. Seien T € L(X) und 0 € V,(T). Dann gibt es ein n € W(T) mit
Re(n) > 0.

Beweis. Nach Definition von V,(T") gibt es ein & € (€(X),| - ||,)" so, dass ®(I) =
1, ®([T]) =0 und |®(R)| < ||R||, fiir alle R € €(X) gelten.

Wir betrachten die Indexmenge A = Cof(X) x |0, 1] und schreiben (M, €) = (L, 7), falls
M C L und € < 7. Seien € € ]0,1[ und M € Cof(X) beliebig. Sei weiterhin a > 2T,
Dann ist

a—e<a=®al+[T)| <ol + [T, < [l(al +T)|al-

Somit gibt es ein x € M mit ||z|| = 1, so dass |[(al + T)x| > a — € gilt. Nach dem Satz
von Hahn-Banach gibt es ein 2* € X’ mit ||z*|| = 1 und

(ax +Tx,x*) = |lax + Tz| > a —e.
Mit dieser Ungleichung und der Standardabschétzung erhalten wir
Re(Tx,z*) = Re(ax + Tx,2*) — Re{ax,z*) > a — e — [(ax,2™)| > —¢
und
Re(ax,z*) = Re(ax + Tx,2*) — Re(Tx,x2*) > a—€e— |(Tx,z")| > a—e—||T|.
Teilt man durch a, so erhdlt man

e+ 7]

* 1_
Re(x,x*) > -

Nach Wahl von a gilt dann |Re(x,z*) — 1| < %. Fasst man X als R-Vektorraum auf,

so liefert der Satz von Bishop-Phelps-Bollobas zusammen mit Lemma 4.3, dass es ein
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y € X und ein y* € X' gibt, fiir die

Iyl =1 =lly"ll = (v, 4", lly —2ll <eund [ly" —a™[| <e

gelten. Demzufolge ist dist(y, M) < |ly — z|| < e. Mit der Standardabschitzung folgt
Re(Ty,y") = Re(Tz,2*) + Re(T(y — x),2*) + Re(Ty,y* — x*) > —e — 2¢||T||.
Deshalb gibt es Netze (yar.e)ar,0ea in X und  (y3, ) (m,0en in X so, dass

[yarell = 1= 1[Yarell = Ware; Yare), dist(yare, M) < € und Re(Tynr e, Yare) > —€ — 2€[|T|

fiir alle M € Cof(X) und fiir alle € > 0 gelten.
Wir zeigen, dass yar. schwach gegen 0 konvergiert. Seien dazu u* € X', 7 > 0 und o.E.

sei [lu*[] = 1 (Ist u” nicht normiert so setze v = pitr und 7 = &), Sei aukerdem

L = Kern(u*). Fiir jedes (M,e€) = (L,7) erhalten wir dist(yare, L) < € < 7. Fiir alle
x € L gilt [(yae, v*)| < ||w*|||lyare — z]| und es folgt

[(Unr.e; u)| < dist(ynre, L) < 7.

Damit folgt, dass (ya.) schwach gegen 0 konvergiert. Fiir (M, ¢€) setzen wir ny =
(Tynte, Yase)- Dann gilt Re(nase) > —e — 2¢||T|, fiir alle (M, ¢) € A. Mit der Standar-
dabschéitzung erhalten wir

Inarel = (Tyase; vare) < T

fiir alle (M,e) € A. Als beschrinktes Netz in C hat () ein konvergentes Teilnetz

(ns) N n in schwacher Konvergenz. Offensichtlich gilt Ren > 0 und n € W,(T).
O

Satz 4.14. Sei T' € L(X). Dann gilt V,,(T') = conv(W,(T)).

Beweis. Fiir die Richtung "C"wollen wir obiges Lemma benutzen.

Da W, (T) als abgeschlossene und durch D7y (0) beschriinkte Teilmenge kompakt ist, ist
nach [SW]| (3.2.18) auch convW,(7T') kompakt und somit abgeschlossen. Angenommen
es gibt ein A € V,,(T) \ convW,(T'). Dann gibt es nach den Trennungssitzen p € C mit
|| =1 und g € R, so dass Re(u\) > ¢ und

convW,(T) C {z € C;Re(uz) < ¢}
gelten. Sei S = pT — pAl. Dann ist 0 € V,,(S) und es folgt
We(S) = {nz — Az € We(T)} = pWe(T) — pA C {w € C;Re(w) < 0},

aber dies steht im Widerspruch zu Lemma 4.13.
Sei umgekehrt A € W, (T'). Ohne Einschriankung sei 7' ¢ CI. Seien (ug)aca C X, (U))aca C
X' wie in der Definition von W,.(T) zu A gewihlt. Wir definieren ¢ : span{l,T} — C
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durch ¢(B1 +~T) = 4+ ~yA (8,7 € C) und zeigen, dass

0BT +~4T) < (I8 +7T llcot

fiir alle 5, v € C gilt. Wir schreiben S = 51 + 4T

Seien M € Cof(X) und € > 0. Nach Proposition 4.7 existieren dann x € M und z* € X’
so, dass ||z|]| = ||z*|| = 1 = (z,2*) und [(T'z,2*) — A| < € gelten. Damit und mit der
Standardabschétzung folgt, dass

[S]acll = 1] = [(Sz, 2%)| = [B + (T, 27)| = |8 +vA| = |yel.

gilt. Da € > 0 beliebig war, erhalten wir ||.S|y|| > |5 + YA|. Da M € Cof(X) beliebig
war, folgt daraus wiederum ||S||cor > |¢(9)] fiir jedes S € span{I,T'}.

Nach dem Satz von Hahn-Banach fiir Halbnormen gibt es eine Linearform @ : £(X) —
C, die ¢ fortsetzt und [®(R)| < [|R| cor fiir alle R € £(X) erfiillt. Dann definiert & :
(€(X), |l - l.) = C, &([R]) = ®(R) eine stetige Linearform mit ||®| = 1 = &(1) und

Da V,,(T") konvex ist folgt conv(W,(T")) C V,(T). O

Wie zuvor, wollen wir auch beim rdumlichen wesentlichen numerischen Bild einen Zu-
sammenhang zum Spektrum herstellen.

Satz 4.15. Sei T € L(X). Dann gilt
oe(T) C W.(T).

Beweis. Sei A € 0.(T). Ist dim(Kern(A—1T")) = oo oder Bild(A —T') nicht abgeschlossen,
so gibt es in jedem Raum M € Cof(X) eine Folge (z5) von Einheitsvektoren mit (A —

T)xy, 50 (Exercise 1.6.2.3 in |[Dal]). Nach dem Hahn-Banach existieren Einheitsvektoren
xy € X' mit (xy, x;) = 1 fiir alle k. Wegen

(T, 2) — Al = (T = Nag, ap)| < (T = N =0

folgt mit Proposition 4.7, dass A\ € W,(T) ist.
Also diirfen wir annehmen, dass dim(Kern(7"— \)) < oo ist und dass Bild(A —7T) C X
abgeschlossen ist. Dann ist der Raum

Kern(A — T%) = Bild(A — T)* = (X/Bild(A — T))’

unendlich dimensional. Seien uj, ...,u; € X’ Einheitsvektoren und sei F' C X’ der von
diesen Vektoren aufgespannte Teilraum.

Wegen dim(Kern(A—T%)) > dim(F') gibt es nach [K] (S.199) einen Vektor v* € Kern(\—
T*) mit ||v*]] = 1 = dist(v*, F). Als endlich dimensionaler Teilraum F C X' ist F'
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schwach™ abgeschlossen. Also gibt es bis auf isometrische Isomorphie
(*FY = X'/(*F)* = X'/F.
Wihle 6 > 0 mit 1%5 < 1+ €. Zu 6 gibt es einen Einheitsvektor vs € +F mit
(vs,v") = (vs,v" + F) > 1—0.

Dann ist v = vs/{vs,v*) € L F ein Vektor mit (v,v*) =1 und

1
|v]| = ~ <l+e
<U57U >
Damit folgt
1 1
<L,v>——> >1—ce
o] [ol ~ 1+

Nach dem Satz von Bishop-Phelps-Bollobas (4.5) existieren w € X, w* € X' mit ||w| =
) = 1= (w,w"), Jw— 2] < 2y und - v*] < 2.
Damit erhalten wir

f[v]

. v
< 2HTH\/_Jr 2| T(|Ve + |<H K AvT) = Al
1
<4|T[ve+ \/\Hm —1
< A|T[[Ve+elAl.
Ausserdem gilt da ||uf|| =1 fiir ¢ = 1, ...,n mit der Standardabschitzung
. v v
[{w, ui)| = [(w = v,u7)| < [lw =v]| < Jw WH + ||m —of <2Ve+e

fiir alle s = 1, ..., n. Auf diese Weise erhalten wir Netze (wq)aca in X und (w})aea in X,
die die Bedingungen aus der Definition von W, (T) erfiillen. Also gilt o.(T) C W.(T). D

In Hilbertraumen haben wir W, (T') iiber Folgen definiert. Dieses Konzept, ldsst sich
auf reflexive Banachridume iibertragen. Wir orientieren uns an [FHH]| und betrachten
folgende Definitionen.

Definition 4.16. Sei X ein Banachraum.

(a) Eine Folge (€;)ien in X heift Schauder-Basis, wenn fiir jedes z € X eine eindeutige
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Folge von Zahlen (a;);en in C existiert mit
o0
xr = Z a;€;.
i=1

(b) Eine Folge (e;);ey nennt man Basisfolge, wenn (e;);eny eine Schauder-Basis von
span{e;;i € N} ist.

In [FHH] wird beschrieben, dass es zu einer Schauder-Basis (e;);ey in X die sogenannten
zu (e;)ien in X' assoziierten biorthogonalen Funktionale (ef);en gibt, die insbesondere
el (ej) = d;; erfiillen. In dieser Situation nennen wir {(e;, e});7 € N} eine biorthogonale
Schauder Basis von X.

Definition 4.17. Sei X ein Banachraum. Sei {(e;, €});i € N} eine biorthogonale Schauder-
Basis von X. Dann nennen wir {(e;, €});7 € N} schrumpfend, falls span{e}; i € N} = X".

Lemma 4.18. Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann ist jede Basisfolge (€,)nen mit
llen|| = 1 fir alle n € N eine schwache Nullfolge.

Beweis. Wir diirfen ohne Einschrinkung annehmen, dass (e,),en eine Schauder-Basis
von X ist. Sonst ersetze man X durch span{e,;n € N} und beachte, dass dieser Raum
wieder reflexiv ist. Sei also (e,)nen eine Schauder-Basis des reflexiven Banachraumes X
mit ||e,|| = 1 fiir alle n € N und sei (€} ),en eine Folge in X’ mit (e,,, €}) = . fiir alle
n,m € N. Man kann zeigen (§ 1.b in [LT]), dass (e})nen eine Basisfolge in X' ist. Ist X
reflexiv, so ist

span{e’;n € N} = X',

n?

denn sonst géibe es ein x € X \ {0} mit (x,e}) = 0 fiir alle n € N. Dies ist wegen
r =7 (x, e)e, nicht moglich. Also ist fiir reflexive Rdume X die Folge (€})nen eine
Schauder-Basis von X'. Sei * € X’ beliebig. Dann hat z* die Form

wobei die Reihe norm-konvergent ist. Wegen ||e}|| > |(e,, €})| = 1 folgt

r*(en) = an - 0.
Also ist (e,) eine schwache Nullfolge. O
Nach einem Resultat von Banach (siehe [FHH], Seite 169 Prop 6.13) gilt

Proposition 4.19. Sei (z,)nen eine Folge in einem Banachraum X mit x,, # 0 fir alle
n € N. Dann ist (x,)nen eine Basisfolge in X genau dann, wenn eine Konstante k > 0

48



existiert, so dass fir alle r,m € N mit r <m und oy, ...,q,, € C

T m
1Y~ owal| < kI o)
=1 i=1

qgilt.

Zur Vorbereitung bendtigen wir aukerdem folgende Lemmata, wobei wir das erste aus
[MV1], Lemma 1 zitieren.

Lemma 4.20. Seien X ein Banachraum, E C X ein endlichdimensionaler Teilraum

und € > 0. Dann gibt es einen Unterraum Y € Cof(X), so dass

ly|l
le+yll = (1 = e)max{fle], ==}

fiir allee € F undy €Y.

Lemma 4.21. Seien X ein Banachraum, T € L(X), A € W (T) und 0 < ¢, < 1,
€n = 0 (n — 00). Dann gibt es Folgen (x,)nen in X, (x))nen in X' mit (Txp, x) — A
und ||z,|| =1 = ||z|| = (xn,z)) firn € N und so, dass fir alle m,r € N mit r < m
und fir alle komplexen Zahlen aq, ..., a,, gilt

T m
1Y owall < (1—e) 7M1 ovul].
=1 i=1

Insbesondere ist (x,,) eine Basisfolge.

Beweis. Wir setzen Ly = X. Da A € W,(T) gibt es ein z; € X, 2] € X' so, dass
|z1]| = 1 = ||z7|| = (z1,27) und [(T'zy,27) — | < 1 gelten.

Wir nehmen als Induktionsvoraussetzung an, dass zu festem k£ € N Elemente x4, ...,z €
X und z7,...,25 C X', sowie Lg,...,Lx_1 € Cof(X) gewdhlt sind. Wir setzen Fj =
span(xy, ..., ;). Nach Lemma 4.20 gibt es ein M} € Cof(X) mit

[l
17 +mll > (1= e max{l ], 50
fiir alle f € Fy und m € M. Sei L, = Lp_1NMy. Dann ist Ly C Lj_; und da der Schnitt

endlich kodimensionaler Rdume ebenfalls endlich kodimensional ist, folgt L; € Cof(X).
Nach Proposition 4.7 gibt es x4, € Ly und 27, € X' so, dass

kil = loall = 1= {@ri ahpn) wnd [{Tapa, aiy) = A <

Seien (2, )neny C X und (2})nen C X’ Folgen mit den oben konstruierten Eigenschaften.
Dann ist lim (T'z,,x}) = A. Seien r,m € N mit r < m und ay,...,a,, € C. Dann ist
n—oo
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nach Konstruktion 7/ | a;z; € F, und " | a;2; € M,. Damit folgt

T m
| Z%’%H <1 —e) Z%‘l‘z‘ﬂ-
=1 =1

Da sup(l — €;) ™! < 00, ist die Folge (z,)nen nach Proposition 4.19 eine Basisfolge.
keN

In folgendem Satz fassen wir zusammen, was wir oben gezeigt haben.

Satz 4.22. Sei X ein reflexiver Banachraum und sei T € L(X). Sei A € C. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) X € W(T).
(b) Es ezistieren Folgen (z,)nen C X und (z))nen C X' s0, dass

lznll = llznll = (2, 27) =1

fir allen € N, x,, = 0 schwach und (T'z,,z}) — .
(c) Es gibt eine Basisfolge (z,)neny C X und eine Folge (x))pen C X' mit

[znll = 2l = (2, 27) =1

fir alle n € N und (Txp, x}) — A.

Beweis. b)=-a): Klar, nach Definition von W,(T).

¢)=b): Nach Lemma 4.18 ist (x,)nen eine schwache Nullfolge, womit die Behauptung
folgt.

a)=-c): Folgt aus Lemma 4.21. O

Die Reflexivitdt von X wurde dabei nur fiir die Implikation ¢)=-b) benétigt. Auf reflexi-
ven Banachrdumen kann man also das wesentliche numerische Bild mit Hilfe von Folgen
statt Netzen definieren.
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