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Vorwort

In dieser Arbeit geht es um drei Themen aus dem Gebiet der mehrdimensionalen Spektral-

theorie. Sie handelt zum einen von einer mehrdimensionalen Indexformel (Kapitel 1), zum

anderen von analytisch parametrisierten Komplexen (Kapitel 2) und zuletzt von subnor-

malen Operatortupeln (Kapitel 3). Alle drei Themen bilden in sich geschlossene Einheiten

und können unabhängig voneinander gelesen werden.

Im Zentrum der Untersuchungen stehen vertauschende und wesentlich vertauschende

Operatortupel T = (T1, ..., Tn) auf Banach- und Hilberträumen. Der Koszul-Komplex

eines solchen Tupels, ein geeignet definierter linearer Komplex, ist eines der zentralen

Objekte der mehrdimensionalen Spektraltheorie. Mit seiner Hilfe kann man für n-Tupel

von Opertoren Spektren definieren, d.h. i.Allg. kompakte Teilmengen des Cn, aus deren

spezieller Gestalt sich wiederum Erkenntnisse über die zu untersuchenden Tupel gewinnen

lassen.

In den ersten beiden Kapiteln dieser Arbeit steht hierbei der Koszul-Komplex sel-

ber im Mittelpunkt. Im ersten Kapitel wird eine Klasse von Operatortupeln untersucht,

denen man über die Euler-Charakteristik ihres Koszul-Komplex über geeigneten Men-

gen einen Index zuordnen kann. Es handelt sich bei diesem Index um eine Verallge-

meinerung des klassischen Fredholm-Index eines einzelnen Operators. Wir beweisen ei-

ne mehrdimensionale Indexformel für stetige Funktionalkalküle wesentlich vertauschen-

der Tupel T = (T1, ..., Tn) auf Banachräumen, die es erlaubt, den Index eines Bildtupels

g(T ) = (g1(T ), ..., gn(T )) zu berechnen mit Hilfe des Abbildungsgrades von g. Im zweiten

Kapitel geht es um analytisch parametrisierte Komplexe. Ausgangspunkt ist wieder der

Koszul-Komplex, der in kanonischer Weise ein Komplex dieser Art über dem Cn ist. Aus-

sagen über den Koszul-Komplex und damit über das zugrundeliegende Operatortupel zu

gewinnen ist auch Ziel dieses Kapitels. Dennoch beweisen wir unsere Resultate in einem all-

gemeineren Rahmen: Wir betrachten von Anfang an analytisch parametrisierte Komplexe

über komplexen Mannigfaltigkeiten. Unter anderem zeigen wir, dass der Koszul-Komplex

der induzierten Multiplikationsoperatoren über allen Steinschen offenen Teilmengen des

Fredholmbereiches separierte Kohomologiegruppen besitzt. Genauer beweisen wir, dass

die Kohomologiegruppen versehen mit ihrer Quotiententopologie nukleare Frécheträume

sind. Angewendet auf den Koszul-Komplex eines Operatortupels lassen sich hiermit spek-

trale Inklusionen für quasiähnliche Operatortupel herleiten. Im dritten Kapitel werden

subnormale und wesentlich subnormale Operatortupel betrachtet. Hierbei spielt weniger

der Koszul-Komplex eine Rolle, als vielmehr die mit Hilfe des Koszul-Komplex definierten
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VORWORT

gemeinsamen Spektren und ihre genauere Struktur. Wir untersuchen einige grundlegende

Fragen zu subnormalen Operatortupeln, wie etwa die Frage nach der C∗-Algebra, die von

einem solchen Tupel erzeugt wird. Es handelt sich bei diesen Fragen zumeist um Verallge-

meinerungen wohlbekannter eindimensionaler Resultate. Wir führen aber auch eine neue

Klasse subnormaler Operatortupel ein, die dazu geeignet ist, eine Reihe von klassischen

Ergebnissen, die bisher unabhängig voneinander zu sein schienen, simultan zu behandeln

und auf natürliche Weise zu erklären.

Soweit zum groben Inhalt dieser Arbeit. Im Folgenden sollen die einzelnen Kapitel

genauer beschrieben werden, ohne dabei vollständig zu sein.

Kapitel 1

Der Index ist zweifelsohne eine der am häufigsten studierten Invarianten in der Opera-

torentheorie. Für einzelne Operatoren existiert er immer dann, wenn der Operator einen

endlich-dimensionalen Kern und ein endlich-kodimensionales Bild hat, und ist dann als

die Differenz dieser beiden Dimensionen definiert. Ein klassisches Beispiel ist der Toeplitz-

Operator Tϕ mit stetigem, nullstellenfreien Symbol ϕ auf dem Hardy-Raum der quadrat-

integrierbaren Funktionen auf der Kreislinie. Man kann zeigen, dass Tϕ in diesem Fall

einen Index besitzt und dass der Index dann gleich ist der negativen Umlaufzeit von ϕ um

0 ([Dou72], Theorem 7.26). Dies ist eines der einfachsten Beispiele einer Indexformel.

Auch für geeignete vertauschende bzw. wesentlich vertauschende Operatortupel lässt

sich ein Index definieren. Besitzt ein solches Tupel T = (T1, ..., Tn) von stetigen Operatoren

auf einem Banachraum E darüberhinaus einen wesentlichen Kalkül Φ : C(K ) → C(E),

wobei K eine kompakte Teilmenge des Cn ist und C(E) für die Calkin-Algebra von E steht,

so werden wir zeigen, dass für alle h = (h1, ..., hn) ∈ C(K )n und alle w = (w1, ..., wn) 6∈
h(K ) der Index eines Repräsentanten R des Tupels (w1−Φ(h1), ..., wn −Φ(hn)) gegeben

ist durch

indR =
∑

deg(h,C,w) indC T,

wobei die Summe sich über die endlich vielen beschränkten Zusammenhangskomponenten

C von Cn\K mit deg(h,C,w) 6= 0 erstreckt, deg(h,C,w) der Abbildungsgrad von h um

w relativ C ist und indC T für den Index von T über C steht.

Dieses Resultat verallgemeinert ein Ergebnis von Eschmeier und Putinar in [EP96]

(Theorem 10.3.15). Dort wird diese Indexformel für wesentlich normale Operatortupel auf

Hilberträumen bewiesen, die automatisch einen wesentlichen Kalkül besitzen. Der Beweis

benutzt Methoden aus der algebraischen Topologie, die wesentlich von der Hilbertraum-

situation abhängen.

Unser Beweisansatz ist ein anderer. Wir zeigen, dass sich das Resultat von Eschmeier

und Putinar auch mit elementaren Mitteln aus der mengentheoretischen Topologie, Ana-

lysis und der Homotopietheorie der Einheitssphären beweisen lässt. Diese Vorgehensweise

hat den Vorteil, nicht nur das bekannte Ergebnis, sondern auch die oben beschriebene

Verallgemeinerung zu liefern.
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VORWORT

Der Aufbau des ersten Kapitels sieht wie folgt aus:

In §1.1 fassen wir die zentralen Definitionen und Ergebnisse aus der mehrdimensionalen

Indextheorie zusammen. Wir beschränken uns hierbei auf diejenigen, die für das Folgende

relevant sind.

In §1.2 stellen wir die topologischen Grundlagen zur Verfügung. Viele der in diesem

Paragraphen präsentierten Sätze dürfen als klassisch und wohlbekannt bezeichnet werden.

Dennoch beweisen wir sehr ausführlich den folgenden Homotopie-Satz: Sei K ⊂ Cn eine

kompakte Menge, sei C die Menge der beschränkten Zusammenhangskomponenten von

Cn\K und seien f und g zwei stetige, nullstellenfreie Cn-wertige Funktionen auf K . Dann

sind äquivalent:

(i) f und g sind homotop;

(ii) deg(f,C) = deg(g,C) für alle C ∈ C .

Dieser Satz taucht indirekt bereits 1940 in einer Arbeit von Eilenberg auf ([Eil40]).

Der Beweis beruht dort auf einer von Eilenberg konstruierten Kohomologie-Theorie mit

Zyklen und Cozykeln. In dieser Arbeit wird der Satz hingegen mit elementaren Methoden

erbracht. Dem Autor ist keine Stelle in der Literatur bekannt, an der der Beweis auf diese

Weise geführt worden wäre.

In §1.3 schließlich beweisen wir die angekündigte Indexformel.

Kapitel 2

Weder die Spektren noch die wesentlichen Spektren zweier quasiähnlicher vertauschen-

der Operatortupel müssen i.Allg. gleich sein. M. Putinar konnte in [Put92] jedoch unter

Ausnutzung eines geeigneten Garbenmodells zeigen, dass in der Situation vertauschender

Operatortupel T und S, die beide die Eigenschaft (β) besitzen, sehr wohl σ(T ) = σ(S) und

σe(T ) = σe(S) gilt. Hierbei steht σ für das Taylor- und σe für das wesentliche Taylorspek-

trum eines vertauschenden Tupels. Für einzelne quasiähnliche Operatoren betrachtet J.

Eschmeier in [Esc00] eine asymmetrische Situation. Es gelingt ihm für zwei quasiähnliche

Operatoren T und S, für die nur T Eigenschaft (β) besitzt, die spektralen Inklusionen

σ(T ) ⊂ σ(S) und σe(T ) ⊂ σe(S) zu zeigen. Kernidee von Eschmeier ist es nachzuwei-

sen, dass die Abbildung Mz − S : O(U,E) → O(U,E) für alle offenen Teilmengen U

des Fredholmbereiches von S abgeschlossenes Bild hat. Hierbei bezeichnet O(U,E) den

Fréchetraum der holomorphen E-wertigen Funktionen und Mz : O(U) → O(U) den Mul-

tiplikationsoperator mit der Variablen, d.h. den durch (Mzf)(w) = wf(w) für alle w ∈ U
definierter Operator. Ein Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass ein entsprechendes Er-

gebnis auch im mehrdimensionalen Fall richtig bleibt. Der entscheidende Beweisschritt ist

auch hier, für ein vertauschendes n-Tupel T auf einem Banachraum E nachzuweisen, dass

das Bild der Abbildung

O(U,En)→ O(U,E), (fi)
n
i=1 7→

n∑

i=1

(Mzi
− Ti)fi

für bestimmte Steinsche offene Mengen U abgeschlossen ist.
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VORWORT

Dieses Resultat kann man unter geeigneten Voraussetzungen im allgemeineren Rah-

men endlicher, analytisch parametrisierter Banachraum-Komplexe auf einer komplexen

Mannigfaltigkeit Ω beweisen. Man versteht hierunter einen Komplex

· · · → Ep
αp(z)−→ Ep+1 αp+1(z)−→ Ep+2 → · · · (z ∈ Ω),

bei dem Ep, p ∈ Z, Banachräume sind, αp(z) für alle p ∈ Z und alle z ∈ Ω stetige

Operatoren sind und αp(z) für alle p ∈ Z holomorph vom Parameter z abhängt. Einem

solchen Komplex von Banachräumen ist in natürlicher Weise für jede offene Menge U ⊂ Ω

ein Fréchetraum-Komplex zugeordnet:

· · · → O(U,Ep)
αp

U−→ O(U,Ep+1)
αp+1

U−→ O(U,Ep+2)→ · · · ,

wobei αpU für die durch (αpUf)(z) = αp(z)f(z) definierte Abbildung steht.

Die Koszul-Komplexe K•(z − T,E), z ∈ Cn, die mit einem vertauschenden Operator-

tupel T assoziiert sind, liefern in natürlicher Weise einen endlichen, über Cn analytisch

parametrisierten Banachraum-Komplex.

Der zentrale Satz, den wir beweisen werden, lautet (Satz 2.2.1): Ist (Ep, αp)p∈Z ein end-

licher, über der komplexen Mannigfaltigkeit Ω analytisch parametrisierter Banachraum-

Komplex und ist U eine Steinsche offene Teilmenge eines geeignet definierten Fredholm-

bereiches von (Ep, αp)p∈Z, so ist für alle p ∈ Z der Quotient

kerαpU/ imαp−1
U

ein nuklearer Fréchetraum und das Bild von imαp−1
U für alle p ∈ Z damit abgeschlossen.

Als eine Folgerung ergibt sich die angesprochene Verallgemeinerung der Sätze von

Putinar und Eschmeier (vgl. Korollar 2.5.3): Sind S und T quasiähnliche vertauschende

Operatortupel und besitzt T die Eigenschaft (β), so gilt σ(T ) ⊂ σc(S) und σe(T ) ⊂
σe,c(S). Hierbei stehen σc für das Split- und σe,c für das wesentliche Split-Spektrum eines

vertauschenden Tupels. Sind die Tupel auf Hilberträumen definiert, gilt σ(T ) ⊂ σ(S) und

σe(T ) ⊂ σe(S).

Hiermit haben wir die Kernaussagen des zweiten Kapitels beschrieben. Darüberhinaus

enthält Kapitel 2 einige weitere Resultate über analytisch parametrisierte Komplexe, die

vielleicht auch unabhängig von der Spektraltheorie vertauschender Operatortupel von ei-

nigem Interesse sind.

In §2.1 werden zunächst einige Definitionen eingeführt, die ständig benötigt werden.

In §2.2 wird der bereits weiter oben beschriebene Satz über die Abgeschlossenheit

der Bilder bestimmter Randoperatoren in Komplexen analytischer Banachraum-wertiger

Funktionen bewiesen. Der Beweis ist technisch und aufwendig, und ein besonderer Ehrgeiz

dieses Paragraphen ist es, dennoch einen übersichtlichen und vollständigen Beweis zu

erbringen.

In §2.3 wird gezeigt, dass man für analytisch parametrisierte Komplexe dualer Ba-

nachräume unter entsprechenden Bedingungen sogar die Abgeschlossenheit der Bilder in

einer natürlichen schwach-∗-Topologie zeigen kann (Satz 2.3.1).
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VORWORT

In §2.4 führen wir den Dualitätsgedanken zu Ende. Mit einem analytisch parametrisier-

ten Komplex von dualen Banachräumen ist in natürlicher Weise ein prädualer Komplex

von (DF)-Räumen verbunden. Bezeichnen wir einen analytisch parametrisierten Komplex

dualer Banachräume auf Ω mit (Ẽp, α̃p)p∈Z und mit αUp die zu α̃pU präduale Abbildung

(p ∈ Z, U ⊂ Ω offen), so zeigen wir den folgenden Satz (Satz 2.4.1): Für geeignete Stein-

schen offenen Teilmengen U von Ω ist die Vervollständigung von kerαUp−1

/
imαUp ein

nuklearer und reflexiver (DF)-Raum und es gilt

((
kerαUp−1

/
imαUp

)∧)′

β

∼= ker α̃pU/ im α̃p−1
U ,

wobei der topologische Dualraum mit seiner starken Topologie versehen sei.

Den Abschluss des zweiten Kapitels bildet §2.5. Dort wenden wir die gewonnen Er-

kenntnisse auf vertauschende Operatortupel an und beweisen insbesondere die obige Aus-

sage über spektrale Inklusionen für quasiähnliche Operatortupel.

Kapitel 3

Subnormale Operatoren und subnormale Operatortupel sind zwei prominente Klassen

stetiger Operatoren auf Hilberträumen. Ein einfaches Beispiel eines einzelnen subnormalen

Operators ist der unilaterale Shift bzw. der Multiplikationsoperator mit der Variablen auf

dem Hardy-Raum der quadrat-integrierbaren Funktionen auf der Kreislinie. Im dritten

Kapitel beweisen wir eine Reihe von Resultaten für allgemeine subnormale Operatortupel,

die in der Literatur zuerst für das Beispiel des unilateralen Shift-Operators auf dem Hardy-

Raum über dem Einheitskreis nachgewiesen wurden.

In §3.1 werden zunächst die zentralen Begriffe zur Verfügung gestellt, die in späteren

Paragraphen benötigt werden.

In §3.2 wird die Frage nach der C∗-Algebra gestellt, die von einem subnormalen Opera-

tortupel erzeugt wird. Motiviert wird diese Fragestellung durch wohlbekannte Ergebnisse

für einzelne subnormale Operatoren. So ist beispielsweise bekannt, dass die C∗-Algebra,

die vom unilateralen Shift Tz erzeugt wird, von der speziellen Gestalt

C∗(Tz) = {Tf +K; f ∈ C(T),K kompakt}

ist ([Cob67]). Hierbei ist Tf der Toeplitz-Operator mit stetigem Symbol f und T die

Einheitskreislinie. Der Operator Tz ist ein subnormler Operator, der zudem irreduzibel und

wesentlich normal ist. Wir werden zeigen, dass der obige Satz korrekt bleibt, wenn man Tz

ersetzt durch ein beliebiges subnormales Operatortupel S, das irreduzibel und wesentlich

normal ist, und T durch das Normalenspektrum σn(S) von S, d.h. das Spektrum einer

minimalen normalen Erweiterung (Satz 3.2.10). Wir beantworten sodann die Frage, wann

die C∗-Algebra, die von einem Opertortupel des obigen Typs erzeugt wird, bereits von

einem kürzeren Operatortupel desselben Typs erzeugt wird (Satz 3.2.13).

In §3.3 verallgemeinern wir zwei weitere Resultate, die für einzelne subnormale Opera-

toren wohlbekannt sind. Es geht hierbei um die C∗- und W ∗-Inklusionseigenschaft, die im
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VORWORT

eindimensionalen Fall von Keough untersucht wurden ([Keo79],[Keo81]). Eine der Kern-

aussagen lässt sich wie folgt formulieren (Satz 3.3.6): Ist S ein subnormales Operatortupel,

so sind äquivalent:

(i) f(σn(S)) ⊂ σ(Tf ) für alle f ∈ C(σn(S));

(ii) σn(S) = σap(S).

Hierbei bezeichnet Tf den Toeplitz-Operator mit Symbol f bzgl. S und steht σap(S) für

das approximative Punktspektrum von S.

Zyklische subnormale Operatortupel wurden von Hastings in [Has78] klassifiziert. Dem-

nach existiert zu jedem zyklischen subnormalen n-Tupel S von Operatoren ein Wahr-

scheinlichkeitsmaß µ mit kompakten Träger in Cn derart, dass S unitär äquivalent ist zum

Tupel der Multiplikationsoperatoren mit den Koordinatenfunktionen auf P 2(µ). Hierbei

ist P 2(µ) der L2(µ)-Abschluss der Polynome C[z1, ..., zn] in L2(µ). Ein großer Nutzen

dieses Satzes liegt darin, gegebenenfalls operatortheoretische Fragen auf funktionen- oder

maßtheoretische zurückzuführen.

In §3.4 werden wir den Satz von Hastings verallgemeinern, indem wir von einer belie-

bigen kompakten Menge K ⊂ Cn ausgehen und die Algebra der Polynome ersetzen durch

abgeschlossene Algebren F ⊂ C(K ) mit C[z1, ..., zn]|K ⊂ F . Für subnormale Operatortu-

pel S, die einen stetigen F-Kalkül besitzen und eine verallgemeinerte Zyklizitätsbedingung

erfüllen, zeigen wir, dass sie unitär äquivalent sind zum Tupel der Multiplikationsope-

ratoren mit den Koordinatenfunktionen auf dem Raum FL
2(µ)

, wobei µ wiederum ein

geeignetes Maß ist (Satz 3.4.4). Wie der Satz von Hastings, erlaubt dieses Resultat, die

neue Klasse subnormaler Operatortupel mit funktionen- und maßtheoretischen Metho-

den zu studieren. Dass eine solche Vorgehensweise sinnvoll sein kann, wird im nächsten

Paragraphen gezeigt.

In §3.5 nutzen wir die Ergebnisse des vorangegangenen Paragraphen, um Quasiähn-

lichkeitsfragen für konkrete Klassen subnormaler Operatortupel zu beantworten. In die-

sen Fällen gehen wir davon aus, dass die kompakte Menge K Aleksandrov-regulär ist

und dass die Algebra F gegeben ist durch A0(K ) = O(K )|K . Viele wichtige kompakte

Mengen sind Aleksandrov-regulär, so etwa die abgeschlossene Einheitskugel B
n

und der

abgeschlossene Polyzylinder D
n
. Allgemeiner ist der Abschluss jedes beschränkten symme-

trischen oder streng pseudokonvexen Gebietes im Cn Aleksandrov-regulär. Um die beiden

wichtigsten Sätze dieses Paragraphen formulieren zu können, greifen wir einigen Definitio-

nen vor: Für eine Aleksandrov-reguläre kompakte Menge K und ein reguläres Borelmaß

µ mit supp(µ) ⊂ K setzen wir H2
0 (µ) = A0(K )

L2(µ)
. Für den Shilov-Rand von K bzgl.

A0(K ) schreiben wir ∂0K . Sind dann Sµz und Sµ̃z die Multiplikationsoperatoren mit den

Koordinatenfunktionen auf H2
0 (µ) undH2

0 (µ̃) respektive und gilt σ(Sµz ) ⊂ K , σ(Sµ̃z ) ⊂ K

und supp(µ̃) ⊂ ∂0K , so sind äquivalent (Satz 3.5.13):

(i) Sµz und Sµ̃z sind quasiähnlich;
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(ii) es existieren A0(K )-zyklische Funktionen h für H2
0 (µ̃) und g für H2

0 (µ) mit

∫
|fh|2dµ̃ ≤

∫
|f |2dµ∂0K und

∫
|fg|2dµ ≤

∫
|f |2dµ̃

für alle f ∈ A0(K ).

Dieses Ergebnis verallgemeinert simultan Sätze von Hastings ([Has78], Theorem 2) und

Athavale ([Ath88], Theorem 1).

Für K -Isometrien, d.h. subnormale Operatortupel mit σ(S) ⊂ K und σn(S) ⊂ ∂0K ,

gilt (Satz 3.5.20): Ist K Aleksandrov-regulär und sind S und S̃ zwei K -Isometrien mit

minimalen normalen Erweiterungen N und Ñ , so folgt aus der Quasiähnlichkeit von S

und S̃ die unitäre Äquivalenz von N und Ñ . Für K = B
n

und K = D
n

nennt man die

K -Isometrien auch sphärische und torische Isometrien. Für diese Spezialfälle wurde der

obige Satz bereits 1990 von Athavale in [Ath90] bewiesen.

In §3.6 schließlich werden wesentlich subnormale Operatortupel behandelt. Grundlage

dieses Paragraphen bildet eine Arbeit von Feldman für einzelne wesentlich subnormale

Operatoren ([Fel99]). Das Hauptresultat lässt sich wie folgt formulieren (Satz 3.6.1): Für

ein beliebiges Operatortupel S sind äquivalent:

(i) S ist ein wesentlich subnormales Tupel;

(ii) S besitzt eine wesentlich normale Erweiterung;

(iii) S besitzt eine Erweiterung zu einer kompakten Störung eines normalen Tupels.
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Symbole

Die nachfolgenden Symbole werden frei benutzt. Hierbei sei n stets eine positive natürliche

Zahl.

N = {1, 2, 3, ...};
N0 = {0, 1, 2, ...};
Tn = {(z1, ..., zn) ∈ Cn : |zi| = 1 für i = 1, ..., n}, der Torus im Cn;

S
n−1
δ = {(x1, ..., xn) ∈ Rn;

∑n
i=1 |xi|2 = δ}, die δ-Sphäre im Rn (δ > 0);

Sn−1 = S
n−1
1 , die Einheitssphäre im Rn;

S = S1;

Dn = {(z1, ..., zn) ∈ Cn : |zi| < 1 für i = 1, ..., n}, der offene Einheitspolyzylinder im Cn;

D
n
, der abgeschlossene Einheitspolyzylinder im Cn;

D = D1;

Bn = {(z1, ..., zn) ∈ Cn :
∑n

i=1 |zi|2 < 1}, die offene Einheitskugel im Cn;

B
n
, die abgeschlossene Einheitskugel im Cn;

Rn
∗ = Rn\{0};

C∗ = C\{0};
C(K ), die C∗-Algebra der stetigen Funktionen auf einer kompakten Menge K ;

‖f‖∞,K = sup{|f(z)| : z ∈K } für f ∈ C(K );

O(U), die holomorphen Funktionen auf einer offenen Teilmenge U einer komplexen Man-

nigfaltigkeit;
◦
A,A, das Innere und der Abschluss einer Teilmenge A eines topologischen Raumes;

Bor(X), die Menge der Borelmengen eines topologischen Raumes X;

M(Cn), die Menge der regulären komplexen Borelmaße auf Cn;

M(B), die Menge {µ ∈M(Cn) : supp(µ) ⊂ B} für eine Teilmenge B ⊂ Cn;

M+(B), die Menge der positiven Maße in M(B);

L2(µ) = L2(Cn,Bor(Cn), µ) für ein Maß µ ∈M(Cn);

L∞(µ) = L∞(Cn,Bor(Cn), µ) für ein Maß µ ∈M(Cn);

xiii





Kapitel 0

Prolog: Mehrdimensionale

Spektraltheorie

In dieser Arbeit wird unter einem Operator stets eine lineare Abbildung zwischen Vek-

torräumen verstanden. Die Menge der stetigen Operatoren zwischen topologischen Vek-

torräumen E und F wird mit L(E,F ) bezeichnet bzw. L(E), falls F = E. Die kompak-

ten Operatoren in L(E,F ) werden mit K(E,F ) bezeichnet bzw. K(E), falls F = E.

Die Calkin-Algebra C(E) eines Banachraumes E ist definiert als Banachraumquotient

L(E)/K(E).

0.1 Vertauschende Operatortupel, Koszul-Komplex und

Taylor-Spektren

Für zwei Operatoren A,B ∈ L(E) sei [A,B] = AB−BA. Ist E ein Banachraum, n ∈ N und

T = (T1, ..., Tn) ein Tupel stetiger Operatoren aufE, so wird T vertauschend genannt, wenn

[Ti, Tj ] = 0 für i, j = 1, ..., n gilt. J.L. Taylor hat in [Tay70a] zum Studium solcher Tupel

den Koszul-Komplex herangezogen, um eine adäquate Verallgemeinerung des Spektrums

eines einzelnen Operators auf die mehrdimensionale Situation zu erhalten. Beim Koszul-

Komplex eines vertauschenden Operatortupels T = (T1, ..., Tn) auf einem Banachraum E

handelt sich um einen Komplex K•(T,E) der Form

0→ Λ0(s,E)
δ0T−→ Λ1(s,E)

δ1T−→ · · · δ
n−1
T−→ Λn(s,E)→ 0, (1)

wobei s = (s1, ..., sn) für ein Tupel aus n Unbestimmten, Λp(s) für die Formen vom Grad

p ∈ {0, ..., n} in den Unbestimmten s1, ..., sn, Λp(s,E) für das Tensorprodukt Λp(s) ⊗ E
und δpT : Λp(s,E)→ Λp+1(s,E) für die Abbildung

δpTx =

(
n∑

i=1

Tisi

)
∧ x, x ∈ Λp(s,E),

1
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steht (für Details vgl. [EP96] oder [Vas82b]). Setzt man Λ−l(s,E) = Λn+l(s,E) = {0},
δ−lT ≡ 0 und δn−1+l

T ≡ 0 für alle l ∈ N, so ist der Koszul-Komplex (1) ein Banachraum-

Komplex , d.h. eine Familie (E•, δ•) = (Ep, δp)p∈Z bestehend aus Banachräumen Ep und

stetigen Operatoren δp : Ep → Ep+1 mit δp+1δp = 0 für alle p ∈ Z. Die Kohomologie-

gruppen eines solchen Komplexes, d.h. die Quotienten ker δp/ im δp−1, p ∈ Z, werden mit

Hp(E•, α•) bezeichnet; es handelt sich hierbei kanonisch um (komplexe) Vektorräume.

Für z = (z1, ..., zn) ∈ Cn und T = (T1, ..., Tn) ∈ L(E)n sei z − T = (z1 − T1, ..., zn −
Tn). Das (Taylor-)Spektrum σ(T ) von T ist die Menge derjenigen z ∈ Cn, für die der

Koszul-Komplex K•(z − T,E) nicht exakt ist. Das wesentliche (Taylor-)Spektrum σe(T )

von T ist die Menge derjenigen z ∈ Cn, für die für wenigstens ein p ∈ {0, ..., n} der

Quotient Hp(K•(z − T,E)) = ker δpz−T / im δp−1
z−T nicht endlich-dimensional ist. Der Raum

Hp(K•(z−T,E)) heißt p-te Kohomologiegruppe des Koszul-Komplexes von T an der Stelle

z. Die Resolventenmenge von T ist ρ(T ) = Cn\σ(T ) und die wesentliche Resolventenmenge

von T ist ρe(T ) = Cn\σe(T ).

Vasilescu hat in [Vas77] gezeigt, dass im Falle eines Hilbertraumes E = H eine andere

Definition für das Spektrum gegeben werden kann: Ist T = (T1, ..., Tn) ∈ L(H)n ein vertau-

schendes Tupel, H =
⊕n

p=0 Λp(s,H) (versehen mit der kanonischen Hilbertraumstruktur)

und δz−T = δ0z−T ⊕ · · · ⊕ δn−1
z−T ∈ L(H) (z ∈ Cn), so gilt

σ(T ) = {z ∈ C
n : δz−T + δ∗z−T ist nicht invertierbar in L(H)}.

Es kommt in diesem Fall also nur auf die Invertierbarkeit eines einzelnen geeignet defi-

nierten Hilbertraumoperators an. Dies lässt sich zur Definiton eines Spektrums für ein

vertauschendes Tupel a = (a1, ..., an) von Elementen in einer unitalen C∗-Algebra A ver-

allgemeinern ([Vas82]). Sei hierzu Λ(s) =
⊕n

p=0 Λp(s) die äußere Algebra in den Unbe-

stimmten s = (s1, ..., sn) und seien für j = 1, ..., n die Abbildungen σj : Λ(s) → Λ(s)

definiert durch σj(ξ) = sj ∧ ξ. Ist a = (a1, ..., an) ein vertauschendes Tupel in A, d.h. gilt

aiaj = ajai für i, j = 1, ..., n, und ist δa = a1 ⊗ σ1 + · · ·+ an ⊗ σn ∈ A⊗L(Λ(s)), so kann

σA(a) definiert werden durch

σA(a) = {z ∈ C
n : δz−a + δ∗z−a ist nicht invertierbar in A⊗ L(Λ(s))}.

Ist B eine weitere unitale C∗-Algebra und ist ϕ : A → B ein unitaler ∗-Monomorphismus,

so gilt für ϕ(a) = (ϕ(a1), ...., ϕ(an)) die Gleichheit σA(a) = σB(ϕ(a)), da ϕ den unitalen

∗-Monomorphismus ϕ⊗1 : A⊗L(Λ(s))→ B⊗L(Λ(s)) induziert. Nach Gelfand-Naimark-

Segal existieren ein Hilbertraum H und ein unitaler ∗-Monomorphismus ϕ : A → L(H).

In diesem Fall gilt

σA(a) = σL(H)(ϕ(a)) = σ(ϕ(a)).

In einer unitalen Banachalgebra A sei für ein vertauschendes Tupel a ∈ An das Spek-

trum σA(a) definiert durch

σA(a) = σ(La),

2



0.2. Wesentlich vertauschende Tupel und wesentliche Spektren

wobei rechts das Taylor-Spektrum des Multiplikationstupels La = (La1 , ..., Lan ) ∈ L(A)n

mit Lai
: A → A, x 7→ aix für i = 1, ..., n gemeint ist. Im Falle einer unitalen C∗-Algebra

A ist diese Definition konsistent mit der weiter oben gegebenen. Im Falle A = L(E), E

Banachraum, gilt i.Allg. hingegen nur σ(a) ⊂ σ(La). Die Menge σ(La) wird in diesem Fall

das Split-Spektrum von a genannt und auch mit σc(a) bezeichnet.

0.2 Wesentlich vertauschende Operatortupel und

wesentliche Spektren

Neben vertauschenden Operatortupeln werden für uns wesentlich vertauschende Opera-

tortupel eine wichtige Rolle spielen. Es handelt sich hierbei um Tupel T = (T1, ..., Tn) ∈
L(E)n, E Banachraum, die [Ti, Tj ] ∈ K(E) für i, j = 1, .., n erfüllen. Schreibt man

T +K(E) für das Tupel (T1 +K(E), ..., Tn +K(E)) ∈ C(E)n, so ist ein wesentlich vertau-

schendes Tupel T ∈ L(E)n ein Tupel, für das T +K(E) ein vertauschendes Tupel in der

Calkin-Algebra C(E) ist. Für die in §0.1 definierten stetigen Operatoren δpT , p ∈ Z, gilt in

diesem Fall δp+1
T δpT ∈ K(Λp(s,E),Λp+2(s,E)), und die Folge (Λp(s,E), δpT )p∈Z ist nur noch

ein wesentlicher Banachraum-Komplex . Ein wesentlicher Banachraum-Komplex ist eine

Folge (E•, δ•) = (Ep, δp)p∈Z bestehend aus Banachräumen Ep und stetigen Operatoren

δp : Ep → Ep+1 mit δp+1δp ∈ K(Ep, Ep+2) für alle p ∈ Z. Auch im Falle eines wesent-

lich vertauschenden Tupels T ∈ L(E)n wird K•(T,E) für die Sequenz (Λp(s,E), δpT )p∈Z

geschrieben. Man nennt K•(T,E) dann den wesentlichen Koszul-Komplex von T .

Ist E = H ein Hilbertraum, so ist C(H) in natürlicher Weise eine unitale C∗-Algebra.

Für ein wesentlich vertauschendes Tupel T = (T1, ..., Tn) ∈ L(H)n definiert man

σe(T ) = σC(H)(T +K(H)). (2)

Ist T ∈ L(H)n vertauschend, so folgt die Konsistenz dieser Definition mit der in §0.1
angegebenen Definition des wesentlichen Taylor-Spektrums aus [EP96], Corollary 2.6.11

und Lemma 2.6.13.

Für ein wesentlich vertauschendes Tupels T = (T1, ..., Tn) ∈ L(E)n auf einem Banach-

raum E bezeichnen wir die Menge

σe,c(T ) = σC(E)(T +K(E))

als das wesentliche Split-Spektrum von T . Sie ist im Falle vertauschender Tupel T i.Allg.

größer als das in §0.1 definierte wesentliche Spektrum σe(T ) von T .

0.3 Funktionalkalküle und spektrale Abbildungssätze

Unter einem (Funktional-)Kalkül für ein Tupel a = (a1, ..., an) in einer unitalen Bana-

chalgebra A versteht man einen Algebrenhomomorphismus Φa : F → A über einer Alge-

3
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bra F komplexwertiger Funktionen auf einer Menge X ⊂ Cn mit 1, z1, ..., zn ∈ F ,1 der

Φa(1) = 1A und Φa(zi) = ai für i = 1, ..., n erfüllt. Man sagt in diesem Fall auch, a besitze

einen F-Kalkül. Sind F und A mit geeigneten Topologien versehen und besitzt das Tupel

a = (a1, ..., an) ∈ An einen F-Kalkül Φa, der bzgl. diesen Topologien stetig ist, so ergeben

sich aus guten Kenntnissen der Algebra F (inklusive ihrer topologischen Eigenschaften)

oft interessante Strukturaussagen für das Tupel a.

Ist A = L(E) für einen Banachraum E und a = (a1, ..., an) ∈ An ein vertauschen-

des Tupel, so führt Taylor in [Tay70b] für jede offene Umgebung U des Spektrums σ(a)

den holomorphen Funktionalkalkül von a über U ein. Es handelt sich hierbei um einen

O(U)-Kalkül für a. Versieht man O(U) mit der Topologie der kompakt-gleichmäßigen

Konvergenz, so ist dieser Kalkül stetig.

Ist A eine kommutative unitale C∗-Algebra und a = (a1, ..., an) ∈ An, so ist δa + δ∗a
genau dann invertierbar, wenn ein Tupel b = (b1, ..., bn) ∈ An existiert mit a1b1 + · · · +
anbn = 1 ([Vas82], Proposition 2.6). IstM(A) der Gelfand-Raum von A, so ist â(M(A)) =

σA(a), wobei â = (â1, ..., ân) und âi die Gelfand-Transformierte von ai, i = 1, ..., n, ist.

(Man vergleiche hierfür und für das Folgende [Vas82].) WirdA als C∗-Algebra von a1, ..., an

erzeugt, so ist â : M(A) → σA(a) ein Homöomorphismus und Γa : A → C(σA(a)),

b 7→ b̂ ◦ â−1 ein ∗-Isomorphismus. Nützlich ist die Abbildung Γa im Falle eines normalen

Tupels a in einer unitalen C∗-Algebra B. Hierunter versteht man ein vertauschendes Tupel

a = (a1, ..., an), für das die Elemente a1, ..., an normale Elemente in der C∗-Algebra B sind.

Ist M ⊂ B eine Teilmenge und 1B das Einselement von B, so bezeichne C∗(M) die von

M und 1B in B erzeugte C∗-Algebra. Für ein normales Tupel a ∈ Bn ist A = C∗(a) eine

kommutative unitale C∗-Algebra und die Inverse Φa = Γ−1
a : C(σA(a)) → C∗(a) ⊂ B

liefert den stetigen Funktionalkalkül des normalen Tupels a.

In einem Hilbertraum H versteht man unter einem wesentlich normalen Tupel T =

(T1, ..., Tn) ∈ L(H)n ein Tupel mit [Ti, Tj ], [Ti, T
∗
j ] ∈ K(H) für i, j = 1, ..., n. Da die Calkin-

Algebra C(H) eines Hilbertraumes H eine unitale C∗-Algebra ist, ist ein Tupel T ∈ L(H)n

genau dann wesentlich normal, wenn T+K(H) ein normales Tupel in C(H) ist. Der stetige

Kalkül von T +K(H) liefert wegen (2) einen stetigen wesentlichen Kalkül für T , d.h. einen

unitalen Algebrenhomomorphismus ΦT : C(σe(T ))→ C(H) über den stetigen Funktionen

auf dem wesentlichen Spektrum von T mit ΦT (zi) = Ti+K(H) für i = 1, ..., n. I.Allg. wird

in einem Banachraum E unter einem wesentlichen F-Kalkül (F eine Funktionenalgebra

wie zuvor) für ein Tupel T ∈ L(E)n ein unitaler Algebrenhomomorphismus ΦT : F → C(E)

mit ΦT (zi) = Ti + K(E) für i = 1, ..., n verstanden (in diesem Fall ist T automatisch

wesentlich vertauschend). Ist F = C(σe,c(T )), so wird ΦT ein stetiger wesentlicher Kalkül

genannt.

Ist a = (a1, ..., an) ∈ An ein Tupel in einer unitalen Banachalgebra A und ist Φa : F →
A ein Kalkül für a über einer Algebra F von Funktionen (F wie zuvor), so sei für k ∈ N

1Gemeint sind die Abbildungen X → C, (z1, ..., zn) 7→ 1, (z1, ..., zn) 7→ zi für i = 1, ..., n.
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0.3. Funktionalkalküle und spektrale Abbildungssätze

die Abbildung Φk
a : Fk → Ak definiert durch Φk

a(f1, ..., fk) = (Φa(f1), ...,Φa(fk)). Es gilt

der folgende spektrale Abbildungssatz für ein Tupel a ∈ An:
• Ist a vertauschend und Φa : C(σA(a))→ A ein stetiger Kalkül für a, so ist

σA(Φk
a(f)) = f(σA(a))

für alle f ∈ C(σA(a))k.

Mit Hilfe der oben gegebenen Definitionen

σA(a) = σ(La) und σA(Φk
a(f)) = σ(LΦk

a(f))

führt man diesen spektralen Abbildungssatz zurück auf wohlbekannte spektrale Abbil-

dungssätze für nicht-analytische Funktionalkalküle des Multiplikationstupels La ∈ L(A)n

(vgl. [Alb74]).

Für einen Banachraum E und ein Tupel T ∈ L(E)n ergeben sich folgende wichtige Spezi-

alfälle:

• Ist E ein Hilbertraum, T ein normales Tupel und ΦT der stetige Kalkül von T , so

ist

σ(Φk
T (f)) = f(σ(T ))

für alle f ∈ C(σ(T ))k.

• Ist E ein Hilbertraum, T ein wesentlich normales Tupel und ΦT der stetige wesent-

liche Kalkül von T , so ist

σC(E)(Φ
k
T (f)) = f(σe(T ))

für alle f ∈ C(σe(T ))k.

• Ist T ein wesentlich vertauschendes Tupel und ΦT ein stetiger wesentlicher Kalkül

von T , so ist

σC(E)(Φ
k
T (f)) = f(σe,c(T ))

für alle f ∈ C(σe,c(T ))k (siehe Lemma 1.3.2).

Im Bezug auf den holomorphen Kalkül gilt ([EP96], Theorem 2.6.2):

• Ist T vertauschend, U ⊃ σ(T ) offen und ΦT der holomorphe Kalkül von T über U ,

so ist

σ(Φk
T (f)) = f(σ(T ))

für alle f ∈ O(U)k
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Kapitel 1

Mehrdimensionale Indextheorie

1.1 Fredholmtheorie

Sind E,F Banachräume und ist T ∈ L(E,F ), so nennt man T einen Fredholm-Operator,

wenn dim(ker T ) < +∞ und im T endlich-kodimensional in F ist, d.h. wenn F/ im T

endliche Dimension hat. In diesem Fall ist

indT = dim(ker T )− dim(F/ im T )

der (Fredholm-)Index von T . Ein Operator T ∈ L(E,F ) ist genau dann ein Fredholm-

Operator, wenn invertierbare Operatoren A ∈ L(E), B ∈ L(F ) existieren und Operatoren

S, S̃ ∈ L(F,E) so, dass

ST ∈ A+K(E) und T S̃ ∈ B +K(F )

gilt ([Schr00], Satz 4.2.8). Ist F = E, so kann A = B = idE und S̃ = S gewählt werden.

Der Operator S heißt in diesem Fall eine wesentliche Inverse von T (Satz von Atkinson).

Der Index lässt sich folgendermaßen auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinern.

Ist T = (T1, ..., Tn) ein vertauschendes Tupel stetiger Operatoren auf einem Banachraum

E und sind die Kohomologiegruppen Hp(K•(T,E)) für p = 0, ..., n endlich-dimensionale

Vektorräume, so heißt das Tupel T Fredholm-Tupel. Der Index von T ist dann definiert

durch

ind T =

n∑

i=0

(−1)i dimH i(K•(T,E)).1

Man nennt einen Banachraum-Komplex (E•, δ•) einen Fredholm-Komplex , wenn es

eine Familie (εp)p∈Z von Operatoren εp ∈ L(Ep, Ep−1) gibt mit

δp−1εp + εp+1δp ∈ idEp +K(Ep) (1.1)

1Es handelt sich hierbei um die Euler-Charakteristik des Koszul-Komplexes von T , vgl. [EP96], Lemma

10.2.4.
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für alle p ∈ Z. Die Familie ε• = (εp)p∈Z wird in diesem Fall eine wesentlich splittende Fami-

lie für (E•, δ•) genannt und verallgemeinert die Tatsache der Existenz einer wesentlichen

Inversen für einen einzelnen Fredholm-Operator.

Für ein vertauschendes Operatortupel T ∈ L(E)n gilt ([EP96], Lemma 2.6.13):

T ist ein Fredholm-Tupel und

ker δpT ⊂ Λp(s,E) ist ein komple-

mentierter Teilraum für alle p ∈ Z




 ⇐⇒ K•(T,E) ist ein Fredholm-Komplex.

Auch für ein wesentlich vertauschendes Tupel T ∈ L(E)n lässt sich unter geeigneten

Bedingungen ein Index definieren. Hierzu wird der Begriff eines wesentlichen Fredholm-

Komplexes benötigt: Ein wesentlicher Banachraum-Komplex (E•, δ•) heißt wesentlicher

Fredholm-Komplex , wenn eine Familie (εp)p∈Z von Operatoren εp ∈ L(Ep, Ep−1) existiert

mit (1.1). Formal entspricht die Definition somit derjenigen eines Fredholm-Komplexes,

und auch in diesem Fall wird ε• = (εp)p∈Z eine wesentlich splittende Familie für (E•, δ•)

genannt.

Sei (E•, δ•) ein wesentlicher Fredholm-Komplex und sei ε• = (εp)p∈Z eine beliebige

wesentlich splittende Familie für (E•, δ•). Seien die stetigen Operatoren

D = D(ε•) :
⊕

p∈Z

E2p →
⊕

p∈Z

E2p+1 und D′ = D′(ε•) :
⊕

p∈Z

E2p+1 →
⊕

p∈Z

E2p

definiert durch D|E2p = ε2p + δ2p und D′|E2p+1 = ε2p+1 + δ2p+1 für alle p ∈ Z. Dann ist

DD′ ∈ L
(⊕

E2p+1
)−1

+K
(⊕

E2p+1
)

und D′D ∈ L
(⊕

E2p
)−1

+K
(⊕

E2p
)
,

d.h. D und D′ sind Fredholm-Operatoren ([EP96], §10.2).
Bezeichnet man die Menge der Fredholm-Operatoren zwischen zwei Banachräumen

E,F mit Fred(E,F ) und sind T, S ∈ Fred(E,F ), so nennt man T und S homotop, wenn

eine stetige Abbildung γ : [0, 1] → Fred(E,F ) existiert mit γ(0) = T und γ(1) = S. Die

Abbildung γ wird eine Homotopie zwischen T und S genannt. Der Fredholm-Index ist

homotopieinvariant, d.h. sind T, S ∈ Fred(E,F ) homotope Fredholm-Operatoren, so ist

indT = indS ([Schr00], Satz 4.2.4). Zwei wesentlich splittende Familien ε• und ε̃• für einen

wesentlichen Fredholm-Komplex (E•, δ•) induzieren stets homotope Fredholm-Operatoren

D(ε•) und D(ε̃•); eine Homotopie γ : [0, 1] → Fred(
⊕
E2p,

⊕
E2p+1) wird etwa gegeben

durch γ(t) = D((1 − t)ε• + tε̃•), t ∈ [0, 1]. Dies zeigt, dass für eine beliebige wesentlich

splittende Familie ε• eines wesentlichen Fredholm-Komplexes (E•, δ•) die Definition

ind(E•, δ•) = indD(ε•)

sinnvoll, d.h. unabhängig von der Wahl von ε• ist.

Ein wesentlich vertauschendes Tupel T ∈ L(E)n heißt wesentliches Fredholm-Tupel ,

wenn K•(T,E) ein wesentlicher Fredholm-Komplex ist. In diesem Fall ist der Index von

T definiert durch

indT = indK•(T,E).
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1.1. Fredholmtheorie

Diese Definition des Index stimmt nach [EP96], Lemma 10.2.4, im Falle eines vertauschen-

den Operatortupels, dessen Koszul-Komplex ein Fredholm-Komplex ist, mit der zu Beginn

dieses Paragraphen gegebenen Definition überein.

Im Folgenden geht es um Eigenschaften wesentlicher Fredholm-Tupel und ihrer Indizes.

Für eine Teilmenge M ⊂ L(E), E Banachraum, bezeichnet M ′ die Kommutanten-Algebra

von M , d.h. die Menge {S ∈ L(E);TS = ST für alle T ∈M}.

Proposition 1.1.1 Sei T = (T1, ..., Tn) ∈ L(E)n ein wesentlich vertauschendes Tupel und

j ∈ {1, ...n}. Ist Tj Fredholmsch, so ist T ein Fredholm-Tupel. Ist Tj sogar invertierbar

und gilt Tj ∈ {T1, ..., Tn}′, so ist T ein Fredholm-Tupel mit indT = 0.

Beweis: Ist Tj Fredholmsch, so ist LTj+K(E) ∈ L(C(E)) invertierbar. Nach Lemma 2.2.2

in [EP96] ist dann der Koszul-Komplex K•(LT+K(E), C(E)) von LT+K(E) ∈ L(C(E))n

exakt. Es folgt aus [EP96], Proposition 10.2.2, dass T ein wesentliches Fredholm-Tupel

ist.

Für den zweiten Teil des Beweises nehmen wir zur Vereinfachung der Notation an, dass

j = 1 ist. Der allgemeine Fall lässt sich analog beweisen.

Sei T1 ∈ {T2, ..., Tn}′ invertierbar und S = T−1
1 . Seien für p ∈ {1, ..., n} die Abbildungen

εp : Λp(s,E)→ Λp−1(s,E) definiert durch

εp(xsi1 ∧ · · · ∧ sip) =

{
(Sx)si2 ∧ · · · ∧ sip, falls i1 = 1

0, falls i1 6= 1
,

wobei x ∈ E und 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n. Sei I = {(i1, ..., ip) ∈ {1, ..., n}p; 1 ≤ i1 < · · · <
ip ≤ n}. Für I = (i1, ..., ip) ∈ I sei sI = si1 ∧ · · · ∧ sip.

Für ξ = xsI mit x ∈ E und I = (i1, ..., ip) ∈ I mit i1 6= 1 gilt dann δp−1
T εpξ = 0 und

εp+1δpT ξ = εp+1

(
n∑

i=1

(Tix)si ∧ sI
)

= εp+1((T1x)s1 ∧ sI) + εp+1

(
n∑

i=2

(Tix)si ∧ sI
)

︸ ︷︷ ︸
∈ker εp+1

= (ST1x)sI = ξ.

Sei ξ = xsI mit x ∈ E und I = (1, i2, ..., ip) ∈ I, und sei I ′ = (i2, ..., ip). Dann gilt

(δp−1
T εp + εp+1δpT )ξ = δp−1

T ((Sx)sI′) + εp+1

(
n∑

i=2

(Tix)si ∧ sI
)

= (T1Sx)s1 ∧ sI′ +
n∑

i=2

(TiSx)si ∧ sI′ −
n∑

i=2

(STix)si ∧ sI′ ,

wobei sich das negative Vorzeichen des letzten Summanden aus si ∧ sI = −s1 ∧ si ∧ sI′
ergibt. Also ist

(δp−1
T εp + εp+1δpT )ξ = ξ +

n∑

i=2

(TiS − STi)x si ∧ sI′ = ξ.

9



KAPITEL 1. Mehrdimensionale Indextheorie

Insgesamt folgt

δp−1
T εp + εp+1δpT = idΛp(s,E)

für alle p ∈ Z. Die Definition von D = D(ε•) und D′ = D′(ε•) und eine einfache Rechnung

zeigen, dass in diesem Fall die Operatoren DD′ und D′D beide invertierbar sind. Also ist

auch D invertierbar und damit

indT = indD = 0.

�

In der nachfolgenden Proposition werden Eigenschaften des Index aufgelistet, die im

Folgenden benötigt werden.

Proposition 1.1.2 Sei T = (T1, ..., Tn) ∈ L(E)n ein wesentlich vertauschendes Tupel. Ist

T wesentlich Fredholm, so gilt:

(a) Ist π eine Permutation von {1, ..., n}, so ist Tπ = (Tπ(1), ..., Tπ(n)) ein wesentliches

Fredholm-Tupel und es gilt indTπ = indT .

(b) Ist K = (K1, ...,Kn) ∈ K(E)n, so ist T +K ein wesentliches Fredholm-Tupel und

es gilt ind(T +K) = indT .

(c) Ist S = (S1, ..., Sn) ∈ L(E)n ein wesentlich vertauschendes Tupel derart, dass

max{‖Si−Ti‖; i = 1, ..., n} hinreichend klein ist, so ist S ein wesentliches Fredholm-

Tupel und es gilt indS = indT .

Ist T = (T1, ..., Tn) ∈ L(E)n ein beliebiges wesentlich vertauschendes Tupel, so gilt:

(d) Sind R,Q ∈ L(E) derart, dass (R,T1, ..., Tn) ∈ L(E)n+1 und (Q,T1, ..., Tn) ∈
L(E)n+1 wesentliche Fredholm-Tupel sind, so ist auch (RQ,T1, ..., Tn) ∈ L(E)n+1

ein wesentliches Fredholm-Tupel und es gilt

ind(RQ,T1, ..., Tn) = ind(R,T1, ..., Tn) + ind(Q,T1, ..., Tn).

Beweis: Der Beweis von Teil (a) ist elementar. Man benutzt, dass die wesentlichen

Komplexe K•(T,E) und K•(Tπ, E) kanonisch isomorph sind.

Die Teile (b) und (c) folgen aus [EP96], Proposition 10.2.3.

Teil (d) wird für Hilberträume in [Put82], Theorem 3.6, behandelt. Der dort gegebene

Beweis bleibt auch für Banachräume richtig:

Mit (R,T1, ..., Tn) und (Q,T1, ..., Tn) ist auch die direkte Summe

(R⊕Q,T ⊕ T ) = (R⊕Q,T1 ⊕ T1, ..., Tn ⊕ Tn) ∈ L(E ⊕ E)n

ein wesentliches Fredholm-Tupel und es gilt

ind(R,T ) + ind(Q,T ) = ind(R ⊕Q,T ⊕ T ).
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1.1. Fredholmtheorie

Für t ∈ R sei Mt =

(
cos t sin t

− sin t cos t

)

. Dann wird durch

St =

((
R 0

0 I

)

Mt

(
I 0

0 Q

)

M∗
t , T ⊕ T

)

∈ L(E ⊕ E)n+1

ein wesentliches Fredholm-Tupel definiert mit

S0 = (R ⊕Q,T ⊕ T ), Sπ
2

= ((RQ)⊕ I, T ⊕ T )

(vgl. [Put82]). Da die Familie (St)t∈[0,π
2
] stetig vom Parameter t abhängt, folgt aus der in

Teil (c) formulierten Invarianz des Index gegen kleine Störungen, dass indS0 = indSπ
2

ist.

Proposition 1.1.1 zeigt, dass (RQ,T ) ein wesentliches Fredholm-Tupel ist mit

ind(RQ,T ) = ind(RQ,T ) + ind(I, T ) = ind((RQ)⊕ I, T ⊕ T )

= ind(R⊕Q,T ⊕ T ) = ind(R,T ) + ind(Q,T ).

�

Teil (b) dieser Proposition drückt die Eigenschaft des Index aus, stabil unter kompakten

Störungen, und Teil (c) die Eigenschaft, stabil unter kleinen Störungen zu sein.

Eine äquivalente Definition für das wesentliche Split-Spektrum eines wesentlich ver-

tauschenden Tupels T ∈ L(E)n ist

σe,c(T ) = {z ∈ C
n; z − T ist kein wesentliches Fredholm-Tupel}

([EP96], Proposition 10.2.2). Dies ist nützlich für den Beweis der nachfolgenden Proposi-

tion.

Proposition 1.1.3 Sei T = (T1, ..., Tn) ∈ L(E)n ein wesentlich vertauschendes Tupel.

Dann ist

σe,c(T ) ⊂ σe(T1)× · · · × σe(Tn).

Die Abbildung Cn\σe,c(T ) → Z, z 7→ ind(z − T ) ist konstant auf jeder Zuammenhangs-

komponente von Cn\σe,c(T ) und verschwindet auf der unbeschränkten Zusammenhangs-

komponente.

Beweis: Die Inklusion σe,c(T ) ⊂ σe(T1)× · · · × σe(Tn) folgt aus Proposition 1.1.1. Aus

Teil (c) von Proposition 1.1.2 folgt, dass ind(z−T ) lokal-konstant und damit konstant auf

den Zusammenhangskomponenten von Cn\σe,c(T ) ist.

Um zu zeigen, dass ind(z − T ) auf der unbeschränkten Komponente von Cn\σe,c(T )

verschwindet, sei (Λp(s,E), δpz )p∈Z = K•(z − T,E) der wesentliche Koszul-Komplex von

z − T . Die komplexen Zahlen C werden mit einem Teilraum von Cn vermöge C → Cn,

w 7→ (w, 0) identifiziert. Für w ∈ C mit |w| > ‖T1‖ setzen wir Sw = (w − T1)
−1 und

11



KAPITEL 1. Mehrdimensionale Indextheorie

definieren wie im Beweis von Proposition 1.1.1 Abbildungen εpw : Λp(s,E) → Λp−1(s,E)

(p = 1, ..., n) durch

εpw(xsi1 ∧ ... ∧ sip) =

{
(Swx)si2 ∧ ... ∧ Sip , falls i1 = 1

0, sonst.

Man rechnet leicht nach, dass εp−1
w εpw = 0 für alle p ∈ Z gilt. Eine Analyse des Beweises

von Proposition 1.1.1 zeigt, dass für w ∈ C mit |w| > ‖T1‖ und p ≥ 0 gilt

δp−1
w εpw + εp+1

w δpw ∈ 1Λp(s,E) +K(Λp(s,E)).

Andererseits konvergieren die Operatoren auf der linken Seite für |w| → ∞ gegen 1Λp(s,E).

Die Definition der Operatoren Dw = D(ε•w), D′
w = D′(ε•w) zeigt, dass die Produkte

DwD
′
w und D′

wDw für genügend große |w| invertierbar sind. Dann ist für solche w aber

auch Dw invertierbar und wir erhalten

ind(w − T ) = indDw = 0.

�

Zum Abschluss dieses Paragraphen soll noch auf ein Satz hingewiesen werden, der in

§1.3 verallgemeinert wird. Sei hierzu N ∈ L(H)n ein wesentlich normales Tupel auf einem

Hilbertraum H. Der stetige wesentliche Kalkül von N werde mit ΦN bezeichnet (siehe

Prolog, Seite 4). Ist g ∈ C(σe(N))n, so sei g(N) = Φn
N(g) ∈ C(H)n. Sei ĝ(N) ∈ L(H)n ein

beliebiges Tupel mit ĝ(N) +K(H) = g(N) und sei w /∈ g(σe(N)). Dann haben Eschmeier

und Putinar die folgende Indexformel bewiesen:

ind(w − ĝ(N)) =
∑

deg(g,C,w) indC N,

wobei sich die Summe über die beschränkten Zusammenhangskomponenten von Cn\σe(N)

erstreckt, deg(g,C,w) für den Abbildungsgrad der Funktion g um w bzgl. C steht (man be-

achte, dass nur für endlich viele beschränkte Zusammenhangskomponenten von Cn\σe(N)

gilt deg(g,C,w) 6= 0, siehe §1.2) und indC N = ind(z − N) für ein beliebiges z ∈ C ist

(die Wohldefiniertheit folgt aus Proposition 1.1.3). Diese Indexformel wird in [EP96] (Satz

10.3.15) mit Methoden der topologischen K-Theorie bewiesen. Wir werden in §1.3 einen

Beweis dieser Formel angeben, der mit mengentheoretischer Topologie, elementarer Ana-

lysis und der Homotopietheorie der Einheitssphären auskommt. Gleichzeitig erhalten wir

eine geeignete Verallgemeinerung der obigen Formel auf die Situation von Banachräumen.

1.2 Der Abbildungsgrad

In diesem Paragraphen beweisen wir einen Homotopie-Satz (Satz 1.2.4), der in §1.3 benö-

tigt wird. Dieser Satz kann als eine Verallgemeinerung eines klassischen Satzes von Hopf

(Satz 1.2.2) aufgefasst werden und ist implizit in einer Arbeit von Eilenberg ([Eil40]) ent-

halten. Eilenberg benutzt zum Beweis Zykel und Kozykel über Zellenkomplexe und kon-

struiert hieraus eine Kohomologietheorie. Der Beweis, den wir hier führen werden, kommt
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mit mengentheoretischer Topologie, elementarer Analysis und der Homotopietheorie der

Einheitssphären aus.

Seien X,Y topologische Räume. Für die Menge der stetigen Funktionen zwischen X

und Y wird wie üblich C(X,Y ) geschrieben. Eine stetige Abbildung H : X × [0, 1] → Y

heißt Homotopie. Zwei Funktionen f, g ∈ C(X,Y ) heißen homotop, in Zeichen f ∼ g, wenn

eine Homotopie H : X × [0, 1] → Y existiert mit H(·, 0) = f und H(·, 1) = g; in diesem

Fall verbindet die Homotopie f und g. Eine Abbildung f ∈ C(X,Y ) heißt nullhomotop,

wenn f homotop zu einer konstanten Abbildung ist. Ein topologischer Raum X heißt

zusammenziehbar, wenn die identische Abbildung auf X nullhomotop ist, d.h. wenn ein

x̃ ∈ X und eine Homotopie H : X× [0, 1]→ X existieren mit H(x, 0) = x und H(x, 1) = x̃

für alle x ∈ X.

Die euklidische Norm auf Rn wird mit | · | bezeichnet und der Abstand eines Punktes

x ∈ Rn zu einer Menge A ⊂ Rn mit dist(x,A). Für eine offene Teilmenge Ω ⊂ Rn und

k ∈ N sei Ck(Ω,Rn) die Menge der k-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen

Ω→ Rn. Für f ∈ C1(Ω,Rn) wird mit Jf (x) die Jacobi-Determinante von f an der Stelle

x ∈ Ω bezeichnet und mit kf die Menge {x ∈ Ω : Jf (x) = 0} der kritischen Punkte von f .

Ein regulärer Wert von f ist ein y ∈ Rn mit f−1(y) ∩ kf = ∅.

Der analytische Abbildungsgrad ist eine Abbildung, die einem Tripel (f,Ω, y) bestehend

aus einer beschränkten offenen Menge Ω ⊂ Rn, einer Funktion f ∈ C(Ω,Rn) und einem

Punkt y ∈ Rn\f(∂Ω) die ganze Zahl

d(f,Ω, y) =
∑

x∈f̃−1(ỹ)

sgn Jf̃ (x) (1.2)

zuordnet, wobei f̃ ∈ C(Ω,Rn) mit f̃ |Ω ∈ C2(Ω,Rn), ‖f̃ − f‖∞ < dist(y, f(∂Ω)) und ỹ

ein regulärer Wert von f̃ mit |ỹ − y| < dist(y, f̃(∂Ω)) (und definitionsgemäß
∑

∅ = 0)

ist. Dass eine solche Funktion f̃ zu f existiert, ist Analysis und die Existenz von ỹ zu

f̃ folgt aus dem Lemma von Sard. Das Lemma von Sard besagt, dass für eine offene

Menge Ω ⊂ Rn, eine Funktion f ∈ C1(Ω,Rn) und eine Lebesgue-meßbare Menge A ⊂ Ω

gilt λ(f(A)) ≤
∫
A |Jf (x)|dλ(x), wobei λ das Lebesgue-Maß auf Rn ist. Insbesondere folgt

λ(f(kf )) = 0. Natürlich ist die rechte Seite in (1.2) unabhängig von der speziellen Wahl

von f̃ und ỹ. Alle Details dieser Definition findet man in [Dei74], Kapitel 2.2

Die grundlegenden Eigenschaften des Abbildungsgrades sind in der folgenden Propo-

sition zusammengefasst (vgl. [Dei74], §8.II).

Proposition 1.2.1 Sei M = {(f,Ω, y) : Ω ⊂ Rn offen und beschränkt, f ∈ C(Ω,Rn), y ∈
Rn\f(∂Ω)} und d : M → Z der analytische Abbildungsgrad. Dann gilt für (f,Ω, y) ∈ M
und g ∈ C(Ω,Rn):

(a) d(id,Ω, z) = 1 für alle z ∈ Ω und d(f,Ω, y) = 0, falls y 6∈ f(Ω) ist.

2 Es gibt eine Reihe äquivalenter Definitionen des Abbildungsgrades. Man vergleiche etwa [GP74],

[Dug66], [tomD00], [Hu59].
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(b) d(H(·, t),Ω, y(t)) ist unabhängig von t ∈ [0, 1], wenn H : Ω × [0, 1] → Rn und

y : [0, 1]→ Rn stetig sind mit y(t) 6∈ H(∂Ω, t) für alle t ∈ [0, 1].

(c) d(g,Ω, y) = d(f,Ω, y), falls g|∂Ω = f |∂Ω ist.

(d) d(f,Ω, y) = d(f,Ω1, y), falls Ω1 ⊂ Ω offen und y 6∈ f(Ω\Ω1) ist.

(e) d(f,Ω, y) = d(f ◦ h, h−1(Ω), y) · sgn Jh, falls h : Rn → Rn ein C1-Diffeomorphismus

ist.

Sei K ⊂ Rn kompakt und sei f ∈ C(K,Rn). Sei C eine beschränkte Zusammenhangs-

komponente von Rn\K und sei y ∈ Rn\f(∂C). Der Abbildungsgrad deg(f,C, y) von f um

y bzgl. C ist dann definiert durch

deg(f,C, y) = d(f̃ |C , C, y),

wobei f̃ eine beliebige stetige Fortsetzung von f |∂C auf C ist. Dass diese Definition un-

abhängig von der speziellen Fortsetzung f̃ von f ist, folgt aus Proposition 1.2.1(c).

Ist f ∈ C(K,Rn
∗ ) und ist C eine beschränkte Zusammenhangskomponente von Rn\K,

so sei deg(f,C) = deg(f,C, 0). Besitzt die Menge Rn\K nur eine einzige beschränkte

Zusammenhangskomponente C und ist f ∈ C(K,Rn
∗ ), so sei deg(f) = deg(f,C, 0).

Sei C die Menge der beschränkten Zusammenhangskomponenten von Rn\K. Ist f :

K → Rn
∗ stetig, so gibt es höchstens endlich viele Komponenten C ∈ C mit deg(f,C) 6= 0.

Um dies einzusehen, wähle man eine stetige Fortsetzung f̃ : K̂ → Rn von f auf die

kompakte Menge K̂ = K ∪ ⋃C∈C
C und beachte, dass die offene Überdeckung

⋃
C∈C

C

von f̃−1({0}) eine endliche Teilüberdeckung hat und dass deg(f,C) = 0 gilt, falls 0 6∈ f̃(C).

Satz 1.2.2 (Satz von Hopf)

Seien f, g : Sn → Sn, n ∈ N, stetig mit deg(f) = deg(g). Dann gilt f ∼ g in C(Sn,Sn).

Einen analytischen Beweis dieses Satzes findet man in [Zei86], Theorem 16.E.3

Sind x̃ ∈ Rn und δ > 0, und ist S
n−1
δ (x̃) die δ-Sphäre um x̃ im Rn, so folgt aus dem

Satz von Hopf leicht das folgende Korollar:

Korollar 1.2.3 Seien x̃ ∈ Rn, δ > 0 und n > 1, und seien f, g : S
n−1
δ (x̃)→ Rn

∗ stetig mit

deg(f) = deg(g). Dann gilt f ∼ g in C(Sn−1
δ (x̃),Rn

∗ ).

Der Beweis dieses Korollars folgt aus dem Satz von Hopf durch Verschiebung und Ska-

lierung im Urbildbereich und aus der Tatsache, dass Sn−1 ein starker Deformationsretrakt

von Rn
∗ ist, d.h. dass eine Homotopie H : Rn

∗ × [0, 1] → Rn
∗ existiert mit H(·, 0) = idRn

∗
,

H(Rn
∗ , 1) = Sn−1 und H(x, t) = x für alle x ∈ Sn−1 und alle t ∈ [0, 1].

3Akzeptiert man die Äquivalenz unterschiedlicher Definitionen des Abbildungsgrades, so findet man

Beweise des Satzes von Hopf auch in der in Fußnote 2 genannten Literatur.
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Für topologische Räume X,Y ist die Relation ∼ auf C(X,Y ) eine Äquivalenzrelation,

durch die C(X,Y ) in Homotopieklassen eingeteilt wird. Die Menge der Homotopieklassen

wird mit [X,Y ] bezeichnet. Für eine stetige Funktion f : X → Y sei [f ] die Homotopie-

klasse von f .

Satz 1.2.4 (Homotopie-Satz)

Sei n ≥ 2 und K ⊂ Rn kompakt. Dann ist die Abbildung

d : [K,Rn
∗ ]→

⊕

C∈C

Z, [f ] 7→ (deg(f,C))C∈C ,

wobei C die Menge der beschränkten Zusammenhangskomponenten von Rn\K ist, eine

Bijektion. (Für C = ∅ werde die direkte Summe als triviale Gruppe und d als die Nullab-

bildung gelesen.)

Der Beweis dieses Satzes nimmt den Rest dieses Paragraphen in Anspruch. Wir be-

ginnen mit dem klassischen Fall n = 2; der Fall n > 2 wird am Ende des Paragraphen

bewiesen.

Beweis: (von Satz 1.2.4 für n = 2) Sei K ⊂ C kompakt, C 6= ∅ und sei pC ∈ C ein

fester Punkt für jedes C ∈ C . Es ist wohlbekannt, dass man die Menge der Homotopie-

klassen [K,C∗] identifizieren kann mit dem Quotienten C(K,C∗)/ expC(K) und dass die

Abbildung

⊕

C∈C

Z→ C(K,C∗)/ expC(K), (nC)C∈C 7→
∏

C∈C

(z − pC)nC

einen Gruppenisomorphismus definiert ([Bur79], Corollary 4.30). Man überlegt sich leicht,

dass modulo der obigen Identifizierung die Abbildung d die Umkehrabbildung dieses Grup-

penisomorphismus ist. �

Im Folgenden geht es um den Beweis von Satz 1.2.4 für den Fall n > 2. Zunächst wird

eine spezielle Klasse von Funktionen untersucht. Dazu fassen wir R vermöge R→ Rn, t 7→
(t, 0) als Teilraum von Rn auf. Seien a = (a1, ..., an), b = (b1, ..., bn) ∈ Rn mit ai < 0 < bi

für i = 2, ..., n und x1, ..., xl, t0, ..., tl ∈ R (l ∈ N) mit

t0 = a1, tl = b1 und ti−1 < xi < ti für i = 1, ..., l.

Wir benutzen die Notation [a, b] =
∏n
i=1[ai, bi]. Für i = 1, ..., l sei Bi ⊂ Rn eine offene Ku-

gel mit Mittelpunkt xi und Bi ⊂ R◦
i , wobei Ri = [ti−1, ti]× [a′, b′] mit a′ = (a2, ..., an) und

b′ = (b2, ..., bn) ∈ Rn−1 ist. Sei B =
⋃l
i=1Bi. Die nachfolgende Abbildung veranschaulicht

den Definitionsbereich einer Funktion der speziellen Klasse.
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Proposition 1.2.5 Sei n > 2 und seien f, g : [a, b]\B → Rn
∗ stetig mit deg(f,Bi) =

deg(g,Bi) für i = 1, ..., l. Dann ist f ∼ g in C([a, b]\B,Rn
∗ ).

Um den Beweis von Proposition 1.2.5 führen zu können, müssen einige Vorbereitungen

getroffen werden. Wir bezeichnen mit I das Intervall [0, 1].

Proposition 1.2.6 (Homotopie-Erweiterungssatz)

Sei X ein metrischer Raum und sei Y ein normierter Raum. Seien A ⊂ X abgeschlossen

und V ⊂ Y offen. Dann hat jede stetige Abbildung

h : (X × {0}) ∪ (A× I)→ V

eine stetige Fortsetzung H : X × I → V .

Beweis: Nach einer Verallgemeinerung des klassischen Fortsetzungssatzes von Tietze

hat h eine stetige Fortsetzung h0 : X × I → Y ([Dug66], Corollary VII.5.2). Dann ist

U = h−1
0 (V ) ⊂ X × I eine offene Umgebung von (X × {0}) ∪ (A × I) und h̃ = h0|U eine

stetige Fortsetzung von h auf U . Nach dem Lemma von Urysohn existiert eine stetige

Abbildung θ : X × I → I mit θ|A×I ≡ 1, θ|(X×I)\U ≡ 0. Dann ist die Funktion ρ : X → I,

ρ(x) = mint∈I θ(x, t) stetig, und durch r : X× I → U , r(x, t) = (x, ρ(x)t) wird eine stetige

Funktion definiert mit r|(X×{0})∪(A×I) = id(X×{0})∪(A×I). Folglich istH = h̃◦r : X×I → V

eine stetige Fortsetzung von h. �

Proposition 1.2.6 zeigt insbesondere, dass in der dort beschriebenen Situation jede

stetige Abbildung f : A → V , die homotop in C(A,V ) zu einer stetigen Abbildung g :

A → V mit einer stetigen Fortsetzung G : X → V ist, selber eine Fortsetzung zu einer

stetigen Abbildung F : X → V hat.

Lemma 1.2.7 Seien Y ein zusammenziehbarer Hausdorffraum, n > 2 und ϕ : Y ×S→ Rn
∗

stetig. Dann besitzt ϕ eine stetige Fortsetzung ϕ̃ : Y × D→ Rn
∗ .

Beweis: Sei h : Y × I → Y eine Homotopie mit h(y, 0) = y und h(y, 1) = ỹ für alle

y ∈ Y und ein ỹ ∈ Y (Y ist zusammenziehbar).

Sei ρ : S → Rn
∗ definiert durch ρ(ξ) = ϕ(ỹ, ξ). Wegen n > 2 ist die stetige Abbildung

ρ0 : S → Sn−1, ξ 7→ ρ(ξ)
|ρ(ξ)| nullhomotop ([tomD00], Satz III.3.6). Dann existiert ein η0 ∈
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1.2. Der Abbildungsgrad

Sn−1 und eine stetige Abbildung k̃ : S× I → Sn−1 mit k̃(ξ, 0) = ρ0(ξ) und k̃(ξ, 1) = η0 für

alle ξ ∈ S. Wir definieren k : S× I → Rn
∗ durch k(ξ, t) = ((1 − t)|ρ(ξ)|+ t)k̃(ξ, t).

Die gesuchte Abbildung ϕ̃ : Y × D→ Rn
∗ lässt sich wie folgt definieren:

ϕ̃(y, z) =






ϕ
(
h(y, 2− 2|z|), z|z|

)
: 1

2 < |z| ≤ 1

k
(
z
|z| , 1− 2|z|

)
: 0 < |z| ≤ 1

2

η0 : z = 0

.

Die Stetigkeit in allen Punkten (y, z) ∈ Y × D mit |z| = 1
2 rechnet man leicht nach und

für die Stetigkeit in (y, 0), y ∈ Y , nutzt man die Kompaktheit von S aus. Für alle anderen

Stellen ist die Stetigkeit klar. �

Sei R = I × I. Dann ist ∂R = {(s, t) ∈ I × I; t ∈ {0, 1} oder s ∈ {0, 1}}.

Korollar 1.2.8 Seien Y ein zusammenziehbarer Hausdorffraum, n > 2 und ϕ : Y ×∂R→
Rn
∗ stetig. Dann existiert eine stetige Fortsetzung ϕ̃ : Y ×R→ Rn

∗ .

Beweis: Sei ψ : [−1
2 ,

1
2 ]× [−1

2 ,
1
2 ]→ D der Homöomorphismus

ψ(s, t) =

{
2max{|s|, |t|} (s,t)

|(s,t)| : (s, t) ∈ [−1
2 ,

1
2 ]× [−1

2 ,
1
2 ]\{(0, 0)}

0 : (s, t) = (0, 0)

und sei ϕ0 : Y × S → Rn
∗ definiet durch ϕ0(y, ξ) = ϕ(y, ψ−1(ξ) + (1

2 ,
1
2)). Dann besitzt

ϕ0 nach Lemma 1.2.7 eine Fortsetzung ϕ̃0 : Y × D → Rn
∗ . Sei ϕ̃ : Y × R → Rn

∗ definiert

durch ϕ̃(y, (s, t)) = ϕ̃0(y, ψ((s, t) − (1
2 ,

1
2 ))). Man rechnet leicht nach, dass ϕ̃ eine stetige

Fortsetzung von ϕ ist. �

Lemma 1.2.9 Seien X ein Hausdorffraum, n > 2 und W0,W1 abgeschlossene Teilmengen

von X mit W0 ∪W1 = X und W0 ∩W1 zusammenziehbar. Seien F,G : X → Rn
∗ stetig mit

F |W0 ∼ G|W0 in C(W0,R
n
∗ ) und F |W1 ∼ G|W1 in C(W1,R

n
∗ ).

Dann ist F ∼ G in C(X,Rn
∗ ).

Beweis: SeienHi : Wi×[0, 1]→ Rn
∗ , i = 0, 1, Homotopien, die F |Wi

undG|Wi
verbinden.

Seien A = W1 × [0, 1] und B = ((W0 ∩W1)× I) ∪ (W1 × {0, 1}) ⊂ A.
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Seien M1 = (W1 × {0}) × I, M2 = (W1 ×
{1})× I, M3 = ((W0 ∩W1)× I)× {0} und M4 =

((W0 ∩W1) × I) × {1} und sei h auf M = M1 ∪
M2 ∪M3 ∪M4 definiert durch

h((x, t), s) =






F (x), ((x, t), s) ∈M1

G(x), ((x, t), s) ∈M2

H1(x, t), ((x, t), s) ∈M3

H0(x, t), ((x, t), s) ∈M4

.

Indem man Korollar 1.2.8 benutzt, sieht man, dass h eine Fortsetzung zu einer stetigen

Abbildung h1 : B × I → Rn
∗ besitzt. Nach Proposition 1.2.6 besitzt h dann eine steti-

ge Fortsetzung H : A × I → Rn
∗ . Man beachte hierzu, dass H1 : A → Rn

∗ eine stetige

Fortsetzung der Abbildung B → Rn
∗ , (x, t) 7→ h1(x, t, 0) ist. Sei H̃ : W1 × I → Rn

∗
definiert durch H̃(x, t) = H((x, t), 1). Dann gilt H̃(x, 0) = H((x, 0), 1) = F (x) und

H̃(x, 1) = H((x, 1), 1) = G(x) für alle x ∈ W1, d.h. H̃ ist eine F |W1 und G|W1 ver-

bindende Homotopie. Für x ∈W0∩W1 gilt H̃(x, t) = H((x, t), 1) = H0(x, t) für alle t ∈ I.
Also lassen sich H0 und H̃ zusammensetzen zu einer nullstellenfreien Homotopie von F

und G auf ganz X. �

Jetzt kann der als Proposition 1.2.5 formulierte Spezialfall des Homotopie-Satz bewie-

sen werden. Hierzu werden die Notationen, die zur Formulierung von Proposition 1.2.5

eingeführt wurden, beibehalten.

Beweis: (von Proposition 1.2.5) Sei Ri = [ti−1, ti] × [a′, b′] für i = 1, ..., l. Zunächst

wird f |Ri\Bi
∼ g|Ri\Bi

in C(Ri\Bi,Rn
∗ ) für i = 1, ..., l bewiesen. Sei hierzu i ∈ {1, ..., l}

fixiert. Wegen deg(f,Bi) = deg(g,Bi) gilt aufgrund des Satzes von Hopf (Korollar 1.2.3)

f |∂Bi
∼ g|∂Bi

in C(∂Bi,R
n
∗ ). Da ∂Bi ein starker Deformationsretrakt von Ri\Bi ist, folgt

hieraus f |Ri\Bi
∼ g|Ri\Bi

in C(Ri\Bi,Rn
∗ ). Sei Qk =

⋃k
i=1(Ri\Bi). Induktiv folgt, dass

f |Qk
∼ g|Qk

in C(Qk,R
n
∗ ) für k = 1, ..., l: Der Induktionsanfang k = 1 wurde soeben

bewiesen. Gilt die Aussage für ein k ∈ {1, ..., l − 1}, d.h. ist f |Qk
∼ g|Qk

in C(Qk,R
n
∗ ),

so folgt die Aussage für k + 1 aus Lemma 1.2.9 mit X = Qk+1, W0 = Qk und W1 =

Rk+1\Bk+1. Denn W0 ∩W1 = {tk} × [a′, b′] ist zusammenziehbar. �

Das nachfolgende Lemma bereitet das Zurückführen von Satz 1.2.4 auf die spezielle

Situation von Proposition 1.2.5 vor. Eine Isotopie H : Ω × I → Ω einer offenen Menge

Ω ⊂ Rn ist eine Homotopie mit der Eigenschaft, dass die Abbildungen H(·, t), t ∈ I,

Diffeomorphismen sind. Sind f, g : Ω → Ω zwei Diffeomorphismen, so heißen f und g

isotop, wenn es eine f und g verbindende Isotopie gibt.

Proposition 1.2.10 (Isotopie-Satz)

Sei Ω ⊂ Rn, n > 1, offen und zusammenhängend, und seien y1, ..., yk, z1, ..., zk ∈ Ω,

k ∈ N, mit yi 6= yj, zi 6= zj für 1 ≤ i, j ≤ k, i 6= j. Dann existiern ein Diffeomorphismus

h : Ω→ Ω und eine kompakte Menge K ⊂ Ω mit h(x) = x für alle x ∈ Ω\K und h(yi) = zi

für i = 1, ..., k. Außerdem kann h so gewählt werden, dass h und idΩ isotop sind.
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1.2. Der Abbildungsgrad

Beweise des Isotopie-Satzes findet man in [GP74], §3.6, und in [tomD00], §VIII.7.

Sei K ⊂ Rn (n ≥ 1) kompakt. Es bezeichne C die Menge der beschränkten Zusam-

menhangskomponenten von Rn\K und C∞ die unbeschränkte Komponente von Rn\K.

Sei R =
∏n
i=1[ai, bi] ein kompakter Quader in Rn mit K ⊂

◦
R. Setze Q =

◦
R. Dann ist

Q\K =
⋃
{C;C ∈ C } ∪ (C∞ ∩Q)

die Zerlegung von Q\K in seine Zusammenhangskomponenten.

Satz 1.2.11 Sei in jeder Komponente C von Q\K ein Punkt pC ∈ C fest gewählt. Ist

f : K → Rn
∗ stetig, dann gibt es eine stetige Fortsetzung F : R→ Rn von f so, dass

F−1({0}) ⊂ {pC ;C Komponente von Q\K}

eine endliche Teilmenge ist.

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass es eine endliche Menge E ⊂ Q\K gibt so, dass eine

stetige Fortsetzung f0 : R\E → Rn
∗ von f existiert. Dazu setze δ = min{|f(x)|;x ∈ K}.

Wähle g̃ ∈ C∞(Rn,Rn) mit ‖g̃−f‖∞,K < δ
2 und supp(g̃) ⊂ Q. Nach dem Lemma von Sard

gibt es einen regulären Wert w ∈ Rn für g̃ mit |w| < δ
2 . Dann ist g = g̃−w ∈ C∞(Rn,Rn)

eine Funktion mit ‖g − f‖∞,K < δ und 0 als regulärem Wert. Insbesondere ist die Menge

E = g−1({0}) ∩R ⊂ Q\K

endlich. Vermöge der Abbildung H : K × I → Rn
∗ ,

H(x, t) = (1− t)f(x) + tg(x)

ist f homotop zur Einschränkung von g : R\E → Rn
∗ auf K. Nach dem Homotopie-

Erweiterungssatz (Proposition 1.2.6) hat auch f eine stetige Fortsetzung f0 : R\E → Rn
∗ .

Ohne Einschränkung sei E 6= ∅. Dann existieren höchstens endlich viele Komponenten

C1, ..., Cl von Q\K mit E∩Ci 6= ∅ für i = 1, ..., l. Sei zur Abkürzung pi = pCi
für i = 1, ..., l.

Man wähle zu den Punkten pi offene Kugeln Bi mit Mittelpunkt pi und Bi ⊂ Ci für

i = 1, ..., l.

Für i = 1, ..., l seien xi,1, ..., xi,li (li ∈ N) die paarweise verschiedenen Punkte in E ∩
Ci und seien yi,2, ...., yi,li paarweise verschiedene Punkte in Bi. Aufgrund des Isotopie-

Satzes existieren Diffeomorphismen hi : Ci → Ci mit hi(yi,j) = xi,j für i = 1, ..., l und

j = 2, ..., li, die jeweils außerhalb einer kompakten Menge identisch abbilden. Setzt man

Ẽ =
⋃l
i=1 {xi,1, ..., yi,li} und

f̃0 : R\Ẽ → R
n
∗ , x 7→

{
f0(hi(x)), falls x ∈ Ci ∩ Ẽc für ein i ∈ {1, ..., l}
f0(x), falls x ∈ R\⋃l

j=1Cj
,

so ist f̃0 eine stetige Fortsetzung von f .
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Ist πi : Bi\{pi} → ∂Bi die Projektion des Punktes x ∈ Bi\{pi} auf den Rand von Bi

längs x− pi, so kann man die gesuchte Funktion wie folgt definieren:

F : R→ R
n, x 7→






f̃0(x), falls x ∈ R\⋃l
i=1Bi

|x−pi|
|πi(x)−pi| f̃0(πi(x)), falls x ∈ Bi\{pi} für ein i ∈ {1, ..., l}

0, falls x = pi für ein i ∈ {1, ..., l}.

�

In der Situation von Satz 1.2.11 kann man erreichen, dass sogar

F−1({0}) ⊂ {pC ;C ∈ C }

gilt. Um dies zu sehen, wähle man einen größeren Quader

R1 =

n∏

i=1

[ci, di] ⊃ R (ci < ai, bi < di für i = 1, ..., n)

und einen Punkt p ∈
◦
R1 \R. Dann ist p ∈

◦
R1 ∩C∞. Indem man Satz 1.2.11 auf R1 statt R

anwendet, erhält man eine stetige Fortsetzung F1 : R1 → Rn von f so, dass

F−1
1 ({0}) ⊂ {pC ;C ∈ C } ∪ {p}.

Dann hat die Einschränkung F = F1|R die gewünschten Eigenschaften.

Beweis: (von Satz 1.2.4 für n > 2; der Fall n = 2 wurde bereits bewiesen) Sei n ≥ 3. Ist

C = ∅, so zeigt die Bemerkung nach Satz 1.2.11, dass jede stetige Funktion f : K → Rn
∗

eine stetige Fortsetzung F : R → Rn
∗ hat. Da R zusammenziehbar ist, ist [R,Rn

∗ ] und

damit auch [K,Rn
∗ ] in diesem Fall trivial (d.h. eine Einpunktmenge).

Sei also C 6= ∅. Wir zeigen zunächst die Injektivität von d. Seien f, g : K → Rn
∗

stetig mit deg(f,C) = deg(g,C) für alle C ∈ C . Der Beweis von Satz 1.2.11 und die

anschließende Bemerkung zeigen, dass C1, ..., Cl ∈ C (l ∈ N), xi ∈ Ci für i = 1, ..., l und

stetige Fortsetzungen F,G : R→ Rn von f und g existieren so, dass

F−1({0}) = G−1({0}) = {x1, ..., xl}.

Um die Bezeichnungen zu vereinfachen, nehmen wir an, dass R als Würfel R =
∏n
i=1[−a, a]

gewählt wurde, a > 0. Fixiere eine Teilung −a = t0 < t1 < · · · < tl = a sowie reelle Zahlen

p1, ..., pl mit

ti−1 < pi < ti, i = 1, ..., l.

Wir dürfen annehmen, dass xi = (pi, 0) für i = 1, ..., l ist. Sonst wähle man einen C1-

Diffeomorphismus h : Rn → Rn mit h(R) = R und h(pi, 0) = xi für i = 1, ..., l. Die

Funktionen f ◦ h, g ◦ h : h−1(K) → Rn
∗ sind stetig und haben die stetigen Fortsetzungen

F ◦ h,G ◦ h : R→ Rn mit

{x ∈ h−1(K̂);F ◦ h(x) = 0} ∪ {x ∈ h−1(K̂);G ◦ h(x) = 0} = {(p1, 0), ..., (pl , 0)}.
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Die beschränkten Komponenten von Rn\h−1(K) sind genau die Mengen h−1(C), C ∈ C .

Nach Teil (e) von Proposition 1.2.1 gilt

d(f ◦ h, h−1(C), 0) = deg(f,C) sgn Jh = deg(g,C) sgn Jh = d(g ◦ h, h−1(C), 0)

für alle C ∈ C . Ist die Behauptung im Spezialfall xi = (pi, 0) (1 ≤ i ≤ l) bewiesen, so

folgt, dass f ◦h : h−1(K)→ Rn
∗ und g ◦h : h−1(K)→ Rn

∗ homotop sind in C(h−1(K),Rn
∗ )

vermöge einer Homotopie H̃ : h−1(K)× I → Rn
∗ . Aber dann sind f, g : K → Rn

∗ homotop

vermöge der Homotopie

H : K × I → R
n
∗ , H(x, t) = H̃(h−1(x), t).

Sei also xi = (pi, 0) für i = 1, ..., l. Setze Ri = [ti−1, ti]×
∏n

2 [−a, a], i = 1, ..., l, und wähle

offene Kugeln Bi ⊂ Rn mit Mittelpunkten xi und Bi ⊂ R◦
i ∩ Ci, i = 1, ..., l. Dann gilt für

i = 1, ..., l

deg(F,Bi) = deg(F,Ci) = deg(f,Ci) = deg(g,Ci) = deg(G,Ci) = deg(G,Bi).

Hierbei folgt die erste und die letzte Identität aus Teil (d) von Proposition 1.2.1. Nach

Proposition 1.2.5 sind F |R\B und G|R\B homotop in C(R\B,Rn
∗ ), wobei B =

⋃l
i=1Bi.

Wegen K ⊂ R\B sind dann auch f und g homotop in C(K,Rn
∗ ).

Zum Beweis der Surjektivität seien n1, ..., nl ∈ Z\{0} und C1, ..., Cl ∈ C (paarweise

verschieden) gegeben. Fixiere Punkte xi ∈ Ci, i = 1, ..., l. Wähle einen Würfel R ⊂ Rn und

reelle Zahlen p1, ..., pl genau wie im Injektivitätsbeweis. Wir suchen eine stetige Funktion

f : K → Rn
∗ mit

deg(f,Ci) = ni für i = 1, ..., l, deg(f,C) = 0 für C ∈ C \{C1, ..., Cl}.

Wie im Injektivitätsbeweis kann man die Behauptung reduzieren auf den Fall xi = (pi, 0),

i = 1, ..., l. Wähle r > 0 so, dass Kr(pi, 0) × Kn−2
r (0) ⊂ Ci, i = 1, ..., l, wobei links die

abgeschlossenen Kugeln mit Radius r um (pi, 0) in R2 = C bzw. um 0 in Rn−2 gemeint

sind. Sei die Funktion F : C× Rn−2 → C× Rn−2 definiert durch

F (z, y) =




l∏

j=1

(z − pj)nj , y



 ;

hierbei sei definitionsgemäß zm = z|m| für z ∈ C und m ∈ Z mit m < 0. Es gilt F−1({0}) =

{x1, ..., xl}. Also gilt für f = F |K zunächst, dass deg(f,C) = 0 für C ∈ C \{C1, ..., Cl} ist.

Indem man die Reduktionsformel für den Abbildungsgrad benutzt ([Dei74], §8.IV) erhält

man auch, dass

deg(f,Ci) = d(F,Kr(pi, 0)×Kn−2
r (0), 0) = d




l∏

j=1

(z − pj)nj ,Kr(pi, 0), 0



 = ni

für i = 1, ..., l gilt. �
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1.3 Eine Indexformel

Besitzt ein wesentlich vertauschendes Tupel T = (T1, ..., Tn) ∈ L(E)n, E Banachraum,

einen stetigen wesentlichen Kalkül ΦT : C(σe,c(T )) → C(E), so wird im Folgenden zur

Abkürzung g(T ) = Φk
T (g) ∈ C(E)k für alle g ∈ C(σe,c(T ))k geschrieben (k ∈ N). Für

jede stetige Funktion f ∈ C(σe,c(T )) wählen wir einen Operator f̂(T ) ∈ L(E) mit f̂(T ) +

K(E) = f(T ) und setzen ĝ(T ) = (ĝ1(T ), ..., ĝk(T )) für g = (g1, ..., gk) ∈ C(σe,c(T ))k. Ist T

ein wesentlich vertauschendes Operatortupel und ist C eine Zusammenhangskomponente

von Cn\σe,c(T ), so setzen wir indC T = ind(z − T ) für ein beliebiges z ∈ C (Proposition

1.1.3). Die Indexformel, die in diesem Paragraphen bewiesen werden soll, lautet:

Satz 1.3.1 Sei n ≥ 1 und sei T = (T1, ..., Tn) ∈ L(E)n ein wesentlich vertauschendes

Tupel, das einen stetigen wesentlichen Kalkül besitzt. Seien g : σe,c(T ) → Cn eine stetige

Funktion und w 6∈ g(σe,c(T )). Dann ist w − ĝ(T ) ein wesentliches Fredholm-Tupel und es

gilt

ind(w − ĝ(T )) =
∑

deg(g,C,w) indC(T ),

wobei sich die Summe über alle beschränkten Zusammenhangskomponenten von Cn\σe,c(T )

erstreckt.

Man beachte, dass in der obigen Summe nur endlich viele Summanden von Null ver-

schieden sind (Begründung auf Seite 14).

Der Beweis wird durch drei Teilaussagen vorbereitet. Zuvor wird für eine Homotopie

H : X × [0, 1] → Y (X,Y topologische Räume) vereinbart, die Abbildungen H(·, t), t ∈
[0, 1], in der kürzeren Form Ht : X → Y zu schreiben, d.h. Ht : X → Y ist definiert durch

Ht(x) = H(x, t) für alle x ∈ X. Mit ‖ ·‖max wir die Maximumsnorm auf L(E)n bezeichnet.

Bis zum Ende dieses Paragraphen sei T ∈ L(E)n ein Tupel, das einen stetigen wesent-

lichen Kalkül ΦT : C(σe,c(T )) → C(E) besitzt. Mit C wird die Menge der beschränkten

Zusammenhangskomponenten von Cn\σe,c(T ) bezeichnet.

Der folgende spektrale Abbildungssatz wird benötigt:

Lemma 1.3.2 Für alle g ∈ C(σe,c(T ))k, k ∈ N, gilt σe,c(ĝ(T )) = g(σe,c(T )).

Der Beweis folgt mit unseren Definitionen direkt aus den am Ende von §0.3 formulierten

spektralen Abbildungssätzen:

σe,c(ĝ(T )) = σC(E)(Φ
k
T (g)) = g(σe,c(T )).

Lemma 1.3.3 Sei H : σe,c(T )×[0, 1] → Cn eine Homotopie. Dann gilt: Ist ϕ : [0, 1]→ Cn

ein stetiger Weg mit ϕ(t) 6∈ Ht(σe,c(T )) für alle t ∈ [0, 1], und ist Dt die Zusammenhangs-

komponente von ϕ(t) in Cn\Ht(σe,c(T )), so gilt

indD0 Ĥ0(T ) = indDt Ĥt(T ) für alle t ∈ [0, 1].
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Beweis: Wegen Ht(σe,c(T )) = σe,c(Ĥt(T )) für alle t ∈ [0, 1] (Lemma 1.3.2) gilt für

alle t ∈ [0, 1] die Gleichheit indDt Ĥt(T ) = ind(ϕ(t) − Ĥt(T )). Für alle t ∈ [0, 1] sei

δt > 0 so gewählt, dass für alle wesentlich vertauschenden Tupel S ∈ L(E)n gilt: Ist

‖S− (ϕ(t)− Ĥt(T ))‖max < δt, so ist S ein wesentliches Fredholm-Tupel und es gilt indS =

ind(ϕ(t) − Ĥt(T )) (Proposition 1.1.2(c)). Aufgrund der Stetigkeit von ϕ und H existiert

für jedes t ∈ [0, 1] ein offenes Intervall It ⊂ [0, 1] mit t ∈ It und |ϕ(s) − ϕ(t)| < δt
2 ,

‖Hs − Ht‖∞ < δt
2c für alle s ∈ It, wobei c für die Norm des wesentlichen Kalküls von T

steht. Sei t ∈ [0, 1] fest. Für s ∈ It gibt es ein Tupel A ∈ L(E)n mit A +K(E) = Ĥs(T )

und ‖A− Ĥt(T )‖max <
δt
2 . Damit ist

‖(ϕ(s)−A)− (ϕ(t)− Ĥt(T ))‖max < δt,

woraus sich

ind(ϕ(s)− Ĥs(T )) = ind(ϕ(s)−A) = ind(ϕ(t) − Ĥt(T ))

ergibt. Die Intervalle It, t ∈ [0, 1], überdecken [0, 1]. Sei It0 , ..., Itk , k ∈ N0, eine endliche

Teilüberdeckung mit t0 = 0, tk = 1 und Iti−1 ∩ Iti 6= ∅ für i = 1, ..., k. Dann gilt

ind(ϕ(ti−1)− Ĥti−1(T )) = ind(ϕ(ti)− Ĥti(T )) für alle i = 1, ..., k

und folglich für alle t ∈ [0, 1]

indD0 Ĥ0(T ) = ind(ϕ(0) − Ĥ0(T )) = ind(ϕ(t) − Ĥt(T )) = indDt Ĥt(T ).

�

Lemma 1.3.4 Sei f = (f1, ..., fn) ∈ C(σe,c(T ))n nullstellenfrei und sei g = (f1, f2, ..., fn).

Dann gilt

ind ĝ(T ) = − ind f̂(T ).

Beweis: Wähle Operatoren A,B,A2, ..., An ∈ L(E) mit A + K(E) = ΦT (f1), B +

K(E) = ΦT (f1) und Ai +K(E) = ΦT (fi) für i = 2, ..., n. Nach Proposition 1.1.2(d) gilt

ind(AB,A2, ..., An) = ind(A,A2, ..., An) + ind(B,A2, ..., An) = ind f̂(T ) + ind ĝ(T ).

Der spektrale Abbildungssatz für ΦT impliziert, dass

σe,c(AB,A2, ..., An) = (|f1|2, f2, ..., fn)(σe,c(T )) ⊂ R× C× · · · × C

gilt. Da der Index nach Proposition 1.1.3 lokal konstant ist und im Unendlichen verschwin-

det, folgt hieraus, dass ind(AB,A2, ..., An) = 0 ist. Damit ist die Behauptung gezeigt. �

Im nachfolgenden Lemma wird die Indexformel in einem Spezialfall bewiesen.
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Lemma 1.3.5 Seien C1, .., Ck ∈ C paarweise verschieden. Seien reelle Zahlen λ1, ..., λk

gegeben mit (λj , 0, ..., 0) ∈ Cj für j = 1, .., k und seien n1, ..., nk ∈ Z. Die Funktion

p : σe,c(T )→ Cn sei definiert durch

p(z1, ..., zn) =




k∏

j=1

(λj − z1)nj , z2, ..., zn



 ,

wobei wir für m ∈ Z, m < 0, und z ∈ C die Schreibweise zm = z|m| benutzen. Dann ist

p̂(T ) ein wesentliches Fredholm-Tupel und es gilt

ind p̂(T ) =
k∑

j=1

nj indCj
T.

Beweis: Für j = 1, ..., k sei Aj ∈ L(E) ein Operator mit

Aj +K(E) = ΦT ((λj − z1)sgnnj ) .

Als Anwendung von Proposition 1.1.2(d) und Lemma 1.3.4 folgt die Behauptung:

ind p̂(T ) = ind




k∏

j=1

A
|nj |
j , T2, ..., Tn





=
k∑

j=1

|nj | ind(Aj , T2, ..., Tn) =
k∑

j=1

nj indCj
(T )

�

Proposition 1.3.6 Sei g : σe,c(T ) → Cn
∗ eine stetige Funktion und seien C1, ..., Cl ∈ C

paarweise verschieden so, dass deg(g,C) = 0 für alle C ∈ C \{C1, ..., Cl} und so, dass

reelle Zahlen λj mit (λj , 0, ..., 0) ∈ Cj, j = 1, ..., l, existieren. Dann gilt:

ind ĝ(T ) =
l∑

j=1

deg(g,Cj) indCj
(T ). (1.3)

Beweis: Für j = 1, ..., k sei nj = deg(g,Cj). Sei p : σe,c(T )→ Cn definiert durch

p(z1, ..., zn) =




l∏

j=1

(λj − z1)nj , z2, ..., zn



 (z−m = zm für z ∈ C, m ∈ N).

Dann sind g und p nullstellenfrei mit deg(p,C) = deg(g,C) für alle C ∈ C , p und g

erfüllen also die Voraussetzungen des Homotopie-Satzes 1.2.4. Folglich können p und g

durch eine nullstellenfreie Homotopie verbunden werden. Wegen Lemma 1.3.5 genügt es,
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ind ĝ(T ) = ind p̂(T ) zu zeigen; dies aber gilt nach Lemma 1.3.3, wenn man für den dort

verlangten stetigen Weg ϕ : [0, 1]→ Cn die Abbildung ϕ(t) = 0 für alle t ∈ [0, 1] wählt. �

Beweis: (von Satz 1.3.1) Ersetzt man g durch w − g(·), so ist klar, dass man ohne

Einschränkung w = 0 und damit g nullstellenfrei annehmen kann. Es ist dann

ind ĝ(T ) =
∑

deg(g,C) indC(T ) (1.4)

zu zeigen.

Ist C = ∅, so lässt sich die Abbildung g nach Satz 1.2.4 durch eine nullstellenfreie

Homotopie mit der konstanten Abbildung 1 ∈ C(σe,c(T )) verbinden. Nach Lemma 1.3.3

sind in diesem Fall beide Seiten der zu beweisenden Indexformel gleich null.

Seien C1, ..., Cl ∈ C so, dass deg(g,C) = 0 für alle C ∈ C \{C1, ..., Cl}. Wähle a > 0

mit σe,c(T ) ⊂ Ω :=
∏n

1 (−a, a). Seien x1, ..., xl ∈ Cn mit xi ∈ Ci für i = 1, ..., l und

seien λ1, ..., λl paarweise verschiedene Punkte in R mit yi = (λi, 0, ..., 0) ∈ Ω. Aufgrund

des Isotopie-Satzes 1.2.10 existiert ein Diffeomorphismus h : Ω → Ω mit h(yi) = xi für

i = 1, ..., l, der identisch außerhalb einer kompakten Menge in Ω abbildet und der isotop

zur Identität ist, d.h. es existiert eine Isotopie H : Ω × [0, 1] → Ω mit H(·, 0) = idΩ und

H(·, 1) = h so, dass für alle t ∈ [0, 1] die Abbildung Ht : Ω→ Ω ein Diffeomorphismus ist.

Ist ϕi : [0, 1]→ Cn für i ∈ {1, ..., l} definiert durch ϕi(t) = Ht(xi), so ist ϕi(t) 6∈ Ht(σe,c(T ))

für alle t ∈ [0, 1] und Lemma 1.3.3 zeigt, dass indCi
T = indh(Ci) ĥ(T ) ist.4 Ebenso zeigt

Proposition 1.2.1(e), dass deg(g,Ci) = deg(g ◦h−1, h(Ci)) für i = 1, ..., l gilt; man beachte,

dass sgn Jh ≡ 1 ist. Deshalb gilt

l∑

i=1

deg(g,Ci) indCi
(T ) =

l∑

i=1

deg(g ◦ h−1, h(Ci)) indh(Ci) ĥ(T ).

Durch Ψ : C(h(σe,c(T ))) → C(E), f 7→ ΦT (f ◦ (h|σe,c(T ))) wird ein stetiger wesentlicher

Kalkül für das Tupel ĥ(T ) definiert. Indem man Proposition 1.3.6 auf das Tupel ĥ(T ) statt

T und die Funktion g ◦ h−1 : h(σe,c(T ))→ Cn statt g anwendet, erhält man

ind ĝ(T ) =

l∑

i=1

deg(g ◦ h−1, h(Ci)) indh(Ci)(ĥ(T ))

=
l∑

i=1

deg(g,Ci) indCi
(T ).

Damit ist der Beweis von Satz 1.3.1 abgeschlossen. �

4ĥ(T ) = ̂h|σe,c(T )(T )
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Kapitel 2

Analytisch parametrisierte

Komplexe

2.1 Präliminarien

Definitionen

Für eine komplexe Mannigfaltigkeit1 Ω ist der Fréchetraum O(Ω) der komplexwertigen ho-

lomorphen Funktionen auf Ω bekanntlich nuklear und insbesondere reflexiv (vgl. [EP96],

§4.1). Für einen Banachraum E gilt O(Ω)⊗̂E ∼= O(Ω, E), wobei ⊗̂ für das vollständige

projektive Tensorprodukt steht und O(Ω, E) der Fréchetraum der holomorphen Abbildun-

gen mit Werten in E ist (vgl. Anhang A.1). Diese Identifikation wird im Folgenden frei

benutzt.

Die Randabbildungen δpz−T , p ∈ Z, der Koszul-Komplexe K•(z − T,E), z ∈ Cn, eines

vertauschenden Operatortupels T definieren vermöge Cn → L(Λp(s,E),Λp+1(s,E)), z 7→
δpT (z) = δpz−T holomorphe Abbildungen. Der Koszul-Komplex K•(T,E) von T ist deshalb

unter diesem Gesichtspunkt ein Beispiel eines endlichen, über Cn analytisch parametri-

sierten Komplexes. Im Allgemeinen versteht man unter einem über einer komplexen Man-

nigfaltigkeit Ω analytisch parametrisierten Banachraum-Komplex (E•, α•) = (Ep, αp)p∈Z

eine Folge von Banachräumen Ep und holomorphen Abbildungen αp : Ω → L(Ep, Ep+1)

mit αp+1(z)αp(z) = 0 für alle z ∈ Ω und alle p ∈ Z. Die Komplexe

(E•, α•(z)) : · · · → Ep
αp(z)−→ Ep+1 αp+1(z)−→ Ep+2 → · · · (z ∈ Ω), (2.1)

implizieren für jede offene Menge U ⊂ Ω einen Fréchetraum-Komplex

(O(U,E•), α•
U ) : · · · → O(U,Ep)

αp
U−→ O(U,Ep+1)

αp+1
U−→ O(U,Ep+2)→ · · · ,

wobei αpU : O(U,Ep)→ O(U,Ep+1) für p ∈ Z definiert ist durch

(αpUf)(z) = αp(z)f(z) für alle z ∈ U.
1 In dieser Arbeit wird unter einer komplexen Mannigfaltigkeit stets eine metrisierbare und separable

komplexe Mannigfaltigkeit verstanden.
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Eigenschaften dieses Fréchetraum-Komplexes lassen manchmal Rückschlüsse auf Eigen-

schaften des Komplexes (E•, α•) zu, und falls es sich bei letzterem um den analytisch

parametrisierten Koszul-Komplex K•(z − T,E) eines vertauschenden Tupels T ∈ L(E)n

handelt, sogar auf Eigenschaften von T . Im Vorwort haben wir hierfür ein Beispiel ange-

geben.

Für p ∈ Z und z ∈ Ω sei

Hp(E•, α•(z)) = kerαp(z)/ imαp−1(z).

Wir definieren

%(E•, α•) = {z ∈ Ω : (E•, α•(z)) ist exakt} ,
%c(E

•, α•) = {z ∈ %(E•, α•); kerαp(z) ist komplementiert in Ep für alle p ∈ Z} ,
%e(E

•, α•) = {z ∈ Ω : dimHp(E•, α•(z)) < +∞ für alle p ∈ Z} ,
%e,c(E

•, α•) = {z ∈ %e(E•, α•) : kerαp(z) ist komplementiert in Ep für alle p ∈ Z} ,

sowie σ(E•, α•) = Ω\%(E•, α•), σc(E•, α•) = Ω\%c(E•, α•), σe(E•, α•) = Ω\%e(E•, α•)

und σe,c(E
•, α•) = Ω\%e,c(E•, α•). Für den über Cn analytisch parametrisierten Koszul-

Komplex eines vertauschenden Tupels T ∈ L(E)n (E Banachraum) gilt

σ(T ) = σ(Λ•(s,E), δ•T ) und σe(T ) = σe(Λ
•(s,E), δ•T ).

Entsprechend ist das Split-Spektrum und das wesentliche Split-Spektrum eines vertau-

schenden Tupels T ∈ L(E)n gegeben durch

σc(T ) = σc(Λ
•(s,E), δ•T ) und σe,c(T ) = σe,c(Λ

•(s,E), δ•T ).

Kategorien

Die Kategorie BΩ

Für eine komplexe Mannigfaltigkeit Ω sei

BΩ

die Kategorie der (komplexen) Banachräume, deren Morphismen holomorphe Abbildun-

gen auf Ω mit Werten in den stetigen Operatoren zwischen solchen Banachräumen sind.

D.h. sind E,F zwei Banachräume, so ist ein Morphismus zwischen E und F ein Element

in O(Ω, L(E,F )). Die Hintereinanderausführung zweier Morphismen α ∈ O(Ω, L(E,F ))

und β ∈ O(Ω, L(F,G)) (E,F,G Banachräume) ist der Morphismus βα ∈ O(Ω, L(E,G)),

der kanonisch definiert ist durch

(βα)(z) = β(z)α(z), z ∈ Ω.
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Die Kategorie dBΩ

Ein Komplex aus Objekten und Morphismen in BΩ ist eine Folge (Ep, αp)p∈Z von Ba-

nachräumen Ep und Morphismen αp ∈ O(Ω, L(Ep, Ep+1)) mit αpαp−1 = 0 für alle p ∈ Z.

Die Notation (E•, α•) für einen solchen Komplex wurde bereits in §2.1 eingeführt. Die

Morphismen αp, p ∈ Z, heißen Randabbildungen des Komplexes. Sind (E•, α•) und (F •, β•)

zwei solche Komplexe, so ist ein Morphismus zwischen diesen beiden Komplexen definiert

als eine Familie (fp)p∈Z von Morphismen in BΩ derart, dass das folgende Diagramm kom-

mutativ ist:

· · · // Ep−1 α
p−1

//

fp−1

��

Ep
αp

//

fp

��

Ep+1 //

fp+1

��

· · ·

· · · // F p−1
βp−1

// F p
βp

// F p+1 // · · · ,

d.h. es ist fp ∈ O(Ω, L(Ep, F p)) und βpfp = fp+1αp für alle p ∈ Z. Ein solcher Morphismus

wird f• : (E•, α•)→ (F •, β•) geschrieben. Die Hintereinanderausführung zweier Morphis-

men ist kanonisch erklärt. Wir schreiben idE auch für den durch idE(z) = idE (z ∈ Ω)

definierten Morphismus und bezeichnen mit id• : (E•, α•) → (E•, α•) den Morphismus

mit idp ∼= idEp für alle p ∈ Z.

Ein Komplex (E•, α•) der beschriebenen Art heißt endlich, wenn Ep = {0} für fast alle

p ∈ Z gilt. Für endliche Komplexe kann man nach eventueller Indexverschiebung anneh-

men, dass Ep = {0} für alle p < 0 und p > l mit einer geeignet gewählten natürlichen Zahl

l gilt. Dies werden wir üblicherweise auch tun. Um die Beschreibung dieses Sachverhaltes

zu verkürzen, nennen wir einen solchen Komplex kurz l-Komplex.

Die endlichen Komplexe (E•, α•) aus Objekten in BΩ und ihre Morphismen bilden

eine Kategorie

dBΩ,

deren Objekte endliche, über Ω analytisch parametrisierte Banachraum-Komplexe genannt

werden.

Ein Komplex (E•, α•) in dBΩ heißt exakt an der Stelle z ∈ Ω, wenn der Komplex

(E•, α•(z)) : · · · → Ep−1 αp−1(z)−→ Ep
αp(z)−→ Ep+1 → · · · (2.2)

als Komplex linearer Abbildungen exakt ist, d.h. wenn kerαp(z) = imαp−1(z) gilt. Der

Komplex (E•, α•) heißt exakt , wenn er an jeder Stelle z ∈ Ω exakt ist. Ein Komplex

(E•, α•) in dBΩ heißt split-exakt, wenn es eine Familie (εp)p∈Z mit εp ∈ O(Ω, L(Ep, Ep−1))

und

idEp = αp−1εp + εp+1αp

für alle p ∈ Z gibt. Die Familie ε• = (εp)p∈Z wird in diesem Fall splittende Familie für

(E•, α•) genannt. Split-Exaktheit impliziert Exaktheit, und ist ε• eine splittende Familie

für (E•, α•), so ist für alle p ∈ Z und z ∈ Ω die Abbildung εp+1(z)αp(z) eine stetige

Projektion auf einen Komplementärraum Epz von kerαp(z) in Ep, d.h. Ep = kerαp(z)⊕Epz
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mit einem abgeschlossenen Teilraum Epz von Ep. Insbesondere ist kerαp(z) für alle p ∈ Z

und z ∈ Ω in diesem Fall komplementiert.

Ist f• : (E•, α•)→ (F •, β•) ein Morphismus in dBΩ, so ist der Abbildungskegel von f•

der Komplex (C•, d•) in dBΩ mit

Cp = F p−1 ⊕ Ep und dp(z) =

(
βp−1(z) (−1)pfp(z)

0 αp(z)

)

für alle z ∈ Ω, p ∈ Z.

Für den Abbildungskegel schreiben wir C(f•) bzw. (C(f•), d•), falls es auf eine Bezeich-

nung der Randabbildungen ankommt.

Zwei Morphismen f•, g• : (E•, α•) → (F •, β•) heißen homotop, wenn es eine Familie

(hp)p∈Z mit hp ∈ O(Ω, L(Ep, F p−1)) und

fp − gp = βp−1hp + hp+1αp

für alle p ∈ Z gibt. Dieser Sachverhalt wird durch f• ∼ g• ausgedrückt. Die Fami-

lie (hp)p∈Z heißt eine Homotopie zwischen (E•, α•) und (F •, β•). Ein Morphismus f• :

(E•, α•) → (F •, β•) wird eine Homotopieäquivalenz genannt, wenn es einen Morphismus

g• : (F •, β•) → (E•, α•) gibt derart, dass g•f• ∼ id•
(E•,α•) und f•g• ∼ id•

(F •,β•) gilt. Der

Morphismus g• heißt in diesem Fall eine Homotopieinverse von f•.

Die eingeführten Begriffe stammen aus der Theorie der Modul-Komplexe. Im Anhang

A.3 wird hierauf kurz eingegangen und ein in diesem Zusammenhang technisches Lemma

bewiesen, das später benötigt wird.

Die Kategorie FΩ

Bezeichnet F die Kategorie der Frécheträume mit ihren stetigen Operatoren, so lässt

sich ein Funktor

FΩ : BΩ → F

definieren durch FΩ(E) = O(Ω, E) und FΩ(α) = αΩ, wobei E ein Banachraum ist und die

Abbildung αΩ definiert ist durch

αΩ : O(Ω, E)→ O(Ω, F ), [αΩ(f)](z) = α(z)f(z).

Die i.Allg. nicht volle Unterkategorie

FΩ

von F ist definiert als das Bild von BΩ unter dem Funktor FΩ.
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Die Kategorie dFΩ

Sei dF die Kategorie der Fréchetraum-Komplexe, d.h. der Folgen (F p, βp)p∈Z mit Fréchet-

räumen F p und stetigen Operatoren βp : F p → F p+1 mit βpβp−1 = 0 für alle p ∈ Z. Der

Funktor FΩ induziert einen Funktor dFΩ : dBΩ → dF durch

(E•, α•) 7→ (FΩ(E•), FΩ(α•)) = (O(Ω, E•), α•
Ω) und f• 7→ FΩ(f•) = f•Ω,

wobei (O(Ω, E•), α•
Ω) für den Komplex

· · · → O(Ω, Ep)
αp

Ω−→ O(Ω, Ep+1)→ · · · . (2.3)

steht. Die Kategorie

dFΩ

ist definiert als das Bild von dBΩ unter dFΩ. Ein Komplex (O(Ω, E•), α•
Ω) in dFΩ heißt

exakt, wenn er als Komplex in der abelschen Kategorie der Vektorräume und ihrer linearen

Abbildungen exakt ist. Er heißt split-exakt, wenn der zugehörge Komplex (E•, α•) in dBΩ

split-exakt ist.

Man beachte, dass aus der Exaktheit eines Komplexes (E•, α•) in dBΩ i.Allg. nicht die

Exaktheit von (O(Ω, E•), α•
Ω) in dFΩ folgt. Ist Ω jedoch eine Steinsche Mannigfaltigkeit, so

besteht sehr wohl Äquivalenz (vgl. Anhang A.1 und die Vorbemerkung zu Corollary 2.1.9

in [EP96]). Ebenfalls bemerkenswert ist, dass aus der Exaktheit eines Komplexes (E•, α•)

an einer Stelle z0 ∈ Ω lokal die Exaktheit von (O(Ω, E•), α•
Ω) folgt, d.h. es existiert eine

offene Umgebung U ⊂ Ω von z0 so, dass (O(U,E•), α•
U ) exakt ist (vgl. [EP96], Theorem

2.1.8 und Lemma 2.2.8 dieser Arbeit).

Ein Komplex (O(Ω, E•), α•
Ω) in dFΩ ist split-exakt, wenn eine Familie ε• = (εp)p∈Z

mit εp ∈ O(Ω, L(Ep, Ep−1)) und

idO(Ω,Ep) = αp−1
Ω εpΩ + εp+1

Ω αpΩ

für alle p ∈ Z existiert.

Der Abbildungskegel eines Morphismus f•Ω : (O(Ω, E•), α•
Ω)→ (O(Ω, F •), β•Ω) in dFΩ,

C(f•Ω), ist der Komplex (C•, d•) bestehend aus Frécheträumen Cp und Operatoren dp ∈
L(Cp, Cp+1) mit

Cp = O(Ω, F p−1)⊕ O(Ω, Ep), dp =

(
βp−1

Ω (−1)pfpΩ
0 αpΩ

)

für alle p ∈ Z.

Wegen O(Ω, E) ⊕ O(Ω, F ) ∼= O(Ω, E ⊕ F ) für Banachräume E und F (vgl. Anhang A.1

und [Köt83b], §41.6(7)), kann man C(f•Ω) als ein Objekt in dFΩ auffassen. Mit dieser

Identifizierung rechnet man leicht C(f•Ω) = dFΩ(C(f•)) nach.

Zwei Morphismen f•Ω, g
•
Ω : (O(Ω, E•), α•

Ω) → (O(Ω, F •), β•Ω) heißen homotop, wenn es

eine Familie (hp)p∈Z mit hp ∈ O(Ω, L(Ep, F p−1)) und

fpΩ − g
p
Ω = βp−1

Ω hpΩ + hp+1
Ω αpΩ
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für alle p ∈ Z gibt. Aus f• ∼ g• folgt f•Ω ∼ g•Ω. Die Begriffe der Homotopieäquivalenz und

der Homotopieinverse sind analog zur Situation in dBΩ definiert.

Soweit zu dem Teil der Begriffe, die zum Verständnis von §2.2 und §2.5 notwendig

sind. Die nachfolgenden Begriffe werden in §2.3 und §2.4 benötigt. Dort geht es um eine

Dualitätstheorie endlicher, analytisch parametrisierter Banachraum-Komplexe.

Für einen lokalkonvexen Raum E steht E′ für den topologischen Dualraum von E.

Wird stillschweigend von einer Topologie auf E′ ausgegangen, so ist stets die starke To-

pologie β gemeint, E′ = E′
β , die im Falle eines Banachraumes E mit der Operatornorm-

topologie übereinstimmt. Eine weitere Topologie, die auf E′ eine Rolle spielen wird, ist

die w∗-Topologie, d.h. die schwache Topologie von E′ bzgl. des Dualsystems 〈E,E′〉. Soll

E′ mit dieser Topologie versehen sein, wird E′
w∗ geschrieben. Man beachte, dass im Fall

von Banachräumen E,F die Menge der w∗-w∗-stetigen Abbildungen zwischen E′ und F ′

ein abgeschlossener Teilraum von L(E′, F ′) ist; dieser wird mit L(E′, F ′) bezeichnet. Ge-

legentlich wird ein lokalkonvexer Raum E mit seiner schwachen Topologie bzgl. 〈E,E′〉
versehen; soll dies der Fall sein, wird Ew geschrieben. Ist E ein lokalkonvexer Raum und

M ⊂ E ein linearer Teilraum, so wird i.Allg. M mit der Relativ- und E/M mit der Quo-

tiententopologie versehen. Ist M ein linearer Teilraum von E′, so meint eine Bezeichnung

wie E′
w∗/M den algebraischen Quotienten E′/M , der mit der Quotientopologie bzgl. E′

w∗

versehen ist.

Ist E′ der (topologische) Dualraum eines Banachraumes E, so lässt sich O(Ω, E′) via

(O(Ω)′⊗̂E)′ ∼= O(Ω)′′⊗̂E′ ∼= O(Ω)⊗̂E′ ∼= O(Ω, E′)

als Dualraum eines lokalkonvexen Raumes auffassen (siehe Anhang A.1) und (neben der

üblichen Fréchetraumtopologie) mit der w∗-Topologie bzgl. 〈O(Ω)′⊗̂E,O(Ω)⊗̂E′〉, 〈ϕ ⊗
x, f ⊗ u〉 = ϕ(f)u(x) versehen. Diese Topologie ist gemeint, wenn von der w∗-Topologie

auf O(Ω, E′) die Rede sein wird.

Die Kategorie B̃Ω

Ist Ẽ ein dualer Banachraum, d.h. existiert ein Banachraum E so, dass E′ und Ẽ als

normierte Räume isomorph sind, so kann Ẽ mit der w∗-Topologie aus der kanonischen

Dualität 〈E, Ẽ〉 versehen werden. Zwischen zwei dualen Banachräumen Ẽ und F̃ in BΩ

macht es Sinn, die Menge O(Ω, L(Ẽ, F̃ )) der Morphismen zwischen Ẽ und F̃ zu ersetzen

durch O(Ω,L(Ẽ, F̃ )). Man gelangt auf diese Art und Weise zu einer Unterkategorie von

BΩ, die mit

B̃Ω

bezeichnet wird, und die für eine Theorie endlicher, analytisch parametrisierter Komplexe

dualer Banachräume geeignet ist.
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2.1. Präliminarien

Die Kategorie dB̃Ω

Die Kategorie B̃Ω gibt Anlass zu einer Unterkategorie

dB̃Ω

von dBΩ: Die Objekte sind endliche Komplexe

(Ẽ•, α̃•) : · · · → Ẽp−1 α̃p−1

−→ Ẽp
α̃p

−→ Ẽp+1 → · · ·

bestehend aus dualen Banachräumen Ẽp und Abbildung α̃p ∈ O(Ω,L(Ẽp, Ẽp+1)). Die

Morphismen f̃• : (Ẽ•, α̃•) → (F̃ •, β̃•) haben f̃p ∈ O(Ω,L(Ẽp, F̃ p)) für alle p ∈ Z zu

erfüllen.

Ein Komplex (Ẽ•, α̃•) in dB̃Ω heißt exakt, wenn er als Komplex in dBΩ exakt ist.

Ein Komplex (Ẽ•, α̃•) heißt split∗-exakt, wenn es eine splittende Familie ε̃• = (ε̃p)p∈Z für

(Ẽ•, α̃•) als Komplex in dBΩ gibt, die ε̃p ∈ O(Ω,L(Ẽp, Ẽp−1)) für alle p ∈ Z erfüllt.

Der Abbildungskegel C(f̃•) = (C•, d•) eines Morphismus f̃• : (Ẽ•, α̃•) → (F̃ •, β̃•) in

dB̃Ω, a priori ein Objekt in dBΩ, kann wegen (F⊕E)′ ∼= F ′⊕E′ für Banachräume E,F als

Objekt in dB̃Ω aufgefasst werden; hierbei ist zu berücksichtigen, dass dp(z) automatisch

eine w∗-w∗-stetige Abbildung für alle p ∈ Z und z ∈ Ω ist.

Zwei Morphismen f̃•, g̃• : (Ẽ•, α̃•) → (F̃ •, β̃•) heißen homotop, wenn ein Homo-

topie (h̃p)p∈Z zwischen (Ẽ•, α̃•) und (F̃ •, β̃•) als Objekte in dBΩ existiert mit h̃p ∈
O(Ω,L(Ẽp, F̃ p−1)) für alle p ∈ Z.

Die Begriffe der Homotopieinverse und der Homotopieäquivalenz sind sinngemäß wie

für dBΩ definiert.

Die Kategorie F̃Ω

Sind Ẽ und F̃ duale Banachräume und ist f̃ ∈ O(Ω,L(Ẽ, F̃ )), so ist f̃Ω : O(Ω, Ẽ) →
O(Ω, F̃ ) automatisch eine w∗-w∗-stetige Abbildung ([Esc00], Proposition 3.4). Für die

Menge der w∗-w∗-stetigen linearen Abbildungen O(Ω, Ẽ) → O(Ω, F̃ ) schreiben wir auch

L(O(Ω, Ẽ),O(Ω, F̃ )). Bezeichnet L die Kategorie der lokalkonvexen Räume mit ihren ste-

tigen Operatoren, und ist GΩ : FΩ → L der Funktor, der einem Objekt O(Ω, Ẽ) in FΩ

das Objekt O(Ω, Ẽ)w∗ in L zuordnet und auf einen Morphismus als identische Abbildung

wirkt, so ist die Kategorie

F̃Ω

definiert durch F̃Ω = GΩ(FΩ).
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Die Kategorie dF̃Ω

Sei F̃Ω : B̃Ω → L der Funktor F̃Ω = GΩ ◦ FΩ. Er induziert einen Funktor dF̃Ω : dB̃Ω →
dFΩ durch

(Ẽ•, α̃•) 7→ (F̃Ω(Ẽ•), F̃Ω(α̃•)) = (O(Ω, Ẽ•)w∗ , α̃•
Ω), f̃• 7→ F̃Ω(f̃•) = f̃•Ω.

Die Kategorie

dF̃Ω

ist definiert durch dF̃Ω = dF̃Ω(dB̃Ω).

2.2 Abgeschlossene Bilder bzgl. Fréchetraumtopologien

Im Folgenden bezeichnet Ω stets eine komplexe Mannigfaltigkeit. Die Aussage, die für

endliche, über Ω analytisch parametrisierte Banachraum-Komplexe bewiesen wird, lautet:

Satz 2.2.1 Sei (E•, α•) ∈ dBΩ. Für alle Steinschen offenen Mengen U ⊂ %e,c(E
•, α•)

und alle p ∈ Z ist der Quotient

kerαpU/ imαp−1
U

ein nuklearer Fréchetraum.

Der Satz beinhaltet insbesondere die Aussage, dass für alle Steinschen offenen Mengen

U ⊂ %e,c(E
•, α•) und alle p ∈ Z die Abbildung αpU ein abgeschlossenes Bild hat. Diese

Aussage lässt sich auf eine andere Problemstellung zurückführen, wie unten gezeigt wird.

Die Nuklearität wird sich hierbei fast beiläufig ergeben. Sie wird in §2.4 benötigt.

Das System {O(V,Ep) : V ⊂ Ω offen} bildet mit den kanonischen Restriktionsabbil-

dungen ein Garbendatum, dessen zugehörige Garbe mit OEp

Ω bezeichnet wird. Die Abbil-

dungen αpV : O(V,Ep)→ O(V,Ep+1), V ⊂ Ω offen, definieren einen Garbenhomomorphis-

mus αpΩ : OEp

Ω → OEp+1

Ω . Die Sequenz

· · · → O
Ep−1

Ω

αp−1
Ω−→ O

Ep

Ω

αp
Ω−→ O

Ep+1

Ω → · · ·

ist ein Komplex analytischer Garben. Ist U ⊂ Ω eine Steinsche offene Menge, so ist OE
U =

OE
Ω |U azyklisch für jeden Banachraum E (vgl. Anhang A.1).

Seien

H
p

Ω = kerαpΩ/ imαp−1
Ω (p ∈ Z) (2.4)

die Quotientengarben. Es ist bekannt, dass für offene Mengen U ⊂ %e(E•, α•) die Garben

H
p
U = H

p
Ω |U , p ∈ Z, kohärente analytische Garben sind ([EP96], Proposition 10.1.3).

Sei U ⊂ Ω und Γ(U,H p
Ω ) der Schnittraum der Garbe H

p
Ω über U . Dann lässt sich für

alle p ∈ Z eine lineare Abbildung

ψpU : kerαpU/ imαp−1
U → Γ(U,H p

Ω ) (2.5)
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definieren durch ψpU ([f ])(z) = (U, f)z für f ∈ kerαpU und z ∈ U ; hierbei steht [f ] für die

Restklasse von f in kerαpU/ imαp−1
U , wegen kerαpU

∼= Γ(U, kerαpΩ) das Symbol (U, f) für die

Restklasse von f in Γ(U, kerαpΩ)/Γ(U, imαp−1
Ω ) und (U, f)z für die zugehörige Restklasse im

induktiven Limes indV ∈U(z)Γ(V, kerαpΩ)/Γ(V, imαp−1
Ω ).2 Von den Abbildungen ψpU , p ∈ Z,

kann man unter der Voraussetzung, dass U eine Steinsche offene Menge ist, zeigen, dass

sie Vektorraumisomorphismen sind:

Proposition 2.2.2 Sei (E•, α•) ∈ dBΩ und sei U ⊂ %e(E
•, α•) eine Steinsche offene

Menge. Dann gilt: Für alle p ∈ Z ist ψpU ein Vektorraumisomorphismus.

Beweis: Ohne Einschränkung sei Ep = 0 für p < 0. Dann ist für p < 0 die Aussage

trivial. Für p = 0 ist H 0
U = kerα0

U . Da H 0
U , wie erwähnt, kohärent analytisch ist und

kohärente analytische Garben azyklisch über Steinschen offenen Mengen einer komplexen

Mannigfaltigkeit sind (Satz von Cartan, z.Bsp. [EP96], Theorem 4.1.4), erhält man aus

der exakten Garbensequenz

0→ kerα0
U → O

E0

U

α0
U−→ imα0

U → 0

das kommutative Diagramm (2.6) von C-Vektorräumen mit exakten Zeilen

0 // Γ(U, kerα0
U ) // Γ(U,OE0

U ) // Γ(U, imα0
U ) // 0

0 // kerα0
U

//

∼=
OO

O(U,E0)
α0

U //

∼=
OO

imα0
U

//

OO

0

(2.6)

(vgl. [Kul70], Satz 18.4, und beachte H1(U, kerα0
U ) = 0). Es folgt

imα0
U
∼= Γ(U, imα0

U )

(alle Identifizierungen sind rein algebraisch). Da kerα0
U und OE0

U azyklisch sind, folgt

darüberhinaus die Azyklizität von imα0
U . Die exakte Sequenz

0→ imα0
U → kerα1

U → kerα1
U/ imα0

U → 0

liefert somit unter Berücksichtigung der Kohärenz und damit der Azyklizität von H 1
U =

kerα1
U/ imα0

U die Azyklizität von kerα1
U . Wie oben ergibt sich imα1

U
∼= Γ(U, imα1

U )

und die Azyklizität von imα1
U . Dies wiederum liefert mit der Kohärenz von H 2

U =

kerα2
U/ imα1

U die Azyklizität von kerα2
U . Induktiv folgt, dass alle Garben kerαpU , imαpU ,

p ∈ Z, azyklisch sind und dass imαpU
∼= Γ(U, imαpU ) für alle p ∈ Z gilt.

Aus der Exaktheit von 0→ imαp−1
U → kerαpU →H

p
U → 0 ergibt sich mit dem soeben

Gesagten die Exaktheit von

0→ imαp−1
U → kerαpU → Γ(U,H p

U )→ 0

2Ist K eine Untergarbe von G , so ist H = G /K halmweise definiert durch Hz =

indU∈U(z)Γ(U,G )/Γ(U, K ) (z ∈ Ω), wobei U(z) für das Umgebungssystem von z in Ω steht.
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für alle p ∈ Z. Es folgt, dass die Abbildungen ψpU für alle p ∈ Z Vektorraumisomorphismen

sind. �

In Proposition 2.2.2 wurde ein Komplex (E•, α•) ∈ dBU vorausgesetzt. Nach Definition

von dBU ist der Komplex dann endlich. Im Beweis der Proposition tatsächlich benötigt

wurde jedoch nur, dass (E•, α•) links-semi-endlich ist, d.h. dass Ep = {0} für fast alle

p < 0 gilt.

Im Falle einer über der offenen Menge U ⊂ Ω kohärenten analytischen Garbe H kann

der Raum Γ(U,H ) mit einer kanonischen nuklearen Fréchetraumtopologie versehen wer-

den ([EP96], Proposition 4.1.5). Die Frage nach der Abgeschlossenheit von imαpU kann

deshalb auf die Frage reduziert werden, wann ψpU stetig ist, denn dann ist kerαpU/ imαp−1
U

ein Fréchetraum. In diesem Fall ist ψpU automatisch ein topologischer Isomorphismus zwi-

schen nuklearen Frécheträumen. Satz 2.2.1 ist somit eine Folgerung aus folgendem Satz:

Satz 2.2.3 Sei (E•, α•) ∈ dBΩ. Für jede Steinsche offene Menge U ⊂ %e,c(E
•, α•) und

alle p ∈ Z ist ψpU ein topologischer Vektorraumisomorphismus.

Der Beweis von Satz 2.2.3 ist aufwendig und wird in 5 Schritten geführt.

1© Spezialisierung

Die Versionen der Sätze 2.2.1 und 2.2.3, bei denen die beteiligten Banachräume endlich-

dimensional sind, sind bekannt. Sie beruhen auf folgenden Tatsachen:

- Für einen endlich-dimensionalen Banachraum E ist die Garbe OE
Ω eine kohärente

analytische Garbe ([GR84], Theorem 2.5.2, in Verbindung mit [Kul70], Satz 27.1).

- Mit der kanonischen Fréchetraumtopologie auf Γ(Ω,OE
Ω ) ist die kanonische Abbil-

dung O(Ω, E)→ Γ(Ω,OE
Ω ) ein topologischer Isomorphismus ([GR77], Seite 171).

- Für eine kohärente analytische Untergabe K einer kohärenten analytischen Garbe

G ist der Schnittraum Γ(Ω,K ) abgeschlossen in Γ(Ω,G ) ([GR77], Seite 172: Abge-

schlossenheitssatz).

- Ist ϕ : F → G ein Homomorphismus kohärenter Garben über Ω, so ist der induzierte

Vektorraumhomomorphismus ϕ : Γ(Ω,F ) → Γ(Ω,G ) zwischen den Schnitträumen

stetig, wenn diese mit ihrer kanonischen Fréchetraumtopologie versehen werden.

Proposition 2.2.4 Die Banachräume Ep, p ∈ Z, des Komplex (E•, α•) ∈ dBΩ seien

endlich-dimensional. Dann gilt: Für jede Steinsche offene Menge U ⊂ Ω und alle p ∈
Z ist ψpU ein topologischer Vektorraumisomorphismus. Insbesondere sind für alle p ∈ Z

die Quotienten kerαpU/ imαp−1
U nukleare Frécheträume (und die Mengen imαp−1

U damit

abgeschlossen).

Beweis: Seien E,F endlich-dimensionale Banachräume, α ∈ O(U,L(E,F )) und αU :

OE
U → OF

U der induzierte analytische Garbenhomomorphismus. Da OE
U und OF

U kohä-

rente analytische Garben sind, gilt dasselbe für kerαU und imαU ([Kul70], Satz 26.14).
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Der Schnittraum Γ(U, imαU ) ist abgeschlossen in Γ(U,OF
Ω ) (Abgeschlossenheitssatz) und

stimmt algebraisch mit imαU überein (vgl. den Beweis von Proposition 2.2.2). Aus der to-

pologischen Identifizierung Γ(U,OF
Ω ) ∼= O(U,F ) folgt die Abgeschlossenheit von imαU in

O(U,F ). Also sind in der Situation von Proposition 2.2.4 die Quotienten kerαpU/ imαp−1
U

Frécheträume. Sie sind nuklear als Quotient eines nuklearen Raumes bzgl. eines abge-

schlossenen Teilraumes ([EP96], Proposition 4.1.5 und Theorem A1.3). Außerdem sind die

Vektorraumisomorphismen

kerαpU/ imαp−1
U → Γ(U,H p

U ) ∼= Γ(U, kerαpU )/Γ(U, imαp−1
U )

(mit H
p
U = kerαpU/ imαp−1

U ) topologische Isomorphismen. �

2© Lokalisierung

Dass es sich bei Satz 2.2.3 um ein lokales Problem handelt, zeigt die nachfolgende Propo-

sition:

Proposition 2.2.5 Sei (E•, α•) ∈ dBΩ und sei U ⊂ %e(E
•, α•) eine Steinsche offene

Menge. Dann gilt: Existiert eine Überdeckung {Ui}i∈N von U aus Steinschen offenen Men-

gen derart, dass für p ∈ Z und i ∈ N die Abbildung ψpUi
ein topologischer Isomorphismus

ist, dann ist auch ψpU ein topologischer Isomorphismus. In diesem Fall ist für alle p ∈ Z

der Raum kerαpU/ imαp−1
U ein nuklearer Fréchetraum (und imαp−1

U damit abgeschlossen).

Beweis: Sei p ∈ Z fixiert, {Ui}i eine Überdeckung wie in der Proposition, ψpi = ψpUi

und αpi = αpUi
für alle i ∈ N. Abkürzend schreiben wir Uij für Ui ∩ Uj . Das nachfolgende

Diagramm ist kommutativ:

0 // Γ(U,H p
Ω )

r //
∏
i Γ(Ui,H

p
Ω )

s //
∏

(i,j) Γ(Uij ,H
p

Ω )

0 // kerαpU/ imαp−1
U

r̃ //

ψp
U

OO

∏
i kerα

p
i / imαp−1

i

�
i ψ

p
i

OO
(2.7)

wobei r(f) = (f |Ui
)i für f ∈ Γ(U,H p

Ω ), r̃([f ]) = ([f |Ui
])i für f ∈ kerαpU und s(fi)i =

(fi|Uij
− fj|Uij

)(i,j) für (fi)i ∈
∏
i Γ(Ui,H

p
Ω ). Offensichtlich sind

∏

i

Γ(Ui,H
p

Ω ) und
∏

(i,j)

Γ(Uij ,H
p

Ω )

versehen mit ihren Produkttopologien Frécheträume, und da r und s stetig sind und die

erste Zeile exakt ist, ist auch im r = ker s ein Fréchetraum. Aus dem Prinzip der offenen

Abbildung folgt, dass r eine auf ihr Bild offene Abbildung und somit ein topologischer Mo-

nomorphismus ist. Da die Quotienten kerαpi / imαp−1
i für alle i ∈ N nach Voraussetzung

Frécheträume sind, gilt dasselbe für
∏
i kerα

p
i / imαp−1

i , und
∏
i ψ

p
i ist ein topologischer

Isomorphismus. Aus der Stetigkeit und der Injektivität von r̃ folgt, dass kerαpU/ imαp−1
U

ein Fréchetraum ist. Da ψpU bijektiv ist und sich die Folgenstetigkeit von ψpU aus der
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Kommutativität des obigen Diagramms und der Tatsache, dass r ein topologischer Mono-

morphismus ist, ergibt, ist ψpU ein topologischer Isomorphismus. �

Mit Propostion 2.2.5 lässt sich die folgende Aussage beweisen. Zuvor sei noch ange-

merkt, dass im Falle einer über der offenen Menge U ⊂ Ω kohärenten analytischen Garbe

H der Fréchetraum Γ(U,H ) ein Fréchet-O(U)-Modul ist, d.h. dass die O(U)-Modul-

Operation auf Γ(U,H ) stetig ist ([EP96], Proposition 4.1.5).

Proposition 2.2.6 Sei (E•, α•) ∈ dBΩ und sei U ⊂ %e(E
•, α•) eine Steinsche offene

Menge derart, dass kerαpW/ imαp−1
W ein Fréchetraum ist für alle Steinschen offenen Teil-

mengen W ⊂ U und p ∈ Z. Dann ist ψpU ein topologischer Isomorphismus.

Beweis: Sei p ∈ Z fixiert. Nach Proposition 2.2.2 sind die Abbildungen ψpW , W ⊂ U

offen und Steinsch, Vektorraumisomorphismen. Nach Proposition 2.2.5 genügt es zu zeigen,

dass jeder Punkt z ∈ U eine Steinsche offene Umgebung W ⊂ U besitzt so, dass ψpW ein

topologischer Isomorphismus ist. Zu jedem z ∈ U lässt sich eine Steinsche offene Umgebung

W ⊂ U finden derart, dass Γ(W,H p
U ) als O(W )-Modul endlich erzeugt ist ([EP96], §4.1).

Sei σ1, ..., σl ∈ Γ(W,H p
U ), l ∈ N, ein Erzeugendensystem und σ̃1, ..., σ̃l ∈ kerαpW/ imαp−1

W

mit ψpW (σ̃i) = σi für i = 1, ..., l. Das nachfolgende Diagramm ist kommutativ:

O(W )l
β //

γ

''O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

O

kerαpW / imαp−1
W

ψp
W

∼
��

// 0

Γ(W,H p
U ) // 0

wobei für (f1, ..., fl) ∈ O(W )l die Abbildungen γ und β definiert sind durch γ(f1, ..., fl) =∑l
i=1 fiσi und β(f1, ..., fl) =

∑l
i=1 fiσ̃i. Da kerαpW / imαp−1

W ein Fréchetraum ist, β und

γ stetig sind und β surjektiv ist, ist ψpW ein topologischer Isomorphismus: Da die steti-

ge, surjektive Abbildung β zwischen Frécheträumen operiert, erlaubt sie das Liften von

Nullfolgen und ψpW ist deshalb stetig ([Jar81], Proposition 9.4.5 und die nachfolgende Be-

merkung). Als stetige, surjektive Abbildung zwischen Frécheträumen ist ψpW offen (Prinzip

der offenen Abbildung für Frécheträume) und damit ein topologischer Vektorraumisomor-

phismus.

�

3© Übertragung

Seien (E•, α•) und (F •, β•) zwei Komplexe in dBΩ und seien für p ∈ Z, U ⊂ Ω offen

H
p

Ω = kerαpΩ/ imαp−1
Ω , ψpU : kerαpU/ imαp−1

U → Γ(U,H p
Ω ) und

K
p

Ω = ker β
p
Ω/ im β

p−1
Ω , φpU : ker βpU/ im βp−1

U → Γ(U,K p
Ω )

wobei ψpU und φpU wie in (2.5) definiert sind.

Der Beweis der nachfolgenden Aussage enthält eine rein algebraische Komponente, die

im Anhang A.3 bewiesen wird.
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Proposition 2.2.7 Sei U ⊂ %e(F
•, β•) ∩ %e(E•, α•) eine Steinsche offene Menge und

f• : (F •, β•)|U → (E•, α•)|U ein Morphismus in dBU derart, dass der Abbildungskegel

C(f•U) split-exakt ist. Dann gilt für alle p ∈ Z:

ψpU ist ein topologischer Isomorphismus

m
φpU ist ein topologischer Isomorphismus.

Beweis: Sei (εp)p∈Z eine splittende Familie für (C•, δ•) = C(f•U ). Nach Lemma A.3.1

besitzt f•U eine Homotopieinverse g•U , die sich explizit in der Form

gpU = (−1)pπp2ε
p+1
U |O(U,Ep) (p ∈ Z)

schreiben lässt; hierbei ist πp2 : O(U,Cp)→ O(U,F p), (πp2h)(z) = π2(h(z)) für alle p ∈ Z.

Sei p ∈ Z fixiert. Die Voraussetzung, dass C(f•U) split-exakt ist, impliziert die Split-

Exaktheit von C(f•V ) für jede offene Menge V ⊂ U . Über jeder solchen Menge V sind f•V
und g•V homotopieinvers zueinander. Die von f•V und g•V induzierten linearen Abbildungen

[fpV ] : kerβpV / imβp−1
V → kerαpV / imαp−1

V und [gpV ] : kerαpV / imαp−1
V → kerβpV / im βp−1

V

sind stetig und invers zueinander. Über den Steinschen offenen Teilmengen V ⊂ U gibt es

kanonische algebraische Isomorphien

kerβpV / im βp−1
V
∼= Γ(V,K p

Ω ), kerαpV / imαp−1
V
∼= Γ(V,H p

Ω )

(Proposition 2.2.2). Die beiden Familien {[fpV ];V ⊂ U offen und Steinsch} und {[gpV ];V ⊂
U offen und Steinsch} induzieren analytische Garbenhomomorphismen f

p
U : K

p
U → H

p
U

und gpU : H
p
U → K

p
U , die invers zueinander sind. Wegen U ⊂ %e(F

•, β•) ∩ %e(E•, α•)

sind K
p
U und H

p
U kohärente analytische Garben. Versieht man Γ(U,K p

U ) und Γ(U,H p
U )

mit den kanonischen Fréchetraumtopologien, so liefern f
p
U und gpU stetige Abbildung

Γ(f
p
U ) : Γ(U,K p

U )→ Γ(U,H p
U ) und Γ(gpU ) : Γ(U,H p

U )→ Γ(U,K p
U ) ([GR84], Satz V.6.6);

diese sind invers zueinander und damit topologische Isomorphismen. Da das nachfolgende

Diagramm kommutativ ist, folgt leicht, dass φpU ein topologischer Isomorphismus ist genau

dann, wenn ψpU ein topologischer Isomorphismus ist.

ker βpU/ im βp−1
U

φp
U

��

[fp
U ]

// kerαpU/ imαp−1
U

ψp
U

��
Γ(U,K p

Ω )
Γ(f

p

U ) // Γ(U,H p
Ω )

.

�

Aus dem Beweis wird deutlich, dass unter den Voraussetzungen von Proposition 2.2.7

die Räume

ker βpU/ im βp−1
U und kerαpU/ imαp−1

U
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topologisch isomorph sind. Ist insbesondere eines der beiden Bilder imαp−1
U und imβp−1

U

abgeschlossen, so auch das andere, bzw. ist einer der beiden Quotienten ein nuklearer

Fréchetraum, so auch der andere.

4© Konstruktion

Im Folgenden sei (E•, α•) ein l-Komplex in dBΩ (l ∈ N). Für z0 ∈ %e(E•, α•) sind defini-

tionsgemäß die Räume kerαp(z0)/ imαp−1(z0) endlich-dimensional. Für z0 ∈ %e,c(E•, α•)

ist kerαp(z0) zusätzlich komplementiert in Ep für alle p ∈ Z. Dies kann ausgenutzt werden,

um eine gewisse lokale Regularität des Komplexes zu beweisen. Was hiermit gemeint ist,

steht in den Sätzen 2.2.10 und 2.2.12.

Die folgenden Arbeitsdefinitionen vereinfachen die Formulierung des technischen Be-

weises von Satz 2.2.10:

Sei q ∈ Z. Wir nennen ein Quadrupel (z0, U, (L
•, u•), f•) bestehend aus z0 ∈ %e(E•, α•),

einer offenen Umgebung U von z0 in Ω, einem Komplex (L•, u•) ∈ dBU und einem Mor-

phismus f• : (L•, u•)→ (E•, α•)|U in dBU q-zulässig, wenn folgende Bedingungen erfüllt

sind:

(i) Lp = {0} für p < q, dimLp < +∞ für p ≥ q,
(ii) (D•, d•) = C(f•) ist an den Stellen Dq+1, Dq+2,... in z0 exakt,

(iii) ker dp(z0) = kerαp−1(z0) für p ≥ q.3

Ist (z0, U, (L
•, u•), f•) q-zulässig, so nennen wir (z0, Ũ , (L̃

•, ũ•), f̃•) für r > 0 eine r-

Verfeinerung von (z0, U, (L
•, u•), f•), wenn gilt:

(i) (z0, Ũ , (L̃
•, ũ•), f̃•) ist (q − r)-zulässig,

(ii) Ũ ⊂ U ,

(iii) L̃p = Lp und ũp = up|Ũ für p ≥ q.
Ist (z0, U, (L

•, u•), f•) 0-zulässig, so ist

(D•, d•) = C(f•) : · · · → 0→ 0→ D0 d0(z)−→ D1 d1(z)−→ D2 → · · · (2.8)

an den Stellen D1,D2, ... in z0 exakt. Wegen ker d0(z0) = kerα−1(z0) = {0} ist (2.8) dann

überall in z0 exakt.

Das nachfolgende Lemma ist zentral für die sich anschließenden Ausführungen.

Lemma 2.2.8 Seien X,Y und Z Banachräume, U ⊂ Ω offen, z0 ∈ U und α : U →
L(X,Y ) und β : U → L(Y,Z) holomorphe Abbildungen derart, dass β(z)α(z) = 0 ist für

alle z ∈ U und

X
α(z)−→ Y

β(z)−→ Z (z ∈ U)

an der Stelle z0 exakt ist. Dann existiert eine offene Umgebung V ⊂ U von z0 derart, dass

O(V,X)
αV−→ O(V, Y )

βV−→ O(V,Z)

3Hierbei wird Ep−1 in kanonischer Weise als Teilraum von Dp = Ep−1 ⊕ Lp für alle p ∈ Z aufgefasst.
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exakt ist, und so, dass für g ∈ ker βV und x ∈ X mit α(z0)x = g(z0) eine Funktion

w ∈ O(V,X) mit w(z0) = x und αV (w) = g existiert.

Beweis: Das Lemma folgt aufgrund seiner lokalen Struktur aus [EP96], Lemma 2.1.5,

und der sich dort anschließenden Bemerkung. �

Proposition 2.2.9 Sei q ∈ Z und sei (z0, U, (L
•, u•), f•) q-zulässig. Dann besitzt das

Quadrupel eine 1-Verfeinerung.

Beweis: Sei (D•, d•) = C(f•), d.h. Dp = Ep−1 ⊕ Lp und

dp ∈ O(U,L(Dp,Dp+1)) mit dp(z) =

(
αp−1(z) (−1)pfp(z)

0 up(z)

)

für z ∈ U und p ∈ Z. Seien π1 : Dp → Ep−1 und π2 : Dp → Lp die kanonischen

Projektionen auf die erste bzw. zweite Komponente.

Seien rq−1 = dimHq−1(E•, α•(z0)) < +∞, L̃q−1 = Crq−1 und seien y1, ..., yrq−1 ∈
kerαq−1(z0) derart, dass [y1], ..., [yrq−1 ] eine Basis von Hq−1(E•, α•(z0)) ist.

Die Sequenz

Dq d
q(z)−→ Dq+1 dq+1(z)−→ Dq+2 (2.9)

ist nach Voraussetzung an der Stelle z0 exakt. Wegen yi ∈ kerαq−1(z0) = ker dq(z0) für

i = 1, ..., rq−1, existieren nach Lemma 2.2.8 angewandt auf (2.9) eine offene Umgebung

Ũ ⊂ U von z0 und Abbildungen wi ∈ O(Ũ ,Dq) mit

wi(z0) = yi und dq(z)wi(z) = 0 für z ∈ Ũ und i = 1, ..., rq−1. (2.10)

Wir definieren die Hilfsfunktion

h : Ũ → L(L̃q−1,Dq), h(z)(t1, ..., trq−1) =

rq−1∑

j=1

tjwj(z),

sowie

ũq−1 : Ũ → L(L̃q−1, Lq), ũq−1(z) = −π2h(z) und

f̃ q−1 : Ũ → L(L̃q−1, Eq−1), f̃ q−1(z) = (−1)qπ1h(z).

Die Abbildungen h, ũq−1 und f̃ q−1 sind offensichtlich holomorph. Für z ∈ Ũ gilt

0 = dq(z)h(z) = dq(z)π1h(z) + dq(z)π2h(z)

= αq−1(z)π1h(z) + (−1)qf q(z)π2h(z)︸ ︷︷ ︸
∈Eq

+uq(z)π2h(z)︸ ︷︷ ︸
∈Lq+1

, (2.11)
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d.h. uq(z)ũq−1(z) = 0. Folglich wird durch L̃p = Lp für alle p 6= q − 1 und ũp = up|Ũ
für alle p 6∈ {q − 1, q − 2}, ũq−2 ≡ 0, ein Komplex (L̃•, ũ•) endlich-dimensionaler Räume

definiert. Unter Berücksichtigung von (2.11) gilt für z ∈ Ũ

f q(z)ũq−1(z)− αq−1(z)f̃ q−1(z) = −f q(z)π2h(z)− (−1)qαq−1(z)π1h(z)

= (−1)q+1
[
αq−1(z)π1h(z) + (−1)qf q(z)π2h(z)

]
= 0.

Definiert man deshalb f̃p = fp|Ũ für alle p 6= q − 1, so erhält man einen Morphismus

f̃• : (L̃•, ũ•) → (E•, α•)|Ũ in dBŨ . Für den Abbildungskegel (D̃•, d̃•) von f̃• berechnet

man d̃p = dp|Ũ für alle p 6= q − 1 und

d̃q−1(z)(x ⊕ t) = αq−2(z)x+ (−1)q−1f̃ q−1(z)t+ ũq−1(z)t

= αq−2(z)x+ (−1)q−1(−1)qπ1h(z)t − π2h(z)t

= αq−2(z)x− h(z)t (2.12)

für z ∈ Ũ und x⊕ t ∈ D̃q−1. Sei x⊕ t ∈ ker d̃q−1(z0). Wegen (2.12) ist dann
∑rq−1

i=1 tiyi =

h(z0)t ∈ imαq−2(z0) und somit t = 0, woraus folgt, dass x ∈ kerαq−2(z0) ist. Für x ∈
kerαq−2(z0) ist natürlich x ⊕ 0 ∈ ker d̃q−1(z0). Also ist ker d̃q−1(z0) = kerαq−2(z0) und

damit gilt ker d̃p(z0) = kerαp−1(z0) für alle p ≥ q − 1. Der Komplex (D̃•, d̃•) ist an den

Stellen D̃q+1, D̃q+2, ... in z0 exakt. Bei D̃q ergibt sich

im d̃q−1(z0) = imαq−2(z0) + im h(z0) = kerαq−1(z0) = ker d̃q(z0).

Damit ist gezeigt, dass (z0, Ũ , (L̃
•, ũ•), f̃•) (q − 1)-zulässig ist. Nach Konstruktion ist das

Quadrupel eine 1-Verfeinerung von (z0, U, (L
•, u•), f•). �

Wir erinnern, dass der Ausgangskomplex (E•, α•) ein l-Komplex in dBΩ ist.

Satz 2.2.10 Sei z0 ∈ %e(E
•, α•). Dann existiert eine offene Umgebung U ⊂ Ω von

z0, ein l-Komplex (L•, u•) endlich-dimensionaler Räume in dBU und ein Morphismus

f• : (L•, u•) → (E•, α•)|U in dBU derart, dass (C(f•), d•) und C(f•U ) exakt sind mit

ker dp(z0) = kerαp−1(z0) für alle p ∈ Z.

Beweis: Das Quadrupel (z0,Ω, (0
•, 0•), 0•) ist (l+1)-zulässig: Für (D•, d•) = C(0•) gilt

Dl = El−1, Dl+1 = El und Dp = {0} für p > l + 1, sowie dl(z) = αl−1(z) und dp(z) = 0

für z ∈ Ω und p > l. Offensichtlich ist (D•, d•) an den Stellen Dl+2,Dl+3, ... in z0 exakt

und ker dp(z0) = kerαp−1(z0) für alle p ≥ l + 1.

Induktiv folgt mit Proposition 2.2.9, dass eine (l+ 1)-Verfeinerung (z0, V, (L
•, u•), f•)

von (z0,Ω, (0
•, 0•), 0•) existiert. Für diese gilt dann Lp = {0} für p < 0 und p > l. Da

(z0, V, (L
•, u•), f•) 0-zulässig ist, ist

(C(f•), d•) : · · · → 0→ D0 d0(z)−→ D1 d1(z)−→ · · · d
l(z)−→ Dl+1 → 0→ · · · (z ∈ V ) (2.13)

in z0 exakt.
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Da C(f•) endliche Länge besitzt, existiert eine offene Umgebung U ⊂ V von z0 derart,

dass C(f•)|U und C(f•U ) exakt sind (man beachte die Lokalität der Aussage und [EP96],

Theorem 2.1.8). Die Aussage folgt nun mit U , (L•, u•)|U und f•|U . �

Man beachte, dass aus der Exaktheit von (C(f•), d•) über U in Satz 2.2.10 die Inklusion

U ⊂ %e(E•, α•) folgt: Denn sind z ∈ U und p ∈ Z fixiert, so existiert für alle x ∈ kerαp(z) ⊂
ker dp+1(z) = im dp(z) ein y ∈ Ep−1 und ein t ∈ Lp mit x = αp−1(z)y + (−1)pfp(z)t. Da

dimLp < +∞ ist, folgt hieraus dim
(
kerαp(z)/ imαp−1(z)

)
< +∞, d.h. z ∈ %e(E•, α•).

Damit ist das nachfolgende wohlbekannte Korollar erneut bewiesen:

Korollar 2.2.11 Die Menge %e(E
•, α•) ⊂ Ω ist offen.

Satz 2.2.12 Sei z0 ∈ %e,c(E
•, α•). Dann existiert eine offene Umgebung U ⊂ Ω von

z0, ein l-Komplex (L•, u•) endlich-dimensionaler Räume in dBU und ein Morphismus

f• : (L•, u•)→ (E•, α•)|U in dBU derart, dass C(f•) und C(f•U) split-exakt sind.

Beweis: Wegen z0 ∈ %e,c(E
•, α•) ⊂ %e(E

•, α•) existiert nach Proposition 2.2.10 und

Korollar 2.2.11 eine offene Umgebung V ⊂ %e(E
•, α•) von z0, ein l-Komplex (L•, u•)

endlich-dimensionaler Räume in dBV und ein Morphismus f• : (L•, u•) → (E•, α•)|V in

dBV derart, dass (D•, d•) = C(f•) exakt ist mit ker dp(z0) = kerαp−1(z0) für alle p ∈ Z.

Wir beweisen:

Existieren für ein q ∈ Z eine offene Umgebung U ⊂ Ω von z0 und Abbildungen

εp ∈ O(U,L(Dp,Dp−1)), p ≥ q, mit

dp−1(z)εp(z) + εp+1(z)dp(z) = idDp (2.14)

für p ≥ q, z ∈ U , so gilt dasselbe für q − 1.

Man beachte, dass

Dq−2 dq−2(z0)−→ im dq−2(z0)→ 0

exakt ist. Wegen der Komplementiertheit von ker dq−2(z0) = kerαq−3(z0) kann Dq−2 zer-

legt werden in Dq−2 = ker dq−2(z0) ⊕ D0 mit einem abgeschlossenen Teilraum D0 von

Dq−2. Da im dq−2(z0) = ker dq−1(z0) abgeschlossen ist, existiert ein stetiger Operator

R̃ : im dq−2(z0) → D0 mit R̃ =
(
dq−2(z0)|D0

)−1
. Sei R : im dq−2(z0) → Dq−2 definiert

durch R = 0⊕ R̃. Die Sequenz

L(Dq−1,Dq−2)
α(z)−→ L(Dq−1)

β(z)−→ L(Dq−1,Dq) (z ∈ U) (2.15)

mit α(z)T = dq−2(z)T für T ∈ L(Dq−1,Dq−2) und β(z)S = dq−1(z)S für S ∈ L(Dq−1)

erfüllt offensichtlich β(z)α(z) = 0 für alle z ∈ U .

Sei S ∈ kerβ(z0), d.h. imS ⊂ ker dq−1(z0) = im dq−2(z0). Dann lässt sich eine Abbil-

dung Q ∈ L(Dq−1,Dq−2) definieren durch Qx = RSx für x ∈ Dq−1. Es folgt

α(z0)Qx = α(z0)RSx = dq−2(z0)RSx = Sx, x ∈ Dq−1,
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d.h. α(z0)Q = S. Also ist imα(z0) = ker β(z0). Lemma 2.2.8 angewandt auf (2.15) liefert

die Existenz einer offenen Umgebung Ũ ⊂ U von z0 derart, dass

O(Ũ , L(Dq−1,Dq−2))
α

Ũ−→ O(Ũ , L(Dq−1))
β

Ũ−→ O(Ũ , L(Dq−1,Dq))

exakt ist. Für z ∈ Ũ gilt:

[
βŨ (idDq−1 − εqdq−1)|Ũ

]
(z) = dq−1(z)(idDq−1 − εq(z)dq−1(z))

= dq−1(z)− (idDq − εq+1(z)dq(z))dq−1(z) = 0,

wobei (2.14) für p = q und z ∈ Ũ ausgenutzt wurde. Folglich existiert eine Abbildung

ε̃q−1 ∈ O(Ũ , L(Dq−1,Dq−2)) mit

αŨ (ε̃q−1) = (idDq−1 − εqdq−1)|Ũ

bzw. dq−2(z)ε̃q−1(z) =
[
αŨ (ε̃q−1)

]
(z) = idDq−1 − εq(z)dq−1(z) für z ∈ Ũ . Man ist fertig,

wenn man ε̃p = εp|Ũ für p ≥ q setzt, denn dann ist (2.14) für p ≥ q − 1, (ε̃p)p≥q−1 und

z ∈ Ũ erfüllt.

Für alle p ≥ l+ 2 erfüllen die Abbildungen εp ≡ 0 ∈ O(Ω, L(Dp,Dp−1)) die Gleichung

(2.14) auf ganz Ω. Induktiv folgt deshalb, dass es eine offene Umgebung U ⊂ Ω von z0

und Abbildungen εp ∈ O(U,L(Dp,Dp−1)), p ≥ 0, gibt (nach Konstruktion ist εp ≡ 0 für

p ≥ l + 2), die (2.14) für alle p ≥ 0 erfüllen. Setzt man εp ≡ 0 ∈ O(U,L(Dp,Dp−1)) für

p < 0, so erhält man eine splittende Familie (εp)p∈Z für C(f•). Gleichzeitig ist

dp−1
U εpU + εp+1

U dpU = idO(U,Dp) (p ∈ Z),

d.h. auch C(f•U) ist split-exakt. �

Korollar 2.2.13 Die Menge %e,c(E
•, α•) ⊂ Ω ist offen.

Beweis: Für alle z0 ∈ %e,c(E•, α•) existiert eine offene Umgebung U ⊂ %e(E
•, α•) von

z0 (Korollar 2.2.11), ein l-Komplex (L•, u•) endlich-dimensionaler Räume in dBU und ein

Morphismus f• : (L•, u•) → (E•, α•)|U in dBU derart, dass C(f•) split-exakt ist (Satz

2.2.12). Aus der Bemerkung zu den Konsequenzen der Existenz einer splittenden Familie

(εp)p∈Z für C(f•) auf Seite 30 folgt, dass ker dp(z) komplementiert ist für alle p ∈ Z und

z ∈ U . Da kerαp(z) endlich-kodimensional in ker dp+1(z) ist (siehe die Bemerkungen vor

Korollar 2.2.11), ist auch kerαp(z) komplementiert in Ep. �

5© Beweis

Zum Beweis der Sätze 2.2.1 und 2.2.3 müssen nur die in diesem Paragraphen gewonnenen

Erkenntnisse zusammengetragen werden.

Beweis: (von Satz 2.2.3) Ohne Einschränkung sei (E•, α•) ein l-Komplex (l ∈ N), d.h. es

sei Ep = {0} für p < 0 und p > l. Sei U ⊂ %e,c(E•, α•) eine Steinsche offene Menge.
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Nach Proposition 2.2.12 können wir zu jedem Punkt z ∈ U eine Steinsche offene

Umgebung V = Vz ⊂ U von z, einen l-Komplex (L•, u•) endlich-dimensionaler Räume

über V und einen Morphismus f• : (L•, u•) → (E•, α•)|V in dBV wählen derart, dass

C(f•V ) split-exakt ist. Sei K
p
V = kerup/ im up−1 und sei

φpV : kerupV / im up−1
V → Γ(V,K p

V )

definiert wie in (2.5). Dann ist nach Proposition 2.2.4 die Abbildung φpV ein topolo-

gischer Isomorphismus zwischen nuklearen Frécheträumen. Wegen %e(L
•, u•) = V ist

V ⊂ %e(L•, u•) ∩ %e(E•, α•), und es folgt mit Proposition 2.2.7, dass auch

ψpV : kerαpV / imαp−1
V → Γ(V,H p

Ω )

ein topologischer Isomorphismus ist. Da Ω das 2. Abzählbarkeitsaxiom erfüllt, gibt es

eine Folge (zi)i∈N in U so, dass U =
⋃
i∈N

Vzi
ist. Die Behauptung ergibt sich nun aus

Proposition 2.2.5. �

Wie in den Bemerkungen vor Satz 2.2.3 gesehen, ist hiermit auch Satz 2.2.1 bewiesen.

2.3 Abgeschlossene Bilder bzgl. w∗-Topologien

In §2.2 haben für einen Komplex (E•, α•) ∈ dBΩ die Mengen %e(E
•, α•) und %e,c(E

•, α•)

eine zentrale Rolle gespielt. In diesem Paragraphen geht es um Komplexe (Ẽ•, α̃•) ∈
dB̃Ω und um w∗-Topologien.4 Um vergleichbare Resultate zu erhalten, ist eine zusätzliche

Menge zu betrachten:

%e,c∗(Ẽ
•, α̃•) = {z ∈ %e(Ẽ•, α̃•) : ker α̃p(z) ist w∗-komplementiert für alle p ∈ Z}.

Ist Ẽ ein Dualraum und E ein Banachraum mit E′ ∼= Ẽ, so sei daran erinnert, dass die

w∗-Topologie auf Ẽ die schwache Topologie bzgl. der kanonischen Dualität 〈E, Ẽ〉 ist. Ein

Teilraum E0 von Ẽ ist w∗-komplementiert, wenn ein w∗-abgeschlossener Teilraum E1 von

Ẽ existiert mit Ẽ ∼= E0 ⊕ E1.

Das zu Satz 2.2.1 duale Resultat lautet:

Satz 2.3.1 Sei (Ẽ•, α̃•) ∈ dB̃Ω. Für jede Steinsche offene Menge U ⊂ %e,c∗(Ẽ
•, α̃•) und

alle p ∈ Z ist der Quotient

(ker α̃pU )w∗/ im α̃p−1
U

separiert.

In der Situation von Satz 2.3.1 ist die Separiertheit des dort beschriebenen Quotienten

äquivalent zur w∗-Abgeschlossenheit des Teilraumes im α̃p−1
U ⊂ O(U, Ẽp).

4Für die Bezeichnungen vergleiche §2.1 ab Seite 32.
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Auch für den Beweis von Satz 2.3.1 können die Abbildungen

ψpU : ker α̃pU/ im α̃p−1
U → Γ(U,H p

Ω ), U ⊂ Ω offen, p ∈ Z,

aus §2.2 herangezogen werden; hierbei ist H
p

Ω sinngemäß definiert:

H
p

Ω = ker α̃
p
Ω/ im α̃

p−1
Ω .

Für U ⊂ %e,c∗(Ẽ
•, α̃•) ⊂ %e,c(Ẽ

•, α̃•) offen ist nach Satz 2.2.3 die Abbildung ψpU ein

topologischer Isomorphismus, wenn rechts wie links die kanonischen Fréchetraumtopolo-

gien zugrunde gelegt werden. Im Rahmen dieses Paragraphen ist es sinnvoll, die Räume

ker α̃pU/ im α̃p−1
U und Γ(U,H p

Ω ) mit einer anderen Topologie zu versehen. Wir wollen des-

halb ψpU entweder als rein algebraische Abbildung im Sinne von Proposition 2.2.2 oder

als topologischen Isomorphismus im Sinne von Satz 2.2.3 verstehen. Wir versehen ψpU mit

einer Tilde, ψ̃pU , wenn ψpU als Abbildung zwischen den Räumen (ker α̃pU )w∗/ im α̃p−1
U und

Γ(U,H p
Ω )w aufgefasst werden soll. Es geht im Folgenden um den Beweis der nachfolgenden

Aussage, auf die sich Satz 2.3.1 zurückführen lässt.

Satz 2.3.2 Sei (Ẽ•, α̃•) ∈ dB̃Ω. Für jede Steinsche offene Menge U ⊂ %e,c∗(Ẽ
•, α̃•) und

alle p ∈ Z ist

ψ̃pU : (ker α̃pU )w∗/ im α̃p−1
U → Γ(U,H p

Ω )w

ein topologischer Isomorphismus.

Unter den Voraussetzungen von Satz 2.3.2 ist Γ(U,H p
Ω )w separiert (Hahn-Banach).

Dasselbe gilt dann auch für den Quotienten auf der linken Seite.

Der Beweis von Satz 2.3.2 erfährt denselben Aufbau wie der Beweis von Satz 2.2.3.

1© Spezialisierung

Proposition 2.3.3 Die Banachräume Ẽp, p ∈ Z, des Komplexes (Ẽ•, α̃•) ∈ dB̃Ω seien

endlich-dimensional. Dann gilt: Für jede Steinsche offene Menge U ⊂ Ω und alle p ∈ Z ist

ψ̃pU ein topologischer Vektorraumisomorphismus. Insbesondere sind für alle p ∈ Z die Quo-

tienten (ker α̃pU )w∗/ im α̃p−1
U separiert (und die Mengen im α̃p−1

U damit w∗-abgeschlossen).

Beweis: Aus Proposition 2.2.4 ist bekannt, dass unter den Voraussetzungen an U die

Abbildungen ψpU , p ∈ Z, topologische Isomorphismen sind. Sei p ∈ Z fixiert. Dann ist

ψpU :
(
ker α̃pU/ im α̃p−1

U

)

w
→ Γ(U,H p

Ω )w

stetig und bijektiv; außerdem ist die Abbildung als offene Abbildung bzgl. den Fréchet-

raumtopologien offen bzgl. den schwachen Topologien ([Köt83b], §32.3(3)). Gezeigt werden

muss deshalb nur, dass

(
ker α̃pU/ im α̃p−1

U

)

w

id−→ (ker α̃pU )w∗/ im α̃p−1
U
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ein topologischer Isomorphismus ist. Für die linke Seite gilt

(
ker α̃pU/ im α̃p−1

U

)

w

∼= (ker α̃pU )w/ im α̃p−1
U

([Schae66], Corollary IV.4.1.2) und da O(U, Ẽp) wegen der endlichen Dimension von Ẽp

reflexiv ist, gilt auch (ker α̃pU )w∗ = (ker α̃pU )w. �

2© Lokalisierung

Proposition 2.3.4 Sei (Ẽ•, α̃•) ∈ dB̃Ω und sei U ⊂ %e(Ẽ
•, α̃•) eine Steinsche offene

Menge. Dann gilt: Existiert eine Überdeckung {Ui}i∈N von U aus Steinschen offenen Men-

gen derart, dass für p ∈ Z und i ∈ N die Abbildung ψ̃pUi
stetig ist, dann ist auch ψ̃pU stetig.

In diesem Fall ist für alle p ∈ Z der Raum (ker α̃pU )w∗/ im α̃p−1
U separiert (und im α̃p−1

U

damit w∗-abgeschlossen).

Beweis: Sei p ∈ Z fixiert, {Ui}i eine Überdeckung wie in der Proposition, ψ̃pi = ψ̃pUi

und α̃pi = α̃pUi
für alle i ∈ N. Wir betrachten die Abbildungen r und r̃ aus dem Beweis von

Propositon 2.2.5, sowie das kommutative Diagramm

Γ(U,H p
Ω )w

r //
∏
i Γ(Ui,H

p
Ω )w

(ker α̃pU )w∗/ im α̃p−1
U

r̃ //

ψ̃p
U

OO

∏
i(ker α̃

p
i )w∗/ im α̃p−1

i

�
i ψ̃

p
i

OO
.

Bzgl. den Fréchetraumtopologien sind r und r̃ topologische Monomorphismen. Wegen

∏

i

Γ(Ui,H
p

Ω )w ∼=
(
∏

i

Γ(Ui,H
p

Ω )

)

w

([Schae66], Theorem IV.4.3) ist auch r : Γ(U,H p
Ω )w →

∏
i Γ(Ui,H

p
Ω )w ein topologischer

Monomorphismus ([Köt83b], §32.3(3)). Nach Voraussetzung ist
∏
i ψ̃

p
i stetig. Es muss so-

mit nur noch die Stetigkeit von

r̃ : (ker α̃pU )w∗/ im α̃p−1
U →

∏

i

(ker α̃pi )w∗/ im α̃p−1
i

gezeigt werden. Hierzu genügt es, für i ∈ N die Stetigkeit der Restriktion ρ : O(U, Ẽp)w∗ →
O(Ui, Ẽ

p)w∗ nachzuweisen.

Sei Ep ein Banachraum mit (Ep)′ ∼= Ẽp und sei R : O(U) → O(Ui) die kanonische

Restriktionsabbildung. Sei R′ : O(Ui)
′ → O(U)′ die (prä-)adjungierte Abbildung. Dann

ist

R′ ⊗ idEp : O(Ui)
′⊗̂Ep → O(U)′⊗̂Ep

stetig, und man rechnet leicht nach, dass

R⊗ idẼp : O(U)⊗̂Ẽp → O(Ui)⊗̂Ẽp
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der zuR′⊗idEp adjungierte Operator ist. Vermöge O(U)⊗̂Ẽp ∼= O(U, Ẽp) und O(Ui)⊗̂Ẽp ∼=
O(Ui, Ẽ

p) ist zudem ρ = R⊗ idẼp . Also ist ρ eine w∗-w∗-stetige Abbildung ([MV92], Satz

23.30). �

3© Übertragung

Seien (F̃ •, β̃•) und (Ẽ•, α̃•) zwei Komplexe in dB̃Ω und seien für p ∈ Z

H
p

Ω = ker α̃
p
Ω/ im α̃

p−1
Ω , ψ̃pU : (ker α̃pU )w∗/ im α̃p−1

U → Γ(U,H p
Ω )w und

K
p

Ω = ker β̃
p

Ω/ im β̃
p−1

Ω , φ̃pU : (ker β̃pU )w∗/ im β̃p−1
U → Γ(U,K p

Ω )w

wie in (2.5).

Proposition 2.3.5 Sei U ⊂ %e(F̃
•, β̃•) ∩ %e(Ẽ•, α̃•) eine Steinsche offene Menge und

f̃• : (F̃ •, β̃•)|U → (Ẽ•, α̃•)|U ein Morphismus in dB̃U derart, dass der Abbildungskegel

C(f̃•U ) split∗-exakt ist. Dann gilt für alle p ∈ Z:

ψ̃pU ist stetig ⇐⇒ φ̃pU ist stetig.

Beweis: Sei (ε̃p)p∈Z ein ∗-splittende Familie für (D̃•, d̃•) = C(f̃•U ), d.h. insbesondere mit

ε̃pU ∈ L(O(U, D̃p),O(U, D̃p−1)) für alle p ∈ Z. Dann ist die wie im Beweis von Proposition

2.2.7 definierte Familie g•U ein Morphismus in dF̃U . Für alle p ∈ Z und V ⊂ U offen sind

die Abbildungen

[f̃pV ] : (ker β̃pV )w∗/ im β̃p−1
V → (ker α̃pV )w∗/ im α̃p−1

V und

[g̃pV ] : (ker α̃pV )w∗/ im α̃p−1
V → (ker β̃pV )w∗/ im β̃p−1

V

stetig und invers zueinander. Wie im Beweis von Proposition 2.2.7 erhält man ein kom-

mutatives Diagramm

(ker β̃pU )w∗/ im β̃p−1
U

φ̃p
U

��

[f̃p
U ]

// (ker α̃pU )w∗/ im α̃p−1
U

ψ̃p
U

��
Γ(U,K p

Ω )w
Γ �f̃p

U �
// Γ(U,H p

Ω )w.

Die Implikation
”
⇒“ ergibt sich wie folgt: Da Γ

(
g̃
p
U

)
stetig bzgl. den Fréchetraumtopolo-

gien ist ([GR77], Satz V.6.6), ist die Abbildung auch w-w-stetig ([Köt83b], §32.3(3)). Da

nach Voraussetzung ψ̃pU stetig ist, folgt die Stetigkeit von φ̃pU .

Die Implikation
”
⇐“ ergibt sich analog. �

Aus dem Beweis wird deutlich, dass unter den Voraussetzungen von Proposition 2.3.5

die Räume

(ker β̃pU )w∗/ im β̃p−1
U und (ker α̃pU )w∗/ im α̃p−1

U

topologisch isomorph sind. Insbesondere folgt aus der w∗-Abgeschlossenheit des Bildes

einer der Abbildugen α̃p−1
U und β̃p−1

U die w∗-Abgeschlossenheit des anderen Bildes bzw.

aus der Separiertheit des einen Quotienten diejenige des anderen.
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4© Konstruktion

Im Folgenden sei (Ẽ•, α̃•) ein l-Komplex in dB̃Ω (l ∈ N).

Der nachfolgende Satz ergibt sich aus Satz 2.2.10, wenn man berücksichtigt, dass ein

Komplex endlich-dimensionaler Räume in dBU (U ⊂ Ω offen) automatisch ein Komplex

in dB̃U ist, und dass ein Morphismus f• : (L•, u•) → (Ẽ•, α̃•)|U in dBU , dessen Defini-

tionsbereich ein Komplex endlich-dimensionaler Räume ist, automatisch ein Morphismus

in dB̃U ist.

Satz 2.3.6 Sei z0 ∈ %e(Ẽ•, α̃•). Dann existiert eine offene Umgebung U ⊂ %e(Ẽ•, α̃•) von

z0, ein l-Komplex (L•, u•) endlich-dimensionaler Räume in dB̃U und ein Morphismus

f̃• : (L•, u•) → (Ẽ•, α̃•)|U in dB̃U derart, dass (C(f̃•), d̃•) und C(f̃•U) exakt sind mit

ker d̃p(z0) = ker α̃p−1(z0) für alle p ∈ Z.

Um Satz 2.3.6 zu verbessern, benutzen wir die folgende elementare und wohlbekannte

Beobachtung.

Lemma 2.3.7 Seien Ẽ und F̃ duale Banachräume und sei T ∈ L(Ẽ, F̃ ) bijektiv. Dann

ist T−1 ∈ L(F̃ , Ẽ).

Satz 2.3.8 Sei z0 ∈ %e,c∗(E•, α•). Dann existiert eine offene Umgebung U ⊂ %e,c∗(E•, α•)

von z0, ein l-Komplex (L•, u•) endlich-dimensionaler Räume in dB̃U und ein Morphismus

f̃• : (L•, u•)→ (Ẽ•, α̃•)|U in dB̃U derart, dass (C(f̃•), d̃•) split*-exakt ist.

Beweis: Wegen z0 ∈ %e,c∗(Ẽ
•, α̃•) ⊂ %e(Ẽ

•, α̃•) existiert nach Proposition 2.3.6 eine

offene Umgebung V ⊂ %e(Ẽ
•, α̃•) von z0, ein l-Komplex (L•, u•) endlich-dimensionaler

Räume in dB̃V und ein Morphismus f̃• : (L•, u•) → (Ẽ•, α̃•)|V in dB̃V derart, dass

(D̃•, d̃•) = C(f̃•) und C(f̃•V ) exakt sind mit ker d̃p(z0) = ker α̃p−1(z0) für alle p ∈ Z.

Durch sukzessives Verkleinern von V wird gezeigt, dass für eine geeignete offene Umgebung

U ⊂ V von z0 der Abbildungskegel (D̃•, d̃•) split∗-exakt ist.

Es wird bewiesen:

Existieren für ein q ∈ Z eine offene Umgebung U ⊂ %e(Ẽ
•, α̃•) von z0 und

Abbildungen ε̃p ∈ O(U,L(D̃p, D̃p−1)), p ≥ q, mit

d̃p−1(z)ε̃p(z) + ε̃p+1(z)d̃p(z) = idD̃p (2.16)

für p ≥ q, z ∈ U , so gilt dasselbe für q − 1.

Man beachte, dass

D̃q−2 d̃q−2(z0)−→ im d̃q−2(z0)→ 0

exakt ist. Wegen der w∗-Komplementiertheit von ker d̃q−2(z0) = kerαq−3(z0) und der

w∗-Abgeschlossenheit von im d̃q−2(z0) = ker d̃q−1(z0) existiert nach Lemma 2.3.7 eine w∗-

stetige, lineare Abbildung R : im d̃q−2(z0) → D̃q−2 mit d̃q−2(z0)R = idim d̃q−2(z0). Die

Sequenz

L(D̃q−1, D̃q−2)
α̃(z)−→ L(D̃q−1)

β̃(z)−→ L(D̃q−1, D̃q) (z ∈ U) (2.17)
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mit α̃(z)T = d̃q−2(z)T für T ∈ L(D̃q−1, D̃q−2) und β̃(z)S = d̃q−1(z)S für S ∈ L(D̃q−1) ist

offensichtlich ein analytisch parametrisierter Komplex von Banachräumen.

Sei S ∈ ker β̃(z0), d.h. imS ⊂ ker d̃q−1(z0) = im d̃q−2(z0). Dann lässt sich eine Abbil-

dung Q ∈ L(D̃q−1, D̃q−2) definieren durch Qx = RSx für x ∈ D̃q−1. Es folgt

α̃(z0)Qx = α̃(z0)RSx = d̃q−2(z0)RSx = Sx, x ∈ D̃q−1,

d.h. α̃(z0)Q = S. Also ist im α̃(z0) = ker β̃(z0). Lemma 2.2.8 angewandt auf (2.17) liefert

die Existenz einer offenen Umgebung Ũ ⊂ U von z0 derart, dass

O(Ũ ,L(D̃q−1, D̃q−2))
α

Ũ−→ O(Ũ ,L(D̃q−1))
β

Ũ−→ O(Ũ ,L(D̃q−1, D̃q))

exakt ist. Für z ∈ Ũ gilt:

[
β̃Ũ (idD̃q−1 − ε̃qd̃q−1|Ũ )

]
(z) = d̃q−1(z)(idD̃q−1 − ε̃q(z)d̃q−1(z))

= d̃q−1(z)− (idD̃q − ε̃q+1(z)d̃q(z))d̃q−1(z) = 0,

wobei (2.16) für q und z ∈ Ũ ausgenutzt wurde. Folglich existiert eine Abbildung ˜̃εq−1 ∈
O(Ũ ,L(D̃q−1, D̃q−2)) mit

α̃Ũ (˜̃εq−1) = idD̃q−1 − ε̃q d̃q−1|Ũ

bzw. d̃q−2(z)˜̃εq−1(z) =
[
α̃Ũ (˜̃εq−1)

]
(z) = idD̃q−1 − ε̃q(z)d̃q−1(z) für z ∈ Ũ . Man ist fertig,

wenn man ˜̃εp = ε̃p|Ũ für p ≥ q setzt, denn dann ist offensichtlich (2.16) für p ≥ q − 1,

(˜̃εp)p≥q−1 und z ∈ Ũ erfüllt.

Klar ist, dass die Gleichung (2.16) mit ε̃p ≡ 0 ∈ L(D̃p, D̃p−1) für p ≥ l + 2 richtig ist.

Induktiv folgt mit Obigem deshalb, dass es eine offene Umgebung U ⊂ %e(Ẽ
•, α̃•) von z0

und Abbildungen ε̃p ∈ O(Ũ ,L(D̃p, D̃p−1)) für p ≥ 0 gibt (nach Konstruktion ist ε̃p ≡ 0

für p ≥ l+2), die (2.16) für alle p ≥ 0 erfüllen. Setzt man ε̃p ≡ 0 ∈ L(D̃p, D̃p−1) für p < 0,

so erhält man eine ∗-splittende Familie (ε̃p)p∈Z für C(f̃•). Aus (2.16) wird

d̃p−1

Ũ
ε̃p
Ũ

+ ε̃p+1

Ũ
d̃p
Ũ

= id
O(Ũ ,D̃p) (p ∈ Z),

d.h. C(f̃•
Ũ
) ist split*-exakt. �

Korollar 2.3.9 Die Menge %e,c∗(Ẽ
•, α̃•) ⊂ Ω ist offen.

Beweis: Sei z0 ∈ %e,c∗(Ẽ•, α̃•). Dann existieren eine offene Umgebung U ⊂ %e(Ẽ
•, α̃•)

von z0 (Korollar 2.2.11), ein l-Komplex (L•, u•) endlich-dimensionaler Räume in dB̃U und

ein Morphismus f̃• : (L•, u•) → (Ẽ•, α̃•)|U in dB̃U derart, dass (D̃•, d̃•) = C(f̃•) split*-

exakt ist (Satz 2.3.8). Sei ε̃• eine *-splittende Familie für C(f̃•), d.h. eine Familie (ε̃p)p∈Z

mit ε̃p ∈ O(U,L(D̃p, D̃p−1) für alle p ∈ Z und

d̃p−1(z)ε̃p(z) + ε̃p+1(z)d̃p(z) = idD̃p
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für alle z ∈ U und p ∈ Z. Hieraus ergibt sich, dass Pz = idD̃p − ε̃p+1(z)d̃p(z) ∈ L(D̃p) eine

Projektion auf ker d̃p(z) = ker α̃p−1(z) ⊂ D̃p ist. Durch Einschränkung auf Ẽp−1 ⊂ D̃p

erhält man eine w∗-stetig Projektion Pz|Ẽp−1 ∈ L(Ẽp−1) auf ker α̃p−1(z). Also ist ker α̃p(z)

w∗-komplementiert in Ẽp für alle z ∈ U und p ∈ Z. Es folgt, dass U ⊂ %e,c∗(Ẽ
•, α̃•) ist,

und somit die Behauptung. �

5©Beweis

Beweis: (von Satz 2.3.2) Sei U ⊂ %e,c∗(Ẽ
•, α̃•) eine Steinsche offene Menge. Nach

Proposition 2.3.8 existiert für z ∈ U eine Umgebung V = Vz ⊂ %e,c∗(Ẽ
•, α̃•) von z, ein

l-Komplex (L•, u•) endlich-dimensionaler Räume und ein Morphismus f̃• : (L•, u•) →
(Ẽ•, α̃•)|V ∈ dB̃V derart, dass C(f̃•V ) split∗-exakt ist. Ohne Einschränkung kann man

annehmen, dass die Mengen V Steinsch sind. Sei K
p
V = kerup/ im up−1 und sei

φ̃pV : (ker upV )w∗/ imup−1
V → Γ(V,K p

V )w

definiert wie in (2.5). Dann ist nach Proposition 2.3.3 die Abbildung φ̃pV ein topologischer

Isomorphismus. Wegen U ⊂ %e(L•, u•) ∩ %e(Ẽ•, α̃•) folgt mit Proposition 2.3.5, dass auch

ψ̃pV : (kerαpV )w∗/ im α̃p−1
V → Γ(V,H p

Ω )w

ein topologischer Isomorphismus ist. Die Behauptung folgt nun analog zum Beweis von

Satz 2.2.3 aus Propostion 2.3.4. �

2.4 Dualitätstheorie

Sei (Ẽ•, α̃•) ein l-Komplex in dB̃Ω, wobei l ∈ N ist und Ω wie bisher eine komplexe

Mannigfaltigkeit. Sei U ⊂ Ω offen. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Koho-

mologiegruppen der Sequenz

0→ O(U, Ẽ0)
α̃0

U−→ O(U, Ẽ1)
α̃1

U−→ · · · α̃
l−1
U−→ O(U, Ẽl)→ 0,

bestehend aus Frécheträumen und w∗-stetigen linearen Abbildungen, und den Homologie-

gruppen der prädualen Sequenz

0← O(U)′⊗̂E0 αU
0←− O(U)′⊗̂E1 αU

1←− · · ·
αU

l−1←− O(U)′⊗̂El ← 0

bzgl. der Dualität < O(U)′⊗̂Ep,O(U, Ẽp) > für p ∈ Z? Eine Antwort auf diese Frage

liefert der nachfolgende Satz.

Satz 2.4.1 Für alle Steinschen offenen Mengen U ⊂ %e,c∗(Ẽ
•, α̃•) ist die Vervollständi-

gung von kerαUp−1

/
imαUp ein nuklearer und reflexiver (DF)-Raum und es gilt

((
kerαUp−1

/
imαUp

)∧)′

β

∼= ker α̃pU/ im α̃p−1
U , (2.18)

wobei
(
kerαUp−1

/
imαUp

)∧
für die Vervollständigung von kerαUp−1

/
imαUp steht.
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Bevor der Beweis von Satz 2.4.1 erbracht wird, sammeln wir zunächst Resultate aus der

Dualitätstheorie lokalkonvexer Räume. Hierfür wird eine übliche Notation vereinbart: Ist

〈E,F 〉 ein Dualsystem von C-Vektorräumen, so bezeichnet M◦ für eine Teilmenge M ⊂ E
die absolute Polare von M in F , d.h. die Menge {y ∈ F : |〈x, y〉| ≤ 1 für alle x ∈ M}. Ist

M ein linearer Teilraum von E, so schreiben wir bzgl. des Dualsystems 〈E,E′〉 statt M◦

auch M⊥ und nennen M⊥ den Annihilator von M .

Sei F ein lokalkonvexer Hausdorffraum und seien F0, F1 Teilräume von F mit F0 ⊂
F1. Der Teilraum F1 werde mit der Relativtopologie und der Quotient F1/F0 mit der

zugehörigen Quotiententopologie versehen. Der kanonische Epimorphismus F1 → F1/F0

werde mit q1 bezeichnet, im Falle F1 = F mit q. Der topologische Dualraum von F1/F0

lässt sich algebraisch leicht identifizieren. Sei hierzu

Φ1 : F⊥
0 /F

⊥
1 → (F1/F0)

′

die durch [ϕ] 7→ ϕ̃ definierte Abbildung, wobei ϕ ∈ F⊥
0 und [ϕ] für die Restklasse von ϕ in

F⊥
0 /F

⊥
1 steht, und ϕ̃ : F1/F0 → C definiert ist durch ϕ̃(q1(x)) = ϕ(x) für alle x ∈ F1. Die

Injektivität von Φ1 ist klar und die Surjektivität folgt aus dem Satz von Hahn-Banach.

Wir setzen Φ = Φ1 falls F1 = F ist.

Bezeichnet F⊥⊥
0 den Annihilator von F0 in F ′

1, so ist die zu q1 adjungierte Abbildung

q′1 : (F1/F0)
′ → F ′

1 injektiv mit im q′1 = F⊥⊥
0 . Sei ı : F1 → F die kanonische Inklusion und

ı′ : F ′ → F ′
1 die zu ı adjungierte Abbildung. Dann ist (ker ı′)∩F⊥

0 = F⊥
1 und ı′(F⊥

0 ) = F⊥⊥
0 ,

und ı′ definiert eine kanonische injektive Abbildung ı̂ : F⊥
0 /F

⊥
1 → F ′

1 mit im ı̂ = F⊥⊥
0 . Im

Folgenden wird F⊥
0 stets mit der Relativtopologie der starken Topologie von F ′ versehen,

F⊥⊥
0 mit derjenigen von F ′

1 und der Quotient F⊥
0 /F

⊥
1 wird mit der Quotiententopologie

bzgl. F⊥
0 ausgestattet.

Die Frage nach der topologischen Identifizierung des starken Duals des Raumes F1/F0

erweist sich als schwieriger und ist Gegenstand der nachfolgenden Ausführungen.

Lemma 2.4.2 Die Abbildung ı′|F⊥
0

: F⊥
0 → F ′

1 ist stetig.

Beweis: Dies ist eine direkte Folgerung aus [MV92], Lemma 23.29. �

Proposition 2.4.3 Sei F ein Fréchetraum und F0 ⊂ F ein abgeschlossener Teilraum

derart, dass F/F0 nuklear ist. Dann ist

Φ : F⊥
0 → (F/F0)

′
β

ein topologischer Isomorphismus.

Beweis: Da q′ sich schreiben lässt als Komposition

(F/F0)
′
β

Φ−1

−→ F⊥
0 ↪→ F ′

β ,

wobei die zweite Abbildung die kanonische Inklusion ist, genügt es zu zeigen, dass q′ :

(F/F0)
′
β → F ′

β ein topologischer Homomorphismus ist. Man beachte, dass auch ohne die
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geforderte Nuklearität von F/F0 aus der obigen Faktorisierung von q′ die Stetigkeit von

Φ−1 (oder äquivalent die Offenheit von Φ) folgt.

Gemäß [Köt83b], §32.5(2), ist q′ genau dann ein starker Homomorphismus, wenn es zu

jeder beschränkten Menge N in F/F0 eine beschränkte Menge M in F gibt mit q(M) ⊃ N .

Sei also N ⊂ F/F0 beschränkt. Dann ist N kompakt, da F/F0 nach Voraussetzung ein

nuklearer Fréchetraum ist und in solchen Räumen beschränkte Mengen relativ kompakt

sind ([EP96], Bemerkung im Anschluss an Lemma A1.7). Gemäß [Köt83a], §22.2(7), ist N

dann aber das Bild einer kompakten Menge M ⊂ F unter q. Da M als kompakte Menge

beschränkt ist, folgt die Behauptung. �

Die Aussage in Proposition 2.4.3 wird in Proposition 2.4.5 verallgemeinert. Der nicht

triviale Beweis dieser Verallgemeinerung, die im Beweis von Satz 2.4.1 Anwendung fin-

den wird, benötigt die nachfolgende Proposition. Es sei daran erinnert, dass ein quasi-

tonnelierter Raum F Montelraum heißt, wenn jede beschränkte Menge in F relativ kom-

pakt ist.5 Ein Fréchet-Montelraum ist ein Montelraum, dessen Topologie eine Fréchet-

raumtopologie ist.

Proposition 2.4.4 Der starke Dual eines Fréchet-Montelraumes ist ultrabornologisch.

Beweis: Sei F ein Montelraum. Dann gilt dasselbe für seinen starken Dual F ′
β ([MV92],

Satz 24.25). Insbesondere ist F ′
β quasi-tonneliert. Da F als Fréchetraum metrisierbar ist,

ist F ′
β bornologisch (und tonneliert) ([MV92], Satz 25.12). Als bornologischer Raum trägt

F ′
β die induktive Topologie bzgl. des Systems (jB : F ′

B → F ′)B∈B(F ), wobei B(F ) die Menge

aller absolutkonvexen, beschränkten Teilmengen von F ′
β bezeichnet und F ′

B =
⋃
k∈N

kB

den mit der Einschränkung des Minkowski-Funktionals von B auf F ′
B normierten Raum

([MV92], Satz 24.10). Die lokalkonvexe Topologie β ist die feinste auf F ′ bzgl. der die

Abbildungen jB , B ∈ B(F ), stetig sind. Da F ′
β ein Montelraum ist, ist B kompakt für alle

B ∈ B(F ). Dann ist B eine Banachkugel ([MV92], Satz 23.14) und F ′
B

ein Banachraum.

Es existiert eine feinste lokalkonvexe Topologie β̃ auf F ′, die alle jB , B = B ∈ B(F ), stetig

macht, und da B ∈ B(F ) für alle B ∈ B(F ) gilt, ist β̃ ≥ β. Da für jedes B ∈ B(F ) die

Abbildung F ′
β ↪→ F ′

β̃
als Komposition der Abbildungen F ′

B ↪→ F ′
B
↪→ F ′

β̃
stetig ist, ist auch

umgekehrt β ≥ β̃. Also trägt F ′
β die induktive lokalkonvexe Topolgie bzgl. eines Systems

von Banachräumen und ist deshalb ultrabornologisch. �

Proposition 2.4.5 Sei F ein Fréchetraum und seien F0, F1 abgeschlossene Teilräume

von F derart, dass F0 ⊂ F1 und F1/F0 nuklear ist. Dann ist

Φ1 : F⊥
0 /F

⊥
1 → (F1/F0)

′
β

ein topologischer Isomorphismus.

5Das ist die Definition, die man in [MV92] findet. In [Köt83a] ist ein Montelraum von Hause aus

tonneliert.
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Beweis: Indem man Proposition 2.4.3 anwendet auf den Fréchetraum F1 statt F erhält

man einen topologischen Isomorphismus

Φ0 : F⊥⊥
0 → (F1/F0)

′
β .

Hierbei sei der Annihilator F⊥⊥
0 von F0 in F ′

1 versehen mit der Relativtopologie von F ′
1 =

(F1)
′
β . Da sich Φ1 schreiben lässt als Komposition

F⊥
0 /F

⊥
1

ı̂−→ F⊥⊥
0

Φ0−→ (F1/F0)
′
β

(hier wird im ı̂ = F⊥⊥
0 ⊂ F ′

1 ausgenutzt), genügt es zu zeigen, dass ı̂ : F⊥
0 /F

⊥
1 → F ′

1

ein topologischer Monomorphismus ist. Äquivalent hierzu ist, dass die Abbildung ı′|F⊥
0

:

F⊥
0 → F ′

1 ein topologischer Homomorphismus ist. Nach Lemma 2.4.2 ist diese Abbildung

zumindest stetig.

Man beachte, dass die kanonische Abbildung F1/F0
S−→ F/F0 ein topologischer Mo-

nomorphismus ist. Demzufolge ist (F/F0)
′
β

S′

−→ (F1/F0)
′
β stetig ([MV92], Lemma 23.29)

und surjektiv. Da jeder nukleare Fréchetraum ein Fréchet-Montelraum ist, folgt aus Pro-

position 2.4.4, dass (F1/F0)
′
β ultrabornologisch ist. Da F/F0 metrisierbar ist, ist (F/F0)

′
β

ein (strikt) gewebter Raum ([Köt83b], §35.4(11)). Nach dem Satz von der offenen Abbil-

dung von de Wilde ([Köt83b] §35.3(1)), ist S′ somit offen. Die Offenheit von ı′|F⊥
0

kann

nun aus dem folgenden kommutativen Diagramm (unter Beachtung von Lemma 2.4.2 und

Proposition 2.4.3) abgeleitet werden:

(F/F0)
′
β

S′

��

F⊥
0

Φoo

ı′|
F⊥
0

��
(F1/F0)

′
β

q′1 // F ′
1

Man beachte dabei, dass nach dem Anfang des Beweises von Proposition 2.4.3 die wie dort

gebildete Abbildung Φ offen ist. Ebenso aus dem Beweis von Proposition 2.4.3 folgt, dass

die Abbildung q′1 : (F1/F0)
′
β → F ′

1 ein topologischer Monomorphismus ist. �

Kehren wir zur Ausgangssituation dieses Paragraphen zurück: Wir betrachten Räume

der Form F = O(U)′⊗̂E, wobei U ⊂ Ω eine offene Teilmenge einer komplexen Mannig-

faltigkeit Ω und E ein Banachraum ist. Für solche Räume gilt (O(U)′⊗̂E)′β
∼= O(U)⊗̂E′,

ihr starker Dualraum ist also ein Fréchetraum. Sind F0 ⊂ F1 ⊂ O(U)′⊗̂E abgeschlossene

Teilräume, ist F⊥
0 ⊂ O(U)⊗̂E′ mit der Relativtopologie versehen und ist F⊥

0 /F
⊥
1 bzgl.

der Quotiententopologie nuklear, so ist wegen

(
F⊥

0 /F
⊥
1

)′
β

∼= F⊥⊥
1 /F⊥⊥

0

(Proposition 2.4.5) der Quotient F⊥⊥
1 /F⊥⊥

0 (versehen mit der Quotiententopologie bzgl.

der starken Relativtopologie von F ′′ auf F⊥⊥
1 ) ein vollständiger, nuklearer (DF)-Raum

([MV92], Satz 25.7, und [EP96], Theorem A1.8). Damit sind wir dem Beweis von Satz
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2.4.1 mit kerαUp−1 (für geeignete U und p) in der Rolle von F1 und imαUp in der Rolle

von F0 und damit ker α̃pU in der Rolle von F⊥
0 und im α̃p−1

U in der Rolle von F⊥
1 näher

gekommen.

Wir setzen im Folgenden voraus, dass F ein lokalkonvexer Hausdorffraum ist derart,

dass F ′
β ein Fréchetraum ist, und dass F0, F1 ⊂ F abgeschlossene Teilräume von F sind

derart, dass F0 ⊂ F1 und F⊥
0 /F

⊥
1 ein nuklearer Fréchetraum ist. Vermittels der Bijektion

Φ1 : F⊥
0 /F

⊥
1 → (F1/F0)

′ kann man ein duales System 〈F1/F0, F
⊥
0 /F

⊥
1 〉 definieren durch

〈q1(x), [ϕ]〉 = Φ1([ϕ])(q1(x)) = ϕ(x) für alle ϕ ∈ F⊥
0 und alle x ∈ F1. Hiermit erhält man

eine Abbildung

γ : F1/F0 → (F⊥
0 /F

⊥
1 )′, γ(q1(x)) = 〈q1(x), ·〉, (2.19)

deren topologische Eigenschaften uns interessieren: Hierzu wird die linke Seite von (2.19)

mit der Quotiententopologie bzgl. der durch F gegebenen Relativtopologie auf F1 und

die rechte Seite mit der starken Topologie versehen (wie üblich). Welche (zusätzlichen)

Voraussetzungen für F müssen erfüllt sein, damit die Abbildung γ ein topologischer Mo-

nomorphismus mit dichtem Bild ist? Diese Frage ist aus folgendem Grund interessant: Da

F⊥
0 /F

⊥
1 ein (nuklearer) Fréchetraum ist, ist (F⊥

0 /F
⊥
1 )′β ein vollständiger (nuklearer) (DF)-

Raum. Bezeichnet man die Vervollständigung von F1/F0 mit (F1/F0)
∧, so vermittelt γ (als

topologischer Monomorphismus mit dichtem Bild) einen topologischen Isomorphismus

(F1/F0)
∧ → (F⊥

0 /F
⊥
1 )′β

([Jar81], Theorem 3.4.2). Diese Beobachtung werden wir benutzen, um den Beweis von

Satz 2.4.1 zu beenden.

Als nächstes wird gezeigt, dass γ jedenfalls dann ein topologischer Monomorphismus

mit dichtem Bild ist, wenn F tonneliert ist. Diese Voraussetzung ist gerechtfertigt, wie das

nachfolgende Lemma zeigt:

Lemma 2.4.6 Für U ⊂ Ω offen und einen Banachraum E ist O(U)′⊗̂E ein tonnelierter

Raum.

Beweis: Als starker Dual eines reflexiven Fréchetraumes ist O(U)′ ein tonnelierter

(DF)-Raum ([MV92], Satz 23.22 und Satz 25.7). Ein Banachraum ist ebenfalls stets ein

tonnelierter (DF)-Raum ([MV92], Satz 23.23 und Bemerkung 25.8). Das vervollständigte

π-Tensorprodukt zweier tonnelierter (DF)-Räume ist tonneliert ([Köt83b], §41.4(8)). �

Proposition 2.4.7 Sei F ein tonnelierter lokalkonvexer Hausdorffraum derart, dass F ′
β

ein Fréchetraum ist. Seien F0, F1 ⊂ F abgeschlossene Teilräume derart, dass F0 ⊂ F1

und F⊥
0 /F

⊥
1 ein nuklearer Fréchetraum ist. Dann ist die Abbildung γ ein topologischer

Monomorphismus mit dichtem Bild.

Beweis: Zunächst wird die Stetigkeit von γ bewiesen. Sei hierzu B ein beschränkte

Menge in F⊥
0 /F

⊥
1 . Da F⊥

0 /F
⊥
1 nuklear ist, ist B relativ kompakt ([EP96], Bemerkung im

55



KAPITEL 2. Analytisch parametrisierte Komplexe

Anschluss an Lemma A1.7). Dann existiert eine kompakte Menge B̃ ⊂ F⊥
0 mit q(B̃) = B

([Köt83a], §22.2(7)); hierbei ist q : F⊥
0 → F⊥

0 /F
⊥
1 der kanonische Epimorphismus. Da F⊥

0

die von F ′
β induzierte Relativtopologie trägt, ist B̃ auch als Teilmenge von F ′

β kompakt

und damit insbesondere punktweise beschränkt. Weil F tonneliert ist, ist B̃ also eine

gleichstetige Teilmenge von F ′. Es existiert damit eine stetige Halbnorm q auf F mit

|ϕ(x)| ≤ q(x) für alle x ∈ F und ϕ ∈ B̃. Hieraus folgt

pB(γ([x])) ≤ pB(γ([x])) = sup{|〈[x], [ϕ]〉| : ϕ ∈ B̃}
= sup{|ϕ(x)| : ϕ ∈ B̃} ≤ q(x)

für alle x ∈ F1. Dies zeigt die Stetigkeit der Abbildung F1 →
(
F⊥

0 /F
⊥
1

)′
, x 7→ 〈[x], ·〉 und

damit die Stetigkeit von γ.

Die Tatsache, dass γ sogar ein Homomorphismus ist, ergibt sich wie folgt: Man rechnet

nach, dass γ′ :
(
F⊥

0 /F
⊥
1

)′′ → (F1/F0)
′ vermöge der Identifizierung

(
F⊥

0 /F
⊥
1

)′′ ∼= F⊥
0 /F

⊥
1

mit Φ1 überein stimmt. Insbesondere ist γ′ bijektiv und γ damit injektiv mit dichtem

Bild. Man muss nur noch beweisen, dass zu jeder gleichstetigen Menge N ⊂ (F1/F0)
′ eine

gleichstetig Menge M ⊂ F⊥
0 /F

⊥
1 existiert mit N ⊂ γ′(M) ([Köt83b], §32.4(3)). Hierbei ist

die Gleichstetigkeit von N bzgl. der Dualität
〈
F1/F0, (F1/F0)

′〉 und jene von M bzgl. der

Dualität
〈(
F⊥

0 /F
⊥
1

)′
β
, F⊥

0 /F
⊥
1

〉
zu verstehen.

Die Gleichstetigkeit von N impliziert die Existenz einer absolutkonvexen Nullumge-

bung U ⊂ F1/F0 mit N ⊂ U◦. Wir zeigen, dass Φ−1
1 (U◦) eine gleichstetige Menge bzgl.

der zweiten Dualität ist.

Sei hierzu V ⊂ F eine absolutkonvexe Nullumgebung mit V ∩ F1 ⊂ q−1
1 (U), wobei

q1 : F1 → F1/F0 der kanonische Epimorphismus ist. Dann ist V ◦ ⊂ F ′
β beschränkt, und

damit auch V ◦ ∩ F⊥
0 und R = (V ◦ ∩ F⊥

0 )/F⊥
1 . Man beachte, dass für alle ϕ ∈ F⊥

0 mit

[ϕ] ∈ Φ−1
1 (U◦) gilt

|ϕ(x)| = |〈[x],Φ1([ϕ])| ≤ 1

für alle x ∈ V ∩ F1. Deshalb ist

|ϕ(x)| ≤ pV (x)

für alle x ∈ F1. Der Satz von Hahn-Banach liefert die Existenz einer stetigen Fortsetzung

ϕ̃ von ϕ|F1 auf F mit

|ϕ̃(x)| ≤ pV (x)

für alle x ∈ F . Es gilt also ϕ̃ ∈ V ◦∩F⊥
0 und [ϕ̃] = [ϕ] ∈ Φ−1

1 (U◦). Dies zeigt Φ−1
1 (U◦) ⊂ R.

Da R beschränkt ist, ist R◦ eine Nullumgebung in
(
F⊥

0 /F
⊥
1

)′
β
. Wegen Φ−1

1 (U◦) ⊂ R

gilt somit

|〈φ, [ϕ]〉| ≤ 1

für alle φ ∈ R◦ und [ϕ] ∈ Φ−1
1 (U◦), d.h. Φ−1

1 (U◦) ist gleichstetig bzgl. der zweiten Dualität.

Damit ist die Proposition bewiesen. �
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Proposition 2.4.8 Unter den Voraussetzungen von Proposition 2.4.7 ist die Vervollstän-

digung von F1/F0 ein vollständiger nuklearer und reflexiver (DF)-Raum.

Beweis: Da γ : F1/F0 → γ (F1/F0) ⊂
(
F⊥

0 /F
⊥
1

)′
β

ein topologischer Isomorphismus auf

einem dichten Teilraum ist, ist die durch γ eindeutig bestimmte Abbildung

(F1/F0)
∧ →

(
F⊥

0 /F
⊥
1

)′
β

ebenfalls ein topologischer Isomorphismus ([Jar81], Theorem 3.4.2); hierbei bezeichnet

(F1/F0)
∧ die Vervollständigung von F1/F0. Da auf der rechten Seite ein vollständiger

nuklearer und reflexiver (DF)-Raum steht, hat auch (F1/F0)
∧ diese Eigenschaften. �

Beweis: (von Satz 2.4.1) Sei U ⊂ %e,c∗(Ẽ
•, α̃•) eine Steinsche offene Menge. Dann ist

O(U)′⊗̂Ep für alle p ∈ Z ein tonnelierter lokalkonvexer Hausdorffraum (Lemma 2.4.6). Die

Teilräume kerαUp−1 und imαUp sind abgeschlossene Teilräume von O(U)′⊗̂Ep mit imαUp ⊂
kerαUp−1. Der Dualraum von O(U)′⊗̂Ep ist der Fréchetraum O(U)⊗̂Ẽp ∼= O(U, Ẽp), und

es gilt (kerαUp−1)
⊥ = im α̃p−1

U und (imαUp )⊥ = ker α̃pU . Wegen U ⊂ %e,c∗(Ẽ
•, α̃•) ist

ker α̃pU/ im α̃p−1
U ein nuklearer Fréchetraum (Satz 2.2.1) und

(
kerαUp−1

/
imαUp

)∧

ein nuklearer (DF)-Raum (Proposition 2.4.8). Die Reflexivität dieses Raumes folgt aus der

Reflexivität von ker α̃pU/ im α̃p−1
U . �

Bemerkung 2.4.9 Sind die Banachräume Ep (p ∈ Z) reflexiv, so kann man die Sequenz

(O(U)′⊗̂E•, αU• ) als die stark duale Sequenz von (O(U)⊗̂Ẽ•, α̃•
U ) auffassen. Nach dem

Homomorphiesatz für Frécheträume ([Köt83b], §33.4(2)) sind in diesem Fall die Räume

imαUp ⊂ O(U)′⊗̂Ep für jede Steinsche offene Menge U ⊂ %e,c(Ẽ
•, α̃•) automatisch ab-

geschlossen. Außerdem sind die Räume O(U)′⊗̂Ep (p ∈ Z) in diesem Fall als starke

Dualräume der reflexiven Frécheträume O(U)⊗̂Ẽp Ptakräume ([Köt83b], §34.3(5)). Da

Quotienten abgeschlossener Teilräume von Ptakräumen wieder Ptakräume und damit

vollständig sind ([Köt83b], §34.3), sind dann die in Satz 2.4.1 auftretenden Quotienten

kerαUp−1/ imαUp auch automatisch vollständig. Wir wissen nicht, ob diese Verbesserungen

von Satz 2.4.1 auch im nicht-reflexiven Fall möglich sind.

2.5 Anwendung auf vertauschende Operatortupel

Seien (E•, α•) und (F •, β•) zwei Komplexe in dBΩ über der komplexen Mannigfaltigkeit

Ω.

Satz 2.5.1 Seien A• : (E•, α•) → (F •, β•) und B• : (F •, β•) → (E•, α•) zwei Morphis-

men in dBΩ und U ⊂ %e,c(E•, α•) eine Steinsche offene Menge. Dann gilt: Für alle p ∈ Z

mit

ApU kerαpU = ker βpU und Bp
U ker βpU = kerαpU (2.20)
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ist die kanonisch definierte Abbildung

ÃpU : kerαpU/ imαp−1
U → kerβpU

/
imβp−1

U

ein topologischer Isomorphismus zwischen nuklearen Frécheträumen.

Beweis: Sei p ∈ Z mit (2.20) fixiert. Dann folgt, dass für alle Steinschen offenen Men-

gen V ⊂ U der Quotient kerαpV / imαp−1
V ein nuklearer Fréchetraum ist (Satz 2.2.1), der

sich topologisch mit dem Schnittraum Γ(V,H p
U ) der kohärenten analytischen Garbe H

p
U

über V identifizieren lässt (Satz 2.2.3). Diese Identifikation wird im Folgenden frei be-

nutzt. Für V ⊂ U offen und Steinsch seien ÃV : kerαpV / imαp−1
V → ker βpV

/
imβp−1

V und

B̃V : ker βpV

/
imβp−1

V → kerαpV / imαp−1
V die zu AV und BV kanonisch definierten Ab-

bildungen. Sei C : H
p
U → H

p
U der von der Familie (B̃V ÃV : Γ(V,H p

U ) → Γ(V,H p
U );V ⊂

U offen und Steinsch) induzierte analytische Garbenhomomorphismus. Da H
p
U kohärent

ist, sind C(H p
U ) und ker C kohärente analytische Untergarben von H

p
U ([Kul70], Satz

26.14). Da 0 → ker C → H
p
U → C(H

p
U ) → 0 exakt und ker C als kohärente analytische

Garbe über der Steinschen offenen Menge U nach dem Satz von Cartan azyklisch ist

([EP96], Theorem 4.1.4), folgt die Exaktheit von

Γ(U,H p
U )

Γ(C)−→ Γ(U, C(H p
U ))→ 0

([Kul70], Satz 18.4). Wegen kerαpU/ imαp−1
U
∼= Γ(U,H p

U ) ist Γ(C) = B̃U ÃU und damit

B̃U ÃUΓ(U,H p
U ) = Γ(U, C(H p

U )).

Wegen (2.20) besitzt B̃U ÃU dichtes Bild und da Γ(U, C(H p
U )) nach dem Abgeschlossen-

heitssatz ein abgeschlossener Unterraum von Γ(U,H p
U ) ist ([GR77], S.172), muss B̃U ÃU

sogar surjektiv sein. Da H
p
z für alle z ∈ U nach dem noetherschen Lemma für kohärente

analytische Garben eine noetherscher Oz-Modul ist ([GR84], S. 111), muss Cz für alle z ∈ U
injektiv sein.6 Damit ist auch C injektiv und schließlich B̃U ÃU ([Kul70], Satz 3.9). Nach

dem Prinzip der offenen Abbildung für Frécheträume ist B̃U ÃU ein topologischer Isomor-

phismus. Dann ist ÃU ein topologischer Monomorphismus. Da ÃU nach Voraussetzung

auch dichtes Bild hat, ist ÃU ein topologischer Isomorphismus. �

Im Folgenden betrachten wir den Spezialfall Ω = Cn. Seien E,F Banachräume, seien

(S1, ..., Sn) ∈ L(E)n und (T1, ..., Tn) ∈ L(F )n zwei vertauschende Tupel und sei A ∈
L(E,F ) ein Operator mit ASi = TiA für i = 1, ..., n. Dann induziert A für alle p ∈ Z einen

linearen Operator Ap : Λp(s,E) → Λp(s, F ) vermöge Ap = 1Λp(s) ⊗ A (hierzu wird die

6Ein kommutativer Ring R heisst noethersch, wenn jede aufsteigende Kette R1 ⊂ R2 ⊂ ... von Idealen

in R stationär ist (d.h. es existiert k ∈ N mit Ri = Rk für alle i ∈ N mit i ≥ k). Ist ϕ : R → R ein

surjektiver Ringendomorphismus eines noetherschen Ringes R, so ist ϕ injektiv, denn für die gerichtete

Familie (ker ϕi)i∈N von Idealen in R existiert nach Voraussetzung ein n ∈ N mit kerϕn = ker ϕn+1. Ist

y ∈ kerϕ und x ∈ R mit y = ϕn(x), so folgt 0 = ϕ(y) = ϕn+1(x) und somit ϕn(x) = 0 = y. Folglich ist

ker ϕ = {0}.
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Identifizierung Λp(s,E) = Λp(s) ⊗ E benutzt). Für p ∈ Z und xsi1 ∧ · · · ∧ sip ∈ Λp(s,E)

gilt

Ap+1δpS(xsi1 ∧ · · · ∧ sip) =

n∑

i=1

Ap+1((Six)si ∧ si1 ∧ · · · ∧ sip)

=

n∑

i=1

(ASix)si ∧ si1 ∧ · · · ∧ sip =

n∑

i=1

(TiAx)si ∧ si1 ∧ · · · ∧ sip

= δpT ((Ax)si1 ∧ · · · ∧ sip) = δpTA
p(xsi1 ∧ · · · ∧ sip),

d.h. es gilt Ap+1δpS = δpTA
p für alle p ∈ Z.

Für die Abbildungen Mzi
⊗ idE auf O(U,E), i = 1, ..., n, schreiben wir im Fol-

gend abkürzend wieder Mzi
und für idO(U) ⊗ T auf O(U,E), T ∈ L(E), abkürzend T .

Berücksichtigt man dann

im δn−1
S,U =

n∑

i=1

(Mzi
− Si)O(U,E)

für alle offenen U ⊂ Cn und schreibt man für
∑n

i=1(Mzi
− Si)O(U,E) zur Abkürzung

(Mz − S)O(U,E), so folgt aus Satz 2.5.1:

Satz 2.5.2 Seien E,F Banachräume, S = (S1, ..., Sn) ∈ L(E)n und T = (T1, ..., Tn) ∈
L(F )n zwei vertauschende Operatortupel und A ∈ L(E,F ), B ∈ L(F,E) mit jeweils dich-

tem Bild und ASi = TiA, SiB = BTi für i = 1, ..., n. Dann induziert der Operator A für

alle Steinschen offenen Mengen U ⊂ %e,c(S) einen topologischen Isomorphismus

ÃU : O(U,E) / (Mz − S)O(U,E) → O(U,F )
/

(Mz − T )O(U,F ) ,

[f ] 7→ [AUf ]

zwischen nuklearen Frécheträumen.

Beweis: Alle Voraussetzungen von Satz 2.5.1 sind für p = n erfüllt. �

Zur Berechnung des Spektrums eines vertauschenden Tupels T ∈ L(F )n ist folgendes

Resultat nützlich: Besitzt T die SVEP7 auf Cn, so definiert das Garbendatum

FT (V ) = O(V, F ) /(Mz − T )O(V, F ) , V ⊂ C
n offen,

zusammen mit den kanonischen Restriktionsabbildungen eine analytische Garbe FT , für

die über Steinschen offenen Mengen U ⊂ Cn die algebraische Isomorphie Γ(U,FT ) ∼=
FT (U) gilt. Außerdem ist σ(T ) = supp(FT ) (Proposition A.2.1); hierbei ist supp(FT )

definiert als das Komplement der größten offenen Menge W ⊂ Cn mit Γ(U,FT ) = {0}
für alle U ⊂W offen. Besitzt T die Eigenschaft (β) auf Cn, so besitzt T definitionsgemäß

die SVEP auf Cn und zusätzlich ist (Mz − T )O(U,F ) abgeschlossen in O(U,F ) für jede

Steinsche offene Menge U ⊂ Cn. In diesem Fall ist FT eine analytische Fréchetgarbe.

7SVEP steht für single valued extension property, vgl. Anhang A.2.

59



KAPITEL 2. Analytisch parametrisierte Komplexe

Auch das wesentliche Spektrum geeigneter vertauschender Operatortupel T lässt sich

als Träger einer geeigneten Garbe gewinnen. Besitzt T nämlich die Eigenschaft (β) auf Cn,

so lässt sich vermittels des Garbendatums (Γ(U,FT )q, rqU,V ;U ⊂ Cn offen) eine analytische

Garbe FqT definieren; hierbei steht (·)q für den q-Funktor (vgl. wieder Anhang A.2). Es

gilt σe(T ) = supp(FqT ) (Proposition A.2.2). Für Steinsche offene Mengen U ⊂ Cn gilt die

Identifizierung FqT (U) = FT (U)q.

Korollar 2.5.3 Seien E,F Banachräume, S = (S1, ..., Sn) ∈ L(E)n, T = (T1, ..., Tn) ∈
L(F )n zwei vertauschende Operatortupel und A ∈ L(E,F ), B ∈ L(F,E) stetige Operatoren

mit jeweils dichtem Bild und ASi = TiA, SiB = BTi für i = 1, ..., n. Das Tupel T besitze

die Eigenschaft (β) auf Cn. Dann gilt σ(T ) ⊂ σc(S) und σe(T ) ⊂ σe,c(S). Ist E ein

Hilbertraum, so gilt σ(T ) ⊂ σ(S) und σe(T ) ⊂ σe(S).

Beweis: Ist U ⊂ %c(S) ⊂ %e,c(S) Steinsch und offen, so folgt aus Satz 2.5.2

O(U,E) /(Mz − S)O(U,E) ∼= O(U,F ) /(Mz − T )O(U,F ) ,

wobei für T die Eigenschaft (β) ausgenutzt wurde. Da links der Nullraum steht, gilt

FT (U) = {0}. Da dasselbe Argument auch auf jede Steinsche offene Menge V ⊂ U an-

wendbar ist, folgt U ⊂ supp(FT )c = %(T ). Also ist σ(T ) ⊂ σc(S).

Für U ⊂ %e,c(S) Steinsch und offen ist O(U,E) /(Mz − S)O(U,E) ein nuklearer Fré-

chetraum. In solchen Räumen sind beschränkte Mengen relativ-kompakt und es gilt des-

halb

[O(U,E) /(Mz − S)O(U,E) ]q = {0}.

Aus der durch Satz 2.5.2 gegebenen topologischen Isomorphie ergibt sich somit auch

[O(U,F ) /(Mz − T )O(U,F ) ]q = {0}.

Wie oben folgt hieraus die Inklusion U ⊂ (supp(FqT ))c = %e(T ). Also hat man σe(T ) ⊂
σe,c(S).

In Hilberträumen gilt %c(S) = %(S) und %e,c(S) = %e(S). �

Als Korollar ergibt sich ein bekanntes Resultat von Putinar ([Put92], Theorem 1)

im Zusammenhang mit der Quasiähnlichkeit vertauschender Operatortupel auf Hilber-

träumen. Zwei Operatortupel S = (S1, ..., Sn) ∈ L(E)n und T = (T1, ..., Tn) ∈ L(F )n

heißen quasiähnlich, wenn es Operatoren A ∈ L(E,F ) und B ∈ L(F,E) gibt, beide injek-

tiv und beide mit dichtem Bild derart, dass ASi = TiA und SiB = BTi für i = 1, ..., n

gilt.

Korollar 2.5.4 Seien E,F Hilberträume und S ∈ L(E)n und T ∈ L(F )n zwei vertau-

schende Operatortupel, beide mit der Eigenschaft (β). Sind dann S und T quasiähnlich,

so gilt σ(S) = σ(T ) und σe(S) = σe(T ).

60



Kapitel 3

Theorie subnormaler

Operatortupel

3.1 Subnormale und wesentlich subnormale Operatortupel

In [Hal50] hat P.R. Halmos eine Klasse von Operatoren eingeführt, die heute subnormal

genannt werden. Es handelt sich hierbei um stetige Operatoren S auf einem Hilbertraum

H, für die ein größerer Hilbertraum K und ein normaler Operator N ∈ L(K) existieren

mit S = N |H . Der Operator N wird normale Erweiterung von S genannt. Ist N eine

normale Erweiterung von S und gilt für jeden abgeschlossenen Teilraum L von K, der H

enthält und N -reduzierend ist (d.h. der NL ⊂ L und N∗L ⊂ L erfüllt), bereits L = K, so

wird N eine minimale normale Erweiterung von S genannt. Für Einzelheiten zur Theorie

subnormaler Operatoren sei auf die Monographie [Con91a] von J.B. Conway verwiesen.

Zentral sind folgende wohlbekannte Tatsachen: Zu jedem subnormalen Operator S existiert

eine minimale normale Erweiterung und alle minimalen normalen Erweiterungen von S

sind unitär äquivalent. Ist S subnormal und N eine minimale normale Erweiterung von

S, so gilt die spektrale Inklusion σ(N) ⊂ σ(S). Das Normalenspektrum σn(S) von S

ist definiert als Spektrum einer minimalen normalen Erweiterung von S. Aufgrund der

unitären Äquivalenz minimaler normaler Erweiterungen ist σn(S) wohldefiniert.

Das Konzept eines einzelnen subnormalen Operators auf einem Hilbertraum H wird

verallgemeinert durch das Konzept eines subnormalen Operatortupels. Zunächst zum Be-

griff eines normalen Operatortupels: Ein Tupel N = (N1, ..., Nn) ∈ L(H)n heißt nor-

mal, wenn es vertauschend ist und die Operatoren N1, ..., Nn normal sind. Ein Tupel

S = (S1, ..., Sn) ∈ L(H)n heißt subnormal, wenn es vertauschend ist und wenn ein größerer

Hilbertraum K und ein normales Tupel N = (N1, ..., Nn) ∈ L(K)n existieren mit S = N |H
(d.h. Si = Ni|H für i = 1, ..., n). Natürlich sind die Operatoren S1, ..., Sn eines subnor-

malen Tupels (S1, ..., Sn) als einzelne Operatoren subnormal. Die Umkehrung gilt i.Allg.

hingegen nicht: Es gibt vertauschende Tupel subnormaler Operatoren, die nicht subnormal

sind ([Abr78]). Ist N = (N1, ..., Nn) eine normale Erweiterung von S auf K und gilt für

jeden abgeschlossenen Teilraum L von K, der H enthält und N -reduzierend ist (d.h. der
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Ni-reduzierend für i = 1, ..., n ist), bereits L = K, so wird N wieder minimale normale

Erweiterung genannt. Auch im Mehrdimensionalen existieren stets minimale normale Er-

weiterungen und alle minimalen normalen Erweiterungen sind unitär äquivalent ([Ito58]).

Die spektrale Inklusion σ(N) ⊂ σ(S) für eine minimale normale Erweiterung N eines

subnormalen Operatortupels S wurde von Putinar in [Put84] gezeigt. Das Normalenspek-

trum σn(S) eines subnormalen Operatortupels S ist definitionsgemäß das Taylorspektrum

einer minimalen normalen Erweiterung. Wieder liefert die unitäre Äquivalenz minimaler

normaler Erweiterungen die Wohldefiniertheit dieses Spektrums.

Wir machen im Folgenden Gebrauch von der Multiindexschreibweise: Für eine nor-

mierte Algebra A sowie a ∈ An und p, k ∈ Nn
0 (n ∈ N) wird vereinbart:

|p| =
n∑

i=1

pi, p ≤ k ⇔ pi ≤ ki für i = 1, .., n,

(
k

p

)
=

n∏

i=1

(
ki
pi

)
(falls p ≤ k),

ap =

n∏

i=1

api

i , ‖a‖p =
∏

i=1,...,n,
ai 6=0

‖ai‖pi und ‖a‖ = ‖a‖(1,··· ,1).

Neben Erweiterungen von Operatoren bzw. Operatortupeln zu normalen Operatoren

bzw. normalen Operatortupeln im obigen Sinn, spielen auch Dilatationen eine Rolle. Ist K

ein Hilbertraum,H ein abgeschlossener Teilraum von K und sind S = (S1, ..., Sn) ∈ L(H)n

und T = (T1, ..., Tn) ∈ L(K)n zwei vertauschende Operatortupel, so nennt man T eine

Dilatation von S, wenn für alle p ∈ Nn
0 gilt Sp = PT p|H , wobei P für die orthogonale

Projektion von K auf H steht. Besteht T aus normalen (unitären) Operatoren T1, ..., Tn,

so nennt man T eine normale (unitäre) Dilatation von S. Eine normale (unitäre) Dilata-

tion heißt minimale normale (unitäre) Dilatation von S, wenn T eine normale (unitäre)

Dilatation von S ist und wenn der einzige T -reduzierende Teilraum von K, der H enthält,

die Raum K selbst ist.

Ein Spektralmaß E : Bor(σn(S)) → L(K) für ein subnormales Tupel S ∈ L(H)n

ist das Spektralmaß einer minimalen normalen Erweiterung N ∈ L(K)n von S.1 Sind

Ei : Bor(σn(S))→ L(Ki), i = 1, 2, Spektralmaße von S, so gibt es einen unitären Operator

U : K1 → K2 mit Ux = x für alle x ∈ H und UE1(A) = E2(A)U für alle A ∈ Bor(σn(S)).

Für x, y ∈ K bezeichnet Ex,y : Bor(σn(S)) → C das komplexe Maß Ex,y(·) = 〈E(·)x, y〉.
Ein skalares Spektralmaß µ : Bor(σn(S)) → C für S ist ein skalares Spektralmaß einer

minimalen normalen Erweiterung von S. Zwei solche skalare Spektralmaße sind immer

äquivalent, d.h. gegenseitig absolut stetig. Die Kompression e : Bor(σn(S))→ L(H) eines

Spektralmaßes E für S auf H, e(·) = PE(·)|H , wobei P für die orthogonale Projektion

von K auf H steht, liefert ein positives operatorwertiges Maß.

Allgemein versteht man unter einem positiven operatorwertigen Maß (kurz POM) auf

der Borel-σ-Algebra einer kompakten Menge K mit Werten in den stetigen Operatoren

1Für einen topologischen Raum X steht Bor(X) für die Borel-σ-Algebra von X.
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eines Hilbertraumes H eine Abbildung e : Bor(K ) → L(H) mit den folgenden Eigen-

schaften ([Ber66], Definition 1)2 :

(a) e ist positiv, d.h. e(A) ≥ 0 für alle A ∈ Bor(K ),

(b) e ist additiv, d.h. e(A ∪ B) = e(A) + e(B) für alle A,B ∈ Bor(K ) mit A ∩ B = ∅
und

(c) e ist stetig, d.h. für jede abzählbare, aufsteigende Familie (Ai)i in Bor(K ) mit Ai ↑ A
gilt e(Ai)→ e(A) in der starken Operatortopologie.

Ein POM E : Bor(K )→ L(H) ist ein Spektralmaß, wenn E(A∩B) = E(A)E(B) für alle

Borelmengen A,B ∈ Bor(K ) gilt. Wir nennen ein POM e : Bor(K )→ L(H) unital, falls

e(K ) = idH gilt.

Eine spektrale Dilatation eines POM e : Bor(K ) → L(H) ist ein Spektralmaß E :

Bor(K ) → L(K) auf einem größeren Hilbertraum K, deren Kompression auf H mit

e übereinstimmt, d.h. für das e(A) = PE(A)|H für alle A ∈ Bor(K ) gilt. Ein unitales

POM e auf einem kompakten metrischen Raum besitzt infolge eines klassischen Resultates

von Naimark ([Pau86], Theorem 4.6) stets eine unitale spektrale Dilatation. Eine spektrale

Dilatation E eines POM e wird minimal genannt, wenn für jeden abgeschlossenen Teilraum

L von K, der H enthält und für den die Kompression von E auf L wieder ein Spektralmaß

ist, bereits L = K gilt. Ist E : Bor(K ) → L(K) eine unitale spektrale Dilatation eines

POM e : Bor(K )→ L(H), so ist die Einschränkung von E auf

K0 =

{
r∑

i=1

E(Ai)xi

∣∣∣∣∣
r ∈ N, (Ai)

r
i=1 messbare Zerlegung

von K , (xi)
r
i=1 Folge in H

}

= ∨{E(A)x|A ∈ Bor(K ) und x ∈ H}

eine minimale spektrale Dilatation von e. Sind Ei : Bor(K ) → L(Ki) (i = 1, 2) zwei

unitale spektrale Dilatationen eines POM e : Bor(K ) → L(H), die beide minimal sind,

so gibt es einen unitären Operator U : K1 → K2 mit Ux = x für alle x ∈ H und

UE1(A) = E2(A)U für alle A ∈ Bor(K ). Für x, y ∈ H bezeichnet ex,y : Bor(σn(S))→ C

das komplexe Maß ex,y(·) = 〈e(·)x, y〉.

Subnormale Operatoren und subnormale Operatortupel können durch Positivitätsbe-

dingungen charakterisiert werden. Ein Resultat von A. Athavale ([Ath87], Theorem 4.1)

besagt, dass für ein vertauschendes Operatortupel S = (S1, ..., Sn) gilt:

S = (S1, ..., Sn) subnormal

⇐⇒
∑

p∈Nn
0 ,p≤k

(−1)|p|

‖S‖2p
(
k

p

)
(S∗)pSp ≥ 0 für alle k ∈ N

n
0 .

2Die Definition eines POM kann allgemeiner gefasst werden, wird aber in der allgemeineren Form in

dieser Arbeit nicht benötigt.
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Diese Charakterisierung erlaubt eine Übertragung der Idee eines subnormalen Operators

bzw. eines subnormalen Operatortupels auf Elemente bzw. Tupel von Elementen in C∗-

Algebren:

Ein Tupel s = (s1, ..., sn) vertauschender Elemente einer C∗-Algebra wird subnormal

genannt, wenn für alle k ∈ Nn
0 gilt:

∑

p∈Nn
0 ,p≤k

(−1)|p|

‖s‖2p
(
k

p

)
(s∗)psp ≥ 0.

Für ein einzelnes Element einer C∗-Algebra hat Feldman diese Definition in [Fel99] angege-

ben. Aus der Definition ergibt sich sofort, dass Subnormalität unter ∗-Homomorphismen

erhalten bleibt. Insbesondere ist ein Tupel s = (s1, ..., sn) ∈ An in einer unitalen C∗-

Algebra genau dann subnormal, wenn für eine oder äquivalent jede treue Darstellung

ϕ : A → L(H) das Tupel ϕ(s) = (ϕ(s1), ..., ϕ(sn)) ∈ L(H)n ein subnormales Operator-

tupel ist. Insbesondere ist ein Tupel s = (s1, ..., sn) ∈ An genau dann normal, wenn die

Tupel s und s∗ = (s∗1, ..., s
∗
n) beide subnormal sind.

Ein wesentlich normales Tupel N ∈ L(H)n ist ein Tupel, für das N + K(H) ein

normales Tupel in C(H) ist.3 Entsprechend kann man jetzt definieren: Ein Operatortupel

S ∈ L(H)n heißt wesentlich subnormal, wenn S +K(H) ein subnormales Tupel in C(H)

ist.

3.2 Die von einem subnormalen Operatortupel erzeugte C∗-

Algebra

Das Studium der von einem subnormalen Operatortupel erzeugten C∗-Algebra wird durch

klassische Resultate für Toeplitz-Operatoren motiviert.

Beispiel 3.2.1 Sei T = {z ∈ C : |z| = 1} der Einheitskreis in C und H2(T) der klassische

Hardy-Raum über der Kreislinie. Für ϕ ∈ L∞(T) bezeichne Tϕ den Toeplitz-Operator Tϕ :

H2(T) → H2(T), Tϕf = P (ϕf), wobei P für die orthogonale Projektion L2(T) → H2(T)

steht. Ist ϕ ∈ H∞(T), so kann in der Definition von Tϕ auf die Projektion verzichtet

werden. Der Operator Tϕ ist subnormal und besitzt Mϕ : L2(T)→ L2(T), Mϕf = ϕf als

normale Erweiterung. Speziell für ϕ ≡ z erhält man den (unilateralen) Shift-Operator Tz.

Für diesen hat Coburn in [Cob67] gezeigt:

C∗(Tz) = {Tϕ +K : ϕ ∈ C(T),K ∈ K(H2(T))}, (3.1)

wobei die von einer Menge M von Elementen einer unitalen C∗-Algebra A erzeugte unitale

C∗-Algebra mit C∗(M) bezeichnet wird; es handelt sich um die kleinste C∗-Unteralgebra

von A, die M und die Eins von A enthält.

3Wir erinnern, dass für N = (N1, ..., Nn) ∈ L(H)n die Bezeichnung N + K(H) für das Tupel (N1 +

K(H), ..., Nn +K(H)) ∈ C(H)n steht, und dass C(H) die Calkin-Algebra von H ist (vgl. §0.2). Die Calkin-

Algebra eines Hilbertraumes ist in kanonischer Weise eine unitale C∗-Algebra.

64



3.2. Die von einem subnormalen Operatortupel erzeugte C∗-Algebra

Beispiel 3.2.1 besitzt eine abstrakte Verallgemeinerung: Ist S ∈ L(H) ein subnormaler

Operator, N ∈ L(K) eine minimale normale Erweiterung von S und µ ein skalares Spek-

tralmaß für S, so lässt sich für f ∈ L∞(µ) ein Operator Tf : H → H definieren durch

Tf = Pf(N)|H , wobei P für die orthogonale Projektion P : K → H steht und f(N) mit

Hilfe des L∞(µ)-Kalküls von N gebildet wird. Man nennt Tf den Toeplitz-Operator mit

Symbol f (bzgl. S). Der Operator Tf ist unabhängig von der speziellen Wahl der minimalen

normalen Erweiterung N von S. Die Zuordnung L∞(µ) → L(H), f 7→ Tf ist offensicht-

lich kontraktiv. Darüber hinaus gilt {Tf : f ∈ C(σn(S))} ⊂ C∗(S) ([Con91a], Lemma

II.12.5), und es ist deshalb naheliegend zu fragen, für welche subnormalen Operatoren S

die Identifizierung

C∗(S) = {Tf +K : f ∈ C(σn(S)),K ∈ K(H)} (3.2)

richtig ist. Um die Analogie zu (3.1) deutlich zu machen, sei bemerkt, dass für die minimale

normale ErweiterungMz von Tz die Gleichheit T = σ(Mz) = σn(Tz) gilt. Zur Formulierung

einer Antwort auf die gestellte Frage, sei an folgende Begriffe erinnert:

Ein Operator T ∈ L(H) heißt reduzierbar, wenn ein abgeschlossener Teilraum H0 von

H mit {0} 6= H0 6= H existiert mit TH0 ⊂ H0 und T ∗H0 ⊂ H0. Entsprechend heißt

ein Operator T ∈ L(H) irreduzibel, wenn T nicht reduzierbar ist, d.h. wenn die einzigen

reduzierenden Teilräume für T die Räume {0} und H sind. Eine Menge M von Operatoren

(insbesondere ein Operatortupel oder eine C∗-Algebra von Operatoren) heißt reduzierbar,

wenn es einen abgeschlossenen Teilraum H0 von H mit {0} 6= H0 6= H gibt, der T -

reduzierend für alle T ∈M ist. Eine Menge M von Operatoren heißt irreduzibel, wenn M

nicht reduzierbar ist. Ist T ∈ L(H), so heißt ein Teilraum H0 invarianter Teilraum von T

oder T -invariant, wenn TH0 ⊂ H0 gilt. Ein Teilraum H0 heißt invariant für eine Menge

M von Operatoren, wenn TH0 ⊂ H0 für alle T ∈ M gilt. Der Teilraum wird in diesem

Fall auch M -invariant genannt.

Für einen Operator T ∈ L(H) bezeichne σap(T ) das approximative Punktspektrum von

T .4 Der unilaterale Shift ist irreduzibel, wesentlich normal und erfüllt σ(Mz) = σap(Tz)

(vgl. [Dou72]). Keough hat in [Keo81] gezeigt, dass diese drei Eigenschaften für einen

subnormalen Operator bereits (3.2) liefern.

Wir werden zeigen, dass das obige eindimensionale Resultat von Keough auch in der

mehrdimensionalen Situation richtig bleibt (Satz 3.2.10). Die Richtigkeit in einem Spezi-

alfall beinhaltet das folgende Beispiel aus [Upm96]:

Beispiel 3.2.2 Sei D ⊂ Cn eine strikt pseudokonvexe Teilmenge mit glattem Rand und

sei σ das Oberflächenmaß von ∂D. Sei A(D) = {f ∈ C(D) : f |D holomorph}, und sei

H2(σ) = {f |∂D : f ∈ A(D)}L
2(σ)

,

der Hardy-Raum über D. Der Toeplitz-Operator Tf mit Symbol f ∈ L∞(σ) ist dann

definiert durch Tfg = P (fg) für g ∈ H2(σ), wobei P für die orthogonale Projektion

4Zur Definition des approximativen Punktspektrums eines einzelnen Operators vergleiche die entspre-

chende Definition für Operatortupel auf Seite 66.
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P : L2(σ)→ H2(σ) steht. Die Abbildung L∞(σ)→ L(H), f 7→ Tf teilt viele Eigenschaften

der entsprechenden eindimensionalen Abbildung. Sie ist etwa kontraktiv, erfüllt T ∗
f = Tf

sowie TfTϕ = Tfϕ und TϕTf = Tϕf für f ∈ L∞(σ) und ϕ ∈ H∞(σ) = H2(σ)∩L∞(σ). Seien

Tz1 , ..., Tzn die Toeplitz-Operatoren der Multiplikation mit den Koordinatenfunktionen,

und sei Tz = (Tz1 , ..., Tzn). Dann gilt

C∗(Tz) = {Tf +K : f ∈ C(∂D),K ∈ K(H2(σ))},

in Analogie zum eindimensionalen Fall.

Eine abstrakte Verallgemeinerung ist auch in mehreren Dimensionen möglich: Sei S ∈
L(H)n ein subnormales Tupel, N ∈ L(K)n eine minimale normale Erweiterung von S und

µ ein skalares Spektralmaß für S. Die von N erzeugte (unitale) C∗-Algebra C∗(N) ist

kommutativ. Dann existiert ein ∗-Isomorphismus ρN : C∗(N)→ C(σ(N)), der es erlaubt,

die C∗-Algebra C∗(N) mit der kommutativen C∗-Algebra der stetigen Funktionen auf

σ(N) = σn(S) zu identifizieren.

Für f ∈ L∞(µ) sei Tf : H → H definiert durch Tf = Pf(N)|H , wobei P für die

orthogonale Projektion P : K → H steht. Man nennt Tf den Toeplitz-Operator mit Symbol

f (bzgl. S). Man überlegt sich wieder sehr leicht, dass Tf unabhängig von der Wahl der

minimalen normalen Erweiterung von S ist. Sei τ der stetige Operator C(σn(S))→ L(H),

f 7→ Tf . Für α, β ∈ Nn
0 ist

Tzαzβ = PN∗αNβ|H = S∗αSβ ∈ C∗(S),

und da die Polynome in z1, ..., zn und z1, ..., zn dicht in C(σn(S)) liegen, folgt τ(f) ∈ C∗(S)

für alle f ∈ C(σn(S)). Damit erhält man das folgende Lemma:

Lemma 3.2.3 Ist S ∈ L(H)n subnormal, so gilt

im τ = {Tf : f ∈ C(σn(S))} ⊂ C∗(S).

In der nachfolgenden Proposition wird gezeigt, dass der Gelfand-Raum von C∗(S), d.h.

die Menge

M(C∗(S)) = {φ;φ : C∗(S)→ C nicht triviale multiplikative Linearform},

mit dem approximativen Punktspektrum σap(S) von S identifiziert werden kann. Für ein

beliebiges (nicht notwendig vertauschendes) Operatortupel T = (T1, ..., Tn) ∈ L(E)n auf

einem Banachraum E ist das approximative Punktspektrum wie folgt definiert:

σap(T ) =

{

λ = (λ1, ..., λn) ∈ C
n

∣∣∣∣∣
E → En, x 7→ ((λi − Ti)x)ni=1

ist nicht nach unten beschränkt

}

.

Die Identifizierung ist möglich für (nicht notwendig vertauschende) Tupel hyponorma-

ler Operatoren. Hyponormale Operatoren T ∈ L(H) sind durch die Eigenschaft T ∗T ≥
TT ∗ definiert und subnormale Operatoren sind hyponormal ([Con91a], Proposition 4.2).
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Proposition 3.2.4 Sei T = (T1, ..., Tn) ∈ L(H)n ein (nicht notwendig vertauschendes)

Tupel.

(a) Für jede nicht triviale multiplikative Linearform φ : C∗(T )→ C gilt

(φ(Ti))
n
i=1 ∈ σap(T ).

(b) Die Abbildung

% :M(C∗(T ))→ σap(T ), φ 7→ (φ(Ti))
n
i=1,

ist injektiv.

(c) Sind die Operatoren Ti, i = 1, ..., n, hyponormal, so ist % ein Homöomorphismus.

Beweis: (a) Sei λ = (λ1, ..., λn) ∈ Cn\σap(T ). Dann existiert ein c > 0 mit∑n
i=1 ‖(λi − Ti)x‖2 ≥ c‖x‖2 für alle x ∈ H. Hieraus folgt

n∑

i=1

(λi − T ∗
i )(λi − Ti)− c ≥ 0.

Da multiplikative Linearformen Positivität erhalten, gilt für alle φ ∈M(C∗(T )):

0 ≤ φ
(

n∑

i=1

(λi − T ∗
i )(λi − Ti)− c

)

=

n∑

i=1

|λi − φ(Ti)|2 − c.

Folglich existiert wenigstens ein Index i0 ∈ {1, ..., n} mit λi0 6= φ(Ti0). Hieraus folgt die

Behauptung.

(b) Die Abbildung % ist wegen (a) wohldefiniert. Sind φ1, φ2 ∈ M(C∗(T )) und gilt

φ1(Ti) = φ2(Ti) für i = 1, ..., n, so ist φ1 = φ2, denn φ1 und φ2 sind ∗-Homomorphismen,

φ1(idH) = φ2(idH) = 1 und idH , T1, ..., Tn sind Erzeuger von C∗(T ).

(c) Es genügt, sich von der Surjektivität von % zu überzeugen, denn als bijektive, stetige

Abbildung zwischen kompakten Hausdorffräumen ist % dann ein Homöomorphismus.

Sei λ = (λ1, ..., λn) ∈ σap(T ). Dann existiert eine Folge (xm)m in H mit ‖xm‖ = 1 und

(λi−Ti)xm → 0 (m→∞) für i = 1, ..., n. Sei LIM : `∞ → C ein Banach-Limes (es genügt

ein stetiges lineares Funktional, für das LIM(ym)m = limm→∞ ym für alle konvergenten

Folgen (ym)m gilt). Definiere φ : C∗(T )→ C durch

φ(A) = LIM〈Axm, xm〉.

Dann ist φ ein stetiges lineares Funktional mit λ = (φ(Ti))
n
i=1. Es muss die Multiplika-

tivität von φ nachgewiesen werden. Für i ∈ {1, ..., n} gilt aufgrund der Wahl der Folge

(xm)m

φ(A(λi − Ti)) = LIM〈A(λi − Ti)xm, xm〉 = 0 für alle A ∈ C∗(T ).

Da Ti, i = 1, ..., n, hyponormal ist, folgt ‖(λi − T ∗
i )x‖ ≤ ‖(λi − Ti)x‖ für alle x ∈ H und

damit auch φ(A(λi−T ∗
i )) = 0 für alle A ∈ C∗(T ). Es folgt, dass φ auf der linearen Hülle C
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aller Produkte der Form A1 · · ·Ar mit r ≥ 1 und A1, ..., Ar ∈ {λi−Ti, λi−T ∗
i : i = 1, ..., r}

verschwindet, und dass φ(A + α1) = α für A ∈ C, α ∈ C gilt. Damit ist φ multiplikativ

auf einer dichten Teilalgebra von C∗(T ). Die Stetigkeit von φ impliziert φ ∈ M(C∗(T )).

�

Für eine unitale C∗-Algebra A ist

J =
⋂
{φ−1(0) : φ ∈M(A)}

das Kommutatorideal von A, d.h. das von den Elementen der Form ab − ba, a, b ∈ A,

erzeugte abgeschlossene Ideal in A ([Con91a], Lemma II.12.2). Dann ist

A/J → C(M(A)), a+ J 7→ â mit â(φ) = φ(a)

ein ∗-Isomorphismus.

Korollar 3.2.5 Sei T = (T1, ..., Tn) ∈ L(H)n ein (nicht notwendig vertauschendes) Tupel

hyponormaler Operatoren und J das Kommutatorideal von C∗(T ). Dann definiert

ρT : C∗(T )/J → C(σap(T )), A+ J 7→ Â ◦ %−1

einen ∗-Isomorphismus.

Satz 3.2.6 Für ein subnormales Operatortupel S ist das nachfolgende Diagramm kom-

mutativ:

C(σn(S))

τ

��

r // C(σap(S))

C∗(S)
π // C∗(S)/J ,

ρS

OO
(3.3)

wobei π den kanonischen Epimorphismus, r die Restriktionsabbildung und τ, ρS die oben

definierten Abbildungen bezeichnen.

Beweis: Seien α, β ∈ Nn und λ ∈ σap(S). Wähle φ ∈ M(C∗(S)) mit λ = (φ(Si))
n
i=1.

Dann gilt

[
(ρS ◦ π ◦ τ)(zαzβ)

]
(λ) = ρS(S∗αSβ + J )(λ) = ̂(S∗αSβ)(%−1(λ)) = ̂(S∗αSβ)(φ) = λ

α
λβ.

Da nach dem Satz von Stone-Weierstraß die Polynome in z und z dicht liegen in C(σn(S)),

gilt ρS ◦ π ◦ τ = r wie behauptet. �

Aus Satz 3.2.6 ergibt sich unmittelbar:

Korollar 3.2.7 Für f ∈ C(σn(S)) gilt:

Tf ∈ J ⇔ f(λ) = 0 für alle λ ∈ σap(S).
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Sei T = (T1, ..., Tn) ∈ L(H)n ein beliebiges (nicht notwendig vertauschendes) Tupel und

seien λ ∈ σap(T ), φ ∈M(C∗(T )) mit φ(T ) = λ und (xm)m eine Folge von Einheitsvektoren

in H mit limm→∞(λi − Ti)xm = 0 für i = 1, ..., n. Dann ist

A = {A ∈ C∗(T ); lim
m→∞

(A− φ(A))xm = 0}

eine unitale abgeschlossene Teilalgebra von C∗(T ) mit T1, ..., Tn ∈ A. Sind T1, ..., Tn hy-

ponormal, so enthält A wegen

‖(T ∗
i − φ(T ∗

i ))xm‖ = ‖(Ti − φ(Ti))
∗xm‖ ≤ ‖(Ti − φ(Ti))xm‖ → 0 (m→∞)

für i = 1, ..., n auch die Operatoren T ∗
1 , ..., T

∗
n . In diesem Fall ist A = C∗(T ).

Proposition 3.2.8 Sei T = (T1, ..., Tn) ∈ L(H)n ein (nicht notwendig vertauschendes)

Tupel hyponormaler Operatoren, A ∈ C∗(T ) und J das Kommutatorideal von C∗(T ).

Dann sind äquivalent:

(i) A ∈ J .

(ii) Für beliebiges λ ∈ σap(T ) und jede Folge (xm)m von Einheitsvektoren in H mit

limm→∞(λi − Ti)xm = 0 für i = 1, ..., n gilt: limm→∞Axm = 0.

(iii) Für λ ∈ σap(T ) gilt: Es existiert eine Folge (xm)m von Einheitsvektoren in H mit

limm→∞(λi − Ti)xm = 0 für i = 1, ..., n und limm→∞Axm = 0.

Beweis: (i)⇒(ii): Sei λ ∈ σap(T ), φ ∈ M(C∗(T )) mit φ(T ) = λ und (xm)m eine Folge

von Einheitsvektoren in H mit limm→∞(λi − Ti)xm = 0 für i = 1, ..., n. Wegen A ∈ J ist

φ(A) = 0 und deshalb A = A − φ(A). Also folgt aus der zuvor gemachten Bemerkung,

dass limm→∞Axm = 0 ist.

(ii)⇒(iii) ist klar.

(iii)⇒(i): Sei φ ∈ M(C∗(T )), λ = (λi)
n
i=1 = %(φ) ∈ σap(T ) und (xm)m eine Folge von

Einheitsvektoren in H mit limm→∞(λi− Ti)xm = 0 für i = 1, ..., n und limm→∞Axm = 0.

Dann gilt φ(A)xm = Axm − (A − φ(A))xm → 0 (m → ∞). Demzufolge muss φ(A) = 0

sein und da die Aussage für alle φ ∈ M(C∗(T )) richtig ist, folgt A ∈ ⋂{φ−1(0);φ ∈
M(C∗(T ))} = J . �

Soweit zu den allgemeinen Aussagen. Beispiel 3.2.2 rechtfertigt die Betrachtung spezi-

ellerer Situationen, insbesondere das Studium subnormaler Operatortupel, die irreduzibel

und wesentlich normal sind.

Lemma 3.2.9 Sei T ∈ L(H)n ein (nicht notwendig vertauschendes) Tupel, das irreduzibel

und wesentlich normal ist. Dann ist das Kommutatorideal J von C∗(T ) gegeben durch

J = K(H). Insbesondere ist K(H) ⊂ C∗(T ).

Beweis: Zunächst wird C∗(T )∩K(H) 6= ∅ gezeigt. Dies ist klar, wenn T = (T1, ..., Tn)

nicht vertauschend ist, denn da T wesentlich vertauschend ist, existieren in diesem Fall

i, j ∈ {1, ..., n} mit 0 6= [Ti, Tj ] ∈ C∗(T ) ∩K(H). Ist T vertauschend, so kann T aufgrund
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der Irreduzibilität jedenfalls nicht normal sein, d.h. es existiert i ∈ {1, ..., n} mit 0 6=
[T ∗
i , Ti] ∈ C∗(T ) ∩K(H). Also ist C∗(T ) ∩K(H) 6= ∅ gezeigt.

Da mit T auch C∗(T ) irreduzibel ist und da C∗(T ) einen kompakten Operator enthält,

gilt K(H) ⊂ C∗(T ) ([Mur90], Theorem 2.4.9). Da K(H) ein Ideal in C∗(T ) und T +K(H)

nach Voraussetzung ein C∗(T )/K(H) erzeugendes normales Tupel ist, ist C∗(T )/K(H)

eine kommutative C∗-Algebra. Für A,B ∈ C∗(T ) gilt deshalb AB − BA ∈ K(H) und

damit J ⊂ K(H). Da K(H) keine nicht-trivialen multiplikativen Linearformen besitzt

([Arv76], Corollary 1 zu Theorem 1.4.2), folgt wegen J =
⋂{φ−1(0) : φ ∈ M(C∗(T ))}

auch die umgekehrte Inklusion K(H) ⊂ J . �

Satz 3.2.10 Sei S ∈ L(H)n ein subnormales Tupel, das irreduzibel und wesentlich normal

ist. Dann gilt:

C∗(S) = {Tf +K : f ∈ C(σn(S)),K ∈ K(H)}.

Beweis: Das Kommutatorideal von C∗(S) ist K(H) (Lemma 3.2.9). Für alle f ∈
C(σn(S)) ist Tf ∈ C∗(S) (Lemma 3.2.3). Die Inklusion

”
⊃“ ist damit geklärt. Ist um-

gekehrt T ∈ C∗(S), ρS die Abbildung aus Korollar 3.2.5 und f eine stetige Fortsetzung

von ρS(T +K(H)) auf σn(S) (Fortsetzungssatz von Tietze), so ist ρS(Tf − T +K(H)) =

r(f) − ρS(T +K(H)) = 0 (Satz 3.2.6). Folglich ist Tf − T + K(H) ∈ ker ρS = {0}, d.h.

T = Tf +K für ein K ∈ K(H). Das ist
”
⊂“. �

Über subnormale Operatortupel, die irreduzibel und wesentlich normal sind, lässt sich

noch mehr sagen. Für die erste Aussage wird lediglich die Hyponormalität gebraucht.

Satz 3.2.11 Sei T ∈ L(H)n ein (nicht notwendig vertauschendes) Tupel hyponormaler

Operatoren, das irreduzibel und wesentlich normal ist. Dann gilt:

σe(T ) = σap(T ).

Beweis: Wegen J = K(H) (Lemma 3.2.9) ist ρT : C∗(T )/K(H) → C(σap(T )) ein ∗-
Isomorphismus (Korollar 3.2.5). Es ist ρT (Ti +K(H)) = zi für i = 1, ..., n. Also ist (siehe

§0.3)
σe(T ) = σC(H)(T +K(H)) = σC∗(T )/K(H)(T +K(H))

ρT
= σap(T ).

�

Für m ∈ N und h = (h1, ..., hm) ∈ C(σn(S))m sei das Tupel Th ∈ L(H)m definiert

durch Th = (Th1 , ..., Thm). Der nächste Satz zeigt unter anderem, dass unter geeigneten

Bedingungen das Operatortupel Th wesentlich vertauschend ist.

Satz 3.2.12 Sei S ∈ L(H)n ein subnormales Tupel, das irreduzibel und wesentlich normal

ist. Dann ist σe(S) ⊂ σn(S) und für f, g ∈ C(σn(S)) sowie h ∈ C(σn(S))m (m ∈ N)

gilt:

(a) Tf ∈ K(H)⇐⇒ f(σe(S)) = {0}
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(b) ‖Tf +K(H)‖ (= inf{‖Tf +K‖ : K ∈ K(H)}) = ‖f‖∞,σe(S)

(c) Tfg − TfTg ∈ K(H)

(d) Th ist wesentlich vertauschend und σe(Th) = h(σe(S))

Beweis: Nach Satz 3.2.11 gilt σe(S) = σap(S) ⊂ σn(S) und nach Lemma 3.2.9 ist K(H)

das Kommutatorideal von C∗(S). Teil (a) ist dann nichts anderes als Korollar 3.2.7. Nach

Satz 3.2.6 und Korollar 3.2.5 gilt ‖Tf +K(H)‖ = ‖π ◦ τ(f)‖ = ‖r(f)‖ = ‖f‖∞,σe(S); das

ist (b). Teil (c) ergibt sich ebenfalls aus Satz 3.2.6:

ρS(Tfg − TfTg +K(H)) = r(fg)− r(f)r(g) = 0,

und da ρS injektiv ist, muss Tfg − TfTg ∈ K(H) sein. Schließlich folgt (d) aus (c) und

σe(Th) = σC(H)(Th +K(H)) = σC∗(S)/K(H)(Th +K(H)) = σC(σe(S))(r(h)) = h(σe(S)). �

Nachdem in Satz 3.2.10 die formale Gestalt der von einem subnormalen Operatortupel,

das irreduzibel und wesentlich normal ist, erzeugten C∗-Algebra beschrieben wurde, geht

es jetzt um die Frage, wann die von einem solchen Tupel erzeugte C∗-Algebra bereits von

weniger als n Operatoren erzeugt wird.

Satz 3.2.13 Sei S ∈ L(H)n ein subnormales Tupel, das irreduzibel und wesentlich normal

ist. Seien m ∈ N, f = (f1, ..., fm) ∈ C(σn(S))m und K = (K1, ...,Km) ∈ K(H)m. Dann

sind äquivalent:

(i) C∗(S) = C∗(Tf +K);

(ii) Tf +K ist irreduzibel und f1, ..., fm trennen die Punkte von σe(S).5

Bevor der Beweis dieses Satzes durch ein einfaches Lemma vorbereitet wird, noch

eine Bemerkung zu (ii): Die entscheidende Bedingung ist, dass die f1, ..., fm die Menge

σe(S) trennen, denn zu jedem stetigen Operator T auf einem Hilbertraum H existiert ein

kompakter Operator K derart, dass T +K irreduzibel ist ([Her82], Lemma 4.33). Trennen

also f1, ..., fm das Spektrum σe(S), so ist es immer möglich, ein Tupel K kompakter

Operatoren zu finden so, dass Tf + K irreduzibel ist. In der Tat kann man sogar K =

(0, .., 0, K̃i, 0, ..., 0) mit geeignetem K̃i ∈ K(H) wählen, i ∈ {1, ...,m}.

Lemma 3.2.14 Sei S wie in Satz 3.2.13, f = (f1, ..., fm) ∈ C(σn(S))m, P ein Polynom in

2m nicht-kommutierenden Variablen und p das zugehörige Polynom mit kommutierenden

Variablen. Für ein Tupel K = (K1, ...,Km) ∈ K(H)m gilt dann

P (T ∗
f +K∗, Tf +K) = Tp(f ,f) + K̃

mit einen kompakten Operator K̃ auf H.

5Dass die Funktionen f1, ..., fm die Punkte von σe(S) trennen bedeutet nicht anderes, als dass f =

(f1, ..., fm) : σe(S) → C
m injektiv ist.
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Der Beweis des Lemmas ist eine einfache Folgerung aus Satz 3.2.12(c); auf den Beweis

wird verzichtet.

Beweis: (von Satz 3.2.13) Die Gleichheit σe(S) = σap(S) wurde in Satz 3.2.11 bewiesen.

(i)⇒(ii): Ist S irreduzibel, so auch C∗(S) und wegen C∗(S) = C∗(Tf + K) somit auch

Tf+K. Wegen Si ∈ C∗(Tf+K) für i ∈ {1, ..., n} existiert eine Folge (P
(i)
k )k von Polynomen

in 2m nicht-kommutierenden Variablen mit P
(i)
k (T ∗

f +K∗, Tf +K) → Si für k → ∞. Sei

(p
(i)
k )k die zugehörige Folge von Polynomen mit kommutierenden Variablen. Aufgrund von

Lemma 3.2.14 existiert für alle k ∈ N und i = 1, ..., n ein kompakter Operator K
(i)
k mit

P
(i)
k (T ∗

f +K∗, Tf +K) = T
p
(i)
k

(f ,f)
+K

(i)
k . Dann gilt aufgrund von Satz 3.2.12

ρS(T
p
(i)
k

(f,f)
+K

(i)
k − Si +K(H)) = p

(i)
k (f, f)|σe(S) − zi|σe(S) → 0 für k →∞

und i = 1, ..., n. Somit ist zi|σe(S) ∈ C∗(f |σe(S)) für alle i = 1, ..., n. Es muss also

C∗(f |σe(S)) = C(σe(S)) sein und die f1, ..., fm müssen die Menge σe(S) trennen.

(ii)⇒(i): Da Tf + K irreduzibel und wesentlich normal ist, gilt nach Lemma 3.2.9

die Inklusion K(H) ⊂ C∗(Tf + K). Da wegen Satz 3.2.10 offensichtlich C∗(Tf + K) ⊂
C∗(S) ist, muss nur gezeigt werden, dass Tzi

= Si ∈ C∗(Tf + K) für i = 1, ..., n gilt.

Sei g = zi für ein i ∈ {1, ..., n}. Da f |σe(S) die Punkte von σe(S) trennt, liefert Stone-

Weierstrass C∗(f |σe(S)) = C(σe(S)). Dann existiert eine Folge von Polynomen (pk)k in

2m kommutierenden Variablen mit ‖pk(f , f) − g‖∞,σe(S) → 0 für k → ∞. Für k ∈ N

sei hk : σn(S) → C eine stetige Fortsetzung von pk(f , f)|σe(S) − g|σe(S) auf σn(S) mit

‖hk‖∞,σn(S) ≤ ‖pk(f , f)− g‖∞,σe(S) (Tietze). Dann gilt

‖Thk+g − Tg‖ ≤ ‖hk + g − g‖∞,σn(S) ≤ ‖pk(f , f)− g‖∞,σe(S) → 0 für k →∞. (3.4)

Wegen ρS(Thk+g−Tpk(f,f)+K(H)) = (hk+g−pk(f , f))|σe(S) = 0 folgt nach Korollar 3.2.7

die Existenz eines kompakten Operators Kk mit Kk + Tpk(f ,f) = Thk+g. Ist Pk, k ∈ N, ein

nicht-kommutierendes Polynom in 2m Variablen, für das pk das zugehörige kommutierende

Polynom ist, so gilt Pk(T
∗
f +K∗, Tf +K) = Tpk(f ,f) + K̃k für einen kompakten Operator

K̃k (Lemma 3.2.14). Folglich ist Thk+g = Kk− K̃k+Pk(T
∗
f +K∗, Tf +K). Wegen K(H) ⊂

C∗(Tf +K) ist (Thk+g)k eine Folge von Operatoren in C∗(Tf +K). Da C∗(Tf +K) Norm-

abgeschlossen ist, folgt die Behauptung aus (3.4). �

Als Korollar ergibt sich:

Korollar 3.2.15 Sei S ∈ L(H)n ein subnormales Tupel, das irreduzibel und wesentlich

normal ist. Dann sind äquivalent:

(i) σe(S) ist homöomorph zu einem Kompaktum in Cm;

(ii) C∗(S) wird (als C∗-Algebra) von m Operatoren erzeugt.

Beweis: (i)⇒(ii): Sei h : σe(S) → Cm eine injektive stetige Abbildung. Nach dem

Fortsetzungssatz von Tietze hat h eine stetige Fortsetzung f : σn(S) → Cm. Satz 3.2.13

und die sich anschließende Bemerkung zeigen, dass C∗(S) von m Operatoren erzeugt wird.
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(ii)⇒(i): Ist h = (h1, ..., hm) ∈ C(σn(S))m, K = (K1, ...,Km) ∈ K(H)m und wird

C∗(S) von den Operatoren Th1+K1, ..., Thm +Km erzeugt, so ist h|σe(S) : σe(S)→ h(σe(S))

ein Homöomorphismus auf eine kompakte Menge in Cm. �

3.3 Spektrale Inklusionseigenschaften für Toeplitz-Opera-

toren

Sei S ∈ L(H) subnormal und µ ein skalares Spektralmaß für S. Keough untersucht in

[Keo81], unter welchen Bedingungen S die C∗- bzw. W ∗-Inklusionseigenschaft besitzt,

d.h. für welche subnormalen Operatoren S für alle f ∈ C(σn(S)) die Inklusion f(σn(S)) ⊂
σ(Tf ) im ersten, und für alle f ∈ L∞(µ) die Inklusion f(σn(S)) ⊂ σ(Tf ) im zweiten

Fall gilt.6 Motiviert werden diese Untersuchungen von einem Resultat von Hartman und

Wintner ([Dou72], Corollary 7.7), das in der klassischen Hardy-Raum-Situation besagt

(vgl. Beispiel 3.2.1): Ist ϕ ∈ L∞(T), so ist ϕ(T) = σ(Mϕ) ⊂ σ(Tϕ). Dieses Resultat

bleibt auch in der Situation eines mehrdimensionalen Toeplitz-Tupels richtig (vgl. Beispiel

3.2.2). Eine wichtige Rolle spielt dabei jeweils die Identität σap(Tz) = σn(Tz) = σ(Mz).

Wir werden sehen, dass für subnormale Tupel S diese Eigenschaft äquivalent zur C∗-

Inklusionseigenschaft ist.

Definition 3.3.1 Sei S ∈ L(H)n ein subnormales Tupel und sei µ ein skalares Spektral-

maß für S.

(a) Das Tupel S besitzt die C∗-Inklusionseigenschaft (kurz die C∗-SIP für
”
Spectral In-

clusion Property”), wenn für alle f ∈ C(σn(S)) die Inklusion f(σn(S)) ⊂ σ(Tf )

erfüllt ist.

(b) Das Tupel S besitzt die W ∗-Inklusionseigenschaft (kurz W ∗-SIP), wenn für alle f ∈
L∞(µ) die Inklusion f(σn(S)) ⊂ σ(Tf ) erfüllt ist.

Bevor die Ergebnisse dieses Paragraphen formuliert und bewiesen werden, sei an den

Begriff des Winkels ^(H1,H2) zwischen zwei abgeschlossenen Teilräumen H1,H2 eines

Hilbertraumes H erinnert: Es handelt sich um die eindeutige Zahl α in [0, π2 ], die

cosα = sup{|〈h1, h2〉| : hi ∈ Hi, ‖hi‖ = 1, i = 1, 2}

erfüllt.

Lemma 3.3.2 Sei K ein Hilbertraum und seien P,Q ∈ L(K) zwei orthogonale Projek-

tionen. Dann sind äquivalent:

(i) ‖PQP‖ = 1;

(ii) ^(QK,PK) = 0;

6Für f ∈ L∞(µ) bezeichnet f(σn(S)) das wesentliche Bild von σn(S) unter f , d.h. das Komplement

der Vereinigung aller offenen Mengen G ⊂ C mit µ(f−1(G)) = 0.
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(iii) es existiert eine Folge (xm)m von Einheitsvektoren in PK mit lim
m→∞

‖Qxm−xm‖ =

0.

Beweis: (i)⇒(ii): Sei (zm)m eine Folge in K mit ‖zm‖ = 1 und ‖PQPzm‖ ≥ 1− 1
2m für

alle m ∈ N. Seien (xm)m, (ym)m in K definiert durch xm = Pzm

‖QPzm‖ und ym = QPzm

‖PQPzm‖
für alle m ∈ N. Wegen 1 ≥ ‖QPzm‖ ≥ ‖PQPzm‖ ≥ 1

2 für alle m ∈ N sind die Folgen

wohldefiniert mit ‖Qxm‖ = ‖Pym‖ = 1 für alle m ∈ N. Es gilt

1 ≥ 〈Qxm, Pym〉 =
〈QPzm, PQPzm〉
‖QPzm‖ ‖PQPzm‖

=
〈PQPzm, PQPzm〉
‖QPzm‖ ‖PQPzm‖

≥ 1− 1

2m
→ 1

für m→∞. Das ist (ii).

(ii)⇒(iii): Es existieren Folgen (x̃m)m, (ym)m in K mit ‖Px̃m‖ = ‖Qym‖ = 1 und

|〈Px̃m, Qym〉| ≥ 1 − 1
m für alle m ∈ N. Durch geeignete Wahl von ξm ∈ T und vermöge

xm = ξmPx̃m kann man R 3 〈xm, Qym〉 ≥ 1− 1
m für alle m ∈ N erreichen. Es gilt:

‖xm −Qym‖2 = ‖xm‖2 − 2〈xm, Qym〉+ ‖Qym‖2 ≤
2

m
→ 0 für m→∞.

Daraus ergibt sich

‖Qxm − xm‖ ≤ ‖Qxm −Q2ym‖+ ‖Qym − xm‖ ≤ 2‖Qym − xm‖ → 0 für m→∞.

Da ‖xm‖ = 1 für alle m ∈ N gilt, folgt die Behauptung.

(iii)⇒(i): Sei (xm)m eine Folge in PK mit ‖xm‖ = 1 für alle m ∈ N und ‖Qxm−xm‖ →
0 für m→∞. Für alle m ∈ N gilt

1 = ‖xm‖ ≤ ‖Pxm − PQPxm‖+ ‖PQPxm‖ ≤ ‖xm −Qxm‖+ ‖PQPxm‖,

d.h. lim infm→∞ ‖PQPxm‖ ≥ 1. Da ‖PQP‖ ≤ 1 gilt, folgt die Behauptung. �

Auch das nachfolgende Lemma erweist sich als nützlich:

Lemma 3.3.3 Sei T = (T1, ..., Tn) ∈ L(H)n ein vertauschendes Tupel und sei λ =

(λ1, ..., λn) ∈ Cn. Dann existieren für jeden Multiindex β ∈ Nn
0 Operatoren Aj ∈ {T}′,

j = 1, ..., n, mit

T β − λβ =

n∑

j=1

Aj(Tj − λj).

Für zwei Multiindizes α, β ∈ Nn
0 existieren Operatoren Aj , Bj ∈ {T}′, j = 1, ..., n, mit

T ∗αT β − λαλβ =

n∑

j=1

T ∗αAj(Tj − λj) +

n∑

j=1

B∗
j (T

∗
j − λj).

Beweis: Der Beweis des ersten Teils kann durch Induktion über |β| geführt werden. Sei

|β| = 1 und sei i ∈ {1, ..., n} mit βi = 1. Dann ist T β − λβ = Ti − λi und die Aussage

ist richtig mit Ai = idH und Aj = 0 für j = 1, ..., n, j 6= i. Sei |β| = m + 1 (m > 0)

und sei die Behauptung gezeigt für alle Multiindizes α mit |α| = m. Sei i ∈ {1, ..., n} mit
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βi ≥ 1. Sei dann β̃ = β − ei mit ei = (δij)
n
j=1 (δij das Kronecker-Symbol). Dann gilt nach

Induktionsvoraussetzung für geeignete Operatoren Ã1, ..., Ãn ∈ {T1, ..., Tn}′

T β − λβ = T β̃Ti − λβ̃λi = T β̃(Ti − λi) + λi(T
β̃ − λβ̃)

= T β̃(Ti − λi) + λi

n∑

j=1

Ãj(Tj − λj)

= (T β̃ + λiÃi)(Ti − λi) +

n∑

j=1,j 6=i
λiÃj(Tj − λj).

Wegen T ∗αT β−λαλβ = T ∗α(T β −λβ)+λβ(T ∗α−λα) folgt der zweite Teil direkt aus dem

ersten. �

Der Beweis des nächsten Lemmas ist eine direkte Verallgemeinerung von [Keo81], Lem-

ma 1.1.

Lemma 3.3.4 Die Menge {f ∈ L∞(µ) : f(σn(S)) ⊂ σ(Tf )} ist Norm-abgeschlossen in

L∞(µ).

Für einen Hilbertraum K, einen abgeschlossenen Teilraum H von K und ein Tupel

T = (T1, ..., Tn) ∈ L(K)n steht in den folgenden beiden Sätzen σap,H(T ) für die Menge

derjenigen λ ∈ Cn, für die die Abbildung T −λ : H → Kn, x 7→ ((Ti−λi)x)ni=1 nicht nach

unten beschränkt ist. Es sei außerdem daran erinnert, dass für ein normales Operatortupel

N , ein skalares Spektralmaß µ von N und f = (f1, ..., fk) ∈ L∞(µ)k das Tupel f(N)

definiert ist durch f(N) = (f1(N), ..., fk(N)).

Satz 3.3.5 Seien S ∈ L(H)n subnormal, N ∈ L(K)n eine minimale normale Erweite-

rung von S, E das Spektralmaß von N und µ ein skalares Spektralmaß für S. Dann sind

äquivalent:

(i) f(σn(S)) ⊂ σ(Tf ) für alle f ∈ L∞(µ), d.h. S besitzt die W ∗-SIP;

(ii) ‖Tf‖ = ‖f‖∞,µ für alle f ∈ L∞(µ);

(iii) für jede Borelmenge U ⊂ σn(S) mit E(U) 6= 0 gilt: ^(E(U)K,H) = 0;

(iv) f(σn(S)) = σap,H(f(N)) für alle k ∈ N und f ∈ L∞(µ)k.

Beweis: (i)⇒(ii): Besitzt S die W ∗-SIP und ist f ∈ L∞(µ), so gilt

‖f(N)‖ = sup{|λ| : λ ∈ σ(f(N)) = f(σn(S))}
≤ sup{|λ| : λ ∈ σ(Tf )} ≤ ‖Tf‖ ≤ ‖f(N)‖.

Also ist ‖Tf‖ = ‖f(N)‖ = ‖f‖∞,µ.

(ii)⇒(iii): Sei U ⊂ σn(S) eine Borelmenge mit E(U) 6= 0 und sei f = χU . Nach (ii)

gilt 1 = ‖Tf‖ = ‖PE(U)|H‖ ≤ ‖PE(U)P‖ ≤ 1. Also ist ‖PE(U)P‖ = 1 und nach Lemma

3.3.2 daher ^(E(U)K,H) = 0.
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(iii)⇒(iv): Seien k ∈ N, f = (f1, ..., fk) ∈ L∞(µ)k und λ = (λ1, ..., λk) ∈ f(σn(S)).

Dann existiert für alle m ∈ N eine offene Menge Vm ⊂ Ck mit Durchmesser < 1
m , λ ∈ Vm

und E(f−1(Vm)) 6= 0. Wegen ^(E(f−1(Vm))K,H) = 0 existiert ein Vektor xm ∈ H mit

‖xm‖ = 1 und ‖xm − E(f−1(Vm))xm‖ = ‖E(σn(S)\f−1(Vm))xm‖ ≤ 1
m (Lemma 3.3.2).

Hieraus folgt für i = 1, ..., k die Abschätzung

‖(fi(N)− λi)xm‖2 =

(∫

f−1(Vm)
+

∫

σn(S)\f−1(Vm)

)
|fi(z)− λi|2dExm,xm

≤ 1

m2
‖xm‖2 + 4‖f‖2∞,µ‖E(σn(S)\f−1(Vm))xm‖2

≤ 1

m2

(
1 + 4‖f‖2∞,µ

)
.

Also ist λ ∈ σap,H(f(N)). Es folgt f(σn(S)) ⊂ σap,H(f(N)). Die umgekehrte Inklusion ist

immer erfüllt. Insgesamt folgt (iv).

(iv)⇒(i): Sei f ∈ L∞(µ) und sei λ ∈ f(σn(S)). Wegen λ ∈ σap,H(f(N)) existiert

eine Folge (xm)m von Einheitsvektoren in H mit limm→∞(λ − f(N))xm = 0. Dann folgt

limm→∞ P (λ−f(N))xm = limm→∞(λ−Pf(N))xm = 0, wobei P : K → H die orthogonale

Projektion ist. Also ist λ ∈ σap(Tf ) ⊂ σ(Tf ). �

Der Beweis von Satz 3.3.5 zeigt, dass man (i) und (iv) ersetzen kann durch

(i’) f(σn(S)) ⊂ σap(Tf ) für alle k ∈ N und alle f ∈ L∞(µ)k und

(iv’) f(σn(S)) = σap,H(f(N)) für alle f ∈ L∞(µ),

und dass wegen Lemma 3.3.2 Bedingung (iii) durch

(iii’) für jede Borelmenge U ⊂ σn(S) mit E(U) 6= 0 gilt: ‖PE(U)P‖ = 1

ersetzt werden kann.

Der Beweis des vorangegangenen Satzes wird in der eindimensionalen Situation in

[Keo79] geführt.7

Satz 3.3.6 Seien S ∈ L(H)n subnormal, N ∈ L(K)n eine minimale normale Erweiterung

von S und E das Spektralmaß von N . Dann sind äquivalent:

(i) f(σn(S)) ⊂ σ(Tf ) für alle f ∈ C(σn(S)), d.h. S besitzt die C∗-SIP;

(ii) ‖Tf‖ = ‖f‖∞,σn(S) für alle f ∈ C(σn(S));

(iii) für jede relativ offene Menge U ⊂ σn(S) mit E(U) 6= 0 gilt: ^(E(U)K,H) = 0;

(iv) f(σn(S)) = σap,H(f(N)) für alle k ∈ N und f ∈ C(σn(S))k;

(v) σn(S) = σap(S).

7Formuliert wird der Satz auch in [Keo81].
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Beweis: Die Implikation (i)⇒(ii) ergibt sich genau wie im Beweis von Satz 3.3.5.

(ii)⇒(iii): Sei U ⊂ σn(S) relativ offen. Dann ist χU : σn(S)→ C nach unten halbstetig,

und es gibt eine Folge (fk)k nicht negativer stetiger Funktionen auf σn(S), die punktweise

monoton wachsend gegen χU konvergiert. Dann ist

1 = sup
k
‖fk‖∞,σn(S) = sup

k
‖Pfk(N)|H‖ ≤ ‖PE(U)|H‖ = ‖PE(U)P‖ ≤ 1,

und damit ^(E(U)K,H) = 0.

(iii)⇒(iv): Es gelte (iii). Da für f ∈ C(σn(S))k die im Beweis der entsprechenden

Implikation von Satz 3.3.5 auftretende Menge f−1(Vm) ⊂ σn(S) relativ offen und nicht leer

ist, erhält man wie dort die Inklusion f(σn(S)) ⊂ σap,H(f(N)). Die umgekehrte Inklusion

gilt offensichtlich.

(iv)⇒(v): Die Gleichheit der Spektren folgt, wenn man k = n und f ≡ (z1, ..., zn)

wählt.

(v)⇒(i): Sei p : C2n → C, (w, z) 7→ ∑k
j=0

(∑
|α+β|=j cαβw

αzβ
)
, cαβ ∈ C und sei

f : σap(S)→ C, f(z) = p(z, z). Dann ist

Tf = Pf(N)|H =

k∑

j=0




∑

|α+β|=j
cαβPN

∗αNβ|H



 =

k∑

j=0




∑

|α+β|=j
cαβS

∗αSβ





und für λ ∈ σn(S) gilt

Tf − f(λ) =
k∑

j=0




∑

|α+β|=j
cαβ(S

∗αSβ − λαλβ)



 .

Für λ ∈ σap(S) existiert eine Folge (xm)m in H mit ‖xm‖ = 1 und limm→∞(Si−λi)xm = 0

für i = 1, ..., n. Da die Si, i = 1, ..., n, als subnormale Operatoren hyponormal sind, gilt

auch limm→∞(S∗
i − λi)xm = 0 für i = 1, ..., n. Aus Lemma 3.3.3 ergibt sich hieraus

limm→∞(Tf − f(λ))xm = 0, d.h. f(λ) ∈ σap(Tf ) ⊂ σ(Tf ). Mit dem Satz von Stone-

Weierstraß und Lemma 3.3.4 folgt die in (i) behauptete Inklusion für alle stetigen Funk-

tionen f ∈ C(σn(S)). �

Genau wie im Beweis von Satz 3.3.5 kann man die Implikation (iv)⇒(i) von Satz 3.3.6

auch direkt beweisen. Insbesondere kann man die Bedingungen (i) und (iv) von Satz 3.3.6

ersetzen durch die äquivalenten Bedingungen:

(i’) f(σn(S)) ⊂ σap(Tf ) für alle k ∈ N und alle f ∈ C(σn(S))k (k ∈ N) und

(iv’) f(σn(S)) = σap,H(f(N)) für alle f ∈ C(σn(S)).

Der Vergleich der Bedingungen (iii) in Satz 3.3.5 und Satz 3.3.6 zeigt, dass die W ∗-SIP

die C∗-SIP impliziert.
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3.4 K -, F- und A0(K )-subnormale Operatortupel

Ein nützliches Hilfsmittel beim Studium subnormaler Operatoren ist die Existenz geeig-

neter Funktionalkalküle. Während bekanntlich jeder stetige Operator T auf einem Ba-

nachraum E über jeder offenen Umgebung U seines Spektrums σ(T ) einen holomorphen

Funktionalkalkül ΦT : O(U) → L(E) besitzt ([Con85], §VII.4), ist es für einen norma-

len Operator N auf einem Hilbertraum H die Existenz eines stetigen Funktionalkalküls

ΦN : C(σ(N)) → L(H), die das Studium dieser Operatoren interessant macht ([Con85],

§VIII.2). Da subnormale Operatoren S von Neumann-Operatoren sind, d.h. Operato-

ren, die für jede rationale Funktion f mit Polen außerhalb von σ(S) die Ungleichung

‖f(S)‖ ≤ ‖f‖∞,σ(S) erfüllen, existiert über jeder kompakten Menge K ⊃ σ(S) ein Funk-

tionalkalkül ΦS : R(K ) → L(H), wobei R(K ) für den gleichmäßigen Abschluss der

rationalen Funktionen mit Polen außerhalb K in C(K ) steht ([Con91a], §9). Die Exi-

stenz eines geeigneten positiven regulären Borelmaßes µ mit kompaktem Träger sowie die

Möglichkeit, den Kalkül ΦN : C(K ) → L(H) zu einem Kalkül ΦN : L∞(µ) → L(H)

fortzusetzen, der nicht nur isometrisch bzgl. den kanonischen Normtopologien auf L∞(µ)

und L(H), sondern zusätzlich w∗-stetig ist ([Con85], §IX.8), bringt in das Studium nor-

maler Operatoren N maßtheoretische Aspekte, die sich auch in der Theorie subnormaler

Operatoren wiederfinden.8 In der Tat existiert für einen subnormalen Operator S ein iso-

metrischer Kalkül ΦS : R∞(K , µ) → L(H), wobei R∞(K , µ) für den L∞(µ)-Abschluss

von R(K ) in L∞(µ) steht und µ für ein geeignetes positives reguläres Borelmaß ([Con91a],

§II.11). Dieser Kalkül bringt die Theorie der Funktionenalgebren und rationale Approxi-

mation ins Spiel und erlaubt eine weitreichende Strukturanalyse subnormaler Operatoren.

Anders sieht die Situation in mehreren Dimensionen aus. Eine Schwierigkeit beim Stu-

dium subnormaler Operatortupel besteht darin, dass es keine vergleichbare mehrdimen-

sionale Theorie über Funktionenalgebren und rationale Approximation gibt, gleichwenn

Ansätze in dieser Richtung vorhanden sind (vgl. [Con91b], Seite 544). Mehrdimensional

geht es also zum einen darum, geeignete Funktionenalgebren mit
”
guten Eigenschaften“

zu finden, zum anderen aber auch um die Existenz entsprechender mehrdimensionaler

Funktionalkalküle. Ist N = (N1, ..., Nn) ein normales Tupel auf einem Hilbertraum H, so

existiert ein stetiger Funktionalkalkül ΦN : C(σ(N))→ L(H) über den stetigen Funktionen

auf dem Spektrum von N , in völliger Analogie zum eindimensionalen Fall (vgl. [Vas77]).

Für ΦN (f), f ∈ C(σ(N)), wird im Folgenden f(N) geschrieben. Wie sieht es aber für

ein subnormales Operatortupel S mit Funktionenalgebren
”
zwischen“ O(U), U ⊃ σ(S)

offen, und C(σ(S)), sowie zugehörigen Funktionalkalkülen aus? Was kann als Ersatz für

die Räume R(K ) bzw. R∞(K , µ) im Eindimensionalen dienen? Starten wir mit einer

gleichmäßig abgeschlossenen Unteralgebra F von C(K ) mit C[z1, ..., zn]|K ⊂ F . Eine

solche Unteralgebra wird im Folgenden eine P-Unteralgebra von C(K ) genannt (P für

8Die w∗-Topologie auf L∞(µ) ist die w∗-Topologie bzgl. der Dualität 〈L1(µ), L∞(µ)〉. Die w∗-Topologie

auf L(H) ist die w∗-Topologie aus der Dualität 〈N(H), L(H)〉, wobei N(H) für den Banachraum der

Spurklasse-Operatoren mit der Spur-Norm in L(H) steht.
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Polynom). Typischerweise ist F eine gleichmäßig abgeschlossene Unteralgebra von A(D),

wobei D eine relativ-kompakte, offene Teilmenge von Cn (oder einer komplexen Unterman-

nigfaltigkeit X ⊂ Cn) ist und A(D) = {f ∈ C(D); f |D ∈ O(D)}. Jedes vertauschende Tu-

pel besitzt einen stetigen A(D)-Kalkül über jeder beschränkten offenen Umgebung D des

Spektrums. Ist N ein normales Tupel auf einem Hilbertraum H und µ ein skalares Spek-

tralmaß von N , so besitzt N einen isometrischen, w∗-stetigen Kalkül ΦN : L∞(µ)→ L(H).

Für alle f ∈ L∞(µ) wird zur Abkürzung wieder f(N) statt ΦN (f) geschrieben. Auch beim

Studium subnormaler Operatortupel spielen daher maßtheoretische Aspekte eine wichtige

Rolle.

Exkurs: Die klassische Ausgangssituation

Sei K ⊂ Cn kompakt und sei µ ∈M+(K ). Sei P 2(µ) = C[z1, ..., zn]
L2(µ)

. Für i = 1, ..., n

sei

Mµ
zi

: L2(µ)→ L2(µ), g 7→ zig und sei Mµ
z = (Mµ

z1 , ...,M
µ
zn

).

Dann ist Mµ
z ein normales Operatortupel. Ist f ∈ L∞(µ) und Mµ

f : L2(µ) → L2(µ),

g 7→ fg, so gilt für h ∈ L∞(µ) ∩ P 2(µ) die Inklusion Mµ
hP

2(µ) ⊂ P 2(µ) (vgl. Lemma

3.4.5). Ist insbesondere

Sµzi
= Mµ

zi
|P 2(µ) für i = 1, ..., n und Sµz = (Sµz1 , ..., S

µ
zn

),

so ist Sµz ein subnormales Operatortupel mit minimaler normaler Erweiterung Mµ
z .

Ist K = D
n

und µ = m das Haar-Maß auf Tn (aufgefasst als Maß in M+
(
D
n)

), so

wird Smz das Cauchy-Tupel genannt. Ist K = B
n

und µ = σ das Oberflächenmaß auf

S2n−1 (aufgefasst als Maß in M+
(
B
n)

), so heißt Sσz das Szegö-Tupel und ist K = B
n

und

µ = λn das n-dimensionale Lebesgue-Maß, so nennt man Sλ
n

z das Bergman-Tupel .

Ist T = (T1, ..., Tn) ∈ L(H)n ein vertauschendes Operatortupel, so heißt T zyklisch,

wenn ein Vektor x0 ∈ H existiert derart, dass der kleinste Teilraum von H, der x0 enthält

und T -invariant ist, H selber ist, oder äquivalent, wenn

H = {p(T )x0; p ∈ C[z1, ..., zn]} (3.5)

gilt. Der Vektor x0 heißt in diesem Fall ein zyklischer Vektor für T .

Alle subnormalen Operatortupel der Form Sµz sind zyklisch; die von Null verschiede-

nen konstanten Funktionen sind beispielsweise zyklische Vektoren. Insbesondere sind das

Cauchy-, das Szegö- und das Bergman-Tupel zyklisch. Eine zyklische Funktion in P 2(µ)

ist definitionsgemäß ein zyklischer Vektor für Sµz .

Der nachfolgende Satz von Hastings stellt einen Zusammenhang zwischen zyklischen
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subnormalen Operatortupeln und Operatortupeln der Form Sµz her:

Satz 3.4.1 ([Has78], Theorem 0)

Ist S = (S1, ..., Sn) ∈ L(H)n ein zyklisches subnormales Tupel mit zyklischem Vektor

x0 ∈ H und ist N = (N1, ..., Nn) ∈ L(K)n eine minimale normale Erweiterung von S,

so existieren eine kompakte Menge K ⊂ Cn mit σ(N) ⊂ K , ein Wahrscheinlichkeitmaß

µ ∈ M(K ) und ein unitärer Operator U : K → L2(µ) mit Ux0 = 1, UNi = Mµ
ziU für

i = 1, ..., n, UH = P 2(µ) und, falls U0 = U |H : H → P 2(µ), U0Si = SµziU0 für i = 1, ..., n.

Insbesondere sind S und Sµz unitär äquivalent. Für K kann σn(S) = σ(N) und für µ ein

skalares Spektralmaß von S gewählt werden.

Der Satz von Hastings gestattet es manchmal, operatortheoretische Fragen auf funk-

tionen- und maßtheoretische zurückzuführen. Wir wollen im Folgenden allgemeiner sub-

normale Tupel betrachten, die bezüglich einer P-Unteralgebra F ⊂ C(K ) zyklisch sind.

K - und F-subnormale Operatortupel

Definition 3.4.2 Sei K ⊂ Cn kompakt und sei F eine P-Unteralgebra von C(K ). Ein

Tupel S ∈ L(H)n wird K -subnormal genannt, wenn es subnormal ist und σ(S) ⊂ K

erfüllt. Ein Tupel S ∈ L(H)n wird F-subnormal genannt, wenn es K -subnormal ist und

wenn für eine (dann alle) minimalen normalen Erweiterungen N von S die Inklusion

f(N)H ⊂ H für alle f ∈ F gilt.

Sei S ∈ L(H)n subnormal, N ∈ L(K)n eine minimale normale Erweiterung von S und

µ ein skalares Spektralmaß für S. Conway betrachtet in [Con91b] die Menge

R(S) = {f ∈ L∞(µ) : f(N)H ⊂ H}

und bemerkt, dass es es sich hierbei um eine w∗-abgeschlossene Unteralgebra von L∞(µ)

handelt. Die Abbildung Φ̃S : R(S) → L(H), f 7→ f(N)|H induziert einen isometrischen

Isomorphismus und w∗-Homöomorphismus von R(S) auf eine w∗-abgeschlossene Unteral-

gebra von {S}′ = {T ∈ L(H);TSi = SiT für i = 1, ..., n} ([Con91b], Proposition 1.1). Der

Kalkül Φ̃S werde kanonischer R(S)-Kalkül von S genannt. Ist S ein F-subnormales Tupel,

so erhält man, wenn man die Elemente in F mit ihren Restklassen in L∞(µ) identifiziert,

die Inklusion F ⊂ R(S) und einen F-Kalkül ΦS : F → L(H) für S durch ΦS = Φ̃S |F .

Dieser Kalkül werde kanonischer F-Kalkül von S genannt. Ein Operator T ∈ L(H) werde

ΦS-vertauschend genannt, wenn TΦS(f) = ΦS(f)T für alle f ∈ F gilt.

Definition 3.4.3 Ein F-subnormales Tupel S ∈ L(H)n heißt F-zyklisch, wenn ein x0 ∈
H existiert mit

H = {ΦS(f)x0; f ∈ F},

wobei ΦS der kanonische F-Kalkül von S ist. Jeder solche Vektor x0 wird F-zyklischer

Vektor für S genannt.
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Als Standardbeispiel eines F-subnormalen, F-zyklischen Operatortupels wird sich das

folgende erweisen: Sei µ ∈ M+(K ) beliebig und sei H2
F (µ) = FL

2(µ)
. Dann sind SF ,µ

zi =

Mµ
zi |H2

F (µ) ∈ L(H2
F (µ)) für i = 1, ..., n subnormale Operatoren, und SF ,µ

z = (SF ,µ
z1 , ..., SF ,µ

zn )

ist ein subnormales Operatortupel mit minimaler normaler Erweiterung Mµ
z .

Satz 3.4.4 Sei K ⊂ Cn kompakt und F eine P-Unteralgebra von C(K ). Sei S =

(S1, ..., Sn) ∈ L(H)n ein F-subnormales und F-zyklisches Tupel mit F-zyklischem Vektor

x0 ∈ H und minimaler normaler Erweiterung N = (N1, ..., Nn) ∈ L(K)n. Dann existiert

ein µ ∈ M+(K ) und ein unitärer Operator U : K → L2(µ) mit UH = H2
F (µ), Ux0 = 1,

UNi = Mµ
ziU und, falls U0 = U |H : H → H2

F(µ), U0Si = SF ,µ
zi U0 für i = 1, ..., n. Insbeson-

dere sind S und SF ,µ
z unitär äquivalent. Für µ kann kann man ein skalares Spektralmaß

von S wählen.

Beweis: Man beachte, dass für den kanonischen F-Kalkül ΦS von S für alle f ∈ F und

alle x ∈ H die Beziehung ΦS(f)x = f(N)x gilt. Wegen H = {ΦS(f)x0; f ∈ F} und der

Minimalität von N ist K = {f(N)x0; f ∈ L∞(µ)}. Sei E das Spektralmaß von N . Dann

ist µ = 〈E(·)x0, x0〉 ein skalares Spektralmaß für S. Für f ∈ L∞(µ) gilt dann

‖f(N)x0‖2 = 〈f(N)x0, f(N)x0〉 = 〈|f |2(N)x0, x0〉 =

∫
|f |2dµ

= ‖f‖2L2(µ).

Fasst man L∞(µ) als Teilraum von L2(µ) auf, so liegt L∞(µ) dicht in L2(µ). Also gibt es

einen eindeutig bestimmten unitären Operator U : K → L2(µ) mit

Uf(N)x0 = f für alle f ∈ L∞(µ).

Offensichtlich gilt Ux0 = 1, UNi = Mµ
ziU für i = 1, ..., n und

UH = U{f(N)x0; f ∈ F} = FL
2(µ)

= H2
F(µ).

Insbesondere ist U0 : H → H2
F (µ), x 7→ Ux unitär mit U0Si = SF ,µ

zi U0 für i = 1, ..., n. �

Für f ∈ F gilt f(Mµ
z )H2

F (µ) = Mµ
fH

2
F (µ) ⊂ H2

F (µ) und

{f(Mµ
z )1; f ∈ F}L

2(µ)
= FL

2(µ)
= H2

F(µ).

Also ist für ein beliebiges Maß µ ∈ M+(K ) das Tupel SF ,µ
z ∈ L(H2

F (µ))n ein F-

subnormales Tupel mit F-zyklischem Vektor 1, falls σ(SF ,µ
z ) ⊂ K gilt. Ist U : K → L2(µ)

wie im Beweis von Satz 3.4.4 gewählt, dann gilt

Mµ
f U = Uf(N)

für alle f ∈ L∞(µ). Es folgt in der Situation von Satz 3.4.4, dass

R(S) = {f ∈ L∞(µ); f(N)H ⊂ H} = {f ∈ L∞(µ);Mµ
f H

2
F (µ) ⊂ H2

F (µ)}.
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Definiert man für f ∈ R(S) den Operator SF ,µ
f : H2

F(µ)→ H2
F (µ) durch SF ,µ

f = Mµ
f |H2

F (µ),

so ist zudem SF ,µ
f U0 = U0Φ̃S(f) für alle f ∈ R(S).

Das nachfolgende Lemma enthält eine konkrete Beschreibung der Restriktionalgebra

R(SF ,µ
z ).

Lemma 3.4.5 Für ein beliebiges Maß µ ∈M+(K ) gilt:

R(SF ,µ
z ) = {f ∈ L∞(µ);Mµ

f H
2
F (µ) ⊂ H2

F (µ)} = H2
F (µ) ∩ L∞(µ).

Beweis: Ist f ∈ H2
F(µ) ∩ L∞(µ), so existiert eine Folge (fk)k in F mit fk

L2

−→ f . Für

g ∈ F ist dann (fkg)k eine Folge in F , und da g beschränkt ist, folgt fkg
L2

−→ fg. Folglich

ist Mµ
f F ⊂ H2

F (µ). Da Mµ
f stetig ist, folgt auch die Inklusion Mµ

f H
2
F(µ) ⊂ H2

F (µ). Die

Gleichheit der ersten beiden Mengen gilt definitionsgemäß. Wegen 1 ∈ H2
F (µ) ist auch die

verbleibende Inklusion richtig. �

Im Folgenden sei SF ,µ
f : H2

F (µ) → H2
F (µ) für jedes f ∈ H2

F (µ) ∩ L∞(µ) der stetige

Operator, der definiert ist durch

SF ,µ
f = Mµ

f |H2
F (µ). (3.6)

Für den kanonischen F-Kalkül Φ
SF,µ

z
von SF ,µ

z gilt

Φ
SF,µ

z
(f) = SF ,µ

f (3.7)

für alle f ∈ F . Welche Operatoren in L(H2
F (µ)) vertauschen mit allen Operatoren SF ,µ

f ,

f ∈ F? Eine Antwort auf diese Frage liefert der nachfolgende Satz, der eine Verallgemei-

nerung eines entsprechenden 1-dimensionalen Ergebnisses von Yoshino ist (vgl. [Con91a],

Theorem II.5.4).

Satz 3.4.6 Sei K ⊂ Cn kompakt und sei F eine P-Unteralgebra von C(K ). Sei µ ∈
M+(K ) und sei T ∈ {SF ,µ

g ; g ∈ F}′ ⊂ L(H2
F (µ)). Dann ist T ein subnormaler Operator,

und es existiert ein f ∈ H2
F (µ) ∩ L∞(µ) mit T = SF ,µ

f .

Beweis: Ohne Einschränkung sei ‖T‖ ≤ 1. Sei f = T1 ∈ H2
F(µ). Nach Voraussetzung

ist Tg = TSF ,µ
g 1 = SF ,µ

g T1 = gf für alle g ∈ F . Wir zeigen, dass letzteres auch für

g ∈ H2
F (µ) gilt und dass f ∈ L∞(µ) ist. Sei g ∈ H2

F (µ) beliebig und sei (gk)k eine Folge

in F mit gk
L2

−→ g und gk(z)→ g(z) für µ-fast alle z ∈ K . Dann ist

0 = lim
k→∞

‖Tg − Tgk‖ = lim
k→∞

‖Tg − fgk‖ (in L2(µ))

und wegen (fgk)(z)→ (fg)(z) für µ-fast alle z ∈ K folgt Tg = fg.

Sei A = {z ∈ K ; |f(z)| > 1}. Dann ist ‖1‖2 ≥ ‖T n(1)‖2 = ‖fn‖2 =
∫
|f |2ndµ ≥∫

A |f |2ndµ. Wegen |f(z)|2n →∞ punktweise monoton wachsend auf A, folgt mit dem Satz
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der monotonen Konvergenz, dass µ(A) = 0 und deshalb ‖f‖∞,µ ≤ 1 gilt. Demnach ist

f ∈ H2
F (µ) ∩ L∞(µ) und somit T = SF ,µ

f . �

Satz 3.4.6 impliziert die nicht-triviale Inklusion der Identität

{SF ,µ
g ; g ∈ F}′ = {SF ,µ

f ; f ∈ H2
F (µ) ∩ L∞(µ)}.

Korollar 3.4.7 Seien K ⊂ Cn kompakt, F eine P-Unteralgebra von C(K ) und S ∈
L(H)n ein F-subnormales und F-zyklisches Tupel. Sei das Maß µ ∈ M+(K ) wie im

Beweis von Satz 3.4.4 gewählt. Dann ist

R(S) = H2
F (µ) ∩ L∞(µ) und {ΦS(f); f ∈ F}′ = Φ̃S(R(S)).

Beweis: Die Gleichheit R(S) = H2
F (µ) ∩ L∞(µ) folgt aus Lemma 3.4.5 zusammen

mit den Bemerkungen, die diesem Lemma vorausgehen. Sei T ∈ {ΦS(f); f ∈ F}′. Dann

vertauscht U0TU
−1
0 mit allen Operatoren SF ,µ

g (g ∈ F) und nach Satz 3.4.6 gibt es eine

Funktion f ∈ R(S) mit U0TU
−1
0 = SF ,µ

f . Aber dann ist T = U−1
0 SF ,µ

f U0 = Φ̃S(f). Die

umgekehrte Inklusion gilt offensichtlich. �

Im Allgemeinen gilt {SF ,µ
z }′ ⊃ {SF ,µ

g ; g ∈ F}′. Weiter unten werden wir sehen, dass es

auch Fälle gibt, in denen Gleichheit besteht.

A0(K )-subnormale Operatortupel

Wir spezialisieren nun die Funktionenalgebra F . Die einzuführende Algebra A0(K ) spielt

insbesondere im nächsten Paragraphen eine zentrale Rolle.

Sei K ⊂ Cn kompakt und sei A0(K ) die Banachalgebra

A0(K ) = O(K )|K C(K )
;

hierbei ist

O(K ) = {f ; f ∈ O(U) für eine offene Umgebung U von K }.

Bevor wir eine wichtige Proposition über K -subnormale Operatortupel im Zusam-

menhang mit der Algebra A0(K ) beweisen, sei an das folgende Resultat aus der mehrdi-

mensionalen Spektraltheorie erinnert.

Lemma 3.4.8 ([EP96], Theorem 5.2.4)

Sei T ∈ L(H)n ein vertauschendes Tupel. Für U ⊂ Cn offen mit σ(T ) ⊂ U bezeichne

ΦU : O(U) → L(H) den holomorphen und ΨU : O(U) → L(H) einen beliebigen stetigen

O(U)-Kalkül für T . Gilt dann die Gleichheit

σ(ΨU (f)) = f(σ(T )) für alle f ∈ O(U)k, k ≥ 1,

so ist ΦU = ΨU .
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Proposition 3.4.9 Sei S ∈ L(H)n subnormal mit σ(S) ⊂ K . Dann ist S automatisch

A0(K )-subnormal und für den kanonischen A0(K )-Kalkül ΦS von S gilt: Für alle U ⊃ K

offen und alle F ∈ O(U) ist

ΦS(F |K ) = F (S),

wobei F (S) für den holomorphen Kalkül von S an der Stelle F steht.

Beweis: Sei N ∈ L(K)n eine minimale normale Erweiterung von S. Für eine offene

Umgebung U von K sei ΨU : O(U) → L(K) definiert durch ΨU (F ) = (F |K )(N), wobei

auf der rechten Seite der stetige Kalkül von N steht. Für alle F ∈ O(U)k, k ≥ 1, ist dann

σ(ΨU (F )) = σ(((Fi|K )(N))ki=1) = F (σ(N)).

Aus Lemma 3.4.8 folgt hieraus ΨU (F ) = F (N), wobei auf der rechten Seite der holomorphe

Kalkül von N steht. Ist ı : H → K die kanonische Inklusion, so gilt ı ◦ Si = Ni ◦ ı für

i = 1, ..., n und σ(S) ∪ σ(N) ⊂ K . Dann gilt F (N) ◦ ı = ı ◦ F (S), d.h. F (N)H ⊂ H und

F (S) = F (N)|H für alle F ∈ O(U) ([EP96], Lemma 2.5.8), also ΦS(F |K ) = F (S). �

In Proposition 3.4.9 wurde der kanonische A0(K )-Kalkül eines K -subnormalen Ope-

ratortupels beschrieben. Wenn K ein Steinsches Kompaktum ist, d.h. eine Umgebungs-

basis aus Steinschen offenen Mengen besitzt, dann ist der kanonische A0(K )-Kalkül eines

K -subnormalen Tupels der einzige stetige A0(K )-Kalkül. Wir formulieren diesen Sach-

verhalt in der nachfolgenden Bemerkung.

Bemerkung 3.4.10 Sei K ⊂ Cn eine Steinsche kompakte Menge und sei S ∈ L(H)n

ein subnormales Tupel mit σ(S) ⊂ K . Dann gibt es genau einen stetigen A0(K )-Kalkül

für S.

Beweis: Sei ΨS : A0(K ) → L(H) ein weiterer stetiger A0(K )-Kalkül für S. Via

O(U) → A0(K )
ΨS→ L(H), U ⊃ K offen, erhält man einen stetigen O(U)-Kalkül für S.

Ist U Steinsch, so muss es sich um den holomorphen Kalkül handeln ([EP96], Lemma

5.1.1b). Die Abbildungen ΨS und ΦS stimmen dann auf einer dichten Teilmenge von

A0(K ) überein und wegen der Stetigkeit müssen sie gleich sein. �

Nimmt man statt A0(K ) die Algebra

A00(K ) =

{
f ∈ C(K )

∣∣∣∣∣
es existiert eine Steinsche offene Umgebung U von K

und F ∈ O(U) mit f = F |K

}
,

so ist auch der zugehörige A00(K )-Kalkül eindeutig bestimmt. Man kann hierfür den

Beweis von Bemerkung 3.4.10 imitieren.

Neben der Eigenschaft, automatisch A0(K )-subnormal zu sein, besitzen K -subnor-

male Operatortupel noch die folgende Eigenschaft:
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Lemma 3.4.11 Seien S ∈ L(H)n und S̃ ∈ L(H̃)n zwei K -subnormale Tupel und sei

T ∈ L(H, H̃) ein Operator mit TSi = S̃iT für i = 1, ..., n. Dann gilt

TΦS(f) = ΦS̃(f)T

für alle f ∈ A0(K ), wobei ΦS und ΦS̃ die kononischen A0(K )-Kalküle von S und S̃ sind.

Beweis: Wegen TSi = S̃iT für i = 1, ..., n und σ(S)∪σ(S̃) ⊂ K folgt TF (S) = F (S̃)T

für alle F ∈ O(U), U ⊃ K offen ([EP96], Lemma 2.5.8). Dies zeigt TΦS(f) = ΦS̃(f)T

für f aus einer dichten Teilmenge von A0(K ). Wegen der Stetigkeit beider Abbildungen

folgt die Behauptung. �

Die bisherigen Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen, wobei hier und im

Folgenden zur Vereinfachung der Notation H2
0 (µ) = H2

A0(K )(µ) und Sµf = S
A0(K ),µ
f gesetzt

wird.

Satz 3.4.12 Sei S = (S1, ..., Sn) ∈ L(H)n ein subnormales Tupel mit σ(S) ⊂ K und

A0(K )-zyklischem Vektor x0 ∈ H. Sei N = (N1, ..., Nn) ∈ L(K)n eine minimale normale

Erweiterung von S. Dann gilt:

Es existiert ein Maß µ ∈M+(K ) mit folgenden Eigenschaften:

(i) Es existiert ein unitärer Operator U : K → L2(µ) mit Ux0 = 1, UH = H2
0 (µ),

UNi = Mµ
ziU für i = 1, ..., n und, falls U0 = U |H , U0Si = SµziU0 für i = 1, ..., n.

Insbesondere sind S und Sµz unitär äquivalent.

(ii) Ist T ∈ {S}′, so ist T ein subnormaler Operator und es existiert eine Funktion

f ∈ H2
0 (µ) ∩ L∞(µ) mit T = Φ̃S(f), wobei Φ̃S der kanonische R(S)-Kalkül von S

ist.

(iii) Der kanonische R(S)-Kalkül von S ist ein isometrischer, w∗-stetiger Algebreniso-

morphismus Φ̃S : H2
0 (µ) ∩ L∞(µ)→ {S}′.

Beweis: Teil (i) ist Satz 3.4.4. Teil (ii) ist Lemma 3.4.11 und Korollar 3.4.7. Teil (iii)

folgt direkt aus (ii). �

3.5 Quasiähnlichkeit und K -subnormale Operatortupel

In diesem Paragraphen untersuchen wir Quasiähnlichkeitsfragen im Zusammenhang mit

A0(K )-subnormalen Operatortupeln. Wir werden sehen, wie klassische Resultate von Ha-

stings und Athavale vereinheitlicht und verallgemeinert werden können.

Zunächst zum Begriff der Quasiähnlichkeit: Der Begriff der Quasiähnlichkeit zweier

einzelner Operatoren wurde zu Beginn der sechziger Jahre von B. Sz.-Nagy und C. Foiaş

eingeführt. Hier die mehrdimensionale Version: Ein Operator X ∈ L(E,F ) zwischen zwei

Banachräumen E und F heißt quasiinvertierbar, wenn er injektiv ist und dichtes Bild hat.
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Sind T = (T1, ..., Tn) ∈ L(E)n und S = (S1, ..., Sn) ∈ L(F )n zwei vertauschende Tupel

und X ∈ L(E,F ) ein Operator, so nennt man X einen (T, S)-vertauschenden Operator,

wenn XTi = SiX für alle i = 1, ..., n gilt. Zwei solche Tupel T und S heißen quasiähnlich,

wenn ein (T, S)-vertauschender, quasiinvertierbarer Operator X ∈ L(E,F ) und ein (S, T )-

vertauschender, quasiinvertierbarer Operator Y ∈ L(F,E) existieren.

Sei K ⊂ Cn eine kompakte Menge. Der Shilov-Rand S (F) einer beliebigen abge-

schlossenen und punktetrennenden Unteralgebra F von C(K ) ist definiert durch

S (F) =
⋂{

R ⊂ K ;R = R, ‖f‖∞,K = ‖f‖∞,R für alle f ∈ F
}
.9

Wir setzen

∂0K = S (A0(K )).

Definition 3.5.1 Sei K ⊂ Cn kompakt. Ein Operatortupel S wird eine K -Isometrie

genannt, wenn es K -subnormal ist und σn(S) ⊂ ∂0K erfüllt.

Da der Träger eines skalaren Spektralmaßes von S mit dem Normalenspektrum σn(S)

von S übereinstimmt, erhält man:

Lemma 3.5.2 Sei S ∈ L(H)n eine K -Isometrie und sei µ ein skalares Spektralmaß für

S. Dann gilt supp(µ) ⊂ ∂0K .

Sei K ⊂ Cn kompakt. Für µ ∈ M+(K ) ist Sµz eine K -Isometrie genau dann, wenn

σ(Sµz ) ⊂ K und supp(µ) ⊂ ∂0K gilt. Die A0(K )-zyklischen K -Isometrien sind bis auf

unitäre Äquivalenz genau die Tupel Sµz . Ist K ⊂ Cn ein Steinsches Kompaktum, so ist

für jedes Maß µ ∈ M+(K ) die spektrale Inklusion σ(Sµz ) ⊂ K automatisch erfüllt. Um

die letzte Behauptung einzusehen, beachte man, dass Sµz den A0(K )-Kalkül

ΦSµ
z

: A0(K )→ L(H2
0 (µ)), f 7→ Sµf

besitzt und dass es zu jedem Punkt λ ∈ Cn\K holomorphe Funktionen f1, ..., fn ∈ O(U)

auf einer geeigneten offenen Umgebung U von K gibt mit

1 =

n∑

i=1

(λi − zi)fi(z)

für alle z ∈ U .

Die Definition der K -Isometrie umfasst die beiden wichtigen Klassen der D
n
- und B

n
-

Isometrien, die respektive auch als torische und sphärische Isometrien bekannt sind. Unter

einer torischen Isometrie versteht man i.Allg. ein vertauschendes Tupel C = (C1, ..., Cn) ∈
L(H)n bestehend aus Isometrien Ci, i = 1, ..., n. Torische Isometrien sind stets sub-

normal mit σn(C) ⊂ Tn = ∂0D
n
. Umgekehrt ist ein subnormales Operatortupel C ∈

L(H)n mit σn(C) ⊂ Tn eine torische Isometrie ([Ath90], Proposition 1). Unter einer

9Vergleiche [AW98], Chapter 9.
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sphärischen Isometrie versteht man ein vertauschendes Tupel S = (S1, ..., Sn) ∈ L(H)n

mit
∑n

i=1 S
∗
i Si = idH . Sphärische Isometrien S ∈ L(H)n sind ebenfalls stets subnormal

und erfüllen σn(S) ⊂ S2n−1 = ∂0B
n
. Erfüllt umgekehrt ein subnormales Operatortupel

S ∈ L(H)n die Inklusion σn(S) ⊂ S2n−1, so ist S eine sphärische Isometrie ([Ath90], Pro-

position 2). Man beachte, dass für K = D
n

bzw. K = B
n

die Algebra A0(K ) gegeben

ist durch

A0(K ) = C[z1, ..., zn]|K
C(K )

.

Im Zusammenhang mit sphärischen Isometrien hat Athavale 1988 den folgenden Satz

über die Quasiähnlichkeit zum Szegö-Tupel bewiesen. Für ein Maß µ ∈ M(Cn) ist das

Maß µS2n−1
: Bor(Cn) → C hierbei definiert durch µS2n−1

(A) = µ(A ∩ S2n−1) für alle

A ∈ Bor(Cn).

Satz 3.5.3 ([Ath88], Theorem 1)

Sei ν ∈M+(S2n−1) und sei µ ∈M+(Cn) mit supp(µ) kompakt. Dann sind äquivalent:

(i) Sνz und Sµz sind quasiähnlich;

(ii) es existieren zyklische Funktionen g ∈ P 2(ν) und h ∈ P 2(µ) derart, dass für alle

p ∈ C[z1, ..., zn] gilt

∫
|gp|2dν ≤

∫
|p|2d(µS2n−1

) und

∫
|hp|2dµ ≤

∫
|p|2dν.

In seinem Beweis benutzt Athavale entscheidend eine Approximationseigenschaft der

Polynome auf der abgeschlossenen Einheitskugel B
n
. Diese Eigenschaft ist eng verbunden

mit dem Problem der Existenz nicht-konstanter innerer Funktionen auf Bn (n ≥ 2), d.h.

der Frage, ob es nicht-konstante beshränkte holomorphe Funktionen f : Bn → C gibt

derart, dass limr→1− |f(rz)| = 1 für σ-fast alle z ∈ S2n−1 gilt (σ=Oberflächenmaß). Die

Approximation ist wie folgt gegeben:

Lemma 3.5.4 ([Rud86], Theorem 3.5)

Sei ϕ ∈ C(B
n
) mit ϕ > 0 und sei µ ∈ M+(S2n−1). Dann existiert eine Folge (pk)k

in C[z1, ..., zn] derart, dass |pk| < ϕ auf B
n
, pk → 0 kompakt-gleichmäßig auf Bn und

limk→∞ |pk(z)| = ϕ(z) für µ-fast alle z ∈ S2n−1.

Satz 3.5.3 (zusammen mit Satz 3.4.1) erlaubt eine Charakterisierung aller zyklischen

subnormalen Operatortupel, die quasiähnlich zum Szegö-Tupel sind, und zeigt beispiels-

weise, dass das Szegö-Tupel nicht quasiähnlich zum Bergman-Tupel sein kann, da λn|S2n−1 ≡
0 ist.

Eine entsprechende Charakterisierung für das Cauchy-Tupel wurde einige Jahre zuvor

bereits von Hastings in vergleichbarer Weise angegeben ([Has78], Theorem 2).
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Quasiähnlichkeit von zyklischen K -subnormalen Operatortupeln

Wir wenden uns jetzt der Quasiähnlichkeit von K -Isometrien zu. Danach gehen wir auf

die Frage ein, wann K -subnormale Operatortupel und K -Isometrien quasiähnlich sein

können, und wann nicht. Zunächst sind einige Vorbereitungen nötig.

Die nachfolgende Proposition verallgemeinert ein Lemma von Conway ([Con80], Lem-

ma 2.4):

Proposition 3.5.5 Seien S ∈ L(H)n, S̃ ∈ L(H̃)n zwei K -subnormale Tupel und sei A ∈
L(H, H̃) ein (S, S̃)-vertauschender und B ∈ L(H̃,H) ein (S̃, S)-vertauschender Operator,

beide mit dichtem Bild. Dann gilt: Ist S ein A0(K )-zyklisches Tupel, so ist auch S̃ ein

A0(K )-zyklisches Tupel und A,B sind injektiv. Insbesondere sind S und S̃ quasiähnlich.

Beweis: Bezeichnen ΦS und ΦS̃ die kanonischen A0(K )-Kalküle von S und S̃, so gilt

AΦS(f) = ΦS̃(f)A für alle f ∈ A0(K ) (Lemma 3.4.11). Sei x0 ∈ H ein A0(K )-zyklischer

Vektor für S und sei x̃0 = Ax0. Da A dichtes Bild hat, ist x̃0 ein A0(K )-zyklischer Vektor

für S̃. Nach Satz 3.4.12(i) gibt es deshalb Maße µ, µ̃ ∈M+(K ) derart, dass man S = Sµz

und S̃ = Sµ̃z annehmen kann. Dann aber gilt BA ∈ {Sµz }′ und nach Satz 3.4.12(ii) existiert

eine Funktion f ∈ H2
0 (µ)∩L∞(µ) mit BA = Φ̃Sµ

z
(f) = Sµf . Da B undA dichtes Bild haben,

gilt dasselbe für Sµf , f kann also auf keiner Menge mit positivem µ-Maß verschwinden.

Dann aber ist Sµf injektiv. Wegen kerA ⊂ kerBA = kerSµf = {0} muss A injektiv sein.

Analog folgt die Injektivität von B und insgesamt die Aussage über die Quasiähnlichkeit

von S und S̃. �

Für eine kompakte Menge K ⊂ Cn und ein Maß µ ∈M+(K ) wurde der Raum H2
0 (µ)

in §3.4 auf Seite 85 definiert.

Proposition 3.5.6 Sei K ⊂ Cn kompakt und seien µ, µ̃ ∈ M+(K ) so, dass Sµz und

Sµ̃z zwei K -subnormale Tupel sind. Sei B : H2
0 (µ̃) → H2

0 (µ) ein (Sµ̃z , S
µ
z )-vertauschender

stetiger Operator mit dichtem Bild. Dann existiert eine A0(K )-zyklische Funktion g ∈
H2

0 (µ) mit

∫
|fg|2dµ ≤ ‖B‖2

∫
|f |2dµ̃ (3.8)

für alle f ∈ A0(K ).

Beweis: Sei g = B1. Dann ist g eine A0(K )-zyklische Funktion für H2
0 (µ). Für alle

f ∈ A0(K ) gilt offensichtlich SµfB = BSµ̃f (Lemma 3.4.11 und (3.7)). Damit hat man für

alle f ∈ A0(K )

∫
|fg|2dµ =

∫
|SµfB1|2dµ =

∫
|BSµ̃f 1|2dµ = ‖BSµ̃f 1‖2L2(µ)

≤ ‖B‖2‖Sµ̃f 1‖2L2(µ̃) = ‖B‖2
∫
|f |2dµ̃. (3.9)
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�

Natürlich kann man in der Situation von Proposition 3.5.6 immer erreichen, dass ‖B‖ =

1 ist, indem man gegebenenfalls den Operator B durch B
‖B‖ ersetzt.

Satz 3.5.7 Sei K ⊂ Cn kompakt und seien µ, µ̃ ∈ M+(K ) so, dass Sµz und Sµ̃z zwei

K -subnormale Tupel sind. Dann sind äquivalent:

(i) Sµz und Sµ̃z sind quasiähnlich;

(ii) es existieren A0(K )-zyklische Funktionen g ∈ H2
0 (µ) und h ∈ H2

0 (µ̃) mit
∫
|fg|2dµ ≤

∫
|f |2dµ̃ und

∫
|fh|2dµ̃ ≤

∫
|f |2dµ (3.10)

für alle f ∈ A0(K ).

Beweis: Aus Gründen der Symmetrie folgt die Implikation (i)⇒(ii) aus Proposition

3.5.6. Für die Implikation (ii)⇒(i) sei A0 : A0(K ) → H2
0 (µ̃) definiert durch A0f = hf .

Dann zeigt (3.10), dass A0 ein beschränkter Operator mit ‖A0‖ ≤ 1 ist. Somit lässt sich

A0 fortsetzen zu einem stetigen Operator A : H2
0 (µ) → H2

0 (µ̃). Wegen der Zyklizität von

h hat A dichtes Bild und nach Definition ist A ein (Sµz , S
µ̃
z )-vertauschender Operator.

Auf dieselbe Art und Weise erhält man einen stetigen (Sµ̃z , S
µ
z )-vertauschenden Operator

B : H2
0 (µ̃)→ H2

0 (µ) mit dichtem Bild. Aus Proposition 3.5.5 folgt die Behauptung. �

Für den Beweis der Implikation (ii)⇒(i) in Satz 3.5.7 wird nicht benötigt, dass das

Spektrum der Tupel Sµz oder Sµ̃z in K enthalten ist. Denn die in diesem Beweisteil konstru-

ierten Operatoren A und B vertauschen offensichtlich mit allen Multiplikationsoperatoren

Sµf auf H2
0 (µ) bzw. Sµ̃f auf H2

0 (µ̃), die durch Funktionen f ∈ A0(K ) gegeben sind. Also

folgt die Injektivität von A und B wie im Beweis von Proposition 3.5.5 unter Benutzung

von Korollar 3.4.7.

Als nächstes soll die Quasiähnlichkeit K -subnormaler Operatortupel zu A0(K )-zyk-

lischen K -Isometrien untersucht werden. Notwendig hierfür ist, dass die K -subnorma-

len Operatortupel, die für die Quasiähnlichkeit in Frage kommen, A0(K )-zyklisch sind.

Um befriedigende Resultate zu erhalten, müssen zudem zusätzliche Bedingungen an die

kompakte Menge K gestellt werden. In diesem Zusammenhang sei an die Aleksandrov-

Regularität einer kompakten Menge K ⊂ Cn erinnert:

Definition 3.5.8 ([Ale84], Definition nach Remark 11)

Ein Tripel (A,K , µ) bestehend aus einem kompakten Hausdorffraum K , einer abgeschlos-

senen Unteralgebra A von C(K ) und einem Maß µ ∈M+(K ) heißt Aleksandrov-regulär,

wenn ein τ > 0 existiert mit

sup

{∫

K

|f |2dµ : f ∈ A, |f | < ϕ

}
≥ τ

∫

K

ϕ2dµ
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für alle ϕ ∈ C(K ) mit ϕ > 0.

Die entscheidende Approximationseigenschaft, die sich aus der Aleksandrov-Regulari-

tät eines Tripels (A ,K , µ) ergibt, steht im folgenden Lemma.

Lemma 3.5.9 ([Ale84], Theorem 37)

Sei (A,K , µ) ein Aleksandrov-reguläres Tripel. Dann gilt: Zu jeder Funktion ϕ ∈ C(K )

mit ϕ > 0 und jedem ε > 0 existiert eine Funktion g ∈ A mit

|g| ≤ ϕ und µ({|g| < ϕ}) < ε.

Ist (A,K , µ) ein Aleksandrov-reguläres Tripel, so gilt notwendigerweise supp(µ) ⊂
ϕ(K ).

Definition 3.5.10 Eine kompakte Menge K ⊂ Cn heißt Aleksandrov-regulär, wenn für

alle ν ∈M+(∂0K ) das Tripel (A0(K ),K , ν) Aleksandrov-reguär ist.

Beispiele kompakter Mengen, die Aleksandrov-regulär sind, sind der Polyzylinder D
n

und die Kugel B
n

in Cn, oder allgemeiner der Abschluss jedes beschränkten symmetrischen

oder streng pseudokonvexen Gebietes im Cn.

Zur Formulierung der nachfolgenden Aussagen wird folgende Bezeichnung eingeführt:

Für µ ∈M(K ) und f ∈ H2
0 (µ) sei µf : Bor(Cn)→ C definiert durch µf (E) =

∫
E |f |2dµ.

Für A ∈ Bor(Cn) und µ ∈M(K ) ist µA : Bor(Cn)→ C definiert durch µA(E) = µ(E∩A).

Proposition 3.5.11 Sei K ⊂ Cn eine Aleksandrov-reguläre kompakte Menge und seien

µ, µ̃ ∈ M+(K ) so, dass Sµz und Sµ̃z zwei K -subnormale Tupel sind und supp(µ̃) ⊂ ∂0K

gilt. Sei B : H2
0 (µ̃) → H2

0 (µ) ein (Sµ̃z , S
µ
z )-vertauschender stetiger Operator, g̃ ∈ H2

0 (µ̃)

und g = Bg̃. Dann gilt

µ∂0K
g ≤ ‖B‖2µ̃g̃ � µ̃.

Besitzt B dichtes Bild, so gilt µ∂0K � µ̃.

Beweis: Die Beziehung µ̃g̃ � µ̃ ist klar. Es wird µ∂0K
g ≤ ‖B‖2µ̃g̃ gezeigt. Hierfür dürfen

wir ohne Einschränkung voraussetzen, dass ‖B‖ = 1 ist.

Für alle f ∈ A0(K ) gilt offensichtlich SµfB = BSµ̃f (Lemma 3.4.11). Damit hat man

für alle f ∈ A0(K )
∫
|f |2dµg =

∫
|fg|2dµ =

∫
|SµfBg̃|2dµ =

∫
|BSµ̃f g̃|2dµ

= ‖BSµ̃f g̃‖2L2(µ) ≤ ‖S
µ̃
f g̃‖2L2(µ̃) =

∫
|f g̃|2dµ̃ =

∫
|f |2dµ̃g̃. (3.11)

Sei θ = µ∂0K
g + µ̃g̃. Dann ist supp(θ) ⊂ ∂0K , und da K Aleksandrov-regulär ist, existiert

für alle ϕ ∈ C(K ) mit ϕ > 0 und alle ε > 0 ein f ∈ A0(K ) mit |f | ≤ √ϕ und

θ({|f | < √ϕ}) < ε (Lemma 3.5.9). Für ω = µ∂0K
g bzw. ω = µ̃g̃ gilt

0 ≤
∫

(ϕ− |f |2)dω ≤
∫

(ϕ− |f |2)dθ ≤ ε‖ϕ‖∞. (3.12)
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Angenommen, es existiert ϕ ∈ C(K ) mit ϕ > 0 und d =
∫
ϕdµ∂0K

g −
∫
ϕdµ̃g̃ > 0. Sei

dann ε > 0 so gewählt, dass ε‖ϕ‖∞ < d. Für geeignetes f ∈ A0(K ) ist wegen (3.12)

0 ≤
∫
ϕdω −

∫
|f |2dω < d

und damit
∫
|f |2(dµ∂0K

g − dµ̃g̃) =

∫
(|f |2 − ϕ)dµ∂0K

g )

︸ ︷︷ ︸
>−d

+

∫
ϕ(dµ∂0K

g − dµ̃g̃)
︸ ︷︷ ︸

=d

+

∫
(ϕ− |f |2)dµ̃g̃

︸ ︷︷ ︸
≥0

,

also
∫
|f |2dµ̃g̃ <

∫
|f |2dµ∂0K

g ≤
∫
|f |2dµg, im Widerspruch zu (3.11). Folglich muss für

alle ϕ ∈ C(K ) mit ϕ > 0 die Ungleichung
∫
ϕdµ∂0K

g ≤
∫
ϕdµ̃g̃ erfüllt sein. Hieraus folgt

µ∂0K
g ≤ µ̃g̃.

Besitzt B dichtes Bild und wählt man g̃ ≡ 1, so ist g = B1 eine A0(K )-zyklische

Funktion für H2
0 (µ). Die Funktion g verschwindet deshalb auf keiner Menge mit positivem

µ-Maß. Folglich ist µ � µg und deshalb nach dem ersten Teil des Beweises µ∂0K �
µ∂0K
g ≤ ‖B‖2µ̃. �

Proposition 3.5.12 Sei K ⊂ Cn eine Aleksandrov-reguläre kompakte Menge und seien

µ, µ̃ ∈ M+(K ) so, dass Sµz und S̃µ̃z K -subnormal mit supp(µ̃) ⊂ ∂0K sind. Sei A :

H2
0 (µ) → H2

0 (µ̃) ein (Sµz , S
µ̃
z )-vertauschender stetiger Operator, h ∈ H2

0 (µ) und h̃ = Ah.

Dann gilt:

µ̃h̃ ≤ ‖A‖2µ
∂0K

h � µ∂0K .

Besitzt A dichtes Bild, so gilt µ̃� µ∂0K , und es existiert eine A0(K )-zyklische Funktion

h̃ für H2
0 (µ̃) mit

∫
|fh̃|2dµ̃ ≤

∫
|f |2dµ∂0K (3.13)

für alle f ∈ A0(K ).

Beweis: Die Beziehung µ∂0K

h � µ∂0K ist klar. Es wird µ̃h̃ ≤ ‖A‖2µ
∂0K

h gezeigt. Hierfür

dürfen wir ohne Einschränkung voraussetzen, dass ‖A‖ = 1 ist.

Wir betrachten zunächst den Fall ∂0K 6= K . Sei (Ki)i∈N eine kompakte Ausschöpfung

von K \∂0K , d.h. Ki ⊂ K kompakt, Ki ⊂ IntK (Ki+1) für alle i ∈ N und
⋃
iKi =

K \∂0K . 10 Sei ϕ ∈ C(K ) mit ϕ > 0, sei i0 ∈ N mit ‖ϕ‖∞,∂0K > 1
i0

und sei (ϕi)i≥i0 eine

Folge in C(K ) mit ϕi(K ) ⊂ (0, ‖ϕ‖∞], ϕi = ϕ auf ∂0K und ϕi(z) = 1
i für alle z ∈ Ki

und i ≥ i0. Sei θ = µ̃h̃ + µ∂0K

h . Dann ist supp(θ) ⊂ ∂0K , und da K Aleksandrov-regulär

ist, existiert eine Folge (fi)i≥i0 in A0(K ) mit |fi| ≤
√
ϕi und θ({|fi| <

√
ϕi}) < 1

i für alle

i ≥ i0 (Lemma 3.5.9).

Wegen µ̃h̃ ≤ θ gilt

lim
i→∞

∫
|fih̃|2dµ̃ = lim

i→∞

(∫

{|fi|<
√
ϕi}

+

∫

{|fi|=
√
ϕi}

)
|fih̃|2dµ̃ =

∫
ϕ|h̃|2dµ̃, (3.14)

10Für ein Kampaktum K und K ⊂ K bezeichnet IntK (K) das relativ K gebildete Innere von K.
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da

0 ≤ lim
i→∞

∫

{|fi|<√
ϕi}
|fih̃|2dµ̃ ≤ lim

i→∞
‖ϕ‖∞µ̃h̃({|fi| <

√
ϕi}) = 0

und

µ̃h̃({|fi| =
√
ϕi}) = µ̃h̃({|fi| =

√
ϕ} ∩ ∂0K ) ≥ µ̃h̃(∂0K )− 1

i
für i ≥ i0

und damit

lim
i→∞

∫

{|fi|=√
ϕi}
|fih̃|2dµ̃ =

∫
ϕ|h̃|2dµ̃

gilt. Dieselbe Argumentation führt wegen µ∂0K

h ≤ θ auf

lim
i→∞

∫
|fih|2dµ∂0K =

∫
ϕ|h|2dµ∂0K . (3.15)

Es ist lim
i→∞

∫

Ki

|fih|2dµ ≤ lim
i→∞

1

i
µh(K ) = 0 und wegen µh(K \Ki) → µh(∂0K ) erhält

man

lim
i→∞

∫
|fih|2dµ = lim

i→∞

∫
|fi|2dµ∂0K

h

(3.15)
=

∫
ϕ|h|2dµ∂0K . (3.16)

Außerdem gilt für i ≥ i0
∫
|fih̃|2dµ̃ =

∫
|Sµ̃fi

Ah|2dµ̃ =

∫
|ASµfi

h|2dµ̃ = ‖ASµfi
h‖2L2(µ̃)

≤ ‖Sµfi
h‖2L2(µ) =

∫
|Sµfi

h|2dµ =

∫
|fih|2dµ. (3.17)

Also folgt

∫
ϕdµ̃h̃

(3.14)
= lim

i→∞

∫
|fih̃|2dµ̃

(3.17)

≤ lim
i→∞

∫
|fih|2dµ

(3.16)
=

∫
ϕdµ∂0K

h . (3.18)

Da (3.18) für alle ϕ ∈ C(K ) mit ϕ > 0 gilt, folgt µ̃h̃ ≤ µ∂0K

h . Das ist der erste Teil der

Behauptung im Fall ∂0K 6= K .

Ist ∂0K = K , so setze man ϕi = ϕ für alle i ∈ N und argumentiere dann genau wie

oben.

Hat A dichtes Bild und setzt man h ≡ 1, so ist h̃ eine A0(K )-zyklische Funktion für

H2
0 (µ̃). Folglich verschwindet h̃ auf keiner Menge mit positivem µ̃-Maß. Dann ist µ̃� µ̃h̃

und deshalb µ̃� µ∂0K , und es folgt (3.13), wenn man in (3.18) ϕ = |f |2 für f ∈ A0(K )

setzt (und h ≡ 1 berücksichtigt). Man beachte, dass die in (3.18) für alle ϕ ∈ C(K ),

ϕ > 0, bewiesene Ungleichung richtig bleibt für alle ϕ ∈ C(K ) mit ϕ ≥ 0. �

Zusammenfassend erhält man den nachfolgenden Satz:

Satz 3.5.13 Sei K ⊂ Cn eine Aleksandrov-reguläre kompakte Menge und seien µ, µ̃ ∈
M+(K ) so, dass Sµz und Sµ̃z zwei K -subnormale Tupel mit supp(µ̃) ⊂ ∂0K sind. Dann

sind äquivalent:

(i) Sµz und Sµ̃z sind quasiähnlich;
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(ii) es existieren A0(K )-zyklische Funktionen h für H2
0 (µ̃) und g für H2

0 (µ) mit

∫
|fh|2dµ̃ ≤

∫
|f |2dµ∂0K und

∫
|fg|2dµ ≤

∫
|f |2dµ̃

für alle f ∈ A0(K ).

Beweis: Die Implikation (i)⇒(ii) folgt aus den Propositionen 3.5.6 und 3.5.12. Die

Implikation (ii)⇒(i) folgt aus der entsprechenden Implikation in Satz 3.5.7. �

Damit haben wir die angekündigte Verallgemeinerung des Satzes von Athavale (Satz

3.5.3) auf beliebige Aleksandrov-reguläre Kompakta K ⊂ Cn bewiesen. Als eine Folgerung

aus diesem Satz ergibt sich:

Korollar 3.5.14 Sei K ⊂ Cn eine Aleksandrov-reguläre kompakte Menge und sei µ ∈
M+(K ) ein Maß so, dass Sµz ein K -subnormales Tupel ist. Existiert ein Maß µ̃ ∈
M+(∂0K ) mit den Eigenschaften:

(i) Sµ̃z ist K -subnormal,

(ii) Sµz und Sµ̃z sind quasiähnlich,

so ist Sµz quasiähnlich zu Sµ
∂0K

z .

Beweis: Seien die Voraussetzungen von Korollar 3.5.14 erfüllt. Nach Satz 3.5.13 gibt

es A0(K )-zyklische Funktionen h für H2
0 (µ̃) und g für H2

0 (µ), die die Ungleichungen

aus Bedingung (ii) von Satz 3.5.13 erfüllen. Dann ist g aber auch eine A0(K )-zyklische

Funktion für H2
0 (µ∂0K ) und die Ungleichungen in Bedingung (ii) bleiben richtig, wenn

man µ durch µ∂0K ersetzt. Aus den Bemerkungen im Anschluss an Satz 3.5.7 folgt, dass

Sµ̃z und Sµ
∂0K

z quasiähnlich sind. Da die Quasiähnlichkeit eine Äquivalenzrelation ist, folgt

die Behauptung. �

Quasiähnlichkeit von K -Isometrien

Nicht immer führt die Quasiähnlichkeit subnormaler Operatortupel zur Quasiähnlichkeit

ihrer minimalen normalen Erweiterungen (vgl. etwa [Ath90], Remark 3). Für eine Alek-

sandrov-reguläre kompakte Menge K ⊂ Cn und K -Isometrien ist das anders (Satz

3.5.20). Auf dem Weg zum Beweis dieser Aussage kann man einige Erkenntnisse über

K -subnormale Operatortupel und spezielle Dilatationen gewinnen. Wir beginnen mit ei-

nigen Definitionen:

Sei K ⊂ Cn kompakt. Wir nennen ein vertauschendes Tupel T ∈ L(H)n ein von

Neumann-Tupel über K , falls σ(T ) ⊂ K gilt und

‖f(T )‖ ≤ ‖f‖∞,K
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für alle f ∈ O(K ). In diesem Fall besitzt T einen eindeutigen kontraktiven Funktional-

kalkül ΦT : A0(K )→ L(H) mit der Eigenschaft

ΦT (f) = f(T ) für alle f ∈ O(K ).

Sei T ∈ L(H)n ein von Neumann-Tupel über K . Unter einer A0(K )-unitären Dilatation

von T verstehen wir ein normales Tupel N ∈ L(K)n auf einem Hilbertraum K ⊃ H so,

dass σ(N) ⊂ ∂0K und

ΦT (f) = Pf(N)|H
für alle f ∈ A0(K ) gilt. Wir nennen eine A0(K )-unitäre Dilatation N ∈ L(K)n von

T ∈ L(H)n minimal, falls K der einzige N -reduzierende Teilraum ist, der H enthält, oder

äquivalent, falls

K = ∨(NαN∗βH;α, β ∈ N
n
0 ).

Ist N ∈ L(K)n eine A0(K )-unitäre Dilatation für T ∈ L(H)n, so ist

K0 = ∨(NαN∗βH;α, β ∈ N
n
0 )

der kleinste N -reduzierende Teilraum von K, der H enthält, und N |K0 ∈ L(K0)
n ist

eine minimale A0(K )-unitäre Dilatation von T . Proposition 3.4.9 zeigt, dass jedes K -

subnormale Tupel ein von Neumann-Tupel über K ist.

In der folgenden Proposition wird ein Resultat von Arveson aus der Theorie der Opera-

torräume benötigt. Unter einem (konkreten) Operatorraum versteht man ein Tupel (V,A)

bestehend aus einer C∗-Algebra A und einem abgeschlossenen Teilraum V von A. Bezeich-

nen wir mit Mk die komplexen (k× k)-Matrizen (k ∈ N), so setzen wir Mk(V ) = Mk ⊗V .

Ist k ∈ N und beachtet man, dass Mk(A) mit einer eindeutigen C∗-Norm versehen wer-

den kann und dass man Mk(V ) als Teilraum von Mk(A) auffassen kann, so erhält Mk(V )

eine kanonische Norm für alle k ∈ N. Den Banachraum, den man auf diese Weise erhält,

bezeichnen wir mit Mk(V )A.

Sind (V,A) und (W,B) zwei Operatorräume und ist φ : V → W eine lineare Abbil-

dung, so induziert φ für alle k ∈ N eine Abbildung φk : Mk(V )A → Mk(W )B vermöge

φk((aij)ij) = (φ(aij))ij . Die Abbildung φ heißt vollständig kontraktiv, wenn ‖φk‖ ≤ 1 für

alle k ∈ N gilt.

Ist (V,A) eine Operatoralgebra, d.h. ist A eine unitale C∗-Algebra und V eine abge-

schlossene Unteralgebra von A, die die Eins von A enthält, und ist φ : V → L(H) ein

unitaler Algebrenhomomorphismus, so sagt man, φ besitze eine A-Dilatation, wenn eine

Vergrößerung K von H und ein unitaler ∗-Homomorphismus π : A → L(K) existieren mit

φ(a) = Pπ(a)|H

für alle a ∈ V , wobei P die orthogonale Projektion von K auf H ist. Der Satz von Arveson

besagt:

Satz 3.5.15 ([Pau86], Corollary 6.7)

Sei (V,A) eine Operatoralgebra und sei φ : V → L(H) ein unitaler Algebrenhomomorphis-

mus. Dann sind äquivalent:
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(i) φ besitzt eine A-Dilatation;

(ii) φ ist vollständig kontraktiv.

Offensichtlich sind (A0(K ), C(K )) und (A0(K ), C(∂0K )) Operatoralgebren, wobei

im zweiten Fall A0(K ) vermöge der isometrischen Abbildung r : A0(K ) → C(∂0K ),

f 7→ f |∂0K als unitale Unteralgebra von C(∂0K ) aufzufassen ist. Ist ı : A0(K )→ C(K )

die kanonische Inklusion, so ergibt sich für ık : Mk(A0(K ))C(∂0K ) → Mk(C(K )) nach

[Pau86], Theorem 3.8, und für F ∈Mk(A0(K )):

‖F‖Mk(C(K )) ≤ ‖F‖Mk(C(∂0K ))

Dasselbe Theorem zeigt auch die umgekehrte Ungleichung. Insbesondere bedeutet die

vollständige Kontraktivität einer Abbildung φ : A0(K ) → L(H) bzgl. (A0(K ), C(K ))

und bzgl. (A0(K ), C(∂0K ) dasselbe.

Die nachfolgende Proposition 3.5.16, die eine Verallgemeinerung von [Did02], Theorem

4.1.1, darstellt, ist für sich betrachtet interessant und im Folgenden nützlich.

Proposition 3.5.16 Sei K ⊂ Cn kompakt und sei S ∈ L(H)n ein K -subnormales Tupel.

Dann besitzt S eine (minimale) A0(K )-unitäre Dilatation N ∈ L(K)n.

Beweis: Sei ΦS der kanonische A0(K )-Kalkül von S und Ñ eine minimale normale

Erweiterung von S. Dann gilt

ΦS(f) = f(Ñ)|H
für alle f ∈ A0(K ) und ΦS ist ein unitaler Algebrenhomomorphismus. Aus Satz 3.5.15

folgt die vollständige Kontraktivität von ΦS bzgl. (A0(K ), C(K )). Da ΦS dann aber

auch bzgl. (A0(K ), C(∂0K )) vollständig kontraktiv ist, existiert wieder nach Satz 3.5.15

eine C(∂0K )-Dilatation π von ΦS, d.h. eine Vergrößerung K von H und ein unitaler

∗-Homomorphismus π : C(∂0K )→ L(K) mit

ΦS(f) = Pπ(f |∂0K )|H

für alle f ∈ A0(K ), wobei P die orthogonale Projektion von K auf H ist. Offensichtlich

ist N = (π(zi))
n
i=1 ein normales Tupel mit σ(N) ⊂ ∂0K und ΦS(f) = Pf(N)|H für alle

f ∈ A0(K ). �

Zur Vorbereitung des Beweises von Proposition 3.5.18 wird das folgende Lemma,

das implizit in einer Arbeit von Mlak enthalten ist ([Mla72], §4), formuliert und der

Vollständigkeit halber bewiesen.

Lemma 3.5.17 Sei X ein kompakter Hausdorffraum und seien e : Bor(X ) → L(H),

ẽ : Bor(X ) → L(H̃) zwei positive operatorwertige Maße mit e(X ) = idH , ẽ(X ) = idH̃ .

Seien E : Bor(X )→ L(K), Ẽ : Bor(X )→ L(K̃) spektrale Dilatationen von e und ẽ. Sei

X ∈ L(H, H̃) ein Operator und c > 0 mit

〈ẽ(A)Xx,Xx〉 ≤ c2〈e(A)x, x〉

für alle A ∈ Bor(X ) und x ∈ H. Dann gilt:
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(a) Ist E minimal, so existiert eine eindeutige Fortsetzung Y ∈ L(K, K̃) von X mit

Ẽ(A)Y = Y E(A) für alle A ∈ Bor(X ). Für diese Fortsetzung ist ‖Y ‖ ≤ c.
(b) Sind E und Ẽ minimal und besitzt X dichtes Bild, so besitzt auch der eindeutig

bestimmte Operator Y aus (a) dichtes Bild.

Beweis: (a) Wegen der Minimalität von E gilt

K =

{
n∑

i=1

E(Ai)xi

∣∣∣∣∣
n ∈ N, (Ai)

n
i=1 messbare Zerlegung

von X , (xi)
n
i=1 Folge in H

}
.

Für eine beliebige messbare Zerlegung (Ai)
n
i=1 von X und beliebige Vektoren (xi)

n
i=1 in

H gilt

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

Ẽ(Ai)Xxi

∥∥∥∥∥

2

=

n∑

i=1

‖Ẽ(Ai)Xxi‖2 =

n∑

i=1

〈ẽ(Ai)Xxi,Xxi〉

≤ c2
n∑

i=1

〈e(Ai)xi, xi〉 = c2
n∑

i=1

〈E(Ai)xi, xi〉 = c2

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

E(Ai)xi

∥∥∥∥∥

2

.

Wegen der Minimalität von E lässt sich durch

Y
n∑

i=1

E(Ai)xi =
n∑

i=1

Ẽ(Ai)Xxi (3.19)

ein wohldefinierter Operator Y ∈ L(K, K̃) definieren mit ‖Y ‖ ≤ c. Aus Definition (3.19)

folgt unmittelbar Ẽ(A)Xx = Y E(A)x für alle A ∈ Bor(X ) und alle x ∈ H (n = 2,

A1 = A, A2 = X \A1, x1 = x und x2 = 0). Insbesondere ist Y x = Xx für alle x ∈ H, d.h.

Y ist eine Fortsetzung von X. Außerdem gilt

Ẽ(A)Y

n∑

i=1

E(Ai)xi =

n∑

i=1

Ẽ(A ∩Ai)Xxi = Y E(A)

n∑

i=1

E(Ai)xi,

und damit (wieder wegen der Minimalität von E) Ẽ(A)Y = Y E(A) für alle A ∈ Bor(X ).

Die Eindeutigkeit von Y ist wegen der letzten Eigenschaft klar, denn für jede solche Fort-

setzung muss (3.19) erfüllt sein.

(b) Die Definition (3.19) zusammen mit der Minimalität von Ẽ zeigen, dass mit X auch

Y dichtes Bild hat. �

Proposition 3.5.18 Sei K ⊂ Cn eine Aleksandrov-reguläre kompakte Menge. Sei S ∈
L(H)n ein K -subnormales Tupel und N ∈ L(K)n eine minimale A0(K )-unitäre Dila-

tation von S. Sei S̃ ∈ L(H̃)n eine K -Isometrie mit minimaler normaler Erweiterung

Ñ ∈ L(K̃)n. Dann gilt: Ist X ∈ L(H, H̃) ein (S, S̃)-vertauschender Operator, so existiert

eine eindeutige (N, Ñ)-vertauschende Fortsetzung Y ∈ L(K, K̃) von X. Für diese gilt

‖Y ‖ = ‖X‖. Hat X dichtes Bild in H̃, so hat Y dichtes Bild in K̃.
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3.5. Quasiähnlichkeit und K -subnormale Operatortupel

Beweis: Seien E und Ẽ die Spektralmaße von N und Ñ . Wegen supp(E) = σ(N) ⊂
∂0K und supp(Ẽ) = σ(Ñ ) ⊂ ∂0K kann man annehmen, dass E und Ẽ auf Bor(∂0K )

definiert sind. Für alle f ∈ A0(K ) ⊂ L∞(∂0K ) gilt dann:

f(N)∗f(N) =

∫

∂0K

|f |2 dE, f(Ñ)∗f(Ñ) =

∫

∂0K

|f |2 dẼ.

Seien e : Bor(∂0K ) → L(H), ẽ : Bor(∂0K ) → L(H̃) die durch Kompression von E

auf H bzw. von Ẽ auf H̃ gegebenen positiven Operatormaße. Dann gilt für x ∈ H und

f ∈ A0(K ):

‖ΦS(f)x‖2 = ‖Pf(N)x‖2 ≤ ‖f(N)x‖2 =

∫

∂0K

|f |2 dex,x. (3.20)

Somit ergibt sich aus Lemma 3.4.11

∫

∂0K

|f |2 dẽXx,Xx = ‖f(Ñ)Xx‖2 = ‖ΦS̃(f)Xx‖2 = ‖XΦS(f)x‖2

≤ ‖X‖2‖ΦS(f)x‖2 ≤ ‖X‖2
∫

∂0K

|f |2 dex,x (3.21)

für alle f ∈ A0(K ) und x ∈ H. Für x ∈ H ist µ = ẽXx,Xx ∈ M+(∂0K ). Da K

Aleksandrov-regulär ist, existiert zu ϕ ∈ C(K ) mit ϕ > 0 und ε > 0 eine Funktion

f ∈ A0(K ) mit |f | ≤ √ϕ und µ({|f | < √ϕ}) ≤ ε (Lemma 3.5.9). Es folgt

∫

∂0K

(ϕ− |f |2) dµ =

∫

{|f |<√
ϕ}

(ϕ− |f |2)dµ ≤ ‖ϕ‖∞ε, (3.22)

und somit
∫

∂0K

ϕ
(
‖X‖2dex,x − dẽXx,Xx

)

(3.22)

≥
∫

∂0K

|f |2
(
‖X‖2dex,x − dẽXx,Xx

)
− ‖ϕ‖∞ε

(3.21)

≥ −‖ϕ‖∞ε.

Da ε beliebig gewählt werden kann, folgt für alle x ∈ H und jede stetige Funktion ϕ ∈
C(K ) mit ϕ > 0 ∫

∂0K

ϕdẽXx,Xx ≤ ‖X‖2
∫

∂0K

ϕdex,x.

Da die Maße auf beiden Seiten endlich sind, erhält man dieselbe Ungleichung für alle

ϕ ∈ C(K ) mit ϕ ≥ 0. Also ist 〈ẽ(A)Xx,Xx〉 ≤ ‖X‖2〈e(A)x, x〉 für alle A ∈ Bor(∂0K )

und x ∈ H. Die Existenz einer stetigen linearen Fortsetzung Y ∈ L(K, K̃) von X mit

Y E(A) = Ẽ(A)Y für alle A ∈ Bor(∂0K ) und ‖Y ‖ = ‖X‖ ist somit gesichert (Lemma

3.5.17). Dann ist Y auch (N, Ñ)-vertauschend. Außerdem kann Y mit dichtem Bild gewählt

werden, wenn X dichtes Bild hat. �

Aus Proposition 3.5.18 ergibt sich das folgende Korollar:
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Korollar 3.5.19 Sei K ⊂ Cn eine Aleksandrov-reguläre kompakte Menge, seien S ∈
L(H)n und S̃ ∈ L(H̃)n zwei K -Isometrien und seien N ∈ L(K)n und Ñ ∈ L(K̃)n

minimale normale Erweiterungen von S und S̃. Dann gilt: Ist X ∈ L(H, H̃) ein (S, S̃)-

vertauschender Operator, so existiert eine (N, Ñ)-vertauschende Fortsetzung Y ∈ L(K, K̃)

von X. Hat X dichtes Bild in H̃, so hat Y dichtes Bild in K̃.

Korollar 3.5.19 verallgemeinert Ergebnisse von Mlak ([Mla72], Proposition 5.2) für den

Einheitspolyzylinder und von Athavale ([Ath90], Proposition 8) für die Einheitskugel auf

den Fall beliebiger Aleksandrov-regulärer Kompakta K ⊂ Cn. Entsprechend zu [Ath90],

Proposition 9, erhält man als Korollar, dass auch über Aleksandrov-regulären Kompakta

K ⊂ Cn die minimalen normalen Erweiterungen quasiähnlicher K -Isometrien unitär

äquivalent sind.

Satz 3.5.20 Sei K ⊂ Cn eine Aleksandrov-reguläre kompakte Menge, seien S ∈ L(H)n

und S̃ ∈ L(H̃)n zwei K -Isometrien und seien N ∈ L(K)n und Ñ ∈ L(K̃)n minimale

normale Erweiterungen von S und S̃. Dann gilt: Sind S und S̃ quasiähnlich, so sind N

und Ñ unitär äquivalent.

Beweis: Sind S und S̃ quasiähnlich und sind X1 ∈ L(H, H̃) und X2 ∈ L(H̃,H) zwei

quasiinvertierbare Operatoren, die respektive (S, S̃)- und (S̃, S)-vertauschend sind, so exi-

stieren Fortsetzungen Y1 ∈ L(K, K̃) und Y2 ∈ L(K̃,K) von X1 und X2 respektive zu

(N, Ñ )− und (Ñ ,N)−vertauschenden Operatoren mit dichtem Bild (Proposition 3.5.19).

Dann aber sind N und Ñ unitär äquivalent ([Ath90], Lemma 1). �

3.6 Wesentlich subnormale Operatortupel

Die Hauptaussage dieses Paragraphen lautet11:

Satz 3.6.1 Sei S = (S1, ..., Sn) ∈ L(H)n beliebig. Dann sind äquivalent:

(i) S ist ein wesentlich subnormales Tupel;

(ii) S besitzt eine wesentlich normale Erweiterung;

(iii) S besitzt eine Erweiterung zu einer kompakten Störung eines normalen Tupels.

Satz 3.6.1 ist eine direkte Verallgemeinerung von [Fel99], Theorem 3.1. Der Beweis des

Satzes wird durch einige Ergebnisse vorbereitet und erfolgt deshalb etwas später. Er zeigt,

dass für ein wesentlich normales Tupel T = (T1, ..., Tn) ∈ L(K)n und einen T -invarianten

Teilraum H von K das Tupel T |H = (T1|H , ..., Tn|H) ∈ L(H)n wesentlich subnormal ist

und dass man alle wesentlich subnormalen Tupel auf diese Weise erhält.

11Die Definitionen der in Satz 3.6.1 benutzten Begriffe wurden in §3.1 angegeben.
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Beispiel 3.6.2 Sei S = (S1, ..., Sn) ∈ L(H)n ein subnormales Tupel, N = (N1, ..., Nn) ∈
L(K)n eine minimale normale Erweiterung von S und µ ein skalares Spektralmaß für S.

Für f ∈ L∞(µ) ist der (abstrakte) Hankel-Operator mit Symbol f bzgl. S definiert durch

Hf : H → H⊥, Hf = (1−P )f(N)|H , wobei H⊥ der zu H orthogonale Raum in K ist und

P die orthogonale Projektion von K auf H. Ist Ñ ∈ L(K̃)n eine weitere minimale normale

Erweiterung von S und ist U : K → K̃ der eindeutige unitäre Operator mit Ux = x für

alle x ∈ H und UNi = ÑiU für i = 1, ..., n, so gilt für die bezüglich N und Ñ gebildeten

Hankel-Operatoren mit Symbol f ∈ L∞(µ), Hf und H̃f , die Beziehung Hf = U0H̃f , falls

U0 : K 	 H → K̃ 	 H den durch U induzierten unitären Operator bezeichnet. Ist der

Hankel-Operator Hf kompakt, so ist der Toeplitz-Operator Tf = Pf(N)|H mit Symbol f

wesentlich subnormal. Denn bzgl. K = H ⊕H⊥ besitzt f(N) die Zerlegung

f(N) =

(
Tf ∗
Hf ∗

)
,

und f(N) +

(
0 0

−Hf 0

)
ist eine Erweiterung von S zu einer kompakten Störung eines

normalen Tupels.

Ist f = (f1, ..., fm) ∈ L∞(µ)m ein Tupel, für das die Hankel-Operatoren Hfi
, i =

1, ...,m, kompakt sind, dann ist das Toeplitz-Tupel Tf = (Tf1 , ..., Tfm) mit Symbol f

wesentlich subnormal. Sind außerdem auch die Operatoren Hf i
, i = 1, ...,m, kompakt, so

sind Tf und T ∗
f wesentlich subnormal und damit Tf wesentlich normal.

Unter einer positiven Abbildung ρ : A → B zwischen zwei unitalen C∗-Algebren ver-

steht man eine lineare Abbildung mit ρ(a) ≥ 0 für alle a ≥ 0.

Proposition 3.6.3 Sei S = (S1, ..., Sn) ∈ L(H)n beliebig. Dann sind äquivalent:

(i) S ist subnormal;

(ii) es existieren eine kompakte Menge K ⊂ Cn und eine unitale positive Abbildung

ρ : C(K )→ L(H) mit ρ(zi) = Si und ρ(zizi) = S∗
i Si für i = 1, ..., n.

Ist S subnormal und sind K und ρ wie in (ii), so gilt σn(S) ⊂ K .

Beweis: (i)⇒(ii): Seien K = σn(S) und ρ = τ : C(σn(S))→ L(H), f 7→ Tf (vgl. §3.2,
Seite 66). Dann erfüllen K und ρ die gewünschten Eigenschaften.

(ii)⇒(i): Seien K und ρ wie in (ii). Da C(K ) eine kommutative C∗-Algebra ist,

ist ρ vollständig positiv ([Pau86], Theorem 3.10). Da ρ unital ist, existiert nach einem

Satz von Stinespring eine Dilatation von ρ zu einem unitalen ∗-Homomorphismus κ :

C(K ) → L(K) mit ρ(f) = Pκ(f)|H für alle f ∈ C(K ) ([Pau86], Theorem 4.1); hierbei

ist P die orthogonale Projektion von K auf H. Sei Ni = κ(zi) für i = 1, ..., n. Dann

ist N = (N1, ..., Nn) ∈ L(K)n ein normales Tupel mit σ(N) ⊂ K und es gilt Si =

ρ(zi) = Pκ(zi)|H = PNi|H für i = 1, ..., n. Es muss nur noch gezeigt werden, dass H ein

N -invarianter Teilraum von K ist. Hierzu wird Ni bzgl. K = H ⊕H⊥ in der Form

Ni =

(
Si ∗
Ri ∗

)
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geschrieben mit Ri ∈ L(H,H⊥) für i = 1, ..., n. Dann gilt:

S∗
i Si = ρ(zizi) = PN∗

i Ni|H = P

(
S∗
i R∗

i

∗ ∗

)(
Si ∗
Ri ∗

)∣∣∣∣∣
H

= P

(
S∗
i Si +R∗

iRi ∗
∗ ∗

)∣∣∣∣∣
H

= S∗
i Si +R∗

iRi.

Folglich ist R∗
iRi = 0 und damit Ni =

(
Si ∗
0 ∗

)
für i = 1, ..., n. Dies zeigt, dass H ein

N -invarianter Teilraum von K ist. Also ist N eine normale Erweiterung von S. �

Korollar 3.6.4 Sei S = (S1, ..., Sn) ∈ L(H)n subnormal, ρ : C∗(S)→ L(H̃) eine unitale

positive Abbildung und Ti = ρ(Si) für i = 1, ..., n. Es gelte ρ(S∗
i Si) = T ∗

i Ti für i = 1, ..., n.

Dann ist T = (T1, ..., Tn) ∈ L(H̃)n subnormal mit σn(T ) ⊂ σn(S).

Beweis: Sei τ : C(σn(S)) → L(H), f 7→ Tf (vgl. §3.2, Seite 66). Wegen im τ ⊂ C∗(S)

(Lemma 3.2.3) ist ρ ◦ τ wohldefiniert und positiv mit ρ ◦ τ(zi) = Ti und ρ ◦ τ(zizi) = T ∗
i Ti

für i = 1, ..., n. Nach Proposition 3.6.3 ist T subnormal und σn(T ) ⊂ σn(S). �

Sei A eine unitale C∗-Algebra und s = (s1, ..., sn) ∈ An subnormal. Aufgrund der

Definition der Subnormalität ist für eine treue Darstellung (H,ϕ) von A das Tupel S =

ϕ(s) = (ϕ(s1), ..., ϕ(sn)) ∈ L(H)n subnormal.

Korollar 3.6.5 σn(s) = σn(ϕ(s)) ist wohldefiniert.

Beweis: Sei (H̃, ϕ̃) eine weitere treue Darstellung von A. Die durch ϕ und ϕ̃ indu-

zierten ∗-Isomorphismen ψ : C∗(s) → C∗(S) und ψ̃ : C∗(s) → C∗(ϕ̃(s)) liefern einen

∗-Homomorphismus ρ : C∗(S) → L(H̃) vermöge ρ(T ) = ψ̃ ◦ ψ−1(T ) für T ∈ C∗(S).

Für diesen gilt ρ(ψ(si)) = ψ̃(si) und ρ(ψ(si)
∗ψ(si)) = ψ̃(si)

∗ψ̃(si) für i = 1, ..., n. Nach

Korollar 3.6.4 gilt deshalb σn(ψ̃(s)) ⊂ σn(ψ(s)). Aus Symmetriegründen folgt Gleichheit.

�

Korollar 3.6.6 Sei s = (s1, ..., sn) ∈ An beliebig. Dann sind äquivalent:

(i) s ist subnormal;

(ii) es existieren eine kompakte Menge K ⊂ Cn und eine unitale positive Abbildung

ρ : C(K )→ A mit ρ(zi) = si und ρ(zizi) = s∗i si für i = 1, ..., n.

Ist s subnormal und sind K und ρ wie in (ii), so gilt σn(s) ⊂ K .

Beweis: (i)⇒(ii): Ist (H,ϕ) eine treue Darstellung von A und S = ϕ(s), so ist S

subnormal und C∗(S) ⊂ ϕ(A). Sei τ : C(σn(s)) → L(H) wie in §3.2 definiert. Wegen
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im τ ⊂ C∗(S) (Lemma 3.2.3) leisten die Menge K = σn(S) und die Abbildung ρ =

ϕ−1 ◦ τ : C(σn(S))→ A das Verlangte.

(ii)⇒(i): Seien K und ρ wie in (ii) und sei (H,ϕ) eine treue Darstellung von A.

Vermöge ρ̃ : C(K ) → L(H), ρ̃ = ϕ ◦ ρ erhält man eine unitale positive Abbildung mit

ρ̃(zi) = ϕ(si). Dann ist S = ϕ(s) ∈ L(H)n nach Proposition 3.6.3 subnormal. Folglich ist

auch s = (s1, ..., sn) subnormal und σn(s) = σn(ϕ(s)) ⊂ K . �

Wir sind nun in der Lage, Satz 3.6.1 zu beweisen:

Beweis: (von Satz 3.6.1)

(iii)⇒(ii): Das ist klar.

(ii)⇒(i): Sei T = (T1, ..., Tn) ∈ L(K)n eine wesentlich normale Erweiterung von S.

Sei ρ : C(σe(T )) → C(H) definiert durch ρ(f) = P f̃(T )|H +K(H), wobei f̃(T ) für einen

Repräsentanten von f(T +K(K)) ∈ C(K) steht und P für die orthogonale Projektion von

K auf H. Die Abbildung ρ ist wohldefiniert, unital, positiv und erfüllt ρ(zi) = PTi|H +

K(H) = Si + K(H) und ρ(zizi) = PT ∗
i Ti|H + K(H) = (Si + K(H))∗(Si + K(H)) für

i = 1, ..., n. Nach Korollar 3.6.6 ist S +K(H) ∈ C(H)n subnormal.

(i)⇒(iii): Sei S wesentlich subnormal, K ⊂ Cn eine kompakte Menge und ρ : C(K )→
C(H) eine unitale positive Abbildung mit ρ(zi) = Si+K(H) und ρ(zizi) = S∗

i Si+K(H) für

i = 1, ..., n (Korollar 3.6.6). Dann existiert ein positives unitales Lifting ρ̃ : C(K )→ L(H)

mit ρ = π ◦ ρ̃ ([Dav96], Theorem IX.4.10), wobei π : L(H) → C(H) der kanonische

Epimorphismus ist. Da C(K ) kommutativ und ρ̃ deshalb vollständig positiv ist ([Pau86],

Theorem 3.10), existiert eine Dilatation von ρ̃ zu einem unitalen ∗-Homomorphismus κ :

C(K ) → L(K) ([Pau86], Theorem 4.1). Sei Ni = κ(zi) und Ti = ρ̃(zi) für i = 1, ..., n,

sowie N = (N1, ..., Nn) ∈ L(K)n und T = (T1, ..., Tn) ∈ L(H)n. Dann ist N normal,

σ(N) ⊂ K , Ti = PNi|H und deshalb

Ni =

(
Ti ∗
Ri ∗

)

bzgl. K = H ⊕H⊥

mit Ri ∈ L(H,H⊥) für i = 1, ..., n . Es folgt

N∗
i Ni =

(
T ∗
i R∗

i

∗ ∗

)(
Ti ∗
Ri ∗

)

=

(
T ∗
i Ti +R∗

iRi ∗
∗ ∗

)

,

und somit

S∗
i Si +K(H) = ρ(zizi) = ρ̃(zizi) +K(H) = PN∗

i Ni|H +K(H)

= T ∗
i Ti +R∗

iRi +K(H) sowie

S∗
i Si +K(H) = (Si +K(H))∗(Si +K(H)) = (Ti +K(H))∗(Ti +K(H))

= T ∗
i Ti +K(H)

für i = 1, ..., n. Demzufolge sind S∗
i Si− T ∗

i Ti und S∗
i Si− T ∗

i Ti−R∗
iRi kompakt, also auch

R∗
iRi und damit Ri für i = 1, ..., n. Da für i = 1, ..., n die Differenz Si − Ti kompakt ist,
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gilt dasselbe für Ci =

(
Si − Ti 0

−Ri 0

)

. Somit ist

Ni + Ci =

(
Si ∗
0 ∗

)

für i = 1, ..., n und N + C eine Erweiterung von S zu einer kompakten Störung eines

normalen Tupels. �

Korollar 3.6.7 Sei S ∈ L(H)n ein wesentlich subnormales Operatortupel. Dann gilt:

(a) Ist T eine wesentlich normale Erweiterung von S, so gilt σn(S +K(H)) ⊂ σe(T ).

(b) Es existiert eine Erweiterung von S der Form N + C mit einem normalen Ope-

ratortupel N , einem Tupel C kompakter Operatoren und mit σe(N) = σ(N) =

σn(S +K(H)).

(c) Ist H0 ein S-invarianter Teilraum, so ist S|H0 wesentlich subnormal und es gilt

σn(S|H0 +K(H0)) ⊂ σn(S +K(H)).

Beweis: (a) Ist S ein Operatortupel auf H, T eine wesentlich normale Erweiterung von

S auf K und ρ : C(σe(T )) → C(H) definiert wie im Beweisteil (ii)⇒(i) von Satz 3.6.1, so

ist ρ unital und positiv mit ρ(zi) = Si+K(H) und ρ(zizi) = S∗
i Si+K(H) für i = 1, ..., n.

Dann ist σn(S +K(H)) ⊂ σe(T ) nach Korollar 3.6.6.

(b) Wiederholt man den Beweisteil (i)⇒(iii) von Satz 3.6.1 mit K = σn(S +K(H)),

so erhält man eine Erweiterung von S der Form N + C. Mit den dortigen Notationen ist

Ni = κ(zi) für i = 1, ..., n mit einem unitalen ∗-Homomorphismus κ : C(σn(S+K(H)))→
L(K). Dann ist σ(N) ⊂ σn(S +K(H)) und somit σe(N) ⊂ σ(N) ⊂ σn(S +K(H)). Nach

(a) gilt σn(S +K(H)) ⊂ σe(N + C) = σe(N).

(c) Nach Satz 3.6.1 existiert eine wesentlich normale Erweiterung T von S. Diese ist

auch eine wesentlich normale Erweiterung von S|H0 , d.h. S|H0 ist nach demselben Satz

wesentlich subnormal. Die wesentlich normale Erweiterung T kann nach (b) so gewählt

werden, dass σn(S+K(H)) = σe(T ) gilt. Wegen (a) ist dann σn(S|H0 +K(H0)) ⊂ σe(T ) =

σn(S +K(H)). �

Wir nennen ein vertauschendes Tupel x = (x1, ..., xn) ∈ An in einer unitalen C∗-

Algebra A eine sphärische Isometrie, wenn
∑n

i=1 x
∗
ixi = 1 ist. Ein Tupel x = (x1, ..., xn) ∈

An heißt sphärisch unitär , falls x1, ..., xn vertauschende, normale Elemente in A sind mit∑n
i=1 x

∗
ixi = 1. Ein Tupel S ∈ L(H)n von Operatoren auf einem Hilbertraum heißt eine

wesentlich sphärische Isometrie (bzw. wesentlich sphärisch unitär), falls S + K(H) als

Tupel in der Calkin-Algebra C(H) eine sphärische Isometrie (bzw. sphärisch unitär) ist.

Wir benutzen Korollar 3.6.7, um eine Charakterisierung wesentlich sphärischer Isome-

trien anzugeben.

Korollar 3.6.8 Für ein beliebiges Tupel S ∈ L(H)n sind äquivalent:
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(i) S ist eine wesentlich sphärische Isometrie;

(ii) S ist wesentlich subnormal und σn(S +K(H)) ⊂ ∂Bn;

(iii) S besitzt eine Erweiterung der Form U +C, wobei U ∈ L(K)n sphärisch unitär ist

und C ∈ L(K)n ein Tupel kompakter Operatoren auf einem größeren Hilbertraum

K;

(iv) S besitzt eine Erweiterung zu einem wesentlich sphärisch unitären Tupel U ∈ L(K)n.

Beweis: (i)⇒(ii): Ist ρ : C(H) → L(K) eine unitale treue Darstellung der Calkin-

Algebra C(H) und S = (S1, ..., Sn), so ist ρ(S + K(H)) = (ρ(S1 + K(H)), ..., ρ(Sn +

K(H))) ∈ L(K)n eine sphärische Isometrie. Nach [Ath90], Proposition 2, ist ρ(S+K(H))

subnormal (d.h. S wesentlich subnormal) mit σn(S +K(H)) ⊂ ∂Bn.

(ii)⇒(iii): Dies folgt direkt aus Teil (b) von Korollar 3.6.7.

(iii)⇒(iv): Das ist klar.

(iv)⇒(i): Es gelte (iv). Nach Satz 3.6.1 ist S wesentlich subnormal und nach Teil (a)

von Korollar 3.6.7 ist σn(S + K(H)) ⊂ σe(U) ⊂ ∂Bn. Ist ρ : C(H) → L(H̃) eine unitale

treue Darstellung der Calkin-Algebra C(H), so ist ρ(S +K(H)) ∈ L(H̃)n subnormal mit

σn(ρ(S+K(H))) = σn(S+K(H)) ⊂ ∂Bn. Also ist ρ(S+K(H)) eine sphärische Isometrie

und damit auch S +K(H). �

Wir schließen diesen Paragraphen mit einer Strukturaussage über wesentlich subnor-

male Operatortupel:

Satz 3.6.9 Sei S ∈ L(H)n ein wesentlich subnormales Tupel. Dann gilt:

(a) C∗(S) ∩K(H) = {0} =⇒ S ist subnormal.

(b) Es existiert eine orthogonale direkte Zerlegung

L0 ⊕




⊕

j∈M
Hj





von H in S-reduzierende Teilräume derart, dass für S0 = S|L0 und Sj = S|Hj
gilt: S0

ist subnormal und Sj ist irreduziebel und wesentlich subnormal mit K(Hj) ⊂ C∗(Sj)

für alle j ∈M .

Beweis: (a) Es bezeichne π : L(H) → C(H) den kanonischen Epimorphismus. Für

T,R ∈ C∗(S) mit π(T ) = π(R) gilt dann T −R ∈ C∗(S) ∩K(H) = {0}, d.h. T = R, und

π|C∗(S) : C∗(S) → π(C∗(S)) ist ein ∗-Isomorphismus. Insbesondere ist mit π(S) auch S

subnormal.

(b) Nach Satz A.4.1 besitzt H eine orthogonale direkte Zerlegung in S-reduzierende

Teilräume der Form

H = H0 ⊕
(
⊕

i∈N
Ĥi

)
⊕




⊕

j∈M
H̃j



 ,
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wobeiH0 keinen minimalen S-reduzierenden Teilraum enthält und C∗(S|Ĥi
)∩K(Ĥi) = {0}

für alle i ∈ N und K(H̃j) ⊂ C∗(S|H̃j
) für alle j ∈M gilt. Es ist offensichtlich, dass T0 =

S|H0 , Ti = S|Ĥi
, Sj = S|H̃j

für i ∈ N und j ∈ M wesentlich subnormale Operatortupel

sind. Proposition A.4.2 zeigt, dass C∗(T0) ∩K(H0) = {0} gilt. Mit Teil (a) folgt deshalb

die Subnormalität von S0 = T0 ⊕
(⊕

i∈N Ti
)
∈ L(L0) mit L0 = H0 ⊕

(⊕
i∈N Ĥi

)
. Satz

A.4.1 beinhaltet auch die Irreduzibilität der Operatortupel Sj. �
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Anhang

A.1 Holomorphe Funktionen und Steinsche Mengen

Ein zentrales Objekt dieser Arbeit ist der Raum O(Ω) der holomorphen Funktionen auf

einer komplexen Mannigfaltigkeit Ω.12 Er wird mit der Fréchetraum-Topologie der kom-

pakt gleichmäßigen Konvergenz versehen und ist dann nuklear, wie das folgende Argument

zeigt:

Ist (Ui)i∈N eine beliebige offene Überdeckung von Ω, so ist

0→ O(Ω)
r−→
∏

i∈N

O(Ui)
s−→
∏

i,j∈N

O(Ui ∩ Uj) (A.1)

mit r(f) = (f |Ui
)i∈N und s((fi)i∈N) = (fi|Ui∩Uj

− fj|Ui∩Uj
)i,j∈N exakt. Die Abbildun-

gen r und s sind stetig und r sogar ein topologischer Monomorphismus. Wählt man die

Überdeckung so, dass jedes Ui, i ∈ N, konform äquivalent zu einer offenen Teilmenge

des Cn ist, so ist O(Ui) für alle i ∈ N nuklear ([EP96], Theorem A1.4), und damit auch∏
i∈N

O(Ui) und O(Ω) ([EP96], Theorem A1.3).

Für Ω wie oben und für einen Banachraum E benutzen wir die topologische Identifi-

zierung der Räume O(Ω)⊗̂E und O(Ω, E), wobei der erste für das vollständige projektive

Tensorprodukt von O(Ω) und E steht und der zweite Raum der Fréchetraum der holomor-

phen E-wertigen Funktionen über Ω ist. Es handelt sich bei dieser Identifizierung um ein

klassisches Resultat, dass auf Grothendieck zurückgeht ([Gro66]). Mit der Sequenz (A.1)

kann man die Gültigkeit dieser topologischen Identifizierung im Falle von Mannigfaltig-

keiten zurückführen auf den Fall offener Mengen in Cn:

Mit (A.1) ist auch die Sequenz

0→ O(Ω)⊗̂E r⊗idE−→
(
∏

i∈N

O(Ui)

)

⊗̂E s⊗idE−→




∏

i,j∈N

O(Ui ∩ Uj)



 ⊗̂E

exakt, wobei die Abbildungen r ⊗ idE und s ⊗ idE stetig sind ([EP96], Theorem A1.6).

Im folgenden Diagramm sind die horizontalen Sequenzen exakt und die beiden vertikalen

12Eine komplexe Mannigfaltigkeit ist in dieser Arbeit immer metrisierbar und separabel.
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Identifikationen rechts topologisch (vgl. [Jar81], Theorem 16.3.1 und Corollary 16.7.5):

0 // O(Ω)⊗̂E

ϕ

��

//

(∏
i∈N

O(Ui)

)
⊗̂E //

∼=
��

(
∏
i,j∈N

O(Ui ∩ Uj)
)

⊗̂E

∼=
��

0 // O(Ω, E) //
∏
i∈N

O(Ui, E) //
∏
i,j∈N

O(Ui ∩ Uj, E)

.

Die Abbildung ϕ ist die stetige Fortsetzung der kanonisch definierten und stetigen Abbil-

dung ϕ̃ : O(Ω) ⊗ E → O(Ω, E), f ⊗ x 7→ f(·)x. Aus dem Diagramm kann man folgern,

dass ϕ ein topologischer Isomorphismus ist.

In vergleichbarer Weise lassen sich die Räume

C∞
i,j(U)⊗̂E und C∞

i,j(U,E)

topologisch identifizieren, wobei C∞
i,j(U) der Raum der unendlich oft reell differenzierbaren

komplexen Formen vom Bigrad (i, j) auf U und C∞
i,j(U,E) der entsprechende Raum mit

Werten in E ist, beide jeweils versehen mit ihrer kanonischen Fréchetraum-Topologie.

Die Relevanz dieser Räume hat mit der ∂-Sequenz

0→ O(U)
i−→ C∞

0,0(U)
∂−→ · · · ∂−→ C∞

0,n(U)→ 0 (A.2)

zu tun und der zugehörigen tensorierten Sequenz

0→ O(U,E)
i⊗idE−→ C∞

0,0(U,E)
∂⊗idE−→ · · · ∂⊗idE−→ C∞

0,n(U,E)→ 0. (A.3)

Die erste Sequenz impliziert eine azyklische Auflösung der Garbe OU der Keime holomor-

pher Funktionen auf U und die zweite eine azyklische Auflösung der Garbe OE
U der Keime

holomorpher E-wertiger Funktionen auf U . Damit ist Folgendes gemeint:

Sei A eine Garbe von Ringen und sei G eine Garbe von A -Moduln über dem topolo-

gischen Raum Ω.13 Dann ist eine (rechtsseitige) Auflösung von G eine Familie (G p, δp)p≥0

von A -Modul-Garben G p und A -Modul-Homomorphismen δp : G p → G p+1 derart, dass

die Sequenz

0→ G
ε−→ G

0 δ0−→ G
1 δ1−→ · · · (A.4)

mit einem geeigneten A -Modul-Homomorphismus ε : G → G 0 exakt ist. Für die Fami-

lie (G p, δp)p≥0 wird vereinfachend G • geschrieben. Sind die A -Modul-Garben G p einer

Auflösung von G welk, so spricht man von einer welken Auflösung von G .14 Für U ⊂ Ω

werden die Schnitträume der Garben A und G mit Γ(U,A ) bzw. Γ(U,G ) bezeichnet; er-

sterer ist ein Ring mit 1, letzterer ein Γ(U,A )-Modul. Jede A -Modul-Garbe besitzt eine

13Zur Garbentheorie vergleiche man etwa [Kul70].
14Eine A -Modul-Garbe G heißt welk, wenn jede ihrer Schnittflächen über einer offenen Teilmenge U ⊂ Ω

sich fortsetzen lässt zu einer Schnittfläche über Ω.
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kononische welke Auflösung ([Kul70], §17). Ist eine (beliebige) Auflösung von G gegeben,

so erhält man hieraus einen Γ(Ω,A )-Modul-Komplex globaler Schnitte:

0→ Γ(Ω,G 0)
δ0Ω−→ Γ(Ω,G 1)

δ1Ω−→ · · · .
Für eine welke Auflösung G • von G sind die Homologieräume

Hp(Ω,G ) = ker δpΩ/ im δp−1
Ω , p ≥ 0 (δ−1

Ω = 0)

eindeutig bis auf Isomorphie von Γ(Ω,A )-Moduln ([Kul70], §18). Eine A -Modul-Garbe

G über Ω heißt azyklisch, falls Hp(Ω,G ) = 0 für alle p ≥ 1 gilt.

Es wird kurz die zentrale Folgerung aus der Azyklizität einer A -Modul-Garbe G

erläutert: Ist

0→ G → G
′ → G

′′ → 0

eine kurze exakte Sequenz von A -Modul-Garben und A -Modul-Homomorphismen, so

erhält man eine lange exakte Sequenz

0 // Γ(Ω,G ) // Γ(Ω,G ′)
ρ // Γ(Ω,G ′′) EDBC

GF@A
// H1(Ω,G ) // H1(Ω,G ′) // H1(Ω,G ′′) EDBC

GF@A
// H2(Ω,G ) // · · ·

([Kul70], Satz 18.4). Ist G azyklisch, so ergibt sich statt der langen eine kurze exakte

Sequenz

0 // Γ(Ω,G ) // Γ(Ω,G ′)
ρ // Γ(Ω,G ′′) // 0

mit wichtigen Konsequenzen (vgl. §2.2). Es gilt: Ist G azyklisch, so ist G ′ azyklisch genau

dann, wenn G ′′ azyklisch ist.

Sei Ω eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension n. Eine analytische Garbe G über

Ω ist eine OΩ-Modul-Garbe. Ist Ω eine Steinsche Mannigfaltigkeit, so ist die Garbe OΩ

azyklisch. Eine offene Menge U ⊂ Cn ist Steinsch genau dann, wenn sie ein Holomorphie-

bereich ist bzw. genau dann, wenn sie holomorph-konvex ist.

In zwei wichtigen Fällen ist eine analytische Garbe G über einer komplexen Mannig-

faltigkeit stets azyklisch:

Eine A -Modul-Garbe G über einem topologischen Raum Ω heißt kohärent , wenn G

lokal endlich erzeugt ist (d.h. wenn jeder Punkt x ∈ Ω eine offene Umgebung U besitzt

so, dass Γ(U,G ) ein endlich erzeugter Γ(U,A )-Modul ist) und wenn für jede offene Menge

U ⊂ Ω und jeden OU -Modul-Homomorphismus u : O
p
U → G |U der Kern von u lokal endlich

erzeugt ist. Cartans Theorem B (z. Bsp. [EP96], Theorem 4.1.4) besagt, dass kohärente

analytische Garben über Steinschen Mannigfaltigkeiten azyklisch sind.

Im zweiten Fall sei E ein Banachraum und Ω eine Steinsche Mannigfaltigkeit der

Dimension n. Dann ist OE
Ω azyklisch. Dies beweist man mit der E-wertigen ∂-Sequenz.
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A.2 Das Garbenmodell

Sei E ein Banachraum und T ∈ L(E)n ein vertauschendes Tupel. Dann kann man E

mit einer kanonischen O(Cn)-Modulstruktur versehen, indem man die Moduloperation

O(Cn) × E → E durch (f, x) 7→ f.x = f(T )x (f ∈ O(Cn), x ∈ E) definiert. Hierbei ist

f(T ) ∈ L(E) der Operator, den man erhält, wenn man in der Potenzreihendarstellung von

f die Variablen z1, ..., zn durch die Operatoren T1, ..., Tn ersetzt. Die so definierte O(Cn)-

Modulstruktur auf E macht E zu einem topologischen O(Cn)-Modul (siehe [EP96]).

Mit Hilfe des Koszul-Komplex

K•(z − T,E) : 0→ Λ0(s,E)
δ0T (z)−→ · · · → Λn−1(s,E)

δn−1
T

(z)−→ Λn(s,E)→ 0

kann man für alle offenen U ⊂ Cn einen lokalkonvexen Raum

FT (U) = O(U,E)/ im δn−1
T,U

definieren (wobei E ∼= Λn(s,E) ausgenutzt wird). Mit den kanonisch definierten Restrik-

tionsabbildungen rU,V : FT (U) → FT (V ) (V ⊂ U offen) erhält man ein Garbendatum

(FT (U), rU,V ;V,U ⊂ Cn offen, V ⊂ U). Die zugehörige OCn-Garbe wird mit FT bezeich-

net und das kanonische Garbenmodell von T genannt.

Unter zusätzlichen Voraussetzungen an T kann man aus Eigenschaften des kanonischen

Garbenmodells von T auf Eigenschaften von T schließen:

Ein vertauschendes Tupel T ∈ L(E) besitzt die SVEP (= single valued extension

property), wenn der Fréchetraum-Komplex

0→ O(U,E0)
δ0T,U−→ O(U,E1)→ · · ·

δn−1
T,U−→ O(U,En)

mit Ep = Λp(s,E) für p = 0, ..., n für alle Steinschen offenen Mengen U ⊂ Cn exakt ist.

Putinar zeigt in [Put83], Proposition 1.3, dass für ein Operatortupel T , das die SVEP

besitzt, über allen Steinschen offenen Menge U ⊂ Cn die Räume FT (U) und Γ(U,FT ) als

O(U)-Moduln isomorph sind. In derselben Arbeit zeigt Putinar auch das folgende Resultat

([Put83], Lemma 2.1):

Proposition A.2.1 Seien E ein Banachraum, T ∈ L(E)n ein vertauschendes Tupel mit

der SVEP und FT das kanonische Garbenmodell von T . Dann gilt:

σ(T ) = suppFT (A.5)

Besitzt das vertauschende Tupel T auf E darüberhinaus die Eigenschaft (β), d.h. T

hat die SVEP und im δn−1
T,U ist abgeschlossen in O(U,E) für alle Steinschen offenen Menge

U ⊂ Cn,15 so trägt FT (U) für alle Steinschen offenen Mengen U ⊂ Cn eine kanonische

15Die Eigenschaft (β) wurde 1959 von Bishop für einzelne Operatoren eingeführt ([Bis59]) und 1975 von

Frunza auf die mehrdimensionale Situation verallgemeinert ([Fru75]).
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Fréchetraum-Topologie. Vermöge der Identifizierung FT (U) ∼= Γ(U,FT ) kann man in die-

sem Fall auch Γ(U,FT ) mit einer Fréchetraum-Topologie versehen. Bezüglich dieser sind

die O(U)-Moduloperation auf Γ(U,FT ) und die bzgl. Steinschen offenen Mengen betrach-

teten Restriktionsabbildungen rU,V : Γ(U,FT ) → Γ(V,FT ) stetig. In der bereits zitierten

Arbeit von Putinar wird gezeigt, dass dann auch Γ(U,FT ) für beliebiges offenes U ⊂ Cn

mit einer Fréchetraum-Topologie versehen werden kann. Hierzu wählt man eine offene

Überdeckung (Uk)k∈N von U aus Steinschen offenen Mengen und benutzt zur Definition

der Topologie auf Γ(U,FT ) die Exaktheit der Sequenz

0→ Γ(U,FT )→
∏

k∈N

Γ(Uk,FT )→
∏

k,l∈N

Γ(Uk ∩ Ul,FT );

der Raum Γ(U,FT ) wird hierbei mit der Relativtopologie der Produkttopologie von∏
k∈N

Γ(Uk,FT ) versehen. Eine Anwendung des Satzes vom abgeschlossenen Graphen

zeigt, dass die so erhaltene Topologie auf Γ(U,FT ) unabhängig von der gewählten Über-

deckung von U ist. Bezüglich dieser Topologie sind die O(U)-Moduloperation auf Γ(U,FT )

und die Restriktionsabbildungen rU,V : Γ(U,FT ) → Γ(V,FT ) (V ⊂ U offen) stetig. Diese

Erkenntnisse führen zu der folgenden Definition:

Eine analytische Fréchet-Garbe F auf Cn ist eine OCn-Modulgarbe F , für die für jede

offene Menge U ⊂ Cn der Schnittraum Γ(U,F) mit einer Fréchetraum-Topologie versehen

ist, bzgl. der sowohl die O(U)-Moduloperation auf Γ(U,F) als auch die Restriktionsabbil-

dungen Γ(U,F)→ Γ(V,F) (V ⊂ U offen) stetig sind.

Das bzgl. eines vertauschenden Tupels T ∈ L(E)n mit Eigenschaft (β) gebildete ka-

nonische Garbenmodell gemeinsam mit der oben eingeführten Fréchetraum-Topologie auf

den Schnitträumen ist also ein Beispiel einer analytischen Fréchet-Garbe. In diesem be-

sonderen Fall gilt zusätzlich: Der globale Schnittraum Γ(Cn,FT ) ist topologisch und als

O(Cn)-Modul isomorph zu E ([Put83], Lemma 1.6). Dies führt zu einer weiteren Definiti-

on:

Ein vertauschendes Tupel T ∈ L(E)n besitzt ein analytisches Fréchet-Garbenmodell ,

wenn es eine analytische Fréchet-Garbe F auf Cn gibt so, dass Γ(Cn,F) und E topologisch

und als O(Cn)-Moduln isomorph sind.

In Proposition A.2.1 wird das Spektrum von T mit dem Träger einer geeigneten Garbe

identifiziert. Im Folgenden geht es darum, eine geeignete Garbe anzugeben bzgl. der eine

ähnliche Gleichung für das wesentliche Spektrum σe(T ) gilt.

Sei F ein Fréchetraum mit erzeugendem Halbnormensystem (pn)n∈N. Auf dem Raum

F∞ der beschränkten Folgen in F lässt sich zu jeder stetigen Halbnorm p auf F eine

Halbnorm p∞ definieren:

p∞((xk)k∈N) = sup{p(xk); k ∈ N}.

Dann ist (p∞n )n∈N ein abzählbares Halbnormensystem auf F∞ bzgl. dem F∞ ein Fré-

chetraum ist. Die Zuordnung F 7→ F∞, die jedem Fréchetraum F den Fréchetraum F∞
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zuordnet, wird zu einem Funktor auf der Kategorie F der Frécheträume und ihrer stetigen

linearen Abbildungen, wenn man für T ∈ L(F,G) (F,G Frécheträume) die Abbildung

T∞ : F∞ → G∞ definiert durch T∞((xk)k∈N) = (Txk)k∈N.

Sei F pc die Menge der präkompakten Folgen in F . Man kann zeigen, dass F pc ein

abgeschlossener Teilraum von F∞ ist und dass die Zuordnung F 7→ F pc ein Funktor

auf F ist, wenn man für T ∈ L(F,G) die Abbildung T pc : F pc → Gpc definiert durch

T pc = T∞|F pc .

Definiert man schließlich F q durch F q = F∞/F pc, so ist auch F q ein Fréchetraum und

die Zuordnung F 7→ F q ein Funktor auf F , falls T q((xk)k∈N + F pc) = T∞(xk)k∈N + Gpc

für T ∈ L(F,G) definiert wird.

Proposition A.2.2 Für ein vertauschendes Operatortupel T auf E mit Eigenschaft (β)

gilt

σe(T ) = suppGT ,

wobei GT die Garbe ist, die man aus dem Garbendatum (Γ(U,FT )q, rqU,V ; V,U ⊂ Cn offen,

V ⊂ U) erhält.

Beweis: Nach [EP96], Corollary 6.3.3, hat das vertauschende Tupel T q = (T q1 , ..., T
q
n) ∈

L(Eq) die Eigenschaft (β) und besitzt das Garbenmodell GT . Also gilt nach §2.6 in [EP96]

und Propositon A.2.1 die Identität

σe(T ) = σ(T q) = supp(GT ).

�

A.3 Modul-Komplexe

Sei f• : (M•, d•)→ (M̃•, d̃•) ein Morphismus zwischen zwei A-Modul-Komplexen (M•, d•)

und (M̃•, d̃•) (A kommutativer Ring mit 1). Dann ist der Abbildungskegel C•(f•) von f•

ein Komplex

(C•(f•), δ•) : · · · → Cn−1(f•) δ
n−1

−→ Cn(f•) δn

−→ Cn+1(f•)→ · · ·

von A-Moduln mit

Cn(f•) = M̃n−1 ⊕Mn, δn = δn(f•) =

(
d̃n−1 (−1)nfn

0 dn

)

für alle n ∈ Z.

Bezeichnet man mit (M•, d•)+1 den Komplex (M
•
, d

•
) mit

M
n

= Mn−1, d
n

= dn−1 für alle n ∈ Z,
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so nennt man zwei Morphismen f•, g• : (M•, d•) → (M̃•, d̃•) homotop, wenn es einen

Morphismus h• : (M•, d•)→ (M̃•, d̃•)+1 gibt derart, dass

fn−1 − gn−1 = d̃n−1hn + hn+1dn für alle n ∈ Z.

Der Morphismus h• heißt in diesem Fall eine Homotopie zwischen f• und g•. Existiert

zwischen zwei Morphismen f• und g• eine Homotopie, d.h. sind f• und g• homotop, so

wird f• ∼ g• bzw. f• h
•

∼ g• geschrieben.

Zwei A-Modul-Komplexe (M•, d•) und (M̃•, d̃•) heißen homotopieäquivalent, wenn es

zwei Morphismen f• : (M•, d•)→ (M̃•, d̃•) und g• : (M̃•, d̃•)→ (M•, d•) gibt mit

f•g• ∼ id•
(M̃•,d̃•)

und g•f• ∼ id•
(M•,d•).

In diesem Fall heißt f• eine Homotopieäquivalenz und g• eine Homotopieinverse zu f•.

Eine A-Modul-Komplex (M•, d•) heißt split-exakt, wenn er exakt ist und es eine Familie

(εn)n∈Z von A-Modul-Morphismen εn : Mn →Mn−1 gibt derart, dass

idMn = dn−1εn − εn+1dn

für alle n ∈ Z gilt. Die Familie ε• = (εn)n∈Z heißt in diesem Fall eine splittende Familie

für (M•, d•).

Ein nützliches technisches Lemma lautet:

Lemma A.3.1 Sind (M•, d•) und (M̃•, d̃•) zwei A-Modul-Komplexe und ist f• : (M•, d•)→
(M̃•, d̃•) ein Morphismus, so gilt: Ist C•(f•) split-exakt, so ist f• eine Homotopieäquivalenz.

Ist ε• eine splittende Familie für C•(f•), so lässt sich die Homotopieinverse g• = (gp)p∈Z :

(M̃•, d̃•)→ (M•, d•) explizit angeben:

gp = (−1)pπ2ε
p+1|M̃p (p ∈ Z).

Beweis: Als splittende Familie für C•(f•) besitzt ε• = (εp)p∈Z die Eigenschaft

1Cp(f•) = εp+1δp + δp−1εp

für alle p ∈ Z; hierbei bezeichnet δ• die Randabbildungen des Abbildungskegels.

Es wird der Reihe nach gezeigt:

i) g• : (M̃•, d̃•)→ (M•, d•) ist ein Morphismus

ii) g• ist homotopieinvers zu f•.

Zu i): Es ist dpgp − gp+1d̃p = 0 zu zeigen.

Für x ∈Mp ⊂ Cp(f•) = M̃p−1 ⊕Mp gilt:

δp(x) =

(
d̃p−1 (−1)pfp

0 dp

)(
0

x

)

=

(
(−1)pfp(x)

dp(x)

)

,
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also dp = π2δ
p|Mp . Außerdem gilt δp|M̃p−1 = d̃p−1. Damit ergibt sich:

(−1)p(dpgp − gp+1d̃p)

= dpπ2ε
p+1|M̃p + π2ε

p+2|M̃p+1 d̃
p = π2δ

pπ2ε
p+1|M̃p + π2ε

p+2d̃p

= π2(δ
pεp+1|M̃p − δpπ1ε

p+1|M̃p + εp+2δp+1|M̃p)

= π21Cp+1(f•)|M̃p︸ ︷︷ ︸
=0

−π2d̃
p−1

︸ ︷︷ ︸
=0

π1ε
p+1|M̃p = 0

Damit ist i) gezeigt.

Zu ii): Um zu zeigen, dass g• eine Homotopieinverse von f• ist, beweisen wir

a) die Existenz einer Homotopie r• mit g•f•
r•∼ 1(M•,d•), d.h. die Existenz einer Familie

(rp)p∈Z von Morphismen mit

1− gpfp = dp−1rp + rp+1dp für alle p ∈ Z

und

b) die Existenz einer Homotopie s• = (sp)p∈Z mit f•g•
s•∼ 1(M̃•,d̃•), d.h. mit

1− fpgp = d̃p−1sp + sp+1d̃p für alle p ∈ Z.

zu a): Für p ∈ Z sei rp = π2ε
p|Mp : Mp →Mp−1. Dann gilt:

1Mp − gpfp = 1Mp − (−1)pπ2ε
p+1|M̃pf

p

= 1Mp − π2ε
p+1(δp|Mp − dp), da (−1)pfp = δp|Mp − dp

= 1Mp − π2(1Cp(f•)|Mp − δp−1εp|Mp − εp+1dp)

= π2δ
p−1(π1 + π2)ε

p|Mp + π2ε
p+1|Mp+1dp

= π2δ
p−1π2ε

p|Mp + rp+1dp, da π2δ
p−1π1 = 0

= dp−1rp + rp+1dp, da π2δ
p−1|Mp−1 = dp−1

zu b): Für p ∈ Z sei sp = π1ε
p+1|M̃p : M̃p → M̃p−1. Dann gilt:

1M̃p − fpgp = 1M̃p − (−1)pfpπ2ε
p+1|M̃p

= 1M̃p − π1δ
pπ2ε

p+1|M̃p , da π1δ
p|Mp = (−1)pfp

= 1M̃p − π1δ
pεp+1|M̃p + π1δ

pπ1ε
p+1|M̃p

= 1M̃p − π1(1Cp+1(f•)|M̃p − εp+2δp+1|M̃p) + d̃p−1sp,

da π1δ
p|M̃p−1 = d̃p−1

= π1ε
p+2|M̃p+1 d̃

p + d̃p−1sp, da δp+1|M̃p = d̃p

= sp+1d̃p + d̃p−1sp.

Damit ist ii) gezeigt und das Lemma bewiesen. �

Alle definierten Begriffe und das Lemma machen weiterhin Sinn, wenn man zu additi-

ven Unterkategorien der Kategorie der A-Modul-Komplexe übergeht. Bei allen Objekten
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und Morphismen beschränkt man sich hierbei auf solche, die in der entsprechenden Un-

terkategorie liegen. Ist die Unterkategorie additiv und hat man sich für einen Exaktheits-

begriff in der Unterkategorie entschieden, macht es auch keine Probleme, den Begriff der

Split-Exaktheit für die Unterkategorie zu definieren. In einem solchen Fall wird von der

splittenden Familie {εn}n∈Z gefordert, dass die Morphismen ebenfalls zur Unterkategorie

gehören.

A.4 Ein Zerlegungssatz für Operatormengen

In diesem Teil des Anhangs wird ein Zerlegungssatz für eine Menge T von Operatoren auf

einem Hilbertraum H bewiesen. Für einen einzelnen Operator wird ein entsprechender

Satz in [Fel99] gezeigt. Zur einfacheren Formulierung des Satzes wird ein abgeschlossener

Teilraum H0 6 {0} von H ein minimaler T -reduzierender Teilraum genannt, wenn er T -

reduzierend ist, und wenn es keinen anderen T -reduzierenden Teilraum H1 von H mit

H1 ⊂ H0 und {0} 6= H1 6= H0 gibt.

Satz A.4.1 Sei ∅ 6= T ⊂ L(H) eine Menge von Operatoren auf einem Hilbertraum H.

Dann existiert eine orthogonale Zerlegung von H in T -reduzierende Teilräume der Form

H = H0 ⊕
(
⊕

i∈N
Ĥi

)
⊕




⊕

j∈M
H̃j





mit Indexmengen N und M so, dass gilt:

(a) H0 enthält keinen minimalen T -reduzierenden Teilraum;

(b) für alle i ∈ N ist T |Ĥi
eine irreduzible Operatormenge mit C∗(T |Ĥi

)∩K(Ĥi) = {0};

(c) für alle j ∈M ist T |H̃j
eine irreduzible Operatormenge mit K(H̃j) ⊂ C∗(T |H̃j

).

In der Zerlegung von H können Summanden fehlen.

Beweis: Gibt es keinen minimalen T -reduzierenden Teilraum von H, so kann man

H0 = H setzen, und der Satz ist bewiesen. Andernfalls kann man mit Hilfe des Zornschen

Lemmas ein maximales System H = {Ld : d ∈ D} von paarweise orthogonalen, minimalen

T -reduzierenden Teilräumen Ld wählen. Dann besitzt H0 =
(⊕

d∈D Ld
)⊥ ⊂ H wegen

der Maximalität von H keinen minimalen T -reduzierenden Teilraum. Für alle d ∈ D

ist T |Ld
eine irreduzible Menge von Operatoren. Für jeden Index d ∈ D gilt entweder

C∗(T |Ld
) ∩ K(Ld) = {0} oder K(Ld) ⊂ C∗(T |Ld

) ([Mur90], Theorem 2.4.9). Folglich

zerfällt die Indexmenge D in zwei disjunkte Indexmengen N und M derart, dass sich für

Ĥi = Li für alle i ∈ N und H̃j = Lj für alle j ∈M die Aussage des Satzes ergibt. �

Nützlich ist noch die folgende Feststellung:
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Proposition A.4.2 Sei ∅ 6= T ⊂ L(H) eine Menge von Operatoren auf einem Hilber-

traum H, die keinen minimalen T -reduzierende Teilraum besitzt. Dann gilt:

C∗(T ) ∩K(H) = {0}.

Beweis: Sei I = C∗(T )∩K(H) 6= {0}. Dann ist I ein von {0} verschiedenes Ideal kom-

pakter Operatoren in C∗(T ). Folglich existiert ein minimaler I-reduzierender Teilraum H0

von H mit I|H0 = K(H0) ([Dav96], Lemma I.10.5). Der Raum H0 ist ein T -reduzierender

Teilraum: Für alle y ∈ H0 existiert ein Operator R ∈ I mit R|H0 = 〈·, y〉y ∈ K(H0).

Für alle T ∈ T ist T ◦ I ⊂ I und daher 〈y, y〉Ty = (T ◦ R)y ∈ H0. Ebenso zeigt man

T ∗y ∈ H0 für alle y ∈ H0 und alle T ∈ T . Ist ∅ 6= H1 ⊂ H0 ein weiterer T -reduzierender

Teilraum, so ist H1 auch C∗(T )-reduzierend und erst recht I-reduzierend. Da H0 minimal

mit der letzten Eigenschaft ist, folgt H1 = H0, d.h. H0 ist ein minimaler T -reduzierender

Teilraum. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt C∗(T )∩K(H) = {0}. �
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[Schr00] H. Schröder, Funktionalanalysis, 2.Auflage, Verlag Harri Deutsch, 2000

[FSzN63] B. Sz.-Nagy, C. Foiaş, Propriétés des fonctions caractéristiques, modèles trian-
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