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Vorwort

In dieser Arbeit geht es um drei Themen aus dem Gebiet der mehrdimensionalen Spektral-
theorie. Sie handelt zum einen von einer mehrdimensionalen Indexformel (Kapitel 1), zum
anderen von analytisch parametrisierten Komplexen (Kapitel 2) und zuletzt von subnor-
malen Operatortupeln (Kapitel 3). Alle drei Themen bilden in sich geschlossene Einheiten
und kénnen unabhéngig voneinander gelesen werden.

Im Zentrum der Untersuchungen stehen vertauschende und wesentlich vertauschende
Operatortupel T' = (11, ...,T,) auf Banach- und Hilbertrdumen. Der Koszul-Komplex
eines solchen Tupels, ein geeignet definierter linearer Komplex, ist eines der zentralen
Objekte der mehrdimensionalen Spektraltheorie. Mit seiner Hilfe kann man fiir n-Tupel
von Opertoren Spektren definieren, d.h. i.Allg. kompakte Teilmengen des C", aus deren
spezieller Gestalt sich wiederum Erkenntnisse iiber die zu untersuchenden Tupel gewinnen
lassen.

In den ersten beiden Kapiteln dieser Arbeit steht hierbei der Koszul-Komplex sel-
ber im Mittelpunkt. Im ersten Kapitel wird eine Klasse von Operatortupeln untersucht,
denen man iiber die Euler-Charakteristik ihres Koszul-Komplex iiber geeigneten Men-
gen einen Index zuordnen kann. Es handelt sich bei diesem Index um eine Verallge-
meinerung des klassischen Fredholm-Index eines einzelnen Operators. Wir beweisen ei-
ne mehrdimensionale Indexformel fiir stetige Funktionalkalkiile wesentlich vertauschen-
der Tupel T' = (11, ...,T;,) auf Banachrdumen, die es erlaubt, den Index eines Bildtupels
9(T) = (1(T), ..., gn(T")) zu berechnen mit Hilfe des Abbildungsgrades von g. Im zweiten
Kapitel geht es um analytisch parametrisierte Komplexe. Ausgangspunkt ist wieder der
Koszul-Komplex, der in kanonischer Weise ein Komplex dieser Art iiber dem C" ist. Aus-
sagen iiber den Koszul-Komplex und damit iiber das zugrundeliegende Operatortupel zu
gewinnen ist auch Ziel dieses Kapitels. Dennoch beweisen wir unsere Resultate in einem all-
gemeineren Rahmen: Wir betrachten von Anfang an analytisch parametrisierte Komplexe
tiber komplexen Mannigfaltigkeiten. Unter anderem zeigen wir, dass der Koszul-Komplex
der induzierten Multiplikationsoperatoren iiber allen Steinschen offenen Teilmengen des
Fredholmbereiches separierte Kohomologiegruppen besitzt. Genauer beweisen wir, dass
die Kohomologiegruppen versehen mit ihrer Quotiententopologie nukleare Fréchetraume
sind. Angewendet auf den Koszul-Komplex eines Operatortupels lassen sich hiermit spek-
trale Inklusionen fiir quasidhnliche Operatortupel herleiten. Im dritten Kapitel werden
subnormale und wesentlich subnormale Operatortupel betrachtet. Hierbei spielt weniger
der Koszul-Komplex eine Rolle, als vielmehr die mit Hilfe des Koszul-Komplex definierten
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VORWORT

gemeinsamen Spektren und ihre genauere Struktur. Wir untersuchen einige grundlegende
Fragen zu subnormalen Operatortupeln, wie etwa die Frage nach der C*-Algebra, die von
einem solchen Tupel erzeugt wird. Es handelt sich bei diesen Fragen zumeist um Verallge-
meinerungen wohlbekannter eindimensionaler Resultate. Wir fithren aber auch eine neue
Klasse subnormaler Operatortupel ein, die dazu geeignet ist, eine Reihe von klassischen
Ergebnissen, die bisher unabhéngig voneinander zu sein schienen, simultan zu behandeln
und auf natiirliche Weise zu erkléren.

Soweit zum groben Inhalt dieser Arbeit. Im Folgenden sollen die einzelnen Kapitel
genauer beschrieben werden, ohne dabei vollstandig zu sein.

Kapitel 1

Der Index ist zweifelsohne eine der am héufigsten studierten Invarianten in der Opera-
torentheorie. Fiir einzelne Operatoren existiert er immer dann, wenn der Operator einen
endlich-dimensionalen Kern und ein endlich-kodimensionales Bild hat, und ist dann als
die Differenz dieser beiden Dimensionen definiert. Ein klassisches Beispiel ist der Toeplitz-
Operator T, mit stetigem, nullstellenfreien Symbol ¢ auf dem Hardy-Raum der quadrat-
integrierbaren Funktionen auf der Kreislinie. Man kann zeigen, dass T, in diesem Fall
einen Index besitzt und dass der Index dann gleich ist der negativen Umlaufzeit von ¢ um
0 ([Dou72], Theorem 7.26). Dies ist eines der einfachsten Beispiele einer Indexformel.

Auch fiir geeignete vertauschende bzw. wesentlich vertauschende Operatortupel ldsst
sich ein Index definieren. Besitzt ein solches Tupel T' = (77, ..., T;,) von stetigen Operatoren
auf einem Banachraum E dariiberhinaus einen wesentlichen Kalkiil ® : C(.#") — C(E),
wobei % eine kompakte Teilmenge des C" ist und C(FE) fiir die Calkin-Algebra von E steht,
so werden wir zeigen, dass fiir alle h = (hq, ..., hy) € C(#)" und alle w = (wy, ..., wy) &
h(") der Index eines Reprisentanten R des Tupels (w1 — ®(hy), ..., w, — ®(hy)) gegeben
ist durch

ind R =) " deg(h,C,w)ind¢ T,

wobei die Summe sich iiber die endlich vielen beschrénkten Zusammenhangskomponenten
C von C"\.# mit deg(h,C,w) # 0 erstreckt, deg(h,C,w) der Abbildungsgrad von h um
w relativ C' ist und ind¢o T fiir den Index von T iiber C' steht.

Dieses Resultat verallgemeinert ein Ergebnis von Eschmeier und Putinar in [EP96]
(Theorem 10.3.15). Dort wird diese Indexformel fiir wesentlich normale Operatortupel auf
Hilbertraumen bewiesen, die automatisch einen wesentlichen Kalkiil besitzen. Der Beweis
benutzt Methoden aus der algebraischen Topologie, die wesentlich von der Hilbertraum-
situation abhéngen.

Unser Beweisansatz ist ein anderer. Wir zeigen, dass sich das Resultat von Eschmeier
und Putinar auch mit elementaren Mitteln aus der mengentheoretischen Topologie, Ana-
lysis und der Homotopietheorie der Einheitssphéren beweisen lisst. Diese Vorgehensweise
hat den Vorteil, nicht nur das bekannte Ergebnis, sondern auch die oben beschriebene

Verallgemeinerung zu liefern.
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VORWORT

Der Aufbau des ersten Kapitels sieht wie folgt aus:

In §1.1 fassen wir die zentralen Definitionen und Ergebnisse aus der mehrdimensionalen
Indextheorie zusammen. Wir beschréanken uns hierbei auf diejenigen, die fiir das Folgende
relevant sind.

In §1.2 stellen wir die topologischen Grundlagen zur Verfiigung. Viele der in diesem
Paragraphen prisentierten Sétze diirfen als klassisch und wohlbekannt bezeichnet werden.
Dennoch beweisen wir sehr ausfiihrlich den folgenden Homotopie-Satz: Sei J# C C™ eine
kompakte Menge, sei ¥ die Menge der beschriankten Zusammenhangskomponenten von
C™\# und seien f und g zwei stetige, nullstellenfreie C"-wertige Funktionen auf .#". Dann
sind dquivalent:

(i) f und g sind homotop;
(ii) deg(f,C) = deg(g,C) fiir alle C € ¥.

Dieser Satz taucht indirekt bereits 1940 in einer Arbeit von Eilenberg auf ([Eil40]).
Der Beweis beruht dort auf einer von Eilenberg konstruierten Kohomologie-Theorie mit
Zyklen und Cozykeln. In dieser Arbeit wird der Satz hingegen mit elementaren Methoden
erbracht. Dem Autor ist keine Stelle in der Literatur bekannt, an der der Beweis auf diese
Weise gefiihrt worden wiire.

In §1.3 schliefflich beweisen wir die angekiindigte Indexformel.

Kapitel 2

Weder die Spektren noch die wesentlichen Spektren zweier quasidhnlicher vertauschen-
der Operatortupel miissen i.Allg. gleich sein. M. Putinar konnte in [Put92] jedoch unter
Ausnutzung eines geeigneten Garbenmodells zeigen, dass in der Situation vertauschender
Operatortupel 7' und S, die beide die Eigenschaft (3) besitzen, sehr wohl o(7") = ¢(S) und
0e(T) = 0.(9) gilt. Hierbei steht o fiir das Taylor- und o, fiir das wesentliche Taylorspek-
trum eines vertauschenden Tupels. Fiir einzelne quasiihnliche Operatoren betrachtet J.
Eschmeier in [Esc00] eine asymmetrische Situation. Es gelingt ihm fiir zwei quasiédhnliche
Operatoren T' und S, fiir die nur 7' Eigenschaft () besitzt, die spektralen Inklusionen
o(T) C o(S) und oo(T') C 0(S) zu zeigen. Kernidee von Eschmeier ist es nachzuwei-
sen, dass die Abbildung M, — S : O(U,E) — O(U,E) fiir alle offenen Teilmengen U
des Fredholmbereiches von S abgeschlossenes Bild hat. Hierbei bezeichnet &' (U, E) den
Fréchetraum der holomorphen E-wertigen Funktionen und M, : 6(U) — €0(U) den Mul-
tiplikationsoperator mit der Variablen, d.h. den durch (M, f)(w) = wf(w) fiir alle w € U
definierter Operator. Ein Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass ein entsprechendes Er-
gebnis auch im mehrdimensionalen Fall richtig bleibt. Der entscheidende Beweisschritt ist

auch hier, fiir ein vertauschendes n-Tupel T auf einem Banachraum F nachzuweisen, dass
das Bild der Abbildung

OU.E") — O, E), (fi)iz1— ) (M —Tp)f;
=1

fiir bestimmte Steinsche offene Mengen U abgeschlossen ist.




VORWORT

Dieses Resultat kann man unter geeigneten Voraussetzungen im allgemeineren Rah-
men endlicher, analytisch parametrisierter Banachraum-Komplexe auf einer komplexen

Mannigfaltigkeit 2 beweisen. Man versteht hierunter einen Komplex
g ) gt ol (z) EPFt?E .. (z€Q),

bei dem EP, p € Z, Banachrdume sind, of(z) fir alle p € Z und alle z €  stetige
Operatoren sind und oP(z) fiir alle p € Z holomorph vom Parameter z abhéingt. Einem
solchen Komplex von Banachridumen ist in natiirlicher Weise fiir jede offene Menge U C (2
ein Fréchetraum-Komplex zugeordnet:

1
Pt

Olp
. — O(U,E?) % o(U, EPTY) S o(U, EPF?) — - .-

wobei of; fiir die durch (of, f)(z) = a(z) f(z) definierte Abbildung steht.

Die Koszul-Komplexe K*(z — T, E), z € C", die mit einem vertauschenden Operator-
tupel T assoziiert sind, liefern in natiirlicher Weise einen endlichen, iiber C" analytisch
parametrisierten Banachraum-Komplex.

Der zentrale Satz, den wir beweisen werden, lautet (Satz 2.2.1): Ist (EP, o®),cz ein end-
licher, tiber der komplexen Mannigfaltigkeit () analytisch parametrisierter Banachraum-
Komplex und ist U eine Steinsche offene Teilmenge eines geeignet definierten Fredholm-

bereiches von (EP, oP),ez, so ist fiir alle p € Z der Quotient

ker of, / im of !
ein nuklearer Fréchetraum und das Bild von im a@fl fiir alle p € Z damit abgeschlossen.

Als eine Folgerung ergibt sich die angesprochene Verallgemeinerung der Sédtze von
Putinar und Eschmeier (vgl. Korollar 2.5.3): Sind S und 7" quasi&hnliche vertauschende
Operatortupel und besitzt T' die Eigenschaft (3), so gilt o(T) C 0.(S) und o.(T) C
Oe,c(S). Hierbei stehen o, fiir das Split- und o . fiir das wesentliche Split-Spektrum eines
vertauschenden Tupels. Sind die Tupel auf Hilbertraumen definiert, gilt o(7") C o(S) und
Ue(T) C JE(S)’

Hiermit haben wir die Kernaussagen des zweiten Kapitels beschrieben. Dariiberhinaus
enthilt Kapitel 2 einige weitere Resultate iiber analytisch parametrisierte Komplexe, die
vielleicht auch unabhéngig von der Spektraltheorie vertauschender Operatortupel von ei-
nigem Interesse sind.

In §2.1 werden zunéchst einige Definitionen eingefiihrt, die sténdig benétigt werden.

In §2.2 wird der bereits weiter oben beschriebene Satz iiber die Abgeschlossenheit
der Bilder bestimmter Randoperatoren in Komplexen analytischer Banachraum-wertiger
Funktionen bewiesen. Der Beweis ist technisch und aufwendig, und ein besonderer Ehrgeiz
dieses Paragraphen ist es, dennoch einen iibersichtlichen und vollstindigen Beweis zu
erbringen.

In §2.3 wird gezeigt, dass man fiir analytisch parametrisierte Komplexe dualer Ba-
nachrdume unter entsprechenden Bedingungen sogar die Abgeschlossenheit der Bilder in
einer natiirlichen schwach-x-Topologie zeigen kann (Satz 2.3.1).
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VORWORT

In §2.4 fithren wir den Dualitdtsgedanken zu Ende. Mit einem analytisch parametrisier-
ten Komplex von dualen Banachrdumen ist in natiirlicher Weise ein pradualer Komplex
von (DF)-Raumen verbunden. Bezeichnen wir einen analytisch parametrisierten Komplex
dualer Banachriume auf Q mit (EP , &) pez und mit ozg die zu &}, priduale Abbildung
(p € Z, U C Q offen), so zeigen wir den folgenden Satz (Satz 2.4.1): Fiir geeignete Stein-

u imal ein

schen offenen Teilmengen U von ) ist die Vervollstdndigung von keraj,_, p

nuklearer und reflexiver (DF)-Raum und es gilt

!/
<<ker Yy /im ozU)/\> > ker 4,/ im 6 '
p—1 p 5 U ’

wobei der topologische Dualraum mit seiner starken Topologie versehen sei.

Den Abschluss des zweiten Kapitels bildet §2.5. Dort wenden wir die gewonnen FEr-
kenntnisse auf vertauschende Operatortupel an und beweisen insbesondere die obige Aus-
sage iiber spektrale Inklusionen fiir quasiihnliche Operatortupel.

Kapitel 3

Subnormale Operatoren und subnormale Operatortupel sind zwei prominente Klassen
stetiger Operatoren auf Hilbertrdumen. Ein einfaches Beispiel eines einzelnen subnormalen
Operators ist der unilaterale Shift bzw. der Multiplikationsoperator mit der Variablen auf
dem Hardy-Raum der quadrat-integrierbaren Funktionen auf der Kreislinie. Im dritten
Kapitel beweisen wir eine Reihe von Resultaten fiir allgemeine subnormale Operatortupel,
die in der Literatur zuerst fiir das Beispiel des unilateralen Shift-Operators auf dem Hardy-
Raum iiber dem Einheitskreis nachgewiesen wurden.

In §3.1 werden zunichst die zentralen Begriffe zur Verfiigung gestellt, die in spéteren
Paragraphen benétigt werden.

In §3.2 wird die Frage nach der C*-Algebra gestellt, die von einem subnormalen Opera-
tortupel erzeugt wird. Motiviert wird diese Fragestellung durch wohlbekannte Ergebnisse
fiir einzelne subnormale Operatoren. So ist beispielsweise bekannt, dass die C*-Algebra,
die vom unilateralen Shift T, erzeugt wird, von der speziellen Gestalt

C*(T,) ={Ty + K; f € C(T), K kompakt}

ist ([Cob67]). Hierbei ist Ty der Toeplitz-Operator mit stetigem Symbol f und T die
Einheitskreislinie. Der Operator T}, ist ein subnormler Operator, der zudem irreduzibel und
wesentlich normal ist. Wir werden zeigen, dass der obige Satz korrekt bleibt, wenn man 7,
ersetzt durch ein beliebiges subnormales Operatortupel S, das irreduzibel und wesentlich
normal ist, und T durch das Normalenspektrum o, (S) von S, d.h. das Spektrum einer
minimalen normalen Erweiterung (Satz 3.2.10). Wir beantworten sodann die Frage, wann
die C*-Algebra, die von einem Opertortupel des obigen Typs erzeugt wird, bereits von
einem kiirzeren Operatortupel desselben Typs erzeugt wird (Satz 3.2.13).

In §3.3 verallgemeinern wir zwei weitere Resultate, die fiir einzelne subnormale Opera-

toren wohlbekannt sind. Es geht hierbei um die C'*- und W*-Inklusionseigenschaft, die im
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eindimensionalen Fall von Keough untersucht wurden ([Keo79],[Keo81]). Eine der Kern-
aussagen lisst sich wie folgt formulieren (Satz 3.3.6): Ist S ein subnormales Operatortupel,

so sind dquivalent:

(i) f(on(S)) C o(Ty) fir alle f € Clon(S));

(i) on(S) = ggp(S).

Hierbei bezeichnet Ty den Toeplitz-Operator mit Symbol f bzgl. S und steht o,,(S) fiir
das approximative Punktspektrum von S.

Zyklische subnormale Operatortupel wurden von Hastings in [Has78] klassifiziert. Dem-
nach existiert zu jedem zyklischen subnormalen n-Tupel S von Operatoren ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl © mit kompakten Trager in C™ derart, dass S unitéir dquivalent ist zum
Tupel der Multiplikationsoperatoren mit den Koordinatenfunktionen auf P2?(p). Hierbei
ist P2(u) der L?(u)-Abschluss der Polynome Clzy, ..., 2,] in L?*(pu). Ein grofier Nutzen
dieses Satzes liegt darin, gegebenenfalls operatortheoretische Fragen auf funktionen- oder

mafitheoretische zuriickzufiihren.

In §3.4 werden wir den Satz von Hastings verallgemeinern, indem wir von einer belie-
bigen kompakten Menge £ C C" ausgehen und die Algebra der Polynome ersetzen durch
abgeschlossene Algebren F C C(#) mit C[zy, ..., 2,]|» C F. Fiir subnormale Operatortu-
pel S, die einen stetigen F-Kalkiil besitzen und eine verallgemeinerte Zyklizitédtsbedingung
erfiillen, zeigen wir, dass sie unitdr dquivalent sind zum Tupel der Multiplikationsope-

_ 712
ratoren mit den Koordinatenfunktionen auf dem Raum .7-"L (w)

, wobel p wiederum ein
geeignetes Maf} ist (Satz 3.4.4). Wie der Satz von Hastings, erlaubt dieses Resultat, die
neue Klasse subnormaler Operatortupel mit funktionen- und mafitheoretischen Metho-
den zu studieren. Dass eine solche Vorgehensweise sinnvoll sein kann, wird im néchsten

Paragraphen gezeigt.

In §3.5 nutzen wir die Ergebnisse des vorangegangenen Paragraphen, um Quasiihn-
lichkeitsfragen fiir konkrete Klassen subnormaler Operatortupel zu beantworten. In die-
sen Féllen gehen wir davon aus, dass die kompakte Menge # Aleksandrov-regulér ist
und dass die Algebra F gegeben ist durch Ag(#) = O(#)| . Viele wichtige kompakte
Mengen sind Aleksandrov-regulédr, so etwa die abgeschlossene Einheitskugel B" und der
abgeschlossene Polyzylinder D". Allgemeiner ist der Abschluss jedes beschriinkten symme-
trischen oder streng pseudokonvexen Gebietes im C™ Aleksandrov-reguldr. Um die beiden
wichtigsten Sétze dieses Paragraphen formulieren zu kénnen, greifen wir einigen Definitio-
nen vor: Fiir eine Aleksandrov-regulidre kompakte Menge .2 und ein reguléres Borelmafl
p mit supp(p) C . setzen wir HZ(u) = WLQ(H). Fiir den Shilov-Rand von ¢ bzgl.
Ag() schreiben wir 8p.¢ . Sind dann S¥ und S% die Multiplikationsoperatoren mit den
Koordinatenfunktionen auf H2(1) und H2(ji) respektive und gilt o(S%) ¢ 4, o(SE) C
und supp(f) C 9p#, so sind dquivalent (Satz 3.5.13):

(i) S* und S% sind quasihnlich;
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(ii) es existieren Ag(#)-zyklische Funktionen h fiir H3(ji) und g fiir H3(uz) mit

/\fh\Qd/l < /\f\Zduaof und/\fg\Qdug /\f\Qdﬁ

fir alle f € Ag(X).

Dieses Ergebnis verallgemeinert simultan S#tze von Hastings ([Has78], Theorem 2) und
Athavale ([Ath88], Theorem 1).

Fiir 2 -Isometrien, d.h. subnormale Operatortupel mit ¢(S) C J# und 0,,(S) C 9p %,
gilt (Satz 3.5.20): Ist .#  Aleksandrov-regulér und sind S und S zwei % -Isometrien mit
minimalen normalen Erweiterungen N und N, so folgt aus der Quasiihnlichkeit von S
und S die unitire Aquivalenz von N und N. Fiir # = B" und # = D" nennt man die
J -Isometrien auch sphérische und torische Isometrien. Fiir diese Spezialfille wurde der
obige Satz bereits 1990 von Athavale in [Ath90] bewiesen.

In §3.6 schlieBlich werden wesentlich subnormale Operatortupel behandelt. Grundlage
dieses Paragraphen bildet eine Arbeit von Feldman fiir einzelne wesentlich subnormale
Operatoren ([Fel99]). Das Hauptresultat ldsst sich wie folgt formulieren (Satz 3.6.1): Fir
ein beliebiges Operatortupel S sind dquivalent:

(i) S ist ein wesentlich subnormales Tupel;
(ii) S besitzt eine wesentlich normale Erweiterung;

(iii) S besitzt eine Erweiterung zu einer kompakten Stérung eines normalen Tupels.
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Symbole

Die nachfolgenden Symbole werden frei benutzt. Hierbei sei n stets eine positive natiirliche
Zahl.

N={1,2,3,..}

No={0,1,2,...};

T" = {(21,...,2n) € C" : |z;| =1 fiir i = 1, ...,n}, der Torus im C";

SEt={(21, ..o p) € R I |2i|? = 6}, die 5-Sphire im R™ (6 > 0);

Sn—1 =S}, die Einheitssphire im R™;

S =S

D™ = {(z1,...,2n) € C" : |z;| < 1 fiir i = 1,...,n}, der offene Einheitspolyzylinder im C";
D", der abgeschlossene Einheitspolyzylinder im C™;

D =D';

B" = {(21,...,2n) € C": > | |z1|? < 1}, die offene Einheitskugel im C";

B", die abgeschlossene Einheitskugel im C";

R? = R"\{0};

C. = C\{0};

C(x), die C*-Algebra der stetigen Funktionen auf einer kompakten Menge 7 ;
|l =sup{lf(2)] : = € #} fir f € C(H);

0 (U), die holomorphen Funktionen auf einer offenen Teilmenge U einer komplexen Man-
Icl)igfaltigkeit;

A, A, das Innere und der Abschluss einer Teilmenge A eines topologischen Raumes;
Bor(X), die Menge der Borelmengen eines topologischen Raumes X;

M(C™), die Menge der reguliren komplexen Borelmafie auf C";

M (B), die Menge {p € M(C") : supp(p) C B} fiir eine Teilmenge B C C";
M™(B), die Menge der positiven Mafle in M (B);

L?(n) = L*(C™, Bor(C"), ) fiir ein MaB u € M(C");

L () = L*°(C™, Bor(C™), ) fiir ein Mafl u € M(C™);

xiii






Kapitel 0

Prolog: Mehrdimensionale
Spektraltheorie

In dieser Arbeit wird unter einem Operator stets eine lineare Abbildung zwischen Vek-
torrdumen verstanden. Die Menge der stetigen Operatoren zwischen topologischen Vek-
torrdumen E und F' wird mit L(E, F') bezeichnet bzw. L(E), falls F = E. Die kompak-
ten Operatoren in L(E,F') werden mit K(FE,F) bezeichnet bzw. K(FE), falls F = E.
Die Calkin-Algebra C(E) eines Banachraumes E ist definiert als Banachraumquotient

0.1 Vertauschende Operatortupel, Koszul-Komplex und
Taylor-Spektren

Fiir zwei Operatoren A, B € L(FE) sei [A, B] = AB—BA. Ist E ein Banachraum, n € N und
T = (Th, ..., T,,) ein Tupel stetiger Operatoren auf E, so wird T vertauschend genannt, wenn
[T3,T;] =0 fiir 4,5 = 1,...,n gilt. J.L. Taylor hat in [Tay70a] zum Studium solcher Tupel
den Koszul-Komplex herangezogen, um eine addquate Verallgemeinerung des Spektrums
eines einzelnen Operators auf die mehrdimensionale Situation zu erhalten. Beim Koszul-
Komplex eines vertauschenden Operatortupels T' = (11, ..., 7)) auf einem Banachraum E
handelt sich um einen Komplex K*(7T, E') der Form

n—1
5T

0 1
0 — A%(s, E) Ly Al(s, E) Ly ... Ty An(s, E) — 0, (1)

wobei s = (si, ..., ) fiir ein Tupel aus n Unbestimmten, AP(s) fiir die Formen vom Grad
p € {0,...,n} in den Unbestimmten si, ..., s,, AP(s, E) fiir das Tensorprodukt AP(s) ® E
und & : AP(s, E) — APT1(s, E) fiir die Abbildung

oo = <Z TisZ) ANz, x€AN(s E),

=1

1



KAPITEL 0. Prolog: Mehrdimensionale Spektraltheorie

steht (fiir Details vgl. [EP96] oder [Vas82b]). Setzt man A~!(s, ) = A"*!(s, E) = {0},
67! = 0 und 6% = 0 fiir alle I € N, so ist der Koszul-Komplex (1) ein Banachraum-
Komplez, d.h. eine Familie (E®,6®) = (EP, ”)yez bestehend aus Banachréumen EP und
stetigen Operatoren 67 : EP — EPtL mit 6PT16P = 0 fiir alle p € Z. Die Kohomologie-
gruppen eines solchen Komplexes, d.h. die Quotienten ker 67 /im 6?1, p € Z, werden mit
HP(E*®,a®) bezeichnet; es handelt sich hierbei kanonisch um (komplexe) Vektorraume.

Fir z = (21,...,2) € C"und T' = (11, ...,T5,) € L(E)" sei z =T = (21 — T4, ..., 2 —
T,). Das (Taylor-)Spektrum o(T) von T ist die Menge derjenigen z € C", fiir die der
Koszul-Komplex K*®(z — T, E') nicht exakt ist. Das wesentliche (Taylor-)Spektrum o.(T)
von T ist die Menge derjenigen z € C", fiir die fiir wenigstens ein p € {0,...,n} der
Quotient HP(K*(z — T, E)) = ker 6/ _;/im 55:; nicht endlich-dimensional ist. Der Raum
HP(K*(z—T, E)) heifit p-te Kohomologiegruppe des Koszul-Komplexes von T" an der Stelle
z. Die Resolventenmenge von T ist p(T) = C™\o(T') und die wesentliche Resolventenmenge
von T ist p.(T) = C™"\o.(T).

Vasilescu hat in [Vas77] gezeigt, dass im Falle eines Hilbertraumes F = H eine andere
Definition fiir das Spektrum gegeben werden kann: Ist 7' = (77, ..., T},) € L(H)" ein vertau-
schendes Tupel, H = P, _, AP(s, H) (versehen mit der kanonischen Hilbertraumstruktur)
und 6,7 =60 ;@ @5 € L(H) (2 € C"), so gilt

o(T)={z€C":6,_1+ d;_p ist nicht invertierbar in L(H)}.

Es kommt in diesem Fall also nur auf die Invertierbarkeit eines einzelnen geeignet defi-
nierten Hilbertraumoperators an. Dies lasst sich zur Definiton eines Spektrums fiir ein
vertauschendes Tupel a = (a1, ...,a,) von Elementen in einer unitalen C*-Algebra A ver-
allgemeinern ([Vas82]). Sei hierzu A(s) = @,_ AP(s) die duBere Algebra in den Unbe-
stimmten s = (si,...,s,) und seien fiir j = 1,...,n die Abbildungen o; : A(s) — A(s)
definiert durch o;(§) = s; A&. Ist a = (aq, ..., ay) ein vertauschendes Tupel in A, d.h. gilt
a;a; = aja; firi,j =1,...,n, undist 6, =a1 ® o1+ -+ a, @ 0, € A® L(A(s)), so kann
o4(a) definiert werden durch

opla) ={z€C":5, 4+ d;_, ist nicht invertierbar in A ® L(A(s))}.

Ist B eine weitere unitale C*-Algebra und ist ¢ : A — B ein unitaler x-Monomorphismus,
so gilt fiir p(a) = (¢(a1), ..., p(a,)) die Gleichheit o.4(a) = op(¢(a)), da ¢ den unitalen
«-Monomorphismus ¢ ®1 : A® L(A(s)) — B® L(A(s)) induziert. Nach Gelfand-Naimark-
Segal existieren ein Hilbertraum H und ein unitaler x-Monomorphismus ¢ : A — L(H).
In diesem Fall gilt

oa(a) = opm(p(a)) = o(p(a)).

In einer unitalen Banachalgebra A sei fiir ein vertauschendes Tupel a € A™ das Spek-
trum o 4(a) definiert durch




0.2. Wesentlich vertauschende Tupel und wesentliche Spektren

wobei rechts das Taylor-Spektrum des Multiplikationstupels L, = (Lq,, .., La, ) € L(A)"
mit Ly, : A — A, x — a;x fiir i = 1,...,n gemeint ist. Im Falle einer unitalen C*-Algebra
A ist diese Definition konsistent mit der weiter oben gegebenen. Im Falle A = L(E), E
Banachraum, gilt i.Allg. hingegen nur o(a) C o(L,). Die Menge o(L,) wird in diesem Fall
das Split-Spektrum von a genannt und auch mit o.(a) bezeichnet.

0.2 Wesentlich vertauschende Operatortupel und
wesentliche Spektren

Neben vertauschenden Operatortupeln werden fiir uns wesentlich vertauschende Opera-
tortupel eine wichtige Rolle spielen. Es handelt sich hierbei um Tupel T' = (11, ...,T,) €
L(E)", E Banachraum, die [T;,7;] € K(FE) fiir i,j = 1,..,n erfiillen. Schreibt man
T+ K(F) fir das Tupel (1 + K (E), ...,T, + K(E)) € C(E)", so ist ein wesentlich vertau-
schendes Tupel T' € L(E)™ ein Tupel, fiir das T' 4+ K(E) ein vertauschendes Tupel in der
Calkin-Algebra C(E) ist. Fiir die in §0.1 definierten stetigen Operatoren 6%, p € Z, gilt in
diesem Fall 6’%“5% € K(AP(s, E),AP*2(s, E)), und die Folge (AP (s, E), 6%)pez ist nur noch
ein wesentlicher Banachraum-Komplex. Ein wesentlicher Banachraum-Komplex ist eine
Folge (E*,6%) = (EP,6”)pcz bestehend aus Banachrdaumen EP und stetigen Operatoren
6 EP — EPYL mit 6P16P € K(EP, EPT?) fiir alle p € Z. Auch im Falle eines wesent-
lich vertauschenden Tupels T € L(E)" wird K*(T, E) fiir die Sequenz (AP(s, E), 65)pez
geschrieben. Man nennt K*(7, E) dann den wesentlichen Koszul-Komplex von T'.

Ist E = H ein Hilbertraum, so ist C(H) in natiirlicher Weise eine unitale C*-Algebra.
Fiir ein wesentlich vertauschendes Tupel T' = (11, ...,T,,) € L(H)" definiert man

0e(T) = oc(m) (T + K(H)). (2)

Ist T € L(H)™ vertauschend, so folgt die Konsistenz dieser Definition mit der in §0.1
angegebenen Definition des wesentlichen Taylor-Spektrums aus [EP96], Corollary 2.6.11
und Lemma 2.6.13.

Fiir ein wesentlich vertauschendes Tupels T' = (11, ...,T,,) € L(E)™ auf einem Banach-
raum FE bezeichnen wir die Menge

Oe,e(T) = o) (T + K(E))

als das wesentliche Split-Spektrum von T. Sie ist im Falle vertauschender Tupel T i.Allg.
grofer als das in §0.1 definierte wesentliche Spektrum o (7") von T

0.3 Funktionalkalkiile und spektrale Abbildungsséitze

Unter einem (Funktional-)Kalkil fiir ein Tupel a = (ay,...,a,) in einer unitalen Bana-

chalgebra A versteht man einen Algebrenhomomorphismus ®, : F — A iiber einer Alge-

3
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bra F komplexwertiger Funktionen auf einer Menge X C C" mit 1,21, ..., 2, € F,! der
®,(1) =14 und D,(2;) = q; fiir i = 1, ..., n erfiillt. Man sagt in diesem Fall auch, a besitze
einen F-Kalkil. Sind F und A mit geeigneten Topologien versehen und besitzt das Tupel
a=(ay,..,a,) € A" einen F-Kalkiil ®,, der bzgl. diesen Topologien stetig ist, so ergeben
sich aus guten Kenntnissen der Algebra F (inklusive ihrer topologischen Eigenschaften)

oft interessante Strukturaussagen fiir das Tupel a.

Ist A = L(FE) fiir einen Banachraum E und a = (ay,...,a,) € A" ein vertauschen-
des Tupel, so fithrt Taylor in [Tay70b] fiir jede offene Umgebung U des Spektrums o(a)
den holomorphen Funktionalkalkil von a dber U ein. Es handelt sich hierbei um einen
O (U)-Kalkiil fiir a. Versieht man ¢ (U) mit der Topologie der kompakt-gleichméfiigen
Konvergenz, so ist dieser Kalkiil stetig.

Ist A eine kommutative unitale C*-Algebra und a = (ay,...,a,) € A", so ist §q + I
genau dann invertierbar, wenn ein Tupel b = (by,...,b,) € A" existiert mit a;b; + --- +
anby, =1 ([Vas82], Proposition 2.6). Ist M(.A) der Gelfand-Raum von A, so ist a(M(A)) =
oa(a), wobei a = (aq,...,a4,) und a; die Gelfand-Transformierte von a;, i = 1,...,n, ist.
(Man vergleiche hierfiir und fiir das Folgende [Vas82].) Wird A als C*-Algebra von ay, ..., an
erzeugt, so ist @ : M(A) — o4(a) ein Homdomorphismus und I’y : A — C(o4(a)),

b boa !

ein *-Isomorphismus. Niitzlich ist die Abbildung I';, im Falle eines normalen
Tupels a in einer unitalen C*-Algebra B. Hierunter versteht man ein vertauschendes Tupel
a = (ay, ..., a,), fiir das die Elemente aq, ..., a,, normale Elemente in der C*-Algebra B sind.
Ist M C B eine Teilmenge und 15 das Einselement von B, so bezeichne C*(M) die von
M und 1p in B erzeugte C*-Algebra. Fiir ein normales Tupel a € B" ist A = C*(a) eine
kommutative unitale C*-Algebra und die Inverse ®, = I';! : C(o4(a)) — C*(a) C B

liefert den stetigen Funktionalkalkiil des normalen Tupels a.

In einem Hilbertraum H versteht man unter einem wesentlich normalen Tupel T =
(11, ..., T,) € L(H)" ein Tupel mit [T}, T}], [1;,T;] € K(H) fiir 4, j = 1,...,n. Da die Calkin-
Algebra C(H) eines Hilbertraumes H eine unitale C*-Algebra ist, ist ein Tupel " € L(H )"
genau dann wesentlich normal, wenn 7'+ K (H ) ein normales Tupel in C(H ) ist. Der stetige
Kalkiil von T+ K (H) liefert wegen (2) einen stetigen wesentlichen Kalkil fiir T', d.h. einen
unitalen Algebrenhomomorphismus @7 : C(0.(T")) — C(H) iiber den stetigen Funktionen
auf dem wesentlichen Spektrum von 7" mit ®7(z;) = T;+ K (H) firi = 1,...,n. LAllg. wird
in einem Banachraum E unter einem wesentlichen F-Kalkil (F eine Funktionenalgebra
wie zuvor) fiir ein Tupel T' € L(E)™ ein unitaler Algebrenhomomorphismus ®7 : F — C(E)
mit &r(z;) = T; + K(E) fiir ¢ = 1,...,n verstanden (in diesem Fall ist T automatisch
wesentlich vertauschend). Ist F = C(0¢,(T)), so wird @7 ein stetiger wesentlicher Kalkil

genannt.

Ist a = (ay,...,a,) € A™ ein Tupel in einer unitalen Banachalgebra A und ist ¢, : F —
A ein Kalkiil fiir a iiber einer Algebra F von Funktionen (F wie zuvor), so sei fiir k € N

!Gemeint sind die Abbildungen X — C, (21, ..., zn) — 1, (21, ..., 2n) > 2z; fiir i = 1,..., n.




0.3. Funktionalkalkiile und spektrale Abbildungssétze

die Abbildung ®% : F* — AF definiert durch ®(fy, ..., fr) = (®o(f1), ..., Pa(fr)). Es gilt
der folgende spektrale Abbildungssatz fiir ein Tupel a € A™:

o Ist a vertauschend und ®, : C(o4(a)) — A ein stetiger Kalkiil fiir a, so ist

oA(®L(f) = foala))

fiir alle f € C(oa(a))*.
Mit Hilfe der oben gegebenen Definitionen

oa(a) =0(La) und o4(25(f)) = o(Lex(s)

fiihrt man diesen spektralen Abbildungssatz zuriick auf wohlbekannte spektrale Abbil-
dungssiitze fiir nicht-analytische Funktionalkalkiile des Multiplikationstupels L, € L(A)"™
(vgl. [Alb74]).

Fiir einen Banachraum F und ein Tupel T' € L(E)™ ergeben sich folgende wichtige Spezi-
alfalle:

o Ist F ein Hilbertraum, T ein normales Tupel und @1 der stetige Kalkil von T, so
15t
o(D7(f)) = f(o(T))
fiir alle f € C(a(T))*.

o Ist E ein Hilbertraum, T ein wesentlich normales Tupel und @7 der stetige wesent-
liche Kalkil von T, so ist

oc(m) (P4 (f)) = f(oe(T))

fiir alle f € C(o.(T))k.

o Ist T ein wesentlich vertauschendes Tupel und @1 ein stetiger wesentlicher Kalkiil
von T, so ist

oc(e) (PF(f)) = f(0e(T))
fiir alle f € C(0.0(T))* (siehe Lemma 1.3.2).
Im Bezug auf den holomorphen Kalkiil gilt ([EP96], Theorem 2.6.2):
o Ist T vertauschend, U D o(T) offen und &1 der holomorphe Kalkil von T iber U,

S0 st
a(®F(f)) = f(o(T))
fiir alle f € O(U)*
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Kapitel 1

Mehrdimensionale Indextheorie

1.1 Fredholmtheorie

Sind E, F' Banachrdume und ist T' € L(E, F'), so nennt man T einen Fredholm-Operator,
wenn dim(ker 7)) < 4+oo und im7T endlich-kodimensional in F' ist, d.h. wenn F/imT

endliche Dimension hat. In diesem Fall ist
indT = dim(ker T") — dim(F'/im T")

der (Fredholm-)Index von T. Ein Operator T' € L(E, F) ist genau dann ein Fredholm-
Operator, wenn invertierbare Operatoren A € L(E), B € L(F) existieren und Operatoren
5.8 e L(F,E) so, dass

ST e A+ K(E) und TS € B+ K(F)

gilt ([Schr00], Satz 4.2.8). Ist ' = F, so kann A = B = idg und S = S gewiihlt werden.
Der Operator S heifit in diesem Fall eine wesentliche Inverse von T' (Satz von Atkinson).

Der Index ldsst sich folgendermaflen auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinern.
Ist T'= (T1,...,T},) ein vertauschendes Tupel stetiger Operatoren auf einem Banachraum
E und sind die Kohomologiegruppen HP(K*(T, E)) fiir p = 0, ...,n endlich-dimensionale
Vektorrdume, so heifit das Tupel T' Fredholm- Tupel. Der Index von T ist dann definiert
durch

ind T = Zn:(—l)i dim H (K*(T, E)).!
1=0

Man nennt einen Banachraum-Komplex (E®,0°®) einen Fredholm-Komplex, wenn es

eine Familie (¢P),ez von Operatoren e? € L(EP, EP~1) gibt mit

P 1eP 4 PP € idpy + K(EP) (1.1)

'Es handelt sich hierbei um die Euler-Charakteristik des Koszul-Komplexes von T, vgl. [EP96], Lemma
10.2.4.
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fir alle p € Z. Die Familie €* = (eP),¢z wird in diesem Fall eine wesentlich splittende Fami-
lie fiir (E*,d°) genannt und verallgemeinert die Tatsache der Existenz einer wesentlichen

Inversen fiir einen einzelnen Fredholm-Operator.

Fiir ein vertauschendes Operatortupel 7' € L(E)" gilt ([EP96], Lemma 2.6.13):

T ist ein Fredholm-Tupel und
ker 67 C AP(s,E) ist ein komple- < K°*(T,E) ist ein Fredholm-Komplex.
mentierter Teilraum fiir alle p € Z

Auch fiir ein wesentlich vertauschendes Tupel T' € L(E)™ ldsst sich unter geeigneten
Bedingungen ein Index definieren. Hierzu wird der Begriff eines wesentlichen Fredholm-
Komplexes bendtigt: Ein wesentlicher Banachraum-Komplex (E*®,6®) heifit wesentlicher
Fredholm-Komplez, wenn eine Familie (e”),cz von Operatoren &P € L(EP, EP~1) existiert
mit (1.1). Formal entspricht die Definition somit derjenigen eines Fredholm-Komplexes,
und auch in diesem Fall wird e® = (eP),¢cz eine wesentlich splittende Familie fiir (E®,§®)
genannt.

Sei (E*®,0°) ein wesentlicher Fredholm-Komplex und sei €* = (e”),¢z eine beliebige
wesentlich splittende Familie fiir (E*®,0®). Seien die stetigen Operatoren

D = D(e%): @EQP — @EQPH und D' = D'(*) : @EQp—H R @EQp

PEL PEZL PEZ PEZ

definiert durch D|g2p = €% + 6%° und D’|gop+1 = e2P1 + §2PF! fiir alle p € Z. Dann ist

DUeL&BﬁHﬁA+K&BﬁH§ mdDDEL&BﬁﬂA+K&BWﬂ,
d.h. D und D’ sind Fredholm-Operatoren ([EP96], §10.2).

Bezeichnet man die Menge der Fredholm-Operatoren zwischen zwei Banachrdumen
E, F mit Fred(F, F) und sind T, S € Fred(FE, F'), so nennt man T und S homotop, wenn
eine stetige Abbildung v : [0,1] — Fred(E, F') existiert mit v(0) = 7" und (1) = S. Die
Abbildung v wird eine Homotopie zwischen T und S genannt. Der Fredholm-Index ist
homotopieinvariant, d.h. sind T, S € Fred(FE, F') homotope Fredholm-Operatoren, so ist
ind 7" = ind S ([Schr00], Satz 4.2.4). Zwei wesentlich splittende Familien €® und £* fiir einen
wesentlichen Fredholm-Komplex (E*, §*) induzieren stets homotope Fredholm-Operatoren
D(g*) und D(£®); eine Homotopie 7 : [0,1] — Fred(d E?, @ E**1!) wird etwa gegeben
durch v(t) = D((1 — t)e® +t£®), t € [0,1]. Dies zeigt, dass fiir eine beliebige wesentlich
splittende Familie ¢® eines wesentlichen Fredholm-Komplexes (E®, §*) die Definition

ind(E*,$°*) = ind D(e®)

sinnvoll, d.h. unabhéngig von der Wahl von ¢°® ist.

Ein wesentlich vertauschendes Tupel T' € L(E)"™ heifit wesentliches Fredholm-Tupel,
wenn K*(T, E) ein wesentlicher Fredholm-Komplex ist. In diesem Fall ist der Indez von
T definiert durch

ind T = ind K*(T, E).




1.1. Fredholmtheorie

Diese Definition des Index stimmt nach [EP96], Lemma 10.2.4, im Falle eines vertauschen-
den Operatortupels, dessen Koszul-Komplex ein Fredholm-Komplex ist, mit der zu Beginn
dieses Paragraphen gegebenen Definition iiberein.

Im Folgenden geht es um Eigenschaften wesentlicher Fredholm-Tupel und ihrer Indizes.
Fiir eine Teilmenge M C L(FE), E Banachraum, bezeichnet M’ die Kommutanten-Algebra
von M, d.h. die Menge {S € L(E);TS = ST fiir alle T'€ M }.

Proposition 1.1.1 SeiT = (T1,...,T,,) € L(E)"™ ein wesentlich vertauschendes Tupel und
Jj € {1,..n}. Ist T; Fredholmsch, so ist T" ein Fredholm-Tupel. Ist T} sogar invertierbar
und gilt T; € {T1,...,T,,}', so ist T ein Fredholm-Tupel mit indT = 0.

Beweis: Ist T; Fredholmsch, so ist Ly, | k(py € L(C(E)) invertierbar. Nach Lemma 2.2.2
in [EP96] ist dann der Koszul-Komplex K*®(Lrik(g),C(E)) von Lrigy € L(C(E))"
exakt. Es folgt aus [EP96], Proposition 10.2.2, dass T ein wesentliches Fredholm-Tupel
ist.

Fiir den zweiten Teil des Beweises nehmen wir zur Vereinfachung der Notation an, dass
j =1 ist. Der allgemeine Fall ldsst sich analog beweisen.

Sei Ty € {Ty, ..., T;,} invertierbar und S = T} *. Seien fiir p € {1, ...,n} die Abbildungen
P 1 AP(s, E) — AP~ (s, E) definiert durch

(Sz)siy N--- Nsyy,, fallsip =1

eP(xsyy N+ A Sip) = { 0 falls i; #1

wobeiz € Fund 1 < iy < -+ <ip <n.Sei T = {(i1,....,7) € {1,...,n};1 < i3 <--- <
ip <n}. Fir I = (i1,...,4p) € T sei sp =55 N+ A5,
Fir £ = sy mit € E und I = (i1, ...,4p) € Z mit 4; # 1 gilt dann 52}_151”5 = 0 und

n n
ePtiope = &+ (Z(Tifﬂ)si A 81) = PN (Tyw)sy A sp) + 21! (Z(Tz‘l“)sz‘ N 81>

=1 =2

cker gPt+1

= (STl.I‘)S] = 5

Sei { = xsy mit © € E und I = (1,49, ...,43,) € Z, und sei I’ = (i, ..., ip). Dann gilt

@+ PN = SN (Sw)sp) + e <Z<Tix>si A sf)
=2

n
= (ThSz)s1 Nsp + Z(TiSl’)Si Nsp — Z(STZ-QJ)SZ- N s,
=2 =2

wobei sich das negative Vorzeichen des letzten Summanden aus s; A s = —s1 A s; A sp
ergibt. Also ist

(S5 'e? + Pt ) = €+ ) (TiS — STh)asi Asp =&
1=2




KAPITEL 1. Mehrdimensionale Indextheorie

Insgesamt folgt
(Sgw_lé"p + €p+15§1 = idAp(S7E‘)

fiir alle p € Z. Die Definition von D = D(e®) und D’ = D’(£®) und eine einfache Rechnung
zeigen, dass in diesem Fall die Operatoren DD’ und D’D beide invertierbar sind. Also ist

auch D invertierbar und damit
indT =ind D = 0.
[ |

In der nachfolgenden Proposition werden Eigenschaften des Index aufgelistet, die im
Folgenden bendétigt werden.

Proposition 1.1.2 Sei T = (T4, ...,T,,) € L(E)" ein wesentlich vertauschendes Tupel. Ist
T wesentlich Fredholm, so gilt:

(a) Ist w eine Permutation von {1,...,n}, so ist T = (Tr(1), s Tr(n)) €in wesentliches
Fredholm-Tupel und es gilt ind T, = indT'.

(b) Ist K = (Ki,...K,) € K(E)", soist T + K ein wesentliches Fredholm-Tupel und
es gilt ind(T'+ K) = ind T

(¢) Ist S = (S1,...,5,) € L(E)" ein wesentlich vertauschendes Tupel derart, dass
max{||S; —T;||;i = 1,...,n} hinreichend klein ist, so ist S ein wesentliches Fredholm-
Tupel und es gilt ind S =ind T'.

Ist T = (Th,...,T,,) € L(E)™ ein beliebiges wesentlich vertauschendes Tupel, so gilt:

(d) Sind R,Q € L(E) derart, dass (R,T1,....,Tp) € L(E)"*! und (Q,Ty,...,T,) €
L(E)" ! wesentliche Fredholm-Tupel sind, so ist auch (RQ,Ty,...,T,) € L(E)"!
ein wesentliches Fredholm-Tupel und es gilt

ind(RQ, Ty, ..., T))) = ind(R, T, ..., T,)) + ind(Q, T1, ..., T},).

Beweis: Der Beweis von Teil (a) ist elementar. Man benutzt, dass die wesentlichen
Komplexe K*(T, E) und K*(T;, E) kanonisch isomorph sind.

Die Teile (b) und (c) folgen aus [EP96], Proposition 10.2.3.

Teil (d) wird fiir Hilbertrdume in [Put82], Theorem 3.6, behandelt. Der dort gegebene
Beweis bleibt auch fiir Banachrdume richtig:

Mit (R, Th,...,Ty,) und (Q,T1,...,T,) ist auch die direkte Summe

(RoQ,TeT)=(ReonT1ol,.. T,oT,) e LE®E)"
ein wesentliches Fredholm-Tupel und es gilt

ind(R,T) +ind(Q,T) =ind(R& Q,T & T).

10
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cost sint

Fir t € R sei M; = < ) . Dann wird durch

—sint cost

B R 0 I 0 * n+1
St—<<0 I)Mt<0 Q)Mt,T@T)EL(E@E)

ein wesentliches Fredholm-Tupel definiert mit
So=ReQTeTl), S:=(RQaLTeT)

(vgl. [Put82]). Da die Familie (St)e[o,z) stetig vom Parameter ¢ abhingt, folgt aus der in
Teil (c) formulierten Invarianz des Index gegen kleine Stérungen, dass ind Sy = ind Sz ist.
Proposition 1.1.1 zeigt, dass (RQ,T') ein wesentliches Fredholm-Tupel ist mit

ind(RQ,T) = ind(RQ,T)+ind([,T)=ind(RQ)®I,T®T)
= ind(R®Q,T®T)=ind(R,T)+ ind(Q,T).

Teil (b) dieser Proposition driickt die Eigenschaft des Index aus, stabil unter kompakten
Storungen, und Teil (c) die Eigenschaft, stabil unter kleinen Stérungen zu sein.

Eine dquivalente Definition fiir das wesentliche Split-Spektrum eines wesentlich ver-
tauschenden Tupels T' € L(E)" ist

Oe,o(T) = {2z € C";2 — T ist kein wesentliches Fredholm-Tupel}

([EP96], Proposition 10.2.2). Dies ist niitzlich fiir den Beweis der nachfolgenden Proposi-

tion.

Proposition 1.1.3 Sei T = (11,...,T,,) € L(E)" ein wesentlich vertauschendes Tupel.

Dann st
Oeo(T) C oc(Th) X -+ X 0e(Ty).

Die Abbildung C"\o¢(T) — Z, z — ind(z — T') ist konstant auf jeder Zuammenhangs-
komponente von C™"\o. (T) und verschwindet auf der unbeschrinkten Zusammenhangs-

komponente.

Beweis: Die Inklusion o¢ (T') C 0¢(T7) % - -+ X 0.(T},) folgt aus Proposition 1.1.1. Aus
Teil (c) von Proposition 1.1.2 folgt, dass ind(z —T') lokal-konstant und damit konstant auf
den Zusammenhangskomponenten von C™\o, .(7') ist.

Um zu zeigen, dass ind(z — T") auf der unbeschréinkten Komponente von C"\o (T)
verschwindet, sei (AP(s, E),0%)pez = K*(z — T, E) der wesentliche Koszul-Komplex von
z — T'. Die komplexen Zahlen C werden mit einem Teilraum von C" vermoége C — C",
w — (w,0) identifiziert. Fiir w € C mit |w| > ||T}| setzen wir S, = (w — T1)~! und

11



KAPITEL 1. Mehrdimensionale Indextheorie

definieren wie im Beweis von Proposition 1.1.1 Abbildungen &}, : AP(s, E) — AP~1(s, E)
(p=1,...,n) durch

(Swx)siy Ao NS, fallsip =1

ipy

e (Tsiy N N siy) = { 0 sonst

Man rechnet leicht nach, dass eblel = 0 fiir alle p € Z gilt. Eine Analyse des Beweises
von Proposition 1.1.1 zeigt, dass fir w € C mit |w| > ||T1]| und p > 0 gilt

Sh el 4+ b, € Lan(s m) + K (AP(s, E)).

Andererseits konvergieren die Operatoren auf der linken Seite fiir |w| — oo gegen 1pp(s,g)-

Die Definition der Operatoren D,, = D(e?)), D., = D'(e?,) zeigt, dass die Produkte
D,,D., und D, D,, fiir geniigend grofie |w| invertierbar sind. Dann ist fiir solche w aber
auch D,, invertierbar und wir erhalten

ind(w —T) = ind D,, = 0.

Zum Abschluss dieses Paragraphen soll noch auf ein Satz hingewiesen werden, der in
§1.3 verallgemeinert wird. Sei hierzu N € L(H)" ein wesentlich normales Tupel auf einem
Hilbertraum H. Der stetige wesentliche Kalkiil von N werde mit ®x bezeichnet (siehe
Prolog, Seite 4). Ist g € C(0.(N))", so sei g(N) = ®}(g9) € C(H)". Sei §(N) € L(H)" ein
beliebiges Tupel mit §(N) + K(H) = g(N) und sei w ¢ g(o.(N)). Dann haben Eschmeier
und Putinar die folgende Indezformel bewiesen:

ind(w — g(N)) = Zdeg(g, C,w)ind¢c N,

wobei sich die Summe {iber die beschrénkten Zusammenhangskomponenten von C™\o. (V)
erstreckt, deg(g, C, w) fiir den Abbildungsgrad der Funktion g um w bzgl. C steht (man be-
achte, dass nur fiir endlich viele beschrénkte Zusammenhangskomponenten von C™\o. (V)
gilt deg(g,C,w) # 0, siehe §1.2) und inde N = ind(z — N) fiir ein beliebiges z € C ist
(die Wohldefiniertheit folgt aus Proposition 1.1.3). Diese Indexformel wird in [EP96] (Satz
10.3.15) mit Methoden der topologischen K-Theorie bewiesen. Wir werden in §1.3 einen
Beweis dieser Formel angeben, der mit mengentheoretischer Topologie, elementarer Ana-
lysis und der Homotopietheorie der Einheitssphéren auskommt. Gleichzeitig erhalten wir
eine geeignete Verallgemeinerung der obigen Formel auf die Situation von Banachridumen.

1.2 Der Abbildungsgrad

In diesem Paragraphen beweisen wir einen Homotopie-Satz (Satz 1.2.4), der in §1.3 beno-
tigt wird. Dieser Satz kann als eine Verallgemeinerung eines klassischen Satzes von Hopf
(Satz 1.2.2) aufgefasst werden und ist implizit in einer Arbeit von Eilenberg ([Eil40]) ent-
halten. Eilenberg benutzt zum Beweis Zykel und Kozykel iiber Zellenkomplexe und kon-

struiert hieraus eine Kohomologietheorie. Der Beweis, den wir hier fiihren werden, kommt

12



1.2. Der Abbildungsgrad

mit mengentheoretischer Topologie, elementarer Analysis und der Homotopietheorie der
Einheitssphéren aus.

Seien X, Y topologische Réaume. Fiir die Menge der stetigen Funktionen zwischen X
und Y wird wie iiblich C(X,Y") geschrieben. Eine stetige Abbildung H : X x [0,1] = Y
heiflt Homotopie. Zwei Funktionen f,g € C(X,Y) heiflen homotop, in Zeichen f ~ g, wenn
eine Homotopie H : X x [0,1] — Y existiert mit H(-,0) = f und H(-,1) = g; in diesem
Fall verbindet die Homotopie f und g. Eine Abbildung f € C(X,Y) heifit nullhomotop,
wenn f homotop zu einer konstanten Abbildung ist. Ein topologischer Raum X heifit
zusammenziehbar, wenn die identische Abbildung auf X nullhomotop ist, d.h. wenn ein
Z € X und eine Homotopie H : X x[0,1] — X existieren mit H(z,0) = z und H(z,1) =
fir alle x € X.

Die euklidische Norm auf R™ wird mit | - | bezeichnet und der Abstand eines Punktes
x € R™ zu einer Menge A C R"™ mit dist(z, A). Fiir eine offene Teilmenge 2 C R™ und
k € N sei C*(Q,R") die Menge der k-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen
Q — R™ Fiir f € CY(Q,R") wird mit J¢(x) die Jacobi-Determinante von f an der Stelle
x € § bezeichnet und mit ky die Menge {x € Q: J¢(x) = 0} der kritischen Punkte von f.
Ein regulirer Wert von f ist ein y € R™ mit f~1(y) Nk; = 0.

Der analytische Abbildungsgrad ist eine Abbildung, die einem Tripel (f, €2, y) bestehend
aus einer beschrinkten offenen Menge Q C R™, einer Funktion f € C(Q,R") und einem
Punkt y € R™\ f(02) die ganze Zahl

d(f,Q,y) = Z sgn J () (1.2)

z€f=1(g)

zuordnet, wobei f € C(Q,R™) mit flo € C2(R"), ||f — flloo < dist(y, £(9Q)) und §
ein regulirer Wert von f mit |§ — y| < dist(y, f(89)) (und definitionsgems >0 =0
ist. Dass eine solche Funktion f zu f existiert, ist Analysis und die Existenz von ¢ zu
f folgt aus dem Lemma von Sard. Das Lemma von Sard besagt, dass fiir eine offene
Menge 2 C R", eine Funktion f € C'(Q,R") und eine Lebesgue-meBbare Menge A C 2
gilt A(f(A4)) < [, |J¢(x)|dA(x), wobei A das Lebesgue-MaB auf R™ ist. Insbesondere folgt
A(f(k¢)) = 0. Natiirlich ist die rechte Seite in (1.2) unabhéngig von der speziellen Wahl
von f und §. Alle Details dieser Definition findet man in [Dei74], Kapitel 2.2

Die grundlegenden Eigenschaften des Abbildungsgrades sind in der folgenden Propo-
sition zusammengefasst (vgl. [Dei74], §8.1I).

Proposition 1.2.1 Sei M = {(f,Q,y) : Q C R" offen und beschrinkt, f € C(Q,R"), y €
R™\ f(0Q)} und d : M — 7Z der analytische Abbildungsgrad. Dann gilt fir (f,Q,y) € M
und g € C(Q,R"):

(a) d(id,$,z) =1 fir alle z € Q und d(f,Q,y) =0, falls y & f(Q) ist.

? Es gibt eine Reihe #quivalenter Definitionen des Abbildungsgrades. Man vergleiche etwa [GP74],
[Dug66], [tomDO00], [Hu59].

13
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(b) d(H(-,t),Q,y(t)) ist unabhingig von t € [0,1], wenn H : Q x [0,1] — R"™ und
y :[0,1] — R™ stetig sind mit y(t) ¢ H(0Q,t) fiir alle t € [0, 1].

(c) d(g,Qy) =d(f,y), falls glag = flaq ist.
(d) d(f,Q,y) =d(f,Q,y), falls Q. C Q offen und y & f(Q\Qy) ist.
d(

(e) d(f,Q,y) =d(foh,h 1 (Q),y) sgnJy, falls h : R" — R" ein C'-Diffeomorphismus
151.

Sei K C R™ kompakt und sei f € C(K,R"™). Sei C eine beschrinkte Zusammenhangs-
komponente von R™\ K und sei y € R™\ f(0C). Der Abbildungsgrad deg(f,C,y) von f um
y bzgl. C' ist dann definiert durch

deg(fv Ca y) = d(.ﬂaa Ca y)v

wobei f eine beliebige stetige Fortsetzung von f loc auf C ist. Dass diese Definition un-
abhiingig von der speziellen Fortsetzung f von f ist, folgt aus Proposition 1.2.1(c).

Ist f € C(K,R?) und ist C eine beschrinkte Zusammenhangskomponente von R™\ K,
so sei deg(f,C) = deg(f,C,0). Besitzt die Menge R™\ K nur eine einzige beschrinkte
Zusammenhangskomponente C' und ist f € C(K,R?), so sei deg(f) = deg(f,C,0).

Sei ¢ die Menge der beschrinkten Zusammenhangskomponenten von R™\ K. Ist f :
K — R? stetig, so gibt es hochstens endlich viele Komponenten C' € € mit deg(f,C) # 0.
Um dies einzusehen, wihle man eine stetige Fortsetzung f K — R" von f auf die
kompakte Menge K=KU Ucew C und beachte, dass die offene Uberdeckung Uces C
von f~1({0}) eine endliche Teiliiberdeckung hat und dass deg(f,C') = 0 gilt, falls 0 ¢ f(C).

Satz 1.2.2 (Satz von Hopf)
Seien f,g:S™ — S", n € N, stetig mit deg(f) = deg(g). Dann gilt f ~ g in C(S",S™).

Einen analytischen Beweis dieses Satzes findet man in [Zei86], Theorem 16.E.3

Sind # € R” und § > 0, und ist S}~ '(z) die J-Sphire um # im R, so folgt aus dem
Satz von Hopf leicht das folgende Korollar:

Korollar 1.2.3 Seien Z € R", § > 0 und n > 1, und seien f, g : Sgil(i“) — R? stetig mit
deg(f) = deg(g). Dann gilt f ~ g in C(Sy~'(z),RD).

Der Beweis dieses Korollars folgt aus dem Satz von Hopf durch Verschiebung und Ska-
lierung im Urbildbereich und aus der Tatsache, dass S"~! ein starker Deformationsretrakt
von R} ist, d.h. dass eine Homotopie H : R} x [0,1] — R} existiert mit H(-,0) = idgy,
H(R?, 1) =S und H(x,t) = z fiir alle x € S*~! und alle ¢ € [0, 1].

3 Akzeptiert man die Aquivalenz unterschiedlicher Definitionen des Abbildungsgrades, so findet man
Beweise des Satzes von Hopf auch in der in Fuinote 2 genannten Literatur.
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Fiir topologische Riume X, Y ist die Relation ~ auf C(X,Y") eine Aquivalenzrelation,
durch die C'(X,Y") in Homotopieklassen eingeteilt wird. Die Menge der Homotopieklassen
wird mit [X,Y] bezeichnet. Fiir eine stetige Funktion f : X — Y sei [f] die Homotopie-
klasse von f.

Satz 1.2.4 (Homotopie-Satz)
Sein > 2 und K CR™ kompakt. Dann ist die Abbildung

d:[K,R}] — @ Z, [f] = (deg(f,C))ces,
Cce?

wobei € die Menge der beschrinkten Zusammenhangskomponenten von R™\ K ist, eine
Bijektion. (Fiir € = 0 werde die direkte Summe als triviale Gruppe und d als die Nullab-
bildung gelesen.)

Der Beweis dieses Satzes nimmt den Rest dieses Paragraphen in Anspruch. Wir be-
ginnen mit dem klassischen Fall n = 2; der Fall n > 2 wird am Ende des Paragraphen

bewiesen.

Beweis: (von Satz 1.2.4 fiir n = 2) Sei K C C kompakt, € # () und sei pc € C ein
fester Punkt fiir jedes C' € €. Es ist wohlbekannt, dass man die Menge der Homotopie-
klassen [K, C,] identifizieren kann mit dem Quotienten C'(K,C,)/exp C(K) und dass die
Abbildung

@ Z— C(K,Cy)/expC(K), (nc)cew — H (z —pc)"®
Ce¥ Ce¥

einen Gruppenisomorphismus definiert ([Bur79], Corollary 4.30). Man iiberlegt sich leicht,
dass modulo der obigen Identifizierung die Abbildung d die Umkehrabbildung dieses Grup-
penisomorphismus ist. |

Im Folgenden geht es um den Beweis von Satz 1.2.4 fiir den Fall n > 2. Zuné&chst wird
eine spezielle Klasse von Funktionen untersucht. Dazu fassen wir R vermoge R — R™, ¢ —
(t,0) als Teilraum von R™ auf. Seien a = (ay,...,a,),b = (b1,...,b,) € R" mit a; < 0 < b;
fir i = 2,...,n und a1, ..., 2, tg, ..., t; € R (I € N) mit

to=a1, ti=0 und t,_1<x; <t fﬁrizl,...,l.

Wir benutzen die Notation [a,b] = [} [a;, b;]. Fiir i = 1,...,1 sei B; C R™ eine offene Ku-
gel mit Mittelpunkt x; und B; C R¢, wobei R; = [t;_1,t;] x [@/, V] mit a’ = (ag, ..., a,) und
V = (ba,....,b,) € R"!ist. Sei B = U§:1 B;. Die nachfolgende Abbildung veranschaulicht
den Definitionsbereich einer Funktion der speziellen Klasse.
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KAPITEL 1. Mehrdimensionale Indextheorie
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Proposition 1.2.5 Sei n > 2 und seien f,g : [a,b]\B — RI stetig mit deg(f,B;) =
deg(g, B;) firi=1,...,l. Dann ist f ~ g in C([a,b]\B,R}).

Um den Beweis von Proposition 1.2.5 fithren zu kénnen, miissen einige Vorbereitungen

getroffen werden. Wir bezeichnen mit I das Intervall [0, 1].

Proposition 1.2.6 (Homotopie-Erweiterungssatz)
Sei X ein metrischer Raum und sei Y ein normierter Raum. Seien A C X abgeschlossen
und V CY offen. Dann hat jede stetige Abbildung

h: (X x{0hH)UAxI)—-V
etne stetige Fortsetzung H : X X I — V.

Beweis: Nach einer Verallgemeinerung des klassischen Fortsetzungssatzes von Tietze
hat h eine stetige Fortsetzung hg : X x I — Y ([Dug66], Corollary VII.5.2). Dann ist
U = hy'(V) C X x I eine offene Umgebung von (X x {0}) U (A x I) und h = ho|y eine
stetige Fortsetzung von h auf U. Nach dem Lemma von Urysohn existiert eine stetige
Abbildung 0 : X x I — I mit 0|ax; =1, 0|(xxr)\v = 0. Dann ist die Funktion p: X — I,
p(z) = mingeg 0(x,t) stetig, und durch r : X x I — U, r(x,t) = (z, p(x)t) wird eine stetige
Funktion definiert mit r‘(Xx{O})U(AxI) = 1d(xx{o})u(axr)- Folglich ist H = hor : XxI —V
eine stetige Fortsetzung von h. |

Proposition 1.2.6 zeigt insbesondere, dass in der dort beschriebenen Situation jede
stetige Abbildung f : A — V, die homotop in C(A,V) zu einer stetigen Abbildung g :
A — V mit einer stetigen Fortsetzung G : X — V ist, selber eine Fortsetzung zu einer
stetigen Abbildung F': X — V hat.

Lemma 1.2.7 SeienY ein zusammenziehbarer Hausdorffraum, n > 2 und ¢ : Y XS — R}
stetig. Dann besitzt o eine stetige Fortsetzung ¢ : Y x D — R,

Beweis: Sei h :' Y x I — Y eine Homotopie mit h(y,0) = y und h(y,1) = g fiir alle
y€Y undein g € Y (Y ist zusammenziehbar).
Sei p : S — R} definiert durch p(&) = ¢(7,£). Wegen n > 2 ist die stetige Abbildung

po:S — St € % nullhomotop ([tomDO00], Satz II1.3.6). Dann existiert ein 7y €
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S"! und eine stetige Abbildung & : S x I — S$"~! mit l;:(f, 0) = po(§) und l;:(ﬁ, 1) = np fiir
alle £ € S. Wir definieren k : S x I — R durch k(£,t) = (1 — t)|p(&)] + t)k(&,1).
Die gesuchte Abbildung ¢ : Y x D — R” lisst sich wie folgt definieren:

o (hy,2 =202 ) 3<lal<1
Py, 2) = k (W1 —2\z|) 0< |z <3
o :2=0

Die Stetigkeit in allen Punkten (y,z) € ¥ x D mit |z| = § rechnet man leicht nach und
fiir die Stetigkeit in (y,0), y € Y, nutzt man die Kompaktheit von S aus. Fiir alle anderen
Stellen ist die Stetigkeit klar. |

Sei R =1 x I. Dann ist O0R = {(s,t) € I x I;t € {0,1} oder s € {0,1}}.

Korollar 1.2.8 SeienY ein zusammenziehbarer Hausdorffraum, n > 2 und ¢ : Y xOR —

R? stetig. Dann existiert eine stetige Fortsetzung ¢ : Y x R — R}.
Beweis: Sei ¢ : [-1,1] x [-1, 3] — D der Homdomorphismus

piop) = | 2mallsh IR (50) € (=53 %[5, 30,00}
’ 0  (s,4) = (0,0)

und sei @o 1 Y x S — R7? definiet durch ¢o(y,€) = ¢y, (€) + (3,1)). Dann besitzt
o nach Lemma 1.2.7 eine Fortsetzung @p : Y x D — R”. Sei ¢ : Y x R — R” definiert
durch ¢(y, (s,t)) = @o(y,¥((s,t) — (3,3))). Man rechnet leicht nach, dass ¢ eine stetige
Fortsetzung von ¢ ist. |

Lemma 1.2.9 Seien X ein Hausdorffraum, n > 2 und Wy, W1 abgeschlossene Teilmengen
von X mit WoUW; = X und Wy N Wy zusammenziehbar. Seien F,G : X — R} stetig mit
Flw, ~ Glw, in C(Wy,R}) wund Flw, ~Glw, in C(W,RY).

Dann ist F ~ G in C(X,R}).

Beweis: Seien H; : W;x[0,1] — RZ,i = 0,1, Homotopien, die F'|yy, und G|y, verbinden.
Seien A = W; x [0,1] und B = ((Wo N Wy) x I) U (W; x {0,1}) C A.
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Seien M; = (Wi x {0}) x I, My = (W) x .
(1)) x I, My = (Wo N W1) x I) x {0} und M = s
(WonWy) x I) x {1} und sei h auf M = M; U
Moy U M3 U My definiert durch

F(z), ((z,t),s) € My REING /M3
_ G(.T), (($7t)78) € M2
h((x,t),s) = Hy(e0). ((t).) € My My Ay, oy ) My Ay vy
Ho(x,t), (($7t)78) € My

Indem man Korollar 1.2.8 benutzt, sieht man, dass h eine Fortsetzung zu einer stetigen
Abbildung h; : B x I — R? besitzt. Nach Proposition 1.2.6 besitzt A dann eine steti-
ge Fortsetzung H : A x I — R}. Man beachte hierzu, dass H; : A — R? eine stetige
Fortsetzung der Abbildung B — R?, (x,t) — hy(x,t,0) ist. Sei H : W, x I — R»
definiert durch H(z,t) = H((z,t),1). Dann gilt H(z,0) = H((x,0),1) = F(z) und
H(z,1) = H((z,1),1) = G(z) fiir alle z € Wi, d.h. H ist eine Fly, und G|, ver-
bindende Homotopie. Fiir & € WoN\W; gilt H(z,t) = H((z,t),1) = Hy(z,t) fiir alle t € I.
Also lassen sich Hy und H zusammensetzen zu einer nullstellenfreien Homotopie von F
und G auf ganz X. [ |

Jetzt kann der als Proposition 1.2.5 formulierte Spezialfall des Homotopie-Satz bewie-
sen werden. Hierzu werden die Notationen, die zur Formulierung von Proposition 1.2.5
eingefiihrt wurden, beibehalten.

Beweis: (von Proposition 1.2.5) Sei R; = [ti—1,t;] x [@/,V] fiir ¢ = 1,...,]. Zunichst
wird flraB, ~ 9lr\B, In C(R\B;,RY) fiir i = 1,...,1 bewiesen. Sei hierzu i € {1,...,1}
fixiert. Wegen deg(f, B;) = deg(g, B;) gilt aufgrund des Satzes von Hopf (Korollar 1.2.3)
flas; ~ glap, in C(0B;,R}). Da 0B; ein starker Deformationsretrakt von R;\B; ist, folgt
hieraus flgap, ~ 9lri\p in C(R\B;,R?). Sei Qx = Ui, (R:\B;). Induktiv folgt, dass
flox ~ 9lo, in C(Qk,RY) fiir £ = 1,...,1: Der Induktionsanfang £ = 1 wurde soeben
bewiesen. Gilt die Aussage fiir ein k € {1,...,l — 1}, d.h. ist flg, ~ glg, in C(Qk,RY}),
so folgt die Aussage fiir k¥ + 1 aus Lemma 1.2.9 mit X = Qpy1, Wo = Qr und W) =
Ry 41\Bi+t1. Denn Wy N W7 = {tx} x [d/, V] ist zusammenziehbar. [ |

Das nachfolgende Lemma bereitet das Zuriickfithren von Satz 1.2.4 auf die spezielle
Situation von Proposition 1.2.5 vor. Eine Isotopie H : ) x I — Q) einer offenen Menge
Q2 C R"™ ist eine Homotopie mit der Eigenschaft, dass die Abbildungen H(-,t), t € I,
Diffeomorphismen sind. Sind f,g : @ — Q zwei Diffeomorphismen, so heiflen f und g¢
1sotop, wenn es eine f und g verbindende Isotopie gibt.

Proposition 1.2.10 (Isotopie-Satz)

Sei Q@ C R", n > 1, offen und zusammenhdingend, und seten Y1, ..., Yk, 21,.-- 2k € 2,
EeN, mity; #yj, 2 # z; firl <i,5 <k, i# j. Dann ezistiern ein Diffeomorphismus
h: Q — Q und eine kompakte Menge K C Q mit h(z) = x fir alle x € Q\K und h(y;) = 2
fiuri=1,...,k. Auflerdem kann h so gewdhlt werden, dass h und idg isotop sind.
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1.2. Der Abbildungsgrad

Beweise des Isotopie-Satzes findet man in [GP74], §3.6, und in [tomDO00], §VIIL.7.

Sei K C R" (n > 1) kompakt. Es bezeichne ¢ die Menge der beschrénkten Zusam-
menhangskomponenten von R™\K und Cy, die unbeschrinkte Komponente von R™\ K.
Sei R = [];",[ai,b;] ein kompakter Quader in R™ mit K CR. Setze Q —R. Dann ist

Q\K = J{C:iC €4} U(CnQ)

die Zerlegung von Q\K in seine Zusammenhangskomponenten.

Satz 1.2.11 Sei in jeder Komponente C' von Q\K ein Punkt pc € C fest gewdihlt. Ist
f: K — R} stetig, dann gibt es eine stetige Fortsetzung F': R — R™ von f so, dass

F71({0}) € {pc;C Komponente von Q\K}

etne endliche Teilmenge ist.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass es eine endliche Menge E C Q\ K gibt so, dass eine
stetige Fortsetzung fo : R\E — R von f existiert. Dazu setze 6 = min{|f(z)|;z € K}.
Wihle g € C*°(R",R"™) mit ||§— flloo,x < % und supp(g) C Q. Nach dem Lemma von Sard
gibt es einen regulédren Wert w € R" fiir ¢ mit |w| < g. Dann ist g = § — w € C*(R",R")
eine Funktion mit ||g — f|lco,x < ¢ und 0 als reguldrem Wert. Insbesondere ist die Menge

E=g'({0)NnRCQ\K
endlich. Vermége der Abbildung H : K x [ — R7,

H(z,t) = (1 -t)f(z) +tg(x)

ist f homotop zur Einschriankung von g : R\E — R} auf K. Nach dem Homotopie-
Erweiterungssatz (Proposition 1.2.6) hat auch f eine stetige Fortsetzung fo : R\F — RZ.

Ohne Einschrinkung sei E' # (). Dann existieren hochstens endlich viele Komponenten
Ci,...,Crvon Q\K mit ENC; # 0 fiiri = 1, ..., 1. Sei zur Abkiirzung p; = p¢, firi =1, ..., 1.
Man wihle zu den Punkten p; offene Kugeln B; mit Mittelpunkt p; und B; C C; fiir
i=1,..,1

Fir ¢ =1,...,1 selen x;1,...,x;;, (i € N) die paarweise verschiedenen Punkte in £ N
C; und seien y; 2, ....,1;;, paarweise verschiedene Punkte in B;. Aufgrund des Isotopie-
Satzes existieren Diffeomorphismen h; : C; — C; mit hi(y; ;) = x;; fir ¢ = 1,...,1 und
j = 2,...,1;, die jeweils auflerhalb einer kompakten Menge identisch abbilden. Setzt man
E=U_ {1, yis,} und

Jr R\E R { fo(hi(z)), falls x € C; N E° fiir ein i € {1,...,1}
0: — Ry,

fo(x), falls x € R\ Ué-:l C; ’

o ist fo eine stetige Fortsetzung von f.
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KAPITEL 1. Mehrdimensionale Indextheorie

Ist 7; : B;\{p;} — OB; die Projektion des Punktes z € B;\{p;} auf den Rand von B;
langs x — p;, so kann man die gesuchte Funktion wie folgt definieren:

fo(), falls = € R\U._, B:
F:R—R" z~— %ﬁ)(m(w», falls z € B;\{p;} fiir ein ¢ € {1,...,1}
0, falls x = p; fiir ein ¢ € {1,...,1}.

In der Situation von Satz 1.2.11 kann man erreichen, dass sogar
F71({0}) € {pc; C € ¢}

gilt. Um dies zu sehen, wihle man einen grofleren Quader

n
Ry =]lei,di] > R (ci < aib; < d; fiir i =1,...,n)
=1

und einen Punkt p € Ry \R. Dann ist p € R; NC. Indem man Satz 1.2.11 auf R; statt R
anwendet, erhélt man eine stetige Fortsetzung F} : Ry — R" von f so, dass

F'({0}) € {pe; C € €3 U {p}.
Dann hat die Einschrinkung F' = Fi|p die gewiinschten Eigenschaften.

Beweis: (von Satz 1.2.4 fiir n > 2; der Fall n = 2 wurde bereits bewiesen) Sei n > 3. Ist
¢ = 0, so zeigt die Bemerkung nach Satz 1.2.11, dass jede stetige Funktion f: K — R?
eine stetige Fortsetzung F' : R — RY hat. Da R zusammenziehbar ist, ist [R,R}] und
damit auch [K,R?] in diesem Fall trivial (d.h. eine Einpunktmenge).

Sei also € # 0. Wir zeigen zuniichst die Injektivitéit von d. Seien f,g : K — R7
stetig mit deg(f,C) = deg(g,C) fiir alle C € €. Der Beweis von Satz 1.2.11 und die
anschlieflende Bemerkung zeigen, dass C1,...,C; € € (I € N), z; € C; fir i = 1,...,1 und
stetige Fortsetzungen F,G : R — R” von f und g existieren so, dass

F7H({0}) = G71({0}) = {1,y ).

Um die Bezeichnungen zu vereinfachen, nehmen wir an, dass R als Wiirfel R =[]} ;[—a, d]
gewdhlt wurde, a > 0. Fixiere eine Teilung —a =ty < t; < --- < t; = a sowie reelle Zahlen

b1, -, D1 mit
ti—1 < p; <t i=1,..,1L

Wir diirfen annehmen, dass z; = (p;,0) fiir i = 1,..., ist. Sonst withle man einen C*-
Diffeomorphismus h : R” — R™ mit A(R) = R und h(p;,0) = x; fir i = 1,...,1. Die
Funktionen foh,goh : h~'(K) — R” sind stetig und haben die stetigen Fortsetzungen
Foh,Goh:R— R" mit

{x e "Y(K); Foh(z)=0}U{z € " (K);G oh(z) = 0} = {(p1,0), ... (p1,0)}.

20



1.2. Der Abbildungsgrad

Die beschrinkten Komponenten von R™\h~!(K) sind genau die Mengen h=(C), C € ¥.
Nach Teil (e) von Proposition 1.2.1 gilt

d(f o h,h=1(C),0) = deg(f, C)sgn J;, = deg(g, C) sgn Jy, = d(g o h, h~(C),0)

fiir alle C' € . Ist die Behauptung im Spezialfall x; = (p;,0) (1 < i < l) bewiesen, so
folgt, dass foh : h™}(K) — R? und goh : h~1(K) — R” homotop sind in C(h~}(K),R?)
vermoge einer Homotopie H: h=1(K) x I — R?. Aber dann sind f,g: K — R? homotop
vermoge der Homotopie

H:KxI—R" H(zt)=HMh Y(z),t).

Sei also x; = (p;,0) fiir i = 1,...,1. Setze R; = [ti—1,t;] X [[5]—a,a], i = 1,...,1, und wihle
offene Kugeln B; C R"™ mit Mittelpunkten z; und B; C RNy, i =1,...,1. Dann gilt fiir
i=1,..,1

deg(F, B;) = deg(F, C;) = deg(f, C;) = deg(g, C;) = deg(G, C;) = deg(G, B;).

Hierbei folgt die erste und die letzte Identitét aus Teil (d) von Proposition 1.2.1. Nach
Proposition 1.2.5 sind F|p g und G|p\ p homotop in C'(R\B,RY), wobei B = Uﬁ:l B;.
Wegen K C R\B sind dann auch f und g homotop in C'(K,R?).

Zum Beweis der Surjektivitit seien ny,...,n; € Z\{0} und Ci,...,C; € € (paarweise
verschieden) gegeben. Fixiere Punkte z; € C;, i = 1, ...,1. Wihle einen Wiirfel R C R™ und
reelle Zahlen py, ..., p; genau wie im Injektivitdtsbeweis. Wir suchen eine stetige Funktion
f: K — R} mit

deg(f,C;) =mn; firi=1,...,1, deg(f,C)=0 fiir C € €\{C4,...,Ci}.

Wie im Injektivitdtsbeweis kann man die Behauptung reduzieren auf den Fall z; = (p;,0),
i =1,..,1. Wihle r > 0 so, dass K,(p;,0) x F?J(O) C C;, 1 =1,...,1, wobei links die
abgeschlossenen Kugeln mit Radius 7 um (p;,0) in R? = C bzw. um 0 in R"~2 gemeint
sind. Sei die Funktion F : C x R*"2 — C x R"~2 definiert durch

l
F(zyy) = | [[G=p)".y |
j=1
hierbei sei definitionsgemifl 2™ = zI™! fiir 2 € C und m € Z mit m < 0. Es gilt F~1({0}) =
{z1,...,x1}. Also gilt fiir f = F|x zunéchst, dass deg(f,C) =0 fiir C € €\{C1,...,C;} ist.
Indem man die Reduktionsformel fiir den Abbildungsgrad benutzt ([Dei74], §8.I1V) erhilt
man auch, dass

l

deg(f: Cz) = d(F7 KT(pi7O) X K;Z_Q(O)7O) =d H(Z _pj)nj7KT(pi70)70 =Ny
j=1

fitr i = 1, ..., 1 gilt. ]
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1.3 Eine Indexformel

Besitzt ein wesentlich vertauschendes Tupel T' = (11,...,7,) € L(E)", E Banachraum,
einen stetigen wesentlichen Kalkiil ®7 : C(0c(T)) — C(E), so wird im Folgenden zur
Abkiirzung g(T) = ®k(g) € C(E)F fiir alle g € C(0e.(T))* geschrieben (k € N). Fiir
jede stetige Funktion f € C(o,.(T)) wihlen wir einen Operator f(T) € L(E) mit f(T) +
K(E) = f(T) und setzen §(T) = (G1(T), ..., gi(T)) fiir g = (g1, .-, gr) € C(0eo(T))*. Ist T
ein wesentlich vertauschendes Operatortupel und ist C' eine Zusammenhangskomponente
von C™\o¢(T'), so setzen wir indc 7' = ind(z — T') fiir ein beliebiges z € C' (Proposition
1.1.3). Die Indexformel, die in diesem Paragraphen bewiesen werden soll, lautet:

Satz 1.3.1 Sein > 1 und sei T = (T1,...,T,,) € L(E)" ein wesentlich vertauschendes
Tupel, das einen stetigen wesentlichen Kalkil besitzt. Seien g : 0. .(T) — C™ eine stetige
Funktion und w & g(oe,c(T)). Dann ist w — §(T') ein wesentliches Fredholm-Tupel und es
gilt

ind(w — §(T)) = > _ deg(g, C,w) indo(T),

wobei sich die Summe tber alle beschrinkten Zusammenhangskomponenten von C™"\o (1)

erstreckt.

Man beachte, dass in der obigen Summe nur endlich viele Summanden von Null ver-

schieden sind (Begriindung auf Seite 14).

Der Beweis wird durch drei Teilaussagen vorbereitet. Zuvor wird fiir eine Homotopie
H: X x[0,1] =Y (X,Y topologische Rédume) vereinbart, die Abbildungen H(-,t), t €
[0,1], in der kiirzeren Form H; : X — Y zu schreiben, d.h. H; : X — Y ist definiert durch
Hi(z) = H(z,t) fur alle x € X. Mit || - || nax Wir die Maximumsnorm auf L(E)™ bezeichnet.

Bis zum Ende dieses Paragraphen sei T € L(E)" ein Tupel, das einen stetigen wesent-
lichen Kalkiil @7 : C(0¢(T)) — C(E) besitzt. Mit ¢ wird die Menge der beschrénkten
Zusammenhangskomponenten von C™\o¢ .(T') bezeichnet.

Der folgende spektrale Abbildungssatz wird benttigt:
Lemma 1.3.2 Fiir alle g € C(0..(T))*, k €N, gilt 0¢.(§(T)) = g(0c.(T)).

Der Beweis folgt mit unseren Definitionen direkt aus den am Ende von §0.3 formulierten
spektralen Abbildungsséitzen:

Ue,c(g(T)) = UC(E)((I)IIC“(Q)) = g(Ue,c(T))'

Lemma 1.3.3 Sei H : 0. .(T)x[0,1] — C" eine Homotopie. Dann gilt: Ist ¢ : [0,1] — C"
ein stetiger Weg mit o(t) & Hi(oeo(T)) fiir allet € [0,1], und ist Dy die Zusammenhangs-
komponente von (t) in C"\Hi(oe (1)), so gilt

indp, Ho(T) = indp, Hy(T) fiir alle t € [0,1].
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Beweis: Wegen Hy(0eo(T)) = oeo(Hy(T)) fiir alle t € [0,1] (Lemma 1.3.2) gilt fiir
alle t € [0,1] die Gleichheit indp, Hy(T) = ind(p(t) — Hy(T)). Fiir alle t € [0,1] sei
d; > 0 so gewéhlt, dass fiir alle wesentlich vertauschenden Tupel S € L(E)" gilt: Ist
1S = (@(t) = Hy(T))|lmax < 6, 50 ist S ein wesentliches Fredholm-Tupel und es gilt ind S =

ind(p(t) — Hy(T)) (Proposition 1.1.2(c)). Aufgrund der Stetigkeit von ¢ und H existiert

fiir jedes t € [0,1] ein offenes Intervall I, C [0,1] mit ¢ € I und |p(s) — ¢(t)| < %,

|Hs — Ht|loo < % fiir alle s € I, wobei c¢ fiir die Norm des wesentlichen Kalkiils von T'
steht. Sei ¢ € [0,1] fest. Fiir s € I, gibt es ein Tupel A € L(E)" mit A + K(E) = Hy(T)
und || A — Hy(T)|Jmax < & Damit ist

1(o(s) = A) = () = Hi(T))llmax < 61

woraus sich

ind(p(s) — H,(T)) = ind(p(s) — A) = ind(io(t) — H(T))

ergibt. Die Intervalle Iy, t € [0, 1], iiberdecken [0,1]. Sei Iy, ..., Iy, , k € Ny, eine endliche
Teiliiberdeckung mit tg = 0, ty =1 und Iy, , N I;; # 0 fiir i = 1,..., k. Dann gilt

ind(@(t;_1) — Hy, (T)) = ind(p(t;) — Hy,(T)) fiir alle i =1,....k
und folglich fiir alle ¢ € [0, 1]

indp, Ho(T) = ind((0) — Ho(T)) = ind((t) — Hy(T)) = indp, Hy(T).

Lemma 1.3.4 Sei f = (f1,..., fn) € C(0co(T))" nullstellenfrei und sei g = (f1, f2, s fn)-
Dann gilt
ind §(T) = —ind f(T).

Beweis: Wihle Operatoren A, B, Ag, ..., A, € L(E) mit A+ K(E) = ®¢(f1), B +
K(E) = ®&7(f,) und A; + K(E) = ®&7(f;) fiir i = 2,...,n. Nach Proposition 1.1.2(d) gilt

ind(AB, Ay, ..., A,) = ind(A, Ay, ..., A,) + ind(B, Ay, ..., A,) = ind f(T') + ind §(T).
Der spektrale Abbildungssatz fiir 7 impliziert, dass

Oec(AB, Ag, ... Ap) = (11117 fas ooy f) (0ee(T)) CR X C x --- x C

gilt. Da der Index nach Proposition 1.1.3 lokal konstant ist und im Unendlichen verschwin-
det, folgt hieraus, dass ind(AB, Ao, ..., A;,) = 0 ist. Damit ist die Behauptung gezeigt. B

Im nachfolgenden Lemma wird die Indexformel in einem Spezialfall bewiesen.
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Lemma 1.3.5 Seien C1,..,Cy € € paarweise verschieden. Seien reelle Zahlen \q, ..., Ak
gegeben mit (A;,0,...,0) € C; fir j = 1,..,k und seien ny,...,n € Z. Die Funktion
p:ec(T) — C" sei definiert durch

k
p(Zl, ,Zn) = H()\J — Zl)nj,ZQ, ey R s
7j=1

wobei wir firm € Z, m < 0, und z € C die Schreibweise z™ = ZI™l benutzen. Dann ist

p(T) ein wesentliches Fredholm-Tupel und es gilt
ind p(T Z njindg; T.

Beweis: Fir j = 1,...,k sei Aj € L(E) ein Operator mit
Aj+ K(E) = &7 (A — 21)%®""™).

Als Anwendung von Proposition 1.1.2(d) und Lemma 1.3.4 folgt die Behauptung:
k
indp(T) = ind H ALy, LT,

k k
= Z In;|ind(A;, T, ..., Ty) = an indc; (T

Proposition 1.3.6 Sei g : 0. .(T) — C} eine stetige Funktion und seien Cy,...,C; € €
paarweise verschieden so, dass deg(g,C) = 0 fir alle C € €\{C,...,C;} und so, dass
reelle Zahlen \; mit (X;,0,...,0) € Cj, j =1,...,1, existieren. Dann gilt:

ind g(T Z deg(g, C;) indg; (T). (1.3)

Beweis: Fir j = 1,...,k sei n; = deg(g,C}). Sei p: 0¢(T') — C™ definiert durch

l
P(21y ey 2) = H(/\j —21)", 22, sy Zn (z7™ =Z"fiir z € C, m € N).
j=1

Dann sind ¢ und p nullstellenfrei mit deg(p,C) = deg(g,C) fiir alle C € ¥, p und g
erfiillen also die Voraussetzungen des Homotopie-Satzes 1.2.4. Folglich kénnen p und ¢
durch eine nullstellenfreie Homotopie verbunden werden. Wegen Lemma 1.3.5 geniigt es,
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ind §(T') = indp(T) zu zeigen; dies aber gilt nach Lemma 1.3.3, wenn man fiir den dort
verlangten stetigen Weg ¢ : [0, 1] — C™ die Abbildung ¢(t) = 0 fiir alle ¢ € [0, 1] wihlt. B

Beweis: (von Satz 1.3.1) Ersetzt man g durch w — g(-), so ist klar, dass man ohne
Einschriankung w = 0 und damit g nullstellenfrei annehmen kann. Es ist dann

ind §(T) =) _ deg(g, C) indc(T) (1.4)

Zu zeigen.

Ist € = (), so lisst sich die Abbildung g nach Satz 1.2.4 durch eine nullstellenfreie
Homotopie mit der konstanten Abbildung 1 € C(o¢ (1)) verbinden. Nach Lemma 1.3.3
sind in diesem Fall beide Seiten der zu beweisenden Indexformel gleich null.

Seien C1,...,C; € € so, dass deg(g,C) = 0 fiir alle C' € €\{C,...,C;}. Wihle a > 0
mit o (T) C Q := [[{(—a,a). Seien z1,...,2; € C" mit ; € C; fiir ¢ = 1,...,1 und
seien Aq, ..., \; paarweise verschiedene Punkte in R mit y; = (\;,0,...,0) € Q. Aufgrund
des Isotopie-Satzes 1.2.10 existiert ein Diffeomorphismus A : @ — Q mit h(y;) = x; fir
i =1,...,1, der identisch auflerhalb einer kompakten Menge in 2 abbildet und der isotop
zur Identitét ist, d.h. es existiert eine Isotopie H : £ x [0,1] — € mit H(-,0) = idg und
H(-,1) = h so, dass fiir alle ¢t € [0,1] die Abbildung H; : Q@ — Q ein Diffeomorphismus ist.
Ist ¢; : [0,1] — C" fiiri € {1, ..., 1} definiert durch ¢;(t) = H¢(x;), so ist @;(t) & Hi(oe(T))
fiir alle ¢ € [0,1] und Lemma 1.3.3 zeigt, dass indg, T' = indy,c,) h(T) ist.* Ebenso zeigt
Proposition 1.2.1(e), dass deg(g, C;) = deg(goh™!, h(C;)) fiir i = 1, ..., 1 gilt; man beachte,
dass sgn J, = 1 ist. Deshalb gilt

l l
D> deg(g, Ci) inde, (T) =y _deg(g o h™, h(C)) indc,) M(T).
i=1 i=1
Durch ¥ : C(h(0cc(T))) — C(E), f — @r(f o (hls, (1)) Wird ein stetiger wesentlicher

Kalkiil fiir das Tupel h(T') definiert. Indem man Proposition 1.3.6 auf das Tupel A(T') statt
T und die Funktion g o h™1 : h(oeo(T)) — C" statt g anwendet, erhiilt man

l
indg(T) = Y deg(goh " h(Cy))indyc, (W(T))
=1

!
= Z deg(g, C;) ind¢, (T).
i=1

Damit ist der Beweis von Satz 1.3.1 abgeschlossen. |

J—

*W(T) = hlg,..cr)(T)

25



KAPITEL 1. Mehrdimensionale Indextheorie

26



Kapitel 2

Analytisch parametrisierte

Komplexe

2.1 Prialiminarien

Definitionen

Fiir eine komplexe Mannigfaltigkeit! € ist der Fréchetraum ¢(2) der komplexwertigen ho-
lomorphen Funktionen auf Q bekanntlich nuklear und insbesondere reflexiv (vgl. [EP96],
§4.1). Fiir einen Banachraum F gilt 0(Q)®FE = 0(Q, E), wobei & fiir das vollstindige
projektive Tensorprodukt steht und &'(Q2, E') der Fréchetraum der holomorphen Abbildun-
gen mit Werten in F ist (vgl. Anhang A.1). Diese Identifikation wird im Folgenden frei
benutzt.

Die Randabbildungen 5§_T, p € Z, der Koszul-Komplexe K*®(z — T, E), z € C", eines
vertauschenden Operatortupels T' definieren vermoge C* — L(AP(s, E), AP*L(s, E)), z —
84(z) = 6¥_, holomorphe Abbildungen. Der Koszul-Komplex K*(T, E) von T ist deshalb
unter diesem Gesichtspunkt ein Beispiel eines endlichen, {iber C" analytisch parametri-
sierten Komplexes. Im Allgemeinen versteht man unter einem iiber einer komplexen Man-
nigfaltigkeit Q analytisch parametrisierten Banachraum-Komplex (E®,a®) = (EP,oP)pez
eine Folge von Banachriumen EP und holomorphen Abbildungen o : Q — L(EP, EPT1)
mit aPT1(2)aP(z) = 0 fiir alle z €  und alle p € Z. Die Komplexe

PHI(z)

(B*a%(2) - — P X pren B pee2 (@), (2.1)

implizieren fiir jede offene Menge U C () einen Fréchetraum-Komplex

p+1

Olp (0%
(ﬁ(Ua E.)7az]) T ﬁ(Ua Ep) —= ﬁ(U7 E'p-l—l) = ﬁ(U7 E'p+2) o
wobei of; : O(U, EP) — O(U, EP*!) fiir p € Z definiert ist durch

(o, f)(z) = aP(2)f(z) fiir alle z € U.

! In dieser Arbeit wird unter einer komplexen Mannigfaltigkeit stets eine metrisierbare und separable
komplexe Mannigfaltigkeit verstanden.
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Figenschaften dieses Fréchetraum-Komplexes lassen manchmal Riickschliisse auf Eigen-
schaften des Komplexes (E®,«®) zu, und falls es sich bei letzterem um den analytisch
parametrisierten Koszul-Komplex K*(z — T, F) eines vertauschenden Tupels T' € L(E)"
handelt, sogar auf Eigenschaften von 7T'. Im Vorwort haben wir hierfiir ein Beispiel ange-
geben.

Fir p € Z und z € Q sei

HP(E®,a*(2)) = ker of(2)/im o1 (2).
Wir definieren

o(E*,a®) ={z€Q:(E® a®(z)) ist exakt},
0c(E®,a®) = {z € o(E®,a®);ker a”(z) ist komplementiert in E? fiir alle p € Z},
0e(E* a®) ={z € Q:dim HP(E®*,a*(2)) < oo fiir alle p € Z},

Oec(E®,a®) = {z € p.(E®,a®) : ker o (z) ist komplementiert in E? fiir alle p € Z},
sowie o(E®,a®) = Q\o(E*,a®), 0.(E® a®) = Q\o.(E®, a®), 0.(E® a®) = Q\p.(E®, a®)
und o (E®,a®) = Q\ge(E®, o). Fiir den iiber C" analytisch parametrisierten Koszul-
Komplex eines vertauschenden Tupels T' € L(FE)" (E Banachraum) gilt

o(T) = o(A*(s, E), %) und oo(T) = 0e(A*(s, E), 03).

Entsprechend ist das Split-Spektrum und das wesentliche Split-Spektrum eines vertau-
schenden Tupels T' € L(E)™ gegeben durch

0o(T) = 0.(A*(s,E),07) und o0¢c(T) = 0cc(A*(s, E), 7).

Kategorien

Die Kategorie %q

Fiir eine komplexe Mannigfaltigkeit {2 sei
B

die Kategorie der (komplexen) Banachriume, deren Morphismen holomorphe Abbildun-
gen auf ) mit Werten in den stetigen Operatoren zwischen solchen Banachrdumen sind.
D.h. sind E, F zwei Banachrédume, so ist ein Morphismus zwischen E und F ein Element
in 0(Q, L(E, F)). Die Hintereinanderausfithrung zweier Morphismen a € 0(Q, L(E, F))
und g € 0(Q, L(F,G)) (E, F,G Banachrdume) ist der Morphismus fa € 0(Q), L(E, G)),
der kanonisch definiert ist durch

(Ba)(z) = B(2)a(z), =€
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Die Kategorie d%q

Ein Komplex aus Objekten und Morphismen in Hq ist eine Folge (EP,oP),cz von Ba-
nachriumen EP und Morphismen of € &(, L(EP, EP*1)) mit aPa?~! = 0 fiir alle p € Z.
Die Notation (E*®,«®) fiir einen solchen Komplex wurde bereits in §2.1 eingefiihrt. Die
Morphismen o, p € Z, heilen Randabbildungen des Komplexes. Sind (E®, a®) und (F*, 3°)
zwei solche Komplexe, so ist ein Morphismus zwischen diesen beiden Komplexen definiert
als eine Familie (f?),cz von Morphismen in %q derart, dass das folgende Diagramm kom-
mutativ ist:

pP— P
1Y Y Pl 5.

lfp—l lfp lfp-&-l
pr=t BP

—> Pl — > [P — pFl — -

d.h.esist fP € 0(Q, L(EP, FP)) und P fP = fP+LlaP fiir alle p € Z. Ein solcher Morphismus
wird f®: (E®, a®) — (F*,[3*) geschrieben. Die Hintereinanderausfiihrung zweier Morphis-
men ist kanonisch erkldrt. Wir schreiben idg auch fir den durch idg(z) = idg (2 € Q)
definierten Morphismus und bezeichnen mit id® : (E°®,a®) — (E°®,«®) den Morphismus
mit idP = id gy fiir alle p € Z.

Ein Komplex (E*®, a®) der beschriebenen Art heifit endlich, wenn EP = {0} fur fast alle
p € Z gilt. Fiir endliche Komplexe kann man nach eventueller Indexverschiebung anneh-
men, dass EP = {0} fiir alle p < 0 und p > [ mit einer geeignet gewé#hlten natiirlichen Zahl
[ gilt. Dies werden wir iiblicherweise auch tun. Um die Beschreibung dieses Sachverhaltes
zu verkiirzen, nennen wir einen solchen Komplex kurz [-Komplez.

Die endlichen Komplexe (E®,a®) aus Objekten in B und ihre Morphismen bilden
eine Kategorie

dﬂﬂa

deren Objekte endliche, tiber ) analytisch parametrisierte Banachraum-Kompleze genannt
werden.
Ein Komplex (E®, a®) in d%q heifit ezakt an der Stelle z € Q, wenn der Komplex

o o . p—1 ol (2)
(E*,a%(2):--— F —

gr ) gt (2.2)
als Komplex linearer Abbildungen exakt ist, d.h. wenn ker a”(z) = im a?~1(2) gilt. Der
Komplex (E®,a®) heiit exakt, wenn er an jeder Stelle z € Q exakt ist. Ein Komplex
(E*®,a®) in d%q heift split-ezakt, wenn es eine Familie (eP),ez mit e € 0(Q, L(EP, EP71))
und

idgr = aP71eP 4+ PP

fir alle p € Z gibt. Die Familie ¢* = (e”),ez wird in diesem Fall splittende Familie fiir
(E*,a®) genannt. Split-Exaktheit impliziert Exaktheit, und ist £* eine splittende Familie
fir (E*,a®), so ist fiir alle p € Z und z € Q die Abbildung eP*1(2)aP(z) eine stetige
Projektion auf einen Komplementirraum EY von ker o?(z) in EP, d.h. EP = ker o?(z)® EY
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mit einem abgeschlossenen Teilraum EY von EP. Insbesondere ist ker o?(z) fiir alle p € Z
und z €  in diesem Fall komplementiert.

Ist f*: (E*,a®) — (F*,[*) ein Morphismus in d%q, so ist der Abbildungskegel von f*
der Komplex (C*,d®) in d%Bq mit

CP=FP '@ EP und dP(2) = ( ﬁpg(z) (_1):(]0];(2) > fiir alle z € Q, p € Z.
aP(z

Fiir den Abbildungskegel schreiben wir C(f*®) bzw. (C(f*),d*®), falls es auf eine Bezeich-
nung der Randabbildungen ankommt.

Zwei Morphismen f®, ¢° : (E®,a®) — (F*,3*) heiBen homotop, wenn es eine Familie
(hP)pez mit WP € O(Q, L(EP, FP~1)) und

fp _ gp — ﬁpflhp + thrlap

fr alle p € Z gibt. Dieser Sachverhalt wird durch f® ~ ¢°®* ausgedriickt. Die Fami-
lie (h?)pez heifit eine Homotopie zwischen (E°®, o®) und (F'*,3*). Ein Morphismus f* :
(E*,a®) — (F*,3°) wird eine Homotopieiquivalenz genannt, wenn es einen Morphismus
g« (F*, %) — (E® a®) gibt derart, dass g°f* ~ id{p.

Morphismus ¢g*® heif3t in diesem Fall eine Homotopieinverse von f°.

) und f.g. ~ leF.,,@.) gl].t Der

L]
4

Die eingefiihrten Begriffe stammen aus der Theorie der Modul-Komplexe. Im Anhang
A.3 wird hierauf kurz eingegangen und ein in diesem Zusammenhang technisches Lemma
bewiesen, das spiter benotigt wird.

Die Kategorie %

Bezeichnet % die Kategorie der Fréchetrdume mit ihren stetigen Operatoren, so lésst
sich ein Funktor

Fo: %o — F

definieren durch Fo(E) = 0(Q, E) und Fo(a) = aq, wobei E ein Banachraum ist und die
Abbildung aq definiert ist durch

ag: O(LE) = 0(Q,F),  [aa(f)l(z) = a(2)f(2).

Die i.Allg. nicht volle Unterkategorie
Zq

von % ist definiert als das Bild von % unter dem Funktor Fg,.
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Die Kategorie d-Zq

Sei d.# die Kategorie der Fréchetraum-Komplexe, d.h. der Folgen (F?, 5P),cz mit Fréchet-
rdumen FP und stetigen Operatoren 8P : FP — FP+L mit gP3P~1 = 0 fiir alle p € Z. Der
Funktor Fq induziert einen Funktor dFq : dBq — d.% durch

(E®,a*) = (Fa(E®), Fo(a®)) = (0(Q, E%),ag) und  f* — Fo(f*) = [3,

wobei (0(€2, E®), agy) fir den Komplex

aP
o= O(Q,EP) =% 0(Q,EPT) — .. (2.3)

steht. Die Kategorie
dZq

ist definiert als das Bild von d%q unter dFq. Ein Komplex (0(§2, E*®), o)) in d%q heifit
exakt, wenn er als Komplex in der abelschen Kategorie der Vektorrdume und ihrer linearen
Abbildungen exakt ist. Er heifit split-exakt, wenn der zugehorge Komplex (E®, a®) in d%Bq
split-exakt ist.

Man beachte, dass aus der Exaktheit eines Komplexes (E*®, a®) in d%q i.Allg. nicht die
Exaktheit von (0(Q, E®), ag,) in d-%q folgt. Ist Q jedoch eine Steinsche Mannigfaltigkeit, so
besteht sehr wohl Aquivalenz (vgl. Anhang A.1 und die Vorbemerkung zu Corollary 2.1.9
in [EP96]). Ebenfalls bemerkenswert ist, dass aus der Exaktheit eines Komplexes (E®, a®)
an einer Stelle 29 € Q lokal die Exaktheit von (0(Q2, E®), o)) folgt, d.h. es existiert eine
offene Umgebung U C Q von 2z so, dass (0(U, E®),aj;) exakt ist (vgl. [EP96], Theorem
2.1.8 und Lemma 2.2.8 dieser Arbeit).

Ein Komplex (0(Q, E®), ap,) in d-Fq ist split-exakt, wenn eine Familie €®* = (eP),ez
mit e? € 0(Q, L(EP, EP~1)) und

idﬁ(QEp) = Oég_lég + Eg’—lag
fiir alle p € Z existiert.

Der Abbildungskegel eines Morphismus f§ : (0(2, E*®),ag) — (O(Q, F*),33) in dFq,
C(f3), ist der Komplex (C*,d®) bestehend aus Fréchetrdumen C? und Operatoren dP €
L(CP,CP*1) mit
go (=1rfh

p

CP =00, FPF Yo oQ,EP), d= (
0 aq

) fir alle p € Z.
Wegen 0(Q,E) & O, F) = 0(Q,E & F) fiir Banachrdume E und F' (vgl. Anhang A.1
und [Ko6t83b], §41.6(7)), kann man C(f3) als ein Objekt in d.Zq auffassen. Mit dieser
Identifizierung rechnet man leicht C(f8) = dFq(C(f*®)) nach.

Zwei Morphismen f3, g8 : (O(Q, E®), o) — (O, F*), 58) heilen homotop, wenn es
eine Familie (hP),ez mit AP € O(Q, L(EP, FP~1)) und

-1 +1
=y = O+ 1o
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fiir alle p € Z gibt. Aus f* ~ g* folgt f3 ~ g Die Begriffe der Homotopiedquivalenz und
der Homotopieinverse sind analog zur Situation in d%q definiert.

Soweit zu dem Teil der Begriffe, die zum Verstdndnis von §2.2 und §2.5 notwendig
sind. Die nachfolgenden Begriffe werden in §2.3 und §2.4 benétigt. Dort geht es um eine
Dualitatstheorie endlicher, analytisch parametrisierter Banachraum-Komplexe.

Fiir einen lokalkonvexen Raum E steht E’ fiir den topologischen Dualraum von E.
Wird stillschweigend von einer Topologie auf E' ausgegangen, so ist stets die starke To-
pologie 3 gemeint, E' = Ej, die im Falle eines Banachraumes £ mit der Operatornorm-
topologie iibereinstimmt. Eine weitere Topologie, die auf E’ eine Rolle spielen wird, ist
die w*-Topologie, d.h. die schwache Topologie von E’ bzgl. des Dualsystems (E, E’). Soll
E’ mit dieser Topologie versehen sein, wird E! . geschrieben. Man beachte, dass im Fall
von Banachriumen E, F' die Menge der w*-w*-stetigen Abbildungen zwischen E’ und F’
ein abgeschlossener Teilraum von L(E’, F') ist; dieser wird mit £(E’, F’) bezeichnet. Ge-
legentlich wird ein lokalkonvexer Raum E mit seiner schwachen Topologie bzgl. (E, E’)
versehen; soll dies der Fall sein, wird F,, geschrieben. Ist E ein lokalkonvexer Raum und
M C FE ein linearer Teilraum, so wird i.Allg. M mit der Relativ- und E/M mit der Quo-
tiententopologie versehen. Ist M ein linearer Teilraum von E’, so meint eine Bezeichnung
wie E! ./M den algebraischen Quotienten E’/M, der mit der Quotientopologie bzgl. E!, .

versehen ist.

Ist E' der (topologische) Dualraum eines Banachraumes F, so lidsst sich (Q, E') via
(O(Q)QE) 2 0(Q)'®FE = 0(0)QFE = 0(Q, E')

als Dualraum eines lokalkonvexen Raumes auffassen (sieche Anhang A.1) und (neben der

iiblichen Fréchetraumtopologie) mit der w*-Topologie bzgl. (F(Q)'®E, O(Q)SE"), (p ®

z, f ® u) = p(f)u(x) versehen. Diese Topologie ist gemeint, wenn von der w*-Topologie

auf 0(Q, E') die Rede sein wird.

Die Kategorie B,

Ist E ein dualer Banachraum, d.h. existiert ein Banachraum E so, dass E' und E als
normierte Rdume isomorph sind, so kann FE mit der w*-Topologie aus der kanonischen
Dualitéit (F, E) versehen werden. Zwischen zwei dualen Banachriumen E und F in %q
macht es Sinn, die Menge @(Q, L(E, F')) der Morphismen zwischen E und F zu ersetzen
durch ¢(Q, L(E, F)). Man gelangt auf diese Art und Weise zu einer Unterkategorie von
HBq, die mit

s

bezeichnet wird, und die fiir eine Theorie endlicher, analytisch parametrisierter Komplexe
dualer Banachrdume geeignet ist.
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Die Kategorie d B

Die Kategorie B gibt Anlass zu einer Unterkategorie
d%q
von d%q: Die Objekte sind endliche Komplexe
o ~eo ~o1 &PTL ~) AP~ +1
(E 7a ) : e — Ep R — Ep _ Ep —_—> e e

bestehend aus dualen Banachriumen EP und Abbildung &? € €(Q, L(EP, EPT)). Die
Morphismen f* : (E®,a*) — (F*, (%) haben f? € €(Q,L(EP,FP)) fiir alle p € Z zu
erfiillen.

Ein Komplex (E*,a°) in d%q heiBt ezakt, wenn er als Komplex in d%q exakt ist.
Ein Komplex (E®, &%) heiBt split*-ezakt, wenn es eine splittende Familie £* = (&P),ez fiir
(E*,a°) als Komplex in d%q gibt, die & € 0(Q, L(EP, EP~1)) fiir alle p € Z erfiillt.

Der Abbildungskegel C(f*) = (C*,d®) eines Morphismus f* : (E®,a®*) — (F*,3°) in
d%Bq,, a priori ein Objekt in d%q, kann wegen (F&E) = F'@ E' fiir Banachriume E, F als
Objekt in d%q aufgefasst werden; hierbei ist zu beriicksichtigen, dass dP(z) automatisch
eine w*-w*-stetige Abbildung fiir alle p € Z und z € € ist.

Zwei Morphismen f* §* : (E®,&*) — (F*,[3*) heiien homotop, wenn ein Homo-

topie (hP)pez zwischen (E® &*) und (F*,(*) als Objekte in d%q existiert mit h? €
O(Q, L(EP, FP~1)) fiir alle p € Z.
Die Begriffe der Homotopicinverse und der Homotopiedquivalenz sind sinngeméfl wie

fir d%q definiert.

Die Kategorie o

Sind E und F duale Banachriiume und ist f € 0(Q,L(E,F)), so ist fo : O(QE) —
0(Q, F) automatisch eine w*-w*-stetige Abbildung ([Esc00], Proposition 3.4). Fiir die
Menge der w*-w*-stetigen linearen Abbildungen &(Q, E) — (€, F) schreiben wir auch
L(OQ, E), 0(Q, F)). Bezeichnet .# die Kategorie der lokalkonvexen Réume mit ihren ste-
tigen Operatoren, und ist Gq : Fq — £ der Funktor, der einem Objekt &(Q, E) in .Zq
das Objekt @(Q, E)+ in .2 zuordnet und auf einen Morphismus als identische Abbildung
wirkt, so ist die Kategorie

Fo

definiert durch .Zq = Go(Za).
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Die Kategorie d.Fq

Sei FQ : 53’9 — % der Funktor FQ = Gq o Fn. Er induziert einen Funktor dFQ : dgg’g —
d%q durch

(E®, &%) = (Fo(E), Fo(8%) = (0(Q, E®)ye,a8),  [*— Fa(f*) = 3.
Die Kategorie
dFq
ist definiert durch d.%q = dFQ(d:@?Q).

2.2 Abgeschlossene Bilder bzgl. Fréchetraumtopologien

Im Folgenden bezeichnet 2 stets eine komplexe Mannigfaltigkeit. Die Aussage, die fiir
endliche, iiber () analytisch parametrisierte Banachraum-Komplexe bewiesen wird, lautet:

Satz 2.2.1 Sei (E®,a®) € d%Bq. Fir alle Steinschen offenen Mengen U C 0 c(E®, a®)
und alle p € Z ist der Quotient

D - p—1
ker o,/ im oy

ein nuklearer Fréchetraum.

Der Satz beinhaltet insbesondere die Aussage, dass fiir alle Steinschen offenen Mengen
U C 0ec(E®, ) und alle p € Z die Abbildung of, ein abgeschlossenes Bild hat. Diese
Aussage lidsst sich auf eine andere Problemstellung zuriickfiihren, wie unten gezeigt wird.
Die Nuklearitiat wird sich hierbei fast beildufig ergeben. Sie wird in §2.4 benétigt.

Das System {O(V,EP) : V C Q offen} bildet mit den kanonischen Restriktionsabbil-
dungen ein Garbendatum, dessen zugehorige Garbe mit ﬁgp bezeichnet wird. Die Abbil-
dungen of, : O(V, E?) — O(V, EP*1), V C Q offen, definieren einen Garbenhomomorphis-
mus on ﬁEp ﬁgp+ . Die Sequenz

Er—1 Olg ﬁEp ag ﬁEerl
Q

ist ein Komplex analytischer Garben. Ist U C € eine Steinsche offene Menge, so ist 0% =
OF|u azyklisch fiir jeden Banachraum E (vgl. Anhang A.1).
Seien

AL =kerad/imay ' (peZ) (2.4)

die Quotientengarben. Es ist bekannt, dass fiir offene Mengen U C g.(E*®, a®) die Garben
A = A3, p € Z, kohidirente analytische Garben sind ([EP96], Proposition 10.1.3).

Sei U € Q und I'(U, #3) der Schnittraum der Garbe 3 iiber U. Dann lésst sich fiir
alle p € Z eine lineare Abbildung

Yy keraU/lmaU — (U, 2 (2.5)
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definieren durch ¢7,([f])(z) = (U, f). fiir f € keraf, und z € U; hierbei steht [f] fiir die
Restklasse von f in ker of;/im o¥; ", wegen ker of, 2 T'(U, ker @) das Symbol (U, f) fiir die
Restklasse von f in I'(U, ker @) /T(U, im 675_1) und (U, f). fiir die zugehorige Restklasse im
induktiven Limes indy ¢y, T'(V, ker ag,) /T'(V, im @ ").2 Von den Abbildungen ¢¥, p € Z,
kann man unter der Voraussetzung, dass U eine Steinsche offene Menge ist, zeigen, dass

sie Vektorraumisomorphismen sind:

Proposition 2.2.2 Sei (E®,a®) € d%Bq und sei U C p.(E®,a®) eine Steinsche offene
Menge. Dann gilt: Fir alle p € Z ist @bg ein Vektorraumisomorphismus.

Beweis: Ohne Finschrinkung sei EP = 0 fiir p < 0. Dann ist fiir p < 0 die Aussage
trivial. Fiir p = 0 ist % = ker 6?]. Da %”L?, wie erwdhnt, kohdrent analytisch ist und
koh#rente analytische Garben azyklisch {iber Steinschen offenen Mengen einer komplexen
Mannigfaltigkeit sind (Satz von Cartan, z.Bsp. [EP96], Theorem 4.1.4), erhdlt man aus
der exakten Garbensequenz

=0
— o ay .
0 — keray, — 0F =% imay, — 0

das kommutative Diagramm (2.6) von C-Vektorrdumen mit exakten Zeilen

0—T'(Ukerad;) — (U, 6F") —T(U,im @) —0 (2.6)
- R
0 ——>keray; o(U,E%) —~ imay —0

(vgl. [Kul70], Satz 18.4, und beachte H' (U, keray;) = 0). Es folgt
imaf; = (U, ima};)

(alle Identifizierungen sind rein algebraisch). Da kerag; und ﬁgo azyklisch sind, folgt
dariiberhinaus die Azyklizitét von ima?;. Die exakte Sequenz

0 —ima), — keraj; — keray/imay; — 0

liefert somit unter Beriicksichtigung der Kohirenz und damit der Azyklizitit von %} =
keray;/imay; die Azyklizitdt von keraj,. Wie oben ergibt sich ima}, = I'(U,imaj,)
und die Azyklizitdt von imab. Dies wiederum liefert mit der Kohé&renz von %”UQ =
ker @7,/ im oy, die Azyklizitdt von ker @. Induktiv folgt, dass alle Garben kera?;, ima?,,
p € Z, azyklisch sind und dass im of, = I'(U, im@y)) fiir alle p € Z gilt.

Aus der Exaktheit von 0 — im a@’l — keray, — A — 0 ergibt sich mit dem soeben
Gesagten die Exaktheit von

0— ima}['f1 — kerof, — (U, ) — 0

’Ist # eine Untergarbe von ¥, so ist # = &/ halmweise definiert durch # =
indyey ) I'(U,9)/T(U, %) (2 € ), wobei U(z) fiir das Umgebungssystem von z in £ steht.
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fiir alle p € Z. Es folgt, dass die Abbildungen @bg fiir alle p € Z Vektorraumisomorphismen
sind. |

In Proposition 2.2.2 wurde ein Komplex (E®, a®) € d%y vorausgesetzt. Nach Definition
von dAy ist der Komplex dann endlich. Im Beweis der Proposition tatséchlich benotigt
wurde jedoch nur, dass (E®,«a®) links-semi-endlich ist, d.h. dass EP = {0} fiir fast alle
p < 0 gilt.

Im Falle einer iiber der offenen Menge U C €2 kohérenten analytischen Garbe 57 kann
der Raum I'(U, #¢) mit einer kanonischen nuklearen Fréchetraumtopologie versehen wer-
den ([EP96], Proposition 4.1.5). Die Frage nach der Abgeschlossenheit von imof; kann
deshalb auf die Frage reduziert werden, wann wlfj stetig ist, denn dann ist ker apU /im af -1
ein Fréchetraum. In diesem Fall ist wlfj automatisch ein topologischer Isomorphismus zwi-

schen nuklearen Fréchetrdumen. Satz 2.2.1 ist somit eine Folgerung aus folgendem Satz:

Satz 2.2.3 Sei (E®,a®) € d%Bq. Fir jede Steinsche offene Menge U C peo(E®,a®) und

alle p € Z ist 1/15 ein topologischer Vektorraumisomorphismus.
Der Beweis von Satz 2.2.3 ist aufwendig und wird in 5 Schritten gefiihrt.

@ Spezialisierung
Die Versionen der Sitze 2.2.1 und 2.2.3, bei denen die beteiligten Banachrdume endlich-

dimensional sind, sind bekannt. Sie beruhen auf folgenden Tatsachen:

- Fiir einen endlich-dimensionalen Banachraum FE ist die Garbe ﬁg eine kohérente
analytische Garbe ([GR84], Theorem 2.5.2, in Verbindung mit [Kul70], Satz 27.1).

- Mit der kanonischen Fréchetraumtopologie auf I'(2, 0F) ist die kanonische Abbil-
dung 0(Q, E) — I'(Q, 0F) ein topologischer Isomorphismus ([GR77], Seite 171).

- Fiir eine kohérente analytische Untergabe % einer kohérenten analytischen Garbe
¢ ist der Schnittraum I'(€2,.#") abgeschlossen in I'(Q2,¥) (|[GR77], Seite 172: Abge-
schlossenheitssatz).

- Ist ¢ : ¥ — ¢ ein Homomorphismus kohérenter Garben iiber €2, so ist der induzierte
Vektorraumhomomorphismus ¢ : I'(2,.%#) — I'(Q,¥) zwischen den Schnittrdumen
stetig, wenn diese mit ihrer kanonischen Fréchetraumtopologie versehen werden.

Proposition 2.2.4 Die Banachriume EP, p € 7Z, des Komplex (E®,a®) € d%Bq seien
endlich-dimensional. Dann gilt: Fir jede Steinsche offene Menge U C € und alle p €
Z 1ist w%’] ein topologischer Vektorraumisomorphismus. Insbesondere sind fiir alle p € Z

p—1

die Quotienten ker of; /im o nukleare Fréchetriume (und die Mengen im a@fl damit

abgeschlossen).

Beweis: Seien E, F endlich-dimensionale Banachrdume, o € O(U, L(E,F)) und @y :
ﬁ’g — ﬁ’g der induzierte analytische Garbenhomomorphismus. Da ﬁ’g und ﬁ’g kohé-
rente analytische Garben sind, gilt dasselbe fiir ker @y und imay ([Kul70], Satz 26.14).
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Der Schnittraum T'(U,im @) ist abgeschlossen in I'(U, 6F) (Abgeschlossenheitssatz) und
stimmt algebraisch mit im oy {iberein (vgl. den Beweis von Proposition 2.2.2). Aus der to-
pologischen Identifizierung I'(U, 65) = 0(U, F) folgt die Abgeschlossenheit von im oy in
O(U, F). Also sind in der Situation von Proposition 2.2.4 die Quotienten ker of;/im apU_l
Fréchetrdume. Sie sind nuklear als Quotient eines nuklearen Raumes bzgl. eines abge-
schlossenen Teilraumes ([EP96], Proposition 4.1.5 und Theorem A1.3). Auflerdem sind die

Vektorraumisomorphismen
ker o, /im ot — T(U, #7) = T (U, kera?,) /T (U, im @y ")

(mit #? = ker@?,/ima%; ') topologische Isomorphismen. [ ]

@ Lokalisierung
Dass es sich bei Satz 2.2.3 um ein lokales Problem handelt, zeigt die nachfolgende Propo-

sition:

Proposition 2.2.5 Sei (E®,a®) € d%Bq und sei U C p.(E®,a®) eine Steinsche offene

Menge. Dann gilt: Existiert eine Uberdeckung {Ui}ien von U aus Steinschen offenen Men-

gen derart, dass fiir p € Z und i € N die Abbildung 1/)& etn topologischer Isomorphismus

ist, dann ist auch w’[} einl topologischer Isomorphismus. In diesem Fall ist fir alle p € Z
p—

der Raum ker of;/ im o ein nuklearer Fréchetraum (und im agfl damit abgeschlossen).

Beweis: Sei p € 7 fixiert, {U;}; eine Uberdeckung wie in der Proposition, ¢! = w{}i
und ozf = a&_ fiir alle ¢+ € N. Abkiirzend schreiben wir U;; fiir U; N U;. Das nachfolgende

Diagramm ist kommutativ:

0

(U, #E) r [, TU;, #Y) —— H(i,j) L(U;j, #8) (2.7)
%T I1; wﬁ’T

p—1

0 —=keraof,/ima —F>Hikeraf/imaf_1
wobei r(f) = (flu,)i fiir £ € T(U,8), #(1f1) = ((flo)s fiir £ € keraf) und s(f); =

(fi‘Uij — fj‘Uij)(i,j) fir (fz)l € Hz F(Ui,%). Offensichtlich sind

[ty wd [Ty, 20)
i (4,9)
versehen mit ihren Produkttopologien Fréchetrdume, und da r und s stetig sind und die
erste Zeile exakt ist, ist auch imr = ker s ein Fréchetraum. Aus dem Prinzip der offenen
Abbildung folgt, dass r eine auf ihr Bild offene Abbildung und somit ein topologischer Mo-
nomorphismus ist. Da die Quotienten ker o / im o ~! fiir alle i € N nach Voraussetzung

p—1
i

, und [[, ¢ ist ein topologischer
p—1

Fréchetriume sind, gilt dasselbe fiir []; ker of'/im «
Isomorphismus. Aus der Stetigkeit und der Injektivitit von 7 folgt, dass ker of,/im a
ein Fréchetraum ist. Da @bIZ, bijektiv ist und sich die Folgenstetigkeit von @bIZ, aus der
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Kommutativitat des obigen Diagramms und der Tatsache, dass r ein topologischer Mono-
morphismus ist, ergibt, ist ¢, ein topologischer Isomorphismus. |

Mit Propostion 2.2.5 lisst sich die folgende Aussage beweisen. Zuvor sei noch ange-
merkt, dass im Falle einer iiber der offenen Menge U C ) koh&renten analytischen Garbe
€ der Fréchetraum I'(U, ) ein Fréchet-0(U)-Modul ist, d.h. dass die &(U)-Modul-
Operation auf I'(U, .77) stetig ist ([EP96], Proposition 4.1.5).

Proposition 2.2.6 Sei (E®,a®) € d%Bq und sei U C p.(E®,a®) eine Steinsche offene
Menge derart, dass ker oz%,/im o/;[;l ein Fréchetraum ist fiir alle Steinschen offenen Teil-
mengen W C U und p € Z. Dann ist 1/)75, etn topologischer Isomorphismus.

Beweis: Sei p € Z fixiert. Nach Proposition 2.2.2 sind die Abbildungen ¢%,, W C U
offen und Steinsch, Vektorraumisomorphismen. Nach Proposition 2.2.5 geniigt es zu zeigen,
dass jeder Punkt z € U eine Steinsche offene Umgebung W C U besitzt so, dass Q/)]I?V ein
topologischer Isomorphismus ist. Zu jedem z € U lésst sich eine Steinsche offene Umgebung
W C U finden derart, dass I'(W, #7) als ¢(W)-Modul endlich erzeugt ist ([EP96], §4.1).
Sei 01,...,00 € D(W, ), | € N, ein Erzeugendensystem und &1, ...,5; € ker o,/ im a%;l
mit ¢}, (d;) = oy fiir i = 1,..., 1. Das nachfolgende Diagramm ist kommutativ:

ﬁ(W)l—ﬁ>kera€V/ima€‘;l—>O

e

D(W, ) —0

wobei fiir (f1, ..., f;) € O(W)! die Abbildungen « und 3 definiert sind durch v(fi, ..., f;) =
Eﬁzl fioi und B(f1,..., fi) = Eﬁzl fi0i. Da ker o), /im oz%;l ein Fréchetraum ist, 8 und
~ stetig sind und 3 surjektiv ist, ist ¢€V ein topologischer Isomorphismus: Da die steti-
ge, surjektive Abbildung (§ zwischen Fréchetrdumen operiert, erlaubt sie das Liften von
Nullfolgen und ¢, ist deshalb stetig ([Jar81], Proposition 9.4.5 und die nachfolgende Be-
merkung). Als stetige, surjektive Abbildung zwischen Fréchetréiumen ist 4%, offen (Prinzip
der offenen Abbildung fiir Fréchetriume) und damit ein topologischer Vektorraumisomor-
phismus.
|

@ Ubertragung
Seien (E*,a®) und (F*, 3*) zwei Komplexe in d%q und seien fiir p € Z, U C 2 offen

HE = kerag/imagfl, (U7 kerazg,/imazgfl — (U, #3) und
L%/é?:kerﬁg/im_f{l, o :kerﬁg/imﬂgfleF(U,f%/gf)
wobei ¢7; und ¢, wie in (2.5) definiert sind.

Der Beweis der nachfolgenden Aussage enthilt eine rein algebraische Komponente, die
im Anhang A.3 bewiesen wird.
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Proposition 2.2.7 Sei U C p.(F*,3°%) N p.(E®,a®) eine Steinsche offene Menge und
fe o (F,0%)|u — (B a®)|u ein Morphismus in d%y derart, dass der Abbildungskegel
C(f) split-exakt ist. Dann gilt fir alle p € Z:

g ist ein topologischer Isomorphismus

0

Igj st ein topologischer Isomorphismus.

Beweis: Sei (eP)pez eine splittende Familie fir (C®,6°) = C(f}). Nach Lemma A.3.1
besitzt f{; eine Homotopieinverse g7;, die sich explizit in der Form

1
gt = (—1)Pmbel o (peZ)

schreiben ldsst; hierbei ist 78 : O(U,CP) — O(U, FP), (7bh)(z) = ma(h(2)) fiir alle p € Z.

Sei p € Z fixiert. Die Voraussetzung, dass C(f})) split-exakt ist, impliziert die Split-
Exaktheit von C(fy) fiir jede offene Menge V C U. Uber jeder solchen Menge V sind v
und g}, homotopieinvers zueinander. Die von f7, und gy, induzierten linearen Abbildungen

[fE] : ker 87,/ im ﬁ€_1 — ker of,/im o' und [g%] : ker of,/ im a{’/_l — ker 80, /im ﬂ{'fl

sind stetig und invers zueinander. Uber den Steinschen offenen Teilmengen V C U gibt es
kanonische algebraische Isomorphien

ker B8, /im gL = T(V, #L), kerad,/imak ' = T(V, #7)

(Proposition 2.2.2). Die beiden Familien {[f}]; V' C U offen und Steinsch} und {[¢},];V C
U offen und Steinsch} induzieren analytische Garbenhomomorphismen ?@ : ff — %”éj
und gy, : A — JAF, die invers zueinander sind. Wegen U C .(F*, %) N 0.(E*, o®)
sind 7} und 7} kohiirente analytische Garben. Versieht man I'(U, 7) und T'(U, 547)
mit den kanonischen Fréchetraumtopologien, so liefern ﬁ} und g@ stetige Abbildung
L(fy) : DU, AP) — T(U, #E) und I(g%,) : T(U, #7) — T(U, #7) (IGR84], Satz V.6.6);
diese sind invers zueinander und damit topologische Isomorphismen. Da das nachfolgende
Diagramm kommutativ ist, folgt leicht, dass qblg, ein topologischer Isomorphismus ist genau
dann, wenn @bIZ, ein topologischer Isomorphismus ist.

_1 7] _
ker 85,/ im 5" — 5 ker o, /im by

| |

LU, 2 —9  pw, )

Aus dem Beweis wird deutlich, dass unter den Voraussetzungen von Proposition 2.2.7
die Rdume
ker 3/ im ﬂg_l und  keraf;/im ot
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topologisch isomorph sind. Ist insbesondere eines der beiden Bilder im a?; ! und im ﬂgfl
abgeschlossen, so auch das andere, bzw. ist einer der beiden Quotienten ein nuklearer
Fréchetraum, so auch der andere.

@ Konstruktion
Im Folgenden sei (E°,a®) ein I-Komplex in d%q (I € N). Fiir zp € 0.(E®, a®) sind defini-
tionsgemif die Raume ker o (z0)/im a?~1(2g) endlich-dimensional. Fiir zo € g, .(E®, a®)
ist ker o (zg) zusétzlich komplementiert in EP fiir alle p € Z. Dies kann ausgenutzt werden,
um eine gewisse lokale Regularitéit des Komplexes zu beweisen. Was hiermit gemeint ist,
steht in den Sétzen 2.2.10 und 2.2.12.

Die folgenden Arbeitsdefinitionen vereinfachen die Formulierung des technischen Be-
weises von Satz 2.2.10:

Sei ¢ € Z. Wir nennen ein Quadrupel (zg, U, (L*,u®), f*) bestehend aus zy € 0.(E®, a®),
einer offenen Umgebung U von zj in 2, einem Komplex (L*,u®) € d%y und einem Mor-
phismus f®: (L*,u®) — (E°®, a®)|y in dBy q-zulissig, wenn folgende Bedingungen erfiillt

sind:
(i) LP = {0} firp<gq, dim LP < oo fiir p > q,
(ii) (D*,d*) = C(f*®) ist an den Stellen DI, DI*2 . in 2y exakt,
(iii) ker dP(zp) = ker a?~1(zq) fiir p > ¢.3

Ist (z0,U, (L*,u®), f*) g-zuldissig, so nennen wir (zo,U, (L®,a%), f*) fiir r > 0 eine 7-
Verfeinerung von (zq,U, (L®,u®), f*), wenn gilt:

(i) (20,0, (L*, @), f*) ist (q — r)-zulissig,
(i) UcU,
(i4i) LP = LP und P = uP|g fiirp > q.

Ist (20, U, (L®,u®), f*) O-zuléssig, so ist

0 1Z
(D',d'):C(f'):---—>0—>0—>DOMD1MD2—>--- (2.8)

an den Stellen D', D2, ... in 2 exakt. Wegen ker d°(zg) = ker a™!(29) = {0} ist (2.8) dann
iiberall in zg exakt.
Das nachfolgende Lemma ist zentral fiir die sich anschlielenden Ausfithrungen.

Lemma 2.2.8 Seien X,Y und Z Banachriume, U C Q offen, zo € U und a : U —
L(X,Y) und B : U — L(Y, Z) holomorphe Abbildungen derart, dass 3(z)a(z) = 0 ist fiir
alle z € U und

x Xy ey cen

an der Stelle zg exakt ist. Dann existiert eine offene Umgebung V' C U wvon zy derart, dass

oV, X) Y ov,y) 2 6V, 2)

3Hierbei wird EP~! in kanonischer Weise als Teilraum von DP = EP~! @ LP fiir alle p € Z aufgefasst.
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exakt ist, und so, dass fir g € ker By und v € X mit a(zo)r = g(z0) eine Funktion
we OV, X) mit w(zy) =z und oy (w) = g existiert.

Beweis: Das Lemma folgt aufgrund seiner lokalen Struktur aus [EP96], Lemma 2.1.5,
und der sich dort anschliefenden Bemerkung. |

Proposition 2.2.9 Sei ¢ € Z und sei (zo,U, (L®,u®), f*) q-zulissig. Dann besitzt das
Quadrupel eine 1-Verfeinerung.

Beweis: Sei (D*®,d*) = C(f*®), d.h. DP = EP~1 @ LP und

d’ € O(U,L(DP,DP*™)) mit dP(z) = ( apol(z) (—z)pp(]:;(z) )

fir z € U und p € Z. Seien 7 : D? — EP~! und m : DP — LP die kanonischen
Projektionen auf die erste bzw. zweite Komponente.

Seien 7,1 = dim H9"1(E*, a®(2)) < +o0o, LI~ = Cra und seien Yy oo Yrgy €
ker 047! (z9) derart, dass [y1], ..., [yr,_,] eine Basis von H1™1(E®, a®(2)) ist.

Die Sequenz

D1 ) part ) pa (2.9)

ist nach Voraussetzung an der Stelle 2o exakt. Wegen y; € ker a? 1(2g) = ker d4(z) fiir
i =1,...,r4_1, existieren nach Lemma 2.2.8 angewandt auf (2.9) eine offene Umgebung
U C U von zy und Abbildungen w; € &(U, DY) mit

wi(z0) =y; und di(2)wi(z) =0 firz€ U undi=1,...,74 1. (2.10)

Wir definieren die Hilfsfunktion

rg—1

h:U— LY DY), h(2)(tr, oty ) = Y tw;(2),
j=1

sowie

Wt U — LY LY, a97Y(2) = —mh(z) und
Frrlo 0 — DL ETY), U e) = (—1)mihGe).

Die Abbildungen h, @9~! und f2=1 sind offensichtlich holomorph. Fiir z € U gilt

0 = di(z2)h(z) =di(z)mh(z) + d¥(z)m2h(2)
47 (2)mih(2) + (=1)1£9(2)moh(2) + ul(2)meh(2), (2.11)
€Eq crLatt
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d.h. ui(z)a?"1(z) = 0. Folglich wird durch P = LP fiir alle p # ¢ — 1 und @ = uP|y
fiir alle p & {qg —1,q — 2}, @92 = 0, ein Komplex (L*,%*) endlich-dimensionaler Riume
definiert. Unter Beriicksichtigung von (2.11) gilt fiir z € U

FU2)a (2) = a7 2) 1N (2) = —fU2)mah(z) — (—1)%at ! (2)m h(z)
(—1)‘”’1 [oﬂ_l(z)mh(z) + (—1)qfq(2)7'('2h(2’)] = 0.

Definiert man deshalb fp = fP|y fiir alle p # ¢ — 1, so erhélt man einen Morphismus
fo: (L0 a0 — (E*,a®)|7 in d%. Fiir den Abbildungskegel (D®,d*) von f* berechnet
man dP = dP|; fiir alle p # ¢ — 1 und

A () (e @t) = ot 2 (2)z+ (- )t + At ()t
= 122z + (=17 (=1)97m1h(2)t — moh(2)t
972 (2)x — h(2)t (2.12)

fiir € U und z &t € DI L. Sei 2 @ ¢ € kerd?!(z). Wegen (2.12) ist dann Sty =
h(zp)t € ima?2(z) und somit ¢t = 0, woraus folgt, dass = € ker a9 2(z) ist. Fiir = €
ker a9 2(zg) ist natiirlich z @ 0 € ker d?~!(zg). Also ist kerd?!(zy) = ker a? 2(z) und
damit gilt ker d?(zp) = ker a?~!(z) fiir alle p > ¢ — 1. Der Komplex (D*,d®) ist an den
Stellen DIt D72 in z, exakt. Bei DY ergibt sich

im d? Y (z0) = im 97 2(2) + im h(zg) = ker a9 (29) = ker d¥(z).

Damit ist gezeigt, dass (zo, U, (L*,4®), f*) (¢ — 1)-zuliissig ist. Nach Konstruktion ist das
Quadrupel eine 1-Verfeinerung von (zg, U, (L®,u®), f*). |

Wir erinnern, dass der Ausgangskomplex (E*, a®) ein [-Komplex in d%q ist.

Satz 2.2.10 Sei zp € pc(E®,a®). Dann ezistiert eine offene Umgebung U C Q wvon
20, ein l-Komplex (L®,u®) endlich-dimensionaler Riume in d%y und ein Morphismus
fo o (L%u®) — (E* a®)|u in dBy derart, dass (C(f*),d*) und C(f;) exakt sind mit
ker dP(zp) = ker o~ 1(zg) fiir alle p € 7Z.

Beweis: Das Quadrupel (2, £2, (0°,0°),0°) ist ({4 1)-zuldssig: Fir (D®,d®*) = C(0°) gilt
D! = g~ D = Bl und DP = {0} fiir p > [ + 1, sowie d'(z) = o!~!(z) und dP(z) = 0
fiir z € Q und p > I. Offensichtlich ist (D*,d®) an den Stellen D'*2 D!*3 . in 2y exakt
und ker dP(zg) = ker a?~!(z) fiir alle p > 1 + 1.

Induktiv folgt mit Proposition 2.2.9, dass eine (I + 1)-Verfeinerung (2o, V, (L®,u®), f*)
von (29,2, (0°,0%),0°) existiert. Fiir diese gilt dann LP = {0} fiir p < 0 und p > [. Da
(20, V, (L®*,u®), f*) 0-zuléissig ist, ist

d®(z) 1 d'(z) ) NI+l

(ﬂfﬂﬂw~e0HDW—w>—+~ﬁiU —0—- (zeV) (213)

in zp exakt.
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Da C(f*®) endliche Lénge besitzt, existiert eine offene Umgebung U C V von z( derart,
dass C(f*)|y und C(f7)) exakt sind (man beachte die Lokalitdt der Aussage und [EP96],
Theorem 2.1.8). Die Aussage folgt nun mit U, (L®,u®)|y und f*|y. [

Man beachte, dass aus der Exaktheit von (C(f*), d®) iiber U in Satz 2.2.10 die Inklusion
U C 0.(E*®, a®) folgt: Denn sind z € U und p € Z fixiert, so existiert fiir alle z € ker of(z) C
ker dPT1(z) = imdP(z) ein y € EP~! und ein t € LP mit x = o?~1(2)y + (—=1)P fP(2)t. Da
dim LP < +oo ist, folgt hieraus dim (ker o?(z)/ima?~1(z)) < +oo, d.h. z € g.(E®,a®).
Damit ist das nachfolgende wohlbekannte Korollar erneut bewiesen:

Korollar 2.2.11 Die Menge g.(E*®,a®) C Q ist offen.

Satz 2.2.12 Sei zp € 0¢.(E®, a®). Dann existiert eine offene Umgebung U C 2 von

20, ein l-Komplex (L®,u®) endlich-dimensionaler Riume in d%By und ein Morphismus

[ (L% u®) — (B*,a®)|u in dBy derart, dass C(f*) und C(f) split-exakt sind.

Beweis: Wegen zy € g¢(E®,a®) C 0.(E®,a®) existiert nach Proposition 2.2.10 und
Korollar 2.2.11 eine offene Umgebung V' C g.(E®,a®) von zg, ein I-Komplex (L°®,u®)
endlich-dimensionaler Rédume in d%y und ein Morphismus f® : (L®,u®) — (E®,a®)|y in
d%y derart, dass (D®,d®) = C(f*®) exakt ist mit ker dP(zg) = ker a?~1(2) fiir alle p € Z.
Wir beweisen:

Existieren fiir ein q € Z eine offene Umgebung U C €2 von 2z und Abbildungen
e’ € 0(U,L(D?, D" 1)), p > g, mit

dP7H(2)eP (2) + P TLH(2)dP(2) = idp» (2.14)
fiir p > q, z € U, so gilt dasselbe fiir ¢ — 1.

Man beachte, dass

—2
D12 #(z0) im d?%(z9) — 0

exakt ist. Wegen der Komplementiertheit von ker d972(zg) = ker ad=3(2g) kann D9~2 zer-
legt werden in D772 = ker dq_2(zo) @ Do mit einem abgeschlossenen Teilraum Dy von
D72, Da imd? 2(z)) = kerd?'(zy) abgeschlossen ist, existiert ein stetiger Operator
R :imdi2%(z) — Dy mit R = (dq*Q(z0)|DO)71. Sei R : imd972(zy) — D72 definiert
durch R = 0 ® R. Die Sequenz

L(D71, pi=2) “®) p(pa-1y P2 ppa-t pay (e D) (2.15)
mit a(2)T = d?2(2)T fir T € L(D?, D?72) und B(2)S = d971(2)S fiir S € L(DI1)
erfiillt offensichtlich B(z)a(z) = 0 fiir alle z € U.

Sei S € ker 3(zp), d-h. im S C kerd? *(zy) = im d?~2(2g). Dann lisst sich eine Abbil-
dung Q € L(D', D9=2) definieren durch Qz = RSz fiir x € DI~!. Es folgt

a(20)Qx = a(z) RSz = d9?(2) RSx = S, x e DI
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d.h. a(z0)Q = S. Also ist im a(zp) = ker #(29). Lemma 2.2.8 angewandt auf (2.15) liefert
die Existenz einer offenen Umgebung U C U von zy derart, dass

g

o(U, L(DL, D12)) 2% o, L(DY)) 2% 6(U, L(D1, DY)
exakt ist. Fiir z € U gilt:

(B (idpa-1 — 9d7 1) |5] (2) = d7 1 (2) (id pa-1 — 9(2)d?(2))
= d97(2) — (idpe — 7T (2)d?(2))d4 7 (2) = 0,

wobei (2.14) fiir p = ¢ und z € U ausgenutzt wurde. Folglich existiert eine Abbildung
g1 ¢ (U, L(D9", D172)) mit

Oéﬁ(éq_l) = (iqu—1 — Eqdq_l)‘f]

bzw. di7%(2)e771(2) = [ap(E7Y)] (2) = idpe-1 — €%(2)d9 () fiir z € U. Man ist fertig,
wenn man &P = eP|y fiir p > ¢ setzt, denn dann ist (2.14) fir p > ¢ — 1, (€)p>¢—1 und
z € U erfiillt.

Fiir alle p > [ + 2 erfiillen die Abbildungen e? = 0 € 0(2, L(DP, DP~ 1)) die Gleichung
(2.14) auf ganz Q. Induktiv folgt deshalb, dass es eine offene Umgebung U C €2 von z
und Abbildungen e? € O(U, L(DP, DP~1)), p > 0, gibt (nach Konstruktion ist e” = 0 fiir
p > 1+ 2), die (2.14) fiir alle p > 0 erfiillen. Setzt man e = 0 € (U, L(D?, DP~1)) fiir
p < 0, so erhédlt man eine splittende Familie (¢P)pez fiir C(f*). Gleichzeitig ist

& + S =idpwpey (P €Z),

d.h. auch C(f})) ist split-exakt. [

Korollar 2.2.13 Die Menge . (E®, a®) C 2 ist offen.

Beweis: Fiir alle zg € g¢ o(E®,a®) existiert eine offene Umgebung U C 0.(E*®, a®) von
2o (Korollar 2.2.11), ein [-Komplex (L*®, u*) endlich-dimensionaler Rdume in d%; und ein
Morphismus f* : (L*,u®) — (E®,a®)|y in d%By derart, dass C(f*) split-exakt ist (Satz
2.2.12). Aus der Bemerkung zu den Konsequenzen der Existenz einer splittenden Familie
(eP)pez fiir C(f*) auf Seite 30 folgt, dass ker dP(z) komplementiert ist fiir alle p € Z und
z € U. Da ker o®(z) endlich-kodimensional in ker d?*!(z) ist (siehe die Bemerkungen vor
Korollar 2.2.11), ist auch ker a?(z) komplementiert in EP. [ |

@ Beweis
Zum Beweis der Sétze 2.2.1 und 2.2.3 miissen nur die in diesem Paragraphen gewonnenen

Erkenntnisse zusammengetragen werden.

Beweis: (von Satz 2.2.3) Ohne Einschriankung sei (E°,a®) ein [-Komplex (I € N), d.h. es
sei EP = {0} fiir p < 0 und p > I. Sei U C g,¢(E®,a®) eine Steinsche offene Menge.
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Nach Proposition 2.2.12 kénnen wir zu jedem Punkt z € U eine Steinsche offene
Umgebung V' =V, C U von z, einen [-Komplex (L®,u®) endlich-dimensionaler Rédume
itber V und einen Morphismus f°® : (L®,u®) — (E°®,a®)|y in d%y wihlen derart, dass
C(fy) split-exakt ist. Sei #¥ = kerw’/imu?~! und sei

P keruz‘j//imuz‘jf1 — TV, %)

definiert wie in (2.5). Dann ist nach Proposition 2.2.4 die Abbildung ¢{, ein topolo-
gischer Isomorphismus zwischen nuklearen Fréchetraumen. Wegen o.(L®,u®) = V ist
V C 0e(L®,u®) N ge(E®, a®), und es folgt mit Proposition 2.2.7, dass auch

Yt keraf,/im affl — I(V, 28)

ein topologischer Isomorphismus ist. Da ) das 2. Abzéhlbarkeitsaxiom erfiillt, gibt es
eine Folge (z;)ien in U so, dass U = |J;cy Vz,; ist. Die Behauptung ergibt sich nun aus
Proposition 2.2.5. |

Wie in den Bemerkungen vor Satz 2.2.3 gesehen, ist hiermit auch Satz 2.2.1 bewiesen.

2.3 Abgeschlossene Bilder bzgl. w*-Topologien

In §2.2 haben fiir einen Komplex (E*,a®) € d%q die Mengen o.(E®,a®) und g (E®, a®)
eine zentrale Rolle gespielt. In diesem Paragraphen geht es um Komplexe (E‘,d') €
d%q und um w*-Topologien.* Um vergleichbare Resultate zu erhalten, ist eine zustzliche
Menge zu betrachten:

Qe,c*(E', a’)={z¢€ ge(E',d') : ker &P (2) ist w*-komplementiert fiir alle p € Z}.

Ist E ein Dualraum und F ein Banachraum mit E' 2 E, so sei daran erinnert, dass die
w*-Topologie auf E die schwache Topologie bzgl. der kanonischen Dualitéit (E, E> ist. Ein
Teilraum Ej von E ist w*-komplementiert, wenn ein w*-abgeschlossener Teilraum E; von
E existiert mit £ = Fy @ Ej.

Das zu Satz 2.2.1 duale Resultat lautet:
Satz 2.3.1 Sei (E®,a%) € d%q. Fiir jede Steinsche offene Menge U C g o+ (E®, &) und

alle p € Z ist der Quotient

(ker &)+ / im 641(}_1

separiert.

In der Situation von Satz 2.3.1 ist die Separiertheit des dort beschriebenen Quotienten
aquivalent zur w*-Abgeschlossenheit des Teilraumes im d’['fl c 0(U, EP).

4Fiir die Bezeichnungen vergleiche §2.1 ab Seite 32.
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Auch fiir den Beweis von Satz 2.3.1 kénnen die Abbildungen
Yo kerdf]/imdg_l —I(U, L), UcCQoffen,p € Z,

aus §2.2 herangezogen werden; hierbei ist /¢ sinngeméif definiert:

HE = kerh/imay

Fiir U C e (E®*,@%) C 0c(E® &%) offen ist nach Satz 2.2.3 die Abbildung Yr ein
topologischer Isomorphismus, wenn rechts wie links die kanonischen Fréchetraumtopolo-
gien zugrunde gelegt werden. Im Rahmen dieses Paragraphen ist es sinnvoll, die Rdume
ker @ /im &, ' und T'(U, #2) mit einer anderen Topologie zu versehen. Wir wollen des-
halb @bg entweder als rein algebraische Abbildung im Sinne von Proposition 2.2.2 oder
als topologischen Isomorphismus im Sinne von Satz 2.2.3 verstehen. Wir versehen 1/15 mit
einer Tilde, ¥%,, wenn ¢¥, als Abbildung zwischen den Réumen (ker a%),+/im &% ' und
(U, #8)w aufgefasst werden soll. Es geht im Folgenden um den Beweis der nachfolgenden
Aussage, auf die sich Satz 2.3.1 zuriickfiihren l4sst.

Satz 2.3.2 Sei (E*,a%) € d%Bq. Fiir jede Steinsche offene Menge U C ge o~ (E®, &) und
alle p € Z ist
PP (ker d%)w*/iméz%_l — (U, #8)w

etn topologischer Isomorphismus.

Unter den Voraussetzungen von Satz 2.3.2 ist T'(U, 7)), separiert (Hahn-Banach).
Dasselbe gilt dann auch fiir den Quotienten auf der linken Seite.

Der Beweis von Satz 2.3.2 erfahrt denselben Aufbau wie der Beweis von Satz 2.2.3.
(1) Spezialisierung

Proposition 2.3.3 Die Banachriume EP, p € Z, des Komplezes (E®, &%) € d%q seien
endlich-dimensional. Dann gilt: Fiir jede Steinsche offene Menge U C € und alle p € Z ist
?} ein topologischer Vektorraumisomorphismus. Insbesondere sind fir alle p € Z die Quo-

p—1

tienten (ker &7 )y /imaf; ~ separiert (und die Mengen im dgfl damit w*-abgeschlossen).

Beweis: Aus Proposition 2.2.4 ist bekannt, dass unter den Voraussetzungen an U die
Abbildungen wg, p € Z, topologische Isomorphismen sind. Sei p € Z fixiert. Dann ist

(U (ker &,/ im dgﬁl)w — DU, AL )w

stetig und bijektiv; auflerdem ist die Abbildung als offene Abbildung bzgl. den Fréchet-
raumtopologien offen bzgl. den schwachen Topologien ([K6t83b], §32.3(3)). Gezeigt werden
muss deshalb nur, dass

(ker &, /im o}p*) 24, (ker 62}, / im 62!
w
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ein topologischer Isomorphismus ist. Fiir die linke Seite gilt
(ker ayr/im 071['71) . >~ (ker af;),/ im 071['71

([Schae66], Corollary IV.4.1.2) und da @(U, E?) wegen der endlichen Dimension von E?
reflexiv ist, gilt auch (ker &)+ = (ker af; ). [ |

@ Lokalisierung

Proposition 2.3.4 Sei (E*,a%) € d%q und sei U C g.(E®,&°) eine Steinsche offene
Menge. Dann gilt: Ezistiert eine Uberdeckung {U;}sen von U aus Steinschen offenen Men-
gen derart, dass fiirp € Z und i € N die Abbildung 1/;& stetig ist, dann ist auch 1[1% stetig.

p—1 1

In diesem Fall ist fiir alle p € Z der Raum (ker af;),~/im &by~ separiert (und im &by

damit w*-abgeschlossen).

Beweis: Sei p € Z fixiert, {U;}; eine Uberdeckung wie in der Proposition, 9 = 1/;51
und &7 = af, fiir alle i € N. Wir betrachten die Abbildungen r und 7 aus dem Beweis von
Propositon 2.2.5, sowie das kommutative Diagramm

LU, AL )w ! [LT(Ui, A )w
] 4]

(ker &)+ / im a2 —> [, (ker a7)+ / im &

p—1
i

Bzgl. den Fréchetraumtopologien sind r und 7 topologische Monomorphismen. Wegen

HF(Ui, HE ) = (H L(U;, J%”))

([Schae66], Theorem IV.4.3) ist auch r : T(U, H#3)w — [1; T (Ui, #8)w ein topologischer
Monomorphismus ([K6t83b], §32.3(3)). Nach Voraussetzung ist [], 9" stetig. Es muss so-
mit nur noch die Stetigkeit von

71 (ker &)y /im a7, - — [ (ker a7)ye /im &l ™"
gezeigt werden. Hierzu geniigt es, fiir i € N die Stetigkeit der Restriktion p : G(U, EP)+ —
O(U;, EP),y+ nachzuweisen.

Sei EP ein Banachraum mit (E?) = EP und sei R : 0(U) — O(U;) die kanonische
Restriktionsabbildung. Sei R’ : 0(U;)’ — O(U)" die (pré-)adjungierte Abbildung. Dann
ist

R ®idge : O(U;) QEP — O(U) QEP

stetig, und man rechnet leicht nach, dass

R®idg, : OU)REP — O0(U;)QEP
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der zu R'®id g» adjungierte Operator ist. Vermége 0/(U)QEP = 0(U, EP) und 0(U;)& EP =
O(U;, EP) ist zudem p = R® id;,. Also ist p eine w*-w*-stetige Abbildung ([MV92], Satz
23.30). [ |

@ Ubertragung
Seien (F*,3*) und (E*,&*) zwei Komplexe in d%q und seien fiir p € Z

HE = ker &b/ im &b PP : (ker &2))ye /im &' — T(U, #2),, und
=, =, _1 ~ ~
A =Yer fo/im By . @ ¢ (ker B)ue /im B — D(U, A
wie in (2.5).
Proposition 2.3.5 Sei U C Qe(ﬁ",@’) N Qe(E°,d°) eine Steinsche offene Menge und

fo o (F*,8%|y — (E*,a%)|y ein Morphismus in d%y derart, dass der Abbildungskegel
C(f{,) split*-exakt ist. Dann gilt fiir alle p € Z:

g 18t stetig <= (;3% 15t stetig.
Beuweis: Sei (éP) ez ein #-splittende Familie fiir (D*,d*) = C(ff}), d.h. insbesondere mit
el e L(o(U, DP), 0(U, DP~1)) fiir alle p € Z. Dann ist die wie im Beweis von Proposition

2.2.7 definierte Familie g7, ein Morphismus in d.Zy. Fiir alle p € Z und V C U offen sind
die Abbildungen

[f{;] : (kerﬁ?}) */imﬁp_l — (ker &%)+ / im & L und
[g{;] . (ker d@) «/ima av — (ker ﬂv) «/im B@ !

stetig und invers zueinander. Wie im Beweis von Proposition 2.2.7 erh&lt man ein kom-

mutatives Diagramm

(kerﬂ?}) /1mﬂ U] —— (ker &)+ / im &4 !
A
()
LU, 23 )w LU, AY)w.

Die Implikation ,, = ergibt sich wie folgt: Da T’ (EI[J]) stetig bzgl. den Fréchetraumtopolo-
gien ist ([GR77], Satz V.6.6), ist die Abbildung auch w-w-stetig ([K6t83b], §32.3(3)). Da
nach Voraussetzung @575, stetig ist, folgt die Stetigkeit von qglg,

Die Implikation ,,<=“ ergibt sich analog. |

Aus dem Beweis wird deutlich, dass unter den Voraussetzungen von Proposition 2.3.5
die Raume
(ker Bg)w*/im 35—1 und  (ker &%)y /im af; .

topologisch isomorph sind. Insbesondere folgt aus der w*-Abgeschlossenheit des Bildes
einer der Abbildugen dzgfl und Bffl die w*-Abgeschlossenheit des anderen Bildes bzw.

aus der Separiertheit des einen Quotienten diejenige des anderen.
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@ Konstruktion
Im Folgenden sei (E*,&*) ein I-Komplex in d%q (I € N).

Der nachfolgende Satz ergibt sich aus Satz 2.2.10, wenn man beriicksichtigt, dass ein
Komplex endlich-dimensionaler Raume in d%y (U C Q offen) automatisch ein Komplex
in d%y ist, und dass ein Morphismus f* : (L*,u®) — (E*,&*%)|y in d%y, dessen Defini-
tionsbereich ein Komplex endlich-dimensionaler Raume ist, automatisch ein Morphismus
in d%y ist.

Satz 2.3.6 Sei zp € g.(E*,&*). Dann eistiert eine offene Umgebung U C g.(E®,&°) von
20, ein l-Komplex (L®,u®) endlich-dimensionaler Rdiume in dBy und ein Morphismus
f* (L% u®) — (E*,a%)|y in dBy derart, dass (C(f*),d*) und C’(f(}) exakt sind mit
ker dP(zo) = ker &*~1(z) fiir alle p € Z.

Um Satz 2.3.6 zu verbessern, benutzen wir die folgende elementare und wohlbekannte
Beobachtung.

Lemma 2.3.7 Seien E und F duale Banachriume und sei T € L(E, F) bijektiv. Dann
ist T—' e L(F,E).

Satz 2.3.8 Seizy € ¢+ (E®, ). Dann existiert eine offene Umgebung U C 0c ¢+ (E®, a®)
von 2g, ein l-Komplex (L®,u®) endlich-dimensionaler Rdume in dBy und ein Morphismus
fo (L0 u) — (E*,a%)|y in dBy derart, dass (C(f*),d*) split*-exakt ist.

Beweis: Wegen 29 € gec+(E®, &%) C 0.(E®,a®) existiert nach Proposition 2.3.6 eine
offene Umgebung V' C g.(E®,&°) von z, ein I-Komplex (L®,u*) endlich-dimensionaler
Réume in d%y und ein Morphismus f* : (L*,u®) — (E*,a%)|y in d%y derart, dass
(D*,d*) = C(f*) und C(fy) exakt sind mit kerd?(z) = ker & '(2) fiir alle p € Z.
Durch sukzessives Verkleinern von V' wird gezeigt, dass fiir eine geeignete offene Umgebung
U C V von z der Abbildungskegel (D®, cZ‘) split*-exakt ist.

Es wird bewiesen:

Existieren fiir ein ¢ € Z eine offene Umgebung U C g.(E®,&*) von z und
Abbildungen & € ¢(U, £L(DP, DP~1)), p > g, mit

P (2)EP (z) + P (2)dP (2) = id (2.16)
fiir p > q, z € U, so gilt dasselbe fiir ¢ — 1.

Man beachte, dass
- ja—2 -
D172 ¢ (0) im dq72(zo) —0

exakt ist. Wegen der w*-Komplementiertheit von ker d?=2(z) = ker a9 3(z) und der
w*-Abgeschlossenheit von im d9=2(zg) = ker d4~!(z) existiert nach Lemma 2.3.7 eine w*-
stetige, lineare Abbildung R : imd?2(z) — D2 mit d?2(z)R = id, . Die

im d9—2(z0)
Sequenz

LD, D12 S8 (D) 22 p(DL DY) (2 € U) (2.17)
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mit &(2)T = d972(2)T fiir T € £L(D?', D972) und ((2)S = d?~1(2)S fiir S € L(DI!) ist
offensichtlich ein analytisch parametrisierter Komplex von Banachrdumen.

Sei S € ker 3(2), d.h. im S C kerd? !(z) = imd9~2(z). Dann lisst sich eine Abbil-
dung Q € £(D%!, D972) definieren durch Qu = RSz fiir z € DI, Es folgt

a(20)Qx = a(z) RSz = d%(20)RSx = Sz, xe DI

d.h. &(20)Q = S. Also ist im &(zy) = ker 5(z0). Lemma 2.2.8 angewandt auf (2.17) liefert
die Existenz einer offenen Umgebung U C U von z derart, dass

(0, L(D", D72)) 2% (0, £(D™)) 2% (0, £(D7, DY)
exakt ist. Fiir z € U gilt:

B (idpe—1 = 1417 5)| (2) = d*7 1 (2)(id s — E9(2)d7(2))
= "1 (2) = (idp, — € (2)d"(2))d* " (2) = 0,

wobei (2.16) fiir ¢ und z € U ausgenutzt wurde. Folglich existiert eine Abbildung &9~ €
O(U, £(DI~1, D972)) mit

aU( ) idpg—1 — €~qcztrl|l~]

bzw. di72(2)é771(z) = [&U(gqfl)] (2) = idpe-1 — £9(z)d9 1 (2) fiir z € U. Man ist fertig,
wenn man &P = &P | fiir p > ¢ setzt, denn dann ist offensichtlich (2.16) fiir p > ¢ — 1,
(8P)p>q—1 und z € U erfiillt.

Klar ist, dass die Gleichung (2.16) mit &” = 0 € £(D?, DP~1) fiir p > [ + 2 richtig ist.
Induktiv folgt mit Obigem deshalb, dass es eine offene Umgebung U C Qe(E', a®) von zy
und Abbildungen &” € ¢(U, L(DP, DP~1)) fiir p > 0 gibt (nach Konstruktion ist &7 = 0
fiir p > 1+2), die (2.16) fiir alle p > 0 erfiillen. Setzt man &” = 0 € £(D?, DP~1) fiir p < 0,
so erhiilt man eine *-splittende Familie (&7),¢z fiir C(f*). Aus (2.16) wird

&8+ = id g pey (P ED),

dh. C(f¢) ist split*-exakt. |

Korollar 2.3.9 Die Menge g~ (E®, &%) C Q ist offen.

Beweis: Sei 29 € g+ (E®,&*). Dann existieren eine offene Umgebung U C g.(E®, &®)
von zy (Korollar 2.2.11), ein I-Komplex (L*,u*) endlich-dimensionaler Réume in % und
ein Morphismus f* : (L*,u®) — (E*,&*)|y in d%y derart, dass (D*,d*) = C(f*) split*-
exakt ist (Satz 2.3.8). Sei &* eine *-splittende Familie fiir C(f*), d.h. eine Familie (£7),cz
mit & € (U, £L(DP, DP~1) fiir alle p € Z und

A" (2)E (2) + T (2)dP(2) = idp,
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fiir alle z € U und p € Z. Hieraus ergibt sich, dass P, =idp, — gPt1(2)dP(2) € L(DP) eine
Projektion auf ker d?(z) = ker @~'(z) C DP ist. Durch Einschriinkung auf EP~' ¢ DP
erhilt man eine w*-stetig Projektion Ps|z, 1 € L(EP™!) auf ker &7~ 1(z). Also ist ker G?(z)
w*-komplementiert in EP fiir alle z € U und p € Z. Es folgt, dass U C ge,c*(E',d') ist,
und somit die Behauptung. |

@Beweis

Beweis: (von Satz 2.3.2) Sei U C g.+(E®, &%) eine Steinsche offene Menge. Nach
Proposition 2.3.8 existiert fiir z € U eine Umgebung V =V, C ge,c*(E’,éf) von z, ein
I-Komplex (L®,u®) endlich-dimensionaler Réume und ein Morphismus f* : (L*,u®) —
(E*,a®)|v € dPy derart, dass C(f$) split*-exakt ist. Ohne Einschrinkung kann man
annehmen, dass die Mengen V' Steinsch sind. Sei J#? = keru?/im %~ ! und sei

gEJ‘D/ : (keru@)w*/imuffl — T(V, ) w
definiert wie in (2.5). Dann ist nach Proposition 2.3.3 die Abbildung qgiff ein topologischer
Isomorphismus. Wegen U C go(L®, u®) N 0o(E®, &°) folgt mit Proposition 2.3.5, dass auch
0 (ker o)y /im & — T(V, )

ein topologischer Isomorphismus ist. Die Behauptung folgt nun analog zum Beweis von
Satz 2.2.3 aus Propostion 2.3.4. |

2.4 Dualitatstheorie

Sei (E*,a*) ein I-Komplex in d%e, wobei | € N ist und Q wie bisher eine komplexe
Mannigfaltigkeit. Sei U C 2 offen. Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Koho-
mologiegruppen der Sequenz
~o @&l _ . al alrt -
0— 0UE" % 60U, EY) % ... L 0(U,EY — 0,
bestehend aus Fréchetriaumen und w*-stetigen linearen Abbildungen, und den Homologie-

gruppen der priadualen Sequenz
120 20 1ol 01 oy 15 1l
0—OU)RE" «— OU)RE" «— -+ «— O(U)'QE" «— 0
bzgl. der Dualitiit < &(U)QEP, 0(U, EP) > fiir p € Z? Eine Antwort auf diese Frage

liefert der nachfolgende Satz.

Satz 2.4.1 Fir alle Steinschen offenen Mengen U C ge,c*(E',d') ist die Vervollstindi-

gung von ker ag_l /im ag ein nuklearer und reflexiver (DF)-Raum und es gilt

A\
<(kera31 /imag) > ~ ker 6%,/ im a?; (2.18)
8

wobei (ker oV

_\A _
o1 /im aU> fiir die Vervollstindigung von ker aU /im ol steht.

D p—1 D
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Bevor der Beweis von Satz 2.4.1 erbracht wird, sammeln wir zunéchst Resultate aus der
Dualitatstheorie lokalkonvexer Rdume. Hierfiir wird eine iibliche Notation vereinbart: Ist
(E, F) ein Dualsystem von C-Vektorrdumen, so bezeichnet M° fiir eine Teilmenge M C E
die absolute Polare von M in F', d.h. die Menge {y € F' : |(z,y)| <1 fiir alle x € M }. Ist
M ein linearer Teilraum von E, so schreiben wir bzgl. des Dualsystems (E, E') statt M°
auch M+ und nennen M~ den Annihilator von M.

Sei F' ein lokalkonvexer Hausdorffraum und seien Fy, F; TeilrAume von F' mit Fy C
Fy. Der Teilraum F; werde mit der Relativtopologie und der Quotient Fj/Fjy mit der
zugehorigen Quotiententopologie versehen. Der kanonische Epimorphismus Fy — F;/Fy
werde mit ¢; bezeichnet, im Falle F; = F mit ¢. Der topologische Dualraum von F/Fj
ldsst sich algebraisch leicht identifizieren. Sei hierzu

®,: F Lt — (Fy/Fy)

die durch [¢] + ¢ definierte Abbildung, wobei ¢ € Fg- und [¢] fiir die Restklasse von ¢ in
Fjs-/Fi- steht, und ¢ : Fy/Fy — C definiert ist durch @¢(q1(z)) = @(z) fiir alle x € F. Die
Injektivitdt von ®; ist klar und die Surjektivitéit folgt aus dem Satz von Hahn-Banach.
Wir setzen & = ®4 falls F} = F ist.

Bezeichnet Fj' den Annihilator von Fy in F{, so ist die zu ¢; adjungierte Abbildung
q; : (F1/Fy)' — F| injektiv mit im ¢} = F3-. Sei 2 : F; — F die kanonische Inklusion und
7'« F' — F| die zu 2 adjungierte Abbildung. Dann ist (ker?')NFy- = Fi- und ¢/(F;-) = F5*,
und ¢/ definiert eine kanonische injektive Abbildung 7 : Fy-/Fj- — F| mit im7 = F5-. Im
Folgenden wird FOl stets mit der Relativtopologie der starken Topologie von F’ versehen,
Fs" mit derjenigen von F| und der Quotient Fj-/Fi- wird mit der Quotiententopologie
bzgl. FOl ausgestattet.

Die Frage nach der topologischen Identifizierung des starken Duals des Raumes F} /Fj
erweist sich als schwieriger und ist Gegenstand der nachfolgenden Ausfiihrungen.

Lemma 2.4.2 Die Abbildung o/| . : Fs- — FJ ist stetig.

Beweis: Dies ist eine direkte Folgerung aus [MV92], Lemma 23.29. [

Proposition 2.4.3 Sei F' ein Fréchetraum und Fy C F ein abgeschlossener Teilraum
derart, dass F/Fy nuklear ist. Dann ist

®: Fy — (F/Fy)g
etn topologischer Isomorphismus.
Beweis: Da ¢’ sich schreiben ldsst als Komposition
ret L /
(F/FO)g — Iy — Fp,

wobei die zweite Abbildung die kanonische Inklusion ist, geniigt es zu zeigen, dass ¢’ :
(F/ Fo)//g — Fj ein topologischer Homomorphismus ist. Man beachte, dass auch ohne die
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geforderte Nuklearitit von F'/Fy aus der obigen Faktorisierung von ¢’ die Stetigkeit von
®~! (oder #quivalent die Offenheit von ®) folgt.

Gemif} [K6t83b], §32.5(2), ist ¢’ genau dann ein starker Homomorphismus, wenn es zu
jeder beschriinkten Menge N in F/Fy eine beschrinkte Menge M in F gibt mit ¢(M) D N.
Sei also N C F/Fy beschriinkt. Dann ist N kompakt, da F/Fy nach Voraussetzung ein
nuklearer Fréchetraum ist und in solchen Ridumen beschrinkte Mengen relativ kompakt
sind ([EP96], Bemerkung im Anschluss an Lemma A1.7). Gemifl [Kot83a], §22.2(7), ist N
dann aber das Bild einer kompakten Menge M C F unter q. Da M als kompakte Menge

beschrankt ist, folgt die Behauptung. |

Die Aussage in Proposition 2.4.3 wird in Proposition 2.4.5 verallgemeinert. Der nicht
triviale Beweis dieser Verallgemeinerung, die im Beweis von Satz 2.4.1 Anwendung fin-
den wird, benétigt die nachfolgende Proposition. Es sei daran erinnert, dass ein quasi-
tonnelierter Raum F' Montelraum heifit, wenn jede beschrinkte Menge in F' relativ kom-
pakt ist.> Ein Fréchet-Montelraum ist ein Montelraum, dessen Topologie eine Fréchet-
raumtopologie ist.

Proposition 2.4.4 Der starke Dual eines Fréchet-Montelraumes ist ultrabornologisch.

Beweis: Sei F' ein Montelraum. Dann gilt dasselbe fiir seinen starken Dual I ([MV92],
Satz 24.25). Insbesondere ist F’ [’_3 quasi-tonneliert. Da F' als Fréchetraum metrisierbar ist,
ist F3 bornologisch (und tonneliert) ([MV92], Satz 25.12). Als bornologischer Raum trégt
F die induktive Topologie bzgl. des Systems (jp : Fz — F') pep(r), wobei B(F) die Menge
aller absolutkonvexen, beschréinkten Teilmengen von Fj bezeichnet und F = Uy kB
den mit der Einschrinkung des Minkowski-Funktionals von B auf F; normierten Raum
(IMV92], Satz 24.10). Die lokalkonvexe Topologie (3 ist die feinste auf F’ bzgl. der die
Abbildungen jp, B € B(F), stetig sind. Da F) é ein Montelraum ist, ist B kompakt fiir alle
B € B(F'). Dann ist B eine Banachkugel ([MV92], Satz 23.14) und F ein Banachraum.
Es existiert eine feinste lokalkonvexe Topologie 3 auf F’, die alle jp, B = B € B(F), stetig
macht, und da B € B(F) fiir alle B € B(F) gilt, ist § > (. Da fiir jedes B € B(F) die
Abbildung I — F é als Komposition der Abbildungen Fy, — FL — F é stetig ist, ist auch
umgekehrt 8 > 3. Also triagt F; [’_3 die induktive lokalkonvexe Topolgie bzgl. eines Systems
von Banachrdumen und ist deshalb ultrabornologisch. |

Proposition 2.4.5 Sei F' ein Fréchetraum und seien Fy, F| abgeschlossene Teilrdume
von F derart, dass Fy C Fy und Fy/Fy nuklear ist. Dann ist

Oy : By [Fi-— (1 Fy))

etn topologischer Isomorphismus.

®Das ist die Definition, die man in [MV92] findet. In [K6t83a] ist ein Montelraum von Hause aus

tonneliert.
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Beweis: Indem man Proposition 2.4.3 anwendet auf den Fréchetraum F} statt F' erhélt

man einen topologischen Isomorphismus
Oy : Fgt — (F1/Fy)j.

Hierbei sei der Annihilator Fy- von Fy in F] versehen mit der Relativtopologie von F| =
(£1)j3- Da sich @, schreiben lésst als Komposition

; ®
Fy [Fi- = Fg- = (F1/Fy)j

(hier wird im? = Fzg- C F| ausgenutzt), geniigt es zu zeigen, dass i : Fg-/Fit — F|
ein topologischer Monomorphismus ist. Aquivalent hierzu ist, dass die Abbildung /| P
FOL — F] ein topologischer Homomorphismus ist. Nach Lemma 2.4.2 ist diese Abbildung
zumindest stetig.

Man beachte, dass die kanonische Abbildung Fy/Fj S /Fy ein topologischer Mo-
nomorphismus ist. Demzufolge ist (F/FO)/ﬁ AN (FI/FO)/ﬁ stetig ([MV92], Lemma 23.29)
und surjektiv. Da jeder nukleare Fréchetraum ein Fréchet-Montelraum ist, folgt aus Pro-
position 2.4.4, dass (Fl/FO)/ﬁ ultrabornologisch ist. Da F'/Fy metrisierbar ist, ist (F/Fo)/ﬁ
ein (strikt) gewebter Raum ([K6t83b], §35.4(11)). Nach dem Satz von der offenen Abbil-
dung von de Wilde ([K&t83b] §35.3(1)), ist S’ somit offen. Die Offenheit von #/| F;- kann
nun aus dem folgenden kommutativen Diagramm (unter Beachtung von Lemma 2.4.2 und
Proposition 2.4.3) abgeleitet werden:

(F/Fy)y <— Fj-

Man beachte dabei, dass nach dem Anfang des Beweises von Proposition 2.4.3 die wie dort
gebildete Abbildung ® offen ist. Ebenso aus dem Beweis von Proposition 2.4.3 folgt, dass
die Abbildung ¢ : (F1/Fy) — FY ein topologischer Monomorphismus ist. [

Kehren wir zur Ausgangssituation dieses Paragraphen zuriick: Wir betrachten Rdume
der Form F = O(U)®E, wobei U C  eine offene Teilmenge einer komplexen Mannig-
faltigkeit 2 und E ein Banachraum ist. Fiir solche Ridume gilt (ﬁ(U)/®E)’ﬁ ~ 0(U)RFE',
ihr starker Dualraum ist also ein Fréchetraum. Sind Fy C Fy C 0(U)'®E abgeschlossene
Teilriume, ist Fy- C O(U)®QE' mit der Relativtopologie versehen und ist Fy-/Fi- bzgl.
der Quotiententopologie nuklear, so ist wegen

!/
(R /ALY, = Fi s

(Proposition 2.4.5) der Quotient Fi‘*/F;-+ (versehen mit der Quotiententopologie bzgl.
der starken Relativtopologie von F” auf Fj-1) ein vollstindiger, nuklearer (DF)-Raum
(IMV92], Satz 25.7, und [EP96], Theorem A1.8). Damit sind wir dem Beweis von Satz
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2.4.1 mit ker 04371 (fiir geeignete U und p) in der Rolle von F} und m in der Rolle
von Fy und damit ker &, in der Rolle von Fg- und im &% " in der Rolle von Fj- niher
gekommen.

Wir setzen im Folgenden voraus, dass F' ein lokalkonvexer Hausdorffraum ist derart,
dass F é ein Fréchetraum ist, und dass Fy, F1 C F abgeschlossene Teilrdume von F' sind
derart, dass Fy C Fy und F3-/Fi- ein nuklearer Fréchetraum ist. Vermittels der Bijektion
®y : Fy-/Fi- — (F1/Fy)' kann man ein duales System (Fy/Fy, Fy-/Fi-) definieren durch
(1(2),[p]) = 1([¢])(q1(z)) = @(z) fiir alle p € F5- und alle z € Fy. Hiermit erhélt man
eine Abbildung

v R/F— (B /Fi) Aa(@) = (a(@),), (2.19)

deren topologische Eigenschaften uns interessieren: Hierzu wird die linke Seite von (2.19)
mit der Quotiententopologie bzgl. der durch F' gegebenen Relativtopologie auf F; und
die rechte Seite mit der starken Topologie versehen (wie iiblich). Welche (zusétzlichen)
Voraussetzungen fiir ' miissen erfiillt sein, damit die Abbildung v ein topologischer Mo-
nomorphismus mit dichtem Bild ist? Diese Frage ist aus folgendem Grund interessant: Da
Fj§-/Fit ein (nuklearer) Fréchetraum ist, ist (Fg-/ Ff-)/ﬁ ein vollstéandiger (nuklearer) (DF)-
Raum. Bezeichnet man die Vervollstéindigung von F /Fy mit (Fy /Fp)”, so vermittelt « (als
topologischer Monomorphismus mit dichtem Bild) einen topologischen Isomorphismus

(Fi/Fo)™ — (F5 /i)

([Jar81], Theorem 3.4.2). Diese Beobachtung werden wir benutzen, um den Beweis von
Satz 2.4.1 zu beenden.

Als néchstes wird gezeigt, dass « jedenfalls dann ein topologischer Monomorphismus
mit dichtem Bild ist, wenn F' tonneliert ist. Diese Voraussetzung ist gerechtfertigt, wie das
nachfolgende Lemma zeigt:

Lemma 2.4.6 Fiir U C Q offen und einen Banachraum E ist O(U)'®E ein tonnelierter
Raum.

Beweis: Als starker Dual eines reflexiven Fréchetraumes ist ¢'(U)’ ein tonnelierter

(DF)-Raum ([MV92], Satz 23.22 und Satz 25.7). Ein Banachraum ist ebenfalls stets ein
tonnelierter (DF)-Raum ([MV92], Satz 23.23 und Bemerkung 25.8). Das vervollstandigte
m-Tensorprodukt zweier tonnelierter (DF)-Raume ist tonneliert ([K6t83b], §41.4(8)). M

Proposition 2.4.7 Sei F' ein tonnelierter lokalkonvexer Hausdorffraum derart, dass Fé
ein Fréchetraum ist. Seien Fy, F1 C F abgeschlossene Teilrdume derart, dass Fy C Fi
und Fol/Fll ein nuklearer Fréchetraum ist. Dann ist die Abbildung ~ ein topologischer

Monomorphismus mit dichtem Bild.

Beweis: Zunichst wird die Stetigkeit von v bewiesen. Sei hierzu B ein beschriankte
Menge in F5-/Fi-. Da Fg-/Fi- nuklear ist, ist B relativ kompakt ([EP96], Bemerkung im
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Anschluss an Lemma A1.7). Dann existiert eine kompakte Menge B C F;- mit ¢(B) = B
([Ko6t83a], §22.2(7)); hierbei ist ¢ : Fy- — Fj3-/Fi- der kanonische Epimorphismus. Da Fj-
die von Fj; induzierte Relativtopologie trégt, ist B auch als Teilmenge von F}, kompakt
und damit insbesondere punktweise beschréankt. Weil F' tonneliert ist, ist B also eine
gleichstetige Teilmenge von F’. Es existiert damit eine stetige Halbnorm ¢ auf F mit
lo(x)| < q(x) fiir alle z € F und ¢ € B. Hieraus folgt

pe(Y([2])) pp(y([2])) = sup{|([z], [¢])| : ¢ € B}

= sup{|p(z)] : ¢ € B} <q(x)
fiir alle x € Fy. Dies zeigt die Stetigkeit der Abbildung F; — (Fol/FlL)/, x — ([z],-) und
damit die Stetigkeit von ~.

Die Tatsache, dass v sogar ein Homomorphismus ist, ergibt sich wie folgt: Man rechnet
nach, dass 7' : (Fy-/ Ff‘)” — (Fy/Fy)" vermoge der Identifizierung

n
(Fi/Ft) = R/

mit ®; iiberein stimmt. Insbesondere ist +' bijektiv und v damit injektiv mit dichtem
Bild. Man muss nur noch beweisen, dass zu jeder gleichstetigen Menge N C (F}/Fp) eine
gleichstetig Menge M C Fj-/Fj- existiert mit N C /(M) ([K6t83b], §32.4(3)). Hierbei ist
die Gleichstetigkeit von N bzgl. der Dualitét (Fy/Fy, (Fi/Fp)') und jene von M bzgl. der
Dualitét <(F()J-/F1l)/ﬁ,FOJ-/F1l> zu verstehen.

Die Gleichstetigkeit von N impliziert die Existenz einer absolutkonvexen Nullumge-
bung U C Fi/Fy mit N C U°. Wir zeigen, dass ®;(U°) eine gleichstetige Menge bzgl.
der zweiten Dualitét ist.

Sei hierzu V' C F eine absolutkonvexe Nullumgebung mit V N Fy C ¢; *(U), wobei
q1 : F1 — Fy/Fy der kanonische Epimorphismus ist. Dann ist V° C F, é beschrankt, und
damit auch V° N Fy- und R = (V° N Fy-)/Fit. Man beachte, dass fiir alle ¢ € Fj- mit
o] € ®7H(U°) gilt

()] = K], @1 ()] <1
fir alle x € V N Fy. Deshalb ist
()] < pv(2)

fiir alle x € Fy. Der Satz von Hahn-Banach liefert die Existenz einer stetigen Fortsetzung
@ von |, auf F' mit
[p(2)] < pyv(x)
fiir alle z € F. Es gilt also ¢ € V°NEFg- und [¢] = ] € ®;1(U°). Dies zeigt &, (U°) C R.
Da R beschrénkt ist, ist R° eine Nullumgebung in (Fy-/ FlL)/g Wegen ®,1(U°) C R
gilt somit

(&, [eh] <1

fiir alle ¢ € R° und [p] € &7 (U°), d.h. 71 (U°) ist gleichstetig bzgl. der zweiten Dualitéit.
Damit ist die Proposition bewiesen. |
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Proposition 2.4.8 Unter den Voraussetzungen von Proposition 2.4.7 ist die Vervollstin-
digung von Fy/Fy ein vollstindiger nuklearer und reflexiver (DF)-Raum.

Beweis: Da v : F1/Fy — v (F1/Fy) C (Fol/Ff-)//g ein topologischer Isomorphismus auf
einem dichten Teilraum ist, ist die durch ~ eindeutig bestimmte Abbildung

(/R = (F/FE)

ebenfalls ein topologischer Isomorphismus ([Jar81], Theorem 3.4.2); hierbei bezeichnet
(F1/Fy)" die Vervollstindigung von Fj/F,. Da auf der rechten Seite ein vollstéindiger
nuklearer und reflexiver (DF)-Raum steht, hat auch (Fy/Fy)" diese Eigenschaften. W

Beweis: (von Satz 2.4.1) Sei U C g, (E*,&°) eine Steinsche offene Menge. Dann ist
O(U) &@EP fiir alle p € Z ein tonnelierter lokalkonvexer Hausdorffraum (Lemma 2.4.6). Die
Teilrdume ker ozg_l und m sind abgeschlossene Teilriume von &'(U) @ EP mit W C
ker 0‘3—1- Der Dualraum von @(U)&EP ist der Fréchetraum &(U)QEP = ¢(U, EP), und
es gilt (ker ozg_l)J- P~ und (im ag)J- = keraf;. Wegen U C 0c.c+(E*, &%) ist
ker @, /im &, ' ein nuklearer Fréchetraum (Satz 2.2.1) und

A
U : U
(ker ap_q /un ay )

ein nuklearer (DF)-Raum (Proposition 2.4.8). Die Reflexivitét dieses Raumes folgt aus der

= Ima«&

e ~ . ~p—1
Reflexivitét von ker &f;/im &y, . [ ]

Bemerkung 2.4.9 Sind die Banachriaume EP (p € Z) reflexiv, so kann man die Sequenz
(O(U)®E*,aY) als die stark duale Sequenz von (O(U)®E®,af;) auffassen. Nach dem
Homomorphiesatz fiir Fréchetraume ([K6t83b], §33.4(2)) sind in diesem Fall die Rédume
im ag C O(U)&EP fiir jede Steinsche offene Menge U C 0. .(E®, &*) automatisch ab-
geschlossen. Aufierdem sind die Réume O(U)'QEP (p € Z) in diesem Fall als starke
Dualrdume der reflexiven Fréchetriume €(U)®EP Ptakriume ([K6t83b], §34.3(5)). Da
Quotienten abgeschlossener Teilrdume von Ptakridumen wieder Ptakriume und damit

vollsténdig sind ([K6t83b], §34.3), sind dann die in Satz 2.4.1 auftretenden Quotienten

U
P

von Satz 2.4.1 auch im nicht-reflexiven Fall méglich sind.

ker 0‘1[0171 /im«; auch automatisch vollstindig. Wir wissen nicht, ob diese Verbesserungen

2.5 Anwendung auf vertauschende Operatortupel

Seien (E*®,a®) und (F*,3°*) zwei Komplexe in d%q iiber der komplexen Mannigfaltigkeit
Q.

Satz 2.5.1 Seien A®: (E®,a®) — (F*,3°) und B® : (F*,3%) — (E*,a®) zwei Morphis-
men in dBq und U C 0..(E®, a®) eine Steinsche offene Menge. Dann gilt: Fir alle p € Z
mit

Al ker of; = ker B, und By ker B, = ker of; (2.20)
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ist die kanonisch definierte Abbildung
flf] : ker of; /im a%_l — ker %, / im ﬂg_l
etn topologischer Isomorphismus zwischen nuklearen Fréchetrdumen.

Beweis: Sei p € Z mit (2.20) fixiert. Dann folgt, dass fiir alle Steinschen offenen Men-
gen V C U der Quotient ker of,/imo?, " ein nuklearer Fréchetraum ist (Satz 2.2.1), der
sich topologisch mit dem Schnittraum I'(V, 77) der kohéirenten analytischen Garbe 7
iiber V identifizieren ldsst (Satz 2.2.3). Diese Identifikation wird im Folgenden frei be-
nutzt. Fiir V C U offen und Steinsch seien Ay : ker of,/im afffl — ker (), / im ﬂ{fl und

By : ker ﬁ€ / im ﬁffl — ker o/‘D/ /im 0/‘0;1 die zu Ay und By kanonisch definierten Ab-
bildungen. Sei C : 5 — 7 der von der Familie (vilv DV, 48) — T(V,48),V C
U offen und Steinsch) induzierte analytische Garbenhomomorphismus. Da jf[}’ kohérent
ist, sind C(4¥) und kerC kohérente analytische Untergarben von 7 ([Kul70], Satz
26.14). Da 0 — kerC — 7 — C(A#{) — 0 exakt und kerC als kohérente analytische
Garbe iiber der Steinschen offenen Menge U nach dem Satz von Cartan azyklisch ist
([EP96], Theorem 4.1.4), folgt die Exaktheit von

v, .27 " rw,cr) — o

([Kul70], Satz 18.4). Wegen ker o,/ im a@fl =~ (U, #7) ist T'(C) = By Ay und damit
By AyT(U, 7)) = T(U,C(47)).

Wegen (2.20) besitzt By Ay dichtes Bild und da I'(U,C(4})) nach dem Abgeschlossen-
heitssatz ein abgeschlossener Unterraum von I'(U, #7) ist ([GR77], S.172), muss By Ay
sogar surjektiv sein. Da 7% fiir alle z € U nach dem noetherschen Lemma fiir kohéirente
analytische Garben eine noetherscher 0,-Modul ist ([GR84], S. 111), muss C, fiir alle z € U
injektiv sein.% Damit ist auch C injektiv und schlielich By Ay ([Kul70], Satz 3.9). Nach
dem Prinzip der offenen Abbildung fiir Fréchetriume ist By Ay ein topologischer Isomor-
phismus. Dann ist Ay ein topologischer Monomorphismus. Da Ay nach Voraussetzung
auch dichtes Bild hat, ist Ay ein topologischer Isomorphismus. |

Im Folgenden betrachten wir den Spezialfall (2 = C". Seien E, F' Banachrdume, seien
(S1,...,5,) € L(E)" und (T1,...,T,) € L(F)"™ zwei vertauschende Tupel und sei A €
L(E, F) ein Operator mit AS; = T; A fiir i = 1, ...,n. Dann induziert A fiir alle p € Z einen
linearen Operator AP : AP(s, E) — AP(s, F') vermoge AP = 15p(,) ® A (hierzu wird die

SEin kommutativer Ring R heisst noethersch, wenn jede aufsteigende Kette Ry C Rz C ... von Idealen
in R stationdr ist (d.h. es existiert £ € N mit R; = Ry fiir alle ¢ € N mit ¢ > k). Ist ¢ : R — R ein
surjektiver Ringendomorphismus eines noetherschen Ringes R, so ist ¢ injektiv, denn fiir die gerichtete
Familie (ker ¢*);en von Idealen in R existiert nach Voraussetzung ein n € N mit ker ™ = ker "', Ist
y € kerp und z € R mit y = ¢™(z), so folgt 0 = ¢(y) = ¢" ' (z) und somit ¢"(x) = 0 = y. Folglich ist
ker ¢ = {0}.
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Identifizierung AP(s, E) = AP(s) ® E benutzt). Fiir p € Z und xs;; A--- A sy, € AP(s, E)
gilt

APPSR (s, Ao A 5i,) = ZAIH—I((SZ‘JL‘)SZ‘ Nsiy N Nsg,)
i=1
= Z(ASix)si NSip Nooe Nsg, = Z(TiAa:)si A Sip Ao A sg,
i=1 i=1
= 5’%((A$)5i1 Ao A sip) = (5§Ap(x5il Ao A sip),

d.h. es gilt APT16% = 6%, AP fiir alle p € Z.

Fiir die Abbildungen M,, ® idg auf O(U,E), i = 1,...,n, schreiben wir im Fol-
gend abkiirzend wieder M, und fiir idg@) ® T auf O(U, E), T € L(FE), abkiirzend T'.
Beriicksichtigt man dann

im ot =Y (M., — S)0(U,E)
i=1
fiir alle offenen U C C™ und schreibt man fiir > | (M,, — S;)0(U, E) zur Abkiirzung
(M, — S)O(U, E), so folgt aus Satz 2.5.1:

Satz 2.5.2 Seien E, F Banachriume, S = (S1,...,5,) € L(E)" und T = (Ty,...,T,,) €
L(F)" zwei vertauschende Operatortupel und A € L(E, F), B € L(F, E) mit jeweils dich-
tem Bild und AS; = T;A, S;B = BT; firi=1,....,n. Dann induziert der Operator A fiir
alle Steinschen offenen Mengen U C 0.(S) einen topologischen Isomorphismus

Ay : 0(U,E) | (M, — S)0(U,E) — O(U,F) / (M, —T)O(U, F) ,
[f] = [Avf]

zwischen nuklearen Fréchetraumen.

Beweis: Alle Voraussetzungen von Satz 2.5.1 sind fiir p = n erfiillt. |

n

Zur Berechnung des Spektrums eines vertauschenden Tupels 7' € L(F)™ ist folgendes
Resultat niitzlich: Besitzt T die SVEP7 auf C”, so definiert das Garbendatum

Fr(V)=0\V,F)/(M,—-T)0(V,F), V CC" offen,

zusammen mit den kanonischen Restriktionsabbildungen eine analytische Garbe Frp, fiir
die iiber Steinschen offenen Mengen U C C™ die algebraische Isomorphie I'(U, Fr) =
Fr(U) gilt. Auerdem ist o(T') = supp(Fr) (Proposition A.2.1); hierbei ist supp(Fr)
definiert als das Komplement der grofiten offenen Menge W C C™ mit I'(U, Fr) = {0}
fiir alle U C W offen. Besitzt 1" die Eigenschaft () auf C", so besitzt T' definitionsgeméf
die SVEP auf C" und zusétzlich ist (M, —T)0(U, F') abgeschlossen in O(U, F) fiir jede

Steinsche offene Menge U C C”. In diesem Fall ist Fr eine analytische Fréchetgarbe.

"SVEP steht fiir single valued extension property, vgl. Anhang A.2.
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Auch das wesentliche Spektrum geeigneter vertauschender Operatortupel T lisst sich
als Tréger einer geeigneten Garbe gewinnen. Besitzt 7' ndmlich die Eigenschaft (3) auf C",
so lasst sich vermittels des Garbendatums (I'(U, Fr)9, Tg,y; U C C" offen) eine analytische
Garbe F7. definieren; hierbei steht (-)? fiir den ¢g-Funktor (vgl. wieder Anhang A.2). Es
gilt o(T") = supp(F+) (Proposition A.2.2). Fiir Steinsche offene Mengen U C C™ gilt die
Identifizierung F(U) = Fr(U)1.

Korollar 2.5.3 Seien E, F Banachriume, S = (Si,...,S,) € L(E)", T = (T1,...,T,) €
L(F)" zwei vertauschende Operatortupel und A € L(E, F), B € L(F, E) stetige Operatoren
mit jeweils dichtem Bild und AS; = T;A, S;B = BT; firi=1,...,n. Das Tupel T besitze
die Figenschaft (8) auf C". Dann gilt o(T) C 0.(S) und oo(T) C 0cc(S). Ist E ein
Hilbertraum, so gilt o(T) C o(S) und oo(T') C 0.(95).

Beweis: Ist U C 0.(5) C ge,(S) Steinsch und offen, so folgt aus Satz 2.5.2
OU,E) /(M. - S)0(U,E) = 06U, F) /(M. -T)O(U, F),

wobei fiir T' die Eigenschaft () ausgenutzt wurde. Da links der Nullraum steht, gilt
Fr(U) = {0}. Da dasselbe Argument auch auf jede Steinsche offene Menge V' C U an-
wendbar ist, folgt U C supp(Fr)¢ = o(T). Also ist o(T") C o.(S5).

Fiir U C g¢,(S) Steinsch und offen ist (U, E) /(M, — S)O(U, E) ein nuklearer Fré-
chetraum. In solchen Rdumen sind beschrinkte Mengen relativ-kompakt und es gilt des-
halb

0U, ) /(M. — 8)0(U, B)]* = {0}.

Aus der durch Satz 2.5.2 gegebenen topologischen Isomorphie ergibt sich somit auch
[0(U, F) /(M. =T)O(U, F)]" = {0}.

Wie oben folgt hieraus die Inklusion U C (supp(F7))¢ = 0e(T). Also hat man o.(T) C
Tec(9).
In Hilbertrdumen gilt 0.(S) = o(S) und e (S) = 0¢(95). [

Als Korollar ergibt sich ein bekanntes Resultat von Putinar ([Put92], Theorem 1)
im Zusammenhang mit der Quasidihnlichkeit vertauschender Operatortupel auf Hilber-
traumen. Zwei Operatortupel S = (51,...,5,) € L(E)" und T = (11,...,T,,) € L(F)"
heiflen quasiihnlich, wenn es Operatoren A € L(E, F) und B € L(F, E) gibt, beide injek-
tiv und beide mit dichtem Bild derart, dass AS; = T;A und S;B = BT, fiiri = 1,...,n
gilt.

Korollar 2.5.4 Seien E,F Hilbertraume und S € L(E)" und T € L(F)" zwei vertau-
schende Operatortupel, beide mit der Eigenschaft (). Sind dann S und T quasiihnlich,
so gilt 0(S) = o(T) und o.(S) = o.(T).
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Kapitel 3

Theorie subnormaler
Operatortupel

3.1 Subnormale und wesentlich subnormale Operatortupel

In [Hal50] hat P.R. Halmos eine Klasse von Operatoren eingefiihrt, die heute subnormal
genannt werden. Es handelt sich hierbei um stetige Operatoren .S auf einem Hilbertraum
H, fiir die ein groferer Hilbertraum K und ein normaler Operator N € L(K) existieren
mit S = N|g. Der Operator N wird normale Erweiterung von S genannt. Ist N eine
normale Erweiterung von S und gilt fiir jeden abgeschlossenen Teilraum L von K, der H
enthélt und N-reduzierend ist (d.h. der NL C L und N*L C L erfiillt), bereits L = K, so
wird N eine minimale normale Erweiterung von S genannt. Fiir Einzelheiten zur Theorie
subnormaler Operatoren sei auf die Monographie [Con91a] von J.B. Conway verwiesen.
Zentral sind folgende wohlbekannte Tatsachen: Zu jedem subnormalen Operator S existiert
eine minimale normale Erweiterung und alle minimalen normalen Erweiterungen von S
sind unitdr dquivalent. Ist S subnormal und N eine minimale normale Erweiterung von
S, so gilt die spektrale Inklusion o(N) C o(S). Das Normalenspektrum o,(S) von S
ist definiert als Spektrum einer minimalen normalen Erweiterung von S. Aufgrund der

unitéiren Aquivalenz minimaler normaler Erweiterungen ist o, (S) wohldefiniert.

Das Konzept eines einzelnen subnormalen Operators auf einem Hilbertraum H wird
verallgemeinert durch das Konzept eines subnormalen Operatortupels. Zunéichst zum Be-
griff eines normalen Operatortupels: Ein Tupel N = (Ny,...,N,) € L(H)™ heifit nor-
mal, wenn es vertauschend ist und die Operatoren Ny, ..., N, normal sind. Ein Tupel
S = (S1,...,5,) € L(H)™ heiit subnormal, wenn es vertauschend ist und wenn ein gréferer
Hilbertraum K und ein normales Tupel N = (N, ..., N,;) € L(K)" existieren mit S = N|g
(d.h. S; = Ny|g fiir i = 1,...,n). Natiirlich sind die Operatoren Si,...,.S,, eines subnor-
malen Tupels (51, ...,.S,) als einzelne Operatoren subnormal. Die Umkehrung gilt i.Allg.
hingegen nicht: Es gibt vertauschende Tupel subnormaler Operatoren, die nicht subnormal
sind ([Abr78]). Ist N = (Vy, ..., Np,) eine normale Erweiterung von S auf K und gilt fiir
jeden abgeschlossenen Teilraum L von K, der H enthilt und N -reduzierend ist (d.h. der
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Nj-reduzierend fiir i = 1,...,n ist), bereits L = K, so wird N wieder minimale normale
Erweiterung genannt. Auch im Mehrdimensionalen existieren stets minimale normale Er-
weiterungen und alle minimalen normalen Erweiterungen sind unitér dquivalent ([Ito58]).
Die spektrale Inklusion o(N) C o(S) fiir eine minimale normale Erweiterung N eines
subnormalen Operatortupels S wurde von Putinar in [Put84] gezeigt. Das Normalenspek-
trum o, (S) eines subnormalen Operatortupels S ist definitionsgemifl das Taylorspektrum
einer minimalen normalen Erweiterung. Wieder liefert die unitire Aquivalenz minimaler

normaler Erweiterungen die Wohldefiniertheit dieses Spektrums.

Wir machen im Folgenden Gebrauch von der Multiindexschreibweise: Fiir eine nor-
mierte Algebra A sowie a € A" und p, k € Nj (n € N) wird vereinbart:

n n

i=1 p i=1 M*

n
ap = Ha};i’ HaHp = H Ha’Lsz und ||aH = ||aH(1771)
i=1

i=1,...,n,

a; #0

Neben Erweiterungen von Operatoren bzw. Operatortupeln zu normalen Operatoren
bzw. normalen Operatortupeln im obigen Sinn, spielen auch Dilatationen eine Rolle. Ist K
ein Hilbertraum, H ein abgeschlossener Teilraum von K und sind S = (51, ...,.S,) € L(H)"
und T = (T3, ...,T,) € L(K)"™ zwei vertauschende Operatortupel, so nennt man T eine
Dilatation von S, wenn fiir alle p € Nij gilt SP = PTP|y, wobei P fiir die orthogonale
Projektion von K auf H steht. Besteht 7" aus normalen (unitiren) Operatoren 71, ..., Ty,
so nennt man 7T eine normale (unitire) Dilatation von S. Eine normale (unitire) Dilata-
tion heifit minimale normale (unitire) Dilatation von S, wenn T eine normale (unitére)
Dilatation von .S ist und wenn der einzige T-reduzierende Teilraum von K, der H enthélt,
die Raum K selbst ist.

Ein Spektralmafl E : Bor(o,(S)) — L(K) fiir ein subnormales Tupel S € L(H)"
ist das Spektralmaf einer minimalen normalen Erweiterung N € L(K)" von S.! Sind
E; : Bor(on(S)) — L(K;), i = 1,2, Spektralmafie von S, so gibt es einen unitidren Operator
U: K — Kymit Ur =z fiir alle x € H und UE}(A) = E»(A)U fiir alle A € Bor(o,(.5)).
Fiir z,y € K bezeichnet E, , : Bor(o,(S)) — C das komplexe Ma E, ,(-) = (E(:)z,y).
Ein skalares Spektralmaf p : Bor(o,(S)) — C fir S ist ein skalares Spektralmaf einer
minimalen normalen Erweiterung von S. Zwei solche skalare Spektralmafie sind immer
dquivalent, d.h. gegenseitig absolut stetig. Die Kompression e : Bor(o,(S)) — L(H) eines
SpektralmaBes E fiir S auf H, e(-) = PE(-)|g, wobei P fiir die orthogonale Projektion
von K auf H steht, liefert ein positives operatorwertiges Maf.

Allgemein versteht man unter einem positiven operatorwertigen Maf§ (kurz POM) auf
der Borel-o-Algebra einer kompakten Menge #  mit Werten in den stetigen Operatoren

'Fiir einen topologischen Raum X steht Bor(X) fiir die Borel-o-Algebra von X.
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eines Hilbertraumes H eine Abbildung e : Bor(.#) — L(H) mit den folgenden Eigen-
schaften ([Ber66], Definition 1) :

(a) e ist positiv, d.h. e(A) > 0 fir alle A € Bor(%),

(b) e ist additiv, d.h. e(AU B) = e(A) + e(B) fiir alle A, B € Bor(#) mit ANB =10

und

(c) eist stetig, d.h. fiir jede abzdhlbare, aufsteigende Familie (4;); in Bor(.#") mit A; T A
gilt e(A4;) — e(A) in der starken Operatortopologie.

Ein POM E : Bor(%#") — L(H) ist ein Spektralmaf, wenn E(ANB) = E(A)E(B) fiir alle
Borelmengen A, B € Bor(.%") gilt. Wir nennen ein POM e : Bor(.%") — L(H) unital, falls
6(%) = idy gilt.

Eine spektrale Dilatation eines POM e : Bor(J#) — L(H) ist ein Spektralmafl F :
Bor(#) — L(K) auf einem grofleren Hilbertraum K, deren Kompression auf H mit
e iibereinstimmt, d.h. fiir das e(A) = PE(A)|g fir alle A € Bor(#) gilt. Ein unitales
POM e auf einem kompakten metrischen Raum besitzt infolge eines klassischen Resultates
von Naimark ([Pau86], Theorem 4.6) stets eine unitale spektrale Dilatation. Eine spektrale
Dilatation E eines POM e wird minimal genannt, wenn fiir jeden abgeschlossenen Teilraum
L von K, der H enthilt und fiir den die Kompression von E auf L wieder ein Spektralmafl
ist, bereits L = K gilt. Ist E : Bor(#) — L(K) eine unitale spektrale Dilatation eines
POM e : Bor(#) — L(H), so ist die Einschrankung von E auf

T
N, (A;)i_ bare Zerl
K, = ZE(AZ)JSZ reN,( Z)Z;1 mess aTe erlegung
— von X, (x;);_, Folge in H

= V{E(A)z|A € Bor(#) und z € H}

eine minimale spektrale Dilatation von e. Sind E; : Bor(#) — L(K;) (i = 1,2) zwei
unitale spektrale Dilatationen eines POM e : Bor(.#) — L(H), die beide minimal sind,
so gibt es einen unitdren Operator U : K; — Ko mit Ux = z fiir alle x € H und
UE:(A) = E2(A)U fiir alle A € Bor(%'). Fiir z,y € H bezeichnet e, ,, : Bor(o,(S)) — C
das komplexe Maf e, ,(-) = (e(-)z,y).

Subnormale Operatoren und subnormale Operatortupel kénnen durch Positivitéitsbe-
dingungen charakterisiert werden. Ein Resultat von A. Athavale ([Ath87], Theorem 4.1)
besagt, dass fiir ein vertauschendes Operatortupel S = (S, ..., Sp,) gilt:

S = (S1,...,Sp) subnormal

—Nlrel 7k
— Z m (p) (S*)PSP >0 fiir alle k € Nj.
pENG ,p<k

2Die Definition eines POM kann allgemeiner gefasst werden, wird aber in der allgemeineren Form in
dieser Arbeit nicht bendtigt.
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KAPITEL 3. Theorie subnormaler Operatortupel

Diese Charakterisierung erlaubt eine Ubertragung der Idee eines subnormalen Operators
bzw. eines subnormalen Operatortupels auf Elemente bzw. Tupel von Elementen in C*-
Algebren:

Ein Tupel s = (s1, ..., $,) vertauschender Elemente einer C*-Algebra wird subnormal
genannt, wenn fiir alle k € Ny gilt:

> ol (k) (s%)Ps? > 0.

s TS\

Fiir ein einzelnes Element einer C*-Algebra hat Feldman diese Definition in [Fel99] angege-
ben. Aus der Definition ergibt sich sofort, dass Subnormalitdt unter *-Homomorphismen
erhalten bleibt. Insbesondere ist ein Tupel s = (s1,...,s,) € A™ in einer unitalen C*-
Algebra genau dann subnormal, wenn fiir eine oder &quivalent jede treue Darstellung
¢ : A — L(H) das Tupel ¢(s) = (¢(s1),...,p(sn)) € L(H)™ ein subnormales Operator-
tupel ist. Insbesondere ist ein Tupel s = (s1,...,8,) € A" genau dann normal, wenn die
Tupel s und s* = (s7, ..., s};) beide subnormal sind.

Ein wesentlich normales Tupel N € L(H)™ ist ein Tupel, fiir das N + K(H) ein
normales Tupel in C(H) ist.®> Entsprechend kann man jetzt definieren: Ein Operatortupel
S € L(H)" heifit wesentlich subnormal, wenn S + K (H) ein subnormales Tupel in C(H)
ist.

3.2 Die von einem subnormalen Operatortupel erzeugte C*-
Algebra

Das Studium der von einem subnormalen Operatortupel erzeugten C*-Algebra wird durch
klassische Resultate fiir Toeplitz-Operatoren motiviert.

Beispiel 3.2.1 Sei T = {z € C: |z| = 1} der Einheitskreis in C und H?(T) der klassische
Hardy-Raum iiber der Kreislinie. Fiir ¢ € L>(T) bezeichne T, den Toeplitz-Operator T, :
H*(T) — H*(T), T,f = P(¢f), wobei P fiir die orthogonale Projektion L*(T) — H?*(T)
steht. Ist ¢ € H*(T), so kann in der Definition von T, auf die Projektion verzichtet
werden. Der Operator T, ist subnormal und besitzt M, : L*(T) — L*(T), M,f = of als
normale Erweiterung. Speziell fiir ¢ = z erhilt man den (unilateralen) Shift-Operator T.
Fiir diesen hat Coburn in [Cob67] gezeigt:

C*(T,) ={T, + K : p € O(T), K € K(H*(T))}, (3.1)

wobei die von einer Menge M von Elementen einer unitalen C*-Algebra A erzeugte unitale
C*-Algebra mit C*(M) bezeichnet wird; es handelt sich um die kleinste C*-Unteralgebra
von A, die M und die Eins von A enthilt.

3Wir erinnern, dass fiir N = (N1, ..., N,) € L(H)" die Bezeichnung N + K (H) fiir das Tupel (N7 +
K(H),...,N,+ K(H)) € C(H)"™ steht, und dass C(H) die Calkin-Algebra von H ist (vgl. §0.2). Die Calkin-
Algebra eines Hilbertraumes ist in kanonischer Weise eine unitale C*-Algebra.
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Beispiel 3.2.1 besitzt eine abstrakte Verallgemeinerung: Ist S € L(H) ein subnormaler
Operator, N € L(K) eine minimale normale Erweiterung von S und g ein skalares Spek-
tralmaf fiir S, so ldsst sich fiir f € L>(u) ein Operator Ty : H — H definieren durch
Ty = Pf(N)|u, wobei P fiir die orthogonale Projektion P : K — H steht und f(/N) mit
Hilfe des L*°(u)-Kalkiils von N gebildet wird. Man nennt Ty den Toeplitz-Operator mit
Symbol f (bzgl. S). Der Operator T ist unabhéngig von der speziellen Wahl der minimalen
normalen Erweiterung N von S. Die Zuordnung L*(u) — L(H), f — T} ist offensicht-
lich kontraktiv. Dariiber hinaus gilt {T} : f € C(0,(5))} € C*(S) ([Con9lal, Lemma
I1.12.5), und es ist deshalb naheliegend zu fragen, fiir welche subnormalen Operatoren S
die Identifizierung

CH(S) = {T} + K : f € C(0n(S)), K € K(H)} (3.2)

richtig ist. Um die Analogie zu (3.1) deutlich zu machen, sei bemerkt, dass fiir die minimale
normale Erweiterung M, von T, die Gleichheit T = o(M,) = 0,(T%) gilt. Zur Formulierung
einer Antwort auf die gestellte Frage, sei an folgende Begriffe erinnert:

Ein Operator T' € L(H) heifit reduzierbar, wenn ein abgeschlossener Teilraum Hy von
H mit {0} # Hy # H existiert mit THy C Hy und T*Hy C Hy. Entsprechend heifit
ein Operator T' € L(H) irreduzibel, wenn T nicht reduzierbar ist, d.h. wenn die einzigen
reduzierenden Teilrdume fiir 7' die Réume {0} und H sind. Eine Menge M von Operatoren
(insbesondere ein Operatortupel oder eine C*-Algebra von Operatoren) heifit reduzierbar,
wenn es einen abgeschlossenen Teilraum Hy von H mit {0} # Hy # H gibt, der T-
reduzierend fiir alle T' € M ist. Eine Menge M von Operatoren heifdt irreduzibel, wenn M
nicht reduzierbar ist. Ist 7' € L(H), so heifit ein Teilraum Hy invarianter Teilraum von T
oder T-invariant, wenn T Hy C Hy gilt. Ein Teilraum Hg heifit invariant fiir eine Menge
M von Operatoren, wenn T Hy C Hy fiir alle T' € M gilt. Der Teilraum wird in diesem
Fall auch M -invariant genannt.

Fiir einen Operator T' € L(H) bezeichne o,,(T) das approzimative Punktspektrum von
T.* Der unilaterale Shift ist irreduzibel, wesentlich normal und erfiillt o(M,) = 04p(T:)
(vgl. [Dou72]). Keough hat in [Keo81] gezeigt, dass diese drei Eigenschaften fiir einen
subnormalen Operator bereits (3.2) liefern.

Wir werden zeigen, dass das obige eindimensionale Resultat von Keough auch in der
mehrdimensionalen Situation richtig bleibt (Satz 3.2.10). Die Richtigkeit in einem Spezi-
alfall beinhaltet das folgende Beispiel aus [Upm96]:

Beispiel 3.2.2 Sei D C C" eine strikt pseudokonvexe Teilmenge mit glattem Rand und
sei o das Oberfliichenma$l von dD. Sei A(D) = {f € C(D) : f|p holomorph}, und sei

H2(0) = {flop - F € AD)} ",

der Hardy-Raum iiber D. Der Toeplitz-Operator Ty mit Symbol f € L°°(o) ist dann
definiert durch Trg = P(fg) fir ¢ € H?(o), wobei P fiir die orthogonale Projektion

4Zur Definition des approximativen Punktspektrums eines einzelnen Operators vergleiche die entspre-
chende Definition fiir Operatortupel auf Seite 66.
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P : L?*(c) — H?(o) steht. Die Abbildung L>(c') — L(H), f — T teilt viele Eigenschaften
der entsprechenden eindimensionalen Abbildung. Sie ist etwa kontraktiv, erfiillt T;Z = TT
sowie T¢T,, = Tp, und TTy = Ty fiir f € L°°(0) und p € H®(0) = H?(0)NL>®(0). Seien
T,,,...,T,, die Toeplitz-Operatoren der Multiplikation mit den Koordinatenfunktionen,
und sei T, = (T, ..., 1%, ). Dann gilt

C*(T,)={T;+ K : f € C(dD),K € K(H?*(0))},
in Analogie zum eindimensionalen Fall.

Eine abstrakte Verallgemeinerung ist auch in mehreren Dimensionen méglich: Sei S €
L(H)™ ein subnormales Tupel, N € L(K)" eine minimale normale Erweiterung von S und
u ein skalares Spektralmaf fiir S. Die von N erzeugte (unitale) C*-Algebra C*(N) ist
kommutativ. Dann existiert ein *-Isomorphismus py : C*(N) — C(o(N)), der es erlaubt,
die C*-Algebra C*(N) mit der kommutativen C*-Algebra der stetigen Funktionen auf
o(N) = 0,(S) zu identifizieren.

Fir f € L™(u) sei Ty : H — H definiert durch Ty = Pf(N)|g, wobei P fiir die
orthogonale Projektion P : K — H steht. Man nennt Ty den Toeplitz-Operator mit Symbol
f (bzgl. S). Man ftiberlegt sich wieder sehr leicht, dass Ty unabhingig von der Wahl der
minimalen normalen Erweiterung von S ist. Sei 7 der stetige Operator C'(o,,(S)) — L(H),
f =Ty Fir o, 8 € Njj ist

Tea,s = PN* NPy = §**8° € C*(9),

und da die Polynome in 21, ..., 2z, und 1, ..., Z,, dicht in C(0,,(.9)) liegen, folgt 7(f) € C*(5)
fiir alle f € C(0,(S5)). Damit erhilt man das folgende Lemma:

Lemma 3.2.3 Ist S € L(H)" subnormal, so gilt
im7T = {Tf : f € C(on(9))} C C*(95).

In der nachfolgenden Proposition wird gezeigt, dass der Gelfand-Raum von C*(S), d.h.
die Menge

M(C*(S)) ={¢;¢ : C*(S) — C nicht triviale multiplikative Linearform},

mit dem approximativen Punktspektrum og,(S) von S identifiziert werden kann. Fiir ein
beliebiges (nicht notwendig vertauschendes) Operatortupel T' = (11, ...,1,,) € L(E)" auf
einem Banachraum F ist das approximative Punktspektrum wie folgt definiert:

T)=<A=(M\,...,\p) €C
Tap () { (M n) ist nicht nach unten beschrinkt

W] B B e (- T, }

Die Identifizierung ist moéglich fiir (nicht notwendig vertauschende) Tupel hyponorma-
ler Operatoren. Hyponormale Operatoren T € L(H) sind durch die Eigenschaft T*T >
TT* definiert und subnormale Operatoren sind hyponormal ([Con91a], Proposition 4.2).

66



3.2. Die von einem subnormalen Operatortupel erzeugte C*-Algebra

Proposition 3.2.4 Sei T = (T1,...,1,) € L(H)" ein (nicht notwendig vertauschendes)
Tupel.

(a) Fiir jede nicht triviale multiplikative Linearform ¢ : C*(T) — C gilt
(¢(T3))iz1 € 0ap(T).

(b) Die Abbildung
0: M(CH(T)) = aap(T), ¢ = (#(Ti))i=1

ist injektiv.

(c) Sind die Operatoren T;, i = 1,...,n, hyponormal, so ist o ein Homdomorphismus.

Beweis: (a) Sei A = (A1, ..., A\n) € C"\oyp(T'). Dann existiert ein ¢ > 0 mit
S I = T;)z|]? > c|z||? fiir alle z € H. Hieraus folgt

n

Y =T\ —T) —c>0.
i=1

Da multiplikative Linearformen Positivitét erhalten, gilt fiir alle ¢ € M(C*(T)):

0< ¢ (Z@ ~ TN = T) — ) =Y oM —c

i=1 =1

Folglich existiert wenigstens ein Index iy € {1,...,n} mit \;, # ¢(T;,). Hieraus folgt die
Behauptung.

(b) Die Abbildung p ist wegen (a) wohldefiniert. Sind ¢1,¢s € M(C*(T)) und gilt
01(T;) = ¢o(T;) fiir i = 1,...,m, so ist @1 = ¢2, denn ¢ und ¢ sind *-Homomorphismen,
¢1(idgr) = ¢2(idg) = 1 und idg, 17, ..., T), sind Erzeuger von C*(T).

(c) Es geniigt, sich von der Surjektivitéit von g zu iiberzeugen, denn als bijektive, stetige

Abbildung zwischen kompakten Hausdorffriumen ist ¢ dann ein Homéomorphismus.
Sei A = (A1, ..., A\n) € 0gp(T). Dann existiert eine Folge (), in H mit ||z,,] = 1 und
N —T3)xm — 0 (m — o0) fiiri = 1,...,n. Sei LIM : £*° — C ein Banach-Limes (es geniigt
ein stetiges lineares Funktional, fiir das LIM(yy,)m = limy,— o0 Y fiir alle konvergenten
Folgen (ym )m gilt). Definiere ¢ : C*(T") — C durch

d(A) = LIM(Azy,, ).

Dann ist ¢ ein stetiges lineares Funktional mit A = (¢(7;))?_,. Es muss die Multiplika-
tivitét von ¢ nachgewiesen werden. Fiir i € {1,...,n} gilt aufgrund der Wahl der Folge

($m)m
d(A(N; = T;)) = LIM(A(N\; — T3) T, o) =0 fiir alle A € C*(T).

Da T;, i = 1,...,n, hyponormal ist, folgt ||(A; — T*)z| < [|[(A; — T3)z|| fiir alle z € H und
damit auch ¢(A(N\; —T})) = 0 fiir alle A € C*(T). Es folgt, dass ¢ auf der linearen Hiille C
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aller Produkte der Form Aj -+ A, mit 7 > 1und Ay,..., A, € {\ =T, \i —TF :i=1,...,7}
verschwindet, und dass ¢(A + al) = « fir A € C, a € C gilt. Damit ist ¢ multiplikativ
auf einer dichten Teilalgebra von C*(T"). Die Stetigkeit von ¢ impliziert ¢ € M(C*(T)).
|

Fiir eine unitale C*-Algebra A ist

T =e70): 6 € M(A)}

das Kommutatorideal von A, d.h. das von den Elementen der Form ab — ba, a,b € A,
erzeugte abgeschlossene Ideal in A ([Con91a], Lemma I1.12.2). Dann ist

AlT — C(M(A), a+T—a mit a(¢) = ¢(a)
ein *-Isomorphismus.

Korollar 3.2.5 Sei T = (11, ...,T,) € L(H)"™ ein (nicht notwendig vertauschendes) Tupel
hyponormaler Operatoren und J das Kommutatorideal von C*(T'). Dann definiert

pr: C*(T1)/T — Clog(T)), A+T— Aot
einen *-Isomorphismus.

Satz 3.2.6 Fir ein subnormales Operatortupel S ist das nachfolgende Diagramm kom-

mutativ:
0(01(5)) —— C(UT(S)) (3.3)
c*(S) ul c (9T,

wobet m den kanonischen Epimorphismus, r die Restriktionsabbildung und 7, pg die oben

definierten Abbildungen bezeichnen.

Beweis: Seien o, 3 € N” und A € 04,(5). Wahle ¢ € M(C*(S)) mit X = (4(5;))i;-
Dann gilt

(05 om0 m)(2%7)] () = ps(5™57 + T)(N) = (5°5P) (07 (V) = (5257)() = X"N°.

Da nach dem Satz von Stone-Weierstrafl die Polynome in z und Z dicht liegen in C'(0,(5)),
gilt pg om o7 = r wie behauptet. |

Aus Satz 3.2.6 ergibt sich unmittelbar:
Korollar 3.2.7 Fir f € C(0,(9)) gilt:

TreJ < f(A)=0 firale X € 04(S).
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Sei T = (11, ...,T,,) € L(H)" ein beliebiges (nicht notwendig vertauschendes) Tupel und
seien A € 04, (1), ¢ € M(C*(T')) mit ¢(T') = A und (), eine Folge von Einheitsvektoren

in H mit lim,,—o0(N; — T5)2p, = 0 fiir ¢ = 1,...,n. Dann ist

A={AeCT); (A= o(A))zm = 0}

lim
m—0o0
eine unitale abgeschlossene Teilalgebra von C*(T') mit T3, ...,T,, € A. Sind T1, ..., T,, hy-
ponormal, so enthilt A wegen

(T = o(T3))zmll = (T = &(T3)) |l < (T3 — (T5))zmll — 0 (m — o0)
fiir i = 1,...,n auch die Operatoren 77, ..., 7). In diesem Fall ist A = C*(T).

Proposition 3.2.8 Sei T' = (T1,...,T,,) € L(H)" ein (nicht notwendig vertauschendes)
Tupel hyponormaler Operatoren, A € C*(T) und J das Kommutatorideal von C*(T).

Dann sind dquivalent:
(i) Ae J.

(it) Fir beliebiges N € 04p(T) und jede Folge (2y,)m von Einheitsvektoren in H mit
limy, o0 (A = T3) @ = 0 fiir i = 1,...,n gilt: limy, o Az, = 0.

(iit) Fiir X € oq,(T) gilt: Es existiert eine Folge (T )m von Einheitsvektoren in H mit
lim,, o0 (A — T3) @ = 0 fiiri = 1,...,n und limy,,—,oo Az, = 0.

Beweis: (1)=(ii): Sei XA € 04p(T), ¢ € M(C*(T')) mit ¢(T) = X und (), eine Folge
von Einheitsvektoren in H mit lim,—oo(A; — T3)xy, = 0 fiir i = 1,...,n. Wegen A € J ist
#(A) = 0 und deshalb A = A — ¢(A). Also folgt aus der zuvor gemachten Bemerkung,
dass lim,,—oc Az, = 0 ist.

(ii)=(iii) ist klar.

(ili)=-(i): Sei ¢ € M(C*(T)), A = (Ni)}-1 = 0(¢) € 04p(T) und (z)m eine Folge von
Einheitsvektoren in H mit lim,, oo (A; — 1)z, = 0 fiir ¢ = 1, ..., n und lim,, o, Az, = 0.
Dann gilt ¢(A)zy, = Azy — (A — ¢(A))zy — 0 (M — 00). Demzufolge muss ¢(A4) = 0
sein und da die Aussage fiir alle ¢ € M(C*(T)) richtig ist, folgt A € N{p~1(0);¢ €
M(CH(T))} = T. n

Soweit zu den allgemeinen Aussagen. Beispiel 3.2.2 rechtfertigt die Betrachtung spezi-
ellerer Situationen, insbesondere das Studium subnormaler Operatortupel, die irreduzibel

und wesentlich normal sind.

Lemma 3.2.9 SeiT € L(H)™ ein (nicht notwendig vertauschendes) Tupel, das irreduzibel
und wesentlich normal ist. Dann ist das Kommutatorideal J von C*(T') gegeben durch
J = K(H). Insbesondere ist K(H) C C*(T).

Beweis: Zunichst wird C*(T) N K (H) # () gezeigt. Dies ist klar, wenn T' = (11, ..., T},)
nicht vertauschend ist, denn da 1" wesentlich vertauschend ist, existieren in diesem Fall
i,j €{1,...,n} mit 0 # [T3,T;] € C*(T) N K(H). Ist T vertauschend, so kann 7" aufgrund
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der Irreduzibilitidt jedenfalls nicht normal sein, d.h. es existiert i € {1,...,n} mit 0 #
[T, T;) € C*(T)N K(H). Also ist C*(T) N K(H) # () gezeigt.

Da mit T" auch C*(T") irreduzibel ist und da C*(T") einen kompakten Operator enthélt,
gilt K(H) C C*(T) ([Mur90], Theorem 2.4.9). Da K (H) ein Ideal in C*(T") und T+ K (H)
nach Voraussetzung ein C*(T')/K(H) erzeugendes normales Tupel ist, ist C*(T")/K(H)
eine kommutative C*-Algebra. Fiir A,B € C*(T) gilt deshalb AB — BA € K(H) und
damit J C K(H). Da K(H) keine nicht-trivialen multiplikativen Linearformen besitzt
([Arv76], Corollary 1 zu Theorem 1.4.2), folgt wegen J = N{¢~1(0) : ¢ € M(C*(T))}
auch die umgekehrte Inklusion K (H) C J. [ |

Satz 3.2.10 Sei S € L(H)" ein subnormales Tupel, das irreduzibel und wesentlich normal
ist. Dann gilt:
C*(S)={Tr+ K :feC(on(9)),K € K(H)}.

Beweis: Das Kommutatorideal von C*(S) ist K(H) (Lemma 3.2.9). Fiir alle f €
C(on(9)) ist Ty € C*(S) (Lemma 3.2.3). Die Inklusion ,, D ist damit geklart. Ist um-
gekehrt T' € C*(S), ps die Abbildung aus Korollar 3.2.5 und f eine stetige Fortsetzung
von ps(T' + K(H)) auf 0,(S) (Fortsetzungssatz von Tietze), so ist ps(Ty —T + K(H)) =
r(f) — ps(T + K(H)) = 0 (Satz 3.2.6). Folglich ist Ty — T+ K(H) € ker pg = {0}, d.h.
T =Ty + K fir ein K € K(H). Das ist ,,C“. [

Uber subnormale Operatortupel, die irreduzibel und wesentlich normal sind, lisst sich
noch mehr sagen. Fiir die erste Aussage wird lediglich die Hyponormalitit gebraucht.

Satz 3.2.11 Sei T € L(H)" ein (nicht notwendig vertauschendes) Tupel hyponormaler
Operatoren, das irreduzibel und wesentlich normal ist. Dann gilt:

0e(T) = o4p(T).

Beweis: Wegen J = K(H) (Lemma 3.2.9) ist pp : C*(T")/K(H) — C(04(T')) ein *-
Isomorphismus (Korollar 3.2.5). Es ist pr(T; + K(H)) = z; fiir i = 1,...,n. Also ist (siehe
§0.3)

0e(T) = o) (T + K(H)) = o=y k) (T + K(H)) Z 04(T).

Fir m € Nund h = (hy,..., hp) € C(0,(S))™ sei das Tupel T}, € L(H)™ definiert
durch Ty, = (Th,,...,Ip,,). Der néchste Satz zeigt unter anderem, dass unter geeigneten
Bedingungen das Operatortupel T}, wesentlich vertauschend ist.

Satz 3.2.12 Sei S € L(H)" ein subnormales Tupel, das irreduzibel und wesentlich normal
ist. Dann ist 0¢(S) C 0,(S) und fir f,g € C(on(S)) sowie h € C(0,(S))™ (m € N)
gilt:

(a) Ty e K(H) <= f(0e(5)) = {0}
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(b) Ty + K(H)[ (= mf{||Ty + K| : K € K(H)}) = [[fllco,0e(s)
(c) Ty, —TyT, € K(H)
(d) Ty, ist wesentlich vertauschend und o.(Ty) = h(oe(S))

Beweis: Nach Satz 3.2.11 gilt 0.(S) = 04,(S) C 0,(S5) und nach Lemma 3.2.9 ist K (H)
das Kommutatorideal von C*(S). Teil (a) ist dann nichts anderes als Korollar 3.2.7. Nach
Satz 3.2.6 und Korollar 3.2.5 gilt (| Ty + K(H)|| = (|7 o 7(f)| = |7 (f)|| = [ fllcc,0.(s); das
ist (b). Teil (c) ergibt sich ebenfalls aus Satz 3.2.6:

ps(Trg = TyTy + K(H)) = r(fg) — r(f)r(g) =0,

und da pg injektiv ist, muss Ty, — T¥T, € K(H) sein. SchlieBlich folgt (d) aus (c) und
0e(Th) = ocmy(Th + K(H)) = oc+sy/k (1) (Th + K(H)) = 0¢(0.(5))(1(h)) = h(0e(S)). B

Nachdem in Satz 3.2.10 die formale Gestalt der von einem subnormalen Operatortupel,
das irreduzibel und wesentlich normal ist, erzeugten C*-Algebra beschrieben wurde, geht
es jetzt um die Frage, wann die von einem solchen Tupel erzeugte C*-Algebra bereits von
weniger als n Operatoren erzeugt wird.

Satz 3.2.13 Sei S € L(H)"™ ein subnormales Tupel, das irreduzibel und wesentlich normal
ist. Seien m € N, f = (f1,..., fm) € C(0,(9))™ und K = (K1, ..., Kin) € K(H)™. Dann
sind dquivalent:

(1) C*(S)=C*(Ty + K);
(ii) Ty + K ist irreduzibel und fi,..., fm trennen die Punkte von o.(S).?

Bevor der Beweis dieses Satzes durch ein einfaches Lemma vorbereitet wird, noch
eine Bemerkung zu (ii): Die entscheidende Bedingung ist, dass die fi,..., f, die Menge
0c(9S) trennen, denn zu jedem stetigen Operator 7" auf einem Hilbertraum H existiert ein
kompakter Operator K derart, dass 7'+ K irreduzibel ist ([Her82], Lemma 4.33). Trennen
also f1,..., fm das Spektrum o.(S), so ist es immer moglich, ein Tupel K kompakter
Operatoren zu finden so, dass Tt + K irreduzibel ist. In der Tat kann man sogar K =
(0,..,0, K;,0, ...,0) mit geeignetem K; € K(H) wihlen, i € {1,...,m}.

Lemma 3.2.14 Sei S wie in Satz 3.2.13, f = (f1, ..., fm) € C(0,(5))™, P ein Polynom in
2m nicht-kommutierenden Variablen und p das zugehirige Polynom mit kommutierenden
Variablen. Fir ein Tupel K = (K, ..., Ky,) € K(H)™ gilt dann

* * o _

mit einen kompakten Operator K auf H.

®Dass die Funktionen fi, ..., fm die Punkte von o.(S) trennen bedeutet nicht anderes, als dass f =
(fi, s fm) 1 0e(S) — C™ injektiv ist.
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Der Beweis des Lemmas ist eine einfache Folgerung aus Satz 3.2.12(c); auf den Beweis

wird verzichtet.

Beweis: (von Satz 3.2.13) Die Gleichheit o.(S) = 04,(S) wurde in Satz 3.2.11 bewiesen.
(i)=(ii): Ist S irreduzibel, so auch C*(S) und wegen C*(S) = C*(Ty + K) somit auch
Tr+K. Wegen S; € C*(Ty+K) fiiri € {1,...,n} existiert eine Folge (P/,EZ))]€ von Polynomen
in 2m nicht-kommutierenden Variablen mit PIEZ) (T7 + K*, Ty + K) — S fiir k — oo. Sei
(p,(:))  die zugehorige Folge von Polynomen mit kommutierenden Variablen. Aufgrund von
Lemma 3.2.14 existiert fiir alle kK € N und ¢ = 1,...,n ein kompakter Operator K,S,Z) mit

(3) /s . o (4) :
P, (Tf + KT+ K) = Tp;(f)(?,f) + K,’. Dann gilt aufgrund von Satz 3.2.12
ps(Tyo sy + K4 = Sit K(H)) = 0 (F, Dl () = 2ilo(s) = 0 fiir k — o0

und i = 1,...,n. Somit ist 2i|,,(5) € C*(fls.(s)) fiir alle i = 1,..,n. Es muss also
C*(floe(s)) = C(oe(S)) sein und die fi, ..., fr, miissen die Menge o, (S) trennen.

(ii)=(): Da Ty + K irreduzibel und wesentlich normal ist, gilt nach Lemma 3.2.9
die Inklusion K(H) C C*(Ty + K). Da wegen Satz 3.2.10 offensichtlich C*(Ty + K) C
C*(S) ist, muss nur gezeigt werden, dass T, = §; € C*(Ty + K) fiir i = 1,...,n gilt.
Sei g = z; fiir ein i € {1,..,n}. Da f|, () die Punkte von o¢(S5) trennt, liefert Stone-
Weierstrass C*(f|,,(s)) = C(0e(S)). Dann existiert eine Folge von Polynomen (pg); in
2m kommutierenden Variablen mit ||px(f, f) — 9llsc,0.(s) — 0 fiir & — oo. Fiir k € N
sei hy 1 0,(S) — C eine stetige Fortsetzung von pi(f, f)ls.(s) — glow(s) auf o, (S) mit
Vklloosmns) < 10k(Fs £) = glloor(s) (Tictze). Dann gilt

1 Thyrg = Tyll < 1+ 9 = gllooions) < IP(f, f) = gllooe(sy — 0 fiir k — 0o (3.4)

Wegen pgs(Thy+9—T,, 7.5 T K (H)) = (hi +9—k(f, f))lo.(s) = 0 folgt nach Korollar 3.2.7
die Existenz eines kompakten Operators K mit K + Tpk T = Thy+g- Ist Py, k € N, ein
nicht-kommutierendes Polynom in 2m Variablen, fiir das p; das zugehorige kommutierende
Polynom ist, so gilt Py (T} + K*, Ty + K) = T, G.nt K, fiir einen kompakten Operator
Ky (Lemma 3.2.14). Folglich ist T}, 14 = Kj — K+ Py (T} + K*, T + K). Wegen K(H) C
C*(Tt+ K) ist (Th, 4¢)k eine Folge von Operatoren in C*(Ty 4+ K). Da C*(Tt + K) Norm-
abgeschlossen ist, folgt die Behauptung aus (3.4). |

Als Korollar ergibt sich:
Korollar 3.2.15 Sei S € L(H)" ein subnormales Tupel, das irreduzibel und wesentlich
normal ist. Dann sind dquivalent:
(i) oe(S) ist homdomorph zu einem Kompaktum in C™;
(i) C*(S) wird (als C*-Algebra) von m Operatoren erzeugt.
Beweis: (1)=(ii): Sei h : 0.(S) — C™ eine injektive stetige Abbildung. Nach dem

Fortsetzungssatz von Tietze hat h eine stetige Fortsetzung f : 0,(S) — C™. Satz 3.2.13
und die sich anschlieende Bemerkung zeigen, dass C*(.S) von m Operatoren erzeugt wird.
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(ii)=(1): Ist h = (h1,...,hm) € C(on(5)™, K = (Ki,...., Kpn) € K(H)™ und wird
C*(S) von den Operatoren Ty, +Kj, ..., Th,, + K, erzeugt, so ist hl,,(s) : 0e(S) — h(oe(S))
ein Homoomorphismus auf eine kompakte Menge in C™. |

3.3 Spektrale Inklusionseigenschaften fiir Toeplitz-Opera-

toren

Sei S € L(H) subnormal und g ein skalares Spektralmafl fiir S. Keough untersucht in
[Keo81], unter welchen Bedingungen S die C*- bzw. W*-Inklusionseigenschaft besitzt,
d.h. fiir welche subnormalen Operatoren S fiir alle f € C(0,(.5)) die Inklusion f(c,(S)) C
o(Ty) im ersten, und fiir alle f € L*(u) die Inklusion f(0,(S)) C o(Tf) im zweiten
Fall gilt.5 Motiviert werden diese Untersuchungen von einem Resultat von Hartman und
Wintner ([Dou72|, Corollary 7.7), das in der klassischen Hardy-Raum-Situation besagt
(vgl. Beispiel 3.2.1): Ist ¢ € L*°(T), so ist ¢(T) = o(My,) C o(7T,). Dieses Resultat
bleibt auch in der Situation eines mehrdimensionalen Toeplitz-Tupels richtig (vgl. Beispiel
3.2.2). Eine wichtige Rolle spielt dabei jeweils die Identitdt o4, (1%) = on(1%) = o(M.).
Wir werden sehen, dass fiir subnormale Tupel S diese Eigenschaft &quivalent zur C*-
Inklusionseigenschaft ist.

Definition 3.3.1 Sei S € L(H)"™ ein subnormales Tupel und sei u ein skalares Spektral-
maf fir S.

(a) Das Tupel S besitzt die C*-Inklusionseigenschaft (kurz die C*-SIP fiir ,Spectral In-
clusion Property”), wenn fir alle f € C(on(S)) die Inklusion f(on(S)) C o(T})
erfillt ist.

(b) Das Tupel S besitzt die W*-Inklusionseigenschaft (kurz W*-SIP ), wenn fiir alle f €
L>®(p) die Inklusion f(0,(S)) C o(Ty) erfillt ist.

Bevor die Ergebnisse dieses Paragraphen formuliert und bewiesen werden, sei an den
Begriff des Winkels <t(H1, Hy) zwischen zwei abgeschlossenen Teilrdumen Hp, Hy eines
Hilbertraumes H erinnert: Es handelt sich um die eindeutige Zahl « in [0, 5], die

cosa = sup{[(h1, ho)| : by € Hy, ||hi]| = 1,4 = 1,2}
erfiillt.

Lemma 3.3.2 Sei K ein Hilbertraum und seien P,Q € L(K) zwei orthogonale Projek-

tionen. Dann sind dquivalent:

(i) [IPQP| =1;
(i) <(QK,PK)=0;

SFiir f € L®(u) bezeichnet f(o,(S)) das wesentliche Bild von ¢, (S) unter f, d.h. das Komplement
der Vereinigung aller offenen Mengen G' C C mit u(f~*(G)) = 0.
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(iii) es existiert eine Folge (zy,)m von Einheitsvektoren in PK mit lim ||Qx,, — zp|| =
m—0oo

0.

Beweis: (i)=>(ii): Sei (2,)m eine Folge in K mit ||z,,|| = 1 und [|[PQPzy| > 1— 5= fiir
alle m € N. Seien (Z,)m, (Ym)m in K definiert durch z,, = IIQPP%WLH und v, = ”P%P%m”
fiir alle m € N. Wegen 1 > [|QPzy,|| > [|[PQPzy| > % fiir alle m € N sind die Folgen
wohldefiniert mit ||Qx., || = || Pym|| = 1 fiir alle m € N. Es gilt

(QPzp, PQPzp,) (PQPzp, PQPzp,)

1
1 > (Q@m, Pym) = = >1-— 1
Qi Pym) = 052 PGPl ~ 1QPom | [PQPo] = - 2m

fiir m — oo. Das ist (ii).

(ii)=-(iii): Es existieren Folgen (Z)m, (Ym)m in K mit ||PZy,|| = [|Qym| = 1 und
[{(PZm, Qym)| > 1 — % fiir alle m € N. Durch geeignete Wahl von £, € T und vermége
Ty = EmPTp, kann man R 3 (2, Qypm) > 1 — % fir alle m € N erreichen. Es gilt:

2 .
7m = Quml* = l#m|* = 2(@m, Qym) + [|Qym[* < — — 0 fir m — oc.

Daraus ergibt sich

1Qzm — x|l < Qrm — Q%Y + 1QUm — zm|l < 2/|Qum — x| — 0 fiir m — oo.

Da ||y, || =1 fiir alle m € N gilt, folgt die Behauptung.
(iii)=(i): Sei (2, )m eine Folge in PK mit ||z,,| = 1 fiir alle m € N und ||Qxy, — x| —
0 fiir m — oo. Fiir alle m € N gilt

1= o]l < P2 — PQPw| + |PQPE]| < 2w — Qe + |PQPE,
d.h. liminf,, o [|[PQPzy|| > 1. Da |PQP|| <1 gilt, folgt die Behauptung. [
Auch das nachfolgende Lemma erweist sich als niitzlich:

Lemma 3.3.3 Sei T = (Th,...,T,) € L(H)™ ein vertauschendes Tupel und sei A =
(A1, s An) € C". Dann ezistieren fir jeden Multiindex § € Ni Operatoren A; € {TY,

7=1,...,n, mit

n
TN = AT )
j=1
Fir zwei Multiindizes o, 3 € Ny existieren Operatoren A;, B; € {T}, j =1,...,n, mit

n n
T T - NN =3 T AT = M)+ ) B (T} = X).
j=1 j=1

Beweis: Der Beweis des ersten Teils kann durch Induktion tiber |3| gefiihrt werden. Sei
|3 = 1 und sei i € {1,...,n} mit §; = 1. Dann ist 7% — A% = T; — \; und die Aussage
ist richtig mit A; = idg und 4; = 0 fiir j = 1,...,n, j # 4. Sei || = m+1 (m > 0)
und sei die Behauptung gezeigt fiir alle Multiindizes o mit |a| = m. Sei i € {1,...,n} mit
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B; > 1. Sei dann 3 = 3 — e; mit e; = (51-]-)?:1 (05 das Kronecker-Symbol). Dann gilt nach
Induktionsvoraussetzung fiir geeignete Operatoren Ay, ..., A, € {T1,...,T,,}

N\ = T’gT )\ﬁ)\ = ~( i)+ N (T ,6’_)\5)
= 79T, Z
= (1% + \A)(T, Z A (Tj = \)).
J=1.37#i

Wegen T*T8 — XN = T (T8 — X\B) 4 NP (T** —X") folgt der zweite Teil direkt aus dem
ersten. ]

Der Beweis des néchsten Lemmas ist eine direkte Verallgemeinerung von [Keo81], Lem-
ma 1.1.

Lemma 3.3.4 Die Menge {f € L*>(n) : f(on(S)) C o(Ty)} ist Norm-abgeschlossen in
L%(p).

Fiir einen Hilbertraum K, einen abgeschlossenen Teilraum H von K und ein Tupel
T = (Ty,...,T,) € L(K)" steht in den folgenden beiden Sétzen o,y y(T') fiir die Menge
derjenigen A € C™, fiir die die Abbildung T'— X : H — K", z — ((T; — \;j)x)!"_; nicht nach
unten beschrinkt ist. Es sei auflerdem daran erinnert, dass fiir ein normales Operatortupel
N, ein skalares SpektralmaB x von N und f = (f1,..., fx) € L>®(u)* das Tupel f(N)
definiert ist durch f(N) = (f1(N), ..., fx(N)).

Satz 3.3.5 Seien S € L(H)" subnormal, N € L(K)™ eine minimale normale Erweite-
rung von S, E das Spektralmafs von N und u ein skalares SpektralmafS fiir S. Dann sind
dquivalent:

(1) f(on(S)) C o(T}) fir alle f € L>(p), d.h. S besitzt die W*-SIP;

(i) WTPl = | flloos fir alle f € T();

(iii) fir jede Borelmenge U C o,(S) mit E(U) # 0 gilt: <(E(U)K,H) =0;
(i) f(on(S)) = oapu(f(N)) fiir alle k € N und f € L>(u)*.

Beweis: (i)=-(ii): Besitzt S die W*-SIP und ist f € L*°(u), so gilt

SN = sup{|Al - A € o(F(N)) = fon(5))}
< sup{[Al: A€ a(Ty)} < [Ty < [l F(N)]-

Also ist | T¢[| = [/ (N)} = [l Flloo.u-

(ii)=(iii): Sei U C 0,(S) eine Borelmenge mit E(U) # 0 und sei f = xy. Nach (ii)
gilt 1 = ||T¢|| = |[PEU)|u| < [|PE(U)P|| < 1. Also ist |PE(U)P|| = 1 und nach Lemma
3.3.2 daher <(E(U)K, H) = 0.
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(iii)=>(iv): Seien k € N, f = (f1,..., fr) € L®()* und X = (A1, ..., \p) € f(n(9)).
Dann existiert fiir alle m € N eine offene Menge V,,, C C* mit Durchmesser < %, AE Vi,
und E(f~*(Vin)) # 0. Wegen <(E(f~1(Vin))K, H) = 0 existiert ein Vektor x,, € H mit
|lzmll = 1 und [lzn — E(f~H (Vi))zmll = 1E(0n(S)\f (Vi) zm| < 5 (Lemma 3.3.2).

m

Hieraus folgt fiir ¢ = 1, ..., k die Abschétzung

IAN) = Azl = (/ + / >|fi<z>—xi\2dExm,$m
F=1(Vin) on(SO\NF71(Vin)

1
< —gllaml® + A E (@ ()N (Vin))ml |

1
(L +40f11%,,.) -

< S
= m2

Also ist A € 04p m(f(N)). Es folgt f(0,(S)) C oap,u(f(IN)). Die umgekehrte Inklusion ist
immer erfiillt. Insgesamt folgt (iv).

(iv)=(i): Sei f € L*°(p) und sei A € f(on(S)). Wegen A € o4p u(f(N)) existiert
eine Folge (zy,)m von Einheitsvektoren in H mit lim,, o0 (A — f(N))x,, = 0. Dann folgt
limy, 00 P(A—=f(N))xp, = limy, 0o (A—=P f(N))xy, = 0, wobei P : K — H die orthogonale
Projektion ist. Also ist A € 04, (T) C o(T}). [ |

Der Beweis von Satz 3.3.5 zeigt, dass man (i) und (iv) ersetzen kann durch
(i) f(on(S)) C 04p(Ty) fiir alle k € N und alle f € L>(u)* und
() F(0n(S)) = Gapr (F(V)) fiix alle € L(y0),
und dass wegen Lemma 3.3.2 Bedingung (iii) durch
(iii’) fiir jede Borelmenge U C 0, (S) mit E(U) # 0 gilt: ||PE(U)P| =1

ersetzt werden kann.

Der Beweis des vorangegangenen Satzes wird in der eindimensionalen Situation in
[Keo79] gefiihrt.”

Satz 3.3.6 Seien S € L(H)" subnormal, N € L(K)" eine minimale normale Erweiterung
von S und E das Spektralmafl von N. Dann sind dquivalent:

(i) flon(S)) C o(Ty) fir alle f € C(0n(S)), d.h. S besitzt die C*-SIP;

(i) Tt = [[flloo.on(s) fiir alle f € C(an(S));

(iii) fiir jede relativ offene Menge U C 0,,(S) mit E(U) # 0 gilt: <(BE(U)K, H) = 0;
(i) f(on(S)) = oupu(f(N)) fir alle k € N und f € C(0,(5))*;

(v) o (S) = oap(S).

"Formuliert wird der Satz auch in [Keo81].
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Beweis: Die Implikation (i)=-(ii) ergibt sich genau wie im Beweis von Satz 3.3.5.

(il)=-(iii): Sei U C 0,(S) relativ offen. Dann ist xy7 : 0,,(S) — C nach unten halbstetig,
und es gibt eine Folge (fi)x nicht negativer stetiger Funktionen auf o,,(5), die punktweise
monoton wachsend gegen xy konvergiert. Dann ist

1= 500 | el 5) = 502 IPF(N) | < IPEU) il = | PEW)P] < 1,

und damit <(E(U)K,H) = 0.

(iii)=(iv): Es gelte (iii). Da fiir f € C(0,(S))* die im Beweis der entsprechenden
Implikation von Satz 3.3.5 auftretende Menge f~1(V,,,) C 0,,(S) relativ offen und nicht leer
ist, erhdlt man wie dort die Inklusion f(0,(S)) C 0ap,a(f(NV)). Die umgekehrte Inklusion
gilt offensichtlich.

(iv)=(v): Die Gleichheit der Spektren folgt, wenn man k£ = n und f = (21, ..., 2n)
wéhlt.

(v)=(@): Sei p : C** — C, (w,z) — Z?:o <Z|a+m:j ca@wazﬁ), cop € C und sei
fioap(S) — C, f(2) =p(Z,2). Dann ist

k

k
Tr=PfMNMla=Y_ | D> cagPN Ny | =D | D capS™s’

7=0 \|a+B|=j 7=0 \la+6|=j

und fiir A € 0,(5) gilt

k
Tr—fN) =) D cap(5*87 = X"N)

3=0 \la+p|=j

Fiir A € 04,(S) existiert eine Folge (2, )n, in H mit ||z, || = 1 und limy, o0 (Si — Xi)Tm = 0
fir ¢ = 1,...,n. Da die S;, ¢ = 1,...,n, als subnormale Operatoren hyponormal sind, gilt
auch limy, oo (S — Ai)Zm = 0 fiir i = 1,...,n. Aus Lemma 3.3.3 ergibt sich hieraus
limy,—oo (Tt — f(A)zm = 0, d.h. f(X) € 04p(Tf) C o(Tf). Mit dem Satz von Stone-
Weierstrafl und Lemma 3.3.4 folgt die in (i) behauptete Inklusion fiir alle stetigen Funk-
tionen f € C(0,(9)). [ |

Genau wie im Beweis von Satz 3.3.5 kann man die Implikation (iv)=-(i) von Satz 3.3.6
auch direkt beweisen. Insbesondere kann man die Bedingungen (i) und (iv) von Satz 3.3.6

ersetzen durch die dquivalenten Bedingungen:
(i) f(on(S)) C 04p(Ty) fiir alle k € N und alle f € C(0,,(S))* (k € N) und
(iv?) f(on(9)) = oap,u(f(N)) fiir alle f € C(on(S5)).

Der Vergleich der Bedingungen (iii) in Satz 3.3.5 und Satz 3.3.6 zeigt, dass die W*-SIP
die C*-SIP impliziert.
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KAPITEL 3. Theorie subnormaler Operatortupel

3.4 -, F- und Ay(H# )-subnormale Operatortupel

FEin niitzliches Hilfsmittel beim Studium subnormaler Operatoren ist die Existenz geeig-
neter Funktionalkalkiile. Wiahrend bekanntlich jeder stetige Operator T auf einem Ba-
nachraum FE iiber jeder offenen Umgebung U seines Spektrums o(7") einen holomorphen
Funktionalkalkil &7 : 0(U) — L(E) besitzt ([Con85], §VIIL.4), ist es fiir einen norma-
len Operator N auf einem Hilbertraum H die Existenz eines stetigen Funktionalkalkiils
Oy : C(o(N)) — L(H), die das Studium dieser Operatoren interessant macht ([Con85],
§VIIL.2). Da subnormale Operatoren S wvon Neumann-Operatoren sind, d.h. Operato-
ren, die fiir jede rationale Funktion f mit Polen auflerhalb von o(S) die Ungleichung
£ < [[flloo,o(s) erfiillen, existiert iiber jeder kompakten Menge # O o(S) ein Funk-
tionalkalkiil ®g : R(#) — L(H), wobei R(#") fiir den gleichméBigen Abschluss der
rationalen Funktionen mit Polen auBlerhalb ¢ in C(¢") steht ([Con91lal, §9). Die Exi-
stenz eines geeigneten positiven regulidren Borelmafles u mit kompaktem Tréger sowie die
Méoglichkeit, den Kalkill &y : C(#) — L(H) zu einem Kalkiil &y : L*(u) — L(H)
fortzusetzen, der nicht nur isometrisch bzgl. den kanonischen Normtopologien auf L (u)
und L(H), sondern zusitzlich w*-stetig ist ([Con85], §IX.8), bringt in das Studium nor-
maler Operatoren N mafitheoretische Aspekte, die sich auch in der Theorie subnormaler
Operatoren wiederfinden.® In der Tat existiert fiir einen subnormalen Operator S ein iso-
metrischer Kalkiil ®g : R (%, u) — L(H), wobei R*(#, u) fiir den L*°(u)-Abschluss
von R() in L*°(u) steht und p fiir ein geeignetes positives reguléres Borelmaf ([Con91al,
§I1.11). Dieser Kalkiil bringt die Theorie der Funktionenalgebren und rationale Approxi-
mation ins Spiel und erlaubt eine weitreichende Strukturanalyse subnormaler Operatoren.

Anders sieht die Situation in mehreren Dimensionen aus. Eine Schwierigkeit beim Stu-
dium subnormaler Operatortupel besteht darin, dass es keine vergleichbare mehrdimen-
sionale Theorie iiber Funktionenalgebren und rationale Approximation gibt, gleichwenn
Ansétze in dieser Richtung vorhanden sind (vgl. [Con91b], Seite 544). Mehrdimensional
geht es also zum einen darum, geeignete Funktionenalgebren mit ,guten Eigenschaften*
zu finden, zum anderen aber auch um die Existenz entsprechender mehrdimensionaler
Funktionalkalkiile. Ist N = (Ny, ..., N,,) ein normales Tupel auf einem Hilbertraum H, so
existiert ein stetiger Funktionalkalkil @ : C(o(N)) — L(H) iiber den stetigen Funktionen
auf dem Spektrum von N, in volliger Analogie zum eindimensionalen Fall (vgl. [Vas77]).
Fir ®n(f), f € C(o(N)), wird im Folgenden f(N) geschrieben. Wie sieht es aber fiir
ein subnormales Operatortupel S mit Funktionenalgebren ,zwischen* &'(U), U D o(S)
offen, und C(o(S)), sowie zugehorigen Funktionalkalkiilen aus? Was kann als Ersatz fiir
die Rdume R(#") bzw. R*(# , ) im Eindimensionalen dienen? Starten wir mit einer
gleichméBig abgeschlossenen Unteralgebra F von C(.2°) mit Clzy,...,2,]|» C F. Eine
solche Unteralgebra wird im Folgenden eine P-Unteralgebra von C(#°) genannt (P fiir

8Die w*-Topologie auf L (u) ist die w*-Topologie bzgl. der Dualitit (L' (1), L>(u)). Die w*-Topologie
auf L(H) ist die w*-Topologie aus der Dualitit (N(H), L(H)), wobei N(H) fiir den Banachraum der
Spurklasse-Operatoren mit der Spur-Norm in L(H) steht.
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Polynom). Typischerweise ist F eine gleichméBig abgeschlossene Unteralgebra von A(D),
wobei D eine relativ-kompakte, offene Teilmenge von C™ (oder einer komplexen Unterman-
nigfaltigkeit X C C") ist und A(D) = {f € C(D); f|p € 0(D)}. Jedes vertauschende Tu-
pel besitzt einen stetigen A(D)-Kalkiil iiber jeder beschrénkten offenen Umgebung D des
Spektrums. Ist N ein normales Tupel auf einem Hilbertraum H und p ein skalares Spek-
tralmafl von N, so besitzt N einen isometrischen, w*-stetigen Kalkiil &y : L (u) — L(H).
Fiir alle f € L (u) wird zur Abkiirzung wieder f(N) statt ®x(f) geschrieben. Auch beim
Studium subnormaler Operatortupel spielen daher mafitheoretische Aspekte eine wichtige
Rolle.

Exkurs: Die klassische Ausgangssituation

- 72
Sei # C C™ kompakt und sei yu € M (). Sei P?(u) = Clz1, ...,zn]L &)

sel

.Fire=1,..,n

ME :L*(p) — L*(n), g+~ zig undsei MY = (MY

zZ17°

M),

Dann ist M. ein normales Operatortupel. Ist f € L% (u) und M;f : L2(p) — L2(w),
g — fg, so gilt fir h € L>(u) N P?(p) die Inklusion M}'P?*(u) € P?(p) (vgl. Lemma
3.4.5). Ist insbesondere

SL= ML|pa( firi=1,..,n und S¥ = (5%,.

i) Sgn)v
so ist S% ein subnormales Operatortupel mit minimaler normaler Erweiterung M}'.

Ist # = D" und p = m das Haar-MaB auf T" (aufgefasst als MaB in M+ (ﬁn)), o)
wird S7* das Cauchy-Tupel genannt. Ist J# = B” und 1 = o das OberflichenmaB auf
S?=1 (aufgefasst als MaB in M+ (En)), so heifit S7 das Szegd-Tupel und ist & = B” und
i = A" das n-dimensionale Lebesgue-Maf}, so nennt man S2" das Bergman- Tupel.

Ist T = (T1,...,T5,) € L(H)™ ein vertauschendes Operatortupel, so heifit T' zyklisch,
wenn ein Vektor xg € H existiert derart, dass der kleinste Teilraum von H, der zy enthélt

und T-invariant ist, H selber ist, oder dquivalent, wenn

H = {p(T)xo;p € Clz1, ..., 20} (3.5)
gilt. Der Vektor x( heifit in diesem Fall ein zyklischer Vektor fiir T .

Alle subnormalen Operatortupel der Form S% sind zyklisch; die von Null verschiede-
nen konstanten Funktionen sind beispielsweise zyklische Vektoren. Insbesondere sind das
Cauchy-, das Szegs- und das Bergman-Tupel zyklisch. Eine zyklische Funktion in P?(u)
ist definitionsgemif ein zyklischer Vektor fiir S

Der nachfolgende Satz von Hastings stellt einen Zusammenhang zwischen zyklischen
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subnormalen Operatortupeln und Operatortupeln der Form S% her:

Satz 3.4.1 ([Has78], Theorem 0)

Ist S = (S1,...,5,) € L(H)" ein zyklisches subnormales Tupel mit zyklischem Vektor
xo € H und ist N = (Ny,...,N,) € L(K)"™ eine minimale normale Erweiterung von S,
so existieren eine kompakte Menge # C C"™ mit o(N) C &, ein Wahrscheinlichkeitmaf
pw € M(X) und ein unitirer Operator U : K — L?*(u) mit Uxg = 1, UN; = MLU fiir
i=1,...,n, UH = P?(p) und, falls Uy =Ul|g : H — P%*(pn), UyS; = SL.Uy fiiri=1,...,n.
Insbesondere sind S und S% unitir dquivalent. Fiir X kann 0,(S) = o(N) und fir p ein
skalares Spektralmafl von S gewdhlt werden.

Der Satz von Hastings gestattet es manchmal, operatortheoretische Fragen auf funk-
tionen- und mafitheoretische zuriickzufithren. Wir wollen im Folgenden allgemeiner sub-
normale Tupel betrachten, die beziiglich einer P-Unteralgebra F C C(.#") zyklisch sind.

- und F-subnormale Operatortupel

Definition 3.4.2 Sei % C C" kompakt und sei F eine P-Unteralgebra von C(%"). Ein
Tupel S € L(H)"™ wird # -subnormal genannt, wenn es subnormal ist und o(S) C #
erfillt. Ein Tupel S € L(H)" wird F-subnormal genannt, wenn es & -subnormal ist und

wenn fir eine (dann alle) minimalen normalen Erweiterungen N wvon S die Inklusion

f(N)H C H fir alle f € F gilt.

Sei S € L(H)™ subnormal, N € L(K)" eine minimale normale Erweiterung von S und
o ein skalares Spektralmaf fiir S. Conway betrachtet in [Con91b] die Menge

H(S) = {f € L®(u) : f(N)H C H}

und bemerkt, dass es es sich hierbei um eine w*-abgeschlossene Unteralgebra von L (u)
handelt. Die Abbildung ®g : Z(S) — L(H), f — f(N)|g induziert einen isometrischen
Isomorphismus und w*-Homéomorphismus von Z(S) auf eine w*-abgeschlossene Unteral-
gebra von {S} ={T € L(H);TS; = S,T fiir i = 1,...,n} ([Con91b], Proposition 1.1). Der
Kalkiil ®g werde kanonischer # (S)-Kalkiil von S genannt. Ist S ein F-subnormales Tupel,
so erhélt man, wenn man die Elemente in F mit ihren Restklassen in L®°(u) identifiziert,
die Inklusion F C Z(S) und einen F-Kalkiil &g : F — L(H) fiir S durch &g = @S\f.
Dieser Kalkiil werde kanonischer F-Kalkiil von S genannt. Ein Operator T' € L(H) werde
& g-vertauschend genannt, wenn T®g(f) = ®g(f)T fiir alle f € F gilt.

Definition 3.4.3 FEin F-subnormales Tupel S € L(H)™ heifst F-zyklisch, wenn ein xy €

H existiert mat

H = {®s(f)zo; f € F},

wobei ®g der kanonische F-Kalkil von S ist. Jeder solche Vektor xg wird F-zyklischer
Vektor fiir S' genannt.
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Als Standardbeispiel eines F-subnormalen, F-zyklischen OperaQtortupels wird sich das
folgende erweisen: Sei u € MT(#) beliebig und sei H%(u) = F¥ " Dann sind ST —
MZ\HJQT(N) € L(H%(w)) fiir i = 1, ..., n subnormale Operatoren, und ST = (S5 . ST

ist ein subnormales Operatortupel mit minimaler normaler Erweiterung M.

Satz 3.4.4 Sei & C C" kompakt und F eine P-Unteralgebra von C(%"). Sei S =
(S1,...,5n) € L(H)"™ ein F-subnormales und F-zyklisches Tupel mit F-zyklischem Vektor
xo € H und minimaler normaler Erweiterung N = (Ny,...,N,) € L(K)™. Dann existiert
ein pu € MV () und ein unitirer Operator U : K — L?(u) mit UH = H%(u), Uz = 1,
UN; = MLU und, fallsUy =Ulg : H — H;_-(u), UpS; = SZ’“UO firi=1,...,n. Insbeson-
dere sind S und Sz]:’“ unitdr dquivalent. Fir p kann kann man ein skalares Spektralmafs

von S wdihlen.

Beweis: Man beachte, dass fiir den kanonischen F-Kalkiil &g von S fiir alle f € F und
alle x € H die Beziehung ®g(f)r = f(N)z gilt. Wegen H = {®g(f)zo; f € F} und der
Minimalitét von N ist K = {f(N)zo; f € L>°(n)}. Sei E das Spektralmafl von N. Dann
ist u = (E(-)xo,zo) ein skalares Spektralmaf fiir S. Fiir f € L>(u) gilt dann

IF(N)zol> = (F(N)zo, f(N)zo) = (|fI*(N)zo,z0) =/|f|2du
1£1172(,,)-

Fasst man L°(p) als Teilraum von L?(y) auf, so liegt L> () dicht in L?(u). Also gibt es
einen eindeutig bestimmten unitiren Operator U : K — L?(u) mit

Uf(N)xog=f fiir alle f € L™ (u).

Offensichtlich gilt Uxg =1, UN; = MLU fiir i = 1,...,n und

_L2
UH = U{f(N)ao; f € F} = F- " = HZ(p).
Insbesondere ist Uy : H — H%(u),  — Uz unitér mit UpS; = SZ;’“UO firi=1,...,n. N

Fiir f € F gilt f(MY)H3(n) = My H3(1) C Hy (i) und

GO feF- W =20 - w2 ).

Also ist fiir ein beliebiges MaB p € M1 (%) das Tupel S7* e L(HZ(u))" ein F-
subnormales Tupel mit F-zyklischem Vektor 1, falls o/(S7 ) C # gilt. Ist U : K — L2(p)
wie im Beweis von Satz 3.4.4 gew&hlt, dann gilt

M{U =Uf(N)
fiir alle f € L*°(u). Es folgt in der Situation von Satz 3.4.4, dass

R(S) = {f € L™(u); fF(N)H C H} = {f € L(p); M} H3(1) C Hr(p1)}.
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Definiert man fiir f € #(S) den Operator Sf’“ : H%(u) — H%(u) durch Sf“ = MﬂH%(u)’
8o ist zudem Sff’“Uo = Uo(i)g(f) fiir alle f € Z(S).

Das nachfolgende Lemma enthélt eine konkrete Beschreibung der Restriktionalgebra
R(STH).

Lemma 3.4.5 Fiir ein beliebiges Mafi p € M™ (¢ gilt:

(ST = {f € L®(u) MYHR() C HE(u)} = H (1) N L(p).

Beweis: Ist [ € H%_(u) N L (u), so existiert eine Folge (fx)r in F mit f L f. Fiir
g € F ist dann (frg)r eine Folge in F, und da g beschréinkt ist, folgt frg L fg. Folglich
ist My F C HZ%(p). Da My stetig ist, folgt auch die Inklusion M}‘H%_(u) C H%(p). Die
Gleichheit der ersten beiden Mengen gilt definitionsgem&fs. Wegen 1 € H%(p) ist auch die
verbleibende Inklusion richtig. |

Im Folgenden sei Sf“ : H2(u) — H%(p) fiir jedes f € H%(u) N L>(u) der stetige
Operator, der definiert ist durch

STH = MY\ 2 - (3.6)

Fiir den kanonischen F-Kalkiil ® 7, von SToH gilt
D ru(f) = SFH (3.7)
Szt f

fiir alle f € F. Welche Operatoren in L(H%(u)) vertauschen mit allen Operatoren Sff’“ ,
f € F? Eine Antwort auf diese Frage liefert der nachfolgende Satz, der eine Verallgemei-
nerung eines entsprechenden 1-dimensionalen Ergebnisses von Yoshino ist (vgl. [Con91la],
Theorem I1.5.4).

Satz 3.4.6 Sei % C C" kompakt und sei F eine P-Unteralgebra von C(X). Sei u €
MY () und sei T € {ng’“;g € FY C L(H%(w)). Dann ist T ein subnormaler Operator,
und es existiert ein f € Hx(u) N L% () mit T = S;:’“.

Beweis: Ohne Einschréinkung sei ||T]| < 1. Sei f = T'1 € H#(u). Nach Voraussetzung
ist Tg = TSf’“l = ng’“Tl = gf fiir alle ¢ € F. Wir zeigen, dass letzteres auch fiir
g € H%(u) gilt und dass f € L>(u) ist. Sei g € H%(u) beliebig und sei (gj)) eine Folge

in F mit g - g und gx(z) — g(z) fir p-fast alle z € . Dann ist
0= lim [Tg—Tg| = lim |[Tg - fosll (in L*())
—00 k—o0
und wegen (fgx)(z) — (fg)(2) fiir p-fast alle z € # folgt T'g = fg.

Sei A = {z € A[f(2)] > 1}. Dann ist [[1]> > [|T*(D)]> = [/"* = [IfIPrdp >
Ja | f1?™dp. Wegen |f(2)]*™ — oo punktweise monoton wachsend auf A, folgt mit dem Satz

82



3.4. -, F- und Ay(#)-subnormale Operatortupel

der monotonen Konvergenz, dass jt(A) = 0 und deshalb || f|s,, < 1 gilt. Demnach ist

f € H%(p) N L>®(p) und somit T = Sf“. [ ]
Satz 3.4.6 impliziert die nicht-triviale Inklusion der Identitdt
(ST ge FY ={ST" f € HF(u) N L™(n)}.

Korollar 3.4.7 Seien # C C" kompakt, F eine P-Unteralgebra von C(#') und S €
L(H)" ein F-subnormales und F-zyklisches Tupel. Sei das Mafi p € M (X)) wie im
Beweis von Satz 3.4.4 gewdhlt. Dann ist

R(S) = Hr(w) N L®(n) und {Ds(f);f € FY = Bs((S)).

Beweis: Die Gleichheit %Z(S) = H2%(u) N L>(u) folgt aus Lemma 3.4.5 zusammen
mit den Bemerkungen, die diesem Lemma vorausgehen. Sei T' € {®g(f); f € F}'. Dann
vertauscht UOTUO_1 mit allen Operatoren Sg:’” (g9 € F) und nach Satz 3.4.6 gibt es eine
Funktion f € 2(S) mit UgTU, * = SJ]:’”. Aber dann ist T = UO_IS?’“UO = Og(f). Die
umgekehrte Inklusion gilt offensichtlich. |

Im Allgemeinen gilt {S7 *} > {S7*;g € F}. Weiter unten werden wir sehen, dass es
auch Fille gibt, in denen Gleichheit besteht.
Ao(K)-subnormale Operatortupel

Wir spezialisieren nun die Funktionenalgebra F. Die einzufithrende Algebra Ag(#") spielt
insbesondere im néchsten Paragraphen eine zentrale Rolle.

Sei .2 C C™ kompakt und sei Ag(.#") die Banachalgebra

Ao(#) = 6N Z;

hierbei ist
O(X)=A{f;f € O) fiir eine offene Umgebung U von % }.

Bevor wir eine wichtige Proposition {iber . -subnormale Operatortupel im Zusam-
menhang mit der Algebra Ag(#") beweisen, sei an das folgende Resultat aus der mehrdi-

mensionalen Spektraltheorie erinnert.

Lemma 3.4.8 ([EP96], Theorem 5.2.4)

Sei T € L(H)" ein vertauschendes Tupel. Fir U C C" offen mit o(T) C U bezeichne
Oy - O(U) — L(H) den holomorphen und Wy : O(U) — L(H) einen beliebigen stetigen
O (U)-Kalkiil fir T. Gilt dann die Gleichheit

(W (f) = F(o(T)) fiir alle f € GU), k=1,

so ist dy = V.
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Proposition 3.4.9 Sei S € L(H)" subnormal mit o(S) C J& . Dann ist S automatisch
Ao () -subnormal und fiir den kanonischen Ag(#")-Kalkil ®g von S gilt: Fiir alleU D &
offen und alle F € O(U) ist

P5(Flx) = F(5),

wobei F'(S) fiir den holomorphen Kalkil von S an der Stelle F steht.

Beweis: Sei N € L(K)™ eine minimale normale Erweiterung von S. Fiir eine offene
Umgebung U von % sei ¥y : O(U) — L(K) definiert durch Uy (F) = (F|.¢)(N), wobei
auf der rechten Seite der stetige Kalkiil von N steht. Fiir alle F € 0(U)*, k > 1, ist dann

o(Vy(F)) = o(((Fil#)(N))izy) = F(a(N)).

Aus Lemma 3.4.8 folgt hieraus Uy (F) = F(N), wobei auf der rechten Seite der holomorphe
Kalkiil von N steht. Ist «+ : H — K die kanonische Inklusion, so gilt 1 0 S; = N; o1 fiir
i=1,..,nund o(S)Uc(N) C #. Dann gilt F(N)or=10F(S), d.h. F(N)H C H und
F(S)=F(N)|g fir alle F € 0(U) ([EP96], Lemma 2.5.8), also ®g(F|») = F(S). [

In Proposition 3.4.9 wurde der kanonische Ay(.#")-Kalkiil eines # -subnormalen Ope-
ratortupels beschrieben. Wenn JZ ein Steinsches Kompaktum ist, d.h. eine Umgebungs-
basis aus Steinschen offenen Mengen besitzt, dann ist der kanonische Ag(.#")-Kalkiil eines
 -subnormalen Tupels der einzige stetige Ag(#")-Kalkiil. Wir formulieren diesen Sach-
verhalt in der nachfolgenden Bemerkung.

Bemerkung 3.4.10 Sei # C C" eine Steinsche kompakte Menge und sei S € L(H)"
ein subnormales Tupel mit o(S) C . Dann gibt es genau einen stetigen Ag(X)-Kalkiil
fur S.

Beweis: Sei Wg : Ayg(#) — L(H) ein weiterer stetiger Ao(.#)-Kalkiil fiir S. Via
OU) — Ap(X) s L(H), U D % offen, erhélt man einen stetigen ¢'(U)-Kalkiil fir S.
Ist U Steinsch, so muss es sich um den holomorphen Kalkiil handeln ([EP96], Lemma
5.1.1b). Die Abbildungen ¥g und ®g stimmen dann auf einer dichten Teilmenge von
Ap() iiberein und wegen der Stetigkeit miissen sie gleich sein. [

Nimmt man statt Ag(#") die Algebra

Ago(H) = {f €Cx) und F' € O(U) mit f = F|x

es existiert eine Steinsche offene Umgebung U von 2 }
)

so ist auch der zugehérige Agg(# )-Kalkiil eindeutig bestimmt. Man kann hierfiir den

Beweis von Bemerkung 3.4.10 imitieren.

Neben der Eigenschaft, automatisch Ag(.#)-subnormal zu sein, besitzen .#-subnor-

male Operatortupel noch die folgende Eigenschaft:
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Lemma 3.4.11 Seien S € L(H)" und S € L(H)" zwei J -subnormale Tupel und sei
T e L(H, fI) ein Operator mit T'S; = S;T firi=1,...,n. Dann gilt

Tos(f) = @5(f)T
fiir alle f € Ag(A"), wobei g und ® g die kononischen Ay(A")-Kalkiile von S und S sind.

Beweis: Wegen T'S; = S;T fiir i = 1,...,n und o(S) U (S) C # folgt TF(S) = F(S)T
fir alle ' € O(U), U D . offen ([EP96], Lemma 2.5.8). Dies zeigt T®s(f) = ®5(f)T
fiir f aus einer dichten Teilmenge von Ay(-#"). Wegen der Stetigkeit beider Abbildungen
folgt die Behauptung. |

Die bisherigen Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen, wobei hier und im
Folgenden zur Vereinfachung der Notation HZ(u) = H io () (1) und S jf = 5}40(1)’“ gesetzt

wird.

Satz 3.4.12 Sei S = (S1,...,5,) € L(H)"™ ein subnormales Tupel mit o(S) C A& und
Ao (A )-zyklischem Vektor xg € H. Sei N = (Ny, ..., N,,) € L(K)™ eine minimale normale
Erweiterung von S. Dann gilt:

Es existiert ein Mafs p € M+ () mit folgenden Eigenschaften:

(i) Es existiert ein unitirer Operator U : K — L*(u) mit Uzg = 1, UH = H(p),
UN; = MLU firi = 1,...,n und, falls Uy = Uly, UyS; = SEUy firi = 1,...,n.

Insbesondere sind S und S unitir dquivalent.

(i) Ist T € {S}', so ist T ein subnormaler Operator und es existiert eine Funktion
f e H3(uw) NL®(p) mit T = ®g(f), wobei g der kanonische %(S)-Kalkiil von S

18t.

(iii) Der kanonische Z(S)-Kalkil von S ist ein isometrischer, w*-stetiger Algebreniso-
morphismus ®g : HZ (1) N L= (u) — {S}.

Beweis: Teil (i) ist Satz 3.4.4. Teil (ii) ist Lemma 3.4.11 und Korollar 3.4.7. Teil (iii)
folgt direkt aus (ii). [ |

3.5 Quasidhnlichkeit und % -subnormale Operatortupel

In diesem Paragraphen untersuchen wir Quasidhnlichkeitsfragen im Zusammenhang mit
Ao ()-subnormalen Operatortupeln. Wir werden sehen, wie klassische Resultate von Ha-

stings und Athavale vereinheitlicht und verallgemeinert werden kénnen.

Zunichst zum Begriff der Quasidhnlichkeit: Der Begriff der Quasidhnlichkeit zweier
einzelner Operatoren wurde zu Beginn der sechziger Jahre von B. Sz.-Nagy und C. Foiag
eingefiihrt. Hier die mehrdimensionale Version: Ein Operator X € L(E, F') zwischen zwei

Banachrdumen FE und F heifit quasiinvertierbar, wenn er injektiv ist und dichtes Bild hat.
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Sind T' = (T1,...,T,) € L(E)” und S = (S1,...,S,) € L(F)" zwei vertauschende Tupel
und X € L(E,F) ein Operator, so nennt man X einen (7, S)-vertauschenden Operator,
wenn XT; = S; X fiir alle ¢ = 1, ...,n gilt. Zwei solche Tupel T" und S heiflen quasiihnlich,
wenn ein (7', S)-vertauschender, quasiinvertierbarer Operator X € L(E, F') und ein (S, T)-
vertauschender, quasiinvertierbarer Operator Y € L(F, E) existieren.

Sei # C C™ eine kompakte Menge. Der Shilov-Rand . (F) einer beliebigen abge-
schlossenen und punktetrennenden Unteralgebra F von C(.%") ist definiert durch

F(F)=({RC A R=R,| oo = flloc,r fir alle f € F}.°

Wir setzen

Bt = .S (Ag(H)).

Definition 3.5.1 Sei 2 C C" kompakt. Ein Operatortupel S wird eine J£-Isometrie
genannt, wenn es % -subnormal ist und o, (S) C 0 X erfiillt.

Da der Tréger eines skalaren Spektralmafles von S mit dem Normalenspektrum o, (S)

von S iibereinstimmt, erhélt man:

Lemma 3.5.2 Sei S € L(H)" eine & -Isometrie und sei p ein skalares Spektralmaf fiir
S. Dann gilt supp(p) C 0o .

Sei # C C™ kompakt. Fiir u € M (¢) ist SY eine # -Isometrie genau dann, wenn
o(S%) € # und supp(u) C 9o K gilt. Die Ag( ¥ )-zyklischen % -Isometrien sind bis auf
unitire Aquivalenz genau die Tupel S¥. Ist # C C" ein Steinsches Kompaktum, so ist
fiir jedes Mafl € M T (¢) die spektrale Inklusion o(SY) C # automatisch erfiillt. Um
die letzte Behauptung einzusehen, beachte man, dass S5 den Ag(#")-Kalkiil

O Ag(H) — L(HG(1), [ S§

besitzt und dass es zu jedem Punkt A € C™\.# holomorphe Funktionen f1,..., f, € O(U)
auf einer geeigneten offenen Umgebung U von % gibt mit

n

1= (N —2)fil2)
i=1
fir alle z € U.

Die Definition der % -Isometrie umfasst die beiden wichtigen Klassen der D"- und B"-
Isometrien, die respektive auch als torische und sphdrische Isometrien bekannt sind. Unter
einer torischen Isometrie versteht man i.Allg. ein vertauschendes Tupel C' = (C4, ...,Cy,) €
L(H)™ bestehend aus Isometrien C;, i = 1,...,n. Torische Isometrien sind stets sub-
normal mit 0,(C) C T" = §D". Umgekehrt ist ein subnormales Operatortupel C €
L(H)" mit 0,(C) C T" eine torische Isometrie ([Ath90], Proposition 1). Unter einer

9Vergleiche [AW98], Chapter 9.
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sphdrischen Isometrie versteht man ein vertauschendes Tupel S = (51,...,S,) € L(H)"
mit > | SFS; = idy. Sphirische Isometrien S € L(H)™ sind ebenfalls stets subnormal
und erfiillen 0,(S) ¢ S?*~1 = §yB". Erfiillt umgekehrt ein subnormales Operatortupel
S € L(H)" die Inklusion o,,(S) C S?"71, so ist S eine sphérische Isometrie ([Ath90], Pro-
position 2). Man beachte, dass fir # = D" baw. # = B" die Algebra A(#) gegeben
ist durch

Im Zusammenhang mit sphérischen Isometrien hat Athavale 1988 den folgenden Satz
iiber die Quasiihnlichkeit zum Szegd-Tupel bewiesen. Fiir ein Mafl p € M(C™) ist das
MaB 57" : Bor(C") — C hierbei definiert durch pS" " (A) = p(4 N S2"1) fiir alle
A € Bor(C™).

Satz 3.5.3 ([Ath88], Theorem 1)
Seiv € M (S?" 1) und sei p € M+(C™) mit supp(p) kompakt. Dann sind dquivalent:

(i) SY und St sind quasiihnlich;

(ii) es existieren zyklische Funktionen g € P?(v) und h € P%*(u) derart, dass fiir alle
p € Clzi, ..., zn] gilt

/\gpl2d1/§/|p\2d(/~ts%_l) und /Ihp\2du§/|p\2d1/-

In seinem Beweis benutzt Athavale entscheidend eine Approximationseigenschaft der
Polynome auf der abgeschlossenen Einheitskugel B". Diese Eigenschaft ist eng verbunden
mit dem Problem der Existenz nicht-konstanter innerer Funktionen auf B" (n > 2), d.h.
der Frage, ob es nicht-konstante beshrinkte holomorphe Funktionen f : B" — C gibt
derart, dass lim,_,;- |f(rz)| = 1 fiir o-fast alle z € S*"~! gilt (c=Oberfliichenmaf). Die

Approximation ist wie folgt gegeben:

Lemma 3.5.4 ([Rud86], Theorem 3.5)

Sei ¢ € C(B") mit ¢ > 0 und sei p € M (S* V). Dann eistiert eine Folge (pj)i
in Clz1, ..., zn] derart, dass |py| < ¢ auf B", p, — 0 kompakt-gleichmifig auf B" und
limg oo [pr(2)| = @(2) fiir p-fast alle z € S*~1.

Satz 3.5.3 (zusammen mit Satz 3.4.1) erlaubt eine Charakterisierung aller zyklischen
subnormalen Operatortupel, die quasidhnlich zum Szeg6-Tupel sind, und zeigt beispiels-
weise, dass das Szegé-Tupel nicht quasidhnlich zum Bergman-Tupel sein kann, da \"|g2n—1 =
0 ist.

Eine entsprechende Charakterisierung fiir das Cauchy-Tupel wurde einige Jahre zuvor

bereits von Hastings in vergleichbarer Weise angegeben ([Has78], Theorem 2).

87



KAPITEL 3. Theorie subnormaler Operatortupel

Quasidhnlichkeit von zyklischen .7 -subnormalen Operatortupeln

Wir wenden uns jetzt der Quasidhnlichkeit von #-Isometrien zu. Danach gehen wir auf
die Frage ein, wann J#-subnormale Operatortupel und J# -Isometrien quasiéhnlich sein

konnen, und wann nicht. Zunéchst sind einige Vorbereitungen notig.

Die nachfolgende Proposition verallgemeinert ein Lemma von Conway ([Con80], Lem-
ma 2.4):

Proposition 3.5.5 Seien S € L(H)", S € L(H)" zwei A -subnormale Tupel und sei A €
L(H, H) ein (S, S)-vertauschender und B € L(H, H) ein (S, S)-vertauschender Operator,
beide mit dichtem Bild. Dann gilt: Ist S ein Ay(A")-zyklisches Tupel, so ist auch S ein
Ao( A )-zyklisches Tupel und A, B sind injektiv. Insbesondere sind S und S quasiihnlich.

Beweis: Bezeichnen ®g und ® g die kanonischen Ao (.%#")-Kalkiile von S und S, so gilt
A®g(f) = ®5(f)A fiir alle f € Ag(#") (Lemma 3.4.11). Sei 29 € H ein Ag(#")-zyklischer
Vektor fiir S und sei Z9 = Azg. Da A dichtes Bild hat, ist &y ein Ag(.#)-zyklischer Vektor
fiir S. Nach Satz 3.4.12(i) gibt es deshalb MaBe p, i € M+ (#) derart, dass man S = S¥
und S = S annehmen kann. Dann aber gilt BA € {S#} und nach Satz 3.4.12(ii) existiert
eine Funktion f € H3(u)NL>®(u) mit BA = @55 (f)= S}‘. Da B und A dichtes Bild haben,
gilt dasselbe fiir S%, f kann also auf keiner Menge mit positivem u-Mafi verschwinden.
Dann aber ist S} injektiv. Wegen ker A C ker BA = ker S} = {0} muss A injektiv sein.
Analog folgt die Injektivitdt von B und insgesamt die Aussage iiber die Quasidhnlichkeit
von S und S. [

Fiir eine kompakte Menge .# C C™ und ein Maf§ y € M (#") wurde der Raum HE(p)
in §3.4 auf Seite 85 definiert.

Proposition 3.5.6 Sei # C C" kompakt und seien p,ji € M1(#') so, dass St und
SE qwei A -subnormale Tupel sind. Sei B HE(p) — HE(p) ein (SE, S8 -vertauschender
stetiger Operator mit dichtem Bild. Dann existiert eine Ag(A")-zyklische Funktion g €
HG (p) mit

/ FoPdu < |BIP / \Pdi (3.8)
fir alle f € Ao(X).

Beweis: Sei g = B1. Dann ist g eine Ag(#)-zyklische Funktion fiir HZ(u). Fiir alle
f € Ag() gilt offensichtlich S4B = BS} (Lemma 3.4.11 und (3.7)). Damit hat man fiir
alle f € Ao(X)

[1saPau = [18y51Pdu= [ 1BSf1Pd = 1 BSTEx,

< IBIPISHIBa g = 1BIP / FPdp. (3.9)
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Natiirlich kann man in der Situation von Proposition 3.5.6 immer erreichen, dass || B|| =
1 ist, indem man gegebenenfalls den Operator B durch ﬁ ersetzt.

Satz 3.5.7 Sei ¢ C C" kompakt und seien p,ji € M*(#) so, dass S% und SE zwei

H -subnormale Tupel sind. Dann sind dquivalent:
(i) SY und Sf sind quasiihnlich;
(ii) es existieren Ao()-zyklische Funktionen g € H3(u) und h € HZ(f1) mit

/‘fg‘QdM < /\f\Qd,& und
/Ifthdﬂ < /\f\Qdu (3.10)
fiir alle f € Ag(KX).

Beweis: Aus Griinden der Symmetrie folgt die Implikation (i)=-(ii) aus Proposition
3.5.6. Fiir die Implikation (ii)=(i) sei Ao : Ao(-#) — H3(ji) definiert durch Agf = hf.
Dann zeigt (3.10), dass Ay ein beschrankter Operator mit ||Ag|| < 1 ist. Somit ldsst sich
Ay fortsetzen zu einem stetigen Operator A : HZ(u) — HE(ji). Wegen der Zyklizitit von
h hat A dichtes Bild und nach Definition ist A ein (5%, S#)-vertauschender Operator.
Auf dieselbe Art und Weise erhilt man einen stetigen (Sé1 , S%)-vertauschenden Operator
B : H3(ji) — H3(u) mit dichtem Bild. Aus Proposition 3.5.5 folgt die Behauptung. W

Fiir den Beweis der Implikation (ii)=-(i) in Satz 3.5.7 wird nicht benétigt, dass das
Spektrum der Tupel S% oder Sg in % enthalten ist. Denn die in diesem Beweisteil konstru-
ierten Operatoren A und B vertauschen offensichtlich mit allen Multiplikationsoperatoren
ij auf HZ(u) bzw. S? auf H3(ji), die durch Funktionen f € Ag(J#") gegeben sind. Also
folgt die Injektivitdt von A und B wie im Beweis von Proposition 3.5.5 unter Benutzung
von Korollar 3.4.7.

Als néchstes soll die Quasidhnlichkeit . -subnormaler Operatortupel zu Ag( %" )-zyk-
lischen # -Isometrien untersucht werden. Notwendig hierfiir ist, dass die . -subnorma-
len Operatortupel, die fiir die Quasidhnlichkeit in Frage kommen, Ag(#")-zyklisch sind.
Um befriedigende Resultate zu erhalten, miissen zudem zusétzliche Bedingungen an die
kompakte Menge % gestellt werden. In diesem Zusammenhang sei an die Aleksandrov-
Regularitit einer kompakten Menge # C C" erinnert:

Definition 3.5.8 ([Ale84], Definition nach Remark 11)
Ein Tripel (A, , 1) bestehend aus einem kompakten Hausdorffraum J£ , einer abgeschlos-
senen Unteralgebra A von C() und einem Maf§ p € M ™ (#") heifit Aleksandrov-regulér,

wenn ein T > 0 existiert mit

sup{/flfIQdu L fEALf] < 90} >T/%902du
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fir alle ¢ € C(#") mit ¢ > 0.

Die entscheidende Approximationseigenschaft, die sich aus der Aleksandrov-Regulari-
tét eines Tripels (&7, %, u) ergibt, steht im folgenden Lemma.

Lemma 3.5.9 ([Ale84], Theorem 37)
Sei (A, %, 1) ein Aleksandrov-regqulires Tripel. Dann gilt: Zu jeder Funktion ¢ € C(X)
mit ¢ > 0 und jedem ¢ > 0 existiert eine Funktion g € A mit

gl < und  pflgl < ¢}) <e.

Ist (A, 7 ,pn) ein Aleksandrov-regulires Tripel, so gilt notwendigerweise supp(p) C
(L)

Definition 3.5.10 FEine kompakte Menge % C C" heifit Aleksandrov-regulédr, wenn fir
alle v e MY (90#) das Tripel (Ao(X), # ,v) Aleksandrov-regudr ist.

Beispiele kompakter Mengen, die Aleksandrov-reguliir sind, sind der Polyzylinder D"
und die Kugel B” in C", oder allgemeiner der Abschluss jedes beschrinkten symmetrischen
oder streng pseudokonvexen Gebietes im C".

Zur Formulierung der nachfolgenden Aussagen wird folgende Bezeichnung eingefiihrt:
Fiir € M(¢) und f € H§(u) sei py : Bor(C™) — C definiert durch ps(E) = [, |f]*dp.
Fiir A € Bor(C") und u € M (%) ist u? : Bor(C") — C definiert durch p(E) = u(ENA).

Proposition 3.5.11 Sei # C C" eine Aleksandrov-requlire kompakte Menge und seien
Wy i € MT(X) so, dass SE und SE zwei A -subnormale Tupel sind und supp(fr) C 0o K
gilt. Sei B : HZ(fi) — HE(pn) ein (SE, S¥)-vertauschender stetiger Operator, § € HE (1)
und g = Bg. Dann gilt

W < ||B|iy < i

Besitzt B dichtes Bild, so gilt % < fi.

Beweis: Die Beziehung fi5 < fi ist klar. Es wird ,ugojg < ||B||?fig gezeigt. Hierfiir diirfen
wir ohne Einschrinkung voraussetzen, dass || B|| = 1 ist.

Fiir alle f € Ag(#") gilt offensichtlich S}LB = BS? (Lemma 3.4.11). Damit hat man
fiir alle f € Ag(X)

/|f|2dﬂg

[189Pdu= [15iB3Pau = [ |BSi5Pd

1B}l < 1570l = [ \flPdn= [ 15Pdrs  (31)

Sei 6 = ,ugof%/ + fi. Dann ist supp(0) C 0p-#", und da %" Aleksandrov-regulér ist, existiert
fir alle ¢ € C(#) mit ¢ > 0 und alle ¢ > 0 ein f € Ag(X) mit |f| < /¢ und
0({|f] < @}) <e (Lemma 3.5.9). Fiir w = p®* bzw. w = fiz gilt

0< / (o — |f[2)dw < / (0 — I£12)d6 < ]| plloo- (3.12)
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Angenommen, es existiert ¢ € C(¢) mit ¢ > 0 und d = [ @du®* — [ pdfiz > 0. Sei
dann € > 0 so gewilhlt, dass €||¢||c < d. Fiir geeignetes f € Ag(#") ist wegen (3.12)

O§/¢dw—/\f\2dw<d
und damit

/ PP — djig) = / (72 = @)du™ ) + / o(du — djig) + / (o — 1 P)dis.
>—d —d >0

also [ |fdig < [ |f|2d,ugo’7/ < [|f|*dug, im Widerspruch zu (3.11). Folglich muss fiir
alle p € C(') mit ¢ > 0 die Ungleichung [ @dug‘)% < [ pdfig erfiillt sein. Hieraus folgt
pde? < pig.

Besitzt B dichtes Bild und wéhlt man g = 1, so ist ¢ = B1 eine Ag(#)-zyklische
Funktion fiir H3 (). Die Funktion g verschwindet deshalb auf keiner Menge mit positivem
pu-MaB. Folglich ist p < pgy und deshalb nach dem ersten Teil des Beweises p# <
W% < || BI2%. .

Proposition 3.5.12 Sei # C C" eine Aleksandrov-requlire kompakte Menge und seien
W, it € MT(#) so, dass S% und SE # -subnormal mit supp(ji) C 0p-# sind. Sei A :
HZ(u) — HE(f1) ein (S¥, S8 -vertauschender stetiger Operator, h € HZ(p) und h = Ah.
Dann gilt:

iin, < [APue” < p®” .

Besitzt A dichtes Bild, so gilt i < p®* | und es existiert eine Ag( A )-zyklische Funktion
h fiir H3(fi) mit

15 < [ 15Pan (3.13)
fir alle f € Ag(X).

Beweis: Die Beziehung ugojg < p®# ist klar. Es wird iy, < | Al ugof gezeigt. Hierfiir

diirfen wir ohne Einschrénkung voraussetzen, dass ||A|| = 1 ist.

Wir betrachten zunéchst den Fall 0y % # £ . Sei (K;);en eine kompakte Ausschopfung
von #\0p# , d.h. K; C # kompakt, K; C Inty (K1) fur alle ¢ € N und |, K; =
N\ . 10 Sei o € C(H) mit p > 0, sei ip € N mit [|¢]|oo.g0.0 > % und sei (¢;)i>i, eine
Folge in C(#) mit ¢;(#) C (0, |¢llo), @i = ¢ auf 9o und ¢;(2) = 1 fiir alle z € K,
und 4 > dg. Sei 0 = fi; + ,u‘zo‘%/ . Dann ist supp(f) C 9p-#", und da # Aleksandrov-reguldr
ist, existiert eine Folge (f;)i>i, in Ao(#) mit |f;| < /@; und 0({|fi| < \/@i}) < 1 fiir alle
i > 19 (Lemma 3.5.9).

Wegen fi;, < 0 gilt

tin [ |fihPdi =l ( / +f >|fiﬁ|2dﬂ= [eipdn, 1)
b oo \ I fil<vei} {lfil=v/pi}

Fiir ein Kampaktum .# und K C J# bezeichnet Int ¢ (K) das relativ %~ gebildete Innere von K.
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da

0 < lim |fih2din < Tim [|olloofiz ({| fi] < V@i}) =0
e Hifil <@t e

und

(1 fil = Veeid) = i ({1fil = e} N00H) = i, (00-77) — L fi i > io

7
und damit

lim £ = [ elhd
O M| fil=y/Pi}

gilt. Dieselbe Argumentation fiihrt wegen ,ugof < 0 auf

tin [ 15nPan = [ ol (3.15)

1—00

1
Es ist lim |fihPdp < lim =pp(#) = 0 und wegen pup(#\K;) — pn(99#) erhilt
K; 1—00 7

man
tin [ |fihPd =t [ 1P O [ P (3.16)

AuBlerdem gilt fiir ¢ > g

/ b = / |8 AR dj = / |ASE B df = [ ASE bl )

< IS}y = [ 1S} hPdn = [ 150 (3.17)
Also folgt
. (3.17) B
[edn, 2 i [1ghPan < i [1gaPan 2 [ (s
1— 00 1— 00

Da (3.18) fiir alle ¢ € C() mit o > 0 gilt, folgt fi; < ugof. Das ist der erste Teil der
Behauptung im Fall 9y % # 2.

Ist 0p# = ', so setze man ¢; = @ fiir alle i € N und argumentiere dann genau wie
oben.

Hat A dichtes Bild und setzt man h = 1, so ist h eine Ag(.# )-zyklische Funktion fiir
HE(j1). Folglich verschwindet h auf keiner Menge mit positivem j-Maf. Dann ist i < i,
und deshalb i < u# und es folgt (3.13), wenn man in (3.18) ¢ = |f|? fiir f € Ag(%)
setzt (und h = 1 beriicksichtigt). Man beachte, dass die in (3.18) fiir alle ¢ € C(%),
¢ > 0, bewiesene Ungleichung richtig bleibt fiir alle ¢ € C'(#") mit ¢ > 0. [

Zusammenfassend erhilt man den nachfolgenden Satz:

Satz 3.5.13 Sei & C C™ eine Aleksandrov-requldre kompakte Menge und seien w, fi €
M*(X) so, dass St und SY zwei  -subnormale Tupel mit supp(ft) C 0o sind. Dann
sind dquivalent:

(i) S¥ und S¥ sind quasiihnlich;
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(ii) es existieren Ag()-zyklische Funktionen h fiir H3(ji) und g fiir H3(u) mit
[imkais [1Pad

[19Pdn < 15707

fiir alle f € Ag(X).

Beweis: Die Implikation (i)=-(ii) folgt aus den Propositionen 3.5.6 und 3.5.12. Die
Implikation (ii)=-(i) folgt aus der entsprechenden Implikation in Satz 3.5.7. [

Damit haben wir die angekiindigte Verallgemeinerung des Satzes von Athavale (Satz
3.5.3) auf beliebige Aleksandrov-regulidre Kompakta £~ C C" bewiesen. Als eine Folgerung

aus diesem Satz ergibt sich:

Korollar 3.5.14 Sei o C C" eine Aleksandrov-regulire kompakte Menge und sei p €
MY () ein Maf so, dass St ein H -subnormales Tupel ist. Existiert ein Mafl fi €
M (89#") mit den Figenschaften:

(i) SE ist A -subnormal,
(ii) S¥ und S¥ sind quasiihnlich,

. I e . M‘?O%
so ist Sy quasidhnlich zu Sy .

Beweis: Seien die Voraussetzungen von Korollar 3.5.14 erfiillt. Nach Satz 3.5.13 gibt
es Ag(H)-zyklische Funktionen h fiir H2(ii) und g fiir H3(u), die die Ungleichungen
aus Bedingung (ii) von Satz 3.5.13 erfiillen. Dann ist g aber auch eine Ag(.#")-zyklische
Funktion fiir HZ(1%”) und die Ungleichungen in Bedingung (ii) bleiben richtig, wenn

%X ersetzt. Aus den Bemerkungen im Anschluss an Satz 3.5.7 folgt, dass

man g durch p
o oo K .
S und S¥™ quasighnlich sind. Da die Quasishnlichkeit eine Aquivalenzrelation ist, folgt

die Behauptung. [ ]

Quasidhnlichkeit von .7 -Isometrien

Nicht immer fiihrt die Quasifihnlichkeit subnormaler Operatortupel zur Quasidhnlichkeit
ihrer minimalen normalen Erweiterungen (vgl. etwa [Ath90], Remark 3). Fiir eine Alek-
sandrov-regulidre kompakte Menge # C C"™ und . -Isometrien ist das anders (Satz
3.5.20). Auf dem Weg zum Beweis dieser Aussage kann man einige Erkenntnisse iiber
J -subnormale Operatortupel und spezielle Dilatationen gewinnen. Wir beginnen mit ei-

nigen Definitionen:

Sei # C C"™ kompakt. Wir nennen ein vertauschendes Tupel 7' € L(H)" ein von
Neumann-Tupel dber , falls o(T) C % gilt und

LA < 1 flloo,n
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fir alle f € 0(%). In diesem Fall besitzt T' einen eindeutigen kontraktiven Funktional-
kalkiil &7 : Ag(#) — L(H) mit der Eigenschaft

Op(f) = f(T) fir alle f € O(K).

Sei T'e L(H)" ein von Neumann-Tupel iiber .#". Unter einer Ay(#")-unitiren Dilatation

von T verstehen wir ein normales Tupel N € L(K)"

dass o(N) C 0p-# und

auf einem Hilbertraum K D H so,

7 (f) = Pf(N)|u
fir alle f € Ag(#) gilt. Wir nennen eine Ag(#)-unitére Dilatation N € L(K)™ von
T € L(H)"™ minimal, falls K der einzige N-reduzierende Teilraum ist, der H enthilt, oder

dquivalent, falls
K =V(N“N*’H;a, 3 € N}).

Ist N € L(K)" eine Ay( )-unitére Dilatation fir T' € L(H)™, so ist
Ko =V(N“N*’H;a,3 € N})

der kleinste N-reduzierende Teilraum von K, der H enthélt, und N|g, € L(Kp)" ist
eine minimale Ag(¢)-unitére Dilatation von T. Proposition 3.4.9 zeigt, dass jedes 7 -
subnormale Tupel ein von Neumann-Tupel iiber JZ ist.

In der folgenden Proposition wird ein Resultat von Arveson aus der Theorie der Opera-
torrdume benotigt. Unter einem (konkreten) Operatorraum versteht man ein Tupel (V, A)
bestehend aus einer C*-Algebra A und einem abgeschlossenen Teilraum V' von A. Bezeich-
nen wir mit My, die komplexen (k x k)-Matrizen (k € N), so setzen wir My (V) = M@ V.
Ist £ € N und beachtet man, dass M}, (A) mit einer eindeutigen C*-Norm versehen wer-
den kann und dass man M (V) als Teilraum von M} (A) auffassen kann, so erhélt My (V)
eine kanonische Norm fiir alle £ € N. Den Banachraum, den man auf diese Weise erhilt,
bezeichnen wir mit My (V') 4.

Sind (V,.A) und (W, B) zwei Operatorrdume und ist ¢ : V. — W eine lineare Abbil-
dung, so induziert ¢ fiir alle k& € N eine Abbildung ¢ : Mi(V)4 — Mi(W)p vermoge
ok((aij)ij) = (¢(aij))i;- Die Abbildung ¢ heifit vollstindig kontraktiv, wenn ||¢y| < 1 fiir
alle k£ € N gilt.

Ist (V,.A) eine Operatoralgebra, d.h. ist A eine unitale C*-Algebra und V eine abge-
schlossene Unteralgebra von A, die die Eins von A enthélt, und ist ¢ : V. — L(H) ein
unitaler Algebrenhomomorphismus, so sagt man, ¢ besitze eine A-Dilatation, wenn eine

Vergroflerung K von H und ein unitaler *-Homomorphismus 7 : 4 — L(K) existieren mit

¢(a) = Pr(a)ln

fiir alle @ € V', wobei P die orthogonale Projektion von K auf H ist. Der Satz von Arveson
besagt:

Satz 3.5.15 ([Pau86/, Corollary 6.7)
Sei (V, A) eine Operatoralgebra und sei ¢ : V — L(H) ein unitaler Algebrenhomomorphis-

mus. Dann sind dquivalent:
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(i) ¢ besitzt eine A-Dilatation;
(i) ¢ ist vollstindig kontraktiv.

Offensichtlich sind (Ag(#"),C(*#)) und (Ao(#"),C(0p-#")) Operatoralgebren, wobei
im zweiten Fall Ag(#") vermdge der isometrischen Abbildung r : Ag( %) — C(0pX),
f +— fla,x als unitale Unteralgebra von C(0y.%#") aufzufassen ist. Ist v : Ag(#") — C(X)
die kanonische Inklusion, so ergibt sich fiir 1, : My(Ao(H))c(o,.0) — Mr(C(X)) nach
[Pau86], Theorem 3.8, und fiir F' € My (Ao(H#)):

1E Nz, o)) < IE Nt c@0))

Dasselbe Theorem zeigt auch die umgekehrte Ungleichung. Insbesondere bedeutet die
vollsténdige Kontraktivitit einer Abbildung ¢ : Ag(#) — L(H) bzgl. (Ag(¥),C (X))
und bzgl. (Ag(X#),C(0y#") dasselbe.

Die nachfolgende Proposition 3.5.16, die eine Verallgemeinerung von [Did02], Theorem
4.1.1, darstellt, ist fiir sich betrachtet interessant und im Folgenden niitzlich.

Proposition 3.5.16 Sei # C C" kompakt und sei S € L(H)" ein J# -subnormales Tupel.
Dann besitzt S eine (minimale) Ao( K )-unitdre Dilatation N € L(K)".

Beweis: Sei ®g der kanonische Ag(.#)-Kalkiil von S und N eine minimale normale
Erweiterung von S. Dann gilt
s(f) = F(N)lu
fiir alle f € Ag(#") und ®g ist ein unitaler Algebrenhomomorphismus. Aus Satz 3.5.15
folgt die vollstdndige Kontraktivitit von ®g bzgl. (A¢(#),C(*#)). Da &g dann aber
auch bzgl. (Ag(#),C(0p#")) vollstandig kontraktiv ist, existiert wieder nach Satz 3.5.15

eine C(09p % )-Dilatation m von ®g, d.h. eine VergréBerung K von H und ein unitaler
«-Homomorphismus 7 : C(9p.#") — L(K) mit

Ds(f) = Pr(floor)|n

fiir alle f € Ag(#), wobei P die orthogonale Projektion von K auf H ist. Offensichtlich
ist N = (m(z;))i~, ein normales Tupel mit o(N) C 9p-# und ®g(f) = Pf(N)|g fir alle
feAy(x). [ |

Zur Vorbereitung des Beweises von Proposition 3.5.18 wird das folgende Lemma,
das implizit in einer Arbeit von Mlak enthalten ist ([Mla72], §4), formuliert und der
Vollsténdigkeit halber bewiesen.

Lemma 3.5.17 Sei 2 ein kompakter Hausdorffraum und seien e : Bor(Z) — L(H),
¢ : Bor(Z') — L(H) 2wei positive operatorwertige Mafie mit e(2) = idy, é(Z) = id 7.
Seien E : Bor(Z') — L(K), E : Bor(Z') — L(K) spektrale Dilatationen von e und é. Sei

X € L(H, H) ein Operator und ¢ > 0 mit
(#(A) Xz, Xa) < A (e(A)z, 2)

fiir alle A € Bor(Z") und x € H. Dann gilt:
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(a) Ist E minimal, so existiert eine eindeutige Fortsetzung Y € L(K,K) von X mit
E(A)Y =YE(A) fiir alle A € Bor(2'). Fiir diese Fortsetzung ist |Y|| < c.

(b) Sind E und E minimal und besitzt X dichtes Bild, so besitzt auch der eindeutig
bestimmte Operator Y aus (a) dichtes Bild.

Beweis: (a) Wegen der Minimalitidt von E gilt

NS

Fiir eine beliebige messbare Zerlegung (A4;)! ; von 2" und beliebige Vektoren (z;)_; in
H gilt

von 2, (x;)i, Folge in H

n € N, (4;)1_, messbare Zerlegung }

2

n

- ZHE DXxi|? = (6(A) Xy, Xag)

1=1
< c? E .I‘Z,.I‘Z —C2§ J}Z,ZCZ 202

Wegen der Minimalitét von E ldsst sich durch

an:E( ZE DX (3.19)
i=1

ein wohldefinierter Operator Y € L(K, K) definieren mit ||Y|| < ¢. Aus Definition (3.19)
folgt unmittelbar F(A)Xz = YE(A)x fiir alle A € Bor(2) und alle 2 € H (n = 2,
A=A, Ay = Z'\ A1, 1 = x und z9 = 0). Insbesondere ist Yo = Xz fiir alle x € H, d.h.
Y ist eine Fortsetzung von X. Auflerdem gilt

A Xx;

n 2

i=1

n

n n
A)Y Y E(A)z;=> E(ANA)Xz; =YE(A)Y  E(A)x;,
i=1 i=1 i=1
und damit (wieder wegen der Minimalitét von E) E(A)Y = Y E(A) fiir alle A € Bor(2).
Die Eindeutigkeit von Y ist wegen der letzten Eigenschaft klar, denn fiir jede solche Fort-
setzung muss (3.19) erfiillt sein.

(b) Die Definition (3.19) zusammen mit der Minimalitéit von E zeigen, dass mit X auch
Y dichtes Bild hat. u

Proposition 3.5.18 Sei 7 C C™ eine Aleksandrov-requlire kompakte Menge. Sei S €
L(H)" ein X -subnormales Tupel und N € L(K)" eine minimale Ao(%")-unitire Dila-
tation von S. Sei S € L(H)" eine A -Isometrie mit minimaler normaler Erweiterung
N € L(K)™. Dann gilt: Ist X € L(H, H) ein (S, S )-vertauschender Operator, so existiert
eine eindeutige (N, N )-vertauschende Fortsetzung Y € L(K,K) von X. Fiir diese gilt
|Y|| = || X||. Hat X dichtes Bild in H, so hat Y dichtes Bild in K.
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Beweis: Seien E und E die SpektralmaBe von N und N. Wegen supp(E) = o(N) C
do-# und supp(E) = o(N) C 9y.# kann man annehmen, dass E und E auf Bor(9y.%)
definiert sind. Fiir alle f € Ag( %) C L*°(0p %) gilt dann:

Oy IO) = [ \PdE @) = [ IR
60(%/ 8():%/
Seien e : Bor(dg.#) — L(H), & : Bor(dp.#) — L(H) die durch Kompression von E
auf H bzw. von E auf H gegebenen positiven Operatormafe. Dann gilt fiir z € H und

Fe Ag(H):

[@s(f)zl* = [|1Pf(N)z]* < | f(N)z]? =/ |fI? deq . (3.20)
oKX
Somit ergibt sich aus Lemma 3.4.11
/ FPdexexe = IF(N)XalP = |[g(F)Xa]? = | Xs(f)z|?
00X
< IXPIOs(al? < IXIP [ 1P dess (3:21)
Oo KX

fir alle f € Ag(#) und @ € H. Fiir ¢ € H ist p = éxyxs € MT(9pX). Da A
Aleksandrov-regulédr ist, existiert zu ¢ € C(#) mit ¢ > 0 und € > 0 eine Funktion
feA(x) mit |f| < /¢ und pu({|f] < /¢}) < e (Lemma 3.5.9). Es folgt

/ (p— |f1?) du = / (0 — 1F2)d < lllnce. (3.22)
8o {IfI<v/%}

und somit

/ 2 (||XH2d€:v,:v - déX$,X:v)
O K
(3.22) ) ) 3 (3.21)
S /8 (X Pdens = dexaxe) = lelloe = ~lieloe.
O.

Da ¢ beliebig gewiahlt werden kann, folgt fiir alle z € H und jede stetige Funktion ¢ €

C() mit ¢ >0
| edixae <IXIP [ e
QoA Oo KX

Da die Mafle auf beiden Seiten endlich sind, erhélt man dieselbe Ungleichung fiir alle
¢ € C(H) mit ¢ > 0. Also ist (6(A) Xz, Xz) < || X|*(e(A)z,x) fiir alle A € Bor(0y-H#)
und z € H. Die Existenz einer stetigen linearen Fortsetzung YV € L(K,K) von X mit
YE(A) = E(A)Y fiir alle A € Bor(9p.#) und ||Y| = || X|| ist somit gesichert (Lemma
3.5.17). Dannist Y auch (N, N)-vertauschend. AuBerdem kann Y mit dichtem Bild gewiihlt
werden, wenn X dichtes Bild hat. |

Aus Proposition 3.5.18 ergibt sich das folgende Korollar:
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Korollar 3.5.19 Sei # C C" eine Aleksandrov-regulire kompakte Menge, seien S €
L(H)" und S € L(H)" zwei H -Isometrien und seien N € L(K)" und N € L(K)"
minimale normale Erweiterungen von S und S. Dann gilt: Ist X € L(H,H) ein (S,5)-
vertauschender Operator, so existiert eine (N, N )-vertauschende FortsetzungY € L(K, K)
von X. Hat X dichtes Bild in ﬁ, so hat Y dichtes Bild in K.

Korollar 3.5.19 verallgemeinert Ergebnisse von Mlak ([Mla72], Proposition 5.2) fiir den
Einheitspolyzylinder und von Athavale ([Ath90], Proposition 8) fiir die Einheitskugel auf
den Fall beliebiger Aleksandrov-regulidrer Kompakta .#~ C C". Entsprechend zu [Ath90],
Proposition 9, erhélt man als Korollar, dass auch iiber Aleksandrov-reguldaren Kompakta
& C C" die minimalen normalen Erweiterungen quasidhnlicher JZ-Isometrien unitéir
dquivalent sind.

Satz 3.5.20 Sei & C C" eine Aleksandrov-reguldre kompakte Menge, seien S € L(H)™
und S € L(H)"™ zwei X -Isometrien und seien N € L(K)" und N € L(K)" minimale
normale Erweiterungen von S und S. Dann gilt: Sind S und S quasiihnlich, so sind N

und N unitdr dquivalent.

Beweis: Sind S und S quasiihnlich und sind X, € L(H, H) und X, € L(H, H) zwei
quasiinvertierbare Operatoren, die respektive (S, S)- und (S, S)-vertauschend sind, so exi-
stieren Fortsetzungen Y; € L(K,K) und Y; € L(K,K) von X; und X respektive zu
(N,N)— und (N, N)—vertauschenden Operatoren mit dichtem Bild (Proposition 3.5.19).
Dann aber sind N und N unitéir dquivalent ([Ath90], Lemma 1). |

3.6 Wesentlich subnormale Operatortupel

Die Hauptaussage dieses Paragraphen lautet!!:

Satz 3.6.1 Sei S = (S1,...,5,) € L(H)" beliebig. Dann sind dquivalent:
(i) S ist ein wesentlich subnormales Tupel;
(ii) S besitzt eine wesentlich normale Erweiterung;

(iii) S besitzt eine Erweiterung zu einer kompakten Storung eines normalen Tupels.

Satz 3.6.1 ist eine direkte Verallgemeinerung von [Fel99], Theorem 3.1. Der Beweis des
Satzes wird durch einige Ergebnisse vorbereitet und erfolgt deshalb etwas spéter. Er zeigt,
dass fiir ein wesentlich normales Tupel T' = (11, ..., T,,) € L(K)" und einen T-invarianten
Teilraum H von K das Tupel T'|g = (Ti|m, ..., Tnlg) € L(H)"™ wesentlich subnormal ist
und dass man alle wesentlich subnormalen Tupel auf diese Weise erhélt.

"Dje Definitionen der in Satz 3.6.1 benutzten Begriffe wurden in §3.1 angegeben.
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Beispiel 3.6.2 Sei S = (51, ...,S,) € L(H)" ein subnormales Tupel, N = (Ny,...,N,) €
L(K)™ eine minimale normale Erweiterung von S und u ein skalares Spektralmaf fiir S.
Fir f € L*(p) ist der (abstrakte) Hankel-Operator mit Symbol f bzgl. S definiert durch
H;:H— H*+, Hf = (1—P)f(N)|m, wobei H+ der zu H orthogonale Raum in K ist und
P die orthogonale Projektion von K auf H. Ist N € L(K)™ eine weitere minimale normale
Erweiterung von S und ist U : K — K der eindeutige unitire Operator mit Uz = x fiir
alle z € H und UN; = N;U fiir i = 1,...,n, so gilt fiir die beziiglich N und N gebildeten
Hankel-Operatoren mit Symbol f € L*(u), Hy und H t, die Beziehung Hy = UoH , falls
Up: K& H — Ko H den durch U induzierten unitiren Operator bezeichnet. Ist der
Hankel-Operator H; kompakt, so ist der Toeplitz-Operator Ty = P f(N)|g mit Symbol f
wesentlich subnormal. Denn bzgl. K = H @ H' besitzt f(N) die Zerlegung

[ Ty ox
0

0
und f(N) + H. 0 ) ist eine Erweiterung von S zu einer kompakten Stérung eines
iy

normalen Tupels.

Ist f = (fi,.r, fm) € L®(u)™ ein Tupel, fiir das die Hankel-Operatoren Hy,, i =
1,...,m, kompakt sind, dann ist das Toeplitz-Tupel Ty = (T%,,...,T},) mit Symbol f
wesentlich subnormal. Sind auflerdem auch die Operatoren H~ , i = 1, ..., m, kompakt, so
sind T’y und T}‘ wesentlich subnormal und damit 7' Wesentlichl normal.

Unter einer positiven Abbildung p : A — B zwischen zwei unitalen C*-Algebren ver-
steht man eine lineare Abbildung mit p(a) > 0 fiir alle a > 0.

Proposition 3.6.3 Sei S = (S1,...,S,) € L(H)™ beliebig. Dann sind dquivalent:
(i) S ist subnormal;
(ii) es existieren eine kompakte Menge & C C™ und eine unitale positive Abbildung
p:C(H) — L(H) mit p(z;) = S; und p(Ziz;) = S;S; firi=1,...,n.
Ist S subnormal und sind # und p wie in (ii), so gilt 0,(S) C A .

Beweis: (1)=(ii): Seien 2 = 0,,(S) und p =7 : C(0n(S)) — L(H), f— T} (vgl. §3.2,
Seite 66). Dann erfiillen .# und p die gewiinschten Eigenschaften.

(ii)=(i): Seien .# und p wie in (ii). Da C(#") eine kommutative C*-Algebra ist,
ist p vollsténdig positiv ([Pau86], Theorem 3.10). Da p unital ist, existiert nach einem
Satz von Stinespring eine Dilatation von p zu einem unitalen *-Homomorphismus x :
C(H#) — L(K) mit p(f) = Ps(f)|u fir alle f € C(#") ([Pau86], Theorem 4.1); hierbei
ist P die orthogonale Projektion von K auf H. Sei N; = k(z;) fiir ¢ = 1,...,n. Dann
ist N = (Ny,...,N,) € L(K)" ein normales Tupel mit o(N) C # und es gilt §; =
p(z;) = Pr(zi)|g = PN;|g fiir i = 1,...,n. Es muss nur noch gezeigt werden, dass H ein
N-invarianter Teilraum von K ist. Hierzu wird N; bzgl. K = H @ H* in der Form
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geschrieben mit R; € L(H, HY) fiir i = 1,...,n. Dann gilt:

S;Si = p(Zizi) = PN/ Ni|lu = P < S I ) < Si * )

* * R; =
H
SrS; 4+ RIR;
- P ( it Rl ) = 5;Si+ R{R;.
* *
H
Folglich ist RfR; = 0 und damit NN; = 0 fir ¢ = 1,...,n. Dies zeigt, dass H ein
*
N-invarianter Teilraum von K ist. Also ist N eine normale Erweiterung von S. |

Korollar 3.6.4 Sei S = (51,...,5,) € L(H)™ subnormal, p : C*(S) — L(H) eine unitale
positive Abbildung und T; = p(S;) firi=1,...,n. Es gelte p(S;S;) =T}T; firi=1,...,n.

Dann ist T = (11, ...,T,) € L(H)™ subnormal mit o,(T) C 0,(S).

Beweis: Sei 7 : C(on(S)) — L(H), f— Tf (vgl. §3.2, Seite 66). Wegen im7 C C*(S5)
(Lemma 3.2.3) ist p o7 wohldefiniert und positiv mit po7(z;) = T; und po 7(Z;2;) = T;T;
fiir i = 1,...,n. Nach Proposition 3.6.3 ist 7" subnormal und ¢, (T") C 0,(5). [

Sei A eine unitale C*-Algebra und s = (sg,...,5,) € A" subnormal. Aufgrund der
Definition der Subnormalitét ist fiir eine treue Darstellung (H,¢) von A das Tupel S =
o(s) = (¢(s1), ..., p(sn)) € L(H)™ subnormal.

Korollar 3.6.5 0,(s) = o,(¢(s)) ist wohldefiniert.

Beweis: Sei (H, @) eine weitere treue Darstellung von A. Die durch ¢ und ¢ indu-
zierten *-Isomorphismen 1 : C*(s) — C*(S) und ¢ : C*(s) — C*($(s)) liefern einen
s-Homomorphismus p : C*(S) — L(H) vermége p(T) = 1 o~ Y(T) fiir T € C*(S).
Fiir diesen gilt p(1(s;)) = (s;) und p((s;)*(si)) = ¥ (si)*1h(s;) fiir i = 1,...,n. Nach

Korollar 3.6.4 gilt deshalb o, (¢(s)) C 0,(¢(s)). Aus Symmetriegriinden folgt Gleichheit.
[ |

Korollar 3.6.6 Sei s = (sq,...,8,) € A" beliebig. Dann sind dquivalent:
(i) s ist subnormal;

(ii) es existieren eine kompakte Menge £ C C™ und eine unitale positive Abbildung
p:C(H)— A mit p(z;) = s; und p(Zizi) = si's; firi=1,...,n.

Ist s subnormal und sind & und p wie in (ii), so gilt op(s) C A .

Beweis: (1)=-(ii): Ist (H,p) eine treue Darstellung von A und S = ¢(s), so ist S
subnormal und C*(S) C ¢(A). Sei 7 : C(on(s)) — L(H) wie in §3.2 definiert. Wegen

100



3.6. Wesentlich subnormale Operatortupel

im7 C C*(S) (Lemma 3.2.3) leisten die Menge .# = 0,(S5) und die Abbildung p =
¢ ltor:C(0,(S5)) — A das Verlangte.

(ii)=(i): Seien .2 und p wie in (ii) und sei (H,¢) eine treue Darstellung von A.
Vermoge p : C(#) — L(H), p = ¢ o p erhidlt man eine unitale positive Abbildung mit
p(zi) = ¢(s;). Dann ist S = ¢(s) € L(H)™ nach Proposition 3.6.3 subnormal. Folglich ist
auch s = (s, ..., 8,,) subnormal und o,,(s) = o, (p(s)) C A . [ |

Wir sind nun in der Lage, Satz 3.6.1 zu beweisen:

Beweis: (von Satz 3.6.1)

(iii)=-(ii): Das ist klar.

(ii)=(): Sei T = (T1,...,T,) € L(K)" eine wesentlich normale Erweiterung von S.
Sei p : C0e(T)) — C(H) definiert durch p(f) = Pf(T)|g + K(H), wobei f(T) fiir einen
Reprisentanten von f(T+ K(K)) € C(K) steht und P fiir die orthogonale Projektion von
K auf H. Die Abbildung p ist wohldefiniert, unital, positiv und erfillt p(z;) = PT;|g +
K(H) = S; + K(H) und p(z;2;) = PT;Ti|lg + K(H) = (S; + K(H))*(S; + K(H)) fiir
i =1,...,n. Nach Korollar 3.6.6 ist S+ K(H) € C(H)" subnormal.

(i)=-(iii): Sei S wesentlich subnormal, .#  C C" eine kompakte Menge und p : C(.%") —
C(H) eine unitale positive Abbildung mit p(z;) = S;+K (H) und p(Z;z;) = S} S;+K (H) fiir
i=1,...,n (Korollar 3.6.6). Dann existiert ein positives unitales Lifting p: C(#") — L(H)
mit p = 7o p ([Dav96], Theorem I1X.4.10), wobei m : L(H) — C(H) der kanonische
Epimorphismus ist. Da C'(.#") kommutativ und p deshalb vollstindig positiv ist ([Pau86],
Theorem 3.10), existiert eine Dilatation von p zu einem unitalen x-Homomorphismus & :
C(#) — L(K) ([Pau86], Theorem 4.1). Sei N; = k(z;) und T; = p(z;) firi = 1,...,n,
sowie N = (Ny,..,N,) € L(K)* und T = (Th,...,T,) € L(H)"™. Dann ist N normal,
o(N) Cc #,T; = PN;|g und deshalb

T.
M:( Z*> bogl. K = H & H*
Ri *

mit R; € L(H,H') fiir i = 1,...,n . Es folgt
R ATE AN
vt * * R, =« * x |’

SiSi+ K(H) = p(Zizi) = p(zizi) + K(H) = PN{N;|g + K(H)
= T;T,+ R;R, + K(H) sowie

SiSi+ K(H) = (Si+K(H))"(Si+ K(H)) = (Ti + K(H))"(Ti + K(H))
= T;T,+ K(H)

und somit

fir ¢« = 1, ...,n. Demzufolge sind S;S; —T;"T; und S;S; — T;*T; — R; R; kompakt, also auch
R} R; und damit R; fiir i = 1,...,n. Da fiir ¢« = 1, ...,n die Differenz S; — T; kompakt ist,
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Si—T; 0 .
. Somit ist
-R; O

Si *
N; i =
v (0 )

fir ¢ = 1,...,n und N 4 C eine Erweiterung von S zu einer kompakten Storung eines

gilt dasselbe fiir C; = <

normalen Tupels. |

Korollar 3.6.7 Sei S € L(H)"™ ein wesentlich subnormales Operatortupel. Dann gilt:
(a) Ist T eine wesentlich normale Erweiterung von S, so gilt 0,(S + K(H)) C 0.(T).

(b) Es existiert eine Erweiterung von S der Form N + C mit einem normalen Ope-
ratortupel N, einem Tupel C' kompakter Operatoren und mit o.(N) = o(N) =
on(S+K(H)).

(c) Ist Hy ein S-invarianter Teilraum, so ist S|p, wesentlich subnormal und es gilt

on(S|H, + K(Hp)) C on(S+ K(H)).

Beweis: (a) Ist S ein Operatortupel auf H, T' eine wesentlich normale Erweiterung von
S auf K und p : C(0.(T)) — C(H) definiert wie im Beweisteil (ii)=-(i) von Satz 3.6.1, so
ist p unital und positiv mit p(z;) = S; + K(H) und p(Z;z;) = S;S;+ K(H) furi =1, ...,n.
Dann ist 0,(S + K(H)) C 0.(T) nach Korollar 3.6.6.

(b) Wiederholt man den Beweisteil (i)=-(iii) von Satz 3.6.1 mit % = 0,,(S + K(H)),
so erhélt man eine Erweiterung von S der Form N + C. Mit den dortigen Notationen ist
N; = k(z) fiir i = 1,...,n mit einem unitalen x-Homomorphismus « : C(o,(S+ K(H))) —
L(K). Dann ist 0(N) C 0,(S + K(H)) und somit 0.(N) C o(N) C 0,(S + K(H)). Nach
(a) gilt 0,(S + K(H)) C 0c(N 4+ C) = 0.(N).

(c) Nach Satz 3.6.1 existiert eine wesentlich normale Erweiterung 7" von S. Diese ist
auch eine wesentlich normale Erweiterung von S|g,, d.h. S|g, ist nach demselben Satz
wesentlich subnormal. Die wesentlich normale Erweiterung 7" kann nach (b) so gewé&hlt
werden, dass 0, (S+ K(H)) = 0.(T) gilt. Wegen (a) ist dann 0, (S|m, + K (Hp)) C 0.(T) =
on(S+ K(H)). |

Wir nennen ein vertauschendes Tupel z = (z1,...,z,) € A" in einer unitalen C*-
Algebra A eine sphirische Isometrie, wenn " | xfx; = 1 ist. Ein Tupel z = (z1,...,2,) €
A™ heifit sphdrisch unitdr, falls x1, ..., z,, vertauschende, normale Elemente in A sind mit
St xfz; = 1. Ein Tupel S € L(H)"™ von Operatoren auf einem Hilbertraum heifit eine
wesentlich sphirische Isometrie (bzw. wesentlich sphdrisch unitdir), falls S + K(H) als
Tupel in der Calkin-Algebra C(H) eine sphérische Isometrie (bzw. sphérisch unitér) ist.

Wir benutzen Korollar 3.6.7, um eine Charakterisierung wesentlich sphérischer Isome-

trien anzugeben.

Korollar 3.6.8 Fiir ein beliebiges Tupel S € L(H)" sind dquivalent:
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(i) S ist eine wesentlich sphdrische Isometrie;

(i) S ist wesentlich subnormal und o, (S + K(H)) C OB";

(iii) S besitzt eine Erweiterung der Form U + C, wobei U € L(K)"™ sphdrisch unitdr ist
und C € L(K)™ ein Tupel kompakter Operatoren auf einem grifieren Hilbertraum
K;

(iv) S besitzt eine Erweiterung zu einem wesentlich sphdarisch unitiren Tupel U € L(K)™.

Beweis: (1)=(ii): Ist p : C(H) — L(K) eine unitale treue Darstellung der Calkin-
Algebra C(H) und S = (S1,...,S), so ist p(S + K(H)) = (p(S1 + K(H)),...,p(Sn +
K(H))) € L(K)™ eine sphérische Isometrie. Nach [Ath90], Proposition 2, ist p(S + K (H))
subnormal (d.h. S wesentlich subnormal) mit o, (S + K(H)) C 9B".

(ii)=-(iii): Dies folgt direkt aus Teil (b) von Korollar 3.6.7.

(iii)=(iv): Das ist klar.

(iv)=-(i): Es gelte (iv). Nach Satz 3.6.1 ist S wesentlich subnormal und nach Teil (a)

von Korollar 3.6.7 ist 0,(S + K(H)) C 0.(U) C 0B™. Ist p : C(H) — L(H) eine unitale
treue Darstellung der Calkin-Algebra C(H), so ist p(S + K(H)) € L(H)" subnormal mit
on(p(S+K(H))) =0,(S+ K(H)) C OB". Also ist p(S+ K(H)) eine sphirische Isometrie

und damit auch S + K(H). [ |

Wir schlieflen diesen Paragraphen mit einer Strukturaussage iiber wesentlich subnor-
male Operatortupel:

Satz 3.6.9 Sei S € L(H)" ein wesentlich subnormales Tupel. Dann gilt:
(a) C*(S)NK(H)={0} = S ist subnormal.

(b) Es existiert eine orthogonale direkte Zerlegung

Lo & @HJ

JjEM

von H in S-reduzierende Teilrdume derart, dass fir Sy = S|r, und S; = S\Hj gilt: Sy
ist subnormal und S; ist irreduziebel und wesentlich subnormal mit K(H;) C C*(S;)
fir alle j € M.

Beweis: (a) Es bezeichne 7w : L(H) — C(H) den kanonischen Epimorphismus. Fiir
T,R € C*(S) mit m(T) = n(R) gilt dann T — R € C*(S)N K(H) = {0}, d.h. T'= R, und
=gy : C*(S) — m(C*(S)) ist ein *-Isomorphismus. Insbesondere ist mit 7(S) auch S
subnormal.

(b) Nach Satz A.4.1 besitzt H eine orthogonale direkte Zerlegung in S-reduzierende

Teilrdume der Form

H:Ho@(@m)@ P,

iEN jeM
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wobei Hy keinen minimalen S-reduzierenden Teilraum enthélt und C* (S| )NK (H;) = {0}
fiir alle i € N und K (H;) C C’*(S|Hj) fiir alle j € M gilt. Es ist offensichtlich, dass Ty =
Slug: Ti = Slg,, Sj =S| ji, fir i € N und j € M wesentlich subnormale Operatortupel
sind. Proposition A.4.2 zeigt, dass C*(Tp) N K (Hy) = {0} gilt. Mit Teil (a) folgt deshalb
die Subnormalitidt von Sg = Ty @ (@ZGN Ti) € L(Lg) mit Ly = Hy ® (@ZGN ﬁz) Satz
A.4.1 beinhaltet auch die Irreduzibilitdt der Operatortupel S;.
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Anhang

A.1 Holomorphe Funktionen und Steinsche Mengen

Ein zentrales Objekt dieser Arbeit ist der Raum &/(2) der holomorphen Funktionen auf
einer komplexen Mannigfaltigkeit €2.!? Er wird mit der Fréchetraum-Topologie der kom-
pakt gleichméfBigen Konvergenz versehen und ist dann nuklear, wie das folgende Argument
zeigt:

Ist (U;);en eine beliebige offene Uberdeckung von €, so ist

0—0Q) = [[ow) = ] ew:nu;) (A1)

ieN i,jEN

mit 7(f) = (flv;)ien und s((fi)ien) = (filvinv; — filvinu,)ijen exakt. Die Abbildun-
gen r und s sind stetig und 7 sogar ein topologischer Monomorphismus. Wahlt man die
Uberdeckung so, dass jedes U;, i € N, konform #quivalent zu einer offenen Teilmenge
des C" ist, so ist O(U;) fir alle i € N nuklear ([EP96], Theorem A1.4), und damit auch
[Licy ©€(Ui) und 0(92) ([EP96], Theorem A1.3).

Fiir Q wie oben und fiir einen Banachraum E benutzen wir die topologische Identifi-
zierung der Réume 0(Q)®FE und (1, E), wobei der erste fiir das vollstindige projektive
Tensorprodukt von &'(2) und E steht und der zweite Raum der Fréchetraum der holomor-
phen E-wertigen Funktionen iiber €2 ist. Es handelt sich bei dieser Identifizierung um ein
klassisches Resultat, dass auf Grothendieck zuriickgeht ([Gro66]). Mit der Sequenz (A.1)
kann man die Giiltigkeit dieser topologischen Identifizierung im Falle von Mannigfaltig-
keiten zuriickfithren auf den Fall offener Mengen in C":

Mit (A.1) ist auch die Sequenz
0— 0Q)GE "2y (H ﬁ(Ui)> S [ T owinuy) | 6B
ieN i,jEN

exakt, wobei die Abbildungen r ® idg und s ® idg stetig sind ([EP96], Theorem A1.6).
Im folgenden Diagramm sind die horizontalen Sequenzen exakt und die beiden vertikalen

12Fine komplexe Mannigfaltigkeit ist in dieser Arbeit immer metrisierbar und separabel.
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Identifikationen rechts topologisch (vgl. [Jar81], Theorem 16.3.1 und Corollary 16.7.5):

0—> O()EHE — <H ﬁ(Ui)> QE — ( 1 6U; mUj)> SF .

€N i,7EN

0 LN l~

oU;, E H ﬁ(UiﬁU-,E)
0 ﬁ(Q’E) ig\l ( ) i,5EN !

Die Abbildung ¢ ist die stetige Fortsetzung der kanonisch definierten und stetigen Abbil-
dung ¢ : OQ) @ E — O, E), f®x — f(-)r. Aus dem Diagramm kann man folgern,
dass ¢ ein topologischer Isomorphismus ist.

In vergleichbarer Weise lassen sich die Rdume

CH(U)QE und  C5(U,E)

topologisch identifizieren, wobei C;XJ’(U) der Raum der unendlich oft reell differenzierbaren

komplexen Formen vom Bigrad (i,j) auf U und C75(U, E) der entsprechende Raum mit

Werten in F ist, beide jeweils versehen mit ihrer kanonischen Fréchetraum-Topologie.
Die Relevanz dieser Riume hat mit der 9-Sequenz

0— 6U) - CoU) L - L Cgo(U) — 0 (A.2)
zu tun und der zugehdrigen tensorierten Sequenz
0— O(U,E) "™ Cgy(U, B) "2 . P2 02 (U, E) — 0. (A3)

Die erste Sequenz impliziert eine azyklische Auflésung der Garbe 07 der Keime holomor-
pher Funktionen auf U und die zweite eine azyklische Auflésung der Garbe ﬁg der Keime
holomorpher E-wertiger Funktionen auf U. Damit ist Folgendes gemeint:

Sei o7 eine Garbe von Ringen und sei ¢ eine Garbe von 27-Moduln {iber dem topolo-
gischen Raum .13 Dann ist eine (rechtsseitige) Auflosung von & eine Familie (47, 67),>0
von «7-Modul-Garben 4P und ./-Modul-Homomorphismen 67 : 47 — @P*+1 derart, dass
die Sequenz

09 g0 Dogt O (A.4)
mit einem geeigneten .27-Modul-Homomorphismus ¢ : 4 — %° exakt ist. Fiir die Fami-
lie (¢7,0P),>0 wird vereinfachend ¥* geschrieben. Sind die .&/-Modul-Garben ¥? einer
Auflosung von ¢ welk, so spricht man von einer welken Auflosung von 4.1* Fir U C Q
werden die Schnittrdume der Garben &/ und ¢ mit I'(U, &) bzw. I'(U,¥) bezeichnet; er-

sterer ist ein Ring mit 1, letzterer ein I'(U, o/)-Modul. Jede o/-Modul-Garbe besitzt eine

13Zur Garbentheorie vergleiche man etwa [Kul70].
Eine o/-Modul-Garbe ¢ heifit welk, wenn jede ihrer Schnittflichen iiber einer offenen Teilmenge U C
sich fortsetzen ldsst zu einer Schnittfliche iiber 2.
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kononische welke Auflosung ([Kul70], §17). Ist eine (beliebige) Auflosung von ¥ gegeben,
so erhélt man hieraus einen I'(2, &7 )-Modul-Komplex globaler Schnitte:
89 8¢

0—-I(Q9") +1Q,9" % ...

Fiir eine welke Auflosung ¢° von ¢ sind die Homologierdume
HP(Q,9) = ker 65/im %", p>0 (651 =0)

eindeutig bis auf Isomorphie von I'(Q, 7)-Moduln ([Kul70], §18). Eine .&/-Modul-Garbe
& iiber  heifit azyklisch, falls HP(2,%) = 0 fiir alle p > 1 gilt.

Es wird kurz die zentrale Folgerung aus der Azyklizitdt einer «/-Modul-Garbe ¢
erlautert: Ist
0-9—-9—-9"—0

eine kurze exakte Sequenz von /-Modul-Garben und &/-Modul-Homomorphismen, so
erhélt man eine lange exakte Sequenz

/

0——T1(Q,9)
/-

rQ¢)—-=ro¢") —

N

N\

<—>H1(Qvg)—>H1(Qvg/)—>H1(Q7%”)—

N

\

( - HQ(Qv g)
—
([Kul70], Satz 18.4). Ist ¢ azyklisch, so ergibt sich statt der langen eine kurze exakte
Sequenz

0—=T(0,9) —=T(Q,9) —L>T(0,9") —=0

mit wichtigen Konsequenzen (vgl. §2.2). Es gilt: Ist 4 azyklisch, so ist 4’ azyklisch genau
dann, wenn 4" azyklisch ist.

Sei €2 eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension n. Eine analytische Garbe ¢ iiber
Q) ist eine 0g-Modul-Garbe. Ist (2 eine Steinsche Mannigfaltigkeit, so ist die Garbe Og
azyklisch. Eine offene Menge U C C” ist Steinsch genau dann, wenn sie ein Holomorphie-

bereich ist bzw. genau dann, wenn sie holomorph-konvex ist.

In zwei wichtigen Féllen ist eine analytische Garbe ¢ {iber einer komplexen Mannig-
faltigkeit stets azyklisch:

Eine &/-Modul-Garbe ¢ iiber einem topologischen Raum 2 heifit kohdrent, wenn &
lokal endlich erzeugt ist (d.h. wenn jeder Punkt = € Q eine offene Umgebung U besitzt
so, dass I'(U, %) ein endlich erzeugter I'(U, o)-Modul ist) und wenn fiir jede offene Menge
U C Q und jeden Gy-Modul-Homomorphismus u : 6], — ¢y der Kern von u lokal endlich
erzeugt ist. Cartans Theorem B (z. Bsp. [EP96], Theorem 4.1.4) besagt, dass kohérente
analytische Garben {iber Steinschen Mannigfaltigkeiten azyklisch sind.

Im zweiten Fall sei F ein Banachraum und {2 eine Steinsche Mannigfaltigkeit der
Dimension n. Dann ist ﬁ’g azyklisch. Dies beweist man mit der E-wertigen 0-Sequenz.
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A.2 Das Garbenmodell

Sei E ein Banachraum und 7" € L(E)"™ ein vertauschendes Tupel. Dann kann man E
mit einer kanonischen €(C™)-Modulstruktur versehen, indem man die Moduloperation
O(C") x E — E durch (f,z) — fa = f(T)x (f € O(C"),x € E) definiert. Hierbei ist
f(T') € L(E) der Operator, den man erhélt, wenn man in der Potenzreihendarstellung von
f die Variablen z1, ..., z, durch die Operatoren T, ..., T, ersetzt. Die so definierte &'(C")-
Modulstruktur auf £ macht E zu einem topologischen &'(C™)-Modul (siehe [EP96]).

Mit Hilfe des Koszul-Komplex

&1 (2)

0 z
U A" (s, B) =" A"(s,E) — 0

K*(z—T,E):0— As, E)
kann man fiir alle offenen U C C" einen lokalkonvexen Raum
Fr(U) = 0(U, B)/ im 6}

definieren (wobei E = A™(s, E) ausgenutzt wird). Mit den kanonisch definierten Restrik-
tionsabbildungen ryy : Fp(U) — Fp(V) (V. C U offen) erhélt man ein Garbendatum
(Fr(U),ryyv; V,U C C" offen,V C U). Die zugehorige Ocn-Garbe wird mit Fr bezeich-

net und das kanonische Garbenmodell von T genannt.

Unter zusétzlichen Voraussetzungen an 7' kann man aus Eigenschaften des kanonischen
Garbenmodells von 7" auf Eigenschaften von 7" schliefen:

Ein vertauschendes Tupel T' € L(E) besitzt die SVEP (= single valued extension
property), wenn der Fréchetraum-Komplex

n—1

89 d,
0— O(U,E°) =5 O(U,EY) — - =5 6(U, E™)

mit EP = AP(s, E) fiir p = 0, ...,n fiir alle Steinschen offenen Mengen U C C™ exakt ist.
Putinar zeigt in [Put83], Proposition 1.3, dass fiir ein Operatortupel 7', das die SVEP
besitzt, tiber allen Steinschen offenen Menge U C C" die Rdume Fr(U) und I'(U, Fr) als
O (U)-Moduln isomorph sind. In derselben Arbeit zeigt Putinar auch das folgende Resultat
([Put83], Lemma 2.1):

Proposition A.2.1 Seien E ein Banachraum, T € L(E)" ein vertauschendes Tupel mit
der SVEP und Fr das kanonische Garbenmodell von T'. Dann gilt:

o(T') = supp Fr (A.5)
Besitzt das vertauschende Tupel T auf E dariiberhinaus die Figenschaft (3), d.h. T

hat die SVEP und im (55‘{} ist abgeschlossen in 0 (U, E) fiir alle Steinschen offenen Menge
U C C"'5 so triigt Pr(U) fiir alle Steinschen offenen Mengen U C C™ eine kanonische

5Die Eigenschaft (3) wurde 1959 von Bishop fiir einzelne Operatoren eingefiihrt ([Bis59]) und 1975 von
Frunza auf die mehrdimensionale Situation verallgemeinert ([Fru75]).
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Fréchetraum-Topologie. Vermoge der Identifizierung Frr(U) = I'(U, Fr) kann man in die-
sem Fall auch I'(U, Fr) mit einer Fréchetraum-Topologie versehen. Beziiglich dieser sind
die 0(U)-Moduloperation auf I'(U, Fr) und die bzgl. Steinschen offenen Mengen betrach-
teten Restriktionsabbildungen ryy : I(U, Fr) — I'(V, Fr) stetig. In der bereits zitierten
Arbeit von Putinar wird gezeigt, dass dann auch I'(U, Fr) fiir beliebiges offenes U C C"
mit einer Fréchetraum-Topologie versehen werden kann. Hierzu w#hlt man eine offene
Uberdeckung (Uy)ren von U aus Steinschen offenen Mengen und benutzt zur Definition
der Topologie auf I'(U, Fr) die Exaktheit der Sequenz

0— LU, Fr) = [[ T Fr) = [] DU U, Fr);
keN k,leN

der Raum I'(U, Fr) wird hierbei mit der Relativtopologie der Produkttopologie von
[I;en T (Uk, Fr) versehen. Eine Anwendung des Satzes vom abgeschlossenen Graphen
zeigt, dass die so erhaltene Topologie auf I'(U, Fr) unabhingig von der gewihlten Uber-
deckung von U ist. Beziiglich dieser Topologie sind die &'(U)-Moduloperation auf I'(U, Fr)
und die Restriktionsabbildungen ryy : I'(U, Fr) — I'(V, Fr) (V C U offen) stetig. Diese
Erkenntnisse fithren zu der folgenden Definition:

Eine analytische Fréchet-Garbe F auf C" ist eine Ocn-Modulgarbe F, fiir die fiir jede
offene Menge U C C™ der Schnittraum I'(U, F) mit einer Fréchetraum-Topologie versehen
ist, bzgl. der sowohl die &'(U)-Moduloperation auf I'(U, F) als auch die Restriktionsabbil-
dungen I'(U, F) — I'(V, F) (V C U offen) stetig sind.

Das bzgl. eines vertauschenden Tupels T' € L(E)™ mit Eigenschaft (3) gebildete ka-
nonische Garbenmodell gemeinsam mit der oben eingefithrten Fréchetraum-Topologie auf
den Schnittrdumen ist also ein Beispiel einer analytischen Fréchet-Garbe. In diesem be-
sonderen Fall gilt zusétzlich: Der globale Schnittraum T'(C™, Fr) ist topologisch und als
O (C™)-Modul isomorph zu E ([Put83], Lemma 1.6). Dies fiihrt zu einer weiteren Definiti-

on:

Ein vertauschendes Tupel T' € L(E)™ besitzt ein analytisches Fréchet-Garbenmodell,
wenn es eine analytische Fréchet-Garbe F auf C" gibt so, dass I'(C™, F) und E topologisch
und als ¢(C™)-Moduln isomorph sind.

In Proposition A.2.1 wird das Spektrum von 7" mit dem Tréger einer geeigneten Garbe
identifiziert. Im Folgenden geht es darum, eine geeignete Garbe anzugeben bzgl. der eine
ahnliche Gleichung fiir das wesentliche Spektrum o, (7") gilt.

Sei F' ein Fréchetraum mit erzeugendem Halbnormensystem (pp,)nen. Auf dem Raum
F°° der beschrankten Folgen in F' lidsst sich zu jeder stetigen Halbnorm p auf F' eine
Halbnorm p* definieren:

P> ((xr)ren) = sup{p(xx); k € N}.

Dann ist (pS°)nen ein abzdhlbares Halbnormensystem auf F'°° bzgl. dem F'*° ein Fré-
chetraum ist. Die Zuordnung F' — F'°°, die jedem Fréchetraum F' den Fréchetraum F'*°
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zuordnet, wird zu einem Funktor auf der Kategorie .# der Fréchetriume und ihrer stetigen
linearen Abbildungen, wenn man fiir 7' € L(F,G) (F,G Fréchetrdume) die Abbildung
T : F* — G* definiert durch T°°((zg)ren) = (T2 )ken-

Sei FP¢ die Menge der prikompakten Folgen in F. Man kann zeigen, dass FP° ein
abgeschlossener Teilraum von F*° ist und dass die Zuordnung F' +— FP¢ ein Funktor
auf .# ist, wenn man fir 7' € L(F,G) die Abbildung T7¢ : FP¢ — GP¢ definiert durch
TP¢ = T|ppe.

Definiert man schliellich £'? durch F'?7 = F°°/FP¢ so ist auch F' ein Fréchetraum und
die Zuordnung F' +— F'9 ein Funktor auf %, falls T9((x)ken + FP¢) = T°°(xg)ken + GP€
fir T € L(F,G) definiert wird.

Proposition A.2.2 Fiir ein vertauschendes Operatortupel T auf E mit Eigenschaft (3)
gilt
oe(T) = supp r,

wobei Gp die Garbe ist, die man aus dem Garbendatum (T'(U, FT)qu?J,W V,U C C" offen,
V C U) erhdlt.

Beweis: Nach [EP96], Corollary 6.3.3, hat das vertauschende Tupel T? = (T, ..., T)) €
L(EY) die Eigenschaft (3) und besitzt das Garbenmodell Gr. Also gilt nach §2.6 in [EP96]
und Propositon A.2.1 die Identitét

0e(T) = o(T?) = supp(9r).

A.3 Modul-Komplexe

Sei f*: (M®,d®*) — (M?*,d*) ein Morphismus zwischen zwei A-Modul-Komplexen (M*, d®)
und (M*,d*) (A kommutativer Ring mit 1). Dann ist der Abbildungskegel C*(f®) von f*
ein Komplex

6n—1

(C*(f*),6%) - — () T enrn) 2 ot ) -
von A-Moduln mit

n—1 _1\n g
o) = N A, 5":5”(f’):<d0 T )

fiir alle n € Z.
Bezeichnet man mit (M*,d®*)™! den Komplex (M*,d") mit

M'=M"1, d"'=d* ' firallen€Z,
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so nennt man zwei Morphismen f* ¢* : (M*® d*) — (M®,d*) homotop, wenn es einen
Morphismus h® : (M*,d®) — (M*,d*)*! gibt derart, dass

Pl g = @R 4+ RPN fir alle noe Z.

Der Morphismus h® heifit in diesem Fall eine Homotopie zwischen f® und ¢°®. Existiert
zwischen zwei Morphismen f°® und ¢® eine Homotopie, d.h. sind f® und ¢® homotop, so
wird f® ~ ¢°® bzw. f* " g°® geschrieben.

Zwei A-Modul-Komplexe (M®,d*) und (M*,d*) heiBen homotopiedquivalent, wenn es
zwei Morphismen f* : (M®,d®) — (M®,d*) und ¢* : (M*®,d*) — (M*,d®) gibt mit

fg® ~id?

M',d~') und g.f. ~ idzM',d')'

In diesem Fall heifit f* eine Homotopiedquivalenz und ¢g* eine Homotopieinverse zu f°.
Eine A-Modul-Komplex (M?*,d®) heif3t split-exakt, wenn er exakt ist und es eine Familie
(€")nez von A-Modul-Morphismen " : M™ — M"~! gibt derart, dass

idpym = d" e —e"Han

fiir alle n € Z gilt. Die Familie €®* = (¢"),¢cz heifit in diesem Fall eine splittende Familie
fiir (M*,d®).
Ein niitzliches technisches Lemma lautet:

Lemma A.3.1 Sind (M®,d®) und (M*,d*) zwei A-Modul-Komplexze und ist f* : (M*®,d*) —
(M*,d®*) ein Morphismus, so gilt: Ist C*(f*) split-exakt, so ist f* eine Homotopiedquivalenz.
Ist e* eine splittende Familie fiir C*(f*), so ldsst sich die Homotopieinverse g* = (g )pez :
(M®,d*) — (M*,d*) explizit angeben.:

g = (-DPme g, (pED).
Beweis: Als splittende Familie fir C®(f®) besitzt ¢®* = (¢P),¢cz die Eigenschaft
1CP(f’) — ghtlgp + §p—1cp

fiir alle p € Z; hierbei bezeichnet §° die Randabbildungen des Abbildungskegels.
Es wird der Reihe nach gezeigt:

i) g*: (M®,d*) — (M®*,d*) ist ein Morphismus
ii) ¢* ist homotopieinvers zu f°.

Zu i): Es ist dPg? — gP1dP = 0 zu zeigen.
Fiir z € MP C CP(f*) = MP~' @ MP gilt:

» =t (=1 P 0 (=1)PfP(x)
F@={ e s ]\ @) )
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also dP = w6 |prp. AuBerdem gilt 0P|, 1 = dP~1. Damit ergibt sich:

(—1)P(dPgP — gp+1dp)
= dpﬂ'QEerl‘Mp + 7T2€p+2|]\;[p+1dp = 7T2(5p71'2€p+1|]\7[p + 7T2€p+2dp
1 1 2 cp+1

= 7T2(5p6p+ ‘J\;[P _5p7r1€p+ ‘J\;[P +€p+ s ‘Mp)

_ 1 +1 _

—7r210p+1(f0)‘Mp_7Tde 7T1€p |MP =0

=0 =0
Damit ist i) gezeigt.
Zu ii): Um zu zeigen, dass ¢g* eine Homotopieinverse von f* ist, beweisen wir
L]

a) die Existenz einer Homotopie r® mit ¢®f*® ~ L(are.4%), d.-h. die Existenz einer Familie
(rP)pez, von Morphismen mit

1—gPfP=dP" 9P +¢PH@P  firallepe Z

und

b) die Existenz einer Homotopie s* = (s”)pez mit f®g° £y 1(1\;[.7&.), d.h. mit
1— fPgP = dP~1sP + PHIQP fiir alle p € Z.
zu a): Fiir p € Z sei P = moeP |y : MP — MP~L. Dann gilt:

Lae — g°f° = L1y — (=1)Pmoel™ | o, £7
= 1w — moeP (6P| e — dP), da (=1)PfP = 6P| pe — dP
= lur — ma(lop(peylmr — PP | ppp — PTLAP)
= 0P L (my + mo)eP | npp + moeP T o dP
= ngp_lﬂgsp\Mp + PP, da mdPim =0

= "7 IP o PTIP da s e = @2
zub): Fiir p € Z sei s? = meP™ |, M? — MP~'. Dann gilt:

Ty — PP = Ly — (_1)pfp7r2€p+1|Mp
= Lyp — 7T15p7f26p+1|](4p, da m10P|pe = (=1)P fP
= lyp— 7r1(5pgp+1‘Mp + m(gpmgpﬂwp
= Ly = m(lews(golige — 7207 ) + AP 7,
da m 6|1 = dP7!
= 7T1€p+2‘1\~4p+16zp +dP1sP, da P e = dr

= PP 4 PP,
Damit ist ii) gezeigt und das Lemma bewiesen. |

Alle definierten Begriffe und das Lemma machen weiterhin Sinn, wenn man zu additi-

ven Unterkategorien der Kategorie der A-Modul-Komplexe iibergeht. Bei allen Objekten
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und Morphismen beschrankt man sich hierbei auf solche, die in der entsprechenden Un-
terkategorie liegen. Ist die Unterkategorie additiv und hat man sich fiir einen Exaktheits-
begriff in der Unterkategorie entschieden, macht es auch keine Probleme, den Begriff der
Split-Exaktheit fiir die Unterkategorie zu definieren. In einem solchen Fall wird von der
splittenden Familie {¢"},,cz gefordert, dass die Morphismen ebenfalls zur Unterkategorie

gehoren.

A.4 Ein Zerlegungssatz fiir Operatormengen

In diesem Teil des Anhangs wird ein Zerlegungssatz fiir eine Menge 7 von Operatoren auf
einem Hilbertraum H bewiesen. Fiir einen einzelnen Operator wird ein entsprechender
Satz in [Fel99] gezeigt. Zur einfacheren Formulierung des Satzes wird ein abgeschlossener
Teilraum Hy A0} von H ein minimaler T -reduzierender Teilraum genannt, wenn er 7 -
reduzierend ist, und wenn es keinen anderen 7 -reduzierenden Teilraum H; von H mit

H; C Hy und {0} # Hi # Hj gibt.

Satz A.4.1 Sei () # T C L(H) eine Menge von Operatoren auf einem Hilbertraum H.

Dann existiert eine orthogonale Zerleqgung von H in T -reduzierende Teilrdume der Form

H:H0@<@ﬁi)@ P A;

iEN JEM
mit Indexmengen N und M so, dass gilt:

(a) Hy enthilt keinen minimalen T -reduzierenden Teilraum;

(b) fir allei € N ist T|p eine irreduzible Operatormenge mit C*(T\Hl)ﬂK(ﬁZ) = {0};

(c) fiir alle j € M ist T|Hj eine irreduzible Operatormenge mit K(H;) C C*(T|Hj)'

In der Zerlegung von H kinnen Summanden fehlen.

Beweis: Gibt es keinen minimalen 7 -reduzierenden Teilraum von H, so kann man
Hy = H setzen, und der Satz ist bewiesen. Andernfalls kann man mit Hilfe des Zornschen
Lemmas ein maximales System H = {Ly : d € D} von paarweise orthogonalen, minimalen
T -reduzierenden Teilriumen Lg; wéihlen. Dann besitzt Hy = (@de D Ld)L C H wegen
der Maximalitdt von H keinen minimalen 7 -reduzierenden Teilraum. Fiir alle d € D
ist 7|, eine irreduzible Menge von Operatoren. Fiir jeden Index d € D gilt entweder
C*(T|r,) N K(Lg) = {0} oder K(Lg) C C*(T|1,) ([Mur90], Theorem 2.4.9). Folglich
zerfillt die Indexmenge D in zwei disjunkte Indexmengen N und M derart, dass sich fiir
H; = L; fiir alle i € N und ﬁj = L, fiir alle j € M die Aussage des Satzes ergibt. |

Niitzlich ist noch die folgende Feststellung;:
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Proposition A.4.2 Sei ) # T C L(H) eine Menge von Operatoren auf einem Hilber-

traum H, die keinen minimalen T -reduzierende Teilraum besitzt. Dann gilt:
C*(T)NnK(H) = {0}.

Beweis: SeiZ = C*(T)NK(H) # {0}. Dann ist Z ein von {0} verschiedenes Ideal kom-
pakter Operatoren in C*(7). Folglich existiert ein minimaler Z-reduzierender Teilraum Hy
von H mit Z|g, = K(Hp) ([Dav96], Lemma 1.10.5). Der Raum H ist ein 7 -reduzierender
Teilraum: Fiir alle y € Hy existiert ein Operator R € Z mit R|g, = (-,y)y € K(Hy).
Fir alle T € 7 ist T oZ C 7 und daher (y,y)Ty = (T o R)y € Hp. Ebenso zeigt man
T*y € Hy fiir alle y € Hy und alle T € 7. Ist ) # H; C Hy ein weiterer 7 -reduzierender
Teilraum, so ist Hy auch C*(7 )-reduzierend und erst recht Z-reduzierend. Da Hy minimal
mit der letzten Eigenschaft ist, folgt H; = Hy, d.h. Hy ist ein minimaler 7 -reduzierender
Teilraum. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also gilt C*(7)NK(H) = {0}. &
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