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Einleitung

Sei H ein komplexer Hilbertraum und 7' € L(H) ein stetig linearer Operator. Es
bezeichne

LatT = {M; M C H abgeschlossener Teilraum mit 7'M C M}

die Menge der abgeschlossenen invarianten Teilrdume fiir 7'. Eine berithmte offene Frage
in der Operatorentheorie ist das sogenannte

Invariante-Teilraum-Problem. Besitzt jeder stetige Operator T € L(H) auf einem
unendlich dimensionalen Hilbertraum H einen nichttrivialen abgeschlossenen invari-
anten Teilraum, das heifit, gibt es einen Raum M € LatT mit {0} # M # H ¢

Ist H # {0} endlich dimensional, so hat jeder Operator 7" € £(H) mindestens einen Ei-
genwert A € C. Ist T kein skalares Vielfaches der Identitét, so ist Ker(A—T') € Lat T ein
nichttrivialer abgeschlossener Teilraum von H, der sogar invariant unter allen Operato-
ren A ist, die mit 7" kommutieren. Einen solchen Raum nennt man auch hyperinvariant.

Beispiele von Ch. Read ([11]) und P. Enflo ([5]) zeigen, dass es auf gewissen unendlich
dimensionalen Banachrdumen X sehr wohl stetig lineare Operatoren T' € L£(X) gibt
mit Lat T = {{0}, X'}. Positive Losungen des Invarianten-Teilraum-Problems sind nur
fiir relativ wenige Klassen von Operatoren bekannt.

V. Lomonosov hat 1973 gezeigt, dass jeder Operator T' € £(X) \ Clx der mit einem
kompakten Operator K € (X)) \ {0} vertauscht, einen nichttrivialen abgeschlossenen
hyperinvarianten Teilraum besitzt. Insbesondere ist fiir solche Operatoren die Menge
Lat T nichttrivial.

Man kann zeigen (siche etwa [1] und [9]), dass das Invariante-Teilraum-Problem dqui-
valent ist zu einer ganz einfachen Frage fiir einen ganz konkreten Operator. Sei

£20) = {f € O): IFI” = [|F(:) dr(:) < oo}

der Bergman-Raum der quadrat integrierbaren holomorphen Funktionen auf dem offe-
nen Einheitskreis D C C und sei

M,: L2(D) — L2(D), fw~ 2f
der Bergman-Shift.

Man kann zeigen, dass das Invariante-Teilraum-Problem auf Hilbertrdumen eine positi-
ve Losung besitzt genau dann, wenn fir je zwei Raume M, N € Lat M, mit N C M und



dim M /N > 2 ein weiterer invarianter Teilraum L € Lat M, existiert mit N C L C M.

In einer Arbeit von 1998 hat Hedenmalm gezeigt, dass ein solcher Raum L € Lat M,
immer existiert, wenn M = £2(D) ist.

Diese Arbeit beschéftigt sich mit einem Ergebnis von Kunyu Guo, Wei He und Shengz-
hao Hou aus dem Jahr 2010 ([8]). Wir présentieren ihren Beweis, eines wesentlich all-
gemeineren Resultats, welches zeigt, dass obige Aussage richtig ist fiir jeden Raum
M € Lat M, mit dim(M/zM) < oo. Wegen £2(D)/2£2(D) = 1 ist das Resultat von
Hedenmalm ein Spezialfall dieses Ergebnisses.

Das Resultat von Guo, He und Hou ist jedoch wesentlich allgemeiner formuliert und
ldsst sich nicht nur auf den Operator M, € L(L2(D)) anwenden.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit stellen wir wichtige Hilfsmittel zur Verfiigung, formu-
lieren grundlegende Existenzaussagen fiir invariante Teilraume und stellen Ergebnisse
iiber Schatten-p-Klasse Operatoren vor.

Das zweite Kapitel dient dem Beweis einer zentralen Existenzaussage. Dabei stiitzen
wir uns auf die Ergebnisse aus einer Monographie von 1. Colojoara und C. Foias. Das
dritte Kapitel widmet sich dem Beweis des Resultats aus [§]. Dazu fiihren wir im ersten
Abschnitt die Ergebnisse aus der Arbeit von Guo, He und Hou an und formulieren das
Hauptresultat. Im zweiten Abschnitt zeigen wir zentrale Aussagen tber die Existenz
von nichttrivialen abgeschlossenen hyperinvarianten Teilrdumen fiir stetige Operatoren
T € L(H), deren Spektrum im Einheitskreisrand enthalten ist, und kénnen so einen
Beweis des Hauptresultats liefern.



1 Grundlagen

Im Folgenden Kapitel werden wir wichtige Werkzeuge bereitstellen.

1.1 Summierbare Familien

Sei F ein normierter Vektorraum tiber k = R oder C.

Definition 1.1.1. Sei (x;);c; eine Familie in £ und sei z € E. Wir nennen (z;)er
summierbar zu x, falls es zu jedem ¢ > 0 eine endliche Menge Fy C I gibt so, dass

Zl’i—l'

el

<€

fiir alle endlichen Mengen F' C I mit Fy C F gilt. In diesem Fall schreiben wir abkiir-
zend > x; = x.

i€l
Sei (x;);e; eine Familie in £ und sei x € E. Wir bemerken, dass die Menge F =
{F C I; F endlich} mit der iiblichen Mengeninklusion zu einer nach oben gerichteten,
partiell geordneten Menge wird. Dann ist (x;);e; genau dann summierbar zu x, wenn
das Netz (X ,cr Ta) per gegen x konvergiert.

Damit folgt fir summierbare Familien (z;)ier, (yi)ies in E, A € kund T': E — F stetig
linear (wobei F ein weiterer normierter k-Vektorraum ist), dass auch (@; 4+ vi),c;, (A%s)icr
und (7'x;);e; summierbar sind mit

S(wity) =D x+ > v, > (Azy) = A> wy, > T, :T<in> :
il iel iel il iel il iel

Lemma 1.1.2. Eine Familie (x;);cr in [0, 00[ ist genau dann summierbar, wenn

s = sup {Z xy, FCl endlz’ch} < 00
i€l
gilt. In diesem Fall gilt s = Y x;.
i€l
Einen Beweis dieses Lemmas findet man etwa in |7, Bemerkung 11.20].
Man tberlegt sich, dass eine summierbare Familie nicht iiberabzéhlbar viele von Null
verschiedene Summanden haben kann.

Lemma 1.1.3. Ist (x;);e; eine summierbare Familie in E, so ist I' = {i € I; x; # 0}
héchstens abzahlbar.



Beweis: Sei x = 3 x;. Zun € N gibt es F,, C I endlich mit
i€l

1
< =
n

el

fiur alle F' C I endlich mit F,, C F. Fir j ¢ F,, gilt dann

2
el <le— ¥ @+ | m—af <2
i€ FU{5} i€Fy, n
also ist I’ C EJO F,,. Damit ist I’ hochstens abzahlbar. O
n=1

Folgendes Resultat liefert uns eine ntitzliche Charakterisierung fiir summierbare Fami-
lien.

Satz 1.1.4. Sei I eine Menge und p: P(I) — [0,00], B — |B| das Zihlmaf$ auf I.
Ist f: I — [0,00] eine Funktion, so ist diese genau dann integrierbar beziglich j, wenn
(f(2));e; summierbar ist. In diesem Fall gilt

|1 =¥ 1),
I il
Beweis: Sei zunéchst f integrierbar beziiglich p. Fir F' C I endlich gilt dann
[Fdn= [ fdn=3 [ fdu=3 10)
I F ier /i i€F
und damit insbesondere
sup{z fl); FclI endlich} < /f dp < oo.
i€F 1

Mit Lemma folgt, dass (f(i))ie; summierbar ist.

Sei (f(7))ier summierbar zu z € R. Wahle eine aufsteigende Folge (F,),>; endlicher
Mengen F,, C I so, dass

z =Y fi)] < 1
ieF n
fiir jedes n € N* und fiir alle endlichen Mengen F' C I mit F,, C F gilt.

Wie im Beweis von Lemma folgt, dass f = 0 ist auf 7 \ Uy, F,,. Wegen

/[fXFndﬂﬁx (n>1)

folgt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz, dass (fXr, )n>1 punktweise u-fast

iiberall und in £'(u1) gegen eine p-integrierbare Funktion f: I — R konvergiert. Dann
ist aber f = f p-integrierbar und es gilt

/fd,u: lim /fXFn dp = x.
I n—oo Jr



Folgendes Resultat erleichtert uns den Umgang mit Doppelsummen in Banachrdumen.

Korollar 1.1.5. Sei (z;)ica eine summierbare Familie in einem Banachraum E mit
T =3 car; und sei A = Ujc; Aj mit paarweise disjunkten Mengen A; gegeben. Dann

qilt

JEJ €A,
Beweis: Mit dem Cauchy-Kriterium folgt, dass (z;);cp summierbar ist fir jede Teil-
menge B C A. Setze 27 = 2ica, i fir j € J. Sei € > 0. Dann gibt es I. C A endlich

mit

iel
fiir alle endlichen Teilmengen I C A mit I. C I. Zu I. gibt es eine endliche Menge
J. C J mit

<5
2

=] A4,nL.
J€Je
Sei J" D J. endlich. Dann gibt es fir alle j € J' eine endliche Menge I; C A; mit
I; > A;N I und
5
21

s ((5) )

Auch fiir beliebige Summen lésst sich eine Aussage tiber die Umordnung der Summan-
den treffen.

acj—in

iEIJ'

<

Damit folgt

I-Zl‘j

JeJ’

e €
< -+ =<e

<
- 2 2

T— )

jeJiel;

_|_

]

Lemma 1.1.6. Seien (x;);e; eine Familie in E, J eine Menge und ¢: J — I eine
Bijektion. Dann ist (x;);e; summierbar genau dann, wenn (:cw(j)) ; summierbar ist.

je
in = Z Lo(5)-

el jeJ

In diesem Fall gilt

Beweis: Da beide Implikationen durch Ubergang zu ¢~': I — J analog zu beweisen
sind, werden wir nur eine Richtung betrachten. Sei dazu (x;);c; summierbar und € > 0.
Dann gibt es Fy C [ endlich mit

i€l

fiir alle I D F D Fy endlich. Mit Fy = ¢ '(F,) C J gilt dann weiter

<€

=D T = e X m| <e
jeF i€p(F)
fiir alle J D F' D Fy endlich. Damit ist (2,(j))jcs summierbar. O



Satz 1.1.7. Sei (x;);en eine Folge in C. Dann ist (x;);en genau dann summierbar,
wenn die Rethe Y 72, x; im tblichen Sinne absolut konvergiert. In diesem Fall gilt

o0
Yo=Y
1=0

1€N

Zum Beweis dieses Satzes sei an dieser Stelle auf |2, Thm. 10.1] und [7, Satz 11.18§]
verwiesen.

Insbesondere folgt aus Lemma [I.1.3] Korollar [I.I.5] und Satz [I.1.7] dass sich viele,
fiir klassische Reihen bekannte Ungleichungen auf summierbare Familien iibertragen.
Beispielsweise erhalten wir ein Analogon zur Holderschen Ungleichung, welches direkt
aus der Holderschen Ungleichung fiir endliche Teilsummen folgt.

Korollar 1.1.8. Seien p,q € (1,00) mit % —i—% =1 und (z;)icr, (Yi)ier Familien in
E so, dass (||zi||");e; und (||yl|*);e; summierbar sind. Dann ist auch (||2;|| [|y:])
summierbar mat

el
1 1

P q

Sl ol < (Shel)” (S?)

el el i€l

Mit dem Cauchy-Kriterium fiir summierbare Familien kann man ein Analogon zum
klassischen Majorantenkriterium fiir Reihen zeigen.

Lemma 1.1.9. Seien (a;)ier, (bi)icr Familien in einem Banachraum E beziehungsweise
in [0,00) mit ||a;|| < b; fiir alle i € 1. Konvergiert Y ;c; b;, so konvergiert auch > ;¢ a;.

Nun fiithren wir unendliche Produkte ein.

Definition 1.1.10. Sei (ug)g>1 eine Folge in C. Man schreibt

2

(1 + Uk)

=
Il
—

fiir die Folge (px)x>1 der Partialprodukte px = [Tr—, (1 + u) und nennt das Produkt

2

(1 + Uk)

Il
—

konvergent mit Wert p € C, wenn p = limg_,, px gilt. Das Produkt [I32, (14 uy) heiit
absolut konvergent, wenn

> Jug] < oo
k=1

ist.

Wie etwa in [12] zeigt man folgendes Resultat.

Satz 1.1.11. Sei (ug)g>1 eine Folge beschrankter Funktionen auf D C C so, dass die
Reihe Y32 |uk(2)| gleichmaflig auf D konvergiert. Dann gelten:



(i) f(2) =112, (1 4+ uk(2)) konvergiert gleichmaf$ig auf D.
(ii) Fir z € D ist f(z) =0 genau dann, wenn ein k > 1 existiert mit ui(z) = —1.

(iii) Fir jede Permutation m: N — N gilt
H (1 + tn(i (2)),

wobei das Produkt wieder gleichmdflig auf D konvergiert.

Indem man D = {z} C C wahlt, erhilt man entsprechende Aussagen fiir unendliche
Produkte komplexer Zahlen.

Zum Abschluss des Abschnittes stellen wir noch einige allgemeine Hilfsaussagen zur
Verfligung, die wir spater benétigen werden.

Lemma 1.1.12. Sei X ein metrischer Raum und seien (z,)nen eine Folge in X, sowie
x € X so, dass jede Teilfolge von (x,)nen eine gegen x konvergente Teilfolge hat. Dann
qgilt z,, = x.

Beweis: Angenommen, z, — x gilt nicht. Dann gibe es ein € > 0 derart, dass es zu
jedem k € N ein ny > k mit |z, — x| > € gibt. Rekursiv kénnte man eine Teilfolge
(@, Jken von (xp)peny wahlen mit |x,, — x| > ¢ fir alle k € N. Diese Teilfolge hétte
aber keine gegen x konvergente Teilfolge im Widerspruch zur Voraussetzung. [

Ist X ein Banachraum, so bezeichnen wir mit
K(X)={T € L(X); T kompakt}
die kompakten Operatoren auf X.
Lemma 1.1.13. Sei H ein unendlich dimensionaler Hilbertraum.

(i) Ist (x,)nen eine orthonormale Folge in H, so gilt x, % 0.

(ii) Sei B € K(H) und (x,)nen €ine Folge in H mit x,, %) x. Dann gilt Bx,, H—nH> Bzx.

Beweis: (i) Fur alle y € H gilt
> an,m)” < llyll* < oo
=1

nach der Besselschen Ungleichung. Damit folgt direkt (z,,,y) — 0 fiir alle y € H.

(ii) Sei (Bxp, ),y eine Teilfolge von (Bxy,),,cy-
Da B kompakt und (zy)gen beschrankt ist, gibt es eine normkonvergente Teilfolge

(Bwnkl )ien, sel etwa y = llim By, . Insbesondere
— 00

ankl TL> y e H.



Da B schwach stetig ist, gilt aucthnkl L Baz. Aufgrund der Eindeutigkeit des

Tw

Grenzwertes folgt y = Bxr und damit

Bzx L) Bzx.

ng
EO

Aus Lemma [1.1.12 folgt Bz, Hn—”> Bzx.

]

Lemma 1.1.14. Seien E, F' Banachrdume und T € L(E, F) injektiv. Dann ist Im T'
genau dann nicht abgeschlossen, wenn es eine Folge (xy)ken in E mit ||zx|| = 1 fir alle

kGNundkagOgibt.

Beweis: Eine Folge wie in der Voraussetzung gibt es genau dann, wenn

inf ||Tz|| =0

[l]|=1
gilt. Laut Korollar 8.6 in |7] ist Im 7" C F' genau dann abgeschlossen. ]

Lemma 1.1.15. Seien X ein Banachraum und T € L(X) so, dass Operatoren S €
L(X), K € K(X) existieren mit ST =1+ K. Dann ist dim KerT' < oo und ImT C X
abgeschlossen.

Beweis: Nach Lemma 9.1 in [7] ist Ker ST und damit Ker 7" C Ker ST endlich dimen-
sional. Angenommen, 7" hatte kein abgeschlossenes Bild. Dann gébe es nach Lemma
1.1.14) eine Folge (), +Ker T)gen in X/ Ker T mit ||z, + Ker T'|| = 1 fiir alle k € N und

Tx, — 0. Nach Definition der Quotientennorm kann man zuséatzlich erreichen, dass
|zl < 2 fur alle & € N gilt. Aber dann gilt

ka—{-Kﬁki)O

und durch Ubergang zu einer Teilfolge kann man zusitzlich erreichen, dass (Kxy)ren
konvergiert. Dann existiert

r=fim e
und es gilt
|z + KerT| = ]}Lrglo |lzk + Ker T'|| =1
und
Tr = lim Tx, = 0.
k—oo
Dieser Widerspruch zeigt, dass Im 7T C X abgeschlossen ist. O

Im Hilbertraum-Fall gilt auch die umgekehrte Implikation, dies folgt etwa aus dem
Beweis von Satz 10.6 in [7].

Wir erinnern an die Definition banachraumwertiger holomorpher Funktionen.



Definition 1.1.16. Seien X ein Banachraum, U C C offen und zy € U. Eine Abbildung
®: U — X heiit holomorph in zy, falls

o 2(2) = 2(0)

Z— 20 z — ZO
existiert. ® heifit holomorph auf U, falls sie holomorph in allen z € U ist.
Schliellich zeigen wir zwei Abschiatzungen, die wir spater benotigen werden.

Lemma 1.1.17. Seien n € N und o > 0. Dann gibt es eine Konstante C' > 0 mit
1 n+1
<1 + > < Cexp (nl_a) firn >1
na

und

1 n—1
(1 + oy 1) < exp (nl_a) fiirn > 1.

Beweis: Firn > 1 ist
n+1 1
n
n% ne

1
(n+1)log <1 + n°‘> —nl7e <

Also gilt die erste Ungleichung mit C' = e. Fir n > 1 gilt

1 n 1
- 1)1 (1 )— - < —plr=pl7 | —— —1] <0.
(n=Dlog {1+ 5 = J—n" <5 o7 —n L =

Also gilt die zweite Ungleichung. O

1.2 Grundlegende Existenzaussagen fiir invariante
Teilraume

In diesem Abschnitt stellen wir einige fundamentale Aussagen tiber die Existenz von in-
varianten Teilrdumen bereit, die wir spater benétigen werden. Sei H stets ein unendlich
dimensionaler komplexer Hilbertraum.

Definition 1.2.1. Seien M C H ein abgeschlossener Teilraum und 7' € L(H).
(i) Wir nennen M invariant fir 7', wenn TM C M gilt.
(ii) Wir bezeichnen mit
LatT = {M; M C H abgeschlossener Teilraum mit TM C M}
die Menge der abgeschlossenen invarianten Teilraume fiir 7.

(iii) Ist M invariant fir 7' so nennen wir einen invarianten Teilraum N C M fir T'
maximal invariant in M, falls N C M gilt und es keinen weiteren invarianten
Teilraum L fiir T gibt mit N C L C M.



Lemma 1.2.2. Seien P: H — H eine stetige Projektion, M = Im P, N = Ker P und
T € L(H). Dann gelten:

(i) M ist genau dann invariant fir T, wenn PTP = TP gilt.
(i) M und N sind genaw dann invariant fir T', wenn TP = PT gilt.

Beweis: (i) Sei zundchst M invariant fiir 7" und € H. Dann gilt Pz € M, also
auch T"Px € M und somit PT' Px = T Px.
Ist andererseits PT'P = TP und x € M beliebig, so gilt

Tx =TPx =PT'Px € M.

Also ist dann TM C M.

(ii) Nach (i) sind M und N genau dann invariant fir 7', wenn PTP = TP und
(1—-P)T(1— P)=T(1— P) gelten. Die zweite Gleichung berechnet sich zu

T-TP—-PI'+PTP=T-TP.

Also sind M und N invariant fiir 7" genau dann, wenn PTP = TP und —PT +
PTP = 0 gelten. Durch Gleichsetzen folgt daraus sofort TP = PT. Umgekehrt
folgt aus TP = PT wegen P? = P sofort PTP = PT und TP = PTP.

O

Ist '€ L(H) so bezeichnen
(T) ={SeL(H); ST=TS}

und

(T)" ={S € L(H); SR= RS fir alle R € (T)'},

den Kommutanten beziehungsweise den Bikommutanten von 7.

Satz 1.2.3. Seien P: H — H eine Projektion, M =Im P, N = Ker P und T € L(H).
Ist P € (T)", so sind M und N invariant fir T.

Beweis: Wegen T' € (T')" gilt TP = PT. Nach Lemma sind M und N invariant
fir T'. O

Die Existenz von invarianten Teilrdumen fiir einen Operator und seinen adjungierten
Operator stehen in engem Zusammenhang. Prizise gilt das folgende Resultat.

Lemma 1.2.4. Fir T € L(H) und einen abgeschlossenen Teilraum M C H sind
aquivalent:

(i) M ist hyperinvariant fir T.

(ii) M~ ist hyperinvariant fiir T*.

10



Beweis: Sei T € L(H) und ohne Einschrankung gelte ) # M # H. Sei M zunéchst
hyperinvariant fur 7. Ist weiter S € (T*)" gegeben, so gilt sofort S* € (T")". Es folgt

(Sz,y) = (z,S"y) =0,

fir € M+ und y € M. Damit ist SM+ C M+,
Die andere Implikation folgt direkt aus M+ = M und (T*)* =T. [

Ahnlich kann man fiir einen abgeschossenen Teilraum M C H zeigen, dass M genau
dann invariant fiir 7" ist, wenn M* invariant fir 7% ist.

Wir erinnern nun an den analytischen Funktionalkalkiil aus der Funktionalanalysis.
Siehe etwa [7].

Satz 1.2.5. Seien A eine unitale Banachalgebra, v € A, U D o(x) offen und T' ein
Zyklus, der o(z) in U umrundet. Dann ist die Abbildung

1
®:0(U) = @), [ f(0) = 5 [ JORO @) dA
7 Jr
wobei R(\, x) die Resolventenfunktion von x bezeichne, ein stetiger Algebrenhomomor-
phismus (unabhdngig von der Wahl von I") mit ®(1) = 14 und ®(z) = z.
Wir betrachten im Folgenden die unitale Banachalgebra £(H).

Wir zeigen nun, dass Operatoren A € L(H) mit unzusammenhangendem Spektrum
nichttriviale invariante Teilrdume haben. Genauer gilt sogar der folgende Satz.

Satz 1.2.6 (Rieszscher Zerlegungssatz). Sei A € L(H) so, dass man 0(A) = o1 U 0y
in abgeschlossene, disjunkte Teilmengen o1 # () # o9 zerlegen kann. Dann hat A ein
komplementdres Paar von nichttrivialen, invarianten Teilrdumen My, und My derart,
dass

o(Ala;) = i
firi=1,2 gilt.

Beweis: Da o1 und o4 disjunkt und kompakt sind, gibt es disjunkte, offene Mengen U,
und Us mit oy C Uy und o9 C Us. Seien Funktionen f;, fo definiert durch

1, firzel,
U, UU; — C7 - )
fi: U 2 Hi(z) {0, fir z e U,

0, firze U
U, ulU, — C, = .
f2: U 2 f2(2) {1, fur z € U,

Da U;NUy = () gilt, sind f; und f; holomorph. Mit dem analytischen Funktionalkalkiil
folgt dann

Hi(A) + fo(A) = 1, (A = fi(A), [f2(A)]” = fo(A).
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Damit sind f;(A) und f3(A) stetige Projektionen mit Im f;(A) + Im fo(A) = H.

Sei i € {1,2}. Dann folgt aus Satz [1.2.3] dass M; = Im f;(A) invariant unter A ist.
Schreiben wir A; = A|yy,, so bleibt zu zeigen, dass o(A4;) = o; fiir i = 1,2 gilt. Dass M,
und My nichttrivial sind, folgt dann automatisch.

Sei zundchst A ¢ oy. Die Raume M;, My C H sind offensichtlich invariant unter allen
Operatoren f(A) fir f € O(c(A)). Fir A € C\ oy sei g: (U3 N{A}*) U Uy — C die
holomorphe Funktion mit

e e Uin{A) |
0, sonst

Dann gilt
(A= A)g(A) = (A= 2)9)(A) = f1(A) = Py
und genauso
9(A)(A = A) = Py,

Durch Einschranken auf M; erhilt man

(A = A)g(A)la, = g(A)an (A = A1) = 1as,-

Damit ist A ¢ o(A;) und es gilt 0(A;) C 01. Genauso folgt 0(Az) C 0y. Die umgekehr-
ten Inklusionen gelten wegen o1 U oy = o(T) C 0(A1) Uo(Ay).
[

Korollar 1.2.7. Sei A € L(H). Ist 0(A) nicht zusammenhdngend, so hat A ein kom-
plementdres Paar von nichttrivialen, hyperinvarianten Teilrdumen.

Beweis: Da o(A) nicht zusammenhingend und abgeschlossen ist, gibt es disjunkte,
nichtleere, abgeschlossene Mengen o1, 09 mit 0(A) = o1 U 9. Seien fi(A), fo(A) die
Projektionen aus dem Beweis von Satz[I.2.6] Aus der Definition des analytischen Funk-
tionalkalkiils folgt

fi1(A), fo(A) € (A)".

Damit sind Im f;(A), Im f5(A) invariant unter jedem Operator aus (A)’ und nichttrivial
nach dem Beweis von [1.2.6 ]

Wir benédtigen das in der Einleitung bereits erwahnte Resultat, dass kompakte Ope-
ratoren stets einen nichttrivialen abgeschlossenen invarianten Teilraum besitzen. Fiir
einen Beweis, siche etwa [10].

Satz 1.2.8 (Lomonosov). Ist 0 # K € KC(H), so hat K einen nichttrivialen hyperin-
varianten Teilraum.

Das folgende Resultat liefert eine sehr niitzliche Aussage tiber das Spektrum kompakter
Storungen stetiger Operatoren.

Satz 1.2.9 (Weyl). Sind A € L(H) und K € K(H), so gilt

o(A+K)Co(A)Uo,(A+ K).
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Beweis: Sei A € o(A+ K)No(A)°. Es gilt
(A+K)—=A=(A- N1+ (A-N""K) (%).

Da A— X\ in L(H) invertierbar ist, kann 1+ (A — A\)~' K nicht invertierbar sein. Daher
folgt
~leo((A-N"K)

und wegen

(A= )N)"'K € K(H),

gilt sogar —1 € 0, ((A — N\)"'K). Mit (x) folgt dann \ € 0,(A + K), also die Behaup-
tung. 0

Wir benétigen in spéteren Kapiteln Abschatzungen fiir die Resolventen von speziellen
Operatoren. Diese erhalten wir durch folgende Aussagen iiber holomorphe Funktionen.

Sei R > 0. Wir bezeichnen mit

A(Dr(0)) = {f € C(Dr(0)); flpae) € O(Dr(0))}

die stetigen Funktionen auf Dg(0), die holomorph auf Dg(0) sind.
Lemma 1.2.10 (Ungleichung von Borel-Carathéodory). Ist f € A(Dg(0)) so gilt

22|
R — 7]

R+ 7|
R —|z]

F(z)] < A(R) + |£(0)]

fir 0 <|z| < R. Fir 0 <r < R bezeichne

A(r) = max {Re f(w)} .

lw|<r

Beweis: Wir setzen zunéchst f(0) = 0 voraus. In diesem Fall dirfen wir zusétzlich
annehmen, dass f nicht konstant ist. Mit « = A(R) gilt dann aufgrund des Maximum-
prinzips fiir harmonische Funktionen a > A(0) = 0. Damit ist die Funktion

g: D1(0) > {2z €C; Rez<a}, z+— f(R2)

holomorph. Man rechnet leicht nach, dass die Abbildung

z
T: C; D
{z€C; Rez<a} — Di(0), zw Y
biholomorph ist mit Umkehrabbildung
2
T7':Dy(0) - {2€C; Rez<a}, zr~ 1122.

Fiir die holomorphe Verkettung

o =Tog: D;(0) = D;(0)

13



gilt dann ¢(0) = 0. Aus dem Lemma von Schwarz folgt

fir alle z € D;(0), und damit

o1 (3] 228

fir alle z € Dg(0). Fir z € Dg(0) gilt also

2]

1) <

A(R).

Sei nun f € O(Dg(0)) beliebig. Wendet man die oben gezeigte Ungleichung auf die
holomorphe Funktion

h: Da(0) - €, h(z) = f(2) — f(0)

die h(0) = 0 erfiillt, an, so erhélt man

()] = < G e (Re( ()~ £(0)
2|z|
e A £ 170

fir alle z € Dg(0). Es folgt schliellich

[f(2)] < [h(2)] + 1£(0)]

< o AR+ F0) + 17(0)
2 |z| R+ |z|
LA+ T o)
fir alle z € Dg(0). O

Lemma 1.2.11. Seienp >0, w € C und f € O(D,(w)) mit
Ref(z) < (r—lz—wl)™”
fiir alle z € D,(w). Dann existiert K > 0 so, dass
fEI <K (r—[z—w) ™

fiir alle z € D,.(w) gilt.
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Beweis: Fir s € (0,r) und mit Lemma|l.2.10|angewendet auf die holomorphe Funktion
f(-4+w) € O(D4(0)) folgt

2|z — w| s+|z—w|
= - < 2= 70 crlem
@I = 11w wl < 220 s Re f0)} + 252 )
st lz—wl [ 2]z —wl
S (S+|Z_w| s {Re £} + | )
fiir |z —w| <s. Da [0,00] = R, t+ 25 streng monoton wachsend ist, gilt
2|z —w 2r

s+lz—w| ~ L+r 3

fir s € [5,7) und |z — w| < s. Nach Voraussetzung ist

und fiir s € [§,7) und |z — w| < s folgt damit weiter

< SR (5

ey (GO L)

Da 2s —r < s ist fiir s < r folgt fiir s € [§,7) und |z — w| = 25 — r damit

e < 2 (§ (5-551) + If(w)|>

o (2 o — w4 @) )

r— |z —w
— 9opti, ((7«—|z—w|)_ |f§)+2)|( - —w| )
< (2 (14 [ fw)] (r = |z = w])?)) (r - |z —w|) !
< (27 (L4 [ f(w)]) 1) (r = |2 = w]) "

Wegen {23 —7r; s €[5, 7“)} = [0, ) folgt mit der Wahl
K =2 (14| f(w)] 1)

die Behauptung. O
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1.3 Schatten-p-Klasse Operatoren

Seien H und K stets komplexe Hilbertraume. Auflerdem bezeichne
F(H,K)={T € L(H,K); dimImT < oo}
die Operatoren endlichen Ranges und
K(H,K)={T € L(H,K); T kompakt}

die kompakten Operatoren zwischen H und K.

Seien S € L(H) positiv und (e;)ier, (fj)jes zwei Orthonormalbasen von H und
((Ses, €i));c; summierbar. Fiir jede endliche Menge M C I x J gilt dann

S [(stes)f s £ 5 [(stos) < S e <o

(i,5)eM iemr (M) jem (M iel

2
also ist <‘<S %ei, fj>’ > summierbar nach Lemma |1.1.2) und durch zweimaliges
(3,9 EI X J
Anwenden von Korollar folgt

ZZKS%%JM = ¥ [t s =X [(ste )]

iel jeJ (4,7)EIXJ jeJ el

Unter Anwendung der Parsevalschen Gleichung folgt

Z (Se;, e;) ZHSQQ%

el el

= S Y [(sten )]

iel jeJ
1 2
=23 [(845e)
jediel

=Y (Sfi fi)-

jeJ

Damit ist sowohl die Summierbarkeit von ((Se;, e;));c; als auch der Wert der Summe
>icr (Se;, e;) unabhéangig von der Wahl der Orthonormalbasis und wir kénnen die Spur
eines positiven Operators wie folgt definieren.

Definition 1.3.1. Seien (e;);e; eine Orthonormalbasis von H und S € L(H) positiv.
Wir nennen S einen Operator mit endlicher Spur, falls ((Se;, €;)),.,; summierbar ist. In
diesem Fall nennen wir

trS=> (Se;,e;)
i€l
die Spur von S.
Fir 1 < p < oo heifit die Menge
SH(H,K)={A € L(H,K);|A]” hat endliche Spur}

die Schatten-p-Klasse von H nach K.
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Wir zeigen nun wichtige Eigenschaften der Schatten-p-Klasse-Operatoren.
Satz 1.3.2. Seien 1 < p < oo, Hy, H, Ko und K Hilbertrdume. Dann gilt:
(i) F(H,K) Cc “,(H,K) C K(H, K),
(i) Sp(H, K) ist ein C— Vektorraum und durch
I, = (tr [-[7)
wird eine Norm auf /,(H, K) definiert.

S =

(iir) Ist T € S,(H, K), soist T* € (K, H),
(iv) FirT e “,(H,K), Se€ L(K,K,) und R € L(Hy, H) gilt
STR € .%,(Hy, Ky)

und

ST R, < ISIHRIITI, -

Beweis: Beginnen wir mit Teil (i). Wir rechnen zunéchst eine alternative Darstellung
fur tr|T'” nach. Sei dazu T € K(H, K).

Da T*T € K(H) selbstadjungiert ist, konnen wir den Spektralsatz fiir kompakte, nor-
male Operatoren anwenden.

Sei also (e;)ier eine Orthonormalbasis von H zu den Eigenwerten (a;);c; von T*T,
wobei I' = {i € I; a; # 0} hochstens abzdhlbar ist. Dann gilt also

%
T Tei = a;€;

fir alle « € I. Weiterhin sei a; = \/a; fiir alle ¢ € I.
Mit den Eigenschaften des stetigen Funktionalkalkiils folgt, dass

Z (|T|P €, e;) Z& €, €;) Zaf

el el el

fur alle F C I endlich gilt. Insbesondere ist damit ((|T|" e;, e;))
mierbar, wenn (af);e; summierbar ist, und in diesem Fall gilt

Z |T| 62,61 ZO& (1.1)

el el

ser genau dann sum-

Ist '€ F(H, K), soist I’ sogar endlich. Damit gilt insbesondere F(H, K) C .%,(H, K).

Wir zeigen als néchstes, dass % (H, K) C K(H, K) gilt. Seien dazu S € .#3(H, K) und

eine Orthonormalbasis (e;);c; von H gegeben. Da

(87 er e0)) o, = (I5el”) .,

summierbar ist, ist nach Lemma [1.1.3} _ die Menge I = {i € I': Se; # 0} C I hochstens
= oo gilt, da sonst

abzéhlbar. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass ‘I
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SeF(H,K)CK(H,K) folgt.

Wir kénnen also eine Familie (.J,, ) ey endlicher Teilmengen von I mit U,,en Jp = I und
Jn © Jpi fir alle n € N wihlen. Wir definieren S,, € F(H, K) durch

Si= Y {e;) Sey.

Jj€JIn
Wegen
(S — Sn) [P S@i — Z <ei7€j> S@j =

Jj€JIn

0, fur? € J,
Se;, furi¢ J,
fir alle ¢ € I gilt
2 2 n—oo
IS = Sullz = >_ lISeill” —=0.
icl\Jn
Fir alle x € H gilt unter Benutzung von Korollar und der Parsevalschen Gleichung
Il < (X o) (X seil?) = elP 1513
iel il
Daraus folgt [|-|| < |||, und mit ||S — S,[|, == 0 erhalten wir auch
1S — S| == 0.

Als Grenzwert von Operatoren endlichen Ranges ist S damit kompakt.

Sei schlieBlich 7" € .7,(H, K) gegeben. Es folgt
7" € #1(H),

und damit

IT|% € S(H) C K(H).
Da die kompakten Operatoren ein Ideal bilden folgt daraus
T € K(H).
Benutzt man die Polarzerlegung von 7', so erhdlt man ein U € L(H, K) mit
T=U|TleK(H K).

Als néchstes widmen wir uns den Teilen (iii) und (iv).

Sei dazu zunichst T' € .7,(H, K) gegeben und sei auBerdem wie im Beweis von (i)
durch (e;);e; eine Orthonormalbasis von H aus Eigenvektoren zur Familie der Eigen-
werte (a;);er von T*T gegeben. Wir schreiben wieder «; = Va; fiir alle i € I und
I'={iel; a; #0}.

Fiir alle ¢ € I’ sei weiter

1
fz‘ = fT@i € K.

2
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Fir i,5 € I’ gilt dann
2
<T*T61', €j> = i <€i7 €j> = 61']'7

Q04 (07107

(fis ;) =

womit (f;)ier ein Orthonormalsystem in K ist. Wir ergénzen (f;);cp zu einer Ortho-
normalbasis (f;)je; von K und erhalten mit (1.1), dass

1, . P
1Tl =Y ot =% (o (TTeie)) = X |(Tea, fl
il ierr N iel’

gilt. Damit folgt

1

1T, < sup (Z (T, hz>|p) (1.2)

leL

wobei das Supremum auf der rechten Seite iiber alle Indexmengen L C I und Ortho-
normalsysteme (g;);er, von H und (hy);er, von K gebildet wird.

Wir zeigen nun tiber eine allgemeinere Ungleichung, dass in (1.2]) sogar Gleichheit gilt.
Seien dazu S € L(K, Ky) wie in (iv) und (g;);cr beziehungsweise (h;);er, Orthonormal-
systeme in H beziehungsweise K.

Sei U: H — K eine partielle Isometrie mit 7' = U |T'|. Fir alle [ € L gilt

> U he, el {ei i)

il
< (Z |<U*S*hla6i>|2> (Z |<€i,9l>|2>
il icl

<[|U*S ] {lgull < 1571 = 1151

wobei wir Korollar [1.1.8/ und die Besselsche Ungleichung benutzt haben.
Eine erneute Anwendung von Korollar [I.1.8] liefert

P
(Z s (U5, ) |<ei,gl>|)
el

< (Sl smenl o) (SH0"S el e

el i€l

fir alle [ € L, wobei g den konjugierten Exponenten zu p bezeichnet.
Aus der vorigen Rechnung folgern wir fiir den zweiten Faktor

p

(Z (US| |<ez-,gz>\)q <IslE el

iel
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Damit folgt dann unter Beachtung von (|1.1)) weiter

> <Z a; (U5, e \(%gz)l)p

leL \iel

<[ISl7 { YD af (U S hu, es)] |<€i79l>|)

leL iel

= ||S||§ Zafz [(U*S*hy, €;)| |<€i,gl>|)

el leL

VI

<l [ Y af (Z\(SUei,thQ) (Z!<€i,gz>l2)

icl leL leL

|

r
<|ISlle>_ o [|SUeil|[le:|
iel
P P
<[ISlI= > af = S|« 1Ty = 1S Il -

iel

Es gilt auflerdem

110" ) = I71 (S (05" i

el
= Z Q; <U*S*hl, €i> €;

icl

und damit
(T U*S by, gi)| <D i [(U*S™ Iy )] [{es, gu)
il

fur alle [ € L. Dies liefert schliefilich

Y KITIU"S b, o) < (ISP -

leL

Wegen [(STq;, hy)| = {T*S*hy, g1)| = [{|T| U*S*hy, g;)| fiir alle [ € L folgt schlussendlich

(z |<Sng,hz>\p)p < ISl (1.3)

leL

Wiéhlt man nun speziell Ky = K und S = 1k, so erhélt man die Darstellung

17, = sup { (Z (T, hz>lp) } ,

wobei das Supremum tiber alle Orthonormalsysteme (g;);cr, in H und (hy)er in K ge-
bildet wird.
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Aus dieser Darstellung ergibt sich fir 7', 7,71, € .%,(H, K) sofort,
h+T e s (HK).

Da das Supremum symmetrisch in A und K ist, folgt fir T' € .#,(H, K) aulerdem,
dass T* € (K, H) mit [[T*|, = [T, gilt. AuBerdem erhalten wir mit Gleichung
(1.3) fir T € SH(H, K) und S € L(K, Ky), dass

ST, < [LSTHIT,

und insbesondere ST € .7,(H, Ky) gelten. Fiir einen weiteren Operator R € L(Hy, H)
folgt schliellich
TR, =[BT, < IR NT, = IR,

und damit insbesondere TR € .%,(Hy, K).

Die Behauptungen aus (ii) folgen nun direkt aus (1.3)). Zum Beweis der Definitheit von
||, beachte man ([L.1)). O

Aus dem obigen Beweis folgt insbesondere das folgende Korollar.

Korollar 1.3.3. Seien H ein komplezxer, seperabler Hilbertraum, T € K(H) normal.
Sei weiter (en)nen eine Orthonormalbasis von H und (o, )nen eine Folge mit

Te, = ae,
fir alle n € N. Dann ist T € %,(H) genau dann, wenn Y0 |y, |” < oo gilt.
Sind H, K Hilbertrdume und 0 < p; < ps, so kann man zeigen, dass
I (H,K) C S, (H,K)
gilt. Insbesondere gibt es zu p > 0 ein £ € N mit £ > p und
S»(H,K) C S(H,K).

Aus dem Beweis von Satz entnimmt man, dass Fo(H, K) C .%,(H, K) dicht be-
ziiglich ||-|| und [|-[|,, ist.

Allgemeiner kann man folgendes Resultat zeigen, siehe etwa [4].

Korollar 1.3.4. Sind H, K Hilbertraume und T € .,(H, K) fir 1 < p < oo, so gibt
es eine Folge (T),)nen in F(H, K) so, dass

IT =T, =0, |T=Tl,=0
gelten.

Wir fithren nun einen verallgemeinerten Determinantenbegriff auf dem Raum der Schatten-
p-Klasse-Operatoren ein.

21



Definition 1.3.5. Seien k € N* und T' € .%(H) und ()\;);en eine Abzéhlung der von
Null verschiedenen Eigenwerte von T so, dass jeder Eigenwert A # 0 entsprechend
seiner Vielfachheit vorkommt und die Folge (|\;|);iey monoton fillt. Gibt es nur N
solcher Eigenwerte mit N € N, so sei A\; = 0 fiir ¢ > N. Dann definieren wir

0(T) = ﬁ [(1 + \;) exp (—)\ML );2 — et (_kl_)kl_l)\?q)] ‘

Fir 0,(T) = {0} oder 0,(T) = 0 sei 6,(T) = 1.

Lemma 1.3.6. (i) Ist T € %.(H) fir ein k € N*, so ist 0,(T) ein absolut konver-
gentes Produkt

(ii) Die Abbildung
S(H) = C, T 6(T)

ist stetig. Hierbei sei S,(H) mit der von ||-||, erzeugten Topologie versehen.

(iii) Es existiert eine Konstante I'y > 0 so, dass
6:(T)| < exp (Te | T})
fir alle T € S, (H) gilt.

(iv) Gilt dariberhinaus —1 ¢ o(T'), so existiert eine Konstante Ay so, dass
06(T)(1+ 1) < exp (A4 [|T]})
fir alle T € S, (H) gilt.

Einen Beweis dieses Lemmas findet man etwa in [4].

Lemma 1.3.7. Seien U C C offen, A: U — C™" holomorph und N,n € N* fest.
Dann ist die Abbildung
U—C, zmon(A(2))

holomorph.
Beweis: Sei U C C offen, A: U — C™*" = L£(C™) homomorph Dann ist die Abbildung

f:UXxC, f(z,A)=det(Al — A(z))

holomorph, wobei f(z,-) € C[A] fiir z € U ein normiertes Polynom n-ten Grades ist.
Insbesondere ist f in jeder Nullstelle (a,b) € Z(f) = {(z,A) € U x C; f(z,A) =0}
A-reguldr mit der algebraischen Vielfachheit von b als Eigenwert von A(a) € C"*" als
Ordnung.

Sei (a,b) € Z(f). Fixiere einen Eigenwert b von A(a) der algebraischen Vielfachheit k.
Nach Lemma 4.4 (a) in [6] gibt es eine Zahl ry > 0 so, dass es zu jedem r € (0,79) ein
0 > 0 mit

Ds(a) x D,.(b) U x C
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gibt, und dass fiir alle z € Ds(a) die Funktion f(z,-) genau k& Nullstellen (in Vielfach-
heiten) A1(2),..., A\e(2) in D,(b) hat und auf 9D,.(b) keine.

Man beachte, dass

f(z,-) = det(-E, — A(2))

das charakteristische Polynom der Matrix A(z) ist. Also hat fiir z € Ds(a) die Matrix
A(z) in D,(b) genau die k Eigenwerte A\ (z), ..., A\x(2), wobei jeder dieser Eigenwerte
entsprechend seiner algebraischen Vielfachheit als Nullstelle des charakteristischen Po-
lynoms vorkommt.

Definiert man fiir gegebenes N € N* die Abbildung

J=1 J

N— 1 A]
g:UxC—=C, g(z,\)=(1+Nexp ,
so ist diese holomorph und mit Lemma 4.4 (b) in [6] folgt, dass auch die Funktion

Ds(a) = C, zw []g(z,Xi(2)) = [J(1 + Ni(2)) exp (Z_ (_1)j<)‘i(_z))])

i=1 i=1 j=1 J

holomorph ist.

Fir a € U seien by, ..., b, die paarweise verschiedenen Eigenwerte der Matrix A(a) mit
algebraischen Vielfachheiten ki, ... k.
Indem man obige Uberlegung auf jeden der Eigenwerte b; (I = 1,...,7) anwendet, kann

man Zahlen J,r > 0 wéhlen so, dass

D, (b)) N D,(by,) =0

fir i,m =1,...,r mit [ # m gilt und so, dass fir jedes z € Ds(a) und jedes I = 1,...,r
die Funktion

f(z,-) = det(-E, — A(2))
genau k; Nullstellen A" )\,(Cll) in D,(b) hat (in Vielfachheiten) und auf 0D, (b;)
keine. Als Anwendung von Lemma 4.4 (b) in [6] erhélt man wie oben gesehen, dass die
Funktion

r Kk N— 1 () =
Ds(a) — C, z»—>HH(1+)\ exp( A ( >) = In(A(2))

I=1i=1 j=1 J

holomorph von ist. Man beachte dabei, dass die

A =1, =1, k)

(2

genau die paarweise verschiedenen Eigenwerte der Matrix A(z) sind, wobei jeder ent-
sprechend seiner Vielfachheit als Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A(z)
wiederholt wird.

Da a € U beliebig war, folgt daraus die Holomorphie von
U—C, zwIin(A(2)).
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Zum Abschluss dieses Kapitels zeigen wir eine verbesserte Version der Polarzerlegung.

Lemma 1.3.8. Sei T € L(H) mit Ker T = Ker T™*. Dann gibt es eine unitire Abbildung
UeL(H) mitT =U|T|, wobei wie ublich |T| = VT*T gelte.

Beweis: Es gilt
2 2 " 2
T 2] = (TP 2, 2) = (T"Tw,2) = | Tx|

fur alle x € H. Damit ist die durch
U: Im|T| = ImT, |T|z+— Tx

definierte lineare Abbildung wohldefiniert und isometrisch. Wir setzen U stetig zu einer
[sometrie

U:Im|T| — ImT

fort. Man rechnet nach, dass Ker7*7T = KerT' = Ker 7™ und Ker 7*T" = Ker(T*T)%
gelten, und erhalt damit

Im 7] = (Ker |T)" = (Ker T*)" =Tm T.
Wir setzen
U = U Py + Pt

Man rechnet leicht nach, dass U eine surjektive Isometrie definiert und damit unitar
ist.
O
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2 2A-spektrale Funktionen

2.1 Zulassige 2A-Algebren und Zerlegbarkeit

Sei X ein Banachraum. In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit id € £(X) die identi-
sche Abbildung auf X.

Definition 2.1.1. Seien 2 C C und A C {f; f: Q — C stetig} eine Algebra.
(i) 2 heiBt normal, falls fiir jede endliche offene Uberdeckung Q@ c U, U ... U U,
(n € N*) Funktionen f; € 2 (i =1,...,n) mit
a) fi(Q) C[0,1] (i=1,...,n),
b) suppfi CU; (i=1,...,n),
) Yity fi=1auf Q,

existieren.

(ii) 2 heiBft zuldssig, falls sie die folgenden Eigenschaften hat:
a) (R —=C, z—z)=z€.
b) (Q—=C, z—1)=1€.
c) 2 ist normal.
d) Fir alle f € 2 und £ € C \ supp (f) ist die Funktion

€, zea\{g
0, zeQn{}

fe: Q= C, fs(z)Z{

in 2.

Definition 2.1.2. Sei 2 eine zuldssige Algebra. Eine Abbildung U: A — L(X), [+~
Uy heifit ™-spektral, falls

(i) U ein Algebrenhomomorphismus mit U; = id ist und
(ii) die Abbildung (supp {f}® = L(X), &+ Uy,) holomorph ist fiir alle f € 2.

Definition 2.1.3. Eine Algebra (2, 7) mit einer Topologie 7 heif3t topologisch zuléssig,
falls

(i) 2 zuléssig ist,

(ii) 7 eine lokalkonvexe Topologie ist, so, dass fiir jede Cauchyfolge (f,,)nen in 2 mit
fn(2) = 0 fiir alle z € Q schon f, = 0 in 7 gilt und
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(iii) die Abbildung (supp{f}° — 2, & — f¢) stetig ist fiir alle f € 2L

Definition 2.1.4. Sei (2, 7) eine topologisch zuldssige Algebra. Eine Abbildung U : 21 —
L(X) heift stetig A-spektral, falls U ein stetiger Algebrenhomomorphismus mit U; = id
ist.

Satz 2.1.5. Seien (U, T) eine topologisch zuldssige Algebra und U: 20 — L(X) eine
stetig A-spektrale Abbildung. Dann ist U auch A-spektral.

Einen Beweis dieses Satzes findet man etwa in [3, Thm. 3.5.4].

Definition 2.1.6. Sei T' € £(X). Ein abgeschlossener Teilraum M C X heifit spektral
maximaler Raum (SM-Raum) von 7, falls

(i) M € Lat(T) ist und
(i) fir N € X mit N € Lat(T) und o(T'|n) C o(T|5s) schon N € M gilt.
Lemma 2.1.7. Seien T € L(X) und M C X ein SM-Raum von T. Dann ist M

hyperinvariant fir T
Einen Beweis findet man etwa in |3, Prop. 1.3.2].

Definition 2.1.8. Ein Operator T € £(X) heifit zerlegbar, falls fiir jede endliche offene
Uberdeckung o(T) C Uy U...UU, (n € N*) SM-Rédume M, ..., M, von T mit

(i) o(T|a,) cU; (i=1,...,n) und
(ii) X=M+---4+M,
existieren.

Lemma 2.1.9. Ist T € L£(X) mit |o(T)| > 1, so hat T nichttriviale abgeschlossene
hyperinvariante Teilrdume.

Beweis: Sei etwa {\, Ao} C o(T). Wir withlen eine offene Uberdeckung o(T) C U;UU,
mit

NeU\NUINU, (i=1,2)
und SM-Réume M;, M, fir T mit o(T|p;,) C U; (1 = 1,2) und X = My + M,. Diese
sind abgeschlossen und nach Lemma hyperinvariant.

Wire M; = () oder My = (), so ware X = My oder X = M, also o(T) C U; oder o(T') C
Uy. Wegen \y € o(T) \ Up beziehungsweise A; € o(T) \ U, ist das ein Widerspruch.
Genauso M; = X oder My = X. O

Satz 2.1.10. Seien A eine zuldssige Algebra und U: A — L(X) eine A-spektrale Ab-
bildung. Dann ist U, zerlegbar.

Einen Beweis dieses Resultats findet man etwa in [3, Thm. 3.1.16].

26



2.2 Die Banachalgebra 2,

Sei X ein Banachraum. In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit id € £(X) die identi-
sche Abbildung auf X.

Ist eine Folge p = (pn)nez in [1,00) mit
(1) pnem < Pupm  (n,m € Z),

(i) lim 1%/p, =1

[n]—o0

gegeben, so setzen wir

Ap = Aipu)ez = {f € C(m); [If =X |F )] pu < oo}.

ne”l

Hierbei bezeichne f(n) den n-ten Fourierkoeffizienten von f. Man rechnet leicht nach,
vergleiche etwa |3 S. 140], dass fiir eine Folge p wie oben, (2,, ||-||) eine Banachalgebra
ist.
Definition 2.2.1. Sei (p,)nez eine Folge in [1, 00), welche die Bedingungen (i) und (ii)
von oben erfillt. Wir sagen, p = (p,,)nez erfiille die Beurling-Bedingung, falls

log pn,
2 1+ n?

nez

konvergiert.

Satz 2.2.2. Erfillt eine Folge (pn)nez die Bedingungen (i) und (ii) von oben und
zusatzlich die Beurling-Bedingung, so ist die Banachalgebra 2L, topologisch zuldssig.

Einen Beweis dieses Satzes findet man etwa in [3, Thm. 5.2.12 und Thm. 5.2.7].

Sei T'e€ L£(X) mit o(T) C T. Mit dem spektralen Abbildungssatz folgt
L=x(T") < |77

I = (1) =1, YIT | =T

Also erfiillt die durch p, = ||T"]| (n € Z) definierte Folge p = (pn)nez die Bedingungen
(i) und (ii) von oben. Damit ist

Ar = A, © C(T)
eine Banachalgebra. Man rechnet leicht nach, dass die Abbildung
U:Ar — L(X), f=Up=> f(n)1"

neL

fir alle n € Z und
1.

einen stetigen Algebrenhomomorphismus mit U; = id und U, = T definiert.

Satz 2.2.3. Sei T € L(X) mit o(T) C T. Erfullt T die Beurling-Bedingung, so ist T
zerlegbar. Gilt zusdtzlich |o(T)| > 1, so besitzt T nichttriviale abgeschlossene hyperin-
variante Teilrdume.

Beweis: Die Behauptung folgt mit Satz [2.2.2) Satz [2.1.5 Satz [2.1.10 Lemma [2.1.9

und den Bemerkungen vor diesem Satz. O]
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2.3 Operatoren mit Wachstumsbedingung

In diesem Abschnitt zeigen wir ein hinreichendes Kriterium fiir die Erfillung der
Beurling-Bedingung. Sei X ein Banachraum.

Lemma 2.3.1. Seien T € L(X) mit o(T) C T. Gibt es Zahlen B, K, M >0 so, dass
[ =) < Mexp (K1 - 1177)

fir alle X € Dy(0) \ T gilt, so gibt es weitere Konstanten My, K; > 0 so, dass
||| < My exp (Kq|n|'~77)
fir alle n € Z gilt.

Beweis: Sei a = ﬁ € (0,1). Danmist af =1—a=1— ﬁ Wir betrachten zunéchst

den Fall n € Z>(. In diesem Fall setzen wir r = 1 + n% Dann gilt 1 < r < 2 und mit
dem analytischen Funktionalkalkiil (Satz|1.2.5]) folgt

|
™= / A"R(N,T) dA.
8D,(0)

2
Mit der Standartabschétzung fiir Kurvenintegrale folgt
|77 < 7" M exp (K | —1]77)
1 n+1
:M(l—l—) exp(K|r—1|75)
na
fir alle n > 1. Unter Verwendung von Lemma [1.1.17| folgt dann
|T"]] < CM exp (nl_a + Knaﬁ)
= CM exp ((1 + K)nlfﬁ) .

Wir betrachten jetzt den Fall negativer Exponenten. Sei n € Zso und r = 1 — 1.

2n™
Dann gilt

1
T / AR\ T) dA\ — — AT"R(A,T) dA.
271 JODy 1 (0) 271 JaD,(0)

Das erste Integral berechnet sich zu
1 > Tk > 1 1
— G M=o —— x| T =0
2m /‘3D2T(0) l;) At l;) 2mi ( Dy (0) A )

Das zweite Integral lasst sich abschétzen gegen

M n—1
exp(Kn®?) = M (1 + > exp(Kn®?).

rnfl

Mit Lemma [1.1.17] folgt

2ne —1
|77 < Mexp ((1+ K)n'~77)

fiur alle n > 1. Also folgt die Behauptung mit M; = max{CM,M,1} und K; =
1+ K. O
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Satz 2.3.2. Sei T € L(X) mit o(T) C T. Gibt es Zahlen 3, K, M > 0 mit
| =17 < Mexp (KA = 117)
fiir alle \ € C\'T, so erfillt T die Beurling-Bedingung.
Beweis: Aus Lemma folgt, dass es Konstanten My, K; > 0 gibt, so dass
17" < My exp (Ky |nf'~77)
fir alle n € Z gilt. Damit folgt

log | 77| _ log My | K, In|'" T8

14+n2 = 1+n? 14+ n?
fir alle n € Z. Da 3,7 ﬁ konvergiert und da wegen 1 — ﬁ < lauch ),z 1':';
konvergiert, konvergiert nach Lemma [I.1.9 auch
3 log ||T™|
neZ 1+ n?
Also ist die Beurling-Bedingung erfiillt. O]
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3 Maximal invariante Teilraume fur
Operatoren auf Hilbertraumen

Dieses Kapitel widmet sich dem Beweis des Hauptresultats.

3.1 Existenz von invarianten Teilraumen fiir
Operatoren spezieller Klassen

Sei H im folgenden stets ein komplexer unendlich dimensionaler seperabler Hilber-
traum.

Lemma 3.1.1. Sind T € Fred(H) und 1 — T*T € %,(H) fir ein p > 1, so ist
1—TT* € Z,(H).

Beweis: Sei T' € Fred(H). Wir zeigen zunéchst, dass Operatoren @ € L(H) und F €
F(H) existieren so, dass TQ) = 1 + F gilt. Wir betrachten dazu die Abbildung

T: (KerT)" — ImT, Ta =Tz
welche nach dem Prinzip der stetigen Inversen invertierbar ist. Damit folgt, dass

Q: H Doty =0T

stetig ist, wobei i: (Ker T)l — H die Inklusion bezeichnet. Dann hat der Operator
1-TQ=1—TTPur

als stetige Projektion auf Im 7" endlichen Rang. Somit kénnen wir F = —(1 — TQ)
von endlichem Rang mit 7¢Q) = 1 + F' wéhlen. Sei nun zusétzlich 1 — T*T € .%,(H).
Nach Satz gelten (1 —TT*)F € ,(H) und T(1 — T*TQ) € .#,(H). Wegen
T1-T'TYQ=(1-TTTQ
= (1-TT")(1+F)
=1-TT*+ (1 -TT")F
folgt 1 — TT* € .7,(H). O

Satz 3.1.2. Seien T' € L(H) und 1 —TT* € /,(H) fir ein p > 1 gilt. Dann hat T
einen nichttrivialen abgeschlossenen invarianten Teilraum.
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Dem Beweis von obigem Satz widmen wir uns erst in Kapitel 3.2, da dieser umfang-
reiche Vorarbeit benotigt.

Sind N C M C H abgeschlossene Teilriume, so bezeichnen wir mit M & N = M NN+
das orthogonale Komplement von N in M. Dann gilt (M & N) & N = M.

Lemma 3.1.3. Sei T € Fred(H) so, dass 1 —TT* € .7,(H) fir ein p > 1 gilt. Sind
M, N e LatT mit N C M, und gelten

(i) dim(M & N) > 2,
(©) dim(M ©TM) < oo,
dann existiert L € LatT' so, dass N C L C M gilt.

Beweis: Wir betrachten im Folgenden die Kompression
S M@N—)M@N, SI'ZPM@NT(%.

Wir zeigen zunachst, dass es L € LatT mit N C L C M genau dann gibt, wenn
es Lo € Lat S mit {0} € Ly & M & N gibt. Ist namlich einerseits L € Lat(7T') mit
N C L C M, so gilt

Ly=Lo N ¢{{0}, Mo N}.

Dann folgt weiter

SLy = PyenT|men(LEO©N) C LS N = Ly,

also ist Lo invariant fur S.
Ist andererseits Ly € Lat(S) mit {0} # Lo € M © N und setzen wir L = Lo+ N, so
gilt

PrenT |menLo C Lo,

und wegen T'Ly C TM C M auch
Py TLy C L.
Damit folgt zunachst
TLy=PNTLy+ Pyi.TLyC N+ Ly=1L

und weiter
TL=TLy+TN C L.

Damit gentigt es zu zeigen, dass S einen nichttrivialen invarianten Teilraum hat. Um
dies zu zeigen wollen wir Satz auf S anwenden. Es reicht also zu zeigen, dass

lyen — SS* € S, (M & N)

gilt. Wir betrachten nun

32



Zuerst zeigen wir, dass
Ly = Tu(Tu)" € SH(M)

gilt. Da T' € Fred(H) und 1 —-TT* € .,(H) gelten, ist 1 —=T*T € .#,(H) nach Lemma
Fir R € 7,(H) und M € Lat(R) gilt nach Satz allgemein

R|M = PMOROi € yp(M),
wobei 7: M — H die Inklusion bezeichnet. Damit gilt

L = (T1a)"(T|ar) = 1os = PrT|aaT |

=1 —=PyT'T) |m
= (PM(l — T*T)PM> |M S yp(M)
€Sp(H)

Wegen Ker 7|y, € KerT gilt dimKer Ty, < oo. Da TM C H nach Lemma [1.1.15
abgeschlossen ist, sind M/TM und M © TM als Vektorraume isomorph und es gilt

dim M/TM = dim M & TM < oo,
also ist 1’|y € Fred(M). Mit obiger Rechnung folgt aus Satz weiter, dass
Ly = Tlm (Tu)" € Zp(M)
gilt. Wegen T*N+ C N+ ist

58" = (PuenT|men) (PuonT|men)’
= (PyonT PyenT™) |men
= (PuenT (Pu — Pn) T7) [mon
= PyenTPyT |\ men

und damit folgt schliefSlich

Iyen — 85" = (1 = PyonTPuT™) |mon
= Puon (I — (Tar) (Tu)") lmen € Fp(M S N).
€Sp(M)

Damit erhalten wir sofort das Hauptresultat dieser Arbeit.

Korollar 3.1.4. Seien T € Fred(H) und 1 — TT* € %,(H) fir einp > 1. Ist M
ein invarianter Teilraum fir T mit dim M & T'M < oo, dann gilt fir jeden mazximal
invarianten Teilraum N C M schon dim M /N = 1.
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3.2 Schatten-p-Klasse Storungen von unitaren
Operatoren

In diesem Abschnitt werden wir das noch nicht bewiesene Theorem [B.1.2l beweisen. Sei
H im Folgenden ein komplexer unendlich dimensionaler seperabler Hilbertraum, sowie
1<p<oo.

Wir erinnern an den in [I.3.5 eingefiihrten Determinantenbegriff fiir Operatoren der
Schatten-p-Klasse.

Lemma 3.2.1. Sind B € .%,(H),k e Nmitk >p und A€ L(H), so ist die Funktion
p(A) = C, 2w 6(B(z— A
holomorph.

Beweis: Seien zg € p(A) und r > 0 mit D,(z9) C p(A). Zu n € N wéhle B, € F(H)
mit || B, — B||, < % und || B, — B|| < £ und setze M, = Im B,,. Fiir alle z € D, () ist
M, invariant fir B,(z — A)~%.

Ist T € L(H), so gilt
Ker(A — T) = Ker(/\ — T‘ImT)

fir A € C\ {0}. Da Im B, (z — A)~! = Im B,, = M, gilt, besitzen B,(z — A)~! und
die Einschréinkung B, (z — A)~!|5;, die selben von Null verschiedenen Eigenwerte mit
denselben Vielfachheiten und es gilt daher

0k (Bu(z = A7) = 6 ((Balz = A)7") s, ) -
Unter Beriicksichtigung der linearen Abbildung
{T e L(H); M, e Lat T} — L(M,), T+ T|u,,

dem Isomorphismus £(M,) = C¥*¥ (mit N = dim M,,) und der holomorphen Abbil-
dung
p(A) = L(H), z+ 1+ B,(z— A,

folgt mit Lemma dass
p(A) = C, 2z 6(Bu(z—A))
holomorph ist. Unter Benutzung von Satz gilt auBerdem
[ - 41 = B - )7, = 8- B - 417,
< 1B, = Bll (= — 47|
fir alle z € p(A). Mit Lemma (ii) folgt

6k(Bn(z — A)™H & 6(B(z — A)7H
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fir alle z € p(A). Da

|Bulz = A7, < sup|Bull,||(z = 4)7
neN

fir alle n € Nund z € D,(0) gilt, und
D =Dy(2) +[0,00[, 2+ [(z—4)7"|
eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge ist, folgt

sup sup HBn(z — A)’lHk < 00.
zeD neN

Somit ist (0x(Bn(z — A)™Y)),cn gleichméBig beschrankt auf D nach Lemma m (iii).
Nach dem Satz von Vitali konvergiert die durch

fu: p(A) = C, 2z 6(Bu(z— A7 (n € N)
gegebene Funktionenfolge (f,,)nen kompakt gleichméBig gegen
p(A) = C, 2z 0p(B(z—A)).
Mit dem Satz von Weierstrafl folgt die Behauptung. O]
Lemma 3.2.2. Seienw € C, r >0, D = D,(w) und z € D gegeben. Dann gilt
d(z,0D) =r — |z —w|.
Beweis: Sei ohne Einschrankung z # w. Fir z € D gilt

d(z,0D) = inf |z —p|

peOD

> i —pl— |z —

> inf (jw—p| = |2 —w])
— (it bw—pl) = Iz = |
=r—|z—w|.

Mit ¢ = z + Z=2(r — |z — w]|) folgt

z—w|

|2 — wl

(4 Eottr =l =) = ) = 2 = o - = v

somit ist ¢ € 0D. Damit gilt andererseits

d(z,@D):pie%fb]z—m§|z—q|:r—]z—w|.
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Lemma 3.2.3. Seien w € C, r > 0, D = D,(w), vo € C und zg € 0D, so, dass fir
die abgeschlossene Strecke L = [z9,v0] schon vy € D U {2y} gilt. Dann gibt es eine
Konstante K = K(r,w) € (0,00) mit

d(z,0D) > K |z — z|
fir alle z € L.

Beweis: Wir diirfen ohne Einschrénkung annehmen, dass vy # zq ist, denn sonst wére
L = {z}. Sei z € L und

[0,1] = C=R? ¢+ 20+ t(vo — 2)
die kanonische Parametrisierung von L. Fiir
f:00,1] = R? t+ 29 +t(vg — 20) —w
und ¢ € [0,1] gilt f/'(t) = vy — 29. Wegen

grad |- (z,y) =
fiir alle (z,y) € R? folgt mit
9: 10,1 =R, = [f(1)]
und der Kettenregel
g'(0) = grad|-| (f(0)) f'(0)

) i ] (20 — w)"(vo — 20) # 0,

denn sonst ware
o — w]* = |(vo — 20) + (20 — w)[* = |vo — 20|* + |20 — w]* > 1
im Widerspruch zur Voraussetzung, dass vo € D = D, (w) gilt. Die Funktion

t|U0 — ZQ|

h:10,1] = C=R? h(t) =
10,1 () r— |20 +t(vo — 20) — w|

ist stetig und mit der Parametrisierung von L und Lemma [3.2.2] folgt, dass

|z — zo| '

Th(t): ¢ €10.1]) = {W s L\{zo}} ()

gilt. Wegen

i = imit_o —|vg — 2 :—LO_ZO’
lli%h“)‘Qeo‘c](t)—g<o>>( o0 = 20l) = =750)

ist hin t = 0 zu h stetig fortsetzbar.
Da h als stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ihr Maximum annimmt, ist sie

beschrankt, etwa durch K (r,w). Dann ist aber auch h beschriankt und die Behauptung
folgt aus (x). O
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Lemma 3.2.4. Seienw € C,r >0, D = D,(w), z0 € 9D, p > 0 und L = [z, vo] eine
abgeschlossene Strecke mit L\ {20} C D. Ist f: D — C holomorph mit

Re f(z) < Kd(z,0D)7"
fiir alle z € D, so existiert M > 0 mit
[f( < Mz =27
firalle ze DNL =L\ {z}.
Beweis: Sei z € DN L. Aus der Voraussetzung und Lemma folgt
Re f(z) < Kd(z,0D) " = K(r — |z —w|)7?

fur alle z € D. Aus Lemma [1.2.11) und Lemma folgt direkt, dass es Konstanten
N, M > 0 mit

[f() <N =z —w|)™
= N(d(z,0D))*!
< M|z — 2| P
fiur alle z € L\ {20} gibt. O

Lemma 3.2.5. Seien k € N*, A € L(H) unitir, B € %, (H) undT = A+B. Weiterhin
gelte o,(T) = (. Seien weiter zy € T und L eine Strecke, die zy als Endpunkt besitzt,
nicht tangential zu T liegt und LNT = {2} erfillt. Dann gibt es eine Konstante K € N
derart, dass

H(z - T)_lH < exp (K |z — zo|7k71)
fiir alle z € L\ {20} mit |z — zo| klein genug.

Beweis: Nach dem Satz von Weyl ist 0(T) C 0(A) C T. Seien zy € o(T), L eine
Strecke wie in der Voraussetzung und

H_ {Dl(o), falls L N Dy(0) # 0
D1(2zp), sonst.
Dann enthalt D N L eine Teilstrecke von L. Nach Lemma ist die Abbildung
0: p(A) = C, 0(2) = dr(=B(z — A)7),
holomorph. Fiir alle z € p(A) C p(T) gilt weiter
z=T=(1-B(z—A)")(z—A4),
und damit —1 ¢ o(=B(z — A)™1).
Aus Lemma [1.3.6] (i) folgt 0(z) # 0 fiir alle z € p(A). Damit gilt
(z=T)" = (0(2) "z = A)10(x)(1 = B(z — A) )",
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Wir wollen nun |[(z — T)7!|| geeignet nach oben abschéitzen, indem wir die einzelnen
Faktoren betrachten.

Nach Lemma [1.3.6] (iii) gibt es zundchst eine nur von k abhéngige Konstante K7 > 0
so, dass

k
5(2)] < exp (K| B — 47
fir alle z € p(A) gilt. Mit Satz folgt
k —1||*
5] < exp (K 1B = = 47! )
fir alle z € p(A).
Da A normal ist, ist auch (z — A)~! normal. Mit der Spektralradiusformel gilt

[ = 7 = sup {]Al: A€ a((z— )7}

_ Sup{|z_1)\|; )e J(A)}

-
d(z,0(4))

fir alle z € p(A).
Mit Ky = K7 || B||} folgt wegen d(z,0(A)) > d(z, T) schon
16(2)] < exp (Ka(d(2,T)) )

fir alle z € p(A). Weiter gilt
A(T) > d(=,0D),

fir alle z € D, womit sofort
6(2)| < exp (K»(d(z,0D))7)
fir alle z € D folgt.

Da 6(z) # 0 fur alle z € p(A) gilt, hat 0 insbesondere auf D einen holomorphen
Logarithmus. Es gibt also ein o € O(D) mit

exp(a(2)) = 4(2)

fiir alle z € D. Damit gilt

SIE
=
—~

N
=

exp(Re(a(2)) = (exp(a(z)expalz))” =

und somit

Re(a(z)) < Ka(d(z,0D))™"
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fur alle z € D.

Mit Lemma [3.2.4] angewendet auf o existiert eine Konstante K3 > 0 mit
ja(z)| < K|z — 2™
firalle z€ DN L =L\ {z}. Wegen
—Rea(z) <a(2)|
fir alle z € D folgt weiter
’(5(2))_1’ < exp (Kg |z — zo|_k_1)
fur alle z € L\ {2}.
Nach Lemma (iv) gibt es eine Konstante K > 0 mit
[z = )7 < exp (Ko = 207" [ = A7 o)1 = Bz = )77

< exp <K3 2 — Zo’_k_1> 1 exp (K4 HB(Z — A>1HZ>

d(z,0D)
. 1 Ky||Bll;
< — A W a2k
< exp (Ks |z = 20| )d(z,ap)eXp<d(z,aD)k

fir alle z € L\ {20}. Da L nicht tangential zu 0D ist gibt es nach Lemma eine

Konstante K5 > 0 mit
|z — zo|
— <K
d(z,0D) = 7

fiir alle z € L. Damit folgt

(= 7)1 < exp (Ko = — 20l ™) 2 exp <K4 151l Kg)

|z — 2o |z—zo|’C

fur alle z € L\ {z0}.

Man rechnet leicht nach, dass es dann auch ein K > 0, mit
|G =) < exp (B ]2 = 20 ™)
fir alle z € L'\ {20} gibt. O

Bemerkung 3.2.6. Sei T = A + B wie in Lemma [3.2.5l Dann gibt es eine nur von T’
abhéngige Konstante K > 0 mit

H(Z — T)—1H < exp (K 11— |Z||—k—1)

fur alle z € Dy(0)\T. Zum Beweis wahle man fiir z € Dy(0)\ (T U {0}) die Strecke L als
die Verbindungsstrecke L = [z, ]. Setzt man zy = é so folgt mit den Bezeichnungen
aus dem Beweis von Lemma @ﬁl

d(2,0D) = d(z,T) = |1 — |||
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und
6(2)] < exp (Ka[1 —|2]|™")

mit einer nur von K und B abhangigen Konstante K. Der Beweis von Lemma [1.2.11
zeigt, dass
()] < 297 (K + Ja(w.)) [T = [2]| 7
gilt, wobei w, € {0} U0D5(0) den Mittelpunkt des Kreises D bezeichnet. Da §(z) keine
Nullstelle hat, ist
{Rea(z); z€ {0} U0D,(0)} CR
beschrankt. Indem man
Ima(w,) € [0, 27]

wahlt, erreicht man, dass
a(2)] < M1 — [z

fir alle z € Dy(0) \ (T U{0}) gilt mit einer nur von 7" abhéngigen Konstante M > 0.
Mit K3 = M folgt wie im Beweis von Lemma die Existenz einer nur von T
abhéngigen Konstante K > 0 mit

[=1)7 <exp (|1 -2 ")

fir alle z € Dy(0) \ T.

Im Folgenden betrachten wir Existenzaussagen tiber invariante und hyperinvariante
Teilraume von unitdren Operatoren mit Schatten-p-Klasse Storung.

Satz 3.2.7. Seien p > 1, A € L(H) unitir, B € %,(H) und T = A+ B. Wei-
ter sei |o(T)| > 1. Dann hat T einen nichttrivialen abgeschlossenen hyperinvarianten
Teilraum.

Beweis: Mit dem Satz von Weyl (1.2.9)), angewendet auf A =T — B, gilt zunéchst
g(A) Co(T)Uo,(A).

Wegen |o(T)| > 1 gilt

T # ul
fiur alle p € C, denn sonst wére o(7) = {u}. Daher kénnen wir ohne Einschrénkung
annehmen, dass 0,(7) = 0 gilt.

Gébe es A € 0,(T), so wire namlich
My={x € H; Tex =Xz} #0

ein hyperinvarianter Teilraum fiir 7', der wegen T # A1 auch M, C H erfillt.
Mit dem Satz von Weyl (1.2.9)), angewendet auf 7' = A 4+ B folgt dann

o(T)Cco(A)CT.

Wir koénnen ohne Einschriankung annehmen, dass o(7") zusammenhdngend ist, denn
sonst folgte die Behauptung sofort aus dem Rieszschen Zerlegungssatz ((1.2.7)).
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Durch Multiplikation von T"= A + B mit einer passenden komplexen Zahl kann man
erreichen, dass 1 € o(7T) gilt. Da sich durch Multiplikation mit einem Skalar die Menge
Lat(T") nicht dndert, konnen wir ohne Einschrénkung 1 € o(T") voraussetzen, wenn wir
die Frage untersuchen, ob T nichttriviale abgeschlossene invariante Teilraume besitzt.

Ist dann A € Dy(0) \ T, so ist L = [1, 2] eine Strecke wie in Lemma Aus Lemma
und Bemerkung folgt dann also insbesondere, dass T die Voraussetzung
von Lemma [2.3.1] erfiillt. Zusammen mit Satz und Satz folgt, dass T' einen
nichttrivialen abgeschlossenen hyperinvarianten Teilraum besitzt.

O

Lemma 3.2.8. Seien N € L(H) normal und p € C so, dass
(i) w der einzig mogliche Haufungspunkt in o(N) ist und
(i1) dim Ker(A — N) < oo ist fiir alle A € C\ {u}.

Dann ist N kompakt.

Beweis: Ohne Einschrinkung sei p = 0. Sonst ersetze N durch N — u. Aus Vorausset-
zung (i) folgt, dass jeder Punkt A € o(N) \ {0} isolierter Punkt in ¢(N) und damit
Eigenwert fiir IV ist.

Sei € > 0. Dann gibt es r € (0,¢) so, dass
op,(N)N{z€C; |z|=r} =10

gilt. Die Menge
M=0,(N)N{Ae€C; || >r}

ist hochstens endlich, denn
Mc{reC r<<|N|}cC

ist relativ kompakt und M besitzt keine Haufungspunkte. Sei also M = {\A,..., A\, }.
Zui=1,...,n betrachte

1, falls z=\; fireini € {1,...,n},

0, sonst.

G.: D.(0)UM — {0,1}, zr—>{

Dann gilt fir
G.=)>_ G-,
i=1

dass G.(\;)) = 1furi =1,...,n und G.(2) = 0 fur alle z € D,(0). Fur F. =1 - G.
folgt aus den Eigenschaften des stetigen Funktionalkalkiils, dass

F.(N)+G:(N) =1
gilt, dass F.(N) und G.(N) Projektionen sind, und dass F.(N) selbstadjungiert ist. Da
(= M)GL()=0
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fir alle 2 = 1,...,n gilt, folgt weiter, dass
NGL(N) = NGL(N)

fir alle s = 1,...,n gilt. Damit ist Im G%(N) C Ker (\; — N) endlich dimensional fiir
i=1,...,nund es folgt G.(N) € F(H). Weiter gilt

N = NF.(N) + znj NGEL(N)

i=1

und wegen
INF.(N)|| = sup |zF.(2)|<r<e
z€o(N)
ist V Grenzwert von Operatoren endlichen Ranges, also kompakt. n

Ist T € L(H) so bezeichnen wir mit o,(7T") das approximative Punktspektrum von T.

Korollar 3.2.9. Seienp > 1, A € L(H) unitir, B € /,(H) und T = A+ B. Dann
hat T einen nichttrivialen abgeschlossenen invarianten Teilraum.

Beweis: Wegen Lemma diirfen wir annehmen, dass o(T') = {u} fiir ein p € C.
Wir zeigen, dass A — p kompakt ist. Aus dem Satz von Weyl ((1.2.9) folgt

o(A) C {u} Uo,(A).

Wire A — p nicht kompakt, so wirde mit Lemma folgen, dass ein A € C\ {u}
existieren wiirde mit dim (Ker(A — A)) = oo oder dass es einen Haufungspunkt A #
von o(A) gibt.

In beiden Fillen gibt es ein Orthonormalsystem (., ),en, eine Folge (A, )nen mit A, — A
und
Ax, = A\,

fir alle n € N. Da B kompakt ist, folgt || Bz, || = 0 mit Lemma [1.1.13| Damit folgt
I(A+ B = Nanll < [[(A+ B = Xn)anll + [[(Aa = A)anll = 0

und somit ist

A€o, (T) Co(T)

im Widerspruch zu o(T) = {0}.
Also ist A — p kompakt und somit auch 7' — p = (A — pu) + B. Mit dem Satz von
Lomonosov ([1.2.8)) folgt die Behauptung. O

Satz 3.2.10. Seien T € L(H) und 1 —T*T € /,(H) fir 1 < p < oco. Dann hat T
einen nichttrivialen abgeschlossenen invarianten Teilraum.
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Beweis: Es gelte ohne Einschrankung 0,(T) = 0 = 0,(T*). Denn fiir A € 0,(T) wére
jeder eindimensionale Teilraum von Ker(A—1") # {0} ein nichttrivialer hyperinvarianter
Teilraum fir 7. Fiir A € 0,(T*) benutze man Lemma [1.2.4]

Da Ker T = Ker T* = {0} gilt, folgt aus Lemma/[1.3.8] dass es einen unitéren Operator
UeL(H)mit T =U|T| gibt. Es ist

B=T|-1=1+|T) (T = 1) = 1+ |T)(T"T — 1) € #,(H)

und damit
T=U(1-B)=U+UBeU+ .%,(H).
Mit Korollar folgt die Behauptung. O

Schliefllich erhalten wir die Behauptung aus Satz [3.1.2] indem wir Satz [3.2.10] auf 7*

anwenden.
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