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Einleitung

Der Dilatationssatz von Sz.-Nagy ist ein wichtiges Werkzeug zum Studium von Kon-
traktionen auf Hilberträumen. Eine Version dieses Satzes besagt das Folgende:

Satz. Jede Kontraktion auf einem Hilbertraum besitzt eine Fortsetzung zu einer Co-
Isometrie.

Dabei heißt ein Operator T auf einem Hilbertraum Co-Isometrie, falls TT ∗ = 1
gilt, das heißt, falls T ∗ eine Isometrie ist. Zusammen mit der Tatsache, dass jede
Isometrie auf einem Hilbertraum eine Fortsetzung zu einem unitären Operator hat,
erhält man leicht eine andere Version des Satzes.

Satz. Zu jeder Kontraktion T auf einem Hilbertraum H gibt es einen Hilbertraum
K ⊃ H und einen unitären Operator U auf K, sodass

T k = PUk
∣
∣
H

für alle k ∈ N0 gilt, wobei P die Orthogonalprojektion von K auf H ist.

Der Operator U heißt auch Dilatation von T . Ein Beispiel für eine Anwendung
dieses Satzes ist die folgende Ungleichung von John von Neumann.

Korollar. Sei T ∈ L(H) eine Kontraktion und p ∈ C[z] ein Polynom. Dann gilt

||p(T )|| ≤ ||p||D.

Beweis. Sei U eine unitäre Dilatation von T . Dann gilt p(T ) = Pp(U)
∣
∣
H

für alle
Polynome p ∈ C[z]. Weil der stetige Funktionalkalkül von U isometrisch ist und
das Spektrum von unitären Operatoren in der Einheitskreislinie liegt, gilt ||p(U)|| ≤
||p||D. Es folgt

||p(T )|| = ||Pp(U)
∣
∣
H
|| ≤ ||p(U)|| ≤ ||p||D.

Die von-Neumannsche Ungleichung kann nun als Ausgangspunkt für das Studium
von Funktionalkalkülen für Kontraktionen dienen. Eine solche Vorgehensweise findet
sich etwa in [DAE+03].

Dieses Beispiel illustriert den Nutzen von Fortsetzungssätzen. Sie ermöglichen
es, zu einem gegebenen Operator eine Fortsetzung mit besseren Eigenschaften zu
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Einleitung

finden. Dann kann man diese Fortsetzung studieren, für die meistens stärkere Sätze
zur Verfügung stehen, um schließlich Rückschlüsse auf den ursprünglichen Operator
zu ziehen. So haben wir gerade eine Kontraktion zunächst zu einer Co-Isometrie
fortgesetzt und daraufhin für den adjungierten Operator dieser Co-Isometrie eine
unitäre Fortsetzung betrachtet. Dann konnten wir den stetigen Funktionalkalkül
dieses unitären Operators benutzen, der für die Kontraktion nicht zur Verfügung
stand.

Auch für (meist vertauschende) Tupel von Hilbertraumoperatoren ist man an
Fortsetzungssätzen interessiert. Eine Fortsetzung eines Tupels T = (T1, . . . , Tn) von
Operatoren soll dabei ein weiteres Operatortupel S = (S1, . . . , Sn) sein, sodass für
i = 1, . . . , n der Operator Si eine Fortsetzung von Ti ist. Es genügt also nicht,
jede Komponente einzeln fortzusetzen, was die Suche nach Fortsetzungssätzen für
Operatortupel erschwert.

Jim Aglers Konzept von Familien [Agl88] bietet einen allgemeinen Rahmen für
solche Fortsetzungssätze. Eine Familie ist dabei eine Klasse F von n-Tupeln aus
Hilbertraumoperatoren, die den folgenden vier Bedingungen genügt:

(F1) F ist beschränkt.

(F2) F ist stabil unter Einschränkung auf invariante Teilräume.

(F3) F ist stabil unter beliebigen direkten Summen.

(F4) F ist stabil unter unitalen ∗-Homomorphismen.

Die Details dieser Bedingungen sind in Definition 2.1 zu finden. Beispiele für Fami-
lien sind im Fall n = 1 die Klasse der Kontraktionen, die Klasse der subnormalen
Kontraktionen und die Klasse der Isometrien. Im Fall n ≥ 1 bildet etwa die Klasse
aller n-Tupel aus kommutierenden Isometrien eine Familie. Wir nennen ein Opera-
tortupel T = (T1, . . . , Tn) sphärische Isometrie, falls

n∑

i=1

T ∗
i Ti = 1

gilt, sowie sphärische Kontraktion, falls

n∑

i=1

T ∗
i Ti ≤ 1

ist. Dann sind auch die Klasse aller sphärischen Isometrien und die Klasse aller
sphärischen Kontraktionen Familien. Bezüglich weiteren Beispielen und Beweisen
sei auf Lemma 2.4 verwiesen.
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Einleitung

Für die Suche nach Fortsetzungssätzen ist der Begriff der Extremalen einer Familie
von zentraler Bedeutung. Ein Operatortupel T in einer Familie heißt dabei extre-
mal, wenn jede Fortsetzung R von T innerhalb der Familie die Form R = T ⊕A für
ein weiteres Operatortupel A hat, wobei die direkte Summe komponentenweise zu
verstehen ist. Mit diesen Bezeichnungen besagt der Fortsetzungssatz von Agler, dass
jedes Operatortupel einer Familie eine Fortsetzung zu einem extremalen Operator-
tupel hat. Damit wird die Suche nach Fortsetzungssätzen also auf die Bestimmung
der Extremalen einer Familie reduziert.

In der vorliegenden Arbeit werden die Grundlagen der Theorie der Familien be-
reitgestellt und die Extremalen einiger Familien bestimmt. Der Schwerpunkt liegt
dabei auf der Familie der kommutierenden sphärischen Isometrien und der Familie
der kommutierenden sphärischen Kontraktionen. Dieser Teil orientiert sich eng an
der Arbeit [RS10] von Stefan Richter und Carl Sundberg aus dem Jahr 2010.

Das erste Kapitel dient dazu, Grundlagen für spätere Kapitel bereitzustellen, die
über die Themen einer typischen Einführung in die Funktionalanalysis hinausge-
hen. Dieser Teil kann zunächst auch übersprungen werden, um später bei Bedarf
dorthin zurückzukehren. Neben allgemeinen Grundlagen aus der Operatorentheorie
werden subnormale Operatoren behandelt. Dabei werden einige Subnormalitätskri-
terien bereitgestellt, von denen später das Kriterium in Korollar 1.23 wichtig sein
wird. In diesem Kapitel führen wir darüber hinaus den Koszul-Komplex für ein ver-
tauschendes Tupel von Modulhomomorphismen ein, der für uns besonders im Fall
eines vertauschenden Tupels von Hilbertraumoperatoren von Interesse ist. Damit
können wir dann die Begriffe Invertierbarkeit und Fredholmeigenschaft sowie Spek-
trum und wesentliches Spektrum für ein kommutierendes Operatortupel definieren.
Im Hinblick auf die spätere Anwendung gewinnen wir in Lemma 1.33 noch ein Kri-
terium dafür, wann ein wesentlich normales Tupel Fredholm ist.

Im zweiten Kapitel geht es um Familien im Sinne von Agler. Von zentraler Be-
deutung ist hier der bereits erwähnte Fortsetzungssatz 2.18. Im Gegensatz zur Ori-
ginalarbeit von Agler, in der ein Beweis mit transfiniter Induktion angedeutet wird,
beweisen wir diesen Satz mit dem Lemma von Zorn. Dabei ist zu beachten, dass die
Klasse aller Fortsetzungen eines gegebenen Operatortupels im Allgemeinen keine
Menge ist, sodass das Lemma von Zorn nicht direkt benutzt werden kann. Stattdes-
sen finden wir zunächst eine obere Schranke für die Dimension der Hilberträume,
auf denen gewisse Fortsetzungen leben. Um den Beweis des Satzes von Agler für
allgemeine Familien führen zu können, benötigen wir einige Resultate aus der Theo-
rie der vollständig positiven Abbildungen. Für die Familien, die in dieser Arbeit
genauer untersucht werden, ist das nicht unbedingt erforderlich. Die Aussage des
betreffenden Lemmas 2.12 kann in diesen Fällen leicht direkt nachgeprüft werden.

Im dritten Kapitel bestimmen wir die Extremalen der Familie aller n-Tupel aus
kommutierenden Isometrien und die Extremalen der Familie aller kommutierenden
sphärischen Isometrien. Erstere sind genau die n-Tupel aus kommutierenden uni-
tären Operatoren (Satz 3.1), letztere genau die kommutierenden sphärisch unitären
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Tupel, das heißt die kommutierenden sphärischen Isometrien mit normalen Kom-
ponenten (Satz 3.8). Zusammen mit dem Satz von Agler erhalten wir damit einen
neuen Beweis für zwei bekannte Fortsetzungssätze. Der erste stammt von Itô [Itô58]
und Brehmer [Bre61] und besagt, dass jedes Tupel aus kommutierenden Isometrien
eine gemeinsame Fortsetzung zu einem Tupel aus kommutierenden unitären Ope-
ratoren besitzt. Der zweite ist ein Resultat von Athavale [Ath90], nach welchem
kommutierende sphärische Isometrien subnormal sind. Darüber hinaus werden wir
sehen, dass kommutierende sphärisch unitäre Tupel sogar extremal für die Familie
aller kommutierenden sphärischen Kontraktionen sind.

Bevor wir uns genauer mit sphärischen Kontraktionen beschäftigen, untersuchen
wir im vierten Kapitel ein spezielles Operatortupel, den n-Shift Mz auf dem Drury-
Arveson-Raum H(B). Der Drury-Arveson-Raum ist ein Hilbertraum holomorpher
Funktionen auf der Einheitskugel im Cn, der durch seinen reproduzierenden Kern

K(z, w) =
1

1− 〈z, w〉
charakterisiert ist. Der n-Shift Mz ist dann das n-Tupel, das aus den Multiplikati-
onsoperatoren mit den Koordinatenfunktionen besteht. Ziel dieses Kapitels ist Satz
4.22. Er besagt, dass das adjungierte Tupel M∗

z extremal für die Familie der kom-
mutierenden sphärischen Kontraktionen ist. Im Anschluss an Satz 5.16 werden wir
dafür einen kurzen Beweis erhalten, der auf dem Satz von Agler beruht. In diesem
Kapitel wird jedoch eine andere Herangehensweise gewählt, die die Struktur des
Koszul-Komplexes von Mz ausnutzt. Um die Kohomologiegruppen dieses Komple-
xes zu bestimmen, machen wir im zweiten Abschnitt dieses Kapitels einen Exkurs
in die kommutative Algebra, wo zunächst das Tupel Mz auf dem Polynomring C[z]
betrachtet wird. Dieser Abschnitt ist bewusst eher knapp gehalten und setzt grund-
legende Kenntnisse der multilinearen und der homologischen Algebra voraus. Im
späteren Verlauf wird lediglich Korollar 4.15 benötigt. Zumindest dessen Aussage
kann leicht ohne Kenntnis dieses Abschnittes verstanden werden.

Im letzten Kapitel beschäftigen wir uns mit kommutierenden sphärischen Kontrak-
tionen. Zunächst zeigen wir dazu einen Satz über Operatortupel der Form S∗ ⊕ V ,
wobei S eine direkte Summe von n-Shifts und V eine kommutierende sphärische Iso-
metrie ist. Genauer geht es dabei um eine hinreichende Bedingung dafür, dass ein
vertauschendes n-Tupel von Operatoren diese spezielle Gestalt hat. Im Fall n = 1
entspricht dieser Satz gerade der Wold-Zerlegung von Isometrien auf Hilberträumen.
Im nächsten Abschnitt betrachten wir eindimensionale Fortsetzungen sphärischer
Kontraktionen. Das dort gewonnene Resultat ermöglicht es, im Fall n = 1 die Ex-
tremalen der Familie aller Kontraktionen als Co-Isometrien zu identifizieren. Mit
dem Satz von Agler erhalten wir damit einen neuen Beweis für den zu Beginn als
Motivation genutzten Dilatationssatz von Sz.-Nagy. An dieser Stelle bietet es sich
an, kurz auf die Familie aller n-Tupel aus kommutierenden Kontraktionen einzu-
gehen. Im Fall n = 2 können wir noch zeigen, dass die Extremalen dieser Familie
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genau die Paare aus kommutierenden Co-Isometrien sind. Für n ≥ 3 ist die Situation
komplizierter. In diesem Fall sind nicht alle Extremalen auch vertauschende Tupel
von Co-Isometrien. Im letzten Abschnitt kommt fast sämtliche bis dahin entwickelte
Theorie zusammen, um die Extremalen der Familie aller kommutierenden sphäri-
schen Kontraktionen zu klassifizieren. Dabei werden wir in Satz 5.16 sehen, dass jede
extremale sphärische Kontraktion T die Form T = S∗⊕U hat, wobei S eine direkte
Summe von n-Shifts und U ein kommutierendes sphärisch unitäres Operatortupel
ist. Zusammen mit dem Satz von Agler erhalten wir damit einen neuen Beweis für
einen Fortsetzungssatz von Müller-Vasilescu [MV93] und Arveson [Arv98], der be-
sagt, dass jede kommutierende sphärische Kontraktion eine Fortsetzung zu einem
Operatortupel der Form S∗ ⊕ U hat.

Die verwendete Notation wird meistens dann erklärt, wenn sie zum ersten Mal
benutzt wird. Generell sei N = {1, 2, 3, . . .} die Menge aller natürlichen Zahlen und
N0 = N ∪ {0}. Ferner seien H und K stets komplexe Hilberträume.

Mein Dank gilt Professor Eschmeier, der mir dieses interessante Thema gestellt
hat. Er hat mich bei der Anfertigung der Bachelorarbeit sehr gut betreut und mir
gleichzeitig viele Freiheiten bei der Ausarbeitung gelassen. Ich danke auch meinen
Eltern, die mir nicht nur während der Entstehung der Bachelorarbeit Rückhalt ge-
währt haben. Schließlich geht mein Dank an die Studienstiftung des deutschen Volkes
für die finanzielle und vor allem die ideelle Förderung während meines bisherigen
Studiums.
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1 Vorbereitungen

1.1 Grundlagen aus der Operatorentheorie

Sei H ein Hilbertraum und L(H) der Raum der stetigen linearen Operatoren auf
H . Auf L(H) ist neben der Normtopologie noch eine weitere Topologie für uns von
Interesse.

Definition 1.1. Durch die Halbnormen (px)x∈H mit

px(T ) = ||Tx|| für T ∈ L(H)

ist eine separierte lokalkonvexe Topologie auf L(H) gegeben. Diese heißt die starke
Operatortopologie (SOT).

Offenbar konvergiert ein Netz stetiger linearer Operatoren genau dann in der star-
ken Operatortopologie, wenn es punktweise auf H konvergiert. Die starke Operator-
topologie ist also gröber als die Normtopologie. Man kann darüber hinaus zeigen,
dass die Komposition, die in der Normtopologie stetig ist, im Falle eines unendlich-
dimensionalen Hilbertraumes SOT-unstetig ist [Hal82, Problem 111]. Es gilt aber
immerhin noch:

Lemma 1.2. Die Komposition

◦ : L(H)× L(H)→ L(H), (S, T ) 7→ ST

ist SOT-folgenstetig.

Beweis. Seien (Tn)
∞
n=0 und (Sn)

∞
n=0 Folgen in L(H), die gegen T bzw. S in der

starken Operatortopologie konvergieren. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus ist
dann M = supn∈N0

||Tn|| <∞. Für alle x ∈ H folgt

||TnSnx− TSx|| ≤ ||TnSnx− TnSx||+ ||TnSx− TSx||
≤M ||Snx− Sx||+ ||TnSx− TSx|| n→∞−−−→ 0.

Somit konvergiert (TnSn)
∞
n=0 in der starken Operatortopologie gegen TS.

Bekanntlich heißt ein linearer Operator T ∈ L(H,K) zwischen zwei Hilberträu-
men H und K Isometrie, falls ||Tx|| = ||x|| für alle x ∈ H gilt. Die folgende Defini-
tion ist eine Abschwächung dieses Begriffes.
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1 Vorbereitungen

Definition 1.3. Ein Operator T ∈ L(H,K) heißt partielle Isometrie, wenn es einen
abgeschlossenen Unterraum M von H gibt, sodass ||Tx|| = ||x|| für alle x ∈M und
Tx = 0 für alle x ∈ M⊥ gilt. M heißt der Anfangsraum und T (M) = T (H) der
Zielraum von T .

Ist T eine partielle Isometrie, so ist offenbar ker(T )⊥ der Anfangsraum von T .
Eine nützliche Charakterisierung partieller Isometrien liefert das folgende Lemma.

Lemma 1.4. Sei T ∈ L(H,K). Dann ist T genau dann eine partielle Isometrie,
wenn T ∗T eine Projektion ist. In diesem Fall ist auch TT ∗ eine Projektion. Das
Bild von T ∗T ist der Anfangsraum und das Bild von TT ∗ der Zielraum von T .

Beweis. Sei T ∗T eine Projektion und M = ran(T ∗T ). Dann ist M ein abgeschlosse-
ner Unterraum von H und für alle x ∈ M gilt

||x||2 = 〈x, x〉 = 〈T ∗Tx, x〉 = 〈Tx, Tx〉 = ||Tx||2.

Für x ∈M⊥ = ker(T ∗T ) gilt andererseits

0 = 〈T ∗Tx, x〉 = 〈Tx, Tx〉 = ||Tx||2.

Somit ist T eine partielle Isometrie mit Anfangsraum M .
Sei umgekehrt T eine partielle Isometrie mit Anfangsraum M . Aus ||Tx|| = ||x||

für x ∈ M folgt mit der Polarisierungsidentität 〈Tx, Ty〉 = 〈x, y〉 für x, y ∈ M . Ist
x ∈M und y ∈M⊥, so gilt Ty = 0, also 〈x, y〉 = 0 = 〈Tx, Ty〉. Somit erhalten wir

〈x, y〉 = 〈Tx, Ty〉 für alle x ∈M, y ∈ H.

Ist nun x ∈ M , so gilt 〈x, y〉 = 〈T ∗Tx, y〉 für alle y ∈ H , also T ∗Tx = x. Mit T
verschwindet auch T ∗T auf M⊥, mithin ist T ∗T die Orthogonalprojektion auf M .

Seien nun die beiden äquivalenten Bedingungen erfüllt. Es bleibt zu zeigen, dass
dann auch TT ∗ eine Projektion ist, deren Bild der Zielraum R = T (M) = T (H)
ist. Sei dazu S ∈ L(K,H) der Operator, der auf R mit (T

∣
∣
M
)−1 übereinstimmt und

auf R⊥ identisch 0 ist. Weil T den Raum M nach Voraussetzung isometrisch auf R
abbildet, ist S stetig mit ran(S) =M . Für x ∈ R gilt somit: Sx = T ∗TSx = T ∗x und
deshalb x = TT ∗x. Ist y ∈ R⊥ = ran(T )⊥ = ker(T ∗), dann ist T ∗y = 0 und folglich
auch TT ∗y = 0. Mithin ist TT ∗ die Orthogonalprojektion auf R, den Zielraum von
T .

Wenn T ∈ L(H,K) eine Isometrie ist, gilt das selbst im Fall K = H nicht
notwendigerweise auch für den adjungierten Operator T ∗. Ein einfaches Beispiel
dafür ist der unilaterale Rechtsshift S, der definiert ist durch

S : l2(N0)→ l2(N0), S(an)
∞
n=0 = (bn)

∞
n=0 mit bn =

{

0, für n = 0,

an−1, für n ≥ 1.
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1.1 Grundlagen aus der Operatorentheorie

Offensichtlich ist S eine Isometrie. Der adjungierte Operator zu S ist der unilaterale
Linksshift

S∗ : l2(N0)→ l2(N0), S(an)
∞
n=0 = (an+1)

∞
n=0.

Dieser hat einen nichttrivialen Kern, ist also insbesondere keine Isometrie. Aus dem
Lemma folgt jedoch unmittelbar, dass dieses Phänomen in der Klasse der partiellen
Isometrien nicht auftritt.

Korollar 1.5. T ist genau dann eine partielle Isometrie, wenn T ∗ eine partielle
Isometrie ist.

Wir benötigen noch ein Lemma von Douglas [Dou66] über Inklusionsbeziehungen
zwischen Bildern von Hilbertraumoperatoren.

Lemma 1.6. Seien A,B ∈ L(H,K). Dann sind äquivalent:

(i) ran(A) ⊂ ran(B).

(ii) AA∗ ≤ λ2BB∗ für ein λ ≥ 0.

(iii) Es existiert ein C ∈ L(H) mit A = BC.

In diesem Fall kann man den Operator C in (iii) so wählen, dass zusätzlich gilt:

(a) ||C||2 = inf{µ ≥ 0 : AA∗ ≤ µBB∗},

(b) ker(A) = ker(C),

(c) ran(C) ⊂ ran(B∗).

Durch die Bedingung (c) ist der Operator C aus (iii) schon eindeutig bestimmt.

Beweis. (iii) ⇒ (ii): Sei A = BC. Für x ∈ H gilt dann

〈||C||21− CC∗x, x〉 = ||C||2||x||2 − ||C∗x||2 ≥ 0.

Deshalb ist ||C||21−CC∗ und somit auch B(||C||21−CC∗)B∗ ein positiver Operator.
Es folgt

AA∗ = BCC∗B∗ = ||C||2BB∗ − B(||C||21− CC∗)B∗ ≤ ||C||2BB∗. (1.1)

(iii) ⇒ (i) ist klar.
(i) ⇒ (iii): Sei ran(A) ⊂ ran(B) und x ∈ H . Dann ist Ax ∈ ran(A) ⊂ ran(B),

also existiert ein eindeutiges Element y ∈ ker(B)⊥ mit By = Ax. Sei Cx = y.
Der hierdurch definierte Operator C ist linear und erfüllt A = BC. Es bleibt zu
zeigen, dass C stetig ist. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen genügt es
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dazu zu zeigen, dass C ein abgeschlossener Operator ist. Sei also ((xn, yn))
∞
n=0 eine

Folge im Graphen von C mit limn→∞(xn, yn) = (x, y). Weil A und B stetig sind,
ist Ax = limn→∞Axn = limn→∞Byn = By. Weil ker(B)⊥ abgeschlossen ist, ist
auch y = limn→∞ yn ∈ ker(B)⊥, also Cx = y. Das zeigt, dass C ein abgeschlossener
Operator ist.

(ii) ⇒ (iii): Sei λ ≥ 0 mit AA∗ ≤ λ2BB∗. Wir definieren einen linearen Operator
D von ran(B∗) nach ran(A∗) vermöge D(B∗x) = A∗x. Wegen

||A∗x||2 = 〈AA∗x, x〉 ≤ λ2〈BB∗x, x〉 = λ2||B∗x||2 (1.2)

für x ∈ H ist D wohldefiniert und stetig, kann also stetig auf ran(B∗) fortgesetzt
werden. Sei D auf ran(B∗)⊥ identisch 0. Dann gilt DB∗ = A∗. Deshalb leistet
C = D∗ das Gewünschte.

Zum Zusatz: Sei µ0 = inf{µ ≥ 0 : AA∗ ≤ µBB∗} und λ =
√
µ0. Weil das

Infimum angenommen wird, ist AA∗ ≤ λ2BB∗. Für den im Beweis von (ii) ⇒ (iii)
konstruierten Operator C = D∗ gilt nach (1.2) die Ungleichung ||D||2 ≤ λ2 = µ0,
also auch ||C||2 = ||D||2 ≤ µ0. Mit Ungleichung (1.1) folgt µ0 ≤ ||C||2, also erfüllt
C die Bedingung (a). Weiterhin gilt wegen

ker(C) = ran(D)⊥ = ran(A∗)⊥ = ker(A)

auch (b). Eigenschaft (c) folgt direkt aus

ran(B∗)⊥ ⊂ ker(D) = ran(C)⊥.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei E ein Operator mit A = BE und ran(E) ⊂
ran(B∗). Wir zeigen, dass E mit dem gerade betrachteten Operator C überein-
stimmt. Wegen A = BE gilt E∗B∗ = A∗ = C∗B∗, also E∗f = C∗f für alle
f ∈ ran(B∗). Ist f ∈ ran(B∗)⊥, so ist f ∈ ran(E)⊥ = ker(E∗), also E∗f = 0 = C∗f .
Das zeigt E∗ = C∗ und somit auch E = C.

Für uns ist eine Folgerung besonders interessant.

Korollar 1.7. Sei B ∈ L(H) selbstadjungiert und x0 ∈ H. Dann ist x0 ∈ ran(B)
genau dann, wenn es ein ε > 0 gibt mit

ε2|〈x, x0〉|2 ≤ ||Bx||2

für alle x ∈ H.

Beweis. Im Fall x0 = 0 ist das trivial. Sei also x0 6= 0 und A die Orthogonalprojek-
tion von H auf den von x0 erzeugten eindimensionalen Unterraum von H , also

A : H → H, x 7→ 〈x, x0〉||x0||2
x0.
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1.1 Grundlagen aus der Operatorentheorie

Sei x ∈ H . Weil A eine Orthogonalprojektion ist, gilt

〈AA∗x, x〉 = 〈Ax, x〉 = |〈x, x0〉|
2

||x0||2
.

Weil B selbstadjungiert ist, ist 〈BB∗x, x〉 = ||Bx||2. Es gilt nun x0 ∈ ran(B) genau
dann, wenn ran(A) ⊂ ran(B) ist. Nach dem Douglas-Lemma 1.6 ist das genau dann
der Fall, wenn AA∗ ≤ λ2BB∗ für ein λ ≥ 0 gilt, also genau dann, wenn es ein λ ≥ 0
gibt mit

|〈x, x0〉|2 ≤ λ2||x0||2||Bx||2

für alle x ∈ H . Das ist aber äquivalent zur Existenz eines ε > 0 mit ε2|〈x, x0〉|2 ≤
||Bx||2 für alle x ∈ H .

Für zwei selbstadjungierte Operatoren S und T auf einem Hilbertraum H schrei-
ben wir S ≤ T , falls T − S ein positiver Operator ist. Dadurch ist eine partielle
Ordnung auf der Menge aller selbstadjungierten Operatoren in L(H) gegeben. Fol-
gen selbstadjungierter Operatoren, die in dieser Ordnung monoton und beschränkt
sind, haben besonders gute Eigenschaften. Es gilt nämlich das folgende operatoren-
theoretische Analogon eines wohlbekannten Satzes aus der reellen Analysis:

Lemma 1.8. Sei (Sn)
∞
n=0 eine Folge selbstadjungierter Operatoren in L(H) und

T ∈ L(H) selbstadjungiert mit

Sn ≤ Sn+1 ≤ T

für alle n ∈ N0. Dann gibt es einen selbstadjungierten Operator S ∈ L(H) mit
S ≤ T und

lim
n→∞

Sn = S

in der starken Operatortopologie.

Beweis. Indem wir Sn und T durch Sn − S0 und T − S0 ersetzen, können wir an-
nehmen, dass alle Sn positive Operatoren sind. Für alle n,m ∈ N0 ist

||Sn − Sm|| ≤ ||Sn||+ ||Sm|| ≤ 2||T ||.

Weiterhin gilt für einen positiven Operator A ∈ L(H) und x ∈ H :

〈A2x, x〉 = ||Ax||2 ≤ ||
√
A||2||

√
Ax||2 = ||A||〈Ax, x〉.

Für alle n,m ∈ N0 mit n ≥ m und x ∈ H folgt die Ungleichung

||Snx− Smx||2 = 〈(Sn − Sm)2x, x〉 ≤ ||Sn − Sm||〈Snx− Smx, x〉
≤ 2||T ||〈Snx− Smx, x〉.
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1 Vorbereitungen

Nach Voraussetzung ist für x ∈ H die Folge (〈Snx, x〉)∞n=0 eine monoton wachsen-
de, nach oben beschränkte Folge reeller Zahlen und deshalb konvergent. Also ist
(Snx)

∞
n=0 eine Cauchyfolge für alle x ∈ H und somit ebenfalls konvergent. Der durch

Sx = lim
n→∞

Snx

definierte Operator ist linear und wegen ||Sn|| ≤ ||T || für alle n ∈ N0 auch stetig.
Klarerweise gilt

0 ≤ 〈Sx, x〉 = lim
n→∞
〈Snx, x〉 ≤ 〈Tx, x〉

für alle x ∈ H , sodass S selbstadjungiert mit S ≤ T ist.

Für monoton fallende Folgen von Operatoren erhalten wir ein ähnliches Resultat,
das wir im Fall von Orthogonalprojektionen benötigen werden.

Korollar 1.9. Sei (Sn)
∞
n=0 eine monoton fallende Folge positiver Operatoren in

L(H), das heißt, es gilt

0 ≤ Sn+1 ≤ Sn

für alle n ∈ N0. Dann gibt es einen positiven Operator S ∈ L(H) mit S = limn→∞ Sn
in der starken Operatortopologie.

Beweis. Das folgt aus Lemma 1.8 angewendet auf die Folge (−Sn)∞n=0 mit T = 0.

1.2 Subnormale Operatoren

Definition 1.10. Sei S ∈ L(H) ein stetiger linearer Operator. S heißt subnormal,
falls es einen Hilbertraum K ⊃ H und einen normalen Operator N ∈ L(K) gibt mit
N(H) ⊂ H und N

∣
∣
H
= S.

Trivialerweise ist jeder normale Operator subnormal. Die Umkehrung gilt nicht,
wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel. Sei H = l2(N0) und S der unilaterale Rechtsshift. Dann ist S∗ der uni-
laterale Linksshift und es gilt S∗S = 1 sowie SS∗ = 1 − P0, wobei P0 die Ortho-
gonalprojektion auf die erste Komponente ist. Insbesondere ist S nicht normal. Sei
K = l2(Z) und N der bilaterale Rechtsshift, also

N : l2(Z)→ l2(Z), N(an)n∈Z = (an−1)n∈Z.

Dann ist N∗ der bilaterale Linksshift und es gilt N∗N = NN∗ = 1, das heißt, N ist
normal. Offensichtlich ist N

∣
∣
l2(N0)

= S, der Operator S ist also subnormal.

18



1.2 Subnormale Operatoren

Operatoren S ∈ L(H) mit S∗S−SS∗ ≥ 0 nennt man hyponormal. Mit dieser Be-
zeichnung besagt das nächste Lemma, dass jeder subnormale Operator hyponormal
ist. Die Umkehrung gilt nicht, siehe etwa [Hal82, Problem 203].

Lemma 1.11. Ist S ∈ L(H) subnormal, so ist S∗S − SS∗ ≥ 0.

Beweis. Sei N ∈ L(K) eine normale Fortsetzung von S und PH die Orthogonalpro-
jektion von K auf H . Für alle x ∈ H gilt dann

||S∗x|| = ||PHN∗x|| ≤ ||N∗x|| = ||Nx|| = ||Sx||,

also

〈(S∗S − SS∗)x, x〉 = ||Sx||2 − ||S∗x||2 ≥ 0.

Ist S subnormal und N eine normale Fortsetzung von S, so ist für jeden normalen
Operator M auch N⊕M eine normale Fortsetzung von S. Deshalb hat jeder subnor-
male Operator viele normale Fortsetzungen. Im Allgemeinen sind wir an möglichst
„kleinen“ normalen Fortsetzungen interessiert.

Definition 1.12. Sei S ∈ L(H) ein subnormaler Operator und N ∈ L(K) eine
normale Fortsetzung von S. Der Operator N heißt minimale normale Fortsetzung
von S, falls es keinen echten abgeschlossenen Untervektorraum von K gibt, der N
reduziert und H enthält.

Minimale normale Fortsetzungen besitzen eine einfache Charakterisierung.

Lemma 1.13. Sei S ∈ L(H) ein subnormaler Operator und N ∈ L(K) eine norma-
le Fortsetzung von S. Dann ist N genau dann eine minimale normale Fortsetzung
von S, wenn

K =

∞∨

k=0

N∗k(H)

gilt.

Beweis. Sei K+ =
∨∞
k=0N

∗k(H). Offensichtlich ist K+ ein abgeschlossener Unter-
vektorraum von K, der H enthält. Weil N normal ist, ist K+ reduzierend für N .
Umgekehrt ist K+ in jedem abgeschlossenen Untervektorraum von K, der N redu-
ziert und H enthält, selbst enthalten. Die Behauptung folgt.
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1 Vorbereitungen

Insbesondere folgt, dass jeder subnormale Operator S eine minimale normale Fort-
setzung hat. Ist nämlich N ∈ L(K) eine beliebige normale Fortsetzung von S und
K+ wie im Beweis definiert, so ist N

∣
∣
K+ eine minimale normale Fortsetzung von

S. Man kann zeigen, dass je zwei minimale normale Fortsetzungen von S unitär
äquivalent sind, siehe etwa [Con91, Corollary 2.7]. Wir werden dieses Resultat im
Folgenden nicht benötigen, sprechen aber dennoch von der minimalen normalen
Fortsetzung.

Beispiel. Ist S der unilaterale Rechtsshift auf l2(N0) und N der bilaterale Rechts-
shift auf l2(Z), so ist N die minimale normale Fortsetzung von S. In der Tat ist

N∗k(l2(N0)) = {(an)n∈Z ∈ l2(Z) : an = 0 für n < −k},
also

∞∨

k=0

N∗k(l2(N0)) = l2(Z).

Man überlegt sich leicht, dass das Spektrum des bilateralen Shifts N die Ein-
heitskreislinie, das Spektrum des unilateralen Shifts S jedoch die ganze Einheits-
kreisscheibe ist. Insbesondere ist also σ(N) ⊂ σ(S). Das gilt allgemein für minimale
normale Fortsetzungen.

Satz 1.14. Sei S ∈ L(H) ein subnormaler Operator mit minimaler normaler Fort-
setzung N ∈ L(K). Dann ist σ(N) ⊂ σ(S).

Beweis. Für alle λ ∈ C ist λ − S subnormal mit minimaler normaler Fortsetzung
λ−N . Deshalb genügt es zu zeigen, dass mit S auch N invertierbar ist.

Sei also S invertierbar, E das Spektralmaß zu N und 0 < ε < ||S−1||−1. Sei ferner
M = E(Bε(0))(K). Dann ist M ein abgeschlossener Untervektorraum von K, der
N reduziert. Für alle x ∈ M und k ∈ N gilt

||Nkx||2 = 〈N∗kNkE(Bε(0))x, x〉 =
〈(

∫

σ(N)

|t|2kχBε(0) dE(t)

)

x, x

〉

=

∫

Bε(0)

|t|2k d〈E(t)x, x〉 ≤ ε2k||x||2.

Daraus erhalten wir für x ∈M, y ∈ H und k ∈ N die Ungleichung

|〈x, y〉| = |〈x, SkS−ky〉| = |〈x,NkS−ky〉| = |〈N∗kx, S−ky〉|
≤ ||N∗kx|| ||S−ky|| ≤ εk||S−1||k ||x|| ||y||.

Wegen ε < ||S−1||−1 folgt im Limes k →∞ für alle x ∈M und y ∈ H die Beziehung
〈x, y〉 = 0, also H ⊂ M⊥. Weil M⊥ den Operator N reduziert und N die minimale
normale Fortsetzung von S ist, gilt M⊥ = K und somit M = {0}. Mithin ist
0 /∈ σ(N).
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1.2 Subnormale Operatoren

Aus der Inklusionsbeziehung der Spektren erhalten wir direkt eine Aussage über
die Operatornormen:

Korollar 1.15. Sei S subnormal mit minimaler normaler Fortsetzung N . Dann ist
||S|| = ||N ||.

Beweis. Aus σ(N) ⊂ σ(S) folgt für die Spektralradien von N und S die Ungleichung
r(N) ≤ r(S), also

||N || = r(N) ≤ r(S) ≤ ||S||.

Die umgekehrte Ungleichung ist trivial.

Die Definition eines subnormalen Operators fordert die Existenz einer normalen
Fortsetzung auf einem größeren Hilbertraum. In vielen Fällen ist jedoch eine intrin-
sische Charakterisierung von Subnormalität nützlich, wie sie der folgende Satz von
Embry liefert.

Satz 1.16. Ein Operator S ∈ L(H) ist genau dann subnormal, wenn

n∑

j=0

n∑

k=0

〈Sj+kxj , Sj+kxk〉 ≥ 0

für alle x0, . . . , xn ∈ H gilt.

Beweis. Siehe [Con91, Theorem II.1.9].

Zum Studium normaler Operatoren sind Spektralmaße hilfreich. Der richtige Ver-
allgemeinerung für subnormale Operatoren sind positive Operatormaße.

Definition 1.17. Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum. Ein positives Opera-
tormaß auf X ist eine Abbildung Q, die jeder Borelmenge A ⊂ X einen positiven
Operator Q(A) ∈ L(H) zuordnet, sodass Q(X) = 1 gilt und für jedes x ∈ H die
Mengenfunktion 〈Q(·)x, x〉 ein reguläres Borelmaß auf X ist.

Genau wie für Spektralmaße können wir ein Integral über positive Operatormaße
definieren.

Lemma 1.18. Sei Q ein positives Operatormaß auf einem lokalkompakten Haus-
dorffraum X und B(X) die σ-Algebra aller Borelmengen von X.

(a) Es ist ||Q(A)|| ≤ 1 für alle A ∈ B(X).

(b) Für alle x, y ∈ H ist 〈Q(·)x, y〉 ein reguläres komplexes Borelmaß auf X mit
totaler Variation ||〈Q(·)x, y〉|| ≤ 4||x|| ||y||.
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1 Vorbereitungen

(c) Ist f eine beschränkte Borelfunktion auf X, so gibt es genau einen stetigen
linearen Operator Tf ∈ L(H) mit

〈Tfx, y〉 =
∫

X

f d〈Q(·)x, y〉

für alle x, y ∈ H. Wir schreiben Tf =
∫

X
f dQ.

Beweis. (a) Für A ∈ B(X) gilt

||Q(A)|| = sup
||x||≤1

〈Q(A)x, x〉 ≤ sup
||x||≤1

〈Q(X)x, x〉 = 1.

(b) Die Polarisierungsidentität liefert für x, y ∈ H und A ∈ B(X) die Gleichung

〈Q(A)x, y〉 = 1

4

3∑

k=0

ik〈〈Q(A)(x+ iky), x+ iky〉.

Somit ist 〈Q(·)x, y〉 als Linearkombination regulärer Borelmaße ein reguläres kom-
plexes Borelmaß. Für x, y ∈ H und A ∈ B(X) gilt außerdem

|〈Q(A)x, y〉| ≤ ||Q(A)|| ||x|| ||y|| ≤ ||x|| ||y||.

Ist also µx,y = 〈Q(·)x, y〉, so ist |µx,y(A)| ≤ ||x|| ||y|| für alle A ∈ B(X). Sei nun
(Ai)

n
i=1 eine messbare Partition von X und

I1 = {i ∈ {1, . . . , n} : Re(µx,y(Ai)) ≥ 0},
I2 = {i ∈ {1, . . . , n} : Re(µx,y(Ai)) < 0},
I3 = {i ∈ {1, . . . , n} : Im(µx,y(Ai)) ≥ 0},
I4 = {i ∈ {1, . . . , n} : Im(µx,y(Ai)) < 0}.

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir

n∑

i=1

|µx,y(Ai)| ≤
n∑

i=1

|Re(µx,y(Ai))|+
n∑

i=1

| Im(µx,y(Ai))|

=
∑

i∈I1

Re(µx,y(Ai))−
∑

i∈I2

Re(µx,y(Ai))

+
∑

i∈I3

Im(µx,y(Ai))−
∑

i∈I4

Im(µx,y(Ai))
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1.2 Subnormale Operatoren

=Re

(

µx,y

(
⋃

i∈I1

Ai

))

− Re

(

µx,y

(
⋃

i∈I2

Ai

))

+ Im

(

µx,y

(
⋃

i∈I3

Ai

))

− Im

(

µx,y

(
⋃

i∈I4

Ai

))

≤ 4||x|| ||y||.

Somit ist

||〈Q(·)x, y〉|| ≤ 4||x|| ||y||.

(c) Sei f eine beschränkte Borelfunktion aufX. Nach der Standardabschätzung für
Integrale bezüglich komplexen Maßen (etwa [Els09, Bemerkung vor Satz VIII.2.23])
gilt für x, y ∈ H die Ungleichung

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

X

f d〈Q(·)x, y〉

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ ||f ||∞ ||〈Q(·)x, y〉|| ≤ 4||f ||∞ ||x|| ||y||.

Das zeigt, dass die Sesquilinearform

(x, y) 7→
∫

X

f d〈Q(·)x, y〉

stetig auf H×H ist. Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es daher einen eindeutig
bestimmten Operator Tf ∈ L(H) mit

〈Tfx, y〉 =
∫

X

f d〈Q(·)x, y〉

für alle x, y ∈ H .

Mit diesem Integralbegriff können wir eine weitere hinreichende Bedingung für
Subnormalität formulieren:

Satz 1.19. Sei S ∈ L(H) und Q ein positives Operatormaß auf [0, 1], sodass

S∗kSk =

1∫

0

tk dQ(t)

für alle k ∈ N0 gilt. Dann ist S subnormal.
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1 Vorbereitungen

Beweis. Seien x0, . . . xn ∈ H beliebig. Durch

µj,k = 〈Q(·)xj , xk〉

für j, k = 0, . . . , n sind komplexe Maße auf [0, 1] definiert. Sei µ ein positives Bo-
relmaß auf [0, 1] mit µj,k << µ für alle j und alle k, etwa µ =

∑n
j,k=0 |µj,k|. Seien

ferner hj,k =
dµj,k
dµ

die Radon-Nikodym-Ableitungen [Els09, Satz VII.2.3]. Für alle
Borelmengen A ∈ B([0, 1]) und j, k = 0, . . . n gilt dann

〈Q(A)xj , xk〉 =
1∫

0

χA dµj,k =

1∫

0

χAhj,k dµ.

Sei (λ0, . . . , λn) ∈ Cn+1 beliebig. Für alle A ∈ B([0, 1]) erhalten wir

1∫

0

χA

n∑

j=0

n∑

k=0

hj,kλjλk dµ =
n∑

j=0

n∑

k=0

〈Q(A)xj , xk〉λjλk

=

n∑

j=0

n∑

k=0

〈
√

Q(A)λjxj ,
√

Q(A)λkxk〉

=

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

j=0

√

Q(A)λjxj

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2

≥ 0.

Ein wohlbekannter Satz aus der Maßtheorie [Els09, Satz IV.4.4] impliziert, dass
µ-fast überall

∑n

j=0

∑n

k=0 hj,kλjλk ≥ 0 gilt. Die Menge

N =

{

t ∈ [0, 1] :
n∑

j=0

n∑

k=0

hj,k(t)λjλk < 0 für ein Tupel (λ0, . . . , λn) ∈ (Q+ iQ)n+1

}

=
⋃

(λ0,...,λn)∈(Q+iQ)n+1

{

t ∈ [0, 1] :

n∑

j=0

n∑

k=0

hj,k(t)λjλk < 0

}

ist also eine µ-Nullmenge. Andererseits ist für alle t ∈ [0, 1] die Abbildung

Ht : C
n+1 → C, (λ0, . . . , λn) 7→

n∑

j=0

n∑

k=0

hj,k(t)λjλk

stetig. Ist also t /∈ N , so ist Ht ≥ 0 auf der dichten Menge (Q + iQ)n+1, also auch
auf Cn+1. Das zeigt, dass die Matrix (hj,k)

n
j,k=0 positiv semidefinit µ-fast überall ist.
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1.2 Subnormale Operatoren

Insbesondere gilt für µ-fast alle t die Ungleichung
∑n

j=0

∑n
k=0 hj,k(t)t

jtk ≥ 0. Daraus
folgt

0 ≤
1∫

0

n∑

j=0

n∑

k=0

hj,k(t)t
jtk dµ(t) =

n∑

j=0

n∑

k=0

1∫

0

tj+k dµj,k(t)

=
n∑

j=0

n∑

k=0

1∫

0

tj+k d〈Q(t)xj , xk〉

=
n∑

j=0

n∑

k=0

〈S∗j+kSj+kxj , xk〉

=

n∑

j=0

n∑

k=0

〈Sj+kxj , Sj+kxk〉.

Nach Satz 1.16 ist S daher subnormal.

Das Ziel des restlichen Abschnittes ist ein Subnormalitätskriterium nur in Termen
der C∗-Algebrastruktur von L(H). Wir benötigen zunächst noch eine Definition.

Definition 1.20. Sei f ∈ C([0, 1]). Für alle n ∈ N0 sei Bn(f) das n-te Bernstein-
polynom von f , welches durch

Bn(f)(t) =

n∑

i=0

(
n

i

)

f

(
i

n

)

ti(1− t)n−i

für t ∈ [0, 1] definiert ist.

Bekanntlich konvergiert für stetiges f die Folge (Bn(f))
∞
n=0 gleichmäßig gegen f .

Für Polynome gilt eine stärkere Aussage:

Lemma 1.21. Sei p ein Polynom vom Grad ≤ d. Dann ist auch Bn(p) ein Polynom
vom Grad ≤ d für alle n ∈ N0 und die Koeffizienten von Bn(p) konvergieren für
n→∞ gegen die von p.

Beweis. Siehe [Lor53, Kapitel 1.4].

Der folgende Satz ist der entscheidende Schritt auf dem Weg zum gesuchten Kri-
terium für Subnormalität.

Satz 1.22. Sei S ∈ L(H) ein Operator mit

k∑

j=0

(−1)j
(
k

j

)

S∗jSj ≥ 0
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1 Vorbereitungen

für alle k ∈ N0. Dann gibt es ein positives Operatormaß Q auf [0, 1], sodass

S∗kSk =

1∫

0

tk dQ(t)

für alle k ∈ N0 gilt.

Beweis. Wir versuchen, den Beweis des Spektralsatzes für selbstadjungierte Ope-
ratoren zu imitieren. Dazu konstruieren wir zunächst eine lineare Abbildung Φ :
C([0, 1])→ L(H) mit folgenden Eigenschaften:

(a) Φ ist stetig mit ||Φ|| ≤ 2.

(b) Φ(idk) = S∗kSk für alle k ∈ N0.

(c) Φ ist positiv, das heißt, für f ∈ C([0, 1]) mit f ≥ 0 ist Φ(f) ≥ 0.

Ist p =
∑n

j=0 ajt
j ein Polynom, so sei

Φ(p) =

n∑

j=0

ajS
∗jSj.

Das definiert eine lineare Abbildung auf dem Raum der Polynome. Für alle k, l ∈ N0

gilt

Φ(tl(1− t)k) = Φ

(
k∑

j=0

(
k

j

)

(−1)jtj+l
)

=

k∑

j=0

(
k

j

)

(−1)jS∗j+lSj+l

= S∗l

(
k∑

j=0

(−1)j
(
k

j

)

S∗jSj

)

︸ ︷︷ ︸

≥0

Sl ≥ 0.

Ist also f ∈ C([0, 1]) und Bn(f) das n-te Bernsteinpolynom von f , so gilt für alle
x ∈ H die Ungleichungskette

|〈Φ(Bn(f))x, x〉| =
∣
∣
∣
∣
∣

〈
n∑

i=0

(
n

i

)

f

(
i

n

)

Φ(ti(1− t)n−i)x, x
〉∣
∣
∣
∣
∣

≤
n∑

i=0

∣
∣
∣
∣
f

(
i

n

)∣
∣
∣
∣

(
n

i

)

|〈Φ(ti(1− t)n−i)x, x〉|

≤ ||f ||∞
n∑

i=0

(
n

i

)

〈Φ(ti(1− t)n−i)x, x〉
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1.2 Subnormale Operatoren

= ||f ||∞
n∑

i=0

(
n

i

)〈n−i∑

j=0

(
n− i
j

)

(−1)jS∗j+iSj+ix, x

〉

= ||f ||∞
n∑

i=0

(
n

i

) n−i∑

j=0

(
n− i
j

)

(−1)j||Sj+ix||2

= ||f ||∞
n∑

i=0

n∑

k=i

(
n

i

)(
n− i
k − i

)

︸ ︷︷ ︸

=(nk)(
k

i)

(−1)k−i||Skx||2

= ||f ||∞
n∑

k=0

(
n

k

)

||Skx||2
k∑

i=0

(
k

i

)

(−1)k−i

= ||f ||∞||x||2,

denn für k ≥ 1 ist
∑k

i=0

(
k

i

)
(−1)k−i = 0. Ist f zusätzlich reellwertig, so ist Φ(Bn(f))

selbstadjungiert und es folgt

||Φ(Bn(f))|| = sup
||x||≤1

|〈Φ(Bn(f))x, x〉| ≤ ||f ||∞.

Für beliebiges f ∈ C([0, 1]) liefert eine Zerlegung in Real- und Imaginärteil die
Ungleichung

||Φ(Bn(f))|| ≤ 2||f ||∞.

Ist nun f insbesondere ein Polynom vom Grad ≤ d, so ist Bn(f) nach Lemma
1.21 ebenfalls ein Polynom vom Grad ≤ d, dessen Koeffizienten gegen die von f
konvergieren. Deshalb ist

lim
n→∞

Φ(Bn(f)) = Φ(f) ∈ L(H)

und somit gilt auch ||Φ(f)|| ≤ 2||f ||∞. Das zeigt, dass die lineare Abbildung Φ auf
dem Raum der Polynome stetig mit ||Φ|| ≤ 2 ist, sie besitzt also eine eindeutige
stetige lineare Fortsetzung auf C([0, 1]), die wieder Φ heiße. Diese Abbildung erfüllt
offensichtlich die Eigenschaften (a) und (b), es bleibt die Positivität zu zeigen. Sei
dazu f ∈ C([0, 1]) mit f ≥ 0. Dann gilt

Φ(f) = lim
n→∞

Φ(Bn(f)) = lim
n→∞

n∑

i=0

(
n

i

)

f

(
i

n

)

︸ ︷︷ ︸

≥0

Φ(ti(1− t)n−i)
︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ 0,

weil die positiven Operatoren einen abgeschlossenen, konvexen Kegel in L(H) bilden.
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1 Vorbereitungen

Seien nun x, y ∈ H . Dann ist die Abbildung

ϕx,y : C([0, 1])→ C, f 7→ 〈Φ(f)x, y〉

ein stetiges lineares Funktional auf C([0, 1]). Nach dem Darstellungssatz von Riesz
[Els09, Satz VIII.2.26] gibt es genau ein reguläres komplexes Borelmaß µx,y auf [0, 1]
mit

〈Φ(f)x, y〉 = ϕx,y(f) =

1∫

0

f dµx,y (1.3)

für alle f ∈ C([0, 1]). Es gilt dann ||µx,y|| = ||ϕx,y|| ≤ 2||x|| ||y||. Weiterhin ist ϕx,x
wegen der Positivität von Φ ein positives lineares Funktional, also ist µx,x ein regu-
läres positives Borelmaß. Die Eindeutigkeitsaussage im Rieszschen Darstellungssatz
zeigt, dass die Abbildung (x, y) 7→ µx,y sesquilinear ist. Ist nun A ∈ B([0, 1]) eine
Borelmenge, so ist

(x, y) 7→ µx,y(A)

eine Sesquilinearform auf H ×H , die wegen

|µx,y(A)| ≤ ||µx,y|| ≤ 2||x|| ||y||

stetig ist. Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es also genau einen stetigen linearen
Operator Q(A) mit

〈Q(A)x, y〉 = µx,y(χA) =

1∫

0

χA dµx,y für alle x, y ∈ H.

Wir zeigen, dass die hierdurch definierte Mengenfunktion Q ein positives Operator-
maß ist. Weil die µx,x positive Maße sind, ist Q(A) ein positiver Operator. Klarer-
weise ist 〈Q(·)x, x〉 = µx,x ein reguläres Borelmaß. Für x, y ∈ H gilt nach Gleichung
(1.3) ferner

〈Q([0, 1])x, y〉 =
1∫

0

1 dµx,y = 〈Φ(1)x, y〉 = 〈x, y〉,

also Q([0, 1]) = 1, sodass Q in der Tat ein positives Operatormaß ist.
Ist f ∈ C([0, 1]) beliebig, so gilt nach Definition des Integrals über positive Ope-

ratormaße für x, y ∈ H die Gleichung

〈



1∫

0

f dQ



 x, y

〉

=

1∫

0

f d〈Q(·)x, y〉 =
1∫

0

f dµx,y = 〈Φ(f)x, y〉.
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1.3 Koszul-Komplex und mehrdimensionales Spektrum

Somit ist
∫ 1

0
f dQ = Φ(f). Für alle k ∈ N0 folgt insbesondere

1∫

0

tk dQ(t) = Φ(idk) = S∗kSk.

Zusammen erhalten wir schließlich ein Kriterium von Agler [Agl85], das die ge-
suchte Charakterisierung von Subnormalität nur in Termen der C∗-Algebrastruktur
von L(H) gibt. In der Tat kann es dazu verwendet werden, Subnormalität in allge-
meinen C∗-Algebren zu definieren.

Korollar 1.23. Sei S ∈ L(H) eine Kontraktion. Dann ist S genau dann subnormal,
wenn

k∑

j=0

(−1)j
(
k

j

)

S∗jSj ≥ 0 für alle k ∈ N0 (1.4)

gilt.

Beweis. Aus den Sätzen 1.19 und 1.22 folgt unmittelbar, dass die Bedingung (1.4)
hinreichend für die Subnormalität von S ist.

Sei umgekehrt S eine subnormale Kontraktion mit minimaler normaler Fortset-
zung N . Nach Korollar 1.15 ist N eine Kontraktion, also 1 −N∗N ≥ 0. Wegen der
Normalität von N gilt somit für alle k ∈ N0 die Ungleichung

0 ≤ (1−N∗N)k =
k∑

j=1

(−1)j
(
k

j

)

N∗jN j .

Für alle x ∈ H folgt daraus
〈

k∑

j=0

(−1)j
(
k

j

)

S∗jSjx, x

〉

=

〈
k∑

j=0

(−1)j
(
k

j

)

N∗jN jx, x

〉

≥ 0.

Mithin ist Bedingung (1.4) auch notwendig für die Subnormalität von S.

1.3 Koszul-Komplex und mehrdimensionales

Spektrum

Im Folgenden betrachten wir nicht nur einzelne Operatoren, sondern für ein n ∈ N

auch n-Tupel T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n. Meistens werden wir zusätzlich annehmen,
dass die Operatoren Ti kommutieren, das heißt, dass

TiTj = TjTi für i, j = 1, . . . , n
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1 Vorbereitungen

gilt. Ein solches Operatortupel T nennen wir auch vertauschend.
Ein einzelner Operator T ∈ L(H) ist nach dem Satz von der Stetigkeit der Inversen

genau dann in L(H) invertierbar, wenn er injektiv und surjektiv ist, also genau dann,
wenn der Komplex

0→ H
T−→ H → 0

exakt ist. Mit dieser Charakterisierung hat Joseph Taylor [Tay70] den Begriff der In-
vertierbarkeit auf Tupel vertauschender Operatoren verallgemeinert und damit ein
gemeinsames Spektrum definiert. Der geeignete Komplex dafür ist der sogenann-
te Koszul-Komplex des Operatortupels. Wir folgen der Darstellung in [EP96] und
definieren den Koszul-Komplex zunächst allgemein für Tupel vertauschender Endo-
morphismen auf Moduln.

Sei K ein kommutativer Ring mit 1, n ∈ N und s = (s1, . . . , sn) die kanonische
Basis des freien K-Moduls Kn. Sei ferner

Λ(s) = Λ(Kn) =
n⊕

p=0

Λp(Kn)

die äußere Algebra von Kn. Für einen weiteren K-Modul X sei

Λ(s,X) = X ⊗K Λ(s) und

Λp(s,X) = X ⊗K Λp(s).

Die Elemente von Λp(s,X) nennen wir Formen vom Grad p in den Unbestimmten
s1, . . . , sn mit Koeffizienten in X. Jede solche Form hat eine eindeutige Darstellung

x =
∑

|I|=p

xIsI =
∑

1≤i1<...<ip≤n

xi1...ipsi1 ∧ . . . ∧ sip,

wobei wir die ⊗-Zeichen weggelassen haben.
Sei nun a = (a1, . . . , an) ein vertauschendes Tupel vonK-Modul-Endomorphismen

auf X. Der Koketten-Koszul-Komplex K•(a,X) von a besteht aus den Räumen
Kp(a,X) = Λp(s,X) und den Korandabbildungen

δpa : K
p(a,X)→ Kp+1(a,X), δpa(x) =

(
n∑

i=1

aisi

)

∧ x,

wobei ∧ das äußere Produkt zwischen Λ(s,EndK(X)) und Λ(s,X) bezeichne. Es gilt
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1.3 Koszul-Komplex und mehrdimensionales Spektrum

also

δpa




∑

1≤i1<...<ip≤n

xi1...ipsi1 ∧ . . . ∧ sip





=
n∑

i=1

∑

1≤i1<...<ip≤n

aixi1...ipsi ∧ si1 ∧ . . . ∧ sip

=
∑

1≤j1<...<jp+1≤n

(
p+1
∑

ρ=1

(−1)ρ−1ajρxj1...ĵρ...jp+1

)

sj1 ∧ . . . ∧ sjp+1
.

(1.5)

Man rechnet unmittelbar unter Verwendung der Kommutativität des Tupels a
nach, dass δpaδ

p−1
a = 0 für alle p gilt. Der Koszul-Komplex ist also in der Tat ein

Komplex. Die zugehörigen Kohomologiegruppen werden mit

Hp(a,X) = ker(δpa)/ran(δ
p−1
a )

bezeichnet.

Bemerkung 1.24. Mit der Identifikation K0(a,X) ∼= X und K1(a,X) ∼= Xn ist

δ0a(x) =






a1x
...
anx




 für x ∈ X.

Es folgt

H0(a,X) = ker(δ0a)
∼=

n⋂

i=1

ker ai.

Ebenso können wir die letzte Kohomologiegruppe des Koszul-Komplexes bestimmen.
VermögeKn−1(a,X) ∼= Xn undKn(a,X) ∼= X ist die Abbildung δn−1

a gegeben durch

δn−1
a






x1
...
xn




 =

n∑

i=1

±aixi für x1, . . . , xn ∈ X.

Wegen δna = 0 folgt

Hn(a,X) = Kn(a,X)/ran(δn−1
a ) ∼= X/

n∑

i=1

ran ai.

31



1 Vorbereitungen

Sei nun wieder K = C, X = H ein komplexer Hilbertraum und a = T ∈ L(H)n

ein vertauschendes Tupel von Operatoren auf H . Dann werden die Räume Kp(T,H)
vermöge der Identifikation

Kp(T,H) = Λp(s,H) = H ⊗C Λp(s) ∼= H(np)

zu Hilberträumen. Das gleiche gilt für Λp(s) ∼= C(
n

p). Das Skalarprodukt homogener
Elemente x⊗ ω und y ⊗ η in Kp(T,H) = H ⊗ Λp(s) ist dann gegeben durch

〈x⊗ ω, y ⊗ η〉 = 〈x, y〉〈ω, η〉.
Ferner zeigt die Darstellung in Gleichung (1.5), dass die δpT stetige lineare Operatoren
sind.

Mit dem Koszul-Komplex können wir nun definieren, wann ein vertauschendes
Tupel von Operatoren invertierbar oder Fredholm ist.

Definition 1.25. Ein vertauschendes Tupel T ∈ L(H)n heißt invertierbar, falls alle
Kohomologiegruppen Hp(T,H) trivial sind, das heißt, falls K•(T,H) exakt ist. T
heißt Fredholm, falls alle Kohomologiegruppen Hp(T,H) endlichdimensional sind.

Mit diesem Invertierbarkeitsbegriff können wir das Taylorspektrum und das we-
sentliche Spektrum eines vertauschenden Operatortupels definieren.

Definition 1.26. Sei T ∈ L(H)n ein vertauschendes Tupel von Operatoren. Die
Menge

σ(T ) = σ(T,H) = {λ ∈ Cn : λ− T ist nicht invertierbar}
heißt Taylorspektrum von T , die Menge

σe(T ) = σe(T,H) = {λ ∈ Cn : λ− T ist nicht Fredholm}
heißt wesentliches Spektrum von T .

Die Operatoren δpT besitzen noch eine andere Darstellung. Für i = 1, . . . , n sei
dazu

Ep
i : Λ

p(s)→ Λp+1(s), ω 7→ si ∧ ω.
Dann ist

δpT =

n∑

i=1

Ti ⊗Ep
i .

Diese Darstellung eignet sich besonders zur Bestimmung des zu δpT adjungierten
Operators. Man rechnet nämlich direkt nach, dass

δpT
∗
=

n∑

i=1

T ∗
i ⊗Ep

i
∗

gilt. Die linearen Abbildungen Ep
i erfüllen gewisse Vertauschungsrelationen:

32



1.3 Koszul-Komplex und mehrdimensionales Spektrum

Lemma 1.27. Für alle i, j und p gelten die Relationen

Ep
i E

p−1
j + Ep

jE
p−1
i = 0 und

Ep−1
i Ep−1

j

∗
+ Ep

j
∗Ep

i = δij1.

Beweis. Die erste Relation folgt unmittelbar aus der Antisymmetrie des ∧-Produkts.
Es bleibt die zweite Relation zu zeigen. Für alle i und alle p sei dazu

Mp
i =







∑

|I|=p

λIsI ∈ Λp(s) : λI = 0 falls i ∈ I







der Raum aller p-Formen, in denen die Unbestimmte si nicht vorkommt. Dann gilt
für x =

∑

|I|=p λIsI ∈Mp
i die Gleichung

||Ep
i x||2 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

|I|=p

λIsi ∧ sI

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

=
∑

|I|=p

||λIsi ∧ sI ||2 =
∑

|I|=p

||λIsI ||2 = ||x||2.

Offensichtlich ist Ep
i x = 0 für x ∈Mp

i
⊥, also ist Ep

i eine partielle Isometrie mit An-
fangsraum Mp

i und es ist ker(Ep
i ) = Mp

i
⊥
= ran(Ep−1

i ). Nach Lemma 1.4 ist somit
Ep−1
i Ep−1

i

∗
die Orthogonalprojektion auf ker(Ep

i ) und Ep
i
∗
Ep
i die Orthogonalprojek-

tion auf ran(Ep
i
∗) = ker(Ep

i )
⊥. Es folgt

Ep−1
i Ep−1

i

∗
+ Ep

i
∗Ep

i = 1.

Sei nun j 6= i und ω ∈ Λp(s) beliebig. Die Form ω hat eine Darstellung ω =
ω′+ sj ∧ω′′ mit ω′ ∈ ker(Ep

j )
⊥ und ω′′ ∈ ker(Ep−1

j )⊥, das heißt, in ω′ und ω′′ kommt
die Unbestimmte sj nicht vor. Dann gilt

Ep−1
j Ep−1

j

∗
ω = sj ∧ ω′′ = Ep−1

j ω′′.

Weil Ep−1
j auf ker(Ep−1

j )⊥ injektiv ist, folgt daher

Ep−1
j

∗
ω = ω′′.

Damit erhalten wir

Ep−1
i Ep−1

j

∗
ω = si ∧ ω′′

und

Ep
j
∗Ep

i ω = Ep
j
∗(si ∧ ω′ + si ∧ sj ∧ ω′′) = Ep

j
∗(−sj ∧ si ∧ ω′′) = −si ∧ ω′′,

denn in si ∧ ω′ und in si ∧ ω′′ kommt die Unbestimmte sj nicht vor. Somit ist

(Ep−1
i Ep−1

j

∗
+ Ep

j
∗Ep

i )ω = 0.
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1 Vorbereitungen

Wir benötigen noch ein elementares Lemma.

Lemma 1.28. Sei T ∈ L(H,K). Dann ist ker(T ∗T ) = ker(T ). Ist ran(T ) oder
äquivalent ran(T ∗) abgeschlossen, so gilt auch ran(T ∗T ) = ran(T ∗).

Beweis. Offensichtlich ist ker(T ) ⊂ ker(T ∗T ). Sei umgekehrt x ∈ ker(T ∗T ). Dann
ist Tx ∈ ker(T ∗) = ran(T )⊥, also Tx = 0 und somit x ∈ ker(T ).

Die Inklusion ran(T ∗T ) ⊂ ran(T ∗) ist wieder trivial. Ist z ∈ ran(T ∗) und ran(T )
abgeschlossen, so gibt es ein y ∈ ker(T ∗)⊥ = ran(T ) mit T ∗y = z. Sei x ∈ H mit
Tx = y. Dann ist T ∗Tx = z.

Im Folgenden schreiben wir auch δp an Stelle von δpT , falls klar ist, um welches
Operatortupel es sich handelt. Indem wir auch die adjungierten Operatoren zu den
δp betrachten, erhalten wir nützliche Charakterisierungen für die Invertierbarkeit
und die Fredholmeigenschaft eines vertauschenden Tupels von Operatoren.

Lemma 1.29. Sei T ∈ L(H)n ein vertauschendes Tupel. Der Operator Dp sei
definiert durch

Dp = Dp
T : Kp(T,H)→ Kp(T,H), Dp = δp−1δp−1∗ + δp∗δp.

Dann gilt:

(a) (i) Ist Hp(T,H) = 0, so ist Dp injektiv und hat dichtes Bild. Ist zusätzlich
ran(δp) oder äquivalent ran(δp∗) abgeschlossen, so ist Dp invertierbar.

(ii) Ist Dp invertierbar, so ist Hp(T,H) = 0.

Insbesondere ist T genau dann invertierbar, wenn Dp für alle p invertierbar
ist.

(b) (i) Ist dim(Hp(T,H)) <∞ und ran(δp) abgeschlossen, so ist Dp Fredholm.

(ii) Ist Dp Fredholm, so ist dim(Hp(T,H)) <∞.

Insbesondere ist T genau dann Fredholm, wenn Dp für alle p Fredholm ist.

Beweis. Die orthogonale Zerlegung

Kp(T,H) = H1 ⊕H2

mit H1 = ker δp und H2 = ker(δp)⊥ = ran δp∗ ⊂ ker δp−1∗ reduziert den Operator
Dp. Sei zunächst dimHp(T,H) <∞. Dann hat der Operator

δp−1 : Kp−1(T,H)→ ker(δp)
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1.3 Koszul-Komplex und mehrdimensionales Spektrum

endlich codimensionales Bild, also ist ran(δp−1) abgeschlossen. Unter Verwendung
von Lemma 1.28 erhalten wir

ker(Dp
∣
∣
H1
) = ker(δp−1δp−1∗

∣
∣
H1
) = H1 ∩ ker(δp−1δp−1∗)

= H1 ∩ ker(δp−1∗) = ker(δp) ∩ ran(δp−1)⊥

∼= ker(δp)/ ran(δp−1)

sowie

ran(Dp
∣
∣
H1
) = ran(δp−1δp−1∗) = ran(δp−1),

also

H1/ ran(D
p
∣
∣
H1
) = ker(δp)/ ran(δp−1).

Somit ist Dp
∣
∣
H1

Fredholm und im Fall Hp(T,H) = 0 sogar invertierbar. Auf H2 gilt
in jedem Fall

ker(Dp
∣
∣
H2
) = ker(δp∗δp

∣
∣
H2
) = H2 ∩ ker(δp∗δp)

= H2 ∩ ker(δp) = 0.

Wenn also Hp(T,H) = 0 ist, dann ist Dp injektiv und hat wegen Dp∗ = Dp auch
dichtes Bild. Sei nun zusätzlich ran(δp) abgeschlossen. Wiederum mit Lemma 1.28
erhalten wir

ran(Dp
∣
∣
H2
) = ran(δp∗δp) = ran(δp∗) = H2,

also ist Dp
∣
∣
H2

invertierbar. Zusammen mit dem Resultat für H1 sehen wir, dass Dp

im Fall Hp(T,H) = 0 invertierbar und im Fall dim(Hp(T,H)) < ∞ Fredholm ist.
Damit sind (a)(i) und (b)(i) bewiesen.

Zum Nachweis von (a)(ii) bemerke man, dass mit Dp auch Dp
∣
∣
H1

invertierbar ist.

Inbesondere ist Dp
∣
∣
H1

= δp−1δp−1∗
∣
∣
H1

surjektiv, also gilt ker(δp) ⊂ ran(δp−1). Die
umgekehrte Inklusion ist klar.

Ebenso ist mit Dp auch Dp
∣
∣
H1

Fredholm, es gilt somit

dim(ker(δp)/ ran(δp−1δp−1∗)) = dim(H1/ ran(D
p
∣
∣
H1
)) <∞.

Wegen ran(δp−1δp−1∗) ⊂ ran(δp−1) folgt

dim(ker(δp)/ ran(δp−1)) <∞.

Das zeigt (b)(ii), womit das Lemma bewiesen ist.
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1 Vorbereitungen

Das folgende Lemma stellt einen Zusammenhang zwischen dem Koszul-Komplex
von T = (T1, . . . , Tn) und dem des adjungierten Tupels T ∗ = (T ∗

1 , . . . , T
∗
n) her.

Lemma 1.30. Sei T ∈ L(H)n ein vertauschendes Tupel von Operatoren. Wenn
K•(T,H) exakt an der Stelle Kp(T,H) ist und δpT abgeschlossenes Bild hat, dann
ist K•(T ∗, H) exakt an der Stelle n− p.
Beweis. Für alle k sei fk : Λk(s) → Λn−k(s) der eindeutig bestimmte lineare Iso-
morphismus mit

fk(si1 ∧ . . . ∧ sik) = sik+1
∧ . . . ∧ sin

für alle Teilmengen {i1, . . . , ik} ⊂ {1, . . . , n}, wobei ik+1, . . . , in so gewählt sind, dass
(i1, . . . , ik, ik+1, . . . , in) eine gerade Permutation von (1, . . . , n) ist. Die Abbildung fk

ist wohldefiniert, weil die beteiligten Formen invariant unter geraden Permutationen
der si sind. Ferner sei ck : Λk(s)→ Λk(s) definiert durch

∑

i1<...<ik

λi1...iksi1 ∧ . . . ∧ sik 7→
∑

i1<...<ik

λi1...iksi1 ∧ . . . ∧ sik .

Dann ist ck ein konjugiert linearer Isomorphismus. Für alle ω, η ∈ Λk(s) gilt

η ∧ cn−kfk(ω) = 〈η, ω〉s1 ∧ . . . ∧ sn.
In der Tat, sind ω und η Elemente der kanonischen Basis von Λk(s), so folgt das di-
rekt aus der Definition. Der allgemeine Fall ergibt sich dann aus Linearitätsgründen.
Für alle ω ∈ Λk(s) und η ∈ Λk−1(s) erhalten wir damit

η ∧ (cn−(k−1)fk−1(Ek−1
i

∗
ω)) = 〈η, Ek−1

i

∗
ω〉s1 ∧ . . . ∧ sn

= 〈Ek−1
i η, ω〉s1 ∧ . . . ∧ sn

= Ek−1
i η ∧ cn−kfk(ω)

= si ∧ η ∧ cn−kfk(ω)
= (−1)k−1η ∧ En−k

i cn−kfk(ω)

= (−1)k−1η ∧ cn−(k−1)En−k
i fk(ω),

also fk−1(Ek−1
i

∗
ω) = (−1)k−1En−k

i fk(ω). Sei

hk : Λk(s,H)→ Λn−k(s,H), hk = 1⊗ fk.
Dann ist hk ein linearer Isomorphismus und für alle x ∈ H und alle Multiindizes
I = {i1, . . . , ik} gilt

hk−1δk−1
T

∗
xsI = hk−1

(
n∑

i=1

T ∗
i xE

k−1
i

∗
sI

)

=

n∑

i=1

T ∗
i x(−1)k−1En−k

i (fk(sI))

= (−1)k−1δn−kT ∗ (hk(xsI)).
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1.3 Koszul-Komplex und mehrdimensionales Spektrum

Daraus folgt für alle k die Relation

hk−1δk−1
T

∗
= (−1)k−1δn−kT ∗ hk. (1.6)

Ist nun ker(δpT ) = ran(δp−1
T ) und ran(δpT ) abgeschlossen, so ist auch ran(δpT

∗
) abge-

schlossen und wir erhalten

ker(δp−1
T

∗
) = ran(δp−1

T )⊥ = ker(δpT )
⊥ = ran(δpT

∗
).

Sei x ∈ ker(δn−pT ∗ ). Nach Gleichung (1.6) mit k = p ist dann

(hp)−1x ∈ ker(δp−1
T

∗
) = ran(δpT

∗),

also existiert ein y ∈ Λp+1(s,H) mit (hp)−1x = δpT
∗y und somit x = hpδpT

∗y. Glei-
chung (1.6) mit k = p+ 1 liefert dann x = (−1)pδn−(p+1)

T ∗ hp+1y. Daraus folgt

ker(δn−pT ∗ ) ⊂ ran(δ
n−(p+1)
T ∗ ),

die andere Inklusion ist trivial.

Ähnlich wie für einen einzelnen Operator kann man wesentliche Normalität auch
für ein vertauschendes Tupel von Operatoren definieren.

Definition 1.31. Ein vertauschendes Tupel T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n heißt we-
sentlich normal, wenn T ∗

i Ti − TiT ∗
i ∈ K(H) ist für i = 1, . . . , n.

Bemerkung 1.32. Das Tupel T ist genau dann wesentlich normal, wenn die Rest-
klassen [T1], . . . , [Tn] ∈ C(H) = L(H)/K(H) in der Calkin-Algebra normal sind.
Wegen TiTj = TjTi folgt dann aus dem Satz von Putnam-Fuglede [Rud91, Theo-
rem 12.16], dass sogar [Ti]

∗[Tj ] = [Tj ][Ti]
∗ für i, j = 1, . . . , n gilt. Mithin ist die von

[1], [T1], . . . , [Tn] erzeugte C∗-Unteralgebra von C(H) kommutativ.

Im Fall eines wesentlich normalen Tupels gibt es ein besonders einfaches Kriterium
um zu entscheiden, ob das Tupel Fredholm ist.

Lemma 1.33. Ist T ∈ L(H)n ein wesentlich normales Operatortupel, so ist T genau
dann Fredholm, wenn der Operator

∑n
i=1 TiT

∗
i Fredholm ist.

Beweis. Ist A ∈ K(H) ein kompakter Operator und C ∈ L(Λp(s)) beliebig, so ist
der Operator A ⊗ C ∈ L(H ⊗ Λp(s)) wegen dim(Λp(s)) < ∞ ebenfalls kompakt.
Sind also A,B ∈ L(H) Operatoren mit [A] = [B] ∈ C(H) und ist C ∈ L(Λp(s))
beliebig, so gilt bereits

[A⊗ C] = [B ⊗ C] ∈ C(H ⊗ Λp(s)) = C(Kp(T,H)).
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1 Vorbereitungen

In der Calkin-Algebra C(Kp(T,H)) erhalten damit für alle p die Identität

[δp−1
T δp−1

T

∗
+ δpT

∗
δpT ] =

(
n∑

i=1

[Ti ⊗ Ep−1
i ]

)(
n∑

i=1

[T ∗
i ⊗Ep−1

i

∗
]

)

+

(
n∑

i=1

[T ∗
i ⊗Ep

i
∗]

)(
n∑

i=1

[Ti ⊗ Ep
i ]

)

=

n∑

i=1

n∑

j=1

[(Ti ⊗ Ep−1
i )(T ∗

j ⊗Ep−1
j

∗
)]

+
n∑

i=1

n∑

j=1

[(T ∗
j ⊗ Ep

j
∗)(Ti ⊗ Ep

i )]

=

n∑

i=1

n∑

j=1

([TiT
∗
j ⊗ Ep−1

i Ep−1
j

∗
] + [T ∗

j Ti ⊗ Ep
j
∗
Ep
i ])

=
n∑

i=1

n∑

j=1

[TiT
∗
j ⊗ (Ep−1

i Ep−1
j

∗
+ Ep

j
∗Ep

i )] ([TiT
∗
j ] = [T ∗

j Ti])

=

[
n∑

i=1

TiT
∗
i ⊗ 1

]

∈ C(H ⊗ Λp(s)),

wobei die letzte Gleichheit aus Lemma 1.27 folgt. Weil ein Operator genau dann
Fredholm ist, wenn seine Restklasse in der Calkin-Algebra invertierbar ist, folgt die
Behauptung aus Lemma 1.29 (b).
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2 Familien

2.1 Definition, Beispiele und erste Eigenschaften

Die folgende Definition einer Familie im Sinne von Agler [Agl85] ist der zentrale
Begriff dieser Arbeit.

Definition 2.1. Sei n ∈ N. Eine Familie ist eine Klasse F von n-Tupeln T ∈ L(H)n

mit folgenden Eigenschaften:

(F1) F ist beschränkt, das heißt, es gibt ein c > 0, sodass für alle T = (T1, . . . , Tn) ∈
F die Ungleichung ||Ti|| < c für i = 1, . . . , n gilt.

(F2) F ist stabil unter Einschränkung auf invariante Teilräume, das heißt, für T =
(T1, . . . , Tn) ∈ F und jeden abgeschlossenen Untervektorraum M ⊂ H mit
TiM ⊂M für i = 1, . . . , n ist auch T

∣
∣
M

= (T1
∣
∣
M
, . . . , Tn

∣
∣
M
) ∈ F .

(F3) F ist stabil unter beliebigen direkten Summen, das heißt, für eine Familie
(T (λ))λ∈Λ von Tupeln T (λ) = (T

(λ)
1 , . . . , T

(λ)
n ) ∈ L(Hλ)

n in F ist auch

⊕

λ∈Λ

T (λ) =
(⊕

λ∈Λ

T
(λ)
1 , . . . ,

⊕

λ∈Λ

T (λ)
n

)

∈ L
(⊕

λ∈Λ

Hλ

)n

ein Tupel in F .

(F4) F ist stabil unter unitalen ∗-Homomorphismen, das heißt, für einen ∗-Homo-
morphismus π : L(H)→ L(K) mit π(1) = 1 und ein Tupel T = (T1, . . . , Tn) ∈
F ist auch π(T ) = (π(T1), . . . , π(Tn)) ∈ F .

Bevor wir zu Beispielen für Familien kommen, verallgemeinern wir zunächst die
Begriffe Kontraktion, Isometrie und unitärer Operator auf n-Tupel von Operatoren.
Zum Teil gibt es dafür mehrere Möglichkeiten.

Definition 2.2. Sei T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n ein Tupel von Operatoren.

(a) T heißt sphärische Isometrie, wenn
∑n

i=1 ||Tix||2 = ||x||2 für alle x ∈ H gilt.

(b) T heißt sphärische Kontraktion, wenn
∑n

i=1 ||Tix||2 ≤ ||x||2 für alle x ∈ H gilt.

(c) T heißt sphärisch unitär, wenn T eine sphärische Isometrie ist und alle Ti
normale Operatoren sind.
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2 Familien

(d) T heißt Zeilenkontraktion, wenn ||∑n
i=1 Tixi||2 ≤

∑n
i=1 ||xi||2 für alle Elemente

x1, . . . , xn ∈ H gilt.

Die Charakterisierungen sphärischer Kontraktionen und sphärischer Isometrien
im folgenden Lemma folgen unmittelbar aus der Definition.

Lemma 2.3. Sei T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n ein Tupel von Operatoren.

(a) Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(i) T ist eine sphärische Kontraktion.

(ii)
∑n

i=1 T
∗
i Ti ≤ 1.

(iii) Der Operator T (1) : H → Hn, x 7→ (Tix)
n
i=1 ist eine Kontraktion.

(iv) Der Operator T (1)∗ : Hn → H, (xi)
n
i=1 7→

∑n
i=1 T

∗
i xi ist eine Kontraktion.

(v) T ∗ = (T ∗
1 , . . . , T

∗
n) ist eine Zeilenkontraktion.

(b) Ebenfalls äquivalent sind:

(i) T ist eine sphärische Isometrie.

(ii)
∑n

i=1 T
∗
i Ti = 1.

(iii) Der Operator T (1) : H → Hn, x 7→ (Tix)
n
i=1 ist eine Isometrie.

Das folgende Lemma enthält nun Beispiele für Familien.

Lemma 2.4. Die folgenden Klassen sind Familien im Fall n = 1:

(a) Die Klasse aller Kontraktionen.

(b) Die Klasse aller Isometrien.

(c) Die Klasse aller selbstadjungierten Kontraktionen.

(d) Die Klasse aller subnormalen Kontraktionen.

Im Fall n ≥ 1 sind Familien:

(e) Die Klasse Fsc aller kommutierenden sphärischen Kontraktionen.

(f) Die Klasse Fsi aller kommutierenden sphärischen Isometrien.

(g) Die Klasse Fcc aller n-Tupel aus kommutierenden Kontraktionen.

(h) Die Klasse aller n-Tupel aus kommutierenden Isometrien.
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2.1 Definition, Beispiele und erste Eigenschaften

Beweis. Es ist klar, dass die Teile (a) und (b) Spezialfälle der Teile (e) und (f) sind.
Die Eigenschaften (F1) und (F2) sind in allen Fällen trivial.

Zum Nachweis von (F3) für (c) und (d) beachte man, dass die Adjunktion mit
direkten Summen vertauscht, also sind direkte Summen von selbstadjungierten Ope-
ratoren wieder selbstadjungiert und direkte Summen normaler Operatoren wieder
normal. Das entsprechende Resultat für subnormale Operatoren folgt unmittelbar.
Für (e)-(h) rechnet man (F3) direkt nach.

Weiterhin bemerke man, dass unitale ∗-Homomorphismen positive Operatoren auf
positive Operatoren abbilden und deshalb die Ordnung ≤ erhalten. Insbesondere
werden Isometrien auf Isometrien und Kontraktionen auf Kontraktionen abgebildet,
denn ein Operator ist genau dann isometrisch, wenn T ∗T = 1 gilt, und genau dann
eine Kontraktion, wenn T ∗T ≤ 1 ist. Das erledigt zugleich (F4) für die Teile (g)
und (h). Die Charakterisierungen in Lemma 2.3 liefern die vierte Eigenschaft für (e)
und (f). Für Teil (c) ist sie trivial. Der einzige nichttriviale Teil ist, dass subnormale
Kontraktionen stabil unter unitalen ∗-Homomorphismen sind, das folgt aber direkt
aus Korollar 1.23.

Seien H,K Hilberträume und P die Orthogonalprojektion von H⊕K auf H . Für
einen Operator T ∈ L(H ⊕K) schreiben wir

T =

(
A B
C D

)

∈ L(H ⊕K),

wobei A = PT
∣
∣
H
∈ L(H), B = PT

∣
∣
K
∈ L(K,H), C = (1− P )T

∣
∣
H
∈ L(H,K) und

D = (1− P )T
∣
∣
K
∈ L(K) sei. Für

(
x
y

)

∈ H ⊕K ist dann

T

(
x
y

)

=

(
Ax+By
Cx+Dy

)

∈ H ⊕K.

Insbesondere ist T genau dann eine Fortsetzung von A, wenn C = 0 ist. Der adjun-
gierte Operator zu T ist gegeben durch

T ∗ =

(
A∗ C∗

B∗ D∗

)

∈ L(H ⊕K).

Sind

T1 =

(
A1 B1

C1 D1

)

, T2 =

(
A2 B2

C2 D2

)

∈ L(H ⊕K),

so wird T1T2 durch das übliche Matrizenprodukt dargestellt, also

T1T2 =

(
A1A2 +B1C2 A1B2 +B1D2

C1A2 +D1C2 C1B2 +D1D2

)

∈ L(H ⊕K).

41



2 Familien

Wir betrachten nun wieder Tupel von Operatoren. Sind T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n

und R = (R1, . . . , Rn) ∈ L(H⊕K)n zwei Operatortupel, so heißt R Fortsetzung von
T , wenn Ri eine Fortsetzung von Ti für alle i ist. In diesem Fall heißt dim(K) der
Rang der Fortsetzung. Wir nennen R eine triviale Fortsetzung von T , wenn es ein
Operatortupel A ∈ L(K)n mit R = T ⊕ A gibt. Offensichtlich ist das genau dann
der Fall, wenn alle Ri die Form

Ri =

(
Ti 0
0 Ai

)

∈ L(H ⊕K)

haben.

Definition 2.5. Sei F eine Familie. Ein Operatortupel T ∈ F heißt extremal in
F , wenn jede Fortsetzung R von T in F trivial ist. Mit ext(F) bezeichnen wir die
Klasse aller extremalen T ∈ F .

Im Folgenden schreiben wir R ≥ T , falls R eine Fortsetzung von T ist. Wir
betrachten zunächst eine einfache, aber nützliche Charakterisierung trivialer Fort-
setzungen.

Lemma 2.6. Sei T ∈ L(H)n und R ∈ L(H⊕K)n mit R ≥ T . Dann sind äquivalent:

(i) R ist eine triviale Fortsetzung von T .

(ii) Es gilt PRi = RiP für i = 1, . . . , n, wobei P die Orthogonalprojektion von
H ⊕K auf H bezeichne.

(iii) Es gilt R∗
iH ⊂ H für i = 1, . . . , n.

Beweis. Für i = 1, . . . , n hat Ri eine Darstellung

Ri =

(
Ti Ai
0 Bi

)

∈ L(H ⊕K).

(i) ⇔ (ii): Für

(
x
y

)

∈ H ⊕K und i = 1, . . . , n gilt

(PRi − RiP )

(
x
y

)

= Tix+ Aiy − Tix = Aiy.

Somit ist PRi = RiP für i = 1, . . . , n genau dann, wenn Ai = 0 für i = 1, . . . , n gilt,
das heißt genau dann, wenn R eine triviale Fortsetzung von T ist.

(i) ⇔ (iii): Für i = 1, . . . , n ist

R∗
i =

(
T ∗
i 0
A∗
i B∗

i

)

∈ L(H ⊕K),

also gilt R∗
iH ⊂ H für i = 1, . . . , n genau dann, wenn Ai = 0 für i = 1, . . . , n

gilt.
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2.1 Definition, Beispiele und erste Eigenschaften

Beispiel. Ist F die Familie der subnormalen Kontraktionen, so besteht ext(F) ge-
nau aus den normalen Kontraktionen.

Beweis. Sei S ∈ F nicht normal und N die minimale normale Fortsetzung von S.
Dann ist N eine nichttriviale Fortsetzung von S und nach Korollar 1.15 ebenfalls
eine Kontraktion, also ist N ein Operator in F . Somit ist S nicht extremal in F .

Ist umgekehrt T ∈ F ∩ L(H) normal und S ∈ F eine Fortsetzung von T , so sei
N die minimale normale Fortsetzung von S. Für x ∈ H gilt dann

||Tx|| = ||T ∗x|| = ||PHN∗x|| ≤ ||N∗x|| = ||Nx|| = ||Tx||,

also ||PHN∗x|| = ||N∗x|| und somit N∗x ∈ H . Deshalb ist N eine triviale Fortset-
zung von T , also auch S. Mithin ist T extremal in F .

Insbesondere besitzt also jeder Operator dieser Familie eine Fortsetzung zu einem
extremalen Operator. Wir werden im nächsten Abschnitt sehen, dass das allgemein
für Familien gilt. Für das folgende Beispiel ist das trivial.

Beispiel. Ist F die Familie der selbstadjungierten Kontraktionen, so gilt ext(F) =
F . Ist nämlich T ∈ L(H) selbstadjungiert und S eine selbstadjungierte Fortsetzung
von T , so gilt offensichtlich

S∗(H) = S(H) = T (H) ⊂ H,

also ist S eine triviale Fortsetzung von T .

Im folgenden Lemma sind einige Aussagen über die Extremalen einer Familie
zusammengestellt.

Lemma 2.7. Seien F und G Familien.

(a) Sei U ∈ ext(F) und V ∈ F . Ist R ∈ F mit R ≥ U ⊕ V , dann gibt es ein
R′ ∈ F mit R′ ≥ V und R = U ⊕R′.

(b) Beliebige direkte Summen von Extremalen sind extremal.

(c) Ist F ⊂ G, so ist ext(G) ∩ F ⊂ ext(F).

(d) Sind U, V ∈ F mit U ⊕ V ∈ ext(F), so sind schon U, V ∈ ext(F).
Beweis. (a) Seien U ∈ L(H1)

n, V ∈ L(H2)
n und R ∈ L(H1 ⊕ H2 ⊕ H3)

n mit R ≥
U ⊕ V . Nach Voraussetzung gilt R ≥ U ⊕ V ≥ U . Weil U extremal ist, gibt es ein
R′ ∈ L(H2 ⊕ H3)

n ∩ F mit R = U ⊕ R′. Weil R auch eine Fortsetzung von V ist,
gilt für x ∈ H2 und i = 1, . . . , n ferner

R′
i

(
x
0

)

= Ri





0
x
0



 = Vix.
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2 Familien

Somit ist auch R′ ≥ V .
(b) Sei (T (λ))λ∈Λ mit Λ 6= ∅ eine Familie von n-Tupeln in ext(F), etwa T (λ) ∈
L(Hλ)

n. Nach Definition ist
⊕

λ∈Λ T
(λ) ∈ F . Sei

A =
{

I ⊂ Λ :
⊕

λ∈I

T (λ) ∈ ext(F)
}

.

A ist durch Inklusion partiell geordnet und enthält alle einelementigen Teilmengen
von Λ, ist also insbesondere nicht leer. Sei I eine Kette in A und I0 =

⋃

I∈I I. Wir
zeigen I0 ∈ A. Sei also R ∈ L(H)n ∩ F mit R ≥ ⊕λ∈I0

T (λ). Für I ∈ I bezeichne
PI die Orthogonalprojektion von H auf

⊕

λ∈I Hλ. Weil R eine triviale Fortsetzung
von allen

⊕

λ∈I T
(λ) ist, gilt nach Lemma 2.6 dann

PIRj = RjPI

für alle I ∈ I und j = 1, . . . , n. Das Netz (PI)I∈I konvergiert in der starken Ope-
ratortopologie gegen P , die Orthogonalprojektion von H auf

⊕

λ∈I0
Hλ. Weil die

Komposition getrennt stetig in der starken Operatortopologie ist, folgt

PRj = RjP

für j = 1, . . . , n, sodass R nach Lemma 2.6 eine triviale Fortsetzung von
⊕

λ∈I0
T (λ)

ist. Mithin ist I0 ∈ A. Nach dem Lemma von Zorn hat A ein maximales Element
Λ0. Angenommen, es ist Λ0 ( Λ, etwa λ1 ∈ Λ \ Λ0. Sei Λ1 = Λ0 ∪ {λ1}. Wir zeigen
Λ1 ∈ A, was ein Widerspruch zur Maximalität von Λ0 in A ist und den Beweis von
(b) vervollständigt. Sei also R ∈ F mit

R ≥
⊕

λ∈Λ1

T (λ) =
(⊕

λ∈Λ0

T (λ)
)

⊕ T (λ1).

Nach (a) gibt es dann ein R′ ∈ F mit R′ ≥ T (λ1) und

R =
(⊕

λ∈Λ0

T (λ)
)

⊕ R′.

Wegen T (λ1) ∈ extF existiert ein R′′ ∈ F mit R′ = T (λ1) ⊕R′′, also

R =
(⊕

λ∈Λ0

T (λ)
)

⊕ T (λ1) ⊕ R′′.

Somit ist Λ1 ∈ A.
(c) ist trivial.
(d) Angenommen, V ist nicht extremal in F . Dann gibt es eine nichttriviale Fort-

setzung R von V in F der Form

Ri =

(
Vi Ai
0 Bi

)
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2.2 Der Satz von Agler

für i = 1, . . . , n, wobei nicht alle Ai null sind. Dann ist aber U ⊕R eine Fortsetzung
von U ⊕ V in F mit

Ui ⊕ Ri =





Ui 0 0
0 Vi Ai
0 0 Bi



 .

Weil nicht alle Ai null sind, ist U ⊕R eine nichttriviale Fortsetzung von U ⊕ V , ein
Widerspruch zu U ⊕ V ∈ ext(F).

2.2 Der Satz von Agler

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Agler, der unsere zentrale Moti-
vation für die Bestimmung der Extremalen einer Familie ist. Er besagt, dass jedes
Operatortupel T in einer Familie F eine Fortsetzung zu einem extremalen Tupel in
F besitzt.

Definition 2.8. Für eine Teilmenge S ⊂ L(H) sei

S∗ = {T ∗ : T ∈ S}.

S heißt selbstadjungiert, falls S = S∗ ist. Ein selbstadjungierter Unterraum von
L(H), der 1 enthält, heißt Operatorsystem.

Sei H̃ ein Hilbertraum, S ⊂ L(H̃) ein Operatorsystem und N ∈ N. Mit MN (S)
bezeichnen wir die Menge aller N × N -Matrizen mit Koeffizienten in S. Jedes Ele-
ment A ∈MN (S) kann in natürlicher Weise mit einem Operator auf H̃N identifiziert
werden. Wir nennen A positiv, falls der entsprechende Operator ein positiver Ope-
rator auf H̃N ist. Ist Φ : S → L(H) eine lineare Abbildung, so erhalten wir für alle
N ∈ N lineare Abbildungen

ΦN :MN (S)→ MN(L(H)), (aij)
N
i,j=1 7→ (Φ(aij))

N
i,j=1.

Definition 2.9. Sei S ⊂ L(H̃) ein Operatorsystem und Φ : S → L(H) eine lineare
Abbildung. Φ heißt positiv, falls Φ positive Elemente von S auf positive Operatoren
in L(H) abbildet. Φ heißt N -positiv, falls ΦN positiv ist. Wir nennen Φ vollständig
positiv, falls alle ΦN positiv sind.

Vollständig positive Abbildungen besitzen einige bemerkenswerte Eigenschaften.
Ein Beispiel ist der folgende Fortsetzungssatz von Arveson:

Satz 2.10. Sei S ⊂ L(H̃) ein Operatorsystem und Φ : S → L(H) eine vollständig
positive Abbildung. Dann gibt es eine vollständig positive Abbildung Ψ : L(H̃) →
L(H), die Φ fortsetzt.
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2 Familien

Beweis. Siehe [Pau86, Theorem 6.5].

In der Sprache der Kategorientheorie besagt der Fortsetzungssatz von Arveson
gerade, dass L(H) ein injektives Objekt in der Kategorie der Operatorsysteme mit
vollständig positiven Abbildungen als Morphismen ist.

Man überlegt sich leicht, dass unitale ∗-Homomorphismen vollständig positiv sind.
Ebenso kann man zeigen, dass für einen Operator V ∈ L(H, H̃) die Abbildung

L(H̃)→ L(H), T 7→ V ∗TV

vollständig positiv ist. Der folgende Dilatationssatz von Stinespring besagt, dass
jede vollständig positive Abbildung von L(H̃) nach L(H) aus diesen beiden Teilen
aufgebaut ist.

Satz 2.11. Sei Φ : L(H̃)→ L(H) eine vollständig positive Abbildung. Dann gibt es
einen Hilbertraum K, einen unitalen ∗-Homomorphismus π : L(H̃) → L(K) sowie
einen stetigen linearen Operator V ∈ L(H,K) mit ||Φ(1)|| = ||V ||2 und

Φ(T ) = V ∗π(T )V für alle T ∈ L(H̃).

Beweis. Siehe [Pau86, Theorem 4.1].

Ist Φ sogar unital, so ist V eine Isometrie und wir können H als Unterraum von
K auffassen. Mit dieser Identifikation ist V ∗ die Orthogonalprojektion PH von K
auf H . Es gilt also

Φ(T ) = PHπ(T )
∣
∣
H

für alle T ∈ L(H̃).

Sei nun (T (λ))λ∈Λ eine Familie von Operatortupeln einer Familie F , die total
geordnet ist, das heißt, für alle λ1, λ2 ∈ Λ ist T (λ1) eine Fortsetzung von T (λ2) oder
umgekehrt. Sei etwa T (λ) ∈ L(Hλ)

n für λ ∈ Λ. Ferner gebe es einen Hilbertraum K
mit Hλ ⊂ K für alle λ ∈ Λ. Sei H =

⋃

λ∈ΛHλ ⊂ K. Weil die T (λ) total geordnet
und gleichmäßig beschränkt sind, gibt es ein eindeutig bestimmtes Operatortupel
T ∈ L(H)n mit Ti

∣
∣
Hλ

= T
(λ)
i für alle λ ∈ Λ und i = 1, . . . , n. Wir schreiben

T =
∨

λ∈Λ T
(λ). Für die meisten Beispiele von Familien, die wir bisher kennengelernt

haben (siehe Lemma 2.4), ist unmittelbar klar, dass T wieder ein Element von F
ist. Das gilt auch allgemein.

Lemma 2.12. Ist (T (λ))λ∈Λ eine total geordnete Familie von Operatortupeln einer
Familie F wie oben, so ist auch T =

∨

λ∈Λ T
(λ) ∈ F .

Beweis. Die Beweisstrategie ähnelt der in [DMW99, Theorem 1.1., (i)]. Sei

H̃ =
⊕

λ∈Λ

Hλ und T̃ =
⊕

λ∈Λ

T (λ) ∈ L(H̃)n.
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Nach Definition 2.1 ist dann T̃ ∈ F . Für ein Tupel A = (A1, . . . , An) ∈ L(E)n auf
einem Hilbertraum E, a ∈ C und b, c, d ∈ Cn sei

(a, b, c, d)(A) = a1 +

n∑

ν=1

bνAν +

n∑

ν=1

cνA
∗
ν +

n∑

ν=1

dνA
∗
νAν .

Mit dieser Notation ist die Menge

S =
{

(a, b, c, d)(T̃ ) : (a, b, c, d) ∈ C× (Cn)3
}

⊂ L(H̃)

ein Operatorsystem. Sei N ∈ N und a(ij) ∈ C sowie b(ij), c(ij), d(ij) ∈ Cn für i, j =
1, . . . , N . Sei ferner λ ∈ Λ und (hi)

N
i=1 ∈ HN

λ . Wir definieren (h̃i)
N
i=1 ∈ H̃N durch

h̃i = (h
(µ)
i )µ∈Λ mit

h
(µ)
i =

{

hi, falls µ = λ,

0, sonst.

Dann gilt die Gleichung
〈(

(a(ij), b(ij), c(ij), d(ij))(T̃ )
)N

i,j=1
(h̃i)

N
i , (h̃i)

N
i

〉

H̃N

=

N∑

i=1

N∑

j=1

(

〈a(ij)h̃j , h̃i〉H̃ +

n∑

ν=1

〈b(ij)ν T̃νh̃j , h̃i〉H̃

+

n∑

ν=1

〈c(ij)ν h̃j, T̃νh̃i〉H̃ +

n∑

ν=1

〈d(ij)ν T̃νh̃j , T̃νh̃i〉H̃

)

=
N∑

i=1

N∑

j=1

(

〈a(ij)hj , hi〉H +
n∑

ν=1

〈b(ij)ν Tνhj , hi〉H

+

n∑

ν=1

〈c(ij)ν hj, Tνhi〉H +

n∑

ν=1

〈d(ij)ν Tνhj , Tνhi〉H
)

=
〈(

(a(ij), b(ij), c(ij), d(ij))(T )
)N

i,j=1
(hi)

N
i , (hi)

N
i

〉

HN
.

Ist also
(

(a(ij), b(ij), c(ij), d(ij))(T̃ )
)N

i,j=1
∈MN (S) eine positive Matrix, so ist

〈(
(a(ij), b(ij), c(ij), d(ij))(T )

)N

i,j=1
(hi)

N
i , (hi)

N
i

〉

HN
≥ 0

für alle (hi)
N
i=1 ∈

(⋃

λ∈ΛHλ

)N
. Weil diese Menge dicht in HN liegt, folgt, dass die

lineare Abbildung

Φ : S → L(H), (a, b, c, d)(T̃ ) 7→ (a, b, c, d)(T )
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wohldefiniert und vollständig positiv ist. Nach dem Fortsetzungssatz 2.10 von Arve-
son besitzt Φ eine Fortsetzung zu einer vollständig positiven Abbildung auf L(H̃),
diese heiße wieder Φ. Nach dem Dilatationssatz 2.11 von Stinespring und der an-
schließenden Bemerkung gibt es einen Hilbertraum K ⊃ H und einen unitalen
∗-Homomorphismus π : L(H̃)→ L(K) mit

Φ(S) = PHπ(S)
∣
∣
H

für alle S ∈ L(H̃),

wobei PH die Orthogonalprojektion von K auf H ist. Für k = 1, . . . , n gilt insbe-
sondere

PHπ(T̃k)
∗π(T̃k)

∣
∣
H
= PHπ(T̃k

∗
T̃k)
∣
∣
H
= Φ(T̃k

∗
T̃k) = T ∗

kTk

= Φ(T̃k
∗
)Φ(T̃k) = PHπ(T̃k)

∗PHπ(T̃k)
∣
∣
H
.

Ist also

π(T̃k) =

(
A B
C D

)

∈ L(H ⊕ (K ⊖H)),

so ist

A∗A = PHπ(T̃k)
∗PHπ(T̃k)

∣
∣
H
= PHπ(T̃k)

∗π(T̃k)
∣
∣
H
= A∗A+ C∗C,

also C = 0. Somit gilt π(T̃k)(H) ⊂ H und deshalb

Tk = Φ(T̃k) = PHπ(T̃k)
∣
∣
H
= π(T̃k)

∣
∣
H

für k = 1, . . . , n. Weil F nach Definition stabil unter unitalen ∗-Homomorphismen
und unter Einschränkung auf invariante Teilräume ist, folgt T ∈ F .

Die folgende Definition orientiert sich an [Arv03].

Definition 2.13. Sei T ∈ F ∩ L(H)n und A ⊂ H . T heißt extremal auf A, wenn
für jede Fortsetzung R von T in F gilt:

R∗
i x = T ∗

i x für alle x ∈ A, i = 1, . . . , n.

Einige unmittelbare Folgerungen aus der Definition sind im folgenden Lemma
zusammengefasst. Der erste Teil legt nahe, dass wir mit dem neuen Begriff messen
können, wie weit ein Operatortupel davon entfernt ist, extremal zu sein.

Lemma 2.14. Sei T ∈ F ∩ L(H)n und A ⊂ H.

(a) T ist genau dann extremal, wenn T extremal auf H ist.

(b) Ist T extremal auf A, so ist auch jede Fortsetzung von T in F extremal auf A.
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2.2 Der Satz von Agler

(c) Ist T extremal auf einer dichten Teilmenge von A, so ist T extremal auf A.

Beweis. (a) Sei T extremal und R eine Fortsetzung von T in F . Dann ist R = T⊕R′

für ein Operatortupel R′. Für alle x ∈ H und i = 1, . . . , n gilt daher

R∗
ix = (T ∗

i ⊕ R′∗
i )x = T ∗

i x,

also ist T extremal auf H .
Sei umgekehrt T extremal auf H und R eine Fortsetzung von T in F . Für alle

x ∈ H und i = 1, . . . , n gilt dann

R∗
i x = T ∗

i x ∈ H,

also R∗
i (H) ⊂ H . Somit ist R eine triviale Fortsetzung von T .

(b) Sei S ≥ T eine Fortsetzung von T in F und R ≥ S eine Fortsetzung von S in
F . Dann ist R auch eine Fortsetzung von T . Weil T extremal auf A ist, gilt für alle
x ∈ A und i = 1, . . . , n die Gleichung

R∗
ix = T ∗

i x = S∗
i x.

Somit ist auch S extremal auf A.
(c) ist klar, weil die beteiligten Operatoren stetig sind.

Bekanntlich haben je zwei Orthonormalbasen eines Hilbertraumes die gleiche Kar-
dinalität. Das folgende Lemma ist eine leichte Verallgemeinerung dieser Tatsache.

Lemma 2.15. Sei B eine Orthonormalbasis eines Hilbertraumes H und C ⊂ H
eine Menge, deren lineare Hülle dicht in H liegt. Dann ist |B| ≤ |C|.
Beweis. Ist |C| < ∞, so ist H endlichdimensional und die Behauptung ist eine
elementare Aussage aus der linearen Algebra. Sei also C eine unendliche Menge.
Für x ∈ C definieren wir

Bx = {y ∈ B : 〈x, y〉 6= 0}.

Nach der Besselschen Ungleichung ist |Bx| ≤ |N| für alle x ∈ C. Die Voraussetzung
impliziert C⊥ = 0 und somit

⋃

x∈C

Bx = B.

Weil C eine unendliche Menge ist, folgt |B| ≤ |N× C| = |C|.
Seien X, Y zwei Mengen, wobei X ein ausgezeichnetes Element 0 habe. Mit X(Y )

bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen von Y nach X, die alle bis auf endlich
viele Elemente von Y auf 0 ∈ X abbilden. In dieser Notation sei d = N

(N0)
0 . Mit dem

folgenden Lemma können wir später die Größe der Hilberträume kontrollieren, auf
denen Fortsetzungen eines Operatortupels T ∈ F leben.
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2 Familien

Lemma 2.16. Seien U ⊂ l2(I) ein abgeschlossener Untervektorraum sowie T ∈
F ∩ L(U)n, x ∈ U und i ∈ {1, . . . , n}. Dann gilt

sup{||S∗
i x|| : S ≥ T, S ∈ F ∩ L(V )n, V ⊂ l2(I × d)} = sup{||S∗

i x|| : S ≥ T, S ∈ F}.

Beweis. Die Ungleichung ≤ ist trivial. Umgekehrt sei S ≥ T, S ∈ F , etwa S ∈
L(K)n. Wir definieren

Φ : d→ L(K), (an)
∞
n=0 7→ Sa01 S

∗
1
a1Sa22 . . . Sa2n−2

n S∗
n
a2n−1Sa2n1 . . .

Das Bild von Φ besteht aus allen endlichen Produkten der Si und S∗
i . Sei

K+ =
∨

V ∈ranΦ

V (U) ⊂ K.

Dann ist K+ ein abgeschlossener Untervektorraum von K, der U enthält und S
reduziert. Sei S+ = S

∣
∣
K+ ∈ F und B1 eine Orthonormalbasis von U . Die lineare

Hülle der Menge

{Φ(a)b : a ∈ d, b ∈ B1}

liegt dann dicht in K+. Sei P die Orthogonalprojektion von K+ auf K+ ⊖ U . Es
folgt, dass die lineare Hülle von

{PΦ(a)b : a ∈ d \ {0}, b ∈ B1}

dicht in K+ ⊖ U liegt. Ist also B2 eine Orthonormalbasis von K+ ⊖ U , so gilt für
die Kardinalität von B2 nach Lemma 2.15 die Ungleichung

|B2| ≤ |B1 × d \ {0}| ≤ |I × d \ {0}|.

Es gibt also eine Injektion B2 →֒ I×(d\{0}) und deshalb eine Isometrie K+⊖U →֒
l2(I × (d \ {0})). Zusammen mit der Inklusion U ⊂ l2(I) = l2(I × {0}) erhalten
wir eine unitäre Abbildung ψ : K+ → V = ranψ ⊂ l2(I × d) mit ψ(y) = y für
y ∈ U . Das Operatortupel ψS+ψ∗ = (ψS+

1 ψ
∗, . . . , ψS+

n ψ
∗) ∈ L(V )n ist dann eine

Fortsetzung von T in F und es gilt

||S∗
i x|| = ||S+

i

∗
x|| = ||ψS+

i

∗
x|| = ||ψS+

i

∗
ψ∗x|| = ||(ψS+

i ψ
∗)∗x||.

Das zeigt die umgekehrte Ungleichung.

Mit Bezeichnungen wie oben sei e = (d(N))n. Das folgende Lemma erlaubt es,
zu einem Operatortupel eine Fortsetzung zu konstruieren, die extremal auf einer
vorgegebenen Einpunktmenge ist.
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2.2 Der Satz von Agler

Lemma 2.17. Sei T ∈ F ∩ L(U)n mit U ⊂ l2(I) und x ∈ U beliebig. Dann gibt es
eine Fortsetzung R ∈ F∩L(V )n von T , die extremal auf {x} ist, wobei V ⊂ l2(I×e)
ist.

Beweis. Sei i ∈ {1, . . . , n} beliebig. Für alle S ∈ F gilt

||S∗
i x|| ≤ ||S∗

i || ||x|| = ||Si|| ||x|| ≤ c||x||,

wobei c die Konstante aus Definition 2.1 ist. Wir konstruieren nun induktiv eine
Folge

T = T (0) ≤ T (1) ≤ T (2) ≤ . . .

mit

T (k) ∈ F ∩ L(Vk)n, Vk ⊂ l2(I × dk)

und

||T (k)
1

∗
x|| ≥ sup{||S∗

1x|| : S ≥ T (k−1), S ∈ F ∩ L(Vk)n, Vk ⊂ l2(I × dk)} − 1

k

für k ≥ 1. Das ist möglich, weil alle Suprema endlich sind. Hierbei nehmen wir die
Identifikation l2(I × dk−1) = l2(I × dk−1 × {0}) ⊂ l2(I × dk) vor. Nach Lemma 2.16
ist dann auch

||T (k)
1

∗
x|| ≥ sup{||S∗

1x|| : S ≥ T (k−1), S ∈ F} − 1

k
.

Es ist Vk ⊂ l2(I × dk) ⊂ l2(I × d(N)) für alle k ∈ N. Sei V∞,1 =
⋃

k∈N Vk und
T (∞,1) =

∨∞
k=1 T

(k) ∈ L(V∞,1)
n. Nach Lemma 2.12 ist T (∞,1) ∈ F . Sei S ∈ F∩L(K)n

eine Fortsetzung von T (∞,1) und Pk die Orthogonalprojektion von V∞,1 auf Vk. Dann
ist S ≥ Tk für alle k ∈ N, also gilt

||T (∞,1)
1

∗
x|| ≥ ||PkT (∞,1)

1

∗
x|| = ||T (k)

1

∗
x|| ≥ ||S∗

1x|| −
1

k
,

und somit ||T (∞,1)
1

∗
x|| ≥ ||S∗

1x||. Bezeichnet P die Orthogonalprojektion von K auf
V∞,1, so folgt

||S∗
1x− T (∞,1)

1

∗
x||2 = ||S∗

1x− PS∗
1x||2 = ||S∗

1x||2 − ||T (∞,1)
1

∗
x||2 ≤ 0.

Mithin ist S∗
1x = T

(∞,1)
1

∗
x.

Indem wir ebenso mit T (∞,1) verfahren und dabei die zweite Komponente be-
trachten, erhalten wir eine Fortsetzung T (∞,2) ∈ F ∩ L(V∞,2)

n von T (∞,1) mit
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V∞,2 ⊂ l2(I × (d(N))2), sodass für jede Fortsetzung S von T (∞,2) in F die Glei-

chung S∗
2x = T

(∞,2)
2

∗
x gilt. Weil sowohl T (∞,2) als auch S Fortsetzungen von T (∞,1)

sind, gilt nach dem bereits Bewiesenen auch S∗
1x = T

(∞,1)
1

∗
x = T

(∞,2)
1

∗
x. Indem wir

so fortfahren, erhalten wir schließlich eine Fortsetzung T (∞,n) ∈ F ∩ L(V∞,n) mit
V = V∞,n ⊂ l2(I × (d(N))n), sodass für jede Fortsetzung S von T (∞,n) in F gilt:

S∗
i x = T

(∞,n)
i

∗
x für i = 1, . . . , n.

R = T (∞,n) ist also eine Fortsetzung von T , die extremal auf {x} ist.

Nach diesen Vorbereitungen können wir endlich den Fortsetzungssatz von Agler
beweisen.

Satz 2.18. Sei T ∈ F . Dann gibt es eine extremale Fortsetzung von T in F .

Beweis. Weil T unitär äquivalent zu einem Operatortupel auf l2(I) für eine geeignete
Menge I ist, können wir annehmen, dass T ∈ L(l2(I))n gilt. Ist nämlich ψ : H →
l2(I) die unitäre Abbildung, so erhalten wir eine 1:1-Korrespondenz

{S ≥ T, S ∈ F} ←→ {R ≥ ψTψ∗, R ∈ F}

vermöge

L(H ⊕K) ∋ S 7→ (ψ ⊕ 1)S(ψ∗ ⊕ 1) ∈ L(l2(I)⊕K).

Diese Korrespondenz erhält triviale Fortsetzungen und deshalb auch extremale Fort-
setzungen. Sei also T ein Operatortupel auf H0 = l2(I). Wir zeigen zunächst, dass
es einen Hilbertraum H1 ⊃ H0 und ein Operatortupel T (1) ∈ F ∩ L(H1)

n gibt, das
T fortsetzt und extremal auf H0 ist. Sei dazu

A =
{
(A, T (A)) :A ⊂ H0, T

(A) ∈ F ∩ L(VA)n, VA ⊂ l2(I × e(A)),
T (A) ist extremal auf A, T (A) ≥ T

}
.

Wegen (∅, T ) ∈ A ist A 6= ∅. A ist durch die Relation

(A, T (A)) � (B, T (B))⇔ A ⊂ B und T (A) ≤ T (B)

partiell geordnet. Sei nun ((Aj , T
(Aj)))j∈J eine Kette in A, etwa T (Aj) ∈ L(Vj)n mit

Vj ⊂ l2(I × e(Aj)). Sei A =
⋃

j∈J Aj ⊂ H0. Dann ist Vj ⊂ l2(I × e(A)) für alle j ∈ J .
Sei

VA =
⋃

j∈J

Vj ⊂ l2(I × e(A))
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und T (A) =
∨

j∈J T
(Aj) ∈ L(VA)n das eindeutig bestimmte Operatortupel, das auf

Vj mit T (Aj) übereinstimmt für alle j ∈ J . Nach Lemma 2.12 ist T (A) ∈ F . Weil
T (A) eine Fortsetzung von allen T (Aj) ist, ist T (A) nach Lemma 2.14 extremal auf
A. Somit ist (A, T (A)) ∈ A eine obere Schranke. Nach dem Lemma von Zorn hat
A ein maximales Element (K, T (K)), etwa T (K) ∈ L(H1)

n. Angenommen, es ist
K ( H0. Dann gibt es ein x ∈ H0 \K. Nach Lemma 2.17 existiert eine Fortsetzung
T (K∪{x}) ∈ F ∩ L(U)n von T (K) mit U ⊂ l2(I × e(K) × e) = l2(I × e(K∪{x})), die
extremal auf {x} ist. Dann ist T (K∪{x}) ∈ A extremal auf K ∪ {x}, im Widerspruch
zur Maximalität von (K, T (K)) in A. Somit ist K = H0 und T (1) = T (K) ∈ L(H1)

n

ist eine Fortsetzung von T in F , die extremal auf H0 ist.
Indem wir induktiv so fortfahren, erhalten wir eine aufsteigende Folge (Hn)

∞
n=0

von Hilberträumen und eine Folge von Operatortupeln

T = T (0) ≤ T (1) ≤ T (2) ≤ . . .

mit T (k) ∈ F ∩ L(Hk)
n für alle k ∈ N0, sodass T (k+1) extremal auf Hk ist für alle

k ∈ N0. Sei T (∞) =
∨

k∈N0
T (k) ∈ F ∩ L(K)n, wobei K die Vervollständigung von

⋃∞
n=0Hk ist. Dann ist T (∞) eine Fortsetzung von allen T (k), also extremal auf Hk für

alle k ∈ N0. Weil
⋃∞
k=0Hk dicht in K liegt, folgt die Extremalität von T (∞) auf K.

Somit ist T (∞) eine extremale Fortsetzung von T in F . Hierbei haben wir mehrfach
Lemma 2.14 angewendet.
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3.1 Kommutierende Isometrien

Für die Familie der kommutierenden Isometrien ist die Bestimmung der Extremalen
nicht schwierig.

Satz 3.1. Die Extremalen der Familie aller n-Tupel aus kommutierenden Isometrien
sind genau die n-Tupel aus kommutierenden unitären Operatoren.

Beweis. Sei U = (U1, . . . , Un) ∈ L(H)n ein kommutierendes Tupel unitärer Opera-
toren und S ∈ L(H ⊕K)n eine Fortsetzung von U zu einem Tupel kommutierender
Isometrien. Dann gilt für x ∈ H und i = 1, . . . , n die Ungleichung

||x|| = ||U∗
i x|| = ||PHS∗

i x|| ≤ ||S∗
i x|| ≤ ||x||,

also ||PHS∗
i x|| = ||S∗

i x|| und somit S∗
i x ∈ H . Es folgt S∗

i (H) ⊂ H für i = 1, . . . , n,
das heißt, S ist eine triviale Fortsetzung von U . Mithin ist T extremal in der Familie
der kommutierenden Isometrien.

Sei umgekehrt T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n ein kommutierendes Tupel aus Isome-
trien, sodass nicht alle Ti unitär sind, ohne Einschränkung sei etwa T1 nicht unitär.
Wir zeigen, dass T eine nichttriviale Fortsetzung zu einer kommutierenden Isome-
trie hat. T1 ist als Isometrie subnormal (das folgt zum Beispiel aus Korollar 1.23).
Sei S1 ∈ L(K) die minimale normale Fortsetzung von T1. Nach Lemma 1.13 ist
dann K =

∨∞
j=0 S

∗
1
j(H). Weil T1 nicht normal ist, ist S∗

1H 6⊂ H , also ist jede Fort-
setzung von T der Form (S1, . . . , Sn) ∈ L(K)n nichttrivial. Für i = 2, . . . , n und
x0, . . . , xk ∈ H sei

Si

(
k∑

j=0

S∗
1
jxj

)

=
k∑

j=0

S∗
1
jTixj .

Unter Verwendung der Normalität von S1 erhalten wir für x0, . . . , xk ∈ H und
i = 1, . . . , n die Gleichungskette

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

k∑

j=0

S∗
1
jTixj

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2

=

k∑

j=0

k∑

l=0

〈S∗
1
jTixj , S

∗
1
lTixl〉

=

k∑

j=0

k∑

l=0

〈T1lTixj , T1jTixl〉 (S1|H = T1)
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=
k∑

j=0

k∑

l=0

〈TiT l1xj , TiT j1xl〉

=
k∑

j=0

k∑

l=0

〈T l1xj , T j1xl〉 (T ∗
i Ti = 1)

=
k∑

j=0

k∑

l=0

〈S∗
1
jxj , S

∗
1
lxl〉

=

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

k∑

j=0

S∗
1
jxj

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2

.

Somit sind die Si wohldefiniert und setzen sich auf K zu Isometrien fort. Man
beachte, dass diese Definition für i = 1 wegen der Normalität von S1 wieder den
Operator S1 ergibt und dass Si

∣
∣
H

= Ti für i = 1, . . . , n gilt. Für 1 ≤ i, j ≤ n und
x0, . . . , xk ∈ H gilt weiterhin

SjSi

k∑

l=0

S∗
1
lxl = Sj

k∑

l=0

S∗
1
lTixl

=

k∑

l=0

S∗
1
lTjTixl

=
k∑

l=0

S∗
1
lTiTjxl

= SiSj

k∑

l=0

S∗
1
lxl.

Das zeigt, dass S ein kommutierendes Tupel von Operatoren ist, also eine nichttri-
viale Fortsetzung von T zu einem Tupel kommutierender Isometrien.

Zusammen mit dem Satz 2.18 von Agler erhalten wir einen Fortsetzungssatz für
Tupel kommutierender Isometrien, der von Itô [Itô58] und Brehmer [Bre61] stammt.

Korollar 3.2. Jedes n-Tupel aus kommutierenden Isometrien besitzt eine gemein-
same Fortsetzung zu einem n-Tupel aus kommutierenden unitären Operatoren.

3.2 Sphärische Isometrien

Ziel dieses Abschnittes ist die Bestimmung der Extremalen der Familie Fsi aller kom-
mutierenden sphärischen Isometrien. Wir beginnen mit einem einfachen Argument,
das wir öfters benötigen werden.
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3.2 Sphärische Isometrien

Lemma 3.3. Sei T ∈ L(H,K) ein Operator derart, dass eine Funktion f : K → R

existiert mit

Re〈Tx, y〉 ≤ f(y) für alle x ∈ H, y ∈ K.

Dann ist T = 0.

Beweis. Seien x ∈ H, y ∈ K beliebig und λ ∈ C ein Drehfaktor mit λ〈Tx, y〉 =
|〈Tx, y〉|. Dann gilt für alle k ∈ N die Ungleichung

k|〈Tx, y〉| = 〈T (kλx), y〉 = Re〈T (kλx), y〉 ≤ f(y).

Im Limes k →∞ folgt |〈Tx, y〉| = 0, also T = 0.

Auch die folgende Rechnung wird häufiger gebraucht.

Lemma 3.4. Sei T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n eine kommutierende sphärische Kon-
traktion und R = (R1, . . . , Rn) ∈ L(H ⊕K)n eine kommutierende Fortsetzung von
T der Form

Ri =

(
Ti Ai
0 Bi

)

∈ L(H ⊕K) (i = 1, . . . , n).

Dann ist R genau dann eine sphärische Kontraktion, wenn

||x||2 −
n∑

i=1

||Tix||2 − 2Re
〈 n∑

i=1

A∗
iTix, y

〉

+ ||y||2 −
n∑

i=1

||Aiy||2 −
n∑

i=1

||Biy||2 ≥ 0

für alle x ∈ H und y ∈ K gilt.

Beweis. Für alle x ∈ H und y ∈ K gilt

n∑

i=1

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
Ri

(
x
y

)∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

2

=
n∑

i=1

(||Tix+ Aiy||2 + ||Biy||2)

=

n∑

i=1

(||Tix||2 + 2Re〈Tix,Aiy〉+ ||Aiy||2 + ||Biy||2)

=

n∑

i=1

||Tix||2 + 2Re
〈 n∑

i=1

A∗
iTix, y

〉

+

n∑

i=1

||Aiy||2 +
n∑

i=1

||Biy||2.

Weil R genau dann eine sphärische Kontraktion ist, wenn

n∑

i=1

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
Ri

(
x
y

)∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣

2

≤ ||x||2 + ||y||2

für alle x ∈ H und y ∈ K gilt, folgt die Behauptung.
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3 Isometrien

Der folgende Satz ist ein wichtiger Schritt auf dem Weg zur Bestimmung von
ext(Fsi) und ext(Fsc).
Satz 3.5. Kommutierende sphärisch unitäre Tupel sind extremal für die Familien
der kommutierenden sphärischen Kontraktionen und der kommutierenden sphäri-
schen Isometrien.

Beweis. Sei U = (U1, . . . , Un) ein kommutierendes sphärisch unitäres Tupel. Nach
Lemma 2.7 genügt es zu zeigen, dass U extremal für die Familie der kommutierenden
sphärischen Kontraktionen ist.

Sei also S ∈ L(H ⊕K)n mit S ≥ U eine kommutierende sphärische Kontraktion.
Wir zeigen, dass S eine triviale Fortsetzung von U ist. Für i = 1, . . . , n hat Si eine
Darstellung

Si =

(
Ui Ai
0 Bi

)

∈ L(H ⊕K).

Der (1, 2)-Eintrag der Gleichung SiSj = SjSi liefert dann

UiAj + AiBj = UjAi + AjBi für i, j = 1, . . . , n. (3.1)

Weil S eine sphärische Kontraktion und U insbesondere eine sphärische Isometrie
ist, gilt nach Lemma 3.4 für alle x ∈ H und y ∈ K die Ungleichung

2Re

〈
n∑

i=1

A∗
iUix, y

〉

+
n∑

i=1

||Aiy||2 +
n∑

i=1

||Biy||2 ≤ ||y||2.

Indem wir x = 0 setzen, erhalten wir daraus insbesondere

n∑

i=1

||Aiy||2 +
n∑

i=1

||Biy||2 ≤ ||y||2 für y ∈ K. (3.2)

Lemma 3.3 impliziert ferner
∑n

i=1A
∗
iUi = 0 und somit auch

n∑

i=1

U∗
i Ai = 0.

Sei nun j ∈ {1, . . . , n}. Wir zeigen Aj = 0. Nach Voraussetzung ist jedes Ui
normal und es gilt UiUj = UjUi für alle i. Nach dem Satz von Putnam-Fuglede
[Rud91, Theorem 12.16] ist dann auch U∗

i Uj = UjU
∗
i für alle i. Durch Anwendung

von U∗
i auf Gleichung (3.1) und Summation über i erhalten wir

n∑

i=1

U∗
i UiAj

︸ ︷︷ ︸

=Aj

+

n∑

i=1

U∗
i AiBj

︸ ︷︷ ︸

=0

=

n∑

i=1

U∗
i UjAi

︸ ︷︷ ︸

=Uj

∑n
i=1

U∗
i Ai=0

+

n∑

i=1

U∗
i AjBi.
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3.2 Sphärische Isometrien

Somit folgt Aj =
∑n

i=1 U
∗
i AjBi. Weil U insbesondere eine sphärische Kontraktion

ist, ist U∗ = (U∗
1 , . . . , U

∗
n) eine Zeilenkontraktion. Für alle y ∈ K mit ||y|| ≤ 1 gilt

also

||Ajy||2 =
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=1

U∗
i AjBiy

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2

≤
n∑

i=1

||AjBiy||2 ≤ ||Aj||2
n∑

i=1

||Biy||2.

Nach Ungleichung (3.2) folgt für alle y ∈ K mit ||y|| ≤ 1 die Abschätzung

||Ajy||2 ≤ ||Aj||2
(

||y||2 −
n∑

i=1

||Aiy||2
)

≤ ||Aj||2(1− ||Ajy||2).

Umordnen liefert ||Ajy||2(1+ ||Aj||2) ≤ ||Aj||2 für alle y ∈ K mit ||y|| ≤ 1 und somit

||Aj||2(1 + ||Aj||2) = sup
||y||≤1

||Ajy||2(1 + ||Aj||2) ≤ ||Aj||2.

Es folgt Aj = 0 wie gewünscht. Mithin ist S eine triviale Fortsetzung von U .

Wir werden im Folgenden Multiindixnotation benötigen. Für ein α ∈ Nn
0 sei stets

α = (α1, . . . , αn), |α| = α1 + . . .+ αn, α! = α1! · . . . · αn! und

γα =

(|α|
α

)

=
|α|!
α!

.

Für i = 1, . . . , n sei ferner ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), wobei die 1 an der i-ten Stelle
steht. Sind α und β zwei Multiindizes, so schreiben wir α ≥ β, falls αi ≥ βi für alle
i gilt. Ist z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, so sei zα = zα1

1 · . . . · zαn
n . Für ein vertauschendes

Tupel T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n definieren wir ebenso T α = T α1

1 · . . . · T αn
n .

Das folgende Lemma stammt von Attele und Lubin [AL96] und wird zum Nachweis
der Subnormalität kommutierender sphärischer Isometrien nützlich sein.

Lemma 3.6. Sei (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n eine kommutierende sphärische Isometrie.
Dann gilt für i = 1, . . . , n und alle k ∈ N:

k∑

j=0

(−1)j
(
k

j

)

T ∗
i
jT ji =

∑

|α|=k
αi=0

γαT
∗αT α.

Beweis. Der Beweis erfolgt per Induktion nach k. Für k = 1 folgt die Aussage direkt
daraus, dass T eine sphärische Isometrie ist. Sei die Behauptung also für ein k ≥ 1
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3 Isometrien

bereits gezeigt. Es gilt

k+1∑

j=0

(−1)j
(
k + 1

j

)

T ∗
i
jT ji =

k∑

j=0

(−1)j
(
k

j

)

T ∗
i
jT ji +

k+1∑

j=1

(−1)j
(

k

j − 1

)

T ∗
i
jT ji

=

k∑

j=0

(−1)j
(
k

j

)

T ∗
i
jT ji − Ti∗

(
k∑

j=0

(−1)j
(
k

j

)

T ∗
i
jT ji

)

Ti

=
∑

|α|=k
αi=0

γαT
∗αT α − T ∗

i

(
∑

|α|=k
αi=0

γαT
∗αT α

)

Ti

=
∑

|α|=k
αi=0

γαT
∗α(1− T ∗

i Ti)T
α.

Für j = 1, . . . , n sei nun

Mj : L(H)→ L(H), S 7→ T ∗
j STj

und M = (M1, . . . ,Mn). Weil T ein vertauschendes Tupel von Operatoren ist, kom-
mutieren die Mj . Unter Verwendung der Tatsache, dass T eine sphärische Isometrie
ist, erhalten wir

∑

|α|=k
αi=0

γαT
∗α(1− T ∗

i Ti)T
α =

∑

|α|=k
αi=0

γαM
α(1− T ∗

i Ti)

=

(
∑

j 6=i

Mj

)k

(1− T ∗
i Ti)

=

(
∑

j 6=i

Mj

)k+1

(1)

=
∑

|α|=k+1
αi=0

γαT
∗αT α.

Das zeigt die Behauptung für k + 1.

Zusammen mit dem Subnormalitätskriterium von Agler erhalten wir, dass sphä-
rische Isometrien komponentenweise subnormal sind. Wir werden gleich sehen, dass
sie auch eine gemeinsame normale Fortsetzung erlauben.

Korollar 3.7. Sei (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n eine kommutierende sphärische Isometrie.
Dann ist Ti subnormal für i = 1, . . . , n.
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3.2 Sphärische Isometrien

Beweis. Das folgt direkt aus Lemma 3.6 zusammen mit Korollar 1.23.

Wir kommen nun zum zentralen Satz dieses Abschnittes, der die Extremalen der
Familie aller kommutierenden sphärischen Isometrien beschreibt. Man beachte dabei
die Ähnlichkeit zu Satz 3.1.

Satz 3.8. Die Extremalen der Familie aller kommutierenden sphärischen Isometrien
sind genau die kommutierenden sphärisch unitären Tupel.

Beweis. Nach Satz 3.5 sind die sphärisch unitären Tupel extremal für die Familie
der sphärischen Isometrien.

Sei umgekehrt T = (T1, . . . , Tn) eine kommutierende sphärische Isometrie, die
nicht sphärisch unitär ist. Wir zeigen, dass T dann eine nichttriviale Fortsetzung in
Fsi besitzt. Ohne Einschränkung sei dazu T1 nicht normal. Nach Korollar 3.7 ist T1
aber subnormal, sei S1 ∈ L(K) die minimale normale Fortsetzung von T1. Weil T1
nicht normal ist, ist S∗

1H 6⊂ H , also ist jede Fortsetzung der Form (S1, . . . , Sn) ∈
L(K)n nichttrivial. Für i = 2, . . . , n und x0, . . . , xk ∈ H definieren wir wie im Beweis
zu Satz 3.1

Si

(
k∑

j=0

S∗
1
jxj

)

=

k∑

j=0

S∗
1
jTixj .

Ähnlich wie dort rechnet man nach, dass für i = 1, . . . , n und x0, . . . , xk die Glei-
chung

n∑

i=1

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

k∑

j=0

S∗
1
jTixj

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2

=

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

k∑

j=0

S∗
1
jxj

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2

gilt. Somit sind S2, . . . , Sn wohldefiniert und können auf K zu einem sphärisch iso-
metrischen Tupel fortgesetzt werden. Wörtlich wie im Beweis zu Satz 3.1 sieht man,
dass S ein kommutierendes Tupel von Operatoren ist somit eine nichttriviale Fort-
setzung von T in Fsi darstellt.

Der resultierende Fortsetzungssatz stammt von Athavale [Ath90]:

Korollar 3.9. Jede kommutierende sphärische Isometrie besitzt eine Fortsetzung zu
einem kommutierenden sphärisch unitären Tupel.
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4 Der n-Shift Mz auf dem

Drury-Arveson-Raum H(B)

4.1 Definition und erste Eigenschaften

Im Folgenden sei stets B = Bn die offene euklidische Einheitskugel in Cn und O(B)
die Menge aller auf B holomorphen Funktionen. Wir schreiben z für die identische
Funktion auf B. Für α ∈ Nn

0 sei nach wie vor γα = |α|!
α!

.

Definition 4.1. Der Drury-Arveson-Raum H(B) ist definiert durch

H(B) =






f =

∑

α∈Nn
0

aαz
α ∈ O(B) : ||f ||2 =

∑

α∈Nn
0

|aα|2
γα

<∞






.

Vermöge

〈f, g〉 =
∑

α∈Nn
0

aαbα
γα

für f =
∑

α∈Nn
0

aαz
α und g =

∑

α∈Nn
0

bαz
α wird ein Skalarprodukt auf H(B) definiert,

welches die Norm induziert. H(B) wird damit zu einem Hilbertraum. Die Familie

(eα)α∈Nn
0
= (
√
γαz

α)α∈Nn
0

ist eine Orthonormalbasis für H(B). Insbesondere liegen die Polynome C[z] dicht in
H(B).

Der Drury-Arveson-Raum wird oft auch durch das folgende Lemma definiert.

Lemma 4.2. H(B) ist ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern

K(z, w) =
1

1− 〈z, w〉 .

Beweis. Für z, w ∈ B ist

K(z, w) =
1

1− 〈z, w〉 =
∞∑

k=0

〈z, w〉k =
∞∑

k=0

(
n∑

i=1

ziwi

)k

=
∑

α∈Nn
0

γαz
αwα.
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4 Der n-Shift Mz auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Wegen

||K(·, w)||2 =
∑

α∈Nn
0

|γαwα|2
γα

=
∑

α∈Nn
0

γα|wα|2 =
1

1− |w|2

ist also K(·, w) ∈ H(B). Für f =
∑

α∈Nn
0
aαz

α ∈ H(B) gilt dann

〈f,K(·, w)〉 =
∑

α∈Nn
0

aαγαw
α

γα
=
∑

α∈Nn
0

aαw
α = f(w).

Für eine Funktion f =
∑

α∈Nn
0

aαz
α ∈ H(B) und i = 1, . . . , n ist

||zif ||2 =
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

∑

α≥ei

aα−eiz
α

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2

=
∑

α≥ei

|aα−ei |2
γα−ei

γα−ei
γα
︸ ︷︷ ︸

=
αi
|α|

≤1

≤
∑

α≥ei

|aα−ei|2
γα−ei

= ||f ||2.

Deshalb ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 4.3. Der n-Shift Mz = (Mz1 , . . . ,Mzn) ∈ L(H(B))n sei definiert durch

Mzif = zif

für i = 1, . . . , n.

Das adjungierte Tupel M∗
z des n-Shifts wird eine besondere Rolle bei der Unter-

suchung sphärischer Kontraktionen spielen. Man beachte, dass der Drury-Arveson-
Raum für n = 1 gerade der klassische Hardy-Raum ist. Daher ist der 1-Shift unitär
äquivalent zum unilateralen Rechtsshift auf dem l2(N0).

Das folgende Lemma enthält einige elementare Eigenschaften von Mz.

Lemma 4.4. Der n-Shift Mz hat folgende Eigenschaften:

(a) Für alle α ∈ Nn
0 und i = 1, . . . , n ist

M∗
zi
zα =

{
αi

|α|
zα−ei , falls α 6= 0,

0, falls α = 0.

(b)
∑n

i=1MziM
∗
zi

= 1 − P0, wobei P0 : H(B) → H(B), f 7→ f(0) die Orthogo-
nalprojektion von H(B) auf die konstanten Funktionen ist. Insbesondere ist
∑n

i=1MziM
∗
zi
≤ 1.

(c)
∑n

i=1M
∗
zi
Mzi ≥ 1.
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Beweis. (a) Sei i ∈ {1, . . . , n}. Für f =
∑

α∈Nn
0

aαz
α ∈ H(B) sei

Tif =
∑

α≥ei

αi
|α|aαz

α−ei .

Wegen

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

∑

α≥ei

αi
|α|aαz

α−ei

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

α∈Nn
0

αi + 1

|α|+ 1
aα+eiz

α

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

=
∑

α∈Nn
0

(
αi + 1

|α|+ 1

)2 |aα+ei|2
γα+ei

γα+ei
γα

=
∑

α∈Nn
0

αi + 1

|α|+ 1

|aα+ei |2
γα+ei

≤ ||f ||2

ist Ti ein stetiger linearer Operator auf H(B). Für α, β ∈ Nn
0 gilt andererseits

〈M∗
zi
zα, zβ〉 = 〈zα, zβ+ei〉 =

{
1
γα
, für α = β + ei,

0, sonst.

Im Fall αi = 0 verschwindet dieser Ausdruck, ansonsten folgt

〈M∗
zi
zα, zβ〉 =

〈
γα−ei
γα

zα−ei , zβ
〉

=

〈
αi
|α|z

α−ei , zβ
〉

.

Daraus erhalten wir M∗
zi
= Ti, womit Teil (a) gezeigt ist.

(b) Aus Teil (a) folgt für α ∈ Nn
0 die Beziehung

MziM
∗
zi
zα =

{
αi

|α|
zα, falls α 6= 0,

0, falls α = 0.
(4.1)

Für f =
∑

α∈Nn
0
aαz

α ∈ H(B) gilt somit

(
n∑

i=1

MziM
∗
zi

)

f =
∑

α6=0

(
n∑

i=1

αi
|α|

)

aαz
α =

∑

α6=0

aαz
α = f − f(0).

(c) Für f =
∑

α∈Nn
0

aαz
α ∈ H(B) ist

〈
n∑

i=1

M∗
zi
Mzif, f

〉

=
n∑

i=1

||Mzif ||2 =
n∑

i=1

∑

α∈Nn
0

|aα|2
γα

γα
γα+ei
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=
∑

α∈Nn
0

|aα|2
γα

n∑

i=1

γα
γα+ei

=
∑

α∈Nn
0

|aα|2
γα

n∑

i=1

αi + 1

|α|+ 1
︸ ︷︷ ︸

= |α|+n

|α|+1
≥1

≥ ||f ||2.
Somit gilt

∑n
i=1M

∗
zi
Mzi ≥ 1.

Man sieht unmittelbar, dass die Mzi nicht normal sind. Es gilt aber:

Lemma 4.5. Das Tupel Mz ∈ L(H(B))n ist wesentlich normal.

Beweis. Für i = 1, . . . , n sei Si =M∗
zi
Mzi−MziM

∗
zi
. Für alle α ∈ Nn

0 und i = 1, . . . , n
gilt nach Lemma 4.4 (a)

M∗
zi
Mziz

α =M∗
zi
zα+ei =

αi + 1

|α|+ 1
zα.

Ist nun f =
∑

α∈Nn
0
aαz

α ∈ H(B) beliebig, so folgt daraus zusammen mit Gleichung
(4.1) die Identität

Sif = (M∗
zi
Mzi −MziM

∗
zi
)f =

∑

α∈Nn
0

aα
αi + 1

|α|+ 1
zα −

∑

α6=0

aα
αi
|α|z

α

= f(0) +
∑

α6=0

aα

(
αi + 1

|α|+ 1
− αi
|α|

)

zα = f(0) +
∑

α6=0

aα
|α| − αi

(|α|+ 1)|α|z
α.

Für N ∈ N gilt

sup
|α|≥N+1

∣
∣
∣
∣

|α| − αi
(|α|+ 1)|α|

∣
∣
∣
∣
≤ sup

|α|≥N+1

2|α|
(|α|+ 1)|α| =

2

N + 2
.

Bezeichnet also PN die Orthogonalprojektion von H(B) auf den Raum der Polynome
vom Grad ≤ N , so folgt

||(PNSi − Si)f ||2 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

|α|≥N+1

|α| − αi
(|α|+ 1)|α|aαz

α

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

=
∑

|α|≥N+1

∣
∣
∣
∣

|α| − αi
(|α|+ 1)|α|

∣
∣
∣
∣

2 |aα|2
γα

≤
∑

|α|≥N+1

(
2

N + 2

)2 |aα|2
γα
≤
(

2

N + 2

)2

||f ||2.

Somit gilt

||PNSi − Si|| ≤
2

N + 2

N→∞−−−→ 0,

also ist Si = M∗
zi
Mzi − MziM

∗
zi

als Limes von Operatoren mit endlichem Rang
kompakt.
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4.2 Der Koszul-Komplex von Mz auf dem Polynomring C[z]

Der unilaterale Rechtsshift ist ein einfaches Beispiel eines Fredholmoperators. Das
folgende Korollar ist die n-dimensionale Verallgemeinerung dieser Aussage.

Korollar 4.6. Das Tupel Mz ist Fredholm.

Beweis. Nach Lemma 4.4 (b) ist
∑n

i=1MziM
∗
zi

Fredholm. Die Behauptung folgt also
direkt aus Lemma 4.5 und Lemma 1.33.

Alle Kohomologiegruppen des Koszul-Komplexes K•(Mz, H(B)) sind also end-
lichdimensional. Um diese Gruppen genauer bestimmen zu können, untersuchen wir
zunächst den Koszul-Komplex von Mz auf dem Polynomring C[z].

4.2 Der Koszul-Komplex von Mz auf dem

Polynomring C[z]

Als erstes betrachten wir den Koszul-Komplex für ein Element eines Moduls. Wir
werden sehen, dass dieser eng mit dem Koszul-Komplex für vertauschende Modul-
homomorphismen verwandt ist. Die Darstellung orientiert sich im Wesentlichen an
[Eis95, Chapter 17]. Sei im Folgenden stets R ein kommutativer noetherscher Ring
mit 1.

Definition 4.7. Sei N ein R-Modul und x ∈ N . Der Koszul-Komplex von x ist
definiert als

K(x) : 0→ R
dx−→ N

dx−→ Λ2(N)
dx−→ . . .

dx−→ ΛpN
dx−→ Λp+1N

dx−→ . . . ,

wobei dx(a) = x∧a sei. Ist N ein freier R-Modul vom Rang n und x = (x1, . . . , xn) ∈
Rn ∼= N , so schreiben wir K(x1, . . . , xn) für K(x).

Bemerkung 4.8. Ist R ein K-Modul für einen kommutativen Ring K mit 1, so
können wir für alle p folgende Identifikation vornehmen:

ΛpR(R
n) = ΛpR(R⊗K Kn) = R⊗K ΛpK(K

n).

Seien nun x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn und s1, . . . , sn die kanonische R-Basis für Rn. Für
alle r ∈ R und alle Teilmengen {i1, . . . , ip} ⊂ {1, . . . , n} gilt dann

dx(rsi1 ∧ . . . ∧ sip) = x ∧ (rsi1 ∧ . . . ∧ sip)

=

(
n∑

i=1

xisi

)

∧ (rsi1 ∧ . . . ∧ sip)

=

n∑

i=1

(xir)si ∧ si1 ∧ . . . ∧ sip ∈ ΛpR(R
n).
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4 Der n-Shift Mz auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Ist Mx = (Mx1 , . . . ,Mxn) das vertauschende Tupel der K-Modulhomomorphismen

Mxi : R→ R, r 7→ xir (i = 1, . . . , n),

so gilt daher mit der Identifikation von oben

K(x) = K•(Mx, R).

Zwei Spezialfälle sind von eigenem Interesse:

1. Für K = R folgt zusammen mit Bemerkung 1.24 eine Darstellung für die
Kohomologiegruppen an den beiden Enden von K(x1, . . . , xn), nämlich

H0(K(x1, . . . , xn)) = {r ∈ R : xjr = 0 für j = 1, . . . , n} und

Hn(K(x1, . . . , xn)) = R/〈x1, . . . , xn〉.

Natürlich kann man das auch leicht direkt nachrechnen.

2. Ist R = C[z], K = C und x = (z1, . . . , zn) ∈ C[z]n, so gilt

K(z1, . . . , zn) = K•(Mz,C[z]).

Mit dem Begriff des Tensorproduktes zweier Komplexe werden wir beschreiben
können, wie der Koszul-Komplex eines Paares (x′, x′′) aus den Koszul-Komplexen
K(x′) und K(x′′) entsteht.

Definition 4.9. Seien

F : . . .→ Fi
ϕi−→ Fi+1 → . . .

G : . . .→ Gi
ψi−→ Gi+1 → . . .

zwei Komplexe von R-Moduln. Das Tensorprodukt von F und G ist definiert als

F ⊗ G : . . .→
∑

i+j=k

Fi ⊗Gj
dk−→

∑

i+j=k+1

Fi ⊗Gj → . . . ,

wobei die Abbildung dk auf Fi ⊗Gj durch

ϕi ⊗ 1 + (−1)i1⊗ ψj

gegeben sei.

Man rechnet leicht nach, dass das Vorzeichen in der Definition von dk gerade so
gewählt wurde, dass dk+1dk = 0 gilt. Somit ist F ⊗ G in der Tat ein Komplex.
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4.2 Der Koszul-Komplex von Mz auf dem Polynomring C[z]

Lemma 4.10. Ist N = N ′⊕N ′′, so ist ΛN = ΛN ′⊗ΛN ′′ als graduiert kommutative
Algebren, wobei die Multiplikation in ΛN ′ ⊗ ΛN ′′ für homogene Elemente durch

(a⊗ b) ∧ (c⊗ d) = (−1)deg(b) deg(c)(a ∧ c)⊗ (b ∧ d)

definiert sei. Ist x′ ∈ N ′ und x′′ ∈ N ′′ mit x = (x′, x′′) ∈ N , so ist

K(x) = K(x′)⊗K(x′′).

Beweis. Aus der multilinearen Algebra ist bekannt, dass die kanonische Abbildung

Λ(N ′)⊗ Λ(N ′′)→ Λ(N), a⊗ b 7→ a ∧ b

ein wohldefinierter R-Modulisomorphismus ist, siehe etwa [Eis95, Prop. A2.2]. Mit
dieser Identifikation ist

(a⊗ b) ∧ (c⊗ d) = (−1)deg(b) deg(c)(a ∧ c)⊗ (b ∧ d)
= (−1)deg(b) deg(c)(a ∧ c) ∧ (b ∧ d)
= (a ∧ b) ∧ (c ∧ d),

also ist auch ΛN = ΛN ′⊗ΛN ′′ als graduiert kommutative Algebren. Es ist klar, dass
dabei dem Modul ΛpN der Modul

∑

i+j=pΛ
iN ′ ⊗ ΛjN ′′ entspricht. Deshalb genügt

es zu zeigen, dass unter dieser Identifikation die Korandabbildungen von K(x) und
K(x′)⊗K(x′′) übereinstimmen. Sei dazu y = y′ ⊗ y′′ ∈ ΛN ′ ⊗ ΛN ′′ = ΛN und

x = (x′, x′′) = x′ ⊗ 1 + 1⊗ x′′ ∈
(
Λ1N ′ ⊗ R

)
⊕
(
R⊗ Λ1N ′′

)

=
(
Λ1N ′ ⊗ Λ0N ′′

)
⊕
(
Λ0N ′ ⊗ Λ1N ′′

)

= Λ1N.

Wegen deg(1) = 0 und deg(x′′) = 1 ist dann

dx(y) = x ∧ y = (x′ ⊗ 1 + 1⊗ x′′) ∧ (y′ ⊗ y′′)
= (x′ ∧ y′)⊗ y′′ + (−1)deg(y′)y′ ⊗ (x′′ ∧ y′′)
= (dx′ ⊗ 1)(y′ ⊗ y′′) + (−1)deg(y′)(1⊗ dx′′)(y′ ⊗ y′′),

wie gewünscht.

Das Tensorprodukt zweier Komplexe ist für uns besonders interessant, wenn einer
der Komplexe der Koszul-Komplex eines Elementes y ∈ R ist. Das folgende Lemma
zeigt, wie in diesem Fall die Kohomologiegruppen des Tensorproduktes der Komplexe
mit denen der einzelnen Komplexe zusammenhängen.
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4 Der n-Shift Mz auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Lemma 4.11. Ist F der Koszul-Komplex eines Elementes y ∈ R und (G, ψ) ein
weiterer Komplex von R-Moduln, so gibt es eine lange exakte Kohomologiesequenz

. . . // Hp(F ⊗ G) // Hp(G) EDBC
GF

y

@A
// Hp(G) // Hp+1(F ⊗ G) // Hp+1(G) EDBC

GF
y

@A
// Hp+1(G) // Hp+2(F ⊗ G) // . . . .

Beweis. Für n ∈ Z sei G[n] der um n-Stellen verschobene Komplex, also G[n]i = Gn+i
für alle i. Die Korandabbildungen von G[n] seien die Korandabbildungen von G,
multipliziert mit (−1)n. Der Komplex F ⊗ G hat die Form

. . . // Gi

⊕ y

##GGGGGGGGG

ψi
// Gi+1

⊕ y

##GGGGGGGG

ψi+1
// Gi+1

⊕

// . . .

. . . // Gi−1 −ψi−1

// Gi −ψi

// Gi+1
// . . . .

Das kommutierende Diagramm mit exakten Zeilen

0 // Gi−1

−ψi−1

��

// Gi−1

−ψi−1

��

⊕ Gi

y
{{wwwwwwwww

ψi

��

// Gi

ψi

��

// 0

0 // Gi
// Gi ⊕ Gi+1

// Gi+1
// 0

liefert also eine kurze exakte Sequenz von Komplexen

0→ G[−1]→ F ⊗ G → G → 0.

Wegen Hp(G[−1]) = Hp−1(G) ist die zugehörige lange exakte Kohomologiesequenz
gegeben durch

. . . // Hp(F ⊗ G) // Hp(G) EDBC
GF

δ

@A
// Hp(G) // Hp+1(F ⊗ G) // Hp+1(G) EDBC

GF
δ

@A
// Hp+1(G) // Hp+2(F ⊗ G) // . . . .

Die Verbindungshomomorphismen δ sind in der Tat von der Multiplikation mit y
induziert: Ist x ∈ Gp mit ψp(x) = 0, so ist (0, x) ∈ Gp−1 ⊕ Gp ein Urbild. Die
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4.2 Der Koszul-Komplex von Mz auf dem Polynomring C[z]

Korandabbildung von F ⊗ G bildet (0, x) auf (yx, ψp(x)) = (yx, 0) ∈ Gp ⊕ Gp+1

ab. Das Urbild yx ∈ Gp repräsentiert dann die Klasse von δ([x]) ∈ Hp+1(G[−1]) =
Hp(G).

Wir erhalten ein Korollar, das uns ermöglichen wird, die Kohomologiegruppen des
Koszul-Komplexes K(x1, . . . , xn) per Induktion nach n zu bestimmen.

Korollar 4.12. Ist x = (x′, y) ∈ N = N ′ ⊕ R, so gibt es eine lange exakte Koho-
mologiesequenz

. . . // Hp(K(x)) // Hp(K(x′)) EDBC
GF

y

@A
// Hp(K(x′)) // Hp+1(K(x)) // Hp+1(K(x′)) EDBC

GF
y

@A
// Hp+1(K(x′)) // Hp+2(K(x)) // . . . .

Beweis. Man überlegt sich leicht, dass der durch (x′, y) 7→ (y, x′) gegebene Isomor-
phismus N ′ ⊕ R ∼= R ⊕ N ′ einen Isomorphismus von Komplexen K(x) ∼= K(y, x′)
induziert. Nach Lemma 4.10 ist also K(x) ∼= K(y) ⊗K(x′). Die Behauptung folgt
nun aus Lemma 4.11.

Die folgende Definition verallgemeinert den Begriff eines Elementes von R, das
kein Nullteiler und keine Einheit ist, auf n-Tupel von Elementen in R.

Definition 4.13. Eine Folge von Elementen x1, . . . , xn ∈ R heißt reguläre Folge,
falls die folgenden beiden Bedingungen erfüllt sind:

(a) 〈x1, . . . , xn〉 6= R.

(b) Für i = 1, . . . , n ist xi kein Nullteiler in R/〈x1, . . . , xi−1〉.

Mit der bisher entwickelten Theorie können wir die Kohomologiegruppen des
Koszul-Komplexes einer regulären Folge bestimmen.

Satz 4.14. Sei x1, . . . , xn ∈ R eine reguläre Folge. Dann ist

Hp(K(x1, . . . , xn)) =

{

0, falls 0 ≤ p ≤ n− 1,

R/〈x1, . . . , xn〉, falls p = n.

Beweis. Im Fall p = n ist die Aussage aus Bemerkung 4.8 bekannt. Wir zeigen nun
per Induktion nach n, dass Hp(K(x1, . . . , xn)) = 0 für 0 ≤ p ≤ n − 1 und jede
reguläre Folge x1, . . . , xn in R gilt.
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4 Der n-Shift Mz auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Ist x1 eine reguläre Folge in R, so ist x1 kein Nullteiler und deshalbH0(K(x1)) = 0,
was die Behauptung für n = 1 zeigt. Sei nun n ≥ 2 und die Behauptung für reguläre
Folgen der Länge n − 1 bereits gezeigt. Wir definieren x′ = (x1, . . . , xn−1) sowie
x = (x1, . . . , xn). Korollar 4.12 liefert eine lange exakte Kohomologiesequenz

· · · EDBC
GF@A

// Hp−1(K(x′)) // Hp(K(x)) // Hp(K(x′)) EDBC
GF@A

// · · ·

· · · EDBC
GF@A

// Hn−2(K(x′)) // Hn−1(K(x)) // Hn−1(K(x′)) EDBC
GF

xn

@A
// Hn−1(K(x′)) // Hn(K(x)) // 0 .

Weil nach Induktionsvoraussetzung Hp(K(x′)) = 0 für p < n − 1 ist, folgt daraus
Hp(K(x)) = 0 für p < n− 1. Im Fall p = n− 1 erhalten wir

Hn−1(K(x)) = ker(Hn−1(K(x′))
xn−→ Hn−1(K(x′)))

= ker(R/〈x1, . . . , xn−1〉 xn−→ R/〈x1, . . . , xn−1〉)
= 0,

weil xn kein Nullteiler in R/〈x1, . . . , xn−1〉 ist. Damit ist der Beweis vollständig.

Mit diesem Satz erhalten wir das gewünschte Resultat über den Koszul-Komplex
von Mz auf dem Polynomring.

Korollar 4.15. Für den Koszul-Komplex des Tupels Mz auf C[z] gilt

dimCH
p(Mz,C[z]) =

{

0, falls 0 ≤ p ≤ n− 1,

1, falls p = n.

Beweis. Nach Bemerkung 4.8 ist

Hp(Mz,C[z]) = Hp(K(z1, . . . , zn)) für 0 ≤ p ≤ n.

Weil z1, . . . , zn eine reguläre Folge in C[z] ist, folgt die Aussage direkt aus Satz
4.14.
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4.3 Extremalität des n-Shifts

4.3 Extremalität des n-Shifts

Wir können das gerade bewiesene Resultat über den Koszul-Komplex von Mz auf
C[z] auf den Koszul-Komplex von Mz auf H(B) ausdehnen. Dazu bemerke man,
dass die Inklusion C[z] ⊂ H(B) einen Homomorphismus von Kokettenkomplexen
K•(Mz,C[z])→ K•(Mz, H(B)) induziert. Für eine allgemeinere Version des folgen-
den Lemmas siehe [Esc09, Theorem 2.3].

Lemma 4.16. Die linearen Abbildungen

ρp : Hp(Mz,C[z])→ Hp(Mz , H(B)), [x] 7→ [x] (p = 0, . . . , n)

sind C-Vektorraumisomorphismen.

Beweis. Für k ∈ N0 sei Hk der Raum der homogenen Polynome von Grad k. Für
r ∈ N0 sei ferner Pr die Orthogonalprojektion von H(B) auf

⊕r

k=0Hk, den Raum
der Polynome vom Grad ≤ r. Wir zeigen zunächst die Injektivität der ρp.

Die Injektivität von ρ0 ist klar, sei also p ∈ {1, . . . , n} und [x] ∈ Hp(Mz,C[z])
mit ρp([x]) = [x] = 0 ∈ Hp(Mz ,H(B)). Dann gibt es ein y ∈ Kp−1(Mz, H(B)) mit
δp−1(y) = x. Sei

x =
∑

|I|=p

xIsI , y =
∑

|J |=p−1

yJsJ und r = max
|I|=p

deg(xI).

Wegen

δp−1(Λp−1(s,Hk)) ⊂ Λp(s,Hk+1) (k ∈ N0) (4.2)

folgt

x = δp−1(y) = δp−1




∑

|J |=p−1

Pr−1(yJ)sJ



 ,

somit ist [x] = 0 ∈ Hp(Mz,C[z]).
Zum Nachweis der Surjektivität von ρp mit 0 ≤ p ≤ n bemerke man, dass nach

Korollar 4.6 ran(δp−1) abgeschlossen und Hp(Mz, H(B)) ein endlichdimensionaler
Banachraum ist . Sei nun [x] ∈ Hp(Mz, H(B)) beliebig, x =

∑

|I|=p xIsI und für
r ∈ N0 sei xr =

∑

|I|=p Pr(xI)sI . Aus Gleichung (4.2) (mit p an Stelle von p − 1)
folgt δp(xr) = 0, also [xr] ∈ Hp(Mz,C[z]) für alle r ∈ N0. Wegen limr→∞ xr =
x ∈ Kp(Mz, H(B)) gilt auch limr→∞[xr] = [x] ∈ Hp(Mz, H(B)). Es folgt, dass
ran(ρp) dicht in Hp(Mz, H(B)) liegt, wegen dimHp(Mz, H(B)) < ∞ ist ρp deshalb
surjektiv.
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4 Der n-Shift Mz auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Zusammen mit Korollar 4.15 erhalten wir damit direkt die gesuchte Beschreibung
der Kohomologiegruppen Hp(Mz, H(B)). Insbesondere sehen wir, dass Mz Fred-
holm, aber nicht invertierbar ist. Das ist eine Verallgemeinerung der entsprechenden
Aussage über den unilateralen Rechtsshift.

Korollar 4.17. Für den Koszul-Komplex des Tupels Mz auf H(B) gilt

dimCH
p(Mz, H(B)) =

{

0, falls 0 ≤ p ≤ n− 1,

1, falls p = n.

Auch die Kohomologiegruppen von K•(M∗
z , H(B)) können wir nun bestimmen:

Korollar 4.18. Für den Koszul-Komplex des Tupels M∗
z auf H(B) gilt

dimCH
p(M∗

z , H(B)) =

{

1, falls p = 0,

0, falls 1 ≤ p ≤ n.

Beweis. Für 1 ≤ p ≤ n folgt die Aussage direkt aus Lemma 1.30 und Korollar 4.17.
Mit Bemerkung 1.24 und der Beschreibung von M∗

z in Lemma 4.4 (a) erhalten wir
auch

H0(M∗
z , H(B)) =

n⋂

i=1

ker(M∗
zi
) = C 1.

Wir werden dieses Korollar zum Nachweis der Extremalität von M∗
z in Fsc, der

Familie aller kommutierenden sphärischen Kontraktionen, benutzen. Sei zunächst
wieder T ∈ L(H)n ein vertauschendes Tupel von Operatoren und R ∈ L(H ⊕K)n

eine kommutierende Fortsetzung von T , etwa

Ri =

(
Ti Ai
0 Bi

)

∈ L(H ⊕K).

Neben dem bereits definierten Operator

δpT =

n∑

i=1

Ti ⊗ Ep
i : Λ

p(s,H)→ Λp+1(s,H)

betrachten wir auch

δpA =

n∑

i=1

Ai ⊗ Ep
i : Λ

p(s,K)→ Λp+1(s,H)

δpB =

n∑

i=1

Bi ⊗ Ep
i : Λ

p(s,K)→ Λp+1(s,K).

Weil das Tupel R kommutiert, erhalten wir eine Vertauschungsrelation für die
gerade definierten Operatoren.
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4.3 Extremalität des n-Shifts

Lemma 4.19. Für alle p gilt die Relation

δp+1
T δpA + δp+1

A δpB = 0.

Beweis. Für alle p ist Λp(s,H ⊕K) = (H ⊕K)⊗Λp(s) = Λp(s,H)⊕Λp(s,K), weil
das Tensorprodukt mit direkten Summen vertauscht. Bezüglich dieser Zerlegung ist

δpR =

(
δpT δpA
0 δpB

)

.

Weil R ein Tupel kommutierender Operatoren ist, folgt

0 = δp+1
R δpR =

(
δp+1
T δp+1

A

0 δp+1
B

)(
δpT δpA
0 δpB

)

=

(
δp+1
T δpT δp+1

T δpA + δp+1
A δpB

0 δp+1
B δpB

)

.

Der (1, 2)-Eintrag liefert die Behauptung.

Ist H = H(B) der Drury-Arveson-Raum und Hk der Raum der homogenen Poly-
nome vom Grad k für alle k ∈ N0, so hat H eine orthogonale Zerlegung

H =
⊕

k∈N0

Hk.

Weiterhin gilt M∗
zj
(H0) = 0 und M∗

zj
(Hk) ⊂ Hk−1 für alle k ≥ 1 und j = 1, . . . , n.

Die folgenden beiden Lemmata sind genau auf diese Situation zugeschnitten.

Lemma 4.20. Sei T ∈ L(H)n ein Tupel kommutierender Operatoren. Der Hilber-
traum H besitze eine orthogonale Zerlegung

H =
⊕

k∈N0

Hk,

sodass Tj(H0) = 0 und Tj(Hk) ⊂ Hk−1 für alle k ≥ 1 und j = 1, . . . , n gilt. Dann
ist T ∗

j (Hk) ⊂ Hk+1 für alle k ≥ 0 und j = 1, . . . , n und die selbstadjungierten
Operatoren δp−1

T δp−1
T

∗
sowie

Dp
T = δp−1

T δp−1
T

∗
+ δpT

∗
δpT

lassen die Räume Λp(s,Hk) invariant für alle k ≥ 0 und p = 0, . . . , n.

Beweis. Sei k ≥ 0 und j ∈ {1, . . . , n}. Für x ∈ Hk und y ∈ H⊥
k+1 ist Tjy ∈ H⊥

k , also
gilt 〈T ∗

j x, y〉 = 〈x, Tjy〉 = 0. Es folgt T ∗
j (Hk) ⊂ Hk+1. Zum Nachweis der zweiten

Behauptung beachte man, dass nach Definition von δpT für alle p und alle k ≥ 1 die
Beziehungen δpT (Λ

p(s,Hk)) ⊂ Λp+1(s,Hk−1) und δpT (Λ
p(s,H0)) = 0 gelten. Wegen

δpT
∗
=

n∑

i=1

T ∗
i ⊗E∗

i

folgt aus der ersten Behauptung die Inklusion δpT
∗
(Λp(s,Hk)) ⊂ Λp−1(s,Hk+1) für

alle p und k ≥ 0. Somit lassen δp−1
T δp−1

T

∗
und Dp

T = δp−1δp−1∗ + δp∗δp die Räume
Λp(s,Hk) invariant für alle p ≥ 0 und alle k ≥ 0.
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4 Der n-Shift Mz auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Lemma 4.21. Sei n ≥ 2 und T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n ein Tupel kommutierender
Operatoren. Der Hilbertraum H besitze eine orthogonale Zerlegung

H =
⊕

k∈N0

Hk,

sodass Tj(H0) = 0 und Tj(Hk) ⊂ Hk−1 für alle k ≥ 1 und j = 1, . . . , n gilt. Weiterhin
sei der Koszul-Komplex K•(T,H) exakt bei Kp(T,H) für p = 1 und p = 2. Ist dann
R eine kommutierende Fortsetzung von T der Form

Ri =

(
Ti Ai
0 Bi

)

∈ L(H ⊕K) (i = 1, . . . , n)

mit
∑n

j=1A
∗
jTj = 0, so ist Ai = 0 für i = 1, . . . , n.

Beweis. Mit den Identifikationen K0(T,H) = H und K1(T,H) = Hn und analog
mit K an Stelle von H ist

δ0T =






T1
...
Tn




 ∈ L(H,Hn) und

δ0A =






A1
...
An




 ∈ L(K,Hn).

Deshalb ist die Voraussetzung
∑n

j=1A
∗
jTj = 0 äquivalent zu δ0A

∗
δ0T = 0. Die Behaup-

tung Ai = 0 für i = 1, . . . , n ist äquivalent zu δ0A
∗
= 0.

Sei H−1 = 0. Dann ist Tj(Hk) ⊂ Hk−1 für k ≥ 0 und nach Lemma 4.20 lassen
δp−1
T δp−1

T

∗
und Dp

T die Räume Λp(s,Hk) invariant für alle p ≥ 1 und alle k ≥ −1. Weil
K•(T,H) nach Voraussetzung exakt bei Λ1(s,H) und Λ2(s,H) ist, folgt deshalb mit
Lemma 1.29 (a) die Beziehung

D1
T (Λ

1(s,Hk)) = Λ1(s,Hk) (4.3)

sowie

D2
T (Λ

2(s,Hk)) ist dicht in Λ2(s,Hk) (4.4)

für alle k ≥ −1. Sei C = δ1T δ
0
A. Dann gilt

C∗δ1T = δ0A
∗
δ1T

∗
δ1T = δ0A

∗
δ1T

∗
δ1T + δ0A

∗
δ0T δ

0
T

∗
= δ0A

∗
D1
T , (4.5)

denn δ0A
∗
δ0T = 0 nach Voraussetzung. Mit δ1T

∗
δ2T

∗
= 0 und Lemma 4.19 folgt

C∗D2
T = δ0A

∗
δ1T

∗
(δ1T δ

1
T

∗
+ δ2T

∗
δ2T ) = δ0A

∗
δ1T

∗
δ1T δ

1
T

∗
= −δ0B

∗
δ1A

∗
δ1T δ

1
T

∗
. (4.6)
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4.3 Extremalität des n-Shifts

Wir zeigen nun induktiv, dass für k ≥ −1 gilt:

δ0A
∗
(Λ1(s,Hk)) = 0 und

C∗(Λ2(s,Hk)) = 0.

Dann folgt δ0A
∗
= 0 wie gewünscht.

Für k = −1 ist das trivial, sei die Behauptung also für ein k ≥ −1 bereits
gezeigt. Wegen δ1T (Λ

1(s,Hk+1) ⊂ Λ2(s,Hk) folgt nach Induktionsvoraussetzung und
Gleichung (4.3) sowie (4.5) die Beziehung

δ0A
∗
(Λ1(s,Hk+1)) = δ0A

∗
D1
T (Λ

1(s,Hk+1)) = C∗δ1T (Λ
1(s,Hk+1)) = 0.

Somit ist A∗
i (Hk+1) = 0 für alle i, wegen δ1T δ

1
T

∗
(Λ2(s,Hk+1)) ⊂ Λ2(s,Hk+1) gilt auch

δ1A
∗
δ1T δ

1
T

∗
(Λ2(s,Hk+1)) = 0. Mit Gleichung (4.6) erhalten wir

C∗(D2
T (Λ

2(s,Hk+1))) = 0

und daraus mit Gleichung (4.4) schließlich C∗(Λ2(s,Hk+1)) = 0. Das zeigt die Be-
hauptung für k + 1, womit der Beweis vollständig ist.

Nach diesen Vorbereitungen können wir nun endlich den Satz über die Extrema-
lität des n-Shifts beweisen.

Satz 4.22. Sei Mz der n-Shift auf dem Drury-Arveson-Raum H(B). Dann ist M∗
z

extremal für die Familie der kommutierenden sphärischen Kontraktionen.

Beweis. Sei T = M∗
z und R ∈ L(H(B)⊕K)n eine kommutierende sphärische Kon-

traktion, die T fortsetzt. Dann hat R die Form R = (R1, . . . , Rn) mit

Ri =

(
Ti Ai
0 Bi

)

(i = 1, . . . , n).

Für k ≥ 0 sei Hk die Menge aller homogenen Polynome vom Grad k. Dann ist

H(B) =
⊕

k∈N0

Hk,

Tj(H0) = 0 und Tj(Hk) ⊂ Hk−1 für k ≥ 1 und 1 ≤ j ≤ n. Zunächst bemerke man,
dass es genügt, die Gleichung

∑n

i=1A
∗
iTi = 0 zu zeigen. In der Tat, im Fall n = 1

folgt dann aus der Surjektivität von T1 direkt A1 = 0. Im Fall n ≥ 2 ist der Koszul-
Komplex K•(T,H(B)) nach Korollar 4.18 exakt bei p = 1 und p = 2, sodass auch
in diesem Fall aus Lemma 4.21 die Identität Ai = 0 für i = 1, . . . , n folgt.

Wir zeigen also
∑n

i=1A
∗
iTi = 0. Weil R eine sphärische Kontraktion ist, gilt nach

Lemma 3.4 für alle f ∈ H(B) und y ∈ K die Ungleichung

||f ||2 −
n∑

i=1

||Tif ||2 − 2Re

〈
n∑

i=1

A∗
iTif, y

〉

+ ||y||2 −
n∑

i=1

||Aiy||2 −
n∑

i=1

||Biy||2 ≥ 0.

(4.7)
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4 Der n-Shift Mz auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Nach Lemma 4.4 (b) ist aber 1−∑n
i=1 T

∗
i Ti = 1−∑n

i=1MziM
∗
zi

gerade die Projektion
auf H0. Ist also f ∈ H⊥

0 , so ist ||f ||2−∑n

i=1 ||Tif ||2 = 0 und Ungleichung (4.7) liefert

2Re

〈
n∑

i=1

A∗
iTif, y

〉

≤ ||y||2 −
n∑

i=1

||Aiy||2 −
n∑

i=1

||Biy||2

für alle f ∈ H⊥
0 und y ∈ K. Nach Lemma 3.3 folgt

∑n

i=1A
∗
iTif = 0 für f ∈ H⊥

0 .
Ist f ∈ H0, so ist Tif = M∗

zi
f = 0 für alle i, also gilt insgesamt

∑n

i=1A
∗
iTi = 0 wie

gewünscht.
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5 Kontraktionen

5.1 Operatortupel der Form S∗ ⊕ V
Definition 5.1. Ein vertauschendes Tupel S ∈ L(H)n heißt direkte Summe von
n-Shifts, wenn S unitär äquivalent zu

⊕

λ∈Λ

Mz ∈ L
(⊕

λ∈Λ

H(B)
)n

für eine Menge Λ ist, das heißt, falls es eine Menge Λ und einen unitären Operator
U ∈ L

(⊕

λ∈ΛH(B), H
)

gibt, sodass

Si = U
(⊕

λ∈Λ

Mzi

)

U∗

für i = 1, . . . , n gilt.

Ziel dieses Abschnittes ist der folgende Satz, der bei der Bestimmung der Extre-
malen der Familie aller kommutierenden sphärischen Kontraktionen hilfreich sein
wird.

Satz 5.2. Sei T ∈ L(H)n ein Tupel kommutierender Operatoren, das folgende Be-
dingungen erfüllt:

(a)
∑n

i=1 T
∗
i Ti ist eine Projektion.

(b) Sind x1, . . . , xn ∈ H mit Tixj = Tjxi für alle i und j, dann gibt es ein x ∈ H
mit xi = Tix für alle i.

Dann ist T = S∗⊕V , wobei S eine direkte Summe von n-Shifts und V eine sphärische
Isometrie ist.

Man beachte, dass die zweite Voraussetzung gerade besagt, dass der Koszul-
Komplex K•(T,H) exakt bei K1(T,H) ist. Im Fall n = 1 kann man noch etwas
mehr aussagen. Dann ist die erste Bedingung nach Lemma 1.4 äquivalent dazu, dass
T eine partielle Isometrie ist, und die zweite Bedingung ist äquivalent zur Surjekti-
vität von T . Beide Bedingungen sind wiederum nach Lemma 1.4 genau dann erfüllt,
wenn TT ∗ = 1 gilt, das heißt, wenn T ∗ eine Isometrie ist. Solche Operatoren nennt
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5 Kontraktionen

man auch Co-Isometrien. In diesem Fall ist der Operator V aus dem Satz automa-
tisch unitär. Gilt nämlich T = S∗ ⊕ V , so ist T ∗ = S ⊕ V ∗, und mit T ∗ ist auch
V ∗ eine Isometrie. Als Korollar erhalten wir im Fall n = 1 die Wold-Zerlegung von
Isometrien:

Korollar 5.3. Jede Isometrie T auf einem Hilbertraum hat die Form T = S ⊕ U ,
wobei U unitär und S eine direkte Summe von (Rechts-)Shiftoperatoren ist.

Beweis. Ist T eine Isometrie, so gibt es nach der Vorüberlegung einen unitären
Operator V und eine direkte Summe S von 1-Shifts mit T ∗ = S∗⊕V , also T = S⊕U
mit U = V ∗. Weil der 1-Shift unitär äquivalent zum unilateralen Rechtsshift auf dem
l2(N0) ist, folgt die Behauptung.

Zum Beweis des Satzes 5.2 benötigen wir noch einige Vorbereitungen. Für den
Rest des Abschnittes sei T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n stets ein vertauschendes n-Tupel
von Operatoren, das die Bedingungen (a) und (b) aus Satz 5.2 erfüllt. Sei

E0 =
n⋂

i=1

ker(Ti).

Wir definieren induktiv eine Folge positiver Operatoren (PN)
∞
N=0 auf H durch

P0 = 1 und PN+1 =

n∑

i=1

T ∗
i PNTi.

Für i = 1, . . . , n sei Mi : L(H) → L(H), S 7→ T ∗
i STi und M = (M1, . . . ,Mn). Weil

T ein vertauschendes Tupel von Operatoren ist, kommutieren die Mi. Es folgt für
alle N ∈ N die Gleichung

PN =

(
n∑

i=1

Mi

)N

1 =
∑

|α|=N

γαT
∗αT α.

Daraus erhalten wir
⋂

|α|=N ker T α ⊂ kerPN . Ist umgekehrt x ∈ kerPN , so gilt

0 = 〈PNx, x〉 =
∑

|α|=N

γα〈T ∗αT αx, x〉 =
∑

|α|=N

γα||T αx||2.

Somit ist x ∈ ⋂|α|=N ker(T α). Insgesamt folgt

kerPN =
⋂

|α|=N

ker(T α).

Insbesondere ist also E0 = kerP1. Wir zeigen nun induktiv, dass PN−1 − PN ≥ 0
für alle N ≥ 1 gilt. Für N = 1 ist P0 − P1 = 1 −∑n

i=1 T
∗
i Ti nach Voraussetzung
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5.1 Operatortupel der Form S∗ ⊕ V

eine Orthogonalprojektion, also ein positiver Operator. Ist die Behauptung für ein
N ≥ 1 bereits gezeigt, so gilt

PN − PN+1 =
n∑

i=1

T ∗
i (PN−1 − PN)
︸ ︷︷ ︸

≥0

Ti ≥ 0.

Das zeigt die Behauptung für N + 1.
Die Folge (PN)

∞
N=0 ist also eine fallende Folge positiver Operatoren, welche nach

Korollar 1.9 in der starken Operatortopologie gegen einen positiven Operator P
konvergiert. Wir werden zeigen:

• P ist eine Projektion und M = ran(P ) reduziert die Operatoren Ti.

• T
∣
∣
M

ist eine sphärische Isometrie.

• T ∗
∣
∣
M⊥ ist eine direkte Summe von n-Shifts.

Dazu beginnen wir mit einem Lemma, aus dem der erste Punkt leicht folgt.

Lemma 5.4. Für alle N ∈ N ist der Operator PN eine Projektion mit TiPN =
PN−1Ti für i = 1, . . . , n.

Beweis. Wir zeigen zunächst per Induktion nach N , dass TiPN = PN−1Ti für alle
i gilt. Nach Voraussetzung (a) an T ist P1 =

∑n

i=1 T
∗
i Ti eine Projektion, also ist

ran(1 − P1) = ker(P1) = ∩ni=1 ker(Ti). Für alle i ist somit Ti(1 − P1) = 0, also
P0Ti = Ti = TiP1. Das zeigt die Behauptung für N = 1.

Sei die Behauptung nun für ein N ≥ 1 bereits gezeigt. Für x ∈ H und j = 1, . . . , n
sei zj = PNTjx. Dann gilt für alle i und j die Relation

Tizj = TiPNTjx = PN−1TiTjx = PN−1TjTix = TjPNTix = Tjzi.

Nach Voraussetzung (b) an T gibt es daher ein y ∈ H mit PNTjx = zj = Tjy für
alle j. Für alle i erhalten wir damit

TiPN+1x = Ti

n∑

j=1

T ∗
j PNTjx = Ti

n∑

j=1

T ∗
j Tjy = TiP1y = P0Tiy = PNTix.

Das zeigt die Behauptung für N + 1.
Zum Nachweis der Projektionseigenschaft iterieren wir die Gleichung TiPN =

PN−1Ti. Für N > 1 und i, j = 1, . . . , n folgt

TiTjPN = TiPN−1Tj = PN−2TiTj .
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5 Kontraktionen

Indem wir induktiv so fortfahren erhalten wir wegen P0 = 1 für alle N ∈ N und alle
α ∈ Nn

0 mit |α| = N die Identität T αPN = T α. Somit gilt

P 2
N =




∑

|α|=N

γαT
∗αT α



PN =
∑

|α|=N

γαT
∗αT α = PN ,

sodass PN eine Projektion ist.

Das nächste Lemma ist zwar etwas technisch, aber völlig elementar.

Lemma 5.5. Sei N ∈ N und für alle α ∈ Nn
0 mit |α| = N sei xα ∈ H. Dann gibt

es genau dann ein x ∈ H mit xα = T αx für alle α ∈ Nn
0 mit |α| = N , wenn

Tixβ+ej = Tjxβ+ei (5.1)

für alle 1 ≤ i, j ≤ n und alle β ∈ Nn
0 mit |β| = N − 1 gilt.

Beweis. Ist xα = T αx für alle α ∈ Nn
0 mit |α| = N , so ist

Tixβ+ej = TiT
β+ejx = TjT

β+eix = Tjxβ+ei

für alle i und j und alle β ∈ Nn
0 mit |β| = N − 1.

Der Nachweis der umgekehrten Richtung erfolgt per Induktion nach N . Für N = 1
ist die Behauptung nach Voraussetzung (b) an T richtig.

Sei die Behauptung also für ein N ≥ 1 bereits gezeigt und sei (xα)|α|=N+1 eine
Familie von Elementen von H , die (5.1) mit N +1 an Stelle von N erfüllt. Sei ferner
β ∈ Nn

0 mit |β| = N und zi = xβ+ei für i = 1, . . . , n. Dann gilt Tjzi = Tizj für alle i
und j. Nach Voraussetzung (b) an T gibt es dann ein xβ ∈ H mit xβ+ei = zi = Tixβ
für alle i. Wir betrachten nun die Familie (xβ)|β|=N . Für γ ∈ Nn

0 mit |γ| = N − 1
und 1 ≤ i, j ≤ n gilt dann

Tjxγ+ei = x(γ+ei)+ej = x(γ+ej)+ei = Tixγ+ej .

Die Familie (xβ)|β|=N erfüllt also (5.1). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es deshalb
ein x ∈ H mit xβ = T βx und somit xβ+ei = Tixβ = T β+eix für alle β ∈ Nn

0 mit
|β| = N und 1 ≤ i ≤ n. Mithin ist xα = T αx für alle α ∈ Nn

0 mit |α| = N + 1, was
die Behauptung für N + 1 zeigt.

Vor dem Beweis des Satzes benötigen wir noch ein weiteres Lemma.

Lemma 5.6. Für alle x, y ∈ E0 und alle α, β ∈ Nn
0 gilt

√
γαγβ 〈T ∗αx, T ∗βy〉 = δαβ〈x, y〉,

wobei δαβ = 1 für α = β und δαβ = 0 sonst sei.
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5.1 Operatortupel der Form S∗ ⊕ V

Beweis. Sei α ∈ Nn
0 und N = |α|. Der Spaltenoperator T (N) : H → ⊕

|β|=N H sei
definiert durch

T (N)x =
(√

γβT
βx
)

|β|=N
.

Dann gilt

T (N)∗T (N) =
∑

|β|=N

γβT
∗βT β = PN .

Nach Lemma 5.4 ist T (N)∗T (N) somit eine Projektion. Deshalb ist T (N)T (N)∗ nach
Lemma 1.4 die Orthogonalprojektion auf ranT (N). Sei x ∈ E0 =

⋂n
i=1 ker(Ti) belie-

big. Der Spaltenvektor

z = (xβ)|β|=N ∈
⊕

|β|=N

H

sei definiert durch xβ = x für β = α und xβ = 0 sonst. Dann ist Tixγ+ej = 0 =
Tjxγ+ei für alle 1 ≤ i, j ≤ n und alle γ ∈ Nn

0 mit |γ| = N − 1. Lemma 5.5 liefert also
ein w ∈ H mit xβ = T βw für alle β ∈ Nn

0 mit |β| = N . Daher ist z ∈ ranT (N) und
es gilt

z = T (N)T (N)∗z = T (N) (
√
γαT

∗αx) =
(√

γαγβ T
βT ∗αx

)

|β|=N
.

Für alle β ∈ Nn
0 mit |β| = N = |α| folgt daraus nach Definition von z die Identität

√
γαγβ T

βT ∗αx = δαβx (5.2)

und daher

√
γαγβ 〈T ∗αx, T ∗βy〉 = δαβ〈x, y〉.

für alle x, y ∈ E0.
Ist |β| 6= |α|, etwa ohne Einschränkung |β| > |α|, so schreiben wir β = η + β ′ mit
|η| = |β| und |β ′| > 0. Für x ∈ E0 =

⋂n
i=1 ker(Ti) gilt dann nach Gleichung (5.2)

√
γηγα T

βT ∗αx = T β
′√
γηγα T

ηT ∗αx = T β
′

δηαx = 0.

Somit ist T βT ∗αx = 0, also gilt auch in diesem Fall

√
γαγβ 〈T ∗αx, T ∗βy〉 = δαβ〈x, y〉.

für alle x, y ∈ E0.

Nun stehen alle Hilfsmittel zum Beweis des Satzes 5.2 bereit.
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5 Kontraktionen

Beweis von Satz 5.2. Die Folge (PN)
∞
N=0 ist nach Lemma 5.4 eine Folge von Or-

thogonalprojektionen. Somit ist auch der SOT-Limes P eine Projektion, denn nach
Lemma 1.2 gilt

P 2 = lim
N→∞

P 2
N = lim

N→∞
PN = P

mit Konvergenz in der starken Operatortopologie. Weil P ein positiver Operator
ist, ist P sogar eine Orthogonalprojektion. Lemma 5.4 liefert PN−1Ti = TiPN für
i = 1, . . . , n und N ∈ N, folglich ist auch PTi = TiP für alle i. Der abgeschlossene
Untervektorraum M = ranP von H reduziert also T . Nach Definition von PN gilt
PN =

∑n

i=1 T
∗
i PN−1Ti und damit auch P =

∑n

i=1 T
∗
i PTi. Das zeigt, dass T

∣
∣
M

eine
sphärische Isometrie ist.

Sei nun B eine Orthonormalbasis von E0. Wir zeigen, dass T ∗
∣
∣
M⊥ unitär äquivalent

zu
⊕

v∈BMz ist. Wegen P =
∑n

i=1 T
∗
i PTi ist E0 ⊂ ker(P ) = M⊥. Deshalb können

wir eine lineare Abbildung U von der algebraischen direkten Summe
⊕

v∈B C[z] nach
M⊥ durch

U(pv)v∈B =
∑

v∈B

pv(T
∗)v

definieren. Sei (pv)v∈B ∈
⊕

v∈B C[z], etwa pv =
∑

α∈Nn
0

a
(α)
v zα für alle v ∈ B. Wir

erhalten die Gleichungskette

||U(pv)v∈B||2 =
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

∑

v∈B

pv(T
∗)v

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2

=
∑

v∈B

∑

w∈B

〈pv(T ∗)v, pw(T
∗)w〉

=
∑

v∈B

∑

w∈B

〈 ∑

α∈Nn
0

a(α)v T ∗αv,
∑

β∈Nn
0

a(β)w T ∗βw
〉

=
∑

v∈B

∑

w∈B

∑

α∈Nn
0

∑

β∈Nn
0

a(α)v a
(β)
w 〈T ∗αv, T ∗βw〉

=
∑

v∈B

∑

w∈B

∑

α∈Nn
0

a(α)v a
(α)
w
〈v, w〉
γα

(nach Lemma 5.6)

=
∑

v∈B

∑

α∈Nn
0

|a(α)v |2
γα

=
∑

v∈B

||pv||2H(B)

= ||(pv)v∈B ||2⊕
v∈BH(B).
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5.1 Operatortupel der Form S∗ ⊕ V

Man beachte hierbei, dass alle betrachteten Summen in Wirklichkeit endlich waren,
insbesondere sind also die Vertauschungen der Summationsreihenfolge gerechtfer-
tigt. Weil die algebraische direkte Summe

⊕

v∈B C[z] dicht in dem Hilbertraum
⊕

v∈B H(B) liegt, setzt sich U zu einer Isometrie auf
⊕

v∈B H(B) fort. Diese Fort-
setzung heiße wieder U .

Zum Nachweis der Surjektivität des gerade definierten Operators U sei

[E0]T ∗ =
∨

p∈C[z]

p(T ∗)(E0)

der kleinste abgeschlossene Unterraum von H , der E0 enthält und unter T ∗
1 , . . . , T

∗
n

invariant ist. Wir zeigen [E0]T ∗ = M⊥. Weil E0 ⊂ M⊥ ist und M das Tupel T
reduziert, gilt [E0]T ∗ ⊂ M⊥. Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion sei Qk =
Pk − Pk+1 für k ≥ 0. Es ist ran(Q0) = ran(1 − P1) = ker(P1) = E0. Sei nun
Ek = ran(Qk) für k ≥ 1. Wir zeigen per Induktion nach k, dass Ek ⊂ [E0]T ∗ für
alle k ≥ 0 gilt. Für k = 0 ist das trivial. Ist die Behauptung für ein k ≥ 0 bereits
gezeigt, so gilt für x ∈ H die Beziehung

Qk+1x = (Pk+1 − Pk+2)x =
n∑

i=1

T ∗
i (Pk − Pk+1)Tix

=

n∑

i=1

T ∗
i QkTix ∈

n∑

i=1

T ∗
i (Ek) ⊂ [E0]T ∗ ,

was die Behauptung für k + 1 zeigt.
Es gilt also ran(Qk) = Ek ⊂ [E0]T ∗ für alle k ≥ 0. Andererseits ist

1− P = lim
N→∞

(1− PN) =
∞∑

k=0

Qk

mit Konvergenz in der starken Operatortopologie, also istM⊥ = ran(1−P ) ⊂ [E0]T ∗ .
Zusammen gilt somit M⊥ = [E0]T ∗ . Wegen

{p(T ∗)v : p ∈ C[z] und v ∈ B} ⊂ ran(U) ⊂M⊥

folgt daraus die Dichtheit von ran(U) in M⊥. Weil U als Isometrie auch abgeschlos-
senes Bild hat, ist U daher surjektiv, insgesamt also unitär.

Für alle Elemente (pv)v∈B der algebraischen direkten Summe
⊕

v∈B C[z] und i =
1, . . . , n gilt ferner

T ∗
i U(pv)v∈B = T ∗

i

∑

v∈B

pv(T
∗)v =

∑

v∈B

(zipv)(T
∗)v

= U(zipv)v∈B = U
(⊕

v∈B

Mzi

)

(pv)v∈B .

Aus Stetigkeitsgründen folgt T ∗
i

∣
∣
M⊥U = U

(⊕

v∈BMzi

)
für i = 1, . . . , n. Mithin ist

T ∗|M⊥ unitär äquivalent zu
⊕

v∈BMz , also eine direkte Summe von n-Shifts.
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5 Kontraktionen

5.2 Rang-Eins-Fortsetzungen sphärischer

Kontraktionen

Mit dem folgenden Lemma kann leicht überprüft werden, ob eine eindimensionale
Fortsetzung eines vertauschenden Operatortupels wieder vertauschend ist.

Lemma 5.7. Sei T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n ein kommutierendes Tupel von Ope-
ratoren und R = (R1, . . . , Rn) eine nichttriviale Rang-Eins-Fortsetzung von T auf
H ⊕ C der Form

Ri =

(
Ti Ai
0 Bi

)

.

Für alle i sei dabei Ai1 = εxi für ein ε > 0 und x1, . . . , xn ∈ H mit
∑n

i=1 ||xi||2 = 1
sowie Bi1 = bi mit b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn.

Dann ist R ein kommutierendes Tupel genau dann, wenn (Ti− bi)xj = (Tj − bj)xi
für alle i und j gilt.

Beweis. Weil T = (T1, . . . , Tn) und B = (B1, . . . , Bn) vertauschende Tupel von
Operatoren sind, gilt für alle i und j die Gleichung

RiRj − RjRi =

(
TiTj TiAj + AiBj

0 BiBj

)

−
(
TjTi TjAi + AjBi

0 BjBi

)

=

(
0 TiAj + AiBj − TjAi − AjBi

0 0

)

.

Somit kommutieren die Ri genau dann, wenn

(TiAj − AjBi)1 = (TjAi −AiBj)1

für alle i und j ist, also genau dann, wenn für alle i und j die Identität

(Ti − bi)xj = (Tj − bj)xi

gilt.

Durch geeignete Wahl von ε > 0 lässt sich offensichtlich jede nichttriviale Rang-
Eins-Fortsetzung von T auf die Form in Lemma 5.7 bringen. Deshalb betrachten wir
im Folgenden nur Fortsetzungen dieser Gestalt.

Lemma 5.8. Sei T ∈ Fsc∩B(H)n eine kommutierende sphärische Kontraktion und
D =

√

1−∑n

i=1 T
∗
i Ti.

Dann hat T genau dann eine nichttriviale Rang-Eins-Fortsetzung in Fsc, wenn es
ein b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn und x1, . . . , xn ∈ H mit den folgenden Eigenschaften gibt:
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5.2 Rang-Eins-Fortsetzungen sphärischer Kontraktionen

(a)
∑n

i=1 ||xi||2 = 1,

(b) (Ti − bi)xj = (Tj − bj)xi für alle i und j,

(c) |b| < 1,

(d)
∑n

i=1 T
∗
i xi ∈ ranD.

Beweis. Weil T eine sphärische Kontraktion ist, ist 1 − ∑n

i=1 T
∗
i Ti ein positiver

Operator, besitzt also in der Tat eine positive Quadratwurzel D. Für alle x ∈ H gilt

n∑

i=1

||Tix||2 =
〈

n∑

i=1

T ∗
i Tix, x

〉

= 〈(1−D2)x, x〉 = ||x||2 − ||Dx||2.

Sei R eine kommutierende Rang-Eins-Fortsetzung von T wie in Lemma 5.7 und
x0 =

∑n

i=1 T
∗
i xi. Nach Lemma 3.4 ist R genau dann ein sphärische Kontraktion,

wenn für alle x ∈ H und y ∈ C die Ungleichung

||x||2 −
n∑

i=1

||Tix||2 − 2Re
〈

x,

n∑

i=1

T ∗
i Aiy

〉

+ |y|2 −
n∑

i=1

||Aiy||2 −
n∑

i=1

|Biy|2 ≥ 0

gilt, also genau dann, wenn

2εRe y〈x, x0〉+ (ε2 + |b|2)|y|2 ≤ ||Dx||2 + |y|2 (5.3)

für alle x ∈ H und y ∈ C ist.
Sei nun R eine sphärische Kontraktion für ein ε > 0. Aus (5.3) folgt für x = 0

die Ungleichung |b| < 1. Indem wir y eventuell mit einem Drehfaktor multiplizieren,
erhalten wir ebenfalls aus (5.3) die Beziehung

2ε|y| |〈x, x0〉| ≤ ||Dx||2 + |y|2

für alle x ∈ H und y ∈ C. Daraus folgt

(|y| − ε|〈x, x0〉|)2 − ε2|〈x, x0〉|2 + ||Dx||2 = |y|2 − 2ε|y||〈x, x0〉|+ ||Dx||2 ≥ 0.

Insbesondere erhalten wir mit y = ε|〈x, x0〉| damit

ε2|〈x, x0〉|2 ≤ ||Dx||2

für alle x ∈ H . Nach dem Korollar 1.7 zum Douglas-Lemma ist daher
∑n

i=1 T
∗
i xi =

x0 ∈ ranD. Das zeigt die Notwendigkeit der vier Bedingungen.
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5 Kontraktionen

Gelten umgekehrt die vier Bedingungen, so ist insbesondere x0 = Dz0 für ein
z0 ∈ H . Für alle x ∈ H und y ∈ C folgt

2εRe y〈x, x0〉+ (ε2 + |b|2)|y|2 ≤ 2ε|y〈Dx, z0〉|+ (ε2 + |b|2)|y|2
≤ 2ε|y| ||Dx|| ||z0||+ (ε2 + |b|2)|y|2
≤ ε(|y|2 + ||Dx||2||z0||2) + (ε2 + |b|2)|y|2

= ε||Dx||2||z0||2 +
(
ε+ ε2 + |b|2

)
|y|2.

Für hinreichend kleines ε > 0 wird dieser Ausdruck wegen |b| < 1 kleiner oder gleich
||Dx||2 + |y|2 für alle x ∈ H und y ∈ C. Gleichung (5.3) zeigt dann, dass R eine
sphärische Kontraktion ist, sodass die vier Bedingungen auch hinreichend sind.

5.3 Kommutierende Kontraktionen

Bevor wir zur Klassifikation der Extremalen der Familie aller kommutierenden sphä-
rischen Kontraktionen kommen, betrachten wir in diesem Abschnitt die Familie Fcc
aller n-Tupel aus kommutierenden Kontraktionen. Ein Teil der Extremalen ist in
jedem Fall schnell gefunden:

Lemma 5.9. Vertauschende n-Tupel aus Co-Isometrien sind extremal für die Fa-
milie aller n-Tupel aus kommutierenden Kontraktionen.

Beweis. Sei T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n ein vertauschendes Tupel von Co-Isometrien
und S = (S1, . . . , Sn) ∈ L(K)n eine Fortsetzung von T zu einem Tupel kommutie-
render Kontraktionen. Bezeichnet P die Orthogonalprojektion von K auf H , so gilt
für alle x ∈ H und i = 1, . . . , n die Ungleichung

||x|| = ||T ∗
i x|| = ||PS∗

i x|| ≤ ||S∗
i x|| ≤ ||x||,

also ||PS∗
i x|| = ||S∗

i x|| und somit S∗
i x ∈ H . Mithin ist S eine triviale Fortsetzung

von T .

Im Fall n = 1 können mit dem letzten Lemma aus dem vorigen Abschnitt bereits
alle Extremalen identifiziert werden.

Satz 5.10. Für eine Kontraktion T sind äquivalent:

(i) T ist eine Co-Isometrie.

(ii) T hat keine nichttriviale Fortsetzung zu einer Kontraktion.

(iii) T hat keine nichttriviale Rang-Eins-Fortsetzung zu einer Kontraktion.

Insbesondere gilt:
Die Extremalen der Familie aller Kontraktionen sind genau die Co-Isometrien.
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5.3 Kommutierende Kontraktionen

Beweis. (i) ⇒ (ii) folgt aus Lemma 5.9.
(ii) ⇒ (iii) ist trivial.
(iii)⇒ (i): Sei T eine Kontraktion, die keine Co-Isometrie ist. Dann ist 1−TT ∗ 6= 0,

also existiert ein y ∈ H , sodass x = (1− TT ∗)y Norm 1 hat. Es folgt

T ∗x = T ∗y − T ∗TT ∗y = (1− T ∗T )(T ∗y) = D2(T ∗y) ∈ ranD.

Lemma 5.8 mit b = 0 liefert, dass T eine nichttriviale Rang-Eins-Fortsetzung zu
einer Kontraktion hat.

Zusammen mit dem Satz 2.18 von Agler erhalten wir damit einen neuen Beweis
für den in der Einleitung als Motivation genutzten Dilatationssatz von Sz.-Nagy.

Korollar 5.11. Jede Kontraktion besitzt eine co-isometrische Fortsetzung.

Auch für n = 2 beschreibt Lemma 5.9 alle Extremalen von Fcc.

Satz 5.12. Die Extremalen der Familie aller Paare aus kommutierenden Kontrak-
tionen sind genau die Paare aus kommutierenden Co-Isometrien.

Beweis. Die Extremalität von Paaren kommutierender Co-Isometrien folgt aus Lem-
ma 5.9.

Sei umgekehrt T = (T1, T2) ∈ L(H)2 ein Paar kommutierender Kontraktionen,
sodass T1 und T2 nicht beide Co-Isometrien sind, ohne Einschränkung sei etwa T1
nicht co-isometrisch. Nach dem Dilatationssatz 5.11 von Sz.-Nagy gibt es einen Hil-
bertraum K ⊃ H und eine Co-Isometrie S1 ∈ L(K), die T1 fortsetzt. Es ist klar,
dass S∗

1(H) 6⊂ H gilt, sodass jede Fortsetzung von T der Form S = (S1, S2) nichttri-
vial ist. Deshalb genügt es, eine Fortsetzung von T2 zu einer Kontraktion S2 ∈ L(K)
mit S1S2 = S2S1 zu finden. Die verwendete Konstruktion ähnelt der im Beweis des
commutant lifting theorems, siehe etwa [SNF70, p. 64].

Für i = 1, 2 sei zunächst T̃i = Ti⊕0 ∈ L(K). Dann gilt die Vertauschungsrelation

T̃2T̃1 = S1T̃2. (5.4)

Als ersten Schritt konstruieren wir induktiv Operatoren Bk ∈ L(K) für k ≥ −1 mit
folgenden Eigenschaften:

(a) B−1 = (S∗
1 − T̃1

∗
)T̃2

∗
und BkS

∗
1 = Bk−1 für k ≥ 0,

(b) ||T̃2
∗
x||2 +∑k

i=0 ||Bix||2 ≤ ||x||2 für alle x ∈ K,

(c) ran(Bk) ⊂ (S∗
1 − T̃1

∗
)(H).
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5 Kontraktionen

Sei also B−1 = (S∗
1 − T̃1

∗
)T̃2

∗
. Weil T̃2 eine Kontraktion ist, ist Punkt (b) für k = −1

erfüllt, die Eigenschaft (c) für k = −1 ist klar. Seien nun für ein k ≥ 0 die Operatoren
B−1, B0, . . . , Bk−1 bereits gegeben. Wir konstruieren einen Operator Bk, der den
Eigenschaften (a) - (c) genügt. Zunächst folgt aus Eigenschaft (b) für k − 1, dass

1− T̃2T̃2
∗ −

k−1∑

i=0

B∗
iBi

ein positiver Operator ist, sodass wir

Dk =

√
√
√
√1− T̃2T̃2

∗ −
k−1∑

i=0

B∗
iBi

definieren können. Sei x ∈ K beliebig. Weil S∗
1 eine Isometrie ist, gilt nach der

Vertauschungsrelation (5.4) die Gleichung

||B−1x||2 = ||(S∗
1 − T̃1

∗
)T̃2

∗
x||2 = ||T̃2

∗
x||2 − ||T̃1

∗
T̃2

∗
x||2

= ||T̃2
∗
x||2 − ||T̃2

∗
S∗
1x||2.

(5.5)

Im Fall k ≥ 1 erhalten wir unter Verwendung von Eigenschaft (a) und dieser Glei-
chung

||T̃2
∗
S∗
1x||2 +

k−1∑

i=0

||BiS
∗
1x||2 = ||T̃2

∗
S∗
1x||2 +

k−1∑

i=0

||Bi−1x||2

= ||T̃2
∗
x||2 +

k−2∑

i=0

||Bix||2

≤ ||x||2 − ||Bk−1x||2,

wobei die letzte Ungleichung aus Eigenschaft (b) folgt. Wegen ||S∗
1x|| = ||x|| gilt

deshalb

||Bk−1x||2 ≤ ||S∗
1x||2 − ||T̃2

∗
S∗
1x||2 −

k−1∑

i=0

||BiS
∗
1x||2 = ||DkS

∗
1x||2.

Für k = 0 folgt aus Gleichung (5.5) wegen ||T̃2
∗
x|| ≤ ||x|| = ||S∗

1x|| ebenfalls

||B−1x||2 ≤ ||S∗
1x||2 − ||T̃2

∗
S∗
1x||2 = ||D0S

∗
1x||2,

sodass

||Bk−1x||2 ≤ ||DkS
∗
1x||2
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5.3 Kommutierende Kontraktionen

für alle k ≥ 0 gilt. Weil x ∈ K beliebig war, folgt daraus

B∗
k−1Bk−1 ≤ (DkS

∗
1)

∗DkS
∗
1 .

Nach dem Douglas-Lemma 1.6 existiert daher ein Operator Ck ∈ L(K) mit ||Ck|| ≤
1, kerCk = kerB∗

k−1 und

B∗
k−1 = (DkS

∗
1)

∗Ck.

Sei Bk = C∗
kDk. Dann gilt offensichtlich

BkS
∗
1 = Bk−1,

also ist Eigenschaft (a) erfüllt. Für x ∈ K gilt weiterhin

||Bkx||2 = ||C∗
kDkx||2 ≤ ||Dkx||2 = ||x||2 − ||T̃2

∗
x||2 −

k−1∑

i=0

||Bix||2,

was Eigenschaft (b) zeigt. Wegen

ran(Bk) ⊂ ran(C∗
k) ⊂ ker(Ck)

⊥ = ker(B∗
k−1)

⊥ = ran(Bk−1)

folgt Eigenschaft (c) aus der Induktionsvoraussetzung. Damit ist die Konstruktion
der Bk abgeschlossen.

Als nächstes zeigen wir, dass L = (S∗
1 − T̃1

∗
)(H) ein wandernder Unterraum für

S∗
1 ist, das heißt, dass

S∗
1
k(L)⊥L

für alle k ≥ 1 ist. Weil S∗
1 eine Isometrie ist, folgt daraus bereits

S∗
1
k(L)⊥S∗

1
l(L)

für k, l ∈ N0 mit k 6= l. Seien also x, y ∈ H und k ≥ 1 beliebig. Ferner sei P die
Orthogonalprojektion von K auf H . Dann gilt

〈S∗
1
k(S∗

1 − T ∗
1 )x, (S

∗
1 − T ∗

1 )y〉
= 〈S∗

1
kx, y〉 − 〈S∗

1
k+1x, T ∗

1 y〉 − 〈S∗
1
k−1T ∗

1 x, y〉+ 〈S∗
1
kT ∗

1 x, T
∗
1 y〉

= 〈PS∗
1
kx, y〉 − 〈PS∗

1
k+1x, T ∗

1 y〉 − 〈PS∗
1
k−1T ∗

1 x, y〉+ 〈PS∗
1
kT ∗

1 x, T
∗
1 y〉

= 〈T ∗
1
kx, y〉 − 〈T ∗

1
k+1x, T ∗

1 y〉 − 〈T ∗
1
kx, y〉+ 〈T ∗

1
k+1x, T ∗

1 y〉
=0.

Daraus folgt direkt S∗
1
k(L)⊥L.
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5 Kontraktionen

Sei nun x ∈ K beliebig. Nach dem gerade bewiesenen Resultat und Eigenschaft
(c) der Operatoren Bk gilt für alle N,M ∈ N0 mit N ≥M die Gleichung

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

N∑

k=M+1

S∗
1
kBkx

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

2

=

N∑

k=M+1

||S∗
1
kBkx||2 =

N∑

k=M+1

||Bkx||2 .

Aus Eigenschaft (b) folgt, dass die Reihe
∑∞

k=0 ||Bkx||2 konvergiert, sodass die Folge
(
∑N

k=0 S
∗
1
kBkx)

∞
N=0 eine Cauchyfolge in K ist. Deshalb können wir durch

Rx = T̃2
∗
x+

∞∑

k=0

S∗
1
kBkx

für x ∈ K eine offensichtlich lineare Abbildung auf K definieren, die nach dem Satz

von Banach-Steinhaus auch stetig ist. Man beachte, dass ran(Bk) ⊂ (S∗
1 − T̃1

∗
)(H) ⊂

H⊥ gilt und H⊥ ein invarianter Unterraum für S∗
1 ist. Zusammen mit Eigenschaft

(b) folgt deshalb für alle x ∈ K die Ungleichung

||Rx||2 = ||T̃2
∗
x||2 +

∞∑

k=0

||S∗
1
kBkx||2 ≤ ||x||2,

sodass R eine Kontraktion ist. Ferner istH⊥ auch invariant für R und es gilt PR
∣
∣
H
=

T ∗
2 , wobei P die Orthogonalprojektion von K auf H bezeichnet. Aus Eigenschaft (a)

und Gleichung (5.4) erhalten wir weiterhin für alle x ∈ K die Identität

RS∗
1x = T̃2

∗
S∗
1x+

∞∑

k=0

S∗
1
kBkS

∗
1x

= T̃2
∗
S∗
1x+

∞∑

k=0

S∗
1
kBk−1x

= T̃1
∗
T̃2

∗
x+B−1x+ S∗

1

∞∑

k=0

S∗
1
kBkx

= S∗
1 T̃2

∗
x+ S∗

1

∞∑

k=0

S∗
1
kBkx

= S∗
1Rx.

Der Operator S2 = R∗ ∈ L(K) ist also eine Fortsetzung von T2 zu einer Kontraktion
mit S1S2 = S2S1.

Der resultierende Fortsetzungssatz stammt von Andô [And63].

Korollar 5.13. Jedes Paar aus kommutierenden Kontraktionen besitzt eine Fort-
setzung zu einem Paar aus kommutierenden Co-Isometrien.
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5.4 Extremale sphärische Kontraktionen

Bemerkung 5.14. Erstaunlicherweise ist die Situation für n ≥ 3 eine andere. Wir
skizzieren kurz, dass in diesem Fall nicht alle Extremalen der Familie Fcc auch
kommutierende Co-Isometrien sind.

Sei dazu zunächst S = (S1, . . . , Sn) ∈ L(K0)
n ein Tupel aus kommutierenden

Co-Isometrien auf einem Hilbertraum K0. Nach Korollar 3.2 gibt es dann einen
Hilbertraum K ⊃ K0 und ein Tupel V = (V1, . . . , Vn) ∈ L(K)n kommutierender
unitärer Operatoren mit

S∗
i = Vi

∣
∣
K0

für i = 1, . . . , n. Somit gilt auch
(
Sk11 S

k2
2 . . . Sknn

)∗
= V k1

1 V k2
2 . . . V kn

n

∣
∣
K0

für alle k1, . . . , kn ∈ N0. Sei U = V ∗ und PK0
die Orthogonalprojektion von K auf

K0. Für alle k1, . . . , kn ∈ N0 folgt

Sk11 S
k2
2 . . . Sknn = PK0

Uk1
1 U

k2
2 . . . Ukn

n

∣
∣
K0
.

Sei nun T = (T1, . . . , Tn) ∈ L(H)n ein Tupel aus kommutierenden Kontraktionen,
welches eine Fortsetzung zu einem vertauschendes Tupel S aus Co-Isometrien hat.
Dann gibt es also eine Dilatation U = (U1, . . . , Un) ∈ L(K)n von T aus kommutie-
renden unitären Operatoren, das heißt, es ist

T k11 T k22 . . . T knn = PUk1
1 U

k2
2 . . . Ukn

n

∣
∣
H

für alle k1, . . . , kn ∈ N0, wobei P die Orthogonalprojektion von K auf H sei. Es ist
jedoch bekannt, dass für n ≥ 3 nicht jedes n-Tupel kommutierender Kontraktionen
eine solche Dilatation besitzt [Par70]. Nach dem Satz 2.18 von Agler bilden daher in
diesem Fall die kommutierenden Co-Isometrien eine echte Unterklasse von ext(Fcc).
Die Bestimmung von ext(Fcc) für n ≥ 3 scheint ein offenes Problem zu sein.

5.4 Extremale sphärische Kontraktionen

Wir kommen nun wieder zurück zu sphärischen Kontraktionen. Die Aussage des
folgenden Lemmas folgt im Fall n = 1 unmittelbar aus Satz 5.10. Im Fall n > 1 ist
sie neu und insbesondere in Verbindung mit Satz 5.2 interessant.

Lemma 5.15. Sei T eine kommutierende sphärische Kontraktion, die keine nicht-
triviale Rang-Eins-Fortsetzung in Fsc hat. Dann gilt:

(a)
∑n

i=1 T
∗
i Ti ist eine Projektion.

(b) Sind x1, . . . , xn ∈ H mit Tixj = Tjxi für alle i und j, dann gibt es ein x ∈ H
mit Tix = xi für alle i.
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5 Kontraktionen

Beweis. Wir nehmen zunächst an, dass S =
∑n

i=1 T
∗
i Ti keine Projektion ist. Sei

E das Spektralmaß zum selbstadjungierten Operator S. Wegen 0 ≤ S ≤ 1 ist
σ(S) ⊂ [0, 1]. Weil S keine Projektion ist, ist σ(S) 6⊂ {0, 1}, also ist E((0, 1)) 6= 0.
Auf Grund der σ-Additivität von E in der starken Operatortopologie gibt es somit
0 < r < s < 1 mit Q = E([r, s]) 6= 0. Sei 0 6= x0 ∈ ran(Q) und xi = Tix0 für
i = 1, . . . , n. Dann gilt

n∑

i=1

||xi||2 =
n∑

i=1

||Tix0||2 =
〈

n∑

i=1

T ∗
i Tix0, x0

〉

=

〈



1∫

0

t dE(t)



x0, x0

〉

=

1∫

0

t d〈E(t)x0, x0〉 ≥
s∫

r

t d〈E(t)x0, x0〉 ≥ r〈E([r, s])x0, x0〉

= r〈Qx0, x0〉 = r||x0||2 > 0.

Indem wir x0 mit einem Skalierungsfaktor multiplizieren, können wir deshalb ohne
Einschränkung

∑n
i=1 ||xi||2 = 1 annehmen. Mit b = 0 sind dann die Voraussetzungen

(a)-(c) von Lemma 5.8 erfüllt. Für den Operator D =
√
1− S erhalten wir wegen

s < 1 die Beziehung

D

s∫

r

1√
1− t dE(t) =





1∫

0

√
1− t dE(t)









s∫

r

1√
1− t dE(t)





=

1∫

0

χ[r,s] dE = Q,

insbesondere ist also ran(Q) ⊂ ran(D). Es folgt

n∑

i=1

T ∗
i xi =

n∑

i=1

T ∗
i Tix0 =

n∑

i=1

T ∗
i TiQx0 = Q

n∑

i=1

T ∗
i Tix0 ∈ ran(D),

also ist auch die Bedingung (d) von Lemma 5.8 erfüllt. T hat somit eine nichttriviale
Rang-Eins-Fortsetzung in Fsc, ein Widerspruch zur Voraussetzung. Das zeigt, dass
∑n

i=1 T
∗
i Ti eine Projektion ist.

Als nächstes nehmen wir an, dass
∑n

i=1 T
∗
i Ti eine Projektion ist, die Eigenschaft

(b) aber nicht erfüllt ist. Wir betrachten den Spaltenoperator T (1) : H → Hn,
definiert durch

T (1)x =






T1x
...

Tnx




 .
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Dann ist T (1)∗T (1) =
∑n

i=1 T
∗
i Ti eine Projektion, also ist T (1) eine partielle Isometrie,

insbesondere ist ran(T (1)) abgeschlossen. Nach Annahme gibt es y1, . . . , yn ∈ H mit

Tiyj = Tjyi für alle i und j, aber y =






y1
...
yn




 /∈ ranT (1). Sei

x =






x1
...
xn




 = (1− T (1)T (1)∗)






y1
...
yn




 =






y1
...
yn




−

n∑

k=1






T1T
∗
k yk
...

TnT
∗
k yk






die Orthogonalprojektion des Vektors y auf ran(T (1))⊥. Für alle i und j gilt dann

Tixj = Tiyj − Ti
n∑

k=1

TjT
∗
kxk = Tjyi − Tj

n∑

k=1

TiT
∗
kxk = Tjxi.

Weil ran(T (1)) abgeschlossen ist, ist x 6= 0. Nach eventueller Skalierung können
wir somit

∑n

i=1 ||xi||2 = 1 annehmen. Wegen x ∈ ran(T (1))⊥ = ker(T (1)∗) ist
∑n

i=1 T
∗
i xi = 0 ∈ ran(D). Wiederum nach Lemma 5.8 mit b = 0 hat T daher

eine nichttriviale Rang-Eins-Fortsetzung in Fsc, ein Widerspruch. Mithin erfüllt T
auch die Eigenschaft (b).

Damit kommen wir zum Höhepunkt dieses Kapitels, der Klassifizierung aller ex-
tremalen kommutierenden sphärischen Kontraktionen.

Satz 5.16. Sei T = (T1, . . . , Tn) ein kommutierendes Tupel von Operatoren. Dann
sind äquivalent:

(i) T ∈ ext(Fsc).

(ii) T = S∗⊕U , wobei U sphärisch unitär und S eine direkte Summe von n-Shifts
ist.

(iii) (a)
∑n

i=1 T
∗
i Ti ist eine Projektion,

(b)
∑n

i=1 TiT
∗
i ≥ 1,

(c) sind x1, . . . , xn ∈ H mit Tixj = Tjxi für alle i und j, dann gibt es ein
x ∈ H mit Tix = xi für alle i.

Beweis. (ii) ⇒ (i): Nach Satz 4.22 ist M∗
z ∈ extFsc, mit Lemma 2.7 (b) folgt somit

S∗ ∈ ext(Fsc). Andererseits ist nach Satz 3.5 auch U ∈ extFsc, wiederum mit
Lemma 2.7 (b) folgt schließlich S∗ ⊕ U ∈ extFsc.

(iii) ⇒ (ii): Erfüllt T die Bedingungen aus (iii), so hat T nach Satz 5.2 die Form
T = S∗ ⊕ U , wobei S ∈ L(H1)

n eine direkte Summe von n-Shifts und U ∈ L(H2)
n
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eine sphärische Isometrie ist. Wir zeigen, dass U sogar sphärisch unitär ist. Die
Bedingung (b) liefert für y ∈ H2 die Ungleichung

||y||2 ≤
〈

n∑

i=1

TiT
∗
i

(
0
y

)

,

(
0
y

)〉

=

〈
n∑

i=1

UiU
∗
i y, y

〉

,

also ist auch
∑n

i=1 UiU
∗
i ≥ 1. Somit gilt

0 ≤
n∑

i=1

UiU
∗
i − 1 =

n∑

i=1

(UiU
∗
i − U∗

i Ui).

Andererseits sind alle Ui nach Korollar 3.7 subnormal, also ist UiU∗
i −U∗

i Ui ≤ 0 für
alle i nach Lemma 1.11. Es folgt UiU∗

i = U∗
i Ui für alle i, also ist U sphärisch unitär.

(i) ⇒ (iii): Sei T ∈ extFsc. Dann hat T insbesondere keine nichttriviale Rang-
Eins-Fortsetzung in Fsc, also folgen (a) und (c) aus Lemma 5.15. Nach Satz 5.2 ist
dann T = S∗ ⊕ U für eine sphärische Isometrie U und eine direkte Summe von
n-Shifts S, das heißt, S ist unitär äquivalent zu

⊕

λ∈ΛMz für eine geeignete Menge
Λ. Dann ist

∑n
i=1 S

∗
i Si unitär äquivalent zu

⊕

λ∈Λ

∑n
i=1M

∗
zi
Mzi und nach Lemma

4.4 (c) ist
∑n

i=1M
∗
zi
Mzi ≥ 1. Es folgt

∑n

i=1 S
∗
i Si ≥ 1. Andererseits ist nach Lemma

2.7 (d) mit T auch U ∈ extFsc, nach Lemma 2.7 (c) und Satz 3.8 muss U dann
schon sphärisch unitär sein. Somit ist

∑n
i=1 TiT

∗
i = (

∑n
i=1 S

∗
i Si)⊕ 1 ≥ 1.

Der resultierende Fortsetzungssatz stammt von Müller-Vasilescu [MV93] und Ar-
veson [Arv98]:

Korollar 5.17. Jede kommutierende sphärische Kontraktion besitzt eine Fortsetzung
zu einem Tupel der Form S∗ ⊕ U , wobei S eine direkte Summe von n-Shifts und U
ein kommutierendes sphärisch unitäres Tupel ist.

Bemerkung 5.18. Zum Beweis von (i) ⇒ (ii) in Satz 5.16 wurde die Extremalität
des Adjungierten des n-Shifts in Fsc nicht verwendet. Zusammen mit dem Satz
2.18 von Agler erhalten wir dafür nun einen anderen Beweis. Sei dazu H 6= {0}
ein Hilbertraum und T = (0, . . . , 0) ∈ L(H)n. Offensichtlich ist T eine sphärische
Kontraktion. Sei R eine extremale Fortsetzung. Dann hat R nach (i)⇒ (ii) von Satz
5.16 die Form R = S∗⊕U für eine direkte Summe von n-Shifts S und ein sphärisch
unitäres Tupel U . Der Summand S∗ kann nicht fehlen, weil sonst T = (0, . . . , 0)
Einschränkung des sphärisch unitären Tupels U , also insbesondere eine sphärische
Isometrie wäre. Mit Lemma 2.7 d) folgt nun die Extremalität von S∗ und damit die
von M∗

z in Fsc.
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