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Einleitung

Der Dilatationssatz von Sz.-Nagy ist ein wichtiges Werkzeug zum Studium von Kon-
traktionen auf Hilbertrdumen. Eine Version dieses Satzes besagt das Folgende:

Satz. Jede Kontraktion auf einem Hilbertraum besitzt eine Fortsetzung zu einer Co-
Isometrie.

Dabei heift ein Operator T auf einem Hilbertraum Co-Isometrie, falls 77 = 1
gilt, das heifst, falls 7™ eine Isometrie ist. Zusammen mit der Tatsache, dass jede
Isometrie auf einem Hilbertraum eine Fortsetzung zu einem unitédren Operator hat,
erhélt man leicht eine andere Version des Satzes.

Satz. Zu jeder Kontraktion T auf einem Hilbertraum H gibt es einen Hilbertraum
K D H und einen unitiren Operator U auf K, sodass

T" = PU*|,

fiir alle k € Nqy gilt, wobei P die Orthogonalprojektion von K auf H ist.

Der Operator U heift auch Dilatation von T. Ein Beispiel fiir eine Anwendung
dieses Satzes ist die folgende Ungleichung von John von Neumann.

Korollar. Sei T € L(H) eine Kontraktion und p € Clz] ein Polynom. Dann gilt

(DI < llpll5:

Beweis. Sei U eine unitére Dilatation von 7. Dann gilt p(T") = Pp(U)}H fiir alle
Polynome p € C[z]. Weil der stetige Funktionalkalkiil von U isometrisch ist und
das Spektrum von unitéren Operatoren in der Einheitskreislinie liegt, gilt ||p(U)|] <
Ipllp. Es folgt

Ip(D)I] = 1Pp@)] , Il < llp@)]] < llpll5-
O

Die von-Neumannsche Ungleichung kann nun als Ausgangspunkt fiir das Studium
von Funktionalkalkiilen fiir Kontraktionen dienen. Eine solche Vorgehensweise findet
sich etwa in [DAE™03].

Dieses Beispiel illustriert den Nutzen von Fortsetzungssdtzen. Sie ermoglichen
es, zu einem gegebenen Operator eine Fortsetzung mit besseren Eigenschaften zu
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finden. Dann kann man diese Fortsetzung studieren, fiir die meistens stérkere Satze
zur Verfiigung stehen, um schlieflich Riickschliisse auf den urspriinglichen Operator
zu ziehen. So haben wir gerade eine Kontraktion zunéchst zu einer Co-Isometrie
fortgesetzt und daraufhin fiir den adjungierten Operator dieser Co-Isometrie eine
unitidre Fortsetzung betrachtet. Dann konnten wir den stetigen Funktionalkalkiil
dieses unitdren Operators benutzen, der fiir die Kontraktion nicht zur Verfiigung
stand.

Auch fiir (meist vertauschende) Tupel von Hilbertraumoperatoren ist man an
Fortsetzungssétzen interessiert. Eine Fortsetzung eines Tupels T'= (T3, ...,T,) von
Operatoren soll dabei ein weiteres Operatortupel S = (51, ...,.S,) sein, sodass fiir
t = 1,...,n der Operator S; eine Fortsetzung von 7T; ist. Es geniigt also nicht,
jede Komponente einzeln fortzusetzen, was die Suche nach Fortsetzungssétzen fiir
Operatortupel erschwert.

Jim Aglers Konzept von Familien [AgI88| bietet einen allgemeinen Rahmen fiir
solche Fortsetzungssiatze. Eine Familie ist dabei eine Klasse F von n-Tupeln aus
Hilbertraumoperatoren, die den folgenden vier Bedingungen geniigt:

(F1) F ist beschrankt.
(F2) F ist stabil unter Einschréankung auf invariante Teilrdume.
(F3) F ist stabil unter beliebigen direkten Summen.

(F4) F ist stabil unter unitalen *-Homomorphismen.

Die Details dieser Bedingungen sind in Definition 2.1l zu finden. Beispiele fiir Fami-
lien sind im Fall n = 1 die Klasse der Kontraktionen, die Klasse der subnormalen
Kontraktionen und die Klasse der Isometrien. Im Fall n > 1 bildet etwa die Klasse
aller n-Tupel aus kommutierenden Isometrien eine Familie. Wir nennen ein Opera-
tortupel T' = (11, ..., T,) sphérische Isometrie, falls

=1

gilt, sowie sphérische Kontraktion, falls

=1

ist. Dann sind auch die Klasse aller sphérischen Isometrien und die Klasse aller
sphérischen Kontraktionen Familien. Beziiglich weiteren Beispielen und Beweisen
sei auf Lemma [2.4] verwiesen.
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Fiir die Suche nach Fortsetzungssitzen ist der Begriff der Extremalen einer Familie
von zentraler Bedeutung. Ein Operatortupel 7" in einer Familie heifft dabei extre-
mal, wenn jede Fortsetzung R von T innerhalb der Familie die Form R =T @ A fiir
ein weiteres Operatortupel A hat, wobei die direkte Summe komponentenweise zu
verstehen ist. Mit diesen Bezeichnungen besagt der Fortsetzungssatz von Agler, dass
jedes Operatortupel einer Familie eine Fortsetzung zu einem extremalen Operator-
tupel hat. Damit wird die Suche nach Fortsetzungssétzen also auf die Bestimmung
der Extremalen einer Familie reduziert.

In der vorliegenden Arbeit werden die Grundlagen der Theorie der Familien be-
reitgestellt und die Extremalen einiger Familien bestimmt. Der Schwerpunkt liegt
dabei auf der Familie der kommutierenden sphérischen Isometrien und der Familie
der kommutierenden sphérischen Kontraktionen. Dieser Teil orientiert sich eng an
der Arbeit [RS10] von Stefan Richter und Carl Sundberg aus dem Jahr 2010.

Das erste Kapitel dient dazu, Grundlagen fiir spéatere Kapitel bereitzustellen, die
iiber die Themen einer typischen Einfithrung in die Funktionalanalysis hinausge-
hen. Dieser Teil kann zunéchst auch iibersprungen werden, um spéter bei Bedarf
dorthin zuriickzukehren. Neben allgemeinen Grundlagen aus der Operatorentheorie
werden subnormale Operatoren behandelt. Dabei werden einige Subnormalitatskri-
terien bereitgestellt, von denen spater das Kriterium in Korollar wichtig sein
wird. In diesem Kapitel fiihren wir dariiber hinaus den Koszul-Komplex fiir ein ver-
tauschendes Tupel von Modulhomomorphismen ein, der fiir uns besonders im Fall
eines vertauschenden Tupels von Hilbertraumoperatoren von Interesse ist. Damit
konnen wir dann die Begriffe Invertierbarkeit und Fredholmeigenschaft sowie Spek-
trum und wesentliches Spektrum fiir ein kommutierendes Operatortupel definieren.
Im Hinblick auf die spétere Anwendung gewinnen wir in Lemma [[.33] noch ein Kri-
terium dafiir, wann ein wesentlich normales Tupel Fredholm ist.

Im zweiten Kapitel geht es um Familien im Sinne von Agler. Von zentraler Be-
deutung ist hier der bereits erwidhnte Fortsetzungssatz 2.18 Im Gegensatz zur Ori-
ginalarbeit von Agler, in der ein Beweis mit transfiniter Induktion angedeutet wird,
beweisen wir diesen Satz mit dem Lemma von Zorn. Dabei ist zu beachten, dass die
Klasse aller Fortsetzungen eines gegebenen Operatortupels im Allgemeinen keine
Menge ist, sodass das Lemma von Zorn nicht direkt benutzt werden kann. Stattdes-
sen finden wir zunéchst eine obere Schranke fiir die Dimension der Hilbertrdume,
auf denen gewisse Fortsetzungen leben. Um den Beweis des Satzes von Agler fiir
allgemeine Familien fiihren zu konnen, bendtigen wir einige Resultate aus der Theo-
rie der vollstdndig positiven Abbildungen. Fiir die Familien, die in dieser Arbeit
genauer untersucht werden, ist das nicht unbedingt erforderlich. Die Aussage des
betreffenden Lemmas kann in diesen Fillen leicht direkt nachgepriift werden.

Im dritten Kapitel bestimmen wir die Extremalen der Familie aller n-Tupel aus
kommutierenden Isometrien und die Extremalen der Familie aller kommutierenden
sphérischen Isometrien. Erstere sind genau die n-Tupel aus kommutierenden uni-
taren Operatoren (Satz[B.J]), letztere genau die kommutierenden sphérisch unitéren
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Tupel, das heiftt die kommutierenden sphérischen Isometrien mit normalen Kom-
ponenten (Satz[B.§). Zusammen mit dem Satz von Agler erhalten wir damit einen
neuen Beweis fiir zwei bekannte Fortsetzungssitze. Der erste stammt von 1t6 [[t658]
und Brehmer [Bre61] und besagt, dass jedes Tupel aus kommutierenden Isometrien
eine gemeinsame Fortsetzung zu einem Tupel aus kommutierenden unitiren Ope-
ratoren besitzt. Der zweite ist ein Resultat von Athavale [Ath90], nach welchem
kommutierende sphérische Isometrien subnormal sind. Dariiber hinaus werden wir
sehen, dass kommutierende sphéarisch unitdre Tupel sogar extremal fiir die Familie
aller kommutierenden sphérischen Kontraktionen sind.

Bevor wir uns genauer mit sphérischen Kontraktionen beschéftigen, untersuchen
wir im vierten Kapitel ein spezielles Operatortupel, den n-Shift M, auf dem Drury-
Arveson-Raum H (B). Der Drury-Arveson-Raum ist ein Hilbertraum holomorpher
Funktionen auf der Einheitskugel im C”, der durch seinen reproduzierenden Kern

o
1 —(z,w)

charakterisiert ist. Der n-Shift M, ist dann das n-Tupel, das aus den Multiplikati-
onsoperatoren mit den Koordinatenfunktionen besteht. Ziel dieses Kapitels ist Satz
M.22] Er besagt, dass das adjungierte Tupel M} extremal fiir die Familie der kom-
mutierenden sphéarischen Kontraktionen ist. Im Anschluss an Satz werden wir
dafiir einen kurzen Beweis erhalten, der auf dem Satz von Agler beruht. In diesem
Kapitel wird jedoch eine andere Herangehensweise gewihlt, die die Struktur des
Koszul-Komplexes von M, ausnutzt. Um die Kohomologiegruppen dieses Komple-
xes zu bestimmen, machen wir im zweiten Abschnitt dieses Kapitels einen Exkurs
in die kommutative Algebra, wo zunéchst das Tupel M, auf dem Polynomring C|[z]
betrachtet wird. Dieser Abschnitt ist bewusst eher knapp gehalten und setzt grund-
legende Kenntnisse der multilinearen und der homologischen Algebra voraus. Im
spateren Verlauf wird lediglich Korollar benotigt. Zumindest dessen Aussage
kann leicht ohne Kenntnis dieses Abschnittes verstanden werden.

Im letzten Kapitel beschéftigen wir uns mit kommutierenden sphérischen Kontrak-
tionen. Zunéchst zeigen wir dazu einen Satz iiber Operatortupel der Form S* &V,
wobei S eine direkte Summe von n-Shifts und V' eine kommutierende sphérische Iso-
metrie ist. Genauer geht es dabei um eine hinreichende Bedingung dafiir, dass ein
vertauschendes n-Tupel von Operatoren diese spezielle Gestalt hat. Im Fall n = 1
entspricht dieser Satz gerade der Wold-Zerlegung von Isometrien auf Hilbertraumen.
Im néchsten Abschnitt betrachten wir eindimensionale Fortsetzungen sphérischer
Kontraktionen. Das dort gewonnene Resultat ermoglicht es, im Fall n = 1 die Ex-
tremalen der Familie aller Kontraktionen als Co-Isometrien zu identifizieren. Mit
dem Satz von Agler erhalten wir damit einen neuen Beweis fiir den zu Beginn als
Motivation genutzten Dilatationssatz von Sz.-Nagy. An dieser Stelle bietet es sich
an, kurz auf die Familie aller n-Tupel aus kommutierenden Kontraktionen einzu-
gehen. Im Fall n = 2 konnen wir noch zeigen, dass die Extremalen dieser Familie

K(z,w) =

10
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genau die Paare aus kommutierenden Co-Isometrien sind. Fiir n > 3 ist die Situation
komplizierter. In diesem Fall sind nicht alle Extremalen auch vertauschende Tupel
von Co-Isometrien. Im letzten Abschnitt kommt fast sémtliche bis dahin entwickelte
Theorie zusammen, um die Extremalen der Familie aller kommutierenden sphéri-
schen Kontraktionen zu klassifizieren. Dabei werden wir in Satz sehen, dass jede
extremale sphérische Kontraktion 7" die Form 7' = S* & U hat, wobei S eine direkte
Summe von n-Shifts und U ein kommutierendes sphérisch unitidres Operatortupel
ist. Zusammen mit dem Satz von Agler erhalten wir damit einen neuen Beweis fiir
einen Fortsetzungssatz von Miiller-Vasilescu [MV93] und Arveson [Arv9S§|, der be-
sagt, dass jede kommutierende sphérische Kontraktion eine Fortsetzung zu einem
Operatortupel der Form S* & U hat.

Die verwendete Notation wird meistens dann erklart, wenn sie zum ersten Mal
benutzt wird. Generell sei N = {1,2,3,...} die Menge aller natiirlichen Zahlen und
Ny = NU{0}. Ferner seien H und K stets komplexe Hilbertraume.

Mein Dank gilt Professor Eschmeier, der mir dieses interessante Thema gestellt
hat. Er hat mich bei der Anfertigung der Bachelorarbeit sehr gut betreut und mir
gleichzeitig viele Freiheiten bei der Ausarbeitung gelassen. Ich danke auch meinen
Eltern, die mir nicht nur wiahrend der Entstehung der Bachelorarbeit Riickhalt ge-
wahrt haben. Schlieflich geht mein Dank an die Studienstiftung des deutschen Volkes
fiir die finanzielle und vor allem die ideelle Férderung wahrend meines bisherigen
Studiums.
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1 Vorbereitungen

1.1 Grundlagen aus der Operatorentheorie

Sei H ein Hilbertraum und £(H) der Raum der stetigen linearen Operatoren auf
H. Auf L£(H) ist neben der Normtopologie noch eine weitere Topologie fiir uns von
Interesse.

Definition 1.1. Durch die Halbnormen (p,),cqy mit

p(T) = ||Tx|| fir T'e L(H)
ist eine separierte lokalkonvexe Topologie auf L£(H) gegeben. Diese heifst die starke
Operatortopologie (SOT).

Offenbar konvergiert ein Netz stetiger linearer Operatoren genau dann in der star-
ken Operatortopologie, wenn es punktweise auf H konvergiert. Die starke Operator-
topologie ist also grober als die Normtopologie. Man kann dariiber hinaus zeigen,
dass die Komposition, die in der Normtopologie stetig ist, im Falle eines unendlich-
dimensionalen Hilbertraumes SOT-unstetig ist [Hal82, Problem 111|. Es gilt aber
immerhin noch:

Lemma 1.2. Die Komposition
o:L(H)x L(H) = L(H), (S,T)~— ST
1st SOT-folgenstetig.
Beweis. Seien (1,)5, und (5,)5, Folgen in L(H), die gegen T bzw. S in der

n=0
starken Operatortopologie konvergieren. Nach dem Satz von Banach-Steinhaus ist

dann M = sup,,cy, ||Tn|| < co. Fiir alle z € H folgt

|| TS — T'Sx|| < ||T,Spx — T,Sz|| + || TSz — T'Sz||

< M||Spx — Sz|| + || TSz — T'Sz|| == 0.
Somit konvergiert (7,,5,)32, in der starken Operatortopologie gegen 7'S. O

Bekanntlich heiftt ein linearer Operator T' € L(H, K) zwischen zwei Hilbertrau-
men H und K Isometrie, falls ||Tz|| = ||z|| fir alle z € H gilt. Die folgende Defini-
tion ist eine Abschwichung dieses Begriffes.

13
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Definition 1.3. Ein Operator T' € L(H, K) heift partielle Isometrie, wenn es einen
abgeschlossenen Unterraum M von H gibt, sodass ||Tz|| = ||z|| fir alle z € M und
Tz = 0 fiir alle z € Mt gilt. M heikt der Anfangsraum und T'(M) = T(H) der
Zielraum von T

Ist T eine partielle Isometrie, so ist offenbar ker(7T)* der Anfangsraum von 7.
Eine niitzliche Charakterisierung partieller Isometrien liefert das folgende Lemma.

Lemma 1.4. Sei T € L(H, K). Dann ist T genau dann eine partielle Isometrie,
wenn T*T eine Projektion ist. In diesem Fall ist auch TT* eine Projektion. Das
Bild von T*T ist der Anfangsraum und das Bild von T'T* der Zielraum von T.

Beweis. Sei T*T eine Projektion und M = ran(7*T'). Dann ist M ein abgeschlosse-
ner Unterraum von H und fiir alle z € M gilt

||2]]* = (2, 2) = (T"Tw,z) = (Tw, Tw) = || T
Fiir x € M+ = ker(T*T) gilt andererseits
0= (T*"Tx, z) = (Tx,Tz) = ||Tx|)*.

Somit ist T eine partielle Isometrie mit Anfangsraum M.

Sei umgekehrt 7" eine partielle Isometrie mit Anfangsraum M. Aus ||Tz|| = ||z||
fir z € M folgt mit der Polarisierungsidentitit (T'x, Ty) = (x,y) fir x,y € M. Ist
x € Mund y € M+, so gilt Ty =0, also (z,y) = 0 = (T'z, Ty). Somit erhalten wir

(x,y) = (Tz, Ty) fir alle x € M,y € H.

Ist nun € M, so gilt (z,y) = (T*Tx,y) fir alle y € H, also T"Tx = z. Mit T
verschwindet auch T7*T auf M~ mithin ist 7*T die Orthogonalprojektion auf M.
Seien nun die beiden dquivalenten Bedingungen erfiillt. Es bleibt zu zeigen, dass
dann auch TT* eine Projektion ist, deren Bild der Zielraum R = T(M) = T(H)
ist. Sei dazu S € L(K, H) der Operator, der auf R mit (7| ,,)~" iibercinstimmt und
auf R+ identisch 0 ist. Weil 7' den Raum M nach Voraussetzung isometrisch auf R
abbildet, ist S stetig mit ran(S) = M. Fiir x € R gilt somit: Sz = T*T'Sz = T*x und
deshalb z = TT*z. Ist y € Rt = ran(T)* = ker(T™), dann ist T*y = 0 und folglich
auch TT*y = 0. Mithin ist TT* die Orthogonalprojektion auf R, den Zielraum von
T. O

Wenn T € L(H, K) eine Isometrie ist, gilt das selbst im Fall KX = H nicht
notwendigerweise auch fiir den adjungierten Operator T*. Ein einfaches Beispiel
dafiir ist der unilaterale Rechtsshift S, der definiert ist durch

0, fiir n =0,

" Qp_1, flirn >1.

S B(Ng) = B(No),  S(an)Zy = (ba)2, mit b, = {

14
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Offensichtlich ist S eine Isometrie. Der adjungierte Operator zu S ist der unilaterale
Linksshift

S*: P(Ng) = ’(No),  S(an)pZo = (ans1)no-

Dieser hat einen nichttrivialen Kern, ist also insbesondere keine Isometrie. Aus dem
Lemma folgt jedoch unmittelbar, dass dieses Phéanomen in der Klasse der partiellen
Isometrien nicht auftritt.

Korollar 1.5. T ist genau dann eine partielle Isometrie, wenn T eine partielle
Isometrie ist. ]

Wir benétigen noch ein Lemma von Douglas [Dou66| iiber Inklusionsbeziehungen
zwischen Bildern von Hilbertraumoperatoren.

Lemma 1.6. Seien A, B € L(H, K). Dann sind dquivalent:

(i) ran(A) C ran(B).

(i) AA* < A\?BB* fiir ein A > 0.

(ili) Es existiert ein C € L(H) mit A= BC.
In diesem Fall kann man den Operator C' in (iii) so wihlen, dass zusétzlich gilt:

() [ICI? = inf{n > 0 - AA* < uBB*Y,

(b) ker(4) = ker(C),

(¢) ran(C) C ran(B*).
Durch die Bedingung (c) ist der Operator C' aus (iii) schon eindeutig bestimmt.
Beweis. (iii) = (ii): Sei A = BC. Fiir x € H gilt dann

(IC1I"L = CC™a, z) = |IC|P*[J]]* — [|C"z|[* > 0.

Deshalb ist ||C||*1—CC* und somit auch B(||C||*1—CC*)B* ein positiver Operator.
Es folgt

AA* = BCC*B* = ||C||?’BB* — B(||C||*1 — CC*)B* < ||C||*BB*. (1.1)

(iii) = (i) ist klar.

(i) = (iii): Sei ran(A) C ran(B) und z € H. Dann ist Az € ran(A) C ran(B),
also existiert ein eindeutiges Element y € ker(B)Y mit By = Ax. Sei Cz = y.
Der hierdurch definierte Operator C' ist linear und erfiillt A = BC'. Es bleibt zu
zeigen, dass C' stetig ist. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen geniigt es

15
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dazu zu zeigen, dass C' ein abgeschlossener Operator ist. Sei also ((z,,yn))o, €ine
Folge im Graphen von C' mit lim, (2, y,) = (z,y). Weil A und B stetig sind,
ist Ar = lim,,_,o Az, = lim, .o By, = By. Weil ker(B)* abgeschlossen ist, ist
auch y = lim,, o ¥, € ker(B)*, also Cz = y. Das zeigt, dass C ein abgeschlossener
Operator ist.

(ii) = (iii): Sei A > 0 mit AA* < A?BB*. Wir definieren einen linearen Operator
D von ran(B*) nach ran(A*) vermoge D(B*z) = A*z. Wegen

[|A*z||? = (AA*2, z) < N*(BB*z,2) = \?||B*z||? (1.2)
fir x € H ist D wohldefiniert und stetig, kann also stetig auf ran(B*) fortgesetzt
werden. Sei D auf ran(B*)* identisch 0. Dann gilt DB* = A*. Deshalb leistet
C = D* das Gewiinschte.

Zum Zusatz: Sei po = inf{p > 0 : AA* < puBB*} und A = /pg. Weil das
Infimum angenommen wird, ist AA* < A2BB*. Fiir den im Beweis von (ii) = (iii)
konstruierten Operator C' = D* gilt nach (L2) die Ungleichung ||D||* < A\? = py,
also auch [|C||> = ||D||* < po. Mit Ungleichung (LI folgt uo < ||C||?, also erfiillt
C' die Bedingung (a). Weiterhin gilt wegen

ker(C) = ran(D)* = ran(A*)* = ker(A)
auch (b). Eigenschaft (c) folgt direkt aus
ran(B*)* C ker(D) = ran(C)™*.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit sei E' ein Operator mit A = BE und ran(FE) C
ran(B*). Wir zeigen, dass F mit dem gerade betrachteten Operator C' iiberein-
stimmt. Wegen A = BFE gilt E*B* = A* = C*B*, also EF*f = C*f fiir alle
f €ran(B*). Ist f € ran(B*)*, so ist f € ran(E)* = ker(E*), also E*f =0 = C*f.
Das zeigt £* = C* und somit auch £ = C. U

Fiir uns ist eine Folgerung besonders interessant.

Korollar 1.7. Sei B € L(H) selbstadjungiert und xy € H. Dann ist o € ran(B)
genau dann, wenn es ein € > 0 gibt mit

e?|(, zo)|* < || B||?
fur alle x € H.

Beweis. Im Fall xq = 0 ist das trivial. Sei also xg # 0 und A die Orthogonalprojek-
tion von H auf den von z erzeugten eindimensionalen Unterraum von H, also

A:H—H, zw+—

16



1.1 Grundlagen aus der Operatorentheorie

Sei x € H. Weil A eine Orthogonalprojektion ist, gilt

[(, z0) |
|0l [

(AAx,z) = (Ax, ) =

Weil B selbstadjungiert ist, ist (BB*z, z) = ||Bz||*>. Es gilt nun z, € ran(B) genau
dann, wenn ran(A) C ran(B) ist. Nach dem Douglas-Lemma [ ist das genau dann
der Fall, wenn AA* < MN2BB* fiir ein A > 0 gilt, also genau dann, wenn es ein A > 0
gibt mit

[z, zo)|* < N*Jo*[| Ba] |*

fiir alle z € H. Das ist aber fquivalent zur Existenz eines € > 0 mit &%|(x, 7o)|* <
|| Bz||? fiir alle z € H. O

Fiir zwei selbstadjungierte Operatoren S und 7" auf einem Hilbertraum H schrei-
ben wir S < T, falls T' — S ein positiver Operator ist. Dadurch ist eine partielle
Ordnung auf der Menge aller selbstadjungierten Operatoren in L(H) gegeben. Fol-
gen selbstadjungierter Operatoren, die in dieser Ordnung monoton und beschréinkt
sind, haben besonders gute Eigenschaften. Es gilt namlich das folgende operatoren-
theoretische Analogon eines wohlbekannten Satzes aus der reellen Analysis:

Lemma 1.8. Sei (S,)22, eine Folge selbstadjungierter Operatoren in L(H) und
T € L(H) selbstadjungiert mit

Sn S Sn+1 S T

fiir alle n € Ny. Dann gibt es einen selbstadjungierten Operator S € L(H) mit
S <T und

lim S, =S5

n—o0

in der starken Operatortopologie.

Beweis. Indem wir S,, und 7' durch S,, — Sy und T — S ersetzen, kdnnen wir an-
nehmen, dass alle S,, positive Operatoren sind. Fiir alle n,m € Ny ist

190 = Sl < [[n]] + [[Sml] < 21|71
Weiterhin gilt fiir einen positiven Operator A € L(H) und = € H:
(Az,z) = [|Az]]® < |IVA|P||VAz|]® = ||A||(Az, z).
Fiir alle n,m € Ny mit n > m und x € H folgt die Ungleichung

1Sp® — S| |? = ((Sp — Sp)?w,2) < |[Sn — S| [{(Snz — S, )
<2||T||{(Spx — Sz, ).
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1 Vorbereitungen

Nach Voraussetzung ist fiir x € H die Folge ((S,z,z))5°,, eine monoton wachsen-
de, nach oben beschrinkte Folge reeller Zahlen und deshalb konvergent. Also ist
(Spx)e2, eine Cauchyfolge fiir alle x € H und somit ebenfalls konvergent. Der durch

Sz = lim S,z
n—oo

definierte Operator ist linear und wegen ||.S,|| < ||T|| fiir alle n € Ny auch stetig.
Klarerweise gilt

0 < (Sz,z) = lim (Syx,z) < (Tx,z)

n—oo
fiir alle x € H, sodass S selbstadjungiert mit S < 7T’ ist. O

Fiir monoton fallende Folgen von Operatoren erhalten wir ein dhnliches Resultat,
das wir im Fall von Orthogonalprojektionen benotigen werden.

Korollar 1.9. Sei (S,)%2, eine monoton fallende Folge positiver Operatoren in
L(H), das heifst, es gilt

OSSn—I—l SSn

fiir allen € Ng. Dann gibt es einen positiven Operator S € L(H) mit S = lim,,_,, Sy,
in der starken Operatortopologie.

Beweis. Das folgt aus Lemma[[.§ angewendet auf die Folge (—5,,)5%, mit 7'=0. O

1.2 Subnormale Operatoren

Definition 1.10. Sei S € L(H) ein stetiger linearer Operator. S heift subnormal,

falls es einen Hilbertraum K O H und einen normalen Operator N € L£(K) gibt mit
N(H)C Hund N|,, = 5.

Trivialerweise ist jeder normale Operator subnormal. Die Umkehrung gilt nicht,
wie folgendes Beispiel zeigt:

Beispiel. Sei H = [*(Ny) und S der unilaterale Rechtsshift. Dann ist S* der uni-
laterale Linksshift und es gilt $*S = 1 sowie SS* = 1 — Py, wobei P, die Ortho-

gonalprojektion auf die erste Komponente ist. Insbesondere ist S nicht normal. Sei
K =[?(Z) und N der bilaterale Rechtsshift, also

N :I2(Z) = 1*(Z), N(an)nez = (an_1)nez-

Dann ist N* der bilaterale Linksshift und es gilt N*N = NN* = 1, das heifst, N ist
normal. Offensichtlich ist NV } 2(Ny) = S, der Operator S ist also subnormal.

18



1.2 Subnormale Operatoren

Operatoren S € L(H) mit S*S — SS* > 0 nennt man hyponormal. Mit dieser Be-
zeichnung besagt das néchste Lemma, dass jeder subnormale Operator hyponormal
ist. Die Umkehrung gilt nicht, siehe etwa [Hal82, Problem 203].

Lemma 1.11. Ist S € L(H) subnormal, so ist S*S — SS* > 0.

Beweis. Sei N € L(K) eine normale Fortsetzung von S und Py die Orthogonalpro-
jektion von K auf H. Fiir alle x € H gilt dann

157z]| = [[PuN"x|| < [|N*z[| = |[Nz]| = [[Sz|],
also
("8 — 88%)z,x) = [|Sz||* - ||S"=[]* > 0.
O

Ist S subnormal und N eine normale Fortsetzung von S, so ist fiir jeden normalen
Operator M auch N & M eine normale Fortsetzung von S. Deshalb hat jeder subnor-
male Operator viele normale Fortsetzungen. Im Allgemeinen sind wir an moglichst
ykleinen normalen Fortsetzungen interessiert.

Definition 1.12. Sei S € L(H) ein subnormaler Operator und N € L(K) eine
normale Fortsetzung von S. Der Operator N heilit minimale normale Fortsetzung
von S, falls es keinen echten abgeschlossenen Untervektorraum von K gibt, der N
reduziert und H enthalt.

Minimale normale Fortsetzungen besitzen eine einfache Charakterisierung.

Lemma 1.13. Sei S € L(H) ein subnormaler Operator und N € L(K) eine norma-
le Fortsetzung von S. Dann ist N genau dann eine minimale normale Fortsetzung
von S, wenn

K:@NW&

qgilt.

Beweis. Sei K+ = \/;2, N**(H). Offensichtlich ist K* ein abgeschlossener Unter-
vektorraum von K, der H enthélt. Weil N normal ist, ist K+ reduzierend fiir N.
Umgekehrt ist KT in jedem abgeschlossenen Untervektorraum von K, der N redu-
ziert und H enthélt, selbst enthalten. Die Behauptung folgt. O
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1 Vorbereitungen

Insbesondere folgt, dass jeder subnormale Operator S eine minimale normale Fort-
setzung hat. Ist ndmlich N € L(K) eine beliebige normale Fortsetzung von S und
K™* wie im Beweis definiert, so ist N ‘ x+ €ine minimale normale Fortsetzung von
S. Man kann zeigen, dass je zwei minimale normale Fortsetzungen von S unitéar
dquivalent sind, siehe etwa [Con91l Corollary 2.7|. Wir werden dieses Resultat im
Folgenden nicht benétigen, sprechen aber dennoch von der minimalen normalen
Fortsetzung.

Beispiel. Ist S der unilaterale Rechtsshift auf />(Ny) und N der bilaterale Rechts-
shift auf [*(Z), so ist N die minimale normale Fortsetzung von S. In der Tat ist

N*(12(Ng)) = {(an)nez € (Z) : a, = 0 fiir n < —k},

also

\/ N*H(*(Ny)) = 1%(Z).
k=0
Man iiberlegt sich leicht, dass das Spektrum des bilateralen Shifts N die Ein-
heitskreislinie, das Spektrum des unilateralen Shifts S jedoch die ganze Einheits-
kreisscheibe ist. Insbesondere ist also o(N) C o(.5). Das gilt allgemein fiir minimale
normale Fortsetzungen.

Satz 1.14. Sei S € L(H) ein subnormaler Operator mit minimaler normaler Fort-
setzung N € L(K). Dann ist o(N) C o(S).

Beweis. Fiir alle A € C ist A — .S subnormal mit minimaler normaler Fortsetzung
A — N. Deshalb geniigt es zu zeigen, dass mit S auch N invertierbar ist.

Sei also S invertierbar, E das SpektralmaR zu N und 0 < € < ||S™!||7!. Sei ferner
M = E(B-(0))(K). Dann ist M ein abgeschlossener Untervektorraum von K, der
N reduziert. Fiir alle x € M und k € N gilt

|N*z|[* = (N**N"E(B.(0))z, z) = << / 1% x5 (0) dE(t)>w7x>
o(N)

= [ 1 atE@)e ) < el
B-(0)
Daraus erhalten wir fiir x € M,y € H und k € N die Ungleichung
[, 9] = (2, 8" y)| = [{z, N*S~Fy)| = [(N**z, S7y)]
< [IN*Fal| 157yl < € 1S || ]yl

Wegen ¢ < ||S71||7 folgt im Limes k — oo fiir alle z € M und y € H die Beziechung
(x,y) =0, also H C M*. Weil M+ den Operator N reduziert und N die minimale
normale Fortsetzung von S ist, gilt M+ = K und somit M = {0}. Mithin ist
0¢ o(N). O
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1.2 Subnormale Operatoren

Aus der Inklusionsbeziehung der Spektren erhalten wir direkt eine Aussage iiber
die Operatornormen:

Korollar 1.15. Sei S subnormal mit minimaler normaler Fortsetzung N. Dann ist

[1S]] = 1[NV}

Beweis. Aus o(N) C o(S) folgt fiir die Spektralradien von N und S die Ungleichung
r(N) <r(S), also

IN][ = r(N) < r(S) < [|5]].
Die umgekehrte Ungleichung ist trivial. O

Die Definition eines subnormalen Operators fordert die Existenz einer normalen
Fortsetzung auf einem grofseren Hilbertraum. In vielen Féllen ist jedoch eine intrin-
sische Charakterisierung von Subnormalitét niitzlich, wie sie der folgende Satz von
Embry liefert.

Satz 1.16. Ein Operator S € L(H) ist genau dann subnormal, wenn
Z Z(Sj+k$j, STTFg) >0
j=0 k=0
fir alle xq, ..., z, € H gilt.
Beweis. Siehe [Con91l Theorem II.1.9]. O

Zum Studium normaler Operatoren sind Spektralmafe hilfreich. Der richtige Ver-
allgemeinerung fiir subnormale Operatoren sind positive Operatormafe.

Definition 1.17. Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum. Ein positives Opera-
tormaf$ auf X ist eine Abbildung ), die jeder Borelmenge A C X einen positiven
Operator Q(A) € L(H) zuordnet, sodass Q(X) = 1 gilt und fiir jedes z € H die
Mengenfunktion (Q(-)z, z) ein reguldres Borelmaf auf X ist.

Genau wie fiir Spektralmafse konnen wir ein Integral iiber positive Operatormafe
definieren.

Lemma 1.18. Sei Q) ein positives Operatormaf$ auf einem lokalkompakten Haus-
dorffraum X und B(X) die o-Algebra aller Borelmengen von X.

(a) Es st ||Q(A)|| <1 fiir alle A € B(X).

(b) Fir alle x,y € H ist (Q(-)z,y) ein requldres komplexes Borelmaf$ auf X mit
totaler Variation ||{(Q(:)z, y)|| < 4||z||||y||-
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1 Vorbereitungen

(c) Ist f eine beschrankte Borelfunktion auf X, so gibt es genau einen stetigen
linearen Operator Ty € L(H) mit

(Tyz,y) = / Q). )

X

fir alle xz,y € H. Wir schreiben Ty = fX fda@.
Beweis. (a) Fur A € B(X) gilt

|Q(A)|] = sup (Q(A)z,z) < sup (Q(X)z,z) = 1.

lle]| <1 llz][<1

(b) Die Polarisierungsidentitét liefert fiir x,y € H und A € B(X) die Gleichung

@A)z, y) = 3 S F QAN + g,z + i),

Somit ist (Q(-)z,y) als Linearkombination regulérer Borelmake ein regulédres kom-
plexes Borelmaf. Fiir z,y € H und A € B(X) gilt auferdem

(Q(A)z, y)| < [|QIAH[=[[ [yl < {l=[[ [yl

Ist also pizy = (Q(-)z,y), so ist |pg(A)] < ||z||||y]| fir alle A € B(X). Sei nun
(A;)P_, eine messbare Partition von X und

IL={ie{l,...,n}: Re(usy(A;)) > 0},
I ={ie{l,...,n}: Re(psy(4;)) <0},
Iy={ie{l,...,n} : Im(p,,(A;)) > 0},
Ii={ie{1,...,n} : Im(p,,(A4;)) <0}

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir

Z |y (Ai)| < Z | Re(ttay (A))] + D 1 Tm(pay (42)]

=D S Re(tay (4)) = D Re(jiry (4))
3 mp, (A9) = 3 Im(pe (A)
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1.2 Subnormale Operatoren

—Re (ul«,y (9 Ai) ) ~ e (Mm’y (9 Ai> )
+Tm <,um,y (g A@') ) —im <Mm’y (94 Ai) )

< 4[] [[yl]-

Somit ist

IKQEC)z, )| < 4f]] [yl]-

(c) Sei f eine beschrénkte Borelfunktion auf X. Nach der Standardabschétzung fiir
Integrale beziiglich komplexen Mafen (etwa [Els09, Bemerkung vor Satz VIII.2.23])
gilt fiir x,y € H die Ungleichung

/fd<Q(-)w,y> < [ lloe IKQC)z, w) ] < 4l Flloo 1[I ]

Das zeigt, dass die Sesquilinearform
(@) [ Fd@C)s)
X

stetig auf H x H ist. Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es daher einen eindeutig
bestimmten Operator Ty € L(H) mit

(Tye,y) = / F Q)T )

fiir alle x,y € H. O

Mit diesem Integralbegriff konnen wir eine weitere hinreichende Bedingung fiir
Subnormalitéat formulieren:

Satz 1.19. Sei S € L(H) und Q ein positives Operatormafs auf [0,1], sodass

1

Sk gk — /tk dQ(t)

0

fir alle k € Ny gilt. Dann ist S subnormal.
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1 Vorbereitungen

Beweis. Seien xg,...x, € H beliebig. Durch

ik = (Q()z;, vx)

fir j,k = 0,...,n sind komplexe Mafe auf [0, 1] definiert. Sei p ein positives Bo-
relmaf auf [0, 1] mit p;), << p fiir alle j und alle k, etwa p = 37, |1 4] Seien
ferner h;; = dgi;’“ die Radon-Nikodym-Ableitungen [Els09, Satz VII.2.3|. Fiir alle
Borelmengen A € 9B([0,1]) und j,k =0, ...n gilt dann

1 1

(Q(A)z), zy) = /XA dpij e = /XAhj,k dp.

0 0

Sei (Ao, ..., A\n) € C"*! beliebig. Fiir alle A € B([0, 1]) erhalten wir

/XAZth)\)\kd,u ZZ A)aj, o) A

-~ Z Z(\/ QAN v Q(A) k)

2
>0

Ein wohlbekannter Satz aus der Mafktheorie [EIs09, Satz IV.4.4] impliziert, dass
p-fast iiberall 37 (>0 hjpAjA, > 0 gilt. Die Menge

N = {t €[0,1] : Z Z hjx(t)X\ e < O fiir ein Tupel (A, ..., \,) € (Q + i@)"“}

=0 k=0

— U {te 0,1] : iihj,k(mjx_mo}
+iQ)m

(A0 An)E(Q =0 k=0
ist also eine p-Nullmenge. Andererseits ist fiir alle ¢ € [0, 1] die Abbildung
Hy:C o C (Mos - An) = D0 Bys(BA A
=0 k=0

stetig. Ist also t ¢ N, so ist H, > 0 auf der dichten Menge (Q + iQ)""!, also auch
auf C"1. Das zeigt, dass die Matrix (hj k) k= DOsitiv semidefinit u-fast iiberall ist.
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1.2 Subnormale Operatoren

Insbesondere gilt fiir u-fast alle ¢ die Ungleichung E;;O S r_o hik(®)t7t% > 0. Daraus
folgt

1 1
0 </ he(OEF du(t) = /t”k dpj ()
o J=0 k=0 J=0 k=0 Y,
n n 1
_ / Qb))
7=0 k=0 0
7=0 k=0

Nach Satz [[.16list S daher subnormal. O

Das Ziel des restlichen Abschnittes ist ein Subnormalitdtskriterium nur in Termen
der C*-Algebrastruktur von £(H). Wir benétigen zunéchst noch eine Definition.

Definition 1.20. Sei f € C([0,1]). Fiir alle n € Ny sei B, (f) das n-te Bernstein-
polynom von f, welches durch

200 =3 (1)7 (1) o=
fiir t € [0, 1] definiert ist.

Bekanntlich konvergiert fiir stetiges f die Folge (B, (f))22, gleichmékig gegen f.
Fiir Polynome gilt eine starkere Aussage:

Lemma 1.21. Seip ein Polynom vom Grad < d. Dann ist auch B,(p) ein Polynom
vom Grad < d fir alle n € Ny und die Koeffizienten von B,(p) konvergieren fir
n — 0o gegen die von p.

Beweis. Siehe [Lor53, Kapitel 1.4]. O]

Der folgende Satz ist der entscheidende Schritt auf dem Weg zum gesuchten Kri-
terium fiir Subnormalitit.

Satz 1.22. Sei S € L(H) ein Operator mit

Zk:(—nj <k> S*187 >0

=0 J
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1 Vorbereitungen

fiir alle k € Ng. Dann gibt es ein positives Operatormafl Q auf [0, 1], sodass

1

Skgk = /t’“ dQ(t)
0
fiir alle k € Ny gilt.

Beweis. Wir versuchen, den Beweis des Spektralsatzes fiir selbstadjungierte Ope-
ratoren zu imitieren. Dazu konstruieren wir zunéchst eine lineare Abbildung & :
C([0,1]) — L(H) mit folgenden Eigenschaften:

(a) @ ist stetig mit ||P|| < 2.

(b) ®(id") = S**S* fiir alle k € Ny,

(c) @ ist positiv, das heift, fiir f € C([0,1]) mit f > 0 ist D(f) > 0.
Ist p= E;;O a;t? ein Polynom, so sei

d(p) = ZajS*ij.
=0
Das definiert eine lineare Abbildung auf dem Raum der Polynome. Fiir alle k£, € N
gilt
Lk
o (30 ()
7=0
k
_ Z (k) S*JHSJH
J

S*JS]> St>0.

d(t(1 —t)*) =

| |
/‘\
M

J/

Ist also f € C([0,1]) und B,(f) das n-te Bernsteinpolynom von f, so gilt fiir alle
x € H die Ungleichungskette

< cI>(t2(1 t)”i)x,x>
y ()\( )|<q><tl<1 ), )

=2 |/
<3 (7)o -0

(@(Bn(f

=0
1=0
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1.2 Subnormale Operatoren

— ||fuoo§ (T;) n_ (";i)(_1y5*a‘+i5a‘+%,x>
iy () () vt

(3 ) vstale

1l (Z) ||skx||2§; (f)(_l)k_i

k=0

= Ifllooll[I*,

denn fiir k > 1ist 325, (5)(=1)" =" = 0. Ist f zusitzlich reellwertig, so ist ®(B,(f))
selbstadjungiert und es folgt

|1(Bu (M) = sup [(D(Bn(f))z, 2)| < || []]oo-

llz][<1

Fiir beliebiges f € C([0,1]) liefert eine Zerlegung in Real- und Imaginérteil die
Ungleichung

(Bn (DI < 2[[f]o0-

Ist nun f insbesondere ein Polynom vom Grad < d, so ist B,(f) nach Lemma
[L2T] ebenfalls ein Polynom vom Grad < d, dessen Koeffizienten gegen die von f
konvergieren. Deshalb ist

lim &(B,(f)) = ®(f) € L(H)

n—o0

und somit gilt auch ||®(f)|| < 2||f]|- Das zeigt, dass die lineare Abbildung ¢ auf
dem Raum der Polynome stetig mit ||®|| < 2 ist, sie besitzt also eine eindeutige
stetige lineare Fortsetzung auf C([0, 1]), die wieder ® heife. Diese Abbildung erfiillt
offensichtlich die Eigenschaften (a) und (b), es bleibt die Positivitét zu zeigen. Sei
dazu f € C([0,1]) mit f > 0. Dann gilt

B(f) = lim (B, (f) = lim, Z ()7 (%) sea—iy=o

n—00 N ) ————
>0

>0

weil die positiven Operatoren einen abgeschlossenen, konvexen Kegel in £(H) bilden.
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1 Vorbereitungen

Seien nun z,y € H. Dann ist die Abbildung
Pay : C([0,1]) = C, [ = (®(f)z,y)

ein stetiges lineares Funktional auf C([0, 1]). Nach dem Darstellungssatz von Riesz
[Els09), Satz VIII.2.26] gibt es genau ein reguldres komplexes Borelmaf y, ,, auf [0, 1]
mit

(@), y) = uy(f) = /fd,ux,y (1.3)

fiir alle f € C([0,1]). Es gilt dann |[pgy|| = [[a,yll < 2[[2|[|[y[|. Weiterhin ist ¢,
wegen der Positivitdt von @ ein positives lineares Funktional, also ist p, , ein regu-
lares positives Borelmafs. Die Eindeutigkeitsaussage im Rieszschen Darstellungssatz
zeigt, dass die Abbildung (z,y) — f, sesquilinear ist. Ist nun A € B([0,1]) eine
Borelmenge, so ist

(2,y) =ty (A)

eine Sesquilinearform auf H x H, die wegen

|y (A)] < || < 2] 1]

stetig ist. Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es also genau einen stetigen linearen
Operator Q(A) mit
1

(Q(A)z, y) = pay(xa) = /XA dptyy  fiir alle v,y € H.
0

Wir zeigen, dass die hierdurch definierte Mengenfunktion () ein positives Operator-
mafs ist. Weil die p, , positive Mafse sind, ist Q(A) ein positiver Operator. Klarer-
weise ist (Q()z, z) = 15, ein reguléres Borelmak. Fiir x,y € H gilt nach Gleichung

(L3)) ferner

1

(@0, 1))z, ) = / Ldpizy = (B(1)z,y) = {2, 3),

0

also Q([0,1]) = 1, sodass @ in der Tat ein positives Operatormal ist.
Ist f € C([0,1]) beliebig, so gilt nach Definition des Integrals iiber positive Ope-
ratormafse fiir x,y € H die Gleichung

< / T ”>/ falQOwy) = / f diay = (@(f).p)
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1.3 Koszul-Komplex und mehrdimensionales Spektrum

Somit ist fol fdQ = ®(f). Fiir alle k € Ny folgt insbesondere
1
/tk dQ(t) = ®(id*) = §**S*.
0
]

Zusammen erhalten wir schliefslich ein Kriterium von Agler [Agl85], das die ge-
suchte Charakterisierung von Subnormalitdt nur in Termen der C*-Algebrastruktur
von L(H) gibt. In der Tat kann es dazu verwendet werden, Subnormalitét in allge-
meinen C*-Algebren zu definieren.

Korollar 1.23. Sei S € L(H) eine Kontraktion. Dann ist S genau dann subnormal,
wenn

k
> (—1y (k) SS8I >0 fir alle k € Ny (1.4)
=0 J

qgilt.

Beweis. Aus den Sétzen [L19 und folgt unmittelbar, dass die Bedingung ([L.4))
hinreichend fiir die Subnormalitédt von S ist.

Sei umgekehrt S eine subnormale Kontraktion mit minimaler normaler Fortset-
zung N. Nach Korollar ist N eine Kontraktion, also 1 — N*N > 0. Wegen der
Normalitdt von N gilt somit fiir alle k£ € Ny die Ungleichung

0<(1—-N*N)k= i(—l)j (f) N*/ N7,

Jj=1

Fiir alle x € H folgt daraus

<Zk%(_1)j <I;) S*jij’x> = <Zk%(—1)j (lj) N*ijx,x> > 0.

Mithin ist Bedingung (I4)) auch notwendig fiir die Subnormalitéit von S. O]

1.3 Koszul-Komplex und mehrdimensionales
Spektrum

Im Folgenden betrachten wir nicht nur einzelne Operatoren, sondern fiir ein n € N
auch n-Tupel T' = (T3, ...,T,) € L(H)™. Meistens werden wir zusétzlich annehmen,
dass die Operatoren T; kommutieren, das heifst, dass

LT, =T;T; firi,j=1,...,n
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1 Vorbereitungen

gilt. Ein solches Operatortupel 7" nennen wir auch vertauschend.

Ein einzelner Operator T € L£(H) ist nach dem Satz von der Stetigkeit der Inversen
genau dann in £(H) invertierbar, wenn er injektiv und surjektiv ist, also genau dann,
wenn der Komplex

0—>H1>H—>O

exakt ist. Mit dieser Charakterisierung hat Joseph Taylor [Tay70] den Begriff der In-
vertierbarkeit auf Tupel vertauschender Operatoren verallgemeinert und damit ein
gemeinsames Spektrum definiert. Der geeignete Komplex dafiir ist der sogenann-
te Koszul-Komplex des Operatortupels. Wir folgen der Darstellung in [EP96] und
definieren den Koszul-Komplex zunéchst allgemein fiir Tupel vertauschender Endo-
morphismen auf Moduln.

Sei K ein kommutativer Ring mit 1, n € N und s = (sy,...,s,) die kanonische
Basis des freien K-Moduls K™. Sei ferner

A(s) = AK™) = P AP(K™)

die dufsere Algebra von K". Fiir einen weiteren K-Modul X sei

A(s, X) =X ®k A(s) und
AP(s,X) =X @k AP(s).

Die Elemente von AP(s, X)) nennen wir Formen vom Grad p in den Unbestimmten

S1, ..., S, mit Koeffizienten in X. Jede solche Form hat eine eindeutige Darstellung
T = E rrSyr = E Tiy.ipSiy N oo N Sipy,
[I|=p 1<i1<..<ip<n

wobei wir die ®-Zeichen weggelassen haben.

Sei nun a = (ay, .. ., a,) ein vertauschendes Tupel von K-Modul-Endomorphismen
auf X. Der Koketten-Koszul-Komplex K*®(a, X) von a besteht aus den Réumen
KP(a, X) = AP(s, X) und den Korandabbildungen

6P KP(a,X) — K" a, X), &F(z) = (Z ai5i> Nz,
i=1

wobei A das dufere Produkt zwischen A(s, Endg (X)) und A(s, X) bezeichne. Es gilt
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1.3 Koszul-Komplex und mehrdimensionales Spektrum

also

P G A
oF E TiyipSiy N N S,

1<ir<..<ip<n

n
= Z Z aixilmipsi AN Siy VANPIRWAN Sip (]_5)

i=1 1<) <...<ip<n

p+1
= Z <Z<_1)p1a/jple~~~j;---jp+l> Sj VAN Sjp+l'

1<in<..<jp+1<n \p=1

Man rechnet unmittelbar unter Verwendung der Kommutativitat des Tupels a
nach, dass 6?0?~! = 0 fiir alle p gilt. Der Koszul-Komplex ist also in der Tat ein
Komplex. Die zugehorigen Kohomologiegruppen werden mit

HP(a, X) = ker(6?) /ran(6?~1)
bezeichnet.

Bemerkung 1.24. Mit der Identifikation K°(a, X) = X und K'(a, X) = X" ist

a1r
Q)= | : fir z € X.

an®

Es folgt
H(a, X) = ker(6?) = ﬂker a;.

Ebenso kénnen wir die letzte Kohomologiegruppe des Koszul-Komplexes bestimmen.
Vermoge K™ !(a, X) = X" und K"(a, X) = X ist die Abbildung 7! gegeben durch

x n
1| . .
oy = E +a;x; fir xq,...,z, € X.

T

Wegen 07 = 0 folgt

H"(a,X) = K"(a, X)/ran(5"") X/Zranal
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1 Vorbereitungen

Sei nun wieder K = C, X = H ein komplexer Hilbertraum und a =7 € L(H)"
ein vertauschendes Tupel von Operatoren auf H. Dann werden die Réume K?(T', H)
vermoge der Identifikation

KP(T,H) = AP(s, H) = H @c A(s) = H()

zu Hilbertraumen. Das gleiche gilt fiir AP(s) = c(?). Das Skalarprodukt homogener
Elemente x ® w und y ® n in KP(T, H) = H ® AP(s) ist dann gegeben durch
(z@w,y@n) = (z,y){w,mn).

Ferner zeigt die Darstellung in Gleichung (ILH), dass die 0% stetige lineare Operatoren
sind.

Mit dem Koszul-Komplex kénnen wir nun definieren, wann ein vertauschendes
Tupel von Operatoren invertierbar oder Fredholm ist.

Definition 1.25. Ein vertauschendes Tupel T' € L(H)" heifit invertierbar, falls alle
Kohomologiegruppen HP?(T', H) trivial sind, das heifst, falls K*(T, H) exakt ist. T
heifst Fredholm, falls alle Kohomologiegruppen H?(T', H) endlichdimensional sind.

Mit diesem Invertierbarkeitsbegriff konnen wir das Taylorspektrum und das we-
sentliche Spektrum eines vertauschenden Operatortupels definieren.

Definition 1.26. Sei T' € L(H)™ ein vertauschendes Tupel von Operatoren. Die
Menge

o(T)=0(T,H)={X € C": X\ =T ist nicht invertierbar}
heilst Taylorspektrum von T, die Menge

0e(T) =0.(T,H) = {\ € C" : A\ =T ist nicht Fredholm}
heiltt wesentliches Spektrum von T .

Die Operatoren 0% besitzen noch eine andere Darstellung. Fiir ¢ = 1,...,n sei
dazu

EP: AP(s) — APT(s), w5 Aw.
Dann ist
0 =) T E.
i=1

Diese Darstellung eignet sich besonders zur Bestimmung des zu &7 adjungierten
Operators. Man rechnet namlich direkt nach, dass

=S o B
=1

gilt. Die linearen Abbildungen E? erfiillen gewisse Vertauschungsrelationen:
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1.3 Koszul-Komplex und mehrdimensionales Spektrum

Lemma 1.27. Fir alle v, und p gelten die Relationen
EPEV 4+ EPEPT =0 und
EPUEYY + EVEP = 6,1

Beweis. Die erste Relation folgt unmittelbar aus der Antisymmetrie des A-Produkts.
Es bleibt die zweite Relation zu zeigen. Fiir alle 2 und alle p sei dazu

Z Arsp €ANP(s): Ay =0fallsi el

|I|=p

der Raum aller p-Formen, in denen die Unbestimmte s; nicht vorkommt. Dann gilt
fiiv w =37 /-, Arsr € M? die Gleichung

NEPz|? = || MisiAsi|| =D s AsilP = [[Arsil]* = ||

|I|=p |I|=p |I|=p

Offensichtlich ist EPz = 0 fiir 2 € MP", also ist EP eine partielle Isometrie mit An-
fangsraum M? und es ist ker(E?) = MP" = ran(E"""). Nach Lemma [ ist somit
EPT'EPTY die Orthogonalprojektion auf ker(EP) und EF*EP die Orthogonalprojek-
tion auf ran(EF") = ker(EP)*. Es folgt

EP'EPTY 4 EPYEP = 1.

Sei nun j # i und w € AP(s) beliebig. Die Form w hat eine Darstellung w =
W'+ 5; Aw” mit ' € ker(EY)* und w” € ker(Effl)l, das heift, in w’ und w” kommt
die Unbestimmte s; nicht vor. Dann gilt

Ef_lEf_l*w =s; A" = Ef_lw”.
Weil Ef_l auf ker(Ef_l)l injektiv ist, folgt daher
Effl*w ="
Damit erhalten wir
Ef_lEf_l*w = s Aw"

und

EVElw=E"(si N\w' +5; Asj ANW") = BV (—=s; Asi AW") = —s; AW,
denn in s; A w’ und in s; A w” kommt die Unbestimmte s; nicht vor. Somit ist

(EV'EY Y 4+ BV EDw =0,
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1 Vorbereitungen

Wir benotigen noch ein elementares Lemma.

Lemma 1.28. Sei T' € L(H,K). Dann ist ker(T*T) = ker(T). Ist ran(T) oder
dquivalent ran(T™) abgeschlossen, so gilt auch ran(T*T") = ran(T*).

Beweis. Offensichtlich ist ker(7") C ker(T*T). Sei umgekehrt x € ker(7*T'). Dann
ist Tx € ker(T™*) = ran(T)*, also Tz = 0 und somit = € ker(T').

Die Inklusion ran(7*7") C ran(7™) ist wieder trivial. Ist z € ran(7™) und ran(7T)
abgeschlossen, so gibt es ein y € ker(T*)* = ran(T) mit T*y = z. Sei * € H mit
Tx =y. Dann ist T"Tz = 2. 0

Im Folgenden schreiben wir auch §” an Stelle von 0%, falls klar ist, um welches
Operatortupel es sich handelt. Indem wir auch die adjungierten Operatoren zu den
0P betrachten, erhalten wir niitzliche Charakterisierungen fiir die Invertierbarkeit
und die Fredholmeigenschaft eines vertauschenden Tupels von Operatoren.

Lemma 1.29. Sei T € L(H)" ein vertauschendes Tupel. Der Operator DP sei
definiert durch

DP = DP . KP(T,H) — K?(T,H), DP=§""16P" 4 §P*6P.
Dann gilt:

(a) (i) Ist HP(T,H) = 0, so ist DP injektiv und hat dichtes Bild. Ist zusdtzlich
ran(6?) oder dquivalent ran(dP*) abgeschlossen, so ist DP invertierbar.

(ii) Ist D? invertierbar, so ist HP(T, H) = 0.

Insbesondere ist T' genau dann invertierbar, wenn DP fiir alle p invertierbar
15t.

(b) (i) Ist dim(HP?(T, H)) < oo und ran(0?) abgeschlossen, so ist DP Fredholm.
(ii) Ist D? Fredholm, so ist dim(HP(T, H)) < oo.

Insbesondere ist T' genau dann Fredholm, wenn DP fiir alle p Fredholm ist.
Beweis. Die orthogonale Zerlegung
KP(T,H) = H, ® H,

mit H; = ker 6” und H, = ker(6?)* = rané?* C ker 6?~'" reduziert den Operator
DP. Sei zunédchst dim HP(T, H) < co. Dann hat der Operator

St~ KT, H) — ker(6)
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1.3 Koszul-Komplex und mehrdimensionales Spektrum

endlich codimensionales Bild, also ist ran(6?~!) abgeschlossen. Unter Verwendung
von Lemma [I.28] erhalten wir

ker( D”‘H — ker (6P~ 1P 1" ) =Hin ker(67716P717)
= H, Nker(677'") = ker(67) Nran(6P~ 1)+
> ker(0?)/ran(61)
sowie
ran DP‘H = ran(6?16P71") = ran(6P7Y),
also
H; / ran( Dp’H = ker(67)/ran(6P1).

Somit ist DP| 4, Fredholm und im Fall H?(T', H) = 0 sogar invertierbar. Auf H gilt
in jedem Fall

ker(D? ker(éf”*é]”‘H2 = Hy Nker(§7*97)

= Hy Nker(6?) = 0.

1)

Wenn also H?(T, H) = 0 ist, dann ist D? injektiv und hat wegen DP* = DP auch
dichtes Bild. Sei nun zusétzlich ran(d?) abgeschlossen. Wiederum mit Lemma
erhalten wir

ran(Dp}HQ) = ran(0”*9?) = ran(6"*) = Ho,

also ist Dp‘ s invertierbar. Zusammen mit dem Resultat fiir H; sehen wir, dass DP
im Fall H?(T, H) = 0 invertierbar und im Fall dim(H?(7, H)) < oo Fredholm ist.
Damit sind (a)(i) und (b)(i) bewiesen.

Zum Nachweis von (a)(ii) bemerke man, dass mit DP auch D? ’ m
Inbesondere ist DP|, = ¢*~'P~ 17|, surjektiv, also gilt ker(6?) C ran(é”~"). Die
umgekehrte Inklusion ist klar.

Ebenso ist mit D? auch Dp} i Fredholm, es gilt somit

invertierbar ist.

dim(ker(67)/ ran(6?~'67~")) = dim(H; / ran( Dp’H < 0.

Wegen ran(6P~167~1") C ran(677!) folgt
dim (ker(07)/ ran(6*~1)) < oo.

Das zeigt (b)(ii), womit das Lemma bewiesen ist. O
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1 Vorbereitungen

Das folgende Lemma stellt einen Zusammenhang zwischen dem Koszul-Komplex
von T'= (T1,...,T,) und dem des adjungierten Tupels T* = (77, ..., T;) her.

Lemma 1.30. Sei T' € L(H)" ein vertauschendes Tupel von Operatoren. Wenn
K*(T,H) exakt an der Stelle KP(T, H) ist und 65 abgeschlossenes Bild hat, dann
ist K*(T*, H) exakt an der Stelle n — p.

Beweis. Fiir alle k sei f* : A¥(s) — A"7%(s) der eindeutig bestimmte lineare Iso-
morphismus mit

fk(sil/\---/\Sik)zsik+1/\~~~/\5in

fiir alle Teilmengen {41, ...,ix} C {1,...,n}, wobei i3y, ..., 14, so gewahlt sind, dass
(i1, ..., 0k, k41, - - -,0n) eine gerade Permutation von (1,...,n) ist. Die Abbildung f*
ist wohldefiniert, weil die beteiligten Formen invariant unter geraden Permutationen
der s; sind. Ferner sei ¢* : A¥(s) — A¥(s) definiert durch

Z )‘i1~~~ik8i1 VANAN Siy, — Z )‘i1~~~iksi1 VANAN Sip -
11 <...<U 11 <...<lg
Dann ist c* ein konjugiert linearer Isomorphismus. Fiir alle w,n € A¥(s) gilt
nACTF (W) = (n,w)si AL A s,

In der Tat, sind w und 1 Elemente der kanonischen Basis von A¥(s), so folgt das di-
rekt aus der Definition. Der allgemeine Fall ergibt sich dann aus Linearitatsgriinden.
Fiir alle w € A*(s) und n € AF~1(s) erhalten wir damit

n A (P ED YR G)) = (g, BF YWY sy AL A sy,
= (E¥ ', w)si A ... A sy
= By A e i)
=5, AnACF R W)
= (1) A B )
= (=1 A EVERE ),
also fA*1(EFYw) = (—=1)" TEM* f¥(w). Sei
R*  A*(s, H) — A""(s, H), h*F=1e f*

Dann ist A* ein linearer Isomorphismus und fiir alle # € H und alle Multiindizes

hk_lééi_l*l’sl _ hk—l <Z jvi*l_Ef_l*Sl>

= > T ()

= (=D)L R (R (wsy)).
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1.3 Koszul-Komplex und mehrdimensionales Spektrum

Daraus folgt fiir alle k£ die Relation
pE=Lgk=1" — (—1)Ftoncknk, (1.6)

Ist nun ker(6?) = ran(6% ") und ran(62) abgeschlossen, so ist auch ran(d2") abge-
schlossen und wir erhalten

ker(621") = ran(0% 1)+ = ker(62)* = ran(8%.").
Sei x € ker(67.7). Nach Gleichung (L) mit k& = p ist dann
(WP) 'z € ker(0577) = ran(62"),

also existiert ein y € AP™!(s, H) mit (h?)"'z = 67"y und somit z = h*é}"y. Glei-
chung (L) mit & = p + 1 liefert dann o = (—1)p5;:(p+1)hp+1y. Daraus folgt

ker(67.7) C ran(cs;:(pﬂ)),
die andere Inklusion ist trivial. O

Ahnlich wie fiir einen einzelnen Operator kann man wesentliche Normalitét auch
fiir ein vertauschendes Tupel von Operatoren definieren.

Definition 1.31. Ein vertauschendes Tupel T = (11,...,7,,) € L(H)™ heifst we-
sentlich normal, wenn T;T;, — T, T € K(H) ist fur i = 1,...,n.

Bemerkung 1.32. Das Tupel T ist genau dann wesentlich normal, wenn die Rest-
klassen [T1],...,[T,] € C(H) = L(H)/K(H) in der Calkin-Algebra normal sind.
Wegen T;T; = T;T; folgt dann aus dem Satz von Putnam-Fuglede [Rud91l, Theo-
rem 12.16|, dass sogar [T;]*[T;] = [T};][T;]* fur 4,57 = 1,...,n gilt. Mithin ist die von
1], [T1], ..., [T] erzeugte C*-Unteralgebra von C(H) kommutativ.

Im Fall eines wesentlich normalen Tupels gibt es ein besonders einfaches Kriterium
um zu entscheiden, ob das Tupel Fredholm ist.

Lemma 1.33. Ist T € L(H)™ ein wesentlich normales Operatortupel, so ist T genau
dann Fredholm, wenn der Operator . T;T* Fredholm ist.

Beweis. Ist A € IC(H) ein kompakter Operator und C' € L(AP(s)) beliebig, so ist
der Operator A ® C' € L(H ® AP(s)) wegen dim(AP(s)) < oo ebenfalls kompakt.
Sind also A, B € L(H) Operatoren mit [A] = [B] € C(H) und ist C' € L(A?(s))
beliebig, so gilt bereits

[A®C) = [B®C)] € C(H ® AP(s)) = C(K*(T, H)).
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1 Vorbereitungen

In der Calkin-Algebra C(K?( ) erhalten damit fiir alle p die Identitét

[ AR AN (ZT ® BV 1) (Z[Ti@Eﬁ’”])

=1

+ (i[T* ® E’”]) <i[T ® Ef’])

i=1

=22 (me BT @ )
=1 j=1
+ZZ (T} ® BY")(T ® E)]
i=1 j=1
ST @ B T e R
=1 j5=1
=Y N InT e (B ET A EVED] (T = (T T)
i=1 j=1

=) Ty o1

i=1

€ C(H @ A(s)),

wobei die letzte Gleichheit aus Lemma [[.27] folgt. Weil ein Operator genau dann
Fredholm ist, wenn seine Restklasse in der Calkin-Algebra invertierbar ist, folgt die
Behauptung aus Lemma [[.29 (b). O
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2 Familien

2.1 Definition, Beispiele und erste Eigenschaften

Die folgende Definition einer Familie im Sinne von Agler [AglI85] ist der zentrale
Begriff dieser Arbeit.

Definition 2.1. Sei n € N. Eine Familie ist eine Klasse F von n-Tupeln T € L(H)"
mit folgenden Eigenschaften:

(F1) F ist beschrankt, das heifst, es gibt ein ¢ > 0, sodass fiir alle T' = (T3, ...,T,) €
F die Ungleichung ||T;|| < cfiri =1,...,n gilt.

(F2) F ist stabil unter Einschrankung auf invariante Teilrdume, das heift, fiir 7' =
(Ty,...,T,) € F und jeden abgeschlossenen Untervektorraum M C H mit
T,M C M firi=1,...,n ist auch T}M = (Tl}M,...,Tn’M) e F.

(F3) F ist stabil unter beliebigen direkten Summen, das heifst, fiir eine Familie
(T™)xen von Tupeln T = (TN, M) € L(H))™ in F ist auch

P - (@Tf”,...,@ﬂ?)) e L‘,(EBHA)n
AEA A€EA A€EA

A€A

ein Tupel in F.

(F4) F ist stabil unter unitalen x-Homomorphismen, das heift, fiir einen *-Homo-
morphismus 7 : L(H) — L(K) mit 7(1) = 1 und ein Tupel T' = (11, ...,T,) €
F ist auch n(T) = (n(Th),...,n(T,)) € F.

Bevor wir zu Beispielen fiir Familien kommen, verallgemeinern wir zunéachst die
Begriffe Kontraktion, [sometrie und unitéarer Operator auf n-Tupel von Operatoren.
Zum Teil gibt es dafiir mehrere Moglichkeiten.

Definition 2.2. Sei T'= (T4,...,T,) € L(H)" ein Tupel von Operatoren.
(a) T heift sphérische Isometrie, wenn Y i | ||T;z||* = ||z||? fiir alle z € H gilt.
(b) T heift spharische Kontraktion, wenn Y | [|T;z||* < ||z||? fiir alle z € H gilt.

(¢) T heift sphérisch unitdr, wenn 7T eine sphérische Isometrie ist und alle T;
normale Operatoren sind.
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2 Familien

(d) T heifit Zeilenkontraktion, wenn || Y7 | Tix;||* < D77, ||a||? fiir alle Elemente
1, ..., ¢, € H gilt.

Die Charakterisierungen sphérischer Kontraktionen und sphérischer Isometrien
im folgenden Lemma folgen unmittelbar aus der Definition.

Lemma 2.3. Se: T' = (T1,...,T,) € L(H)" ein Tupel von Operatoren.

(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) T ist eine sphdrische Kontraktion.
(i) Y TPT < 1.
(iii) Der Operator T : H — H", x + (Tyx)™, ist eine Kontraktion.
(iv) Der Operator TMW" : H™ — H, (2;)7_, = Y1, Tiw; ist eine Kontraktion.
(v) T* = (Ty,...,Ty) ist eine Zeilenkontraktion.

(b) Ebenfalls dquivalent sind:

(i) T ist eine sphdrische Isometrie.
(i) S, T = 1.
(iii) Der Operator T : H — H", x v (Tyx)", ist eine Isometrie.

Das folgende Lemma enthélt nun Beispiele fiir Familien.
Lemma 2.4. Die folgenden Klassen sind Familien im Falln = 1:
(a) Die Klasse aller Kontraktionen.
(b) Die Klasse aller Isometrien.
(¢) Die Klasse aller selbstadjungierten Kontraktionen.
(d) Die Klasse aller subnormalen Kontraktionen.
Im Falln > 1 sind Familien:
(e) Die Klasse Fg. aller kommutierenden sphdrischen Kontraktionen.
(f) Die Klasse Fg; aller kommutierenden sphérischen Isometrien.
(g) Die Klasse F.. aller n-Tupel aus kommutierenden Kontraktionen.

(h) Die Klasse aller n-Tupel aus kommutierenden Isometrien.
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2.1 Definition, Beispiele und erste Eigenschaften

Beweis. Es ist klar, dass die Teile (a) und (b) Spezialfille der Teile (e) und (f) sind.
Die Eigenschaften (F1) und (F2) sind in allen Féllen trivial.

Zum Nachweis von (F3) fiir (¢) und (d) beachte man, dass die Adjunktion mit
direkten Summen vertauscht, also sind direkte Summen von selbstadjungierten Ope-
ratoren wieder selbstadjungiert und direkte Summen normaler Operatoren wieder
normal. Das entsprechende Resultat fiir subnormale Operatoren folgt unmittelbar.
Fiir (e)-(h) rechnet man (F3) direkt nach.

Weiterhin bemerke man, dass unitale x-Homomorphismen positive Operatoren auf
positive Operatoren abbilden und deshalb die Ordnung < erhalten. Insbesondere
werden Isometrien auf Isometrien und Kontraktionen auf Kontraktionen abgebildet,
denn ein Operator ist genau dann isometrisch, wenn 7*7T = 1 gilt, und genau dann
eine Kontraktion, wenn 7T*T < 1 ist. Das erledigt zugleich (F4) fiir die Teile (g)
und (h). Die Charakterisierungen in Lemma [2.3] liefern die vierte Eigenschaft fir (e)
und (f). Fir Teil (c) ist sie trivial. Der einzige nichttriviale Teil ist, dass subnormale
Kontraktionen stabil unter unitalen x-Homomorphismen sind, das folgt aber direkt
aus Korollar [L23 O

Seien H, K Hilbertrdume und P die Orthogonalprojektion von H @& K auf H. Fiir
einen Operator T' € L(H & K) schreiben wir

T— (é g) € L(HDK),

wobei A = PT|, € L(H), B=PT|, € L(K,H),C = (1—-P)T|, € L(H,K) und
D=(1- P)T’K € L(K) sei. Fur (:;) € H & K ist dann

z\ (Ax+ By
P() = (B o
Insbesondere ist T" genau dann eine Fortsetzung von A, wenn C' = 0 ist. Der adjun-
gierte Operator zu T ist gegeben durch

. [A C*
T _<B* D*)GE(H@K).

Sind

. Al Bl o A2 B2
T1_<C1 Dl)’ T2_<02 DQ)EL(H@K),

so wird T}T5 durch das iibliche Matrizenprodukt dargestellt, also

T1T2 _ (AlAQ —+ 8102 AlBQ -+ BlDQ

CiAy + DCy C1By+ DlDz) € L(HaK).
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2 Familien

Wir betrachten nun wieder Tupel von Operatoren. Sind T = (13, ...,T,,) € L(H)"
und R = (Ry, ..., R,) € L(H® K)™ zwei Operatortupel, so heifst R Fortsetzung von
T, wenn R; eine Fortsetzung von T; fiir alle ¢ ist. In diesem Fall heifst dim(K') der
Rang der Fortsetzung. Wir nennen R eine triviale Fortsetzung von 7', wenn es ein
Operatortupel A € L(K)" mit R = T & A gibt. Offensichtlich ist das genau dann
der Fall, wenn alle R; die Form

7, 0
R, = (0 Ai) € L(H®K)

haben.

Definition 2.5. Sei F eine Familie. Ein Operatortupel 7' € F heifst extremal in
F, wenn jede Fortsetzung R von T in F trivial ist. Mit ext(F) bezeichnen wir die
Klasse aller extremalen T" € F.

Im Folgenden schreiben wir R > T, falls R eine Fortsetzung von 7' ist. Wir
betrachten zunéchst eine einfache, aber niitzliche Charakterisierung trivialer Fort-
setzungen.

Lemma 2.6. Se:T € L(H)" und R € LIHSK)™ mit R > T. Dann sind dquivalent:

(i) R ist eine triviale Fortsetzung von T

(ii) Es gilt PR; = R;P fir i = 1,...,n, wobei P die Orthogonalprojektion von
H ® K auf H bezeichne.

(i) Fs gilt RFH C H firi=1,...,n.

Beweis. Fiir ¢t = 1,...,n hat R; eine Darstellung

T A
R, = (0 Bi) € L(HDK).

(i) & (ii): Fir (;) EH®Kundi=1,...,n gilt

(PR; — R;P) (”;) = Tix + Ay — Tix = Ay,

Somit ist PR; = R;P fiirt = 1,...,n genau dann, wenn A; =0 fir i = 1,...,n gilt,
das heifst genau dann, wenn R eine triviale Fortsetzung von T ist.
(i) & (iii): Firi=1,...,nist

N
Ri_(A;‘ B;)GE(H@K),

also gilt RYH C H fiir ¢ = 1,...,n genau dann, wenn A; = 0 fir i = 1,...,
gilt.

0=
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2.1 Definition, Beispiele und erste Eigenschaften

Beispiel. Ist F die Familie der subnormalen Kontraktionen, so besteht ext(F) ge-
nau aus den normalen Kontraktionen.

Bewers. Sei S € F nicht normal und N die minimale normale Fortsetzung von S.
Dann ist N eine nichttriviale Fortsetzung von S und nach Korollar ebenfalls
eine Kontraktion, also ist N ein Operator in . Somit ist S nicht extremal in F.

Ist umgekehrt T € F N L(H) normal und S € F eine Fortsetzung von T, so sei
N die minimale normale Fortsetzung von S. Fiir x € H gilt dann

| Tz]| = [[T"2]| = [[Pa N*z[| < [|N"z|| = [[Nz]| = [[T]],

also ||PyN*z|| = ||[N*z|| und somit N*z € H. Deshalb ist N eine triviale Fortset-
zung von T, also auch S. Mithin ist T" extremal in F. O

Insbesondere besitzt also jeder Operator dieser Familie eine Fortsetzung zu einem
extremalen Operator. Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass das allgemein
fiir Familien gilt. Fiir das folgende Beispiel ist das trivial.

Beispiel. Ist F die Familie der selbstadjungierten Kontraktionen, so gilt ext(F) =
F. Ist ndmlich T" € L(H) selbstadjungiert und S eine selbstadjungierte Fortsetzung
von T', so gilt offensichtlich

also ist .S eine triviale Fortsetzung von 7T'.

Im folgenden Lemma sind einige Aussagen iiber die Extremalen einer Familie
zusammengestellt.

Lemma 2.7. Seien F und G Familien.

(a) Sei U € ext(F) undV € F. Ist R € F mit R > U &V, dann gibt es ein
ReFmitR>V und R=U®R.

(b) Beliebige direkte Summen von Extremalen sind extremal.
(c) Ist F C G, soistext(G) NF C ext(F).
(d) Sind U,V € F mitU @V € ext(F), so sind schon U,V € ext(F).

Beweis. (a) Seien U € L(Hy)",V € L(Hy)" und R € L(H, & Hy ® H3)" mit R >
U & V. Nach Voraussetzung gilt R > U &V > U. Weil U extremal ist, gibt es ein
R € L(Hy ® H3)"NJF mit R =U @& R'. Weil R auch eine Fortsetzung von V ist,
gilt fir x € Hy und ¢ = 1,...,n ferner
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Somit ist auch R > V.
(b) Sei (TW)yep mit A # @ eine Familie von n-Tupeln in ext(F), etwa TV €
L(H,)". Nach Definition ist @,., T™ € F. Sei

A= {I CA: EBT(’\) € ext(.F)}.

el

A ist durch Inklusion partiell geordnet und enthélt alle einelementigen Teilmengen
von A, ist also insbesondere nicht leer. Sei 7 eine Kette in A und Iy = | J;o7 I. Wir
zeigen Iy € A. Sei also R € L(H)"NF mit R > @, TW. Fiir I € T bezeichne
Py die Orthogonalprojektion von H auf @, ., Hy. Weil R eine triviale Fortsetzung
von allen @, TW ist, gilt nach Lemma dann

PiR; = R, Py

fir alle I € Z und j = 1,...,n. Das Netz (Py)er konvergiert in der starken Ope-
ratortopologie gegen P, die Orthogonalprojektion von H auf €, 1, - Weil die
Komposition getrennt stetig in der starken Operatortopologie ist, folgt

PR; = R;P

fiir j =1,...,n, sodass R nach Lemma eine triviale Fortsetzung von @, . Io T
ist. Mithin ist I, € A. Nach dem Lemma von Zorn hat A ein maximales Element
Ao. Angenommen, es ist Ag C A, etwa Ay € A\ Ag. Sei A; = Ao U {\1}. Wir zeigen
A1 € A, was ein Widerspruch zur Maximalitdt von Ay in A ist und den Beweis von
(b) vervollstandigt. Sei also R € F mit

R>@P TV = (@T )EBTAI
AEAL AEAQ

Nach (a) gibt es dann ein R’ € F mit R’ > T™) und

Wegen T € ext F existiert ein R” € F mit R = T™) @ R”, also
v (@) o1e
AEAg

Somit ist A; € A.
(c) ist trivial.
(d) Angenommen, V' ist nicht extremal in F. Dann gibt es eine nichttriviale Fort-
setzung R von V' in F der Form
Vi A
= (0 BZ-)
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2.2 Der Satz von Agler

fir i =1,...,n, wobei nicht alle A; null sind. Dann ist aber U & R eine Fortsetzung
von U &V in F mit

U, 0 0
UdRi=|(0 V, A
0 0 B

Weil nicht alle A; null sind, ist U @& R eine nichttriviale Fortsetzung von U & V, ein
Widerspruch zu U & V' € ext(F). O

2.2 Der Satz von Agler

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Agler, der unsere zentrale Moti-
vation fiir die Bestimmung der Extremalen einer Familie ist. Er besagt, dass jedes
Operatortupel T in einer Familie F eine Fortsetzung zu einem extremalen Tupel in
F besitzt.

Definition 2.8. Fiir eine Teilmenge S C L(H) sei
S ={T":T € S}.

S heiltt selbstadjungiert, falls S = §* ist. Ein selbstadjungierter Unterraum von
L(H), der 1 enthélt, heifst Operatorsystem.

Sei H ein Hilbertraum, S € £(H) ein Operatorsystem und N € N. Mit My(S)
bezeichnen wir die Menge aller N x N-Matrizen mit Koeffizienten in S. Jedes Ele-
ment A € My(S) kann in natiirlicher Weise mit einem Operator auf A" identifiziert
werden. Wir nennen A positiv, falls der entsprechende Operator ein positiver Ope-
rator auf HY ist. Ist ® : S — L(H) eine lineare Abbildung, so erhalten wir fiir alle
N € N lineare Abbildungen

Dy i My(S) = My(L(H)),  (aig)y—y = (P(ai;) ;.
Definition 2.9. Sei S C L(H) ein Operatorsystem und ® : S — L£(H) eine lineare
Abbildung. ® heifst positiv, falls ® positive Elemente von S auf positive Operatoren
in £L(H) abbildet. ® heifst N-positiv, falls & positiv ist. Wir nennen & vollsténdig
positiv, falls alle ®y positiv sind.

Vollstandig positive Abbildungen besitzen einige bemerkenswerte Eigenschaften.
Ein Beispiel ist der folgende Fortsetzungssatz von Arveson:

Satz 2.10. Sei S € L(H) ein Operatorsystem und ® : S — L(H) eine vollstindig
positive Abbildung. Dann gibt es eine vollstindig positive Abbildung ¥ : L(H) —
L(H), die ® fortsetzt.

45
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Beweis. Siehe [Pau86, Theorem 6.5]. O

In der Sprache der Kategorientheorie besagt der Fortsetzungssatz von Arveson
gerade, dass L(H) ein injektives Objekt in der Kategorie der Operatorsysteme mit
vollstandig positiven Abbildungen als Morphismen ist.

Man iiberlegt sich leicht, dass unitale x-Homomorphismen vollstandig positiv sind.
Ebenso kann man zeigen, dass fiir einen Operator V € L(H, H ) die Abbildung

LH)— LH), T—VTV

vollstdndig positiv ist. Der folgende Dilatationssatz von Stinespring besagt, dass
jede vollstédndig positive Abbildung von £(H) nach L£(H) aus diesen beiden Teilen
aufgebaut ist.

Satz 2.11. Sei ® : L(H) — L(H) eine vollstindig positive Abbildung. Dann gibt es
einen Hilbertraum K, einen unitalen x-Homomorphismus m : L(H) — L(K) sowie
einen stetigen linearen Operator V € L(H, K) mit ||®(1)|| = ||V||* und

O(T) =V*n(T)V  fir alle T € L(H).
Beweis. Siehe [Pau86l, Theorem 4.1]. O

Ist ® sogar unital, so ist V' eine Isometrie und wir kénnen H als Unterraum von
K auffassen. Mit dieser Identifikation ist V* die Orthogonalprojektion Py von K
auf H. Es gilt also

O(T) = Pyn(T)|,, firalleT € L(H).

H

Sei nun (T™W)yep eine Familie von Operatortupeln einer Familie F, die total
geordnet ist, das heifst, fiir alle Aj, Ay € A ist T eine Fortsetzung von 7*2) oder
umgekehrt. Sei etwa T™ € L(H,)" fiir A € A. Ferner gebe es einen Hilbertraum K
mit Hy C K fiir alle A\ € A. Sei H = |J,c, Hx C K. Weil die TW total geordnet
und gleichméfig beschréankt sind, gibt es ein eindeutig bestimmtes Operatortupel
T € L(H)" mit Ti‘HA = Ti(’\) fir alle A € A und i« = 1,...,n. Wir schreiben
T=\,erT M), Fiir die meisten Beispiele von Familien, die wir bisher kennengelernt
haben (sieche Lemma [2.4)), ist unmittelbar klar, dass 7" wieder ein Element von F
ist. Das gilt auch allgemein.

Lemma 2.12. Ist (T™W)ca eine total geordnete Familie von Operatortupeln einer
Familie F wie oben, so ist auch T = \/,, ™™ e F.

Beweis. Die Beweisstrategie ahnelt der in [DMW99 Theorem 1.1., (i)]. Sei

H= @H)\ und T = @T(A) e L(H)".
AEA AEA
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Nach Definition 21l ist dann 7' € F. Fiir ein Tupel A = (4;,..., A,) € L(E)" auf
einem Hilbertraum F, a € C und b, ¢,d € C" sei

(a,b,c,d)(A) = al + z": b,A, + z": A+ z": d, AL A,
v=1 v=1 v=1

Mit dieser Notation ist die Menge
S = {(a, b,e,d)(T) : (a,b,¢,d) € C x (C")3} C L(H)

ein Operatorsystem. Sei N € N und a¥) € C sowie 6@, W) d@) ¢ C fiir i,j =

1,...,N. Sei ferner A € A und ()Y, € HY. Wir definieren (h;)¥, € HY durch
hi = (h{") en mit

L _ {h falls 11 = A,

0, sonst.

Dann gilt die Gleichung

n

> (D hy, T, hy) H+Z DT,h;, Tyhi) )

v=1

= (a(ij),b(ij),c(ij,d(ZJ)(T))N. hi) N (hi)N>HN.

1,7=1 ( v

g g g oo~ \N
Ist also <(a(”), bl i), d(”))(T)) € My(S) eine positive Matrix, so ist

ij=1
<((a( 7 b i) g J))(T))m:l (h))Y, (hl-)f-V>HN >0

fiir alle (h)X; € (Uyen H,\)N. Weil diese Menge dicht in HY liegt, folgt, dass die
lineare Abbildung

d:S— L(H), (a,becd)(T)— (a,b,ecd)(T)
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wohldefiniert und vollstéandig positiv ist. Nach dem Fortsetzungssatz 2.10] von Arve-
son besitzt ® eine Fortsetzung zu einer vollstédndig positiven Abbildung auf E(I:I ),
diese heiffe wieder ®. Nach dem Dilatationssatz 2.11] von Stinespring und der an-
schliefenden Bemerkung gibt es einen Hilbertraum K O H und einen unitalen
«-Homomorphismus 7 : £(H) — £(K) mit

®(S) = Pym(S)|,, fiir alle S € L(H),

H

wobei Py die Orthogonalprojektion von K auf H ist. Fir &k = 1,...,n gilt insbe-
sondere

= (T}, )®(Ty) = Pyn(Ti)* Pur(Ty)| ;-

Ist also
w(T) = <A B) c L(He (K & H)),

so ist
A*A = Pyn(Ty)* Pum(Ty) |, = Pum(Te)*w(T})],, = A*A+ C*C,
also C' = 0. Somit gilt 7(7})(H) € H und deshalb
T, = ®(Ty) = Pun(Ty)|,; = 7(Th)|

fiir k =1,...,n. Weil F nach Definition stabil unter unitalen x-Homomorphismen
und unter Einschrinkung auf invariante Teilrdume ist, folgt T € F. O

Die folgende Definition orientiert sich an [Arv03].

Definition 2.13. Sei T € FNL(H)" und A C H. T heifst extremal auf A, wenn
fiir jede Fortsetzung R von 1" in F gilt:

Rizx=T/x firalexze Aji=1,...,n

Einige unmittelbare Folgerungen aus der Definition sind im folgenden Lemma
zusammengefasst. Der erste Teil legt nahe, dass wir mit dem neuen Begriff messen
konnen, wie weit ein Operatortupel davon entfernt ist, extremal zu sein.

Lemma 2.14. SeiT € FNL(H)" und A C H.
(a) T ist genau dann extremal, wenn T extremal auf H ist.

(b) Ist T extremal auf A, so ist auch jede Fortsetzung von T in F extremal auf A.
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2.2 Der Satz von Agler

(c) Ist T extremal auf einer dichten Teilmenge von A, so ist T extremal auf A.

Beweis. (a) Sei T extremal und R eine Fortsetzung von 7" in F. Dann ist R = T@& R’
fiir ein Operatortupel R'. Fiir alle x € H und ¢ = 1, ..., n gilt daher

Rix = (Tf & R})x = T/,

also ist T extremal auf H.
Sei umgekehrt 7' extremal auf H und R eine Fortsetzung von 7" in F. Fiir alle
r€ Hundt=1,...,n gilt dann

Rix=T'x € H,

also Rf(H) C H. Somit ist R eine triviale Fortsetzung von T

(b) Sei S > T eine Fortsetzung von 7" in F und R > S eine Fortsetzung von S in
F. Dann ist R auch eine Fortsetzung von T'. Weil T" extremal auf A ist, gilt fiir alle
r € Aund i =1,...,n die Gleichung

Rz =Tz = S .

Somit ist auch S extremal auf A.
(c) ist klar, weil die beteiligten Operatoren stetig sind. O

Bekanntlich haben je zwei Orthonormalbasen eines Hilbertraumes die gleiche Kar-
dinalitdt. Das folgende Lemma ist eine leichte Verallgemeinerung dieser Tatsache.

Lemma 2.15. Sei B eine Orthonormalbasis eines Hilbertraumes H und C C H
eine Menge, deren lineare Hille dicht in H liegt. Dann ist |B| < |C].

Beweis. Ist |C| < oo, so ist H endlichdimensional und die Behauptung ist eine
elementare Aussage aus der linearen Algebra. Sei also C' eine unendliche Menge.
Fiir x € C' definieren wir

By ={y € B:(z,y) #0}.

Nach der Besselschen Ungleichung ist | B,| < |N| fiir alle z € C. Die Voraussetzung
impliziert C* = 0 und somit
|JB.=B.

zeC
Weil C' eine unendliche Menge ist, folgt |B| < |N x C| = |C/|. O

Seien X,Y zwei Mengen, wobei X ein ausgezeichnetes Element 0 habe. Mit X )
bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen von Y nach X, die alle bis auf endlich
viele Elemente von Y auf 0 € X abbilden. In dieser Notation sei d = N(()NO). Mit dem
folgenden Lemma konnen wir spéter die Grofe der Hilbertraume kontrollieren, auf
denen Fortsetzungen eines Operatortupels T € F leben.
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Lemma 2.16. Seien U C [*(I) ein abgeschlossener Untervektorraum sowie T €
FNLU), z €U undie{l,...,n}. Dann gilt

sup{||Siz||: S >T,S € FNLV)",V CI*(I x d)} =sup{||Siz||: S>T,S € F}.

Beweis. Die Ungleichung < ist trivial. Umgekehrt sei S > TS € F, etwa S €
L(K)". Wir definieren

D:d— LK), (a,)2,— SP0S;™S8s .. Goan-2Grim-1Gom

n=0

Das Bild von ® besteht aus allen endlichen Produkten der S; und S;. Sei

Kt=\/ V({U)cCK.

VéEran ¢

Dann ist Kt ein abgeschlossener Untervektorraum von K, der U enthélt und S
reduziert. Sei ST = S ’ x+ € F und B; eine Orthonormalbasis von U. Die lineare
Hiille der Menge

{®(a)b:aedbe B}

liegt dann dicht in K. Sei P die Orthogonalprojektion von Kt auf Kt & U. Es
folgt, dass die lineare Hiille von

{P®(a)b:ae€d\{0},be B}

dicht in K™ & U liegt. Ist also By eine Orthonormalbasis von K+ & U, so gilt fiir
die Kardinalitdt von By nach Lemma 2.15] die Ungleichung

Bo| < |By x d\ {0}] < |1 x d\ {0}].

Es gibt also eine Injektion By < I x (d\ {0}) und deshalb eine Isometrie K™ o U —
(I x (d\ {0})). Zusammen mit der Inklusion U C I*(I) = I*(I x {0}) erhalten
wir eine unitire Abbildung ¢ : K — V = ran¢y C [*(I x d) mit ¢(y) = y fiir
y € U. Das Operatortupel ¢ STy* = (¢S;TY*, ..., ¢SHy*) € L(V)" ist dann eine
Fortsetzung von 7" in F und es gilt

1572 = (1S 2]l = [[vSF ]| = |[WS ¢ ]| = [|(¥S;F ) ll.
Das zeigt die umgekehrte Ungleichung. O

Mit Bezeichnungen wie oben sei e = (d™)". Das folgende Lemma erlaubt es,
zu einem Operatortupel eine Fortsetzung zu konstruieren, die extremal auf einer
vorgegebenen Einpunktmenge ist.
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2.2 Der Satz von Agler

Lemma 2.17. Sei T € F N L(U)" mit U C [*(I) und x € U beliebig. Dann gibt es
eine Fortsetzung R € FNL(V)" von T, die extremal auf {x} ist, wobei V C I*(I x ¢)
18t.

Beweis. Sei i € {1,...,n} beliebig. Fiir alle S € F gilt
1S5l < (15711 H[]] = (1Sl || < e []],

wobei ¢ die Konstante aus Definition 2.1] ist. Wir konstruieren nun induktiv eine
Folge

T=T79<7® <T@ <.

mit
™™ e FnLVi)™, Vi cP(I xd)
und

* 1
1T || = sup{||Sfal| : § > T¢ D, 8 € FOLV)" Vi € B x d*)} — o

fiir £ > 1. Das ist moglich, weil alle Suprema endlich sind. Hierbei nehmen wir die
Identifikation 1?(I x d*=1) = I2(I x d*~' x {0}) C (*(I x d*) vor. Nach Lemma 2.16]
ist dann auch

« 1

1T 2| = sup{||S§al| - § > T*D, S € F} —

Es ist Vi C I2(I x d*) C (I x dWV) fiir alle k € N. Sei Vooy = Upen Ve und
7D = \/2° T® € L£(V1)". Nach LemmaR2I2ist TV € F. Sei S € FNL(K)"
eine Fortsetzung von T(>Y und P, die Orthogonalprojektion von Vi, ; auf V. Dann
ist § > T, fiir alle k € N, also gilt

1

OO,l * OO,l * k * *
1T | 2 1B al| = (|10 ]| 2 ]Sl —

und somit HTI(OO’l)*:cH > ||STx||. Bezeichnet P die Orthogonalprojektion von K auf
Vo1, so folgt

1572 — TV 2|2 = ||Sjz — PSjz|]? = ||S5a][> = || T |2 < 0.
Mithin ist Sjz = Tl(oo’l)*x.

Indem wir ebenso mit 71 verfahren und dabei die zweite Komponente be-
trachten, erhalten wir eine Fortsetzung T2 € F N L(Vi2)" von TV mit
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Vo C (I x (d™)?), sodass fiir jede Fortsetzung S von T2 in F die Glei-

chung S;z = TQ(OO’Z)*:E gilt. Weil sowohl 7% als auch S Fortsetzungen von 7

sind, gilt nach dem bereits Bewiesenen auch S7x = Tl(oo’l)*x =T fOO’Z)*x. Indem wir
so fortfahren, erhalten wir schlieflich eine Fortsetzung T(>™ € F N L(V,,,,) mit
V =V C I x (d™)"), sodass fiir jede Fortsetzung S von 7™ in F gilt:

Siv = Ti(oo’")*x fire=1,...,n.

R = T ist also eine Fortsetzung von T, die extremal auf {x} ist. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir endlich den Fortsetzungssatz von Agler
beweisen.

Satz 2.18. Set T € F. Dann gibt es eine extremale Fortsetzung von T in F.

Beweis. Weil T unitér dquivalent zu einem Operatortupel auf [2(I) fiir eine geeignete
Menge [ ist, konnen wir annehmen, dass T € L({*(I))" gilt. Ist ndmlich ¢ : H —
[2(I) die unitdre Abbildung, so erhalten wir eine 1:1-Korrespondenz

{S>T,Se F} +—={R>yTyY*" Re F}
vermoge
LHOK)>S— (oS ael) e L(*(]) e K).

Diese Korrespondenz erhélt triviale Fortsetzungen und deshalb auch extremale Fort-
setzungen. Sei also T ein Operatortupel auf Hy = [?(I). Wir zeigen zunichst, dass
es einen Hilbertraum H; D H, und ein Operatortupel 7 € F N L(H,)" gibt, das
T fortsetzt und extremal auf Hj ist. Sei dazu

A={(A,TW): AC Hy,TW € FNLVA)", Va C (I x W),
TW ist extremal auf A, T > T }

Wegen (0,T) € Aist A# 0. Aist durch die Relation
(A, TW) < (B,T®) = AcC Bund TW < TP
partiell geordnet. Sei nun ((A;, T™4))) ¢ eine Kette in A, etwa T € L£(V,)" mit

Js
V; C (I x e9)). Sei A =J,.,; A; C Hy. Dann ist V; C I2(I x @) fiir alle j € J.
Sei

jeJ

Va=JV; cP(I xe?)

jed
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2.2 Der Satz von Agler

und 7W = VjeJ TW) € L£(V4)" das eindeutig bestimmte Operatortupel, das auf
V; mit T4 {ibereinstimmt fiir alle j € J. Nach Lemma ist 7 ¢ F. Weil
T eine Fortsetzung von allen 74%) ist, ist 7Y nach Lemma 2.14] extremal auf
A. Somit ist (4, TW) € A eine obere Schranke. Nach dem Lemma von Zorn hat
A ein maximales Element (K,TU")) etwa T!) € L(H;)". Angenommen, es ist
K C Hy. Dann gibt es ein x € Hy \ K. Nach Lemma [2.17] existiert eine Fortsetzung
TEHED ¢ FLU)” von TH mit U € 12(1 x e®) x ) = (I x eEY=H) die
extremal auf {z} ist. Dann ist TV € A extremal auf K U {x}, im Widerspruch
zur Maximalitit von (K, T®)) in A. Somit ist K = Hy und TH = TE) € L(H,)"
ist eine Fortsetzung von 7" in F, die extremal auf H ist.

Indem wir induktiv so fortfahren, erhalten wir eine aufsteigende Folge (H,)5,
von Hilbertraumen und eine Folge von Operatortupeln

T=T0 <70 <T@ < |

mit T®) € F N L(H)" fiir alle & € Ny, sodass T*+1) extremal auf H, ist fiir alle
k€ Np. Sei T = \/, . T® € F N L(K)", wobei K die Vervollstindigung von
US2, Hi ist. Dann ist 7() eine Fortsetzung von allen 7%®), also extremal auf Hy, fiir
alle k € Nyg. Weil | J,-, Hi dicht in K liegt, folgt die Extremalitit von T auf K.
Somit ist 7> eine extremale Fortsetzung von T in F. Hierbei haben wir mehrfach
Lemma 2.14] angewendet. O]
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3 Isometrien

3.1 Kommutierende Isometrien

Fiir die Familie der kommutierenden Isometrien ist die Bestimmung der Extremalen
nicht schwierig.

Satz 3.1. Die Extremalen der Familie aller n-Tupel aus kommutierenden Isometrien
sind genau die n-Tupel aus kommutierenden unitiren Operatoren.

Beweis. Sei U = (Uy,...,U,) € L(H)" ein kommutierendes Tupel unitérer Opera-
toren und S € L(H & K)" eine Fortsetzung von U zu einem Tupel kommutierender
Isometrien. Dann gilt fiir x € H und ¢ = 1, ..., n die Ungleichung

||z]| = [|U7]| = [| P S]] < [[S7]| < l=l,

also ||PgSiz|| = ||Sfx|| und somit Sfx € H. Es folgt Sf(H) C H furi=1,...,n,
das heifst, S ist eine triviale Fortsetzung von U. Mithin ist T extremal in der Familie
der kommutierenden Isometrien.

Sei umgekehrt 7' = (T4,...,T,) € L(H)" ein kommutierendes Tupel aus Isome-
trien, sodass nicht alle 7; unitér sind, ohne Einschriankung sei etwa T nicht unitér.
Wir zeigen, dass T eine nichttriviale Fortsetzung zu einer kommutierenden Isome-
trie hat. 77 ist als Isometrie subnormal (das folgt zum Beispiel aus Korollar [[.23)).
Sei S; € L(K) die minimale normale Fortsetzung von 77. Nach Lemma [ T3] ist
dann K = \/72, S#I(H). Weil Ty nicht normal ist, ist S;H ¢ H, also ist jede Fort-
setzung von T der Form (Sy,...,S,) € L(K)" nichttrivial. Fir i = 2,...,n und
xo,...,xr € H sei

k k
Si (Z Sfjxj> =Y SPTa;.

Jj=0 Jj=0
Unter Verwendung der Normalitdt von S; erhalten wir fir zg,...,z, € H und
1=1,...,n die Gleichungskette
k 2 kok
> SUTiag|| =) (SVTuy, S7'Tim)
=0 j=0 1=0
kook
= (T\' Ty, T Tyy) (Silg =T)
j=0 1=0
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(T s, TiT{a)

I
M-
hE

7=0 1=0
k k
=3 (Tjx;, Tiw) (I7T; = 1)
7=0 1=0
k k
= (St7x;, Si'm)
7=0 1=0
k 2
=D St
=0

Somit sind die S; wohldefiniert und setzen sich auf K zu Isometrien fort. Man
beachte, dass diese Definition fiir ¢ = 1 wegen der Normalitdt von S; wieder den
Operator S; ergibt und dass Si‘H =T, firi=1,...,ngilt. Fir 1 <4,7 <n und
Xo, ..., Tr € H gilt weiterhin

k k
SjSi Z Sikll‘l = Sj Z SflTixl
1=0 =0

k
I
=0
k

= ST
1=0
k
=55y St
1=0
Das zeigt, dass S ein kommutierendes Tupel von Operatoren ist, also eine nichttri-
viale Fortsetzung von T' zu einem Tupel kommutierender Isometrien. O

Zusammen mit dem Satz [2.I8 von Agler erhalten wir einen Fortsetzungssatz fiir
Tupel kommutierender Isometrien, der von It6 [[t658] und Brehmer [Bre61] stammt.

Korollar 3.2. Jedes n-Tupel aus kommutierenden Isometrien besitzt eine gemein-
same Fortsetzung zu einem n-Tupel aus kommutierenden unitaren Operatoren. [

3.2 Spharische Isometrien

Ziel dieses Abschnittes ist die Bestimmung der Extremalen der Familie F; aller kom-
mutierenden sphérischen Isometrien. Wir beginnen mit einem einfachen Argument,
das wir o6fters bendtigen werden.
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3.2 Sphérische Isometrien

Lemma 3.3. Sei T € L(H, K) ein Operator derart, dass eine Funktion f : K — R
existiert mat

Re(Tx,y) < f(y) firallex € H,y € K.

Dann ist T = 0.

Beweis. Seien x € H,y € K beliebig und A € C ein Drehfaktor mit \(T'x,y) =
|(T'x,y)|. Dann gilt fiir alle & € N die Ungleichung

k[(Tz,y)| = (T(kAx), y) = Re(T'(kAz), y) < f(y).
Im Limes k — oo folgt [(T'z,y)| = 0, also T = 0. O
Auch die folgende Rechnung wird haufiger gebraucht.

Lemma 3.4. Sei T = (Ty,...,T,) € L(H)" eine kommutierende sphdrische Kon-
traktion und R = (Ry,...,R,) € L(H & K)" eine kommutierende Fortsetzung von
T der Form

T, A; :
Ri:(o BZ-)GE(H@K) (t=1,...,n).

Dann ist R genau dann eine sphdrische Kontraktion, wenn

lel* = 3 | Tiall? — 2Re (37 AT,y + flwll? = S 1 AwlP = S 1Bl > 0
=1 =1 =1 =1

fir allex € H und y € K gilt.

Bewers. Fiir alle z € H und y € K gilt

()

n

2

i=1

2 n

= (1T + Awl* + || Buyl]?)

i=1

= > (Tl + 2 Re(Tiw, Asy) + || Awy|* + || Biy|*)

=1
= YTl + 2Re (3 AT ) + 3 MlAwlP+ D 1Byl 2
i=1 i=1 i=1 1=1

Weil R genau dann eine sphérische Kontraktion ist, wenn

% (;)

fiir alle x € H und y € K gilt, folgt die Behauptung. O

n

D

=1

2
< lz]* + Iyl
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3 Isometrien

Der folgende Satz ist ein wichtiger Schritt auf dem Weg zur Bestimmung von

ext(Fg) und ext(Fs.).

Satz 3.5. Kommutierende sphdrisch unitire Tupel sind extremal fir die Familien
der kommutierenden sphdrischen Kontraktionen und der kommutierenden sphdri-
schen Isometrien.

Beweis. Sei U = (Uy,...,U,) ein kommutierendes sphérisch unitéres Tupel. Nach
Lemma 2.7 geniigt es zu zeigen, dass U extremal fiir die Familie der kommutierenden
sphérischen Kontraktionen ist.

Sei also S € L(H @ K)" mit S > U eine kommutierende sphérische Kontraktion.
Wir zeigen, dass S eine triviale Fortsetzung von U ist. Fiir ¢ = 1,...,n hat .S; eine
Darstellung

U, A
S; = (0 Bi) € L(H @ K).

Der (1,2)-Eintrag der Gleichung S;S; = S;5; liefert dann

Weil S eine sphérische Kontraktion und U insbesondere eine sphérische Isometrie
ist, gilt nach Lemma [3.4] fiir alle z € H und y € K die Ungleichung

2Re <Z AUy, y> + DAl + D 1Byl < [yl
1=1 1=1 1=1

Indem wir x = 0 setzen, erhalten wir daraus insbesondere

D NAwIP+ Y 1Byl < |lyll®  fiir y € K. (3.2)

i=1 i=1

Lemma B3 impliziert ferner » " | A7U; = 0 und somit auch

=1

Sei nun j € {1,...,n}. Wir zeigen A; = 0. Nach Voraussetzung ist jedes U,
normal und es gilt U;U; = U;U; fiir alle ¢. Nach dem Satz von Putnam-Fuglede
[Rud91l, Theorem 12.16] ist dann auch U;U; = U;U; fir alle . Durch Anwendung
von U} auf Gleichung (B]) und Summation tiber ¢ erhalten wir

i=1 i=1 i=1 i=1

~~ '

—_——
=4, =0 =U; ", U Ai=0

=1 "1
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3.2 Sphérische Isometrien

Somit folgt A; = > " | UrA;B;. Weil U insbesondere eine sphérische Kontraktion
ist, ist U* = (U7,...,U}) eine Zeilenkontraktion. Fiir alle y € K mit ||y|| < 1 gilt
also

n 2 n n
S UrABy|| < S IABullP < AP (1Bl
i=1 i=1

i=1

149" =

Nach Ungleichung (3:2) folgt fiir alle y € K mit ||y|| < 1 die Abschéitzung
14911 < 1141 <||y||2 - ||Azy||2> <141 = 11491
i=1
Umordnen liefert ||A;y||(1+||4;[]%) < ||A;]]? fiir alle y € K mit ||y|| < 1 und somit

AP +11A4511%) = sup [[Ayl*(1 + [[A]1%) < (14,11

llyll<1

Es folgt A; = 0 wie gewiinscht. Mithin ist S eine triviale Fortsetzung von U. O

Wir werden im Folgenden Multiindixnotation benétigen. Fiir ein o € Nfj sei stets

a=(ag,...,an), lal =01+ ... +ay, al =aq!- ... - a,! und
_ (\Oél) _ el
Yo = =
a al

Firi =1,...,n sei ferner ¢; = (0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1 an der i-ten Stelle
steht. Sind o und § zwei Multiindizes, so schreiben wir o« > g, falls a; > §; fiir alle
i gilt. Ist z = (z1,...,2,) € C", s0 sel 2% = 2{" - ... z%. Fiir ein vertauschendes
Tupel T'= (T4, ...,T,) € L(H)" definieren wir ebenso 7% =17 - ... - T,

Das folgende Lemma stammt von Attele und Lubin [AL96] und wird zum Nachweis
der Subnormalitdt kommutierender sphérischer Isometrien niitzlich sein.

Lemma 3.6. Sei (T1,...,T,) € L(H)" eine kommutierende sphdrische Isometrie.
Dann gilt firi=1,...,n und alle k € N:

k

> (’;) TIT) = ) 7T T

7=0 la|=k
a; =0

Beweis. Der Beweis erfolgt per Induktion nach k. Fiir k£ = 1 folgt die Aussage direkt
daraus, dass T" eine sphérische [sometrie ist. Sei die Behauptung also fiir ein £ > 1
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3 Isometrien

bereits gezeigt. Es gilt

k+1 k k+1
Z(_l)j (k? + 1>Tz*]Tz] _ Z<_1)j (k> Tz*JTz] + Z(_l)j < ‘ k 1>TZ*]TZJ
J J ; J—
7j=1

§=0 5=0
= Z(—l)ﬂ( )TT - T (Z(—l)ﬂ'( )TT) T;
=0 J =0 J
— Z ’YQT*aTa _ jﬁ:( Z fyaT*OéTCM)CZﬂi
|a|=k |a|=k
a; =0 a; =0
= > T - T
|a|=k
a; =0

Fir 7 =1,...,n sei nun
M;: L(H) — L(H), S T;ST;

und M = (M, ..., M,). Weil T ein vertauschendes Tupel von Operatoren ist, kom-
mutieren die M;. Unter Verwendung der Tatsache, dass T" eine sphérische Isometrie
ist, erhalten wir

> WA =TT)T = ) 7M*(1-T;T)
la|=k la|=k
a;=0 a;=0

= (Z%) (1-T;T)

J#i

k+1
= (Z M]) (1)
J#i

= > qTTe

|o|=k+1
a; =0

Das zeigt die Behauptung fir k& + 1. O

Zusammen mit dem Subnormalitéitskriterium von Agler erhalten wir, dass spha-
rische Isometrien komponentenweise subnormal sind. Wir werden gleich sehen, dass
sie auch eine gemeinsame normale Fortsetzung erlauben.

Korollar 3.7. Sei (T1,...,T,) € L(H)" eine kommutierende sphdrische Isometrie.
Dann ist T; subnormal firt=1,...,n.
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3.2 Sphérische Isometrien

Beweis. Das folgt direkt aus Lemma zusammen mit Korollar [[.23] O

Wir kommen nun zum zentralen Satz dieses Abschnittes, der die Extremalen der
Familie aller kommutierenden sphérischen Isometrien beschreibt. Man beachte dabei

die Ahnlichkeit zu Satz B.11

Satz 3.8. Die Extremalen der Familie aller kommutierenden sphdrischen Isometrien
sind genau die kommutierenden sphdrisch unitiren Tupel.

Beweis. Nach Satz sind die sphérisch unitdren Tupel extremal fiir die Familie
der sphérischen Isometrien.

Sei umgekehrt 7' = (T3,...,T,) eine kommutierende sphérische Isometrie, die
nicht sphéarisch unitér ist. Wir zeigen, dass 7' dann eine nichttriviale Fortsetzung in
Fi besitzt. Ohne Einschrankung sei dazu T; nicht normal. Nach Korollar 8.7 ist T}
aber subnormal, sei S; € L(K) die minimale normale Fortsetzung von T;. Weil T}
nicht normal ist, ist SH ¢ H, also ist jede Fortsetzung der Form (Si,...,S,) €
L(K)™ nichttrivial. Ftiri = 2,...,nund xy, ...,z € H definieren wir wie im Beweis

zu Satz B.1]

k k
Si (Z 5;@) = SPT;.
j=0 j=0

Ahnlich wie dort rechnet man nach, dass fiir ¢ = 1,...,n und z, ..., z; die Glei-
chung
n k 2 k 2
S| | ||y s
i=1 || j=0 §=0
gilt. Somit sind 95, ..., S, wohldefiniert und kénnen auf K zu einem sphérisch iso-

metrischen Tupel fortgesetzt werden. Wortlich wie im Beweis zu Satz [3.1] sieht man,
dass S ein kommutierendes Tupel von Operatoren ist somit eine nichttriviale Fort-
setzung von T' in Fj; darstellt. O

Der resultierende Fortsetzungssatz stammt von Athavale [Ath90]:

Korollar 3.9. Jede kommutierende sphdarische Isometrie besitzt eine Fortsetzung zu
einem kommutierenden spharisch unitdaren Tupel. ]
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4 Der n-Shift M, auf dem
Drury-Arveson-Raum H(B)

4.1 Definition und erste Eigenschaften

Im Folgenden sei stets B = B,, die offene euklidische Einheitskugel in C* und O(B)
die Menge aller auf B holomorphen Funktionen. Wir schreiben z fiir die identische

— ot

Funktion auf B. Fiir o € Njj sei nach wie vor 7, = .

Definition 4.1. Der Drury-Arveson-Raum H(B) ist definiert durch

2
[l < 00
Yo

HEB) = f= 3 a2 € 0O®): [IfIP = 3

aeNY aeNy

Vermoge

gy = 3 dele

aENy e

fir f = ZaeNg (2% und g = EaeNg boz* wird ein Skalarprodukt auf H (B) definiert,
welches die Norm induziert. H(B) wird damit zu einem Hilbertraum. Die Familie
(ea)aéNg = ( Waza)ozeNg

ist eine Orthonormalbasis fiir H(B). Insbesondere liegen die Polynome C|[z] dicht in
H(B).
Der Drury-Arveson-Raum wird oft auch durch das folgende Lemma definiert.

Lemma 4.2. H(B) ist ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern

1

K(z,w):m.

Beweis. Fir z,w € B ist

K(z,w) = ﬁ = Z(z,w>k = Z (Z ziWZ) = Z Vo2 W
; P

0 k=0 1=1
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4 Der n-Shift M, auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Wegen

L D A e

aeNy aeNy

ist also K(-,w) € H(B). Fiir f = EaeNg a,z* € H(B) gilt dann

<f,K<-,w>>=Z““°‘ =3 aeu” =

aeNy aeNy

Fiir eine Funktion f = EaeNg aoz* € HB)und i =1,...,n ist

Z|aa e; Ya— e,<Z|ozeZ —||fH2

a>e ’YO( €4 Oé a>e ’YO( €4

1z f11* =

5 aafel

a>e;

=2

fal =
Deshalb ist die folgende Definition sinnvoll.
Definition 4.3. Der n-Shift M, = (M,,,...,M,,) € L(H(B))" sei definiert durch

firze=1,...,n.

Das adjungierte Tupel M} des n-Shifts wird eine besondere Rolle bei der Unter-
suchung sphérischer Kontraktionen spielen. Man beachte, dass der Drury-Arveson-
Raum fiir n = 1 gerade der klassische Hardy-Raum ist. Daher ist der 1-Shift unitér
dquivalent zum unilateralen Rechtsshift auf dem ?(Np).

Das folgende Lemma enthélt einige elementare Eigenschaften von M.,.

Lemma 4.4. Der n-Shift M, hat folgende Eigenschaften:
(a) Fir allea € Nj undi=1,...,n ist

AL o %za*ei, falls a # 0,
Z =
= 0, falls o = 0.

(b) or M M; = 1— Py, wobei Py : HB) — H(B), f — f(0) die Orthogo-
nalprojektion von H(B) auf die konstanten Funktionen ist. Insbesondere ist

E?Zl MZZM?: S L.
(¢) om MM, >1.
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4.1 Definition und erste FEigenschaften

Beweis. (a) Sei i € {1,...,n}. Fir f = EaeNg oz € H(B) sei
T Y-
2 lal
Wegen

9 2
a; + ]_ o
= § T 1 Qate R

ey e +1
@i + 1\ [aate,)* Yarte,
:Z <|a|+1> Yarer Yo
a; 41 |agie,|?
:Z ol + 1 Yo,
< IIAIP

ist 7T} ein stetiger linearer Operator auf H(B). Fiir o, € Ny gilt andererseits

L fiira=B+e,,

Yo
0, sonst.

(M2, 2%) = (2,274 = {

Im Fall ;; = 0 verschwindet dieser Ausdruck, ansonsten folgt

(Mz*izo‘, zﬁ> = <—%‘_ei za_ei,zﬁ> = <&z°‘_ei,zﬁ>.
Ve ||

Daraus erhalten wir M} = T;, womit Teil (a) gezeigt ist.
(b) Aus Teil (a) folgt fiir & € Njj die Bezichung

Mo M %za, falls o # 0,
D z'Z =
! 0, falls a = 0.

Fir f = ZaeNg a,z* € H(B) gilt somit

<Zl MZZM;;> f= Z (Z %) 2" = Zaaza = f— £(0).

a#0 \i=1 a#0

(c) Fir f = ZaeNg aoz® € H(B) ist

<ZM:ZM%JC= f> = Z ||Mz1f

n

|2:Z |aa|2l

i=1 aeNp Ya Yoate;
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4 Der n-Shift M, auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Q’ENn i=1 704“1‘51 OéeNn =

« « e ’l+1
_Z|a|27 Z|Q|ZZ|+1
M_/

_ o]
=la+121

> |IfI”
Somit gilt > 7" | M M., > 1. O
Man sieht unmittelbar, dass die M., nicht normal sind. Es gilt aber:
Lemma 4.5. Das Tupel M, € L(H(B))" ist wesentlich normal.

Beweis. Fiiri=1,...,nseiS; = M; M., —M. M} Firallea € Nyundi=1,...,n
gilt nach Lemma [£4] (a)

ai+—1
z
la] +1

(07

* a * ate; __
MM, z% = M7 20 =

Ist nun f =3 enp GaZ” € H(B) beliebig, so folgt daraus zusammen mit Gleichung
(A1) die Identitat

(] 1 (2
Sif = (ML M., — M M) f = aaa+ -2 —Ejaa|0‘|a
(8%

aeNy a#0
a+1 o ) o] — o
)+ — 2= f(0)+ ) ag——72"
Z < +1 ol O;O (la] + 1)«
Fiir N € N gilt
loo] — o 2| 2

sup |—————| < sup = :

alzv+1 | (Jel + Dlal| 7 japna (laf +Dlaf - N 42

Bezeichnet also Py die Orthogonalprojektion von H (B) auf den Raum der Polynome
vom Grad < N, so folgt

2

o —a; o] —ai |*|aa/?
|(PnSi = Si) fII” = T % =
2 2 2
< ¥ (353) “hs(5hs) 1
e N+ 2 Yo N+2
Somit gilt
2 N—oo

P Sz — Sz < — 0,

1PxS: = il < 1
also ist S; = M} M., — M. M als Limes von Operatoren mit endlichem Rang
kompakt. O
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4.2 Der Koszul-Komplex von M, auf dem Polynomring C|z]

Der unilaterale Rechtsshift ist ein einfaches Beispiel eines Fredholmoperators. Das
folgende Korollar ist die n-dimensionale Verallgemeinerung dieser Aussage.

Korollar 4.6. Das Tupel M, ist Fredholm.

Beweis. Nach Lemma B4 (b) ist " | M. M} Fredholm. Die Behauptung folgt also
direkt aus Lemma .5/ und Lemma [L.33 O

Alle Kohomologiegruppen des Koszul-Komplexes K*(M,, H(B)) sind also end-
lichdimensional. Um diese Gruppen genauer bestimmen zu kénnen, untersuchen wir
zunédchst den Koszul-Komplex von M, auf dem Polynomring C|[z].

4.2 Der Koszul-Komplex von M. auf dem
Polynomring C|[z]

Als erstes betrachten wir den Koszul-Komplex fiir ein Element eines Moduls. Wir

werden sehen, dass dieser eng mit dem Koszul-Komplex fiir vertauschende Modul-

homomorphismen verwandt ist. Die Darstellung orientiert sich im Wesentlichen an

[Eis95, Chapter 17]. Sei im Folgenden stets R ein kommutativer noetherscher Ring
mit 1.

Definition 4.7. Sei N ein R-Modul und x € N. Der Koszul-Komplex von z ist
definiert als

K(z):0— R% N & A2(N) &y By A\PN Loy Aty By

wobei d,(a) = xAasei. Ist N ein freier R-Modul vom Rang nund z = (z1,...,2,) €
R™ = N, so schreiben wir K(zy,...,z,) fir K(z).

Bemerkung 4.8. Ist R ein K-Modul fiir einen kommutativen Ring K mit 1, so
konnen wir fiir alle p folgende Identifikation vornehmen:

AB(R™) = AB(R ®x K™) = R @ A (K™).

Seien nun r = (z1,...,x,) € R" und sq,...,s, die kanonische R-Basis fir R". Fiir
alle r € R und alle Teilmengen {4y, ...,7,} C {1,...,n} gilt dann

dy(rsiy N ... N si,) A (rsiy Ao N siy)

:1:252> (rsiy N N s;)

M:/\H

(zi7)s; A siy Ao N s, € Np(R™).
1

-
Il
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4 Der n-Shift M, auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Ist M, = (M,,, ..., M,,) das vertauschende Tupel der K-Modulhomomorphismen
M,,:R— R, rw—ar (i=1,...,n),
so gilt daher mit der Identifikation von oben
K(x) = K*(M,, R).
Zwei Spezialfille sind von eigenem Interesse:

1. Fir K = R folgt zusammen mit Bemerkung [[.24] eine Darstellung fiir die
Kohomologiegruppen an den beiden Enden von K (z1,...,z,), ndmlich

H(K(zy,...,2,))={r€R:xr=0fiir j=1,...,n} und
HY(K(z1,...,20)) = R/{(x1,...,2p).

Natiirlich kann man das auch leicht direkt nachrechnen.
2. Ist R=Clz], K =Cund z = (21,...,2,) € C[2]", so gilt

K(z1,...,2,) = K*(M,,Cl[z]).

Mit dem Begriff des Tensorproduktes zweier Komplexe werden wir beschreiben
konnen, wie der Koszul-Komplex eines Paares (z/,2”) aus den Koszul-Komplexen
K(2') und K (") entsteht.

Definition 4.9. Seien

F:..oF5%F,—. ..

g—>G,£>GZ+1—>

zwei Komplexe von R-Moduln. Das Tensorprodukt von F und G ist definiert als

Fog:..—» Y FedS Y FRed ..,
i+j=k itj=k+1

wobei die Abbildung d* auf F; ® G; durch
pi®1+(-1)1®Y;
gegeben sei.

Man rechnet leicht nach, dass das Vorzeichen in der Definition von d* gerade so
gewihlt wurde, dass d**'d* = 0 gilt. Somit ist F ® G in der Tat ein Komplex.
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4.2 Der Koszul-Komplex von M, auf dem Polynomring C|z]

Lemma 4.10. Ist N = N'®&N", so ist AN = AN'"Q@AN" als graduiert kommutative
Algebren, wobei die Multiplikation in AN" @ AN" fiir homogene Elemente durch

(a@b) A (c®d) = (—1)e® e (g A )@ (bAd)
definiert sei. Ist 2’ € N" und " € N" mit v = (2/,2") € N, so ist
K(z) = K(2') @ K(2").
Beweis. Aus der multilinearen Algebra ist bekannt, dass die kanonische Abbildung
ANYRA(N") - A(N), a®@brraAb

ein wohldefinierter R-Modulisomorphismus ist, siche etwa [Eis95, Prop. A2.2]. Mit
dieser Identifikation ist

(a@b) A (c®d) = (—1)%e® e (4 A )@ (bAd)
(—1)dee®dee(©) (g A ) A (b A d)
=(aNb) A (cNd),

also ist auch AN = AN'®@ AN" als graduiert kommutative Algebren. Es ist klar, dass
dabei dem Modul AP N der Modul »-,, A*N’® A/N" entspricht. Deshalb geniigt
es zu zeigen, dass unter dieser Identifikation die Korandabbildungen von K (z) und
K(2') ® K(2") iibereinstimmen. Sei dazu y =y’ ® y’ € AN’ @ AN” = AN und

r=(2")=2r®1+1@2" € (A'N'®R) ® (R® A'N")
= (A'N' @ A°N") @ (A°N' @ A'N")
=A'N.

Wegen deg(1) = 0 und deg(z”) = 1 ist dann

do(y) =z ANy= (@' @1+1@2")A (Y @y")
_ (l‘/ A yl) ® yl/ + (_l)deg(y’)y/ ® (IL‘H A y//)
= (dw ® D)y ®@y") + (1" (1@ dor) (v @ y"),
wie gewiinscht. O
Das Tensorprodukt zweier Komplexe ist fiir uns besonders interessant, wenn einer
der Komplexe der Koszul-Komplex eines Elementes y € R ist. Das folgende Lemma

zeigt, wie in diesem Fall die Kohomologiegruppen des Tensorproduktes der Komplexe
mit denen der einzelnen Komplexe zusammenhéangen.
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4 Der n-Shift M, auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Lemma 4.11. Ist F der Koszul-Komplex eines Elementes y € R und (G,v) ein
weiterer Komplex von R-Moduln, so gibt es eine lange exakte Kohomologiesequenz

---4>HP(F®Q)4>HP(Q)—>

Y

<_> Hp(g) - Hp+1(_7: ® g) - Hp+1(g)

Y

<_>Hp+1(g) _}Hp+2(]:® g) - ..

Beweis. Fiirn € Z sei G[n] der um n-Stellen verschobene Komplex, also G[n]; = G,1
fiir alle 7. Die Korandabbildungen von G[n] seien die Korandabbildungen von G,
multipliziert mit (—1)". Der Komplex F ® G hat die Form

Yit1

»;
G Gin Gi
¢ \ D X O
Gi —Yi—1 Gi —i Gi—H

Das kommutierende Diagramm mit exakten Zeilen

0—Gia1—Gi1 & G G; 0
_wi—ll —wi—ll / J/¢'i lwi
0 G; G, @& Gin Gin 0

liefert also eine kurze exakte Sequenz von Komplexen
0—-G[-1]—>F®G—G—0.

Wegen HP(G[—1]) = HP71(G) ist die zugehérige lange exakte Kohomologiesequenz
gegeben durch

i H(F®G) —— H?(G)
&

H?(G) —— HP™Y(F @ G) —— HPTY(G)
5

<_>Hp+1(g) _>Hp+2(]:® g) - ...

Die Verbindungshomomorphismen ¢ sind in der Tat von der Multiplikation mit y
induziert: Ist + € G, mit ¢,(x) = 0, so ist (0,2) € G,p—1 & G, ein Urbild. Die
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4.2 Der Koszul-Komplex von M, auf dem Polynomring C|z]

Korandabbildung von F ® G bildet (0,z) auf (yz,¢,(z)) = (yz,0) € G, & Gpiq
ab. Das Urbild yz € G, reprisentiert dann die Klasse von §([z]) € HPT(G[-1]) =
H?(G).

U

Wir erhalten ein Korollar, das uns erméglichen wird, die Kohomologiegruppen des
Koszul-Komplexes K(x1,...,z,) per Induktion nach n zu bestimmen.

Korollar 4.12. Ist x = (2/,y) € N = N' @ R, so gibt es eine lange exakte Koho-
mologiesequenz

o S HP(K(2)) —— HP(K(2)) j

<—>Hp+1(K(x’)) —— HPP?(K(x)) ———— -

Beweis. Man iiberlegt sich leicht, dass der durch (2/,y) — (y,z’) gegebene Isomor-
phismus N’ ® R = R @ N’ einen Isomorphismus von Komplexen K(z) = K(y,z’)
induziert. Nach Lemma 10 ist also K(z) = K(y) ® K(2'). Die Behauptung folgt
nun aus Lemma [£.1T] O

Die folgende Definition verallgemeinert den Begriff eines Elementes von R, das
kein Nullteiler und keine Einheit ist, auf n-Tupel von Elementen in R.

Definition 4.13. Eine Folge von Elementen zi,...,z, € R heifit requldre Folge,
falls die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

() (or.....2) # R
(b) Firi=1,...,n ist z; kein Nullteiler in R/(xq,...,x;_1).

Mit der bisher entwickelten Theorie kénnen wir die Kohomologiegruppen des
Koszul-Komplexes einer reguldren Folge bestimmen.

Satz 4.14. Sei xq,...,x, € R eine requldre Folge. Dann ist

0, falls0 <p<n-—1,

HP(K(xq,...,2,)) = {R/<l‘1,---7xn>v falls p = n.

Beweis. Im Fall p = n ist die Aussage aus Bemerkung [4.§] bekannt. Wir zeigen nun
per Induktion nach n, dass HP(K(xy,...,2,)) = 0 fir 0 < p < n —1 und jede
reguldre Folge x4, ..., x, in R gilt.
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4 Der n-Shift M, auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Ist o1 eine reguliire Folge in R, so ist 21 kein Nullteiler und deshalb H°(K (1)) = 0,
was die Behauptung fiir n = 1 zeigt. Sei nun n > 2 und die Behauptung fiir regulére
Folgen der Lénge n — 1 bereits gezeigt. Wir definieren 2’ = (zq,...,z,_1) sowie
r = (x1,...,x,). Korollar liefert eine lange exakte Kohomologiesequenz

!

.

- HP V(K (2')) —— HY (K (x)) —— HY(K(2'))

.

!

.

Tn

.
.

Weil nach Induktionsvoraussetzung HP(K(z')) = 0 fiir p < n — 1 ist, folgt daraus
HP(K(x)) =0 fir p < n—1. Im Fall p=n — 1 erhalten wir

/

H"(K(a')) —— H" (K (x)) — H"" /(K ("))
(K(2'))

—— H"(K(z)) — 0

H" (K (x)) = ker(H" (K (2')) = H" (K (a')))
= ker(R/(:L’l, . ,:L’n,1> Iy R/<$1, . 7xn71>)
— 0,

weil z,, kein Nullteiler in R/(z1, ..., x,_1) ist. Damit ist der Beweis vollstdndig. O

Mit diesem Satz erhalten wir das gewiinschte Resultat iiber den Koszul-Komplex
von M, auf dem Polynomring.

Korollar 4.15. Fir den Koszul-Komplex des Tupels M, auf Cz| gilt

0 lls0<p<n-1
dim(ch<Mz,(C[Z]) _ ) fa SUSpPpsSnN )
1, falls p=n.
Beweis. Nach Bemerkung [£.8 ist
HP(M.,Cl2)) = HY(K (21, 2)) fir0<p<n.

Weil z1,..., 2, eine regulire Folge in C[z] ist, folgt die Aussage direkt aus Satz
414 O
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4.3 Extremalitdt des n-Shifts

4.3 Extremalitat des n-Shifts

Wir konnen das gerade bewiesene Resultat iiber den Koszul-Komplex von M, auf
C[z] auf den Koszul-Komplex von M, auf H(B) ausdehnen. Dazu bemerke man,
dass die Inklusion C[z] C H(B) einen Homomorphismus von Kokettenkomplexen
K*(M,,C|z]) = K*(M., H(B)) induziert. Fiir eine allgemeinere Version des folgen-
den Lemmas siehe [Esc09, Theorem 2.3].

Lemma 4.16. Die linearen Abbildungen
o HY(M.,Cl2]) > HP(M., H(B)), [2] = [1] (p=0,...,n)
sind C-Vektorraumisomorphismen.

Beweis. Fiir k € Ny sei Hy der Raum der homogenen Polynome von Grad k. Fiir
r € Ny sei ferner P, die Orthogonalprojektion von H(B) auf €, _, Hy, den Raum
der Polynome vom Grad < r. Wir zeigen zunéchst die Injektivitat der pP.

Die Injektivitiat von pY ist klar, sei also p € {1,...,n} und [z] € H?(M,,C|z])
mit p?([z]) = [z] = 0 € HP(M,,H(B)). Dann gibt es ein y € KP~'(M,, H(B)) mit
6P~ 1(y) = z. Sei

a::z:cjsj, Yy = Z yss; und 7 = max deg(z;).

11— [ i=p—1 =
Wegen
5p—1(Ap—1($’ Hk)) - Ap(S, Hk-i—l) (/{3 € NO) (42)

folgt

z =" y) =" Z Pi(ys)ss |

|J|=p—1

somit ist [z] = 0 € HP(M., C[z]).

Zum Nachweis der Surjektivitdt von p? mit 0 < p < n bemerke man, dass nach
Korollar ran(6P~1) abgeschlossen und HP(M,, H(B)) ein endlichdimensionaler
Banachraum ist . Sei nun [z] € HP(M., H(B)) beliebig, = > ;_, xys; und fiir
r € No sei @, = 37, Pr(2r)sr. Aus Gleichung ([@.2) (mit p an Stelle von p — 1)
folgt 67(z,) = 0, also [z,] € HP(M,,Clz]) fir alle r € Ny. Wegen lim, ,,, z, =
x € KP(M,, H(B)) gilt auch lim, ,o[z,] = [x] € HP(M,, H(B)). Es folgt, dass
ran(p?) dicht in H?(M,, H(B)) liegt, wegen dim H?(M., H(B)) < oo ist p? deshalb
surjektiv. O
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4 Der n-Shift M, auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Zusammen mit Korollar erhalten wir damit direkt die gesuchte Beschreibung
der Kohomologiegruppen H?(M,, H(B)). Insbesondere sehen wir, dass M, Fred-
holm, aber nicht invertierbar ist. Das ist eine Verallgemeinerung der entsprechenden
Aussage iiber den unilateralen Rechtsshift.

Korollar 4.17. Fir den Koszul-Komplex des Tupels M, auf H(B) gilt

dime H?(M., H(B)) {0, falls0 <p<n-—1,
1, falls p=n.
]
Auch die Kohomologiegruppen von K*(M}, H(B)) kénnen wir nun bestimmen:
Korollar 4.18. Fir den Koszul-Komplex des Tupels M} auf H(B) gilt
1, fallsp=0,
0, falls1<p<n.

Beweis. Fiir 1 < p < n folgt die Aussage direkt aus Lemma [[.30l und Korollar 417
Mit Bemerkung [[.24] und der Beschreibung von M} in Lemma [£.4] (a) erhalten wir
auch

dime H?(M?, H(B)) = {

H(M?, HB)) = ﬁker(M;) =Cl1.

0

Wir werden dieses Korollar zum Nachweis der Extremalitat von M} in F., der
Familie aller kommutierenden sphérischen Kontraktionen, benutzen. Sei zunéchst
wieder 7' € L(H)" ein vertauschendes Tupel von Operatoren und R € L(H & K)"
eine kommutierende Fortsetzung von 7', etwa

0 B;

Neben dem bereits definierten Operator

R, = (Ti Ai) c L(H & K).

0 = T, @ EP: AP(s, H) — AP (s, H)
=1

betrachten wir auch

h=> A@El: AP(s,K) — A" (s, H)
=1

o = Bi®El': AP(s, K) = AP (s, K).
i=1
Weil das Tupel R kommutiert, erhalten wir eine Vertauschungsrelation fiir die
gerade definierten Operatoren.
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4.3 Extremalitdt des n-Shifts

Lemma 4.19. Fir alle p gilt die Relation
1 1
Shten + ohak = 0.

Beweis. Fir alle pist AP(s, H® K) = (H® K) @ AP(s) = AP(s, H) & AP(s, K), weil
das Tensorprodukt mit direkten Summen vertauscht. Beziiglich dieser Zerlegung ist

o (%
R 0 o)
Weil R ein Tupel kommutierender Operatoren ist, folgt
R AV A A N A A A )
kTR 0o o) \o & 0 AR '
Der (1,2)-Eintrag liefert die Behauptung. O

Ist H = H(B) der Drury-Arveson-Raum und Hj, der Raum der homogenen Poly-
nome vom Grad k fiir alle £ € Ny, so hat H eine orthogonale Zerlegung

H = H,.
keNy
Weiterhin gilt MZ (Ho) = 0 und M (Hy) C Hy—y fiiv alle k > 1und j =1,....n.
Die folgenden beiden Lemmata sind genau auf diese Situation zugeschnitten.

Lemma 4.20. Sei T € L(H)" ein Tupel kommutierender Operatoren. Der Hilber-
traum H besitze eine orthogonale Zerlequng

H =P Hy,

keNy
sodass T;(Hy) = 0 und T;(Hy) C Hy—y fiir alle k > 1 und j = 1,...,n gilt. Dann
ist T;(Hy) C Hpyy fiir alle k > 0 und j = 1,...,n und die selbstadjungierten

Operatoren 65627 sowie
—1cp—1* *
Dy =07 0y + 07 o
lassen die Riume AP(s, Hy) invariant fir alle k >0 und p=0,...,n.

Beweis. Sei k> 0und j € {1,...,n}. Fir x € Hy und y € Hi,, ist Tjy € Hy-, also
gilt (Tjz,y) = (x,Tjy) = 0. Es folgt T (Hy) C Hpy1. Zum Nachweis der zweiten
Behauptung beachte man, dass nach Definition von 6% fiir alle p und alle & > 1 die
Beziehungen 64.(AP(s, Hy)) C APTY(s, Hy_1) und 64.(AP(s, Hp)) = 0 gelten. Wegen

h =D T @8
i=1
folgt aus der ersten Behauptung die Inklusion 8%, (AP(s, Hy)) C AP~'(s, Hy) fiir

alle p und k£ > 0. Somit lassen 67 '627"" und DE = §7~16P~'* 4 576”7 die Riume
AP(s, Hy,) invariant fiir alle p > 0 und alle k£ > 0. O
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4 Der n-Shift M, auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Lemma 4.21. Sein >2 und T = (Ty,...,T,) € L(H)" ein Tupel kommutierender
Operatoren. Der Hilbertraum H besitze eine orthogonale Zerlequng

sodass T;(Hy) = 0 und T;(Hy) C Hy— firallek > 1und j =1,...,n gilt. Weiterhin
sei der Koszul-Komplex K*(T, H) exakt bei KP(T, H) firp =1 und p = 2. Ist dann
R eine kommutierende Fortsetzung von T' der Form

T, A .
Ri:<0 Bi)€£<H€BK) (t=1,...,n)

mit Y0 AiT; =0, soist A; =0 firi=1,...,n,

Beweis. Mit den Identifikationen K°(T, H) = H und K'(T,H) = H™ und analog
mit /K an Stelle von H ist

T
60=1:|€L(HH") und
T,
Ay
=1 | € L(K H).
A,

Deshalb ist die Voraussetzung Z?:1 AZT; = 0 dquivalent zu 89709 = 0. Die Behaup-
tung A; = 0 fiir i = 1,...,n ist dquivalent zu 69" = 0.

Sei H_y = 0. Dann ist Tj(Hy) C Hy_y fiir £ > 0 und nach Lemma lassen
62715271 und DP, die Raume AP (s, H,) invariant fiir alle p > 1 und alle k > —1. Weil
K*(T, H) nach Voraussetzung exakt bei A'(s, H) und A?(s, H) ist, folgt deshalb mit
Lemma (a) die Beziehung

Di(A'(s, Hy)) = A'(s, Hy) (4.3)
sowie
D3.(A*(s, Hy,)) ist dicht in A*(s, Hy,) (4.4)
fiir alle k > —1. Sei C' = 67.0%. Dann gilt
C*6p = 63 6p Op = 64 O Op + 6% 6787 = &% Dr, (4.5)
denn 69"8% = 0 nach Voraussetzung. Mit 6+"62" = 0 und Lemma folgt

C*D3 = 694763 (0367 + 02.70%.) = 65763 o007 = —0% 64 0por . (4.6)
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4.3 Extremalitdt des n-Shifts

Wir zeigen nun induktiv, dass fiir £ > —1 gilt:

69 (A'(s, Hy)) =0 und
C*(A*(s, Hy)) = 0.
Dann folgt 04" = 0 wie gewiinscht.

Fir £ = —1 ist das trivial, sei die Behauptung also fiir ein £k > —1 bereits
gezeigt. Wegen 0-(A(s, Hyy 1) C A%(s, Hy,) folgt nach Induktionsvoraussetzung und
Gleichung (A.3) sowie (A5) die Bezichung

0% (A'(s, Hir)) = 04" Dp(A (s, Hyn)) = C*0p(A (s, Higr)) = 0.
Somit ist A¥(Hy,q) = 0 fiir alle i, wegen d%-04"(A%(s, Hpy1)) C A%(s, Hyyq) gilt auch
6L 0L6E " (A%(s, Hy11)) = 0. Mit Gleichung (48] erhalten wir
C™ (D7 (A*(s, Hyy1))) = 0
und daraus mit Gleichung (&4) schlieklich C*(A?(s, Hy,1)) = 0. Das zeigt die Be-
hauptung fiir £ + 1, womit der Beweis vollstandig ist. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun endlich den Satz iiber die Extrema-
litdt des n-Shifts beweisen.

Satz 4.22. Sei M, der n-Shift auf dem Drury-Arveson-Raum H(B). Dann ist M}
extremal fir die Familie der kommutierenden sphdrischen Kontraktionen.

Beweis. Sei T'= M} und R € L(H(B) @ K)™ eine kommutierende sphérische Kon-
traktion, die T" fortsetzt. Dann hat R die Form R = (Ry,..., R,) mit

T, A; .
Ri:<0 Bi) (t=1,...,n).

Fiir £ > 0 sei Hy die Menge aller homogenen Polynome vom Grad k. Dann ist

Tj(Hp) = 0 und Tj(Hy) C Hy_q fiir £ > 1 und 1 < j < n. Zunéichst bemerke man,
dass es geniigt, die Gleichung > | A*T; = 0 zu zeigen. In der Tat, im Fall n = 1
folgt dann aus der Surjektivitdt von T direkt A; = 0. Im Fall n > 2 ist der Koszul-
Komplex K*(T, H(B)) nach Korollar .18 exakt bei p = 1 und p = 2, sodass auch
in diesem Fall aus Lemma [£.21] die Identitdt A; =0 fiir i = 1, ..., n folgt.

Wir zeigen also Y " | A*T; = 0. Weil R eine sphérische Kontraktion ist, gilt nach
Lemma [3.4 fiir alle f € H(B) und y € K die Ungleichung

1A117 = D IITIP = 2Re <ZAfTif,y> Iyl = D (1Al =Y [1Biyl* > 0.
1=1 1=1 1=1 i=1

(4.7)
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4 Der n-Shift M, auf dem Drury-Arveson-Raum H(B)

Nach Lemmal4 (b) ist aber 1->"" | T;'T; = 1=>""" | M. M gerade die Projektion
auf Hy. Ist also f € Hy, soist || f||*= > i—, [|T3f||* = 0 und Ungleichung (&.7) liefert

2Re <Z AT, y> < lyl”* = Y lAwll* = > 1Byl
=1 i=1 i=1

fir alle f € Hy" und y € K. Nach Lemma B3 folgt > | AT, f = 0 fiir f € Hy".
Ist f € Hy, soist T;f = M f = 0 fiir alle 4, also gilt insgesamt )" | A7T; = 0 wie
gewiinscht. O
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5 Kontraktionen

5.1 Operatortupel der Form S* ¢V

Definition 5.1. Ein vertauschendes Tupel S € L£(H)" heift direkte Summe von
n-Shifts, wenn S unitar dquivalent zu

Pr.ec(Pum)

AEA AEA

fiir eine Menge A ist, das heifst, falls es eine Menge A und einen unitdren Operator
UéeL(D,rH(B), H) gibt, sodass

S, = U(EBMZZ)U*

firi =1,...,n gilt.

Ziel dieses Abschnittes ist der folgende Satz, der bei der Bestimmung der Extre-
malen der Familie aller kommutierenden sphérischen Kontraktionen hilfreich sein
wird.

Satz 5.2. Sei T € L(H)" ein Tupel kommutierender Operatoren, das folgende Be-
dingungen erfillt:

(a) > | TT; ist eine Projektion.

(b) Sind x1,...,x, € H mit Tix; = Tjx; fir alle i und j, dann gibt es ein x € H
mit x; = Tix fir alle i.

Dann st T = S*®V, wobei S eine direkte Summe von n-Shifts und V' eine sphdirische
Isometrie ist.

Man beachte, dass die zweite Voraussetzung gerade besagt, dass der Koszul-
Komplex K*(T, H) exakt bei K'(T, H) ist. Im Fall n = 1 kann man noch etwas
mehr aussagen. Dann ist die erste Bedingung nach Lemma [I.4] dquivalent dazu, dass
T eine partielle Isometrie ist, und die zweite Bedingung ist dquivalent zur Surjekti-
vitat von 7. Beide Bedingungen sind wiederum nach Lemma [[.4] genau dann erfiillt,
wenn 177" = 1 gilt, das heikt, wenn 7™ eine Isometrie ist. Solche Operatoren nennt
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5 Kontraktionen

man auch Co-Isometrien. In diesem Fall ist der Operator V' aus dem Satz automa-
tisch unitdr. Gilt ndmlich 7" = S* ® V, so ist T* = S @& V*, und mit T* ist auch
V* eine Isometrie. Als Korollar erhalten wir im Fall n = 1 die Wold-Zerlegung von
[sometrien:

Korollar 5.3. Jede Isometrie T auf einem Hilbertraum hat die Form T = S @ U,
wobei U unitir und S eine direkte Summe von (Rechts-)Shiftoperatoren ist.

Beweis. Ist T eine Isometrie, so gibt es nach der Voriiberlegung einen unitiren
Operator V und eine direkte Summe S von 1-Shifts mit 7% = S*@®V, also T = SU
mit U = V*. Weil der 1-Shift unitir dquivalent zum unilateralen Rechtsshift auf dem
I?(Ny) ist, folgt die Behauptung. O

Zum Beweis des Satzes benétigen wir noch einige Vorbereitungen. Fiir den
Rest des Abschnittes sei T' = (11, ...,T,,) € L(H)" stets ein vertauschendes n-Tupel
von Operatoren, das die Bedingungen (a) und (b) aus Satz [5.2] erfiillt. Sei

Ey = ﬂ ker(7T;).
i=1
Wir definieren induktiv eine Folge positiver Operatoren (Py)%_, auf H durch
Py=1 und Pyy =Y T/PNT;
i=1

Firi=1,...,nsel M; : L(H) = L(H),S — T;ST, und M = (M, ..., M,). Weil
T ein vertauschendes Tupel von Operatoren ist, kommutieren die M;. Es folgt fiir
alle N € N die Gleichung

Daraus erhalten wir ﬂ\a|= N ker T C ker Py. Ist umgekehrt x € ker Py, so gilt
0= (Pyz,z) = Z YT T2, z) = Z Yol [Tz |.
|a|=N |a|=N
Somit ist z € () ,_ ker(T*). Insgesamt folgt
ker Py = ﬂ ker (7).
|a|=N

Insbesondere ist also Ey = ker P;. Wir zeigen nun induktiv, dass Py_1 — Py > 0
fir alle N > 1 gilt. Fir N = 1 ist Py — P, = 1 — Y | T;'T; nach Voraussetzung
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5.1 Operatortupel der Form S* &V

eine Orthogonalprojektion, also ein positiver Operator. Ist die Behauptung fiir ein
N > 1 bereits gezeigt, so gilt

PN_PN-H:E T (Pno1— Pn)T; > 0.
‘ —_——
=1 >0

Das zeigt die Behauptung fiir N + 1.

Die Folge (Pn)J_, ist also eine fallende Folge positiver Operatoren, welche nach
Korollar in der starken Operatortopologie gegen einen positiven Operator P
konvergiert. Wir werden zeigen:

e P ist eine Projektion und M = ran(P) reduziert die Operatoren 7;.
o T ’ y ist eine sphérische Isometrie.

o T*

o ist eine direkte Summe von n-Shifts.
Dazu beginnen wir mit einem Lemma, aus dem der erste Punkt leicht folgt.

Lemma 5.4. Fir alle N € N ist der Operator Py eine Projektion mit T;Py =
PN—l,I‘i fU’f’Z: ]_,...,’I’L.

Beweis. Wir zeigen zunéchst per Induktion nach N, dass T;Py = Py_1T; fiir alle
i gilt. Nach Voraussetzung (a) an T ist P, = > T*T; eine Projektion, also ist
ran(l — P;) = ker(P) = N ker(T;). Fiir alle ¢ ist somit T;(1 — P;) = 0, also
PyT; = T; = T; P,. Das zeigt die Behauptung fiir N = 1.

Sei die Behauptung nun fiir ein N > 1 bereits gezeigt. Flirz € Hund j =1,...,n
sei z; = PyTjz. Dann gilt fiir alle ¢ und j die Relation

Tizj = TiPNTjx = Py TiTjx = Py 11T = T; PnTix = T z;.

Nach Voraussetzung (b) an 7' gibt es daher ein y € H mit PyT;x = z; = Ty fir
alle 7. Fiir alle 7 erhalten wir damit

TiPypx =T,y T PyTw =T,y T/ Ty = TPy = PTy = Py
j=1 j=1

Das zeigt die Behauptung fiir N + 1.
Zum Nachweis der Projektionseigenschaft iterieren wir die Gleichung T;Py =
Py 1 T;. Fir N >1und i,j =1,...,n folgt

T.T;Py = T,Px_\T; = Py_sT/T;.
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5 Kontraktionen

Indem wir induktiv so fortfahren erhalten wir wegen Py = 1 fiir alle N € N und alle
a € Nj mit |a] = N die Identitdat TPy = T*. Somit gilt

Pr=| Y 7T™T*| Py= Y 7.T°°T* = Py,
la|l=N la|l=N

sodass Py eine Projektion ist. O
Das néchste Lemma ist zwar etwas technisch, aber vollig elementar.

Lemma 5.5. Sei N € N und fir alle « € N mit |o| = N sei x, € H. Dann gibt
es genau dann ein v € H mit x, = T fir alle o« € N§ mit |o| = N, wenn

Tivpye; = TjTpte; (5.1)
fir alle 1 <i,j <n und alle p € N} mit || =N — 1 gilt.
Beweis. Ist x, = T%x fiir alle @« € Nj mit || = N, so ist
Tiwgre, = TT 90 = T TV 0 = Tjmg.,

fir alle ¢ und j und alle § € Njj mit |3] = N — 1.

Der Nachweis der umgekehrten Richtung erfolgt per Induktion nach N. Fiir N =1
ist die Behauptung nach Voraussetzung (b) an T richtig.

Sei die Behauptung also fiir ein N > 1 bereits gezeigt und sei (24)|qj=n+1 eine
Familie von Elementen von H, die (5.1]) mit N + 1 an Stelle von N erfiillt. Sei ferner
€ Nj mit |f| = N und 2, = x4, fiir i = 1,...,n. Dann gilt T}z, = T;z; fiir alle ¢
und j. Nach Voraussetzung (b) an 7" gibt es dann ein xg € H mit zg., = 2z; = T;25
fiir alle i. Wir betrachten nun die Familie (z3)5=y. Fiir v € N§ mit [y| = N — 1
und 1 < 4,5 < n gilt dann

TiTyre; = Tiyreire; = Tlrteg)res = LiTyre;-

Die Familie (z)5=n erfiillt also (5.1). Nach Induktionsvoraussetzung gibt es deshalb
ein x € H mit r3 = TPz und somit z5,,., = Tjxg = TP+ fiir alle 8 € NI mit
|B] = N und 1 < i < n. Mithin ist z, = T fiir alle « € Njj mit |a|] = N + 1, was
die Behauptung fiir N + 1 zeigt. O

Vor dem Beweis des Satzes benotigen wir noch ein weiteres Lemma.

Lemma 5.6. Fir alle x,y € Ey und alle o, B € Ny gilt

Va5 (T2, T*Py) = 6up(z,y),

wobei dop =1 fiir o = B und 0,53 = 0 sonst sei.
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5.1 Operatortupel der Form S* &V

Beweis. Sei a € NI und N = |a|. Der Spaltenoperator T™) : H — @\5|:NH sei
definiert durch

TN g = (\/%Tﬁx)m\:N .

Dann gilt

TN P(N) Z ’YﬁT*BTﬁ = Py.
|8|=N

Nach Lemma B5.4] ist T T somit eine Projektion. Deshalb ist T T®™ nach
Lemma [[.4 die Orthogonalprojektion auf ran T™). Sei x € Ey = (), ker(T}) belie-
big. Der Spaltenvektor

z = (:Eﬁ)w:]v S @ H

18|=N

sei definiert durch z3 = z fiir § = a und 3 = 0 sonst. Dann ist Titye; = 0 =
Tj%-ye; fir alle 1 <4, <nund alle y € Nj mit |y| = N — 1. Lemma [5.5 liefert also
ein w € H mit 75 = TPw fiir alle B € NP mit |3| = N. Daher ist 2 € ran T™) und
es gilt

2 =TT 2 = TW ((AT0) = (VA T°T™ ) -
Fiir alle € N§j mit |3| = N = |a] folgt daraus nach Definition von z die Identitét
\/fya—fyﬁTBT*o‘x = 0B (5.2)
und daher

Va7 (T2, T*Py) = Suplz, y).

fiir alle z,y € Ep.
Ist | 5| # |«|, etwa ohne Einschrankung |5| > |a], so schreiben wir f = n+ ' mit
In] = || und |B'| > 0. Fir x € Ey = (), ker(T;) gilt dann nach Gleichung (5.2)

Ve T = T%, [V Ve T"T*x = Tﬁl&,ax =0.
Somit ist T8T**x = 0, also gilt auch in diesem Fall

VYas (T, T*5y> = bap(z,y).
fiir alle x,y € Ej. O

Nun stehen alle Hilfsmittel zum Beweis des Satzes bereit.
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5 Kontraktionen

Beweis von Satz[5.2. Die Folge (Py)%_, ist nach Lemma [5.4] eine Folge von Or-
thogonalprojektionen. Somit ist auch der SOT-Limes P eine Projektion, denn nach
Lemma gilt

P i Py = i Py =P

mit Konvergenz in der starken Operatortopologie. Weil P ein positiver Operator
ist, ist P sogar eine Orthogonalprojektion. Lemma [B.4] liefert Py_1T; = T;Py fir
t=1,....,nund N € N, folglich ist auch PT; = T;P fiir alle 7. Der abgeschlossene
Untervektorraum M = ran P von H reduziert also T'. Nach Definition von Py gilt
Py =>""  TFPy_1T; und damit auch P = """ | T;*PT;. Das zeigt, dass T o Cine
sphérische Isometrie ist.

Sei nun B eine Orthonormalbasis von Ey. Wir zeigen, dass T ’ 4y Unitar dquivalent
zu @,.p M. ist. Wegen P = 7" | T; PT; ist Ey C ker(P) = M~. Deshalb konnen
wir eine lineare Abbildung U von der algebraischen direkten Summe €, _; C|z] nach
M+~ durch

veEB

U(pU)UEB - Z pv(T*)U

veEB

definieren. Sei (py)ven € @,cp5 Cl2], etwa p, = ZaeN” a\™ 2z fiir alle v € B. Wir
erhalten die Gleichungskette

2

||U(pv)vEB||2: va(T*)U
veEB
=3 (T, pu(T*)w)
vEB weB
=33 (X Al Y )T w)
veEBweB aeNj} BeNy

=22 Y aal T 1)

veB weB aeNy BeN]

= Z Z Z ay” > (nach Lemma [5.6))

veEB weB aeNy

Sy y

vEB aeNy

= Z ||pv||H(]B)

veEB

= ||(Pv)veB||éav€BH(B)-
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5.1 Operatortupel der Form S* &V

Man beachte hierbei, dass alle betrachteten Summen in Wirklichkeit endlich waren,
insbesondere sind also die Vertauschungen der Summationsreihenfolge gerechtfer-
tigt. Weil die algebraische direkte Summe @, 5 Clz] dicht in dem Hilbertraum
@D, H(B) liegt, setzt sich U zu einer Isometrie auf @, H(B) fort. Diese Fort-
setzung heifse wieder U.

Zum Nachweis der Surjektivitdt des gerade definierten Operators U sei

[Eolr- = \/ p(T")(Eo)
p€eC[z]

der kleinste abgeschlossene Unterraum von H, der Ej enthélt und unter 77,...,7
invariant ist. Wir zeigen [Fylr» = M*. Weil Fy C M= ist und M das Tupel T
reduziert, gilt [Eylr- € M*. Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion sei Qp =
Py — Py fur £ > 0. Es ist ran(Qo) = ran(l — P;) = ker(P;) = Ep. Sei nun
Ey = ran(Qy) fir £ > 1. Wir zeigen per Induktion nach k, dass Ej, C [Eo]r- fir
alle £ > 0 gilt. Fiir £ = 0 ist das trivial. Ist die Behauptung fiir ein £ > 0 bereits
gezeigt, so gilt fiir x € H die Beziehung

Qe = (Phy1 — Prya)r = Y T (Pe — Poyr)Tiw

i=1

= TQTw € Y T/ (Ey) C [Eolr-
i=1 1=1

was die Behauptung fiir k£ + 1 zeigt.
Es gilt also ran(Qy) = Ex C [Ep]r- fiir alle & > 0. Andererseits ist

1-P=lim (1-Py)= ZQk

N~>oo

mit Konvergenz in der starken Operatortopologie, also ist M+ = ran(1—P) C [Eg|z-.
Zusammen gilt somit M+ = [Ep)y-. Wegen
{p(T*)v :p € C[z] und v € B} C ran(U) C M+

folgt daraus die Dichtheit von ran(U) in M~+. Weil U als Isometrie auch abgeschlos-
senes Bild hat, ist U daher surjektiv, insgesamt also unitér.

Fiir alle Elemente (p,),ep der algebraischen direkten Summe €, Clz] und i =
1,...,n gilt ferner

E*U(pU)UEB = 7;* ZPU(T*)U = Z(lev)(T*)v

veEB veEB
U<zzpv vEB — <@le) pv vEB-
veB

Aus Stetigkeitsgriinden folgt 77|, U = U( D.cx le) fir ¢ = 1,...,n. Mithin ist

T*|p+ unitdr dquivalent zu @, .z M., also eine direkte Summe von n-Shifts. O
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5 Kontraktionen

5.2 Rang-Eins-Fortsetzungen spharischer
Kontraktionen

Mit dem folgenden Lemma kann leicht iiberpriift werden, ob eine eindimensionale
Fortsetzung eines vertauschenden Operatortupels wieder vertauschend ist.

Lemma 5.7. Sei T = (T1,...,T,) € L(H)" ein kommutierendes Tupel von Ope-
ratoren und R = (Ry,..., R,) eine nichttriviale Rang-Eins-Fortsetzung von T auf

H @ C der Form
R, = <O Bi) .

Fir alle i sei dabei A;1 = ex; fir eine >0 und @1, ...,2, € H mit Y ;" ||z]]* =1
sowie B;1 =b; mit b= (by,...,b,) € C".

Dann ist R ein kommutierendes Tupel genau dann, wenn (T; —b;)x; = (T — bj)x;
fir alle i und j gilt.

Beweis. Weil T = (Ty,...,T,) und B = (By,...,B,) vertauschende Tupel von
Operatoren sind, gilt fiir alle ¢ und j die Gleichung

RiR, — R;R, = (TTJ T, A; +A,Bj) - (TJT T A; + A, Bi)

0 B;B; 0 B;B;

(0 T;A; + A;B; —T;A; — A;B;
=y 0 :
Somit kommutieren die R; genau dann, wenn

(T3:A; — A;Bi)1 = (T;A; — AiBj)1
fiir alle ¢ und 7 ist, also genau dann, wenn fiir alle ¢ und j die Identitét

(T; = bi)x; = (T — bj)x;

gilt. O

Durch geeignete Wahl von € > 0 lésst sich offensichtlich jede nichttriviale Rang-
Eins-Fortsetzung von T auf die Form in Lemma [5.7] bringen. Deshalb betrachten wir
im Folgenden nur Fortsetzungen dieser Gestalt.

Lemma 5.8. SeiT € Fs.NB(H)" eine kommutierende sphdirische Kontraktion und
D=\1-3, T

Dann hat T genau dann eine nichttriviale Rang-FEins-Fortsetzung in Fs., wenn es
eimb=(by,...,b,) € C" und z1,...,x, € H mit den folgenden Eigenschaften gibt:
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5.2 Rang-Fins-Fortsetzungen sphéarischer Kontraktionen

(a) iyl =1,

(b) (T; = b;)z; = (Tj — bj)x; fir alle i und j,
(c) [of <1,

(d) >0 Tix; € ran D.

Beweis. Weil T' eine sphérische Kontraktion ist, ist 1 — Y " | 7;T; ein positiver
Operator, besitzt also in der Tat eine positive Quadratwurzel D. Fiir alle z € H gilt

S [Tl = <ZTT> — (1 - D*)a,2) = ||a||” — || Dal*
=1 =1

Sei R eine kommutierende Rang-Eins-Fortsetzung von 7" wie in Lemma [(.7] und
g = » o TFz;. Nach Lemma B4 ist R genau dann ein sphérische Kontraktion,
wenn fiir alle x € H und y € C die Ungleichung

lall? = 3" 1Tl — 2Re {2, 3 T A) + Iyl = 3 4wl = 3 1Baf = 0
i=1 i=1 i=1 i=1
gilt, also genau dann, wenn
2¢ Rej(w, zo) + (e* + [b]*)[y|* < || Da]|* + [y/* (5-3)
fiir alle x € H und y € C ist.

Sei nun R eine sphérische Kontraktion fiir ein e > 0. Aus (5.3) folgt fir z = 0
die Ungleichung |b| < 1. Indem wir y eventuell mit einem Drehfaktor multiplizieren,
erhalten wir ebenfalls aus (5.3]) die Beziehung

2ely| (=, zo)| < [|D|” + [y
fiir alle z € H und y € C. Daraus folgt
(Iyl = el{@, z0)|)* — €|z, mo)|* + || Da[|* = [yI* — 2¢y||{w, z0)| + || Dz||* > 0.
Insbesondere erhalten wir mit y = e|(z, z¢)| damit
e*|{z, zo)|* < || Da]|”

fiir alle x € H. Nach dem Korollar [ 7] zum Douglas-Lemma ist daher Y, T;z; =
xo € ran D. Das zeigt die Notwendigkeit der vier Bedingungen.
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5 Kontraktionen

Gelten umgekehrt die vier Bedingungen, so ist insbesondere xy = Dz, fiir ein
20 € H. Fiir alle x € H und y € C folgt

2¢ Regi(x, zo) + (7 + [b)yl” < 2ely(Dx, 20)| + (* + [b*)[y|”
< 2efy| | Da|| ||2ol| + (% + [b*) Iy [*
< e(lyl* + 1D=[*[l20]*) + (£* + [B*)[y[*
= el| Dz|P||zo][* + (e + &+ [b]*) [yl*
Fiir hinreichend kleines € > 0 wird dieser Ausdruck wegen |b| < 1 kleiner oder gleich

||Dz||*> + |y|? fiir alle # € H und y € C. Gleichung (5.3)) zeigt dann, dass R eine
sphérische Kontraktion ist, sodass die vier Bedingungen auch hinreichend sind. [

5.3 Kommutierende Kontraktionen

Bevor wir zur Klassifikation der Extremalen der Familie aller kommutierenden sphé-
rischen Kontraktionen kommen, betrachten wir in diesem Abschnitt die Familie F..
aller n-Tupel aus kommutierenden Kontraktionen. Ein Teil der Extremalen ist in
jedem Fall schnell gefunden:

Lemma 5.9. Vertauschende n-Tupel aus Co-Isometrien sind extremal fir die Fa-
malie aller n-Tupel aus kommutierenden Kontraktionen.

Beweis. Sei T = (1y,...,T,) € L(H)" ein vertauschendes Tupel von Co-Isometrien
und S = (51,...,5,) € L(K)" eine Fortsetzung von T' zu einem Tupel kommutie-
render Kontraktionen. Bezeichnet P die Orthogonalprojektion von K auf H, so gilt
fiir alle x € H und ¢ = 1,...,n die Ungleichung

|2l = T[] = [|PS7]] < {157 ]| < [[=]],

also ||PSfx|| = ||Sfz|| und somit Sfz € H. Mithin ist S eine triviale Fortsetzung
von 1. [

Im Fall n = 1 kénnen mit dem letzten Lemma aus dem vorigen Abschnitt bereits
alle Extremalen identifiziert werden.

Satz 5.10. Fiir eine Kontraktion T' sind dquivalent:
(i) T ist eine Co-Isometrie.
(ii) T hat keine nichttriviale Fortsetzung zu einer Kontraktion.
(iii) T hat keine nichttriviale Rang-FEins-Fortsetzung zu einer Kontraktion.

Insbesondere gilt:
Die Eztremalen der Familie aller Kontraktionen sind genau die Co-Isometrien.
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5.3 Kommutierende Kontraktionen

Beweis. (1) = (ii) folgt aus Lemma [5.9]

(ii) = (iii) ist trivial.

(iii) = (i): Sei T eine Kontraktion, die keine Co-Isometrie ist. Dann ist 1-7"T"* # 0,
also existiert ein y € H, sodass © = (1 — TT*)y Norm 1 hat. Es folgt

Tz =Ty — T*TT*y = (1 — T*T)(T*y) = D*(T*y) € ran D.

Lemma [B.§ mit b = 0 liefert, dass T eine nichttriviale Rang-Eins-Fortsetzung zu
einer Kontraktion hat. O

Zusammen mit dem Satz .18 von Agler erhalten wir damit einen neuen Beweis
fiir den in der Einleitung als Motivation genutzten Dilatationssatz von Sz.-Nagy.

Korollar 5.11. Jede Kontraktion besitzt eine co-isometrische Fortsetzung. U

Auch fiir n = 2 beschreibt Lemma alle Extremalen von F,..

Satz 5.12. Die Extremalen der Familie aller Paare aus kommutierenden Kontrak-
tionen sind genau die Paare aus kommutierenden Co-Isometrien.

Bewers. Die Extremalitdat von Paaren kommutierender Co-Isometrien folgt aus Lem-
ma [5.9

Sei umgekehrt T' = (T1,T5) € L(H)? ein Paar kommutierender Kontraktionen,
sodass T} und T, nicht beide Co-Isometrien sind, ohne Einschrankung sei etwa T}
nicht co-isometrisch. Nach dem Dilatationssatz B.11] von Sz.-Nagy gibt es einen Hil-
bertraum K D H und eine Co-Isometrie S; € L(K), die T fortsetzt. Es ist klar,
dass S}(H) ¢ H gilt, sodass jede Fortsetzung von 7" der Form S = (S}, S3) nichttri-
vial ist. Deshalb geniigt es, eine Fortsetzung von T3 zu einer Kontraktion Sy € L(K)
mit S;Sy = 5957 zu finden. Die verwendete Konstruktion dhnelt der im Beweis des
commutant lifting theorems, siche etwa [SNEF70, p. 64].

Fiir i = 1,2 sei zunéichst T; = T, ®0 € £(K). Dann gilt die Vertauschungsrelation

TQTl - 51T2. (54)

Als ersten Schritt konstruieren wir induktiv Operatoren By, € L(K) fiir k > —1 mit
folgenden Eigenschaften:

(a) B_y = (S; — 1)1y und By,S; = By, fiir k > 0,

(b) 11Ty all” + 2o || Bizl” < |2l fiir alle = € K,

(c) ran(By) C (S7 —T1)(H).
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5 Kontraktionen

Sei also B_y = (St —T, )T . Weil Ty eine Kontraktion ist, ist Punkt (b) fiir k = —1
erfiillt, die Eigenschaft (c) fir k£ = —1 ist klar. Seien nun fiir ein £ > 0 die Operatoren
B_1, By, ..., B,_1 bereits gegeben. Wir konstruieren einen Operator By, der den
Eigenschaften (a) - (c) geniigt. Zunéchst folgt aus Eigenschaft (b) fiir £ — 1, dass

k—1
1-TT, =) BB
i=0
ein positiver Operator ist, sodass wir
k—1
Dy=,|1-TTy —> BB
i=0

definieren konnen. Sei z € K beliebig. Weil S} eine Isometrie ist, gilt nach der
Vertauschungsrelation (5.4) die Gleichung

[Boa| = 1187 = )T al|* = |12 al P — || Ty T |

! ’. (5.5)
= [|Ty [|* — ||Ty Syz|]*.

Im Fall £ > 1 erhalten wir unter Verwendung von Eigenschaft (a) und dieser Glei-
chung

k—1 k—1
17" S7all® + ) _|1Bisial® = ||T5"Siel* + Y || Bical |
=0 =0

k—2
~ %k
= |To"«|PP + ) | Biall
1=0
< |l=l]* = | Byl %,

wobei die letzte Ungleichung aus Eigenschaft (b) folgt. Wegen ||S7z|| = ||z|| gilt
deshalb
) k-1
[|Biral|? < |S7all® — |IT2"Sial? = ) 1| BiSial | = || DisSiel .
i=0

Fiir k = 0 folgt aus Gleichung (5.5) wegen ||T% z|| < ||z|| = ||S;z|| ebenfalls
1Bzl ? < ||S5el|” — 1Ty Sial|* = || DoSyal?,
sodass

| Brrz]|* < [| DeSTalf*
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5.3 Kommutierende Kontraktionen

fiir alle £ > 0 gilt. Weil x € K beliebig war, folgt daraus
B} Br_1 < (DpS7)*DyST.

Nach dem Douglas-Lemma [ existiert daher ein Operator Cy € L(K) mit ||Cy|| <
1, ker C}, = ker B,_, und

By = (DpS7)"Cy.
Sei By, = C} Dy,. Dann gilt offensichtlich
ByS} = By_1,

also ist Eigenschaft (a) erfiillt. Fiir € K gilt weiterhin

k—1
| Brl[* = [|C; Dyal 2 < || Dyl = ||l — |1 To |2 = Y || Bia 2,

i=0
was Eigenschaft (b) zeigt. Wegen
ran(By) C ran(C}) C ker(Cy)*™ = ker(B;_ ;)" = ran(By_,)

folgt Eigenschaft (c) aus der Induktionsvoraussetzung. Damit ist die Konstruktion
der By abgeschlossen.

Als niichstes zeigen wir, dass L = (S7 — T} )(H) ein wandernder Unterraum fiir
ST ist, das heifst, dass

SiM(L)LL
fiir alle £ > 1 ist. Weil S} eine Isometrie ist, folgt daraus bereits
SiH(L)LST(L)

fiir k,1 € Ny mit k& # [. Seien also z,y € H und k > 1 beliebig. Ferner sei P die
Orthogonalprojektion von K auf H. Dann gilt

(STE(Sy =T, (ST = T7)y)

(St*a,y) — (St a, Try) — (ST Ty a,y) + (ST T2, Ty y)
(PSi*z,y) — (PST* M, Tyy) — (PST* ' Ty a,y) + (PST Ty a, Ty y)
= (T7 2, y) — (T e, Try) — (T 2, ) + (172, Ty)

0.

Daraus folgt direkt Si*(L)LL.
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5 Kontraktionen

Sei nun z € K beliebig. Nach dem gerade bewiesenen Resultat und Eigenschaft
(c) der Operatoren By, gilt fiir alle N, M € Ny mit N > M die Gleichung

N 2 N N
S st Bl = 3 ISt Ballr = > 1Bl
k=M+1 k=M+1 k=M+1

Aus Eigenschaft (b) folgt, dass die Reihe .2 || Byz||* konvergiert, sodass die Folge
(N, Si*By)3e_, eine Cauchyfolge in K ist. Deshalb kénnen wir durch

Rr =T,z + Z St* B
k=0
fiir x € K eine offensichtlich lineare Abbildung auf K definieren, die nach dem Satz

von Banach-Steinhaus auch stetig ist. Man beachte, dass ran(By) C (Sf — Ty )(H) C
H* gilt und H+ ein invarianter Unterraum fiir S} ist. Zusammen mit Eigenschaft
(b) folgt deshalb fiir alle z € K die Ungleichung

e
~ %
[[Ra|* = || T[> + YISy Beal[* < ||,
k=0

sodass R eine Kontraktion ist. Ferner ist H+ auch invariant fiir R und es gilt PR‘ g=
Ty, wobei P die Orthogonalprojektion von K auf H bezeichnet. Aus Eigenschaft (a)
und Gleichung (5.4]) erhalten wir weiterhin fiir alle z € K die Identitét

RSiz =Ty Sjz + Y Si*BiSix
k=0
=T, Siz+ ) Si*Bix
k=0
= Tl*TQ*LU + B,lx + Sik Z kaBk.T
k=0

= STy x+ 57 Si* B
k=0

= S{Rx.

Der Operator Sy = R* € L(K) ist also eine Fortsetzung von T3 zu einer Kontraktion

mit 5152 = 5251. O
Der resultierende Fortsetzungssatz stammt von Andd [And63).

Korollar 5.13. Jedes Paar aus kommutierenden Kontraktionen besitzt eine Fort-
setzung zu einem Paar aus kommutierenden Co-Isometrien.
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5.4 Extremale sphérische Kontraktionen

Bemerkung 5.14. Erstaunlicherweise ist die Situation fiir n > 3 eine andere. Wir
skizzieren kurz, dass in diesem Fall nicht alle Extremalen der Familie F.. auch
kommutierende Co-Isometrien sind.

Sei dazu zunéchst S = (Sy,...,5,) € L(Kp)" ein Tupel aus kommutierenden
Co-Isometrien auf einem Hilbertraum K. Nach Korollar gibt es dann einen
Hilbertraum K O Ky und ein Tupel V = (V4,...,V,) € L(K)" kommutierender
unitiarer Operatoren mit

S¥ = v;‘
fiir ¢ = 1,...,n. Somit gilt auch

(SfrSh... St = vy vk

50
fiir alle kq,...,k, € Nyg. Sei U = V* und Pk, die Orthogonalprojektion von K auf
K. Fiir alle kq, ..., k, € Ny folgt

SPISE . Sk = P U US? .. U

[k

Sei nun T' = (T1,...,T,) € L(H)" ein Tupel aus kommutierenden Kontraktionen,
welches eine Fortsetzung zu einem vertauschendes Tupel S aus Co-Isometrien hat.
Dann gibt es also eine Dilatation U = (Uy,...,U,) € L(K)" von T aus kommutie-
renden unitdren Operatoren, das heifst, es ist

Ty ... T = PUPUS? .. U,

fiir alle kq, ..., k, € Ny, wobei P die Orthogonalprojektion von K auf H sei. Es ist
jedoch bekannt, dass fiir n > 3 nicht jedes n-Tupel kommutierender Kontraktionen
eine solche Dilatation besitzt [Par70]. Nach dem Satz 2.8 von Agler bilden daher in
diesem Fall die kommutierenden Co-Isometrien eine echte Unterklasse von ext(Fe.).
Die Bestimmung von ext(F.) fiir n > 3 scheint ein offenes Problem zu sein.

5.4 Extremale spharische Kontraktionen

Wir kommen nun wieder zuriick zu sphérischen Kontraktionen. Die Aussage des
folgenden Lemmas folgt im Fall n = 1 unmittelbar aus Satz B0l Im Fall n > 1 ist
sie neu und insbesondere in Verbindung mit Satz interessant.

Lemma 5.15. Sei T eine kommutierende sphdrische Kontraktion, die keine nicht-
triviale Rang-FEins-Fortsetzung in Fs. hat. Dann gilt:

(a) D0 | T¥T; ist eine Projektion.

(b) Sind xy,...,x, € H mit T,x; = Tjx; fir alle i und j, dann gibt es ein v € H
mat Tyx = x; fur alle 1.
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5 Kontraktionen

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass S = Y | T;T; keine Projektion ist. Sei
E das Spektralmafs zum selbstadjungierten Operator S. Wegen 0 < § < 1 ist
o(S) C [0,1]. Weil S keine Projektion ist, ist o(S) ¢ {0, 1}, also ist E((0,1)) # 0.
Auf Grund der o-Additivitdt von F in der starken Operatortopologie gibt es somit
0<r<s<1lmit@ = E(r,s]) #0.Sei 0 # 2y € ran(Q) und z; = Tz, fir
1 =1,...,n. Dann gilt

1
>l =3 ol = <ZTT> :< [ raro >
1=1 1=1 1=1

0
1 s

= /td(E(t):co,:c(]} > /td(E(t):co,:c(]} > r{E([r, s])xo, zo)

0 r
= r(Qxg, xo) = 7“||:100||2 > 0.

Indem wir zy mit einem Skalierungsfaktor multiplizieren, konnen wir deshalb ohne
Einschrankung Y7 | ||2;||* = 1 annehmen. Mit b = 0 sind dann die Voraussetzungen
(a)-(c) von Lemma [5.§ erfiillt. Fiir den Operator D = /1 — S erhalten wir wegen

s < 1 die Beziehung

s 1 1 s !
D / e dE(1) - O/ VI—TdE() / e dE()

1

= /X[r,s} dE = Q7

0

insbesondere ist also ran(Q) C ran(D). Es folgt
Y Tiai=) TiTag =) T;TQuo=QY T Tizy € ran(D),
i=1 i=1 i=1 i=1

also ist auch die Bedingung (d) von Lemma [5.§ erfiillt. 7" hat somit eine nichttriviale
Rang-Eins-Fortsetzung in F., ein Widerspruch zur Voraussetzung. Das zeigt, dass
> T}T; eine Projektion ist.

Als néchstes nehmen wir an, dass Y ", 7;*T; eine Projektion ist, die Eigenschaft
(b) aber nicht erfiillt ist. Wir betrachten den Spaltenoperator TW : H — H™,
definiert durch

7D — :
T,x
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5.4 Extremale sphérische Kontraktionen

Dann ist 7MW 7® = > T:T; eine Projektion, also ist T eine partielle Isometrie,
insbesondere ist ran(T™M) abgeschlossen. Nach Annahme gibt es vy, ..., y, € H mit

Y1
Tyy; = T,y; fir alle ¢ und j, aber y = | : | ¢ ran T, Sei
Yn
T n n n VT y
r= | | =@=TOTON = =Y
Tn Yn Yn k=1 TnT]:yk

die Orthogonalprojektion des Vektors y auf ran(7™M)+. Fiir alle 7 und j gilt dann

Tyw; =Ty —T; Y TiTiw, = Tyy — Tj Y TiTiwy, = Ty,

k=1 k=1

Weil ran(T™) abgeschlossen ist, ist # # 0. Nach eventueller Skalierung kénnen
wir somit .1 ||z;]|> = 1 annehmen. Wegen z € ran(TM)L = ker(T™M7) ist
Yoo Trx; = 0 € ran(D). Wiederum nach Lemma [b.8 mit b = 0 hat T daher
eine nichttriviale Rang-Fins-Fortsetzung in F;., ein Widerspruch. Mithin erfiillt T’
auch die Eigenschaft (b). O

Damit kommen wir zum H6hepunkt dieses Kapitels, der Klassifizierung aller ex-
tremalen kommutierenden sphérischen Kontraktionen.

Satz 5.16. Sei T' = (11,...,T,) ein kommutierendes Tupel von Operatoren. Dann
sind dquivalent:

(i) T € ext(Fsc)-

(i) T = S*® U, wobei U sphdrisch unitir und S eine direkte Summe von n-Shifts
18t.

(iii) (a) Y_i_, T*T; ist eine Projektion,
(b) 2L T = 1,
(c) sind xy,...,x, € H mit Tix; = Tjz; fir alle i und j, dann gibt es ein

x € H mit Tyx = x; fiir alle 1.

Beweis. (ii) = (i): Nach Satz ist M} € ext Fye, mit Lemma 2.7 (b) folgt somit
S* € ext(Fs.). Andererseits ist nach Satz auch U € ext F,., wiederum mit
Lemma [2.7] (b) folgt schlieklich S* @ U € ext Fi..

(iii) = (ii): Erfiillt 7" die Bedingungen aus (iii), so hat 7" nach Satz die Form
T = 5@ U, wobei S € L(H;)" eine direkte Summe von n-Shifts und U € L(Hs)"
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5 Kontraktionen

eine sphérische Isometrie ist. Wir zeigen, dass U sogar sphérisch unitér ist. Die
Bedingung (b) liefert fir y € Hy die Ungleichung

Iyl < <ZTT () (2)> _ <Z UiU;y,y>,

also ist auch >  U;U; > 1. Somit gilt

n

0< i UUF — 1= (UUf = UUy),

=1 i=1

Andererseits sind alle U; nach Korollar 3.7 subnormal, also ist U;U; — U;U; < 0 fiir
alle ¢ nach Lemma [[.T1] Es folgt U;U; = U;U, fiir alle i, also ist U sphérisch unitér.

(i) = (iii): Sei T' € ext Fs.. Dann hat T insbesondere keine nichttriviale Rang-
Eins-Fortsetzung in F., also folgen (a) und (c) aus Lemma [5.15l Nach Satz [(5.2]ist
dann T = S* & U fiir eine sphérische Isometrie U und eine direkte Summe von
n-Shifts S, das heit, S ist unitér dquivalent zu @, ., M. fiir eine geeignete Menge
A. Dann ist )", S;S; unitér dquivalent zu @,y > M M., und nach Lemma
B4l (c) ist > o;, M M., > 1. Es folgt > | SFS; > 1. Andererseits ist nach Lemma
27 (d) mit 7" auch U € ext F,., nach Lemma 27 (c) und Satz B.8 muss U dann
schon sphérisch unitir sein. Somit ist Y ;' | 1,1 = (D7, SiS;) ® 1> 1. O

Der resultierende Fortsetzungssatz stammt von Miiller-Vasilescu [MV93] und Ar-
veson [Arv9s|:

Korollar 5.17. Jede kommutierende sphdrische Kontraktion besitzt eine Fortsetzung
zu einem Tupel der Form S* @ U, wobei S eine direkte Summe von n-Shifts und U
ewn kommutierendes spharisch unitares Tupel ist. ]

Bemerkung 5.18. Zum Beweis von (i) = (ii) in Satz 516 wurde die Extremalitét
des Adjungierten des n-Shifts in F,. nicht verwendet. Zusammen mit dem Satz
218 von Agler erhalten wir dafiir nun einen anderen Beweis. Sei dazu H # {0}
ein Hilbertraum und 7" = (0,...,0) € L(H)". Offensichtlich ist T" eine sphérische
Kontraktion. Sei R eine extremale Fortsetzung. Dann hat R nach (i) = (ii) von Satz
die Form R = 5* @ U fiir eine direkte Summe von n-Shifts S und ein sphérisch
unitidres Tupel U. Der Summand S* kann nicht fehlen, weil sonst 7' = (0,...,0)
Einschrankung des sphérisch unitaren Tupels U, also insbesondere eine sphérische
Isometrie wire. Mit Lemma [2.7d) folgt nun die Extremalitdt von S* und damit die
von M} in Fy,.
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