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Einleitung

Partielle Differentialgleichungen sind ein zentrales Mittel zur analyti-
schen Untersuchung physikalischer Modelle. Im 18. Jahrhundert began-
nen J.-B. d’Alembert, L. Euler, J.-L. Lagrange und P.-S. Laplace mit dem
Studium partieller Differentialgleichungen zur Beschreibung von Proble-
men der Kontinuumsmechanik. Wie in [2] dargelegt, leistete B. Riemann
im 19. Jahrhundert einen wesentlichen Beitrag zur Verbreitung partieller
Differentialgleichungen in weiteren Gebieten der Mathematik. In diesem
Kontext riickte das sogenannte Dirichlet-Problem (siche Definition[2.2) in
den Fokus vieler Mathematiker, das spezielle Differentialgleichungen be-
schreibt, mit denen sich Phdnomene, die beim Studium der Konvektion,
Fluidmechanik, Elektrostatik und weiterer physikalischer Bereiche auf-
traten, beschreiben lassen. Konkret beschreibt das Dirichlet-Problem die
Frage, ob es zu einer beschriankten, offenen Menge €2 C R™ und jeder ste-
tigen, reellwertigen Funktion f € C'(0€2, R) eine stetige Fortsetzung von
f auf den Abschluss von Q gibt, die auf € harmonisch ist. Nach [13] hat
B. Riemann dazu beigetragen, dass das Problem nach dem deutschen Ma-
thematiker Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859) bennant wurde.
Wie L. Garding in [I3] darlegt, hat die Losung des Dirichlet-Problems
fiir die Kugel im Fall n = 3 durch S. D. Poisson zur Entdeckung der
sogenannten Greenschen Funktionen durch G. Green gefiihrt.

Dem Buch [7] von O. Forster folgend, werden wir das Dirichlet-Problem
fiir Kugeln im zweiten Kapitel dieser Arbeit untersuchen und mithilfe
hierbei enstandener Resultate im weiteren Verlauf das Dirichlet-Problem
fiir allgemeinere Mengen studieren. Es wird sich herausstellen, dass sich
das Problem fiir Kugeln leicht l6sen lasst und wir sogar eine explizite Lo-
sung angeben konnen. Hierbei werden wir auf Resultate von S.D. Poisson
und G. Green zuriickgreifen. Anders verhilt es sich jedoch fiir allgemei-
nere Mengen im Fall n > 2. Hier kann die Losbarkeit des Problems nicht
so einfach entschieden werden. Ist das Problem losbar, so kann eine kon-
krete Losung in den meisten Féllen nicht angegeben werden. Hieran lésst



sich erkennen, wie schwer es ist, die Natur harmonischer Funktionen und
harmonischer Ausdehnungsprozesse zu erfassen. Jedoch ist es in vielen
Féllen sehr wohl moglich zu entscheiden, ob das Dirichlet-Problem fiir
eine beschriankte, offene Menge 16sbar ist. Dies soll das Ziel der vorlie-
genden Arbeit sein.

Wie G. Tsogtgerel in [12] darlegt, stellen die Untersuchung subharmo-
nischer Funktionen (siehe Definition — insbesondere die sogenannte
Perronsche Methode — sowie die Variationsrechnung, genauer gesagt die
Untersuchung von Sobolev-Raumen, wesentliche Losungsansétze fiir das
Dirichlet-Problem dar. Wir werden das Problem mithilfe der Perronschen
Methode, die im vierten Kapitel vorgestellt wird, untersuchen. Hierbei
dient uns das Buch Harmonic Function Theory ([I]) von S. Axler, P.
Bourdon und W. Ramey als Grundlage. Wir orientieren uns an den dor-
tigen Ausfithrungen der Kapitel 1-3, 7 und 11 und ergénzen die Argumen-
tation. Eine wichtige Rolle fiir die Perronsche Methode spielt das Har-
nacksche Konvergenzprinzip, das im dritten Kapitel dieser Arbeit pra-
sentiert wird. Es macht eine Aussage iiber das Konvergenzverhalten von
Folgen harmonischer Funktionen. In Kapitel 5 wird sich zeigen, dass die
Losbarkeit des Dirichlet-Problems fiir eine Menge allein von der Struk-
tur des Randes der Menge abhéngig ist. Hierfiir zeigen wir zunéchst, dass
das Dirichlet-Problem fiir eine beschrankte, offene Menge €2 C R™ genau
dann 16sbar ist, wenn die Menge in jedem ihrer Randpunkte eine Bar-
rierefunktion (siehe Definition besitzt. Im néchsten Schritt stellen
wir geeignete geometrische Bedingungen an den Rand der Menge €2, die
die Existenz solcher Barrierefunktionen garantieren. So stellt sich zuerst
heraus, dass sowohl konvexe als auch Mengen mit C2-Rand eine Losung
des Problems erlauben. Die Giiltigkeit der Aussage im zweiten Fall un-
tersuchen wir mithilfe der duferen Kugelbedingung (siehe Definition [5.4).
Dieses geometrische Kriterium stellt die Existenz von Barrierefunktionen
sicher. Ein weiteres geometrisches Kriterium, die dufiere Kegelbedingung
(siehe Definition , wird schlieklich zeigen, dass Mengen mit C'-Rand
und allgemeinere Mengen die Losung des Dirichlet-Problems erlauben.
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1 Grundlagen

Wir bezeichnen mit N = {0,1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zah-
len. Es sei n € N* eine von Null verschiedene natiirliche Zahl. Fiir zwei
Vektoren x = (x1,...,2,), ¥y = (Y1,---,Yn) € R"™ schreiben wir

i=1
fiir das Standardskalarprodukt in R™ und
R — R, x|z = V(z,2)

fir die euklidische Norm. Ist 2 C R eine offene Menge und k& € NU{oo},
so bezeichnen wir mit

C*(Q,R) = {f: Q = R| f ist k-fach stetig partiell differenzierbar}

den Raum der k-fach stetig partiell differenzierbaren reellwertigen Funk-
tionen auf €2. Ist D C R” eine Menge, so schreiben wir

C(D,R) ={f: D — R f ist stetig}

fiir die Menge der stetigen reellwertigen Funktionen auf D. Es seien € > 0
und a = (ay,...,a,) € R". Mit
B(a) ={z € R" | ||x — a]| < €} bazw.

1>
-n

B.(a) ={z eR"[ |z —al <e}

werden die offene bzw. die abgeschlossene Kugel um a mit Radius e

bezeichnet. Geht die Dimension aus dem aktuellen Kontext klar hervor,
-n

so schreiben wir auch B.(a) = BZ(a) bzw. B.(a) = B.(a). Ist ferner
r=(ry,...m,) € [0,00)", so nennen wir die Menge

P'a) ={z = (z1,...,2,) ER" | lag — x| <11, fir k=1,...,n}
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1 Grundlagen

den Polyzylinder im R™ mit Mittelpunkt a und Multiradius r. Der ent-
sprechende abgeschlossene Polyzylinder wird mit F:f(a) bezeichnet. Zur
Vereinfachung schreiben wir auch P'(a) = P, (a) fiir r € [0, 00).

Fir Vektoren o = (a,...,05) € N* und z = (xy,...,2,) € R" ver-
wenden wir in dieser Arbeit die abkiirzenden Schreibweisen

|Oé|:()61+062+...+04n,

al = (a1 (az!) -+ () und
% =a{tag? o

und fiir eine Funktion f € Cl*/(Q,R) definieren wir

olel
DYf=D"..Di"f=—v—""—
/ ! n' Ox{* ... 0x8n
mit D" = 0% /0x}".

Es bezeichne Span{vy, ..., v} die lineare Hiille der Vektoren vy, ..., v,
€ R" (t € N*).

Seien im Folgenden M C R"™ eine p-dimensionale C*-Untermannig-
faltigkeit mit p € {1,...,n} und k¥ € N*U {00} und f: M — R eine
Funktion. Wir wollen in diesem Abschnitt fiir geeignete Funktionen f das
Integral von f iiber M erklédren. Fiir eine offene Menge 2 C RP sei g: 2 —
V C M eine Parametrisierung von M. Wir nennen die Umkehrfunktion
g 'V — Q einer solchen Abbildung auch Karte von M. Es bezeichne
Jg(x) € R™P die Jacobi-Matrix von g im Punkt z und J] (x) € RP*" ihre
Transponierte. Dann verstehen wir unter der Gramschen Determinante
von ¢ die C*~'-Funktion G: Q — R,

G(z) = det(Jg(x>T‘]g<J7>)‘

Ist A: B(R") — R das Lebesguemafs auf der Borelschen-o-Algebra
B(R™), so bezeichnen wir fiir eine Menge A € B(R"™) mit A\|[A = A|B®n)4)
die Einschrankung von A auf die Spur-o-Algebra von B(R™) auf A und
schreiben £(A) fiir den Raum aller beziiglich A\|A integrablen reellwerti-
gen Funktionen auf A. Wie in [0, Definition 9.4] kénnen wir nun folgende
Definition treffen:
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Definition 1.1 Ist f: M — R eine Funktion so, dass eine Karte g: () —
V C M existiert mit f|ypv =0, so heifit f integrierbar iiber M, falls

fogVG e £'(D)

ist. In diesem Full definiert man das Integral von f diber M durch

/Mde:/Qfog\/Ed)\.

In [6, Kapitel 9] wird gezeigt, dass die obige Definition unabhéngig von
der Wahl der Karte ist. Ahnlich wie in [6, Kapitel 9] wollen wir im zweiten
Schritt die Integrierbarkeit und das Integral von Funktionen f: M — R
definieren, die aufterhalb der Bilder endlich vieler Parametrisierungen

Gi: Q% —=V,CM (i=1,...,m)

verschwinden. Es sei (o)™, eine messbare Zerlegung der Eins beziiglich
(Vi)ix, und f, also nach [0, Kapitel 9] seien o;: M — R (i = 1,...,m)
messbare Funktionen auf (M, B(M)) mit

(ll) Oél‘M\V, =0 und
(iii) > oy(z) =1 fiir alle x € M mit f(z) # 0.

Wir nennen f integrierbar iiber M, falls die Funktionen «;f fiir alle
i = 1,...,m im Sinne von Definition integrierbar iiber M sind. In
diesem Fall definieren wir das Integral von f iiber M durch

/Mde:i/Maide.

Nach [6, Kapitel 9| ist die Definition unabhéngig von der Wahl der
iiberdeckenden Karten und der Zerlegung der Eins. Fiir eine Teilmen-
ge A C M heift eine Funktion f: M — R iiber A integrierbar, falls fya
iiber M integrierbar ist, wobei

1 fallszec A

xa: M — R, x»—>{
0 sonst

15



1 Grundlagen

die charakteristische Funktion von A ist. In diesem Fall definiert man das
Integral von f iiber A durch

/A fdS = /M Fxads.

Nach [0, Satz 9.8| ist jede beschrankte, messbare Funktion f: M — R,
die aukerhalb eine kompakten Menge K C M verschwindet, integrierbar
iiber M. Insbesondere ist jede stetige Funktion f: M — R mit kompak-
tem Trager integrierbar iiber M. Ferner kann man zeigen, dass es ein
reguléres Borelmafs p: B(M) — [0, 00) gibt, sodass

/gdS=/gdu
M M

fiir alle beschrankt messbaren Funktionen g: M — R gilt. Daher werden
wir im weiteren Verlauf nicht mehr zwischen dS und dp unterscheiden.

Wir bezeichnen mit Vol,(A) das k-dimensionale Volumen von A, das
durch

Volk(A):/ xadS
M

definiert ist, falls x4 integrierbar iiber M ist. Wollen wir kenntlich ma-
chen, nach welcher Variable integriert wird, so schreiben wir auch

/A f(x)dS(z) = /A fds.

Wp = VOln_l (Sn—1>

das (n — 1)-dimensionale Volumen der Einheitssphire S, ; = 0B}(0) C
R™ (siche [6, Beispiel 11.7]).

Ist @ € M ein Punkt in der Untermannigfaltigkeit M C R™, so heift ein
Vektor v € R™ Tangentialvektor an M im Punkt a, falls es ein € > 0 und
eine stetig differenzierbare Abbildung ¢: (—¢,¢) — R" mit ¢(—¢,e) C M
und

Es sei

p(0)=a, ¢'(0)=v

gibt. Der Tangentialraum von M in a ist definiert durch

T.(M) ={v € R" | v ist Tangentialvektor an M in a}.

16



Die Vektoren v € T,(M)" bezeichnen wir als Normalenvektoren von M
in a.

Definition 1.2

(a) Sei k € N* U {oo}. Man sagt, dass eine beschrinkte, offene Menge
Q) C R" einen C*-Rand besitzt, wenn fiir jeden Punkt & € O eine
offene Umgebung U C R™ von & und eine Funktion ¢ € C*(U,R)
existieren mit

(i) QNU ={z €U | p(x) <0},
(i) O2NU ={z €U | p(x) =0} und
(111) grad (x) # 0 fir allex € 0QNU.

(b) Wir nennen eine kompakte Menge ) # K C R"™ ein Kompaktum
mit glattem Rand, wenn es zu jedem Randpunkt & € 0S) eine offene
Umgebung V' C R™ von & und eine Funktion ¢» € C'(V,R) mit den
folgenden Eigenschaften gibt:

(i)) KNV ={z eV |¢(x) <0} und
(ii) grad(z) # 0 fir alle x € V.

Bemerkung 1.3

(i) Ein einfaches Stetigkeitsargument zeigt, dass in Teil (@ von Defi-
nition aus den Bedingungen (i) und (iii) bereits die Bedingung
(1) folgt.

(ii) Hat die beschrinkte, offene Menge @ C R™ einen C*-Rand, so ist
0Q C R" eine C*-Hyperfliche, das heifit eine (n — 1)-dimensionale
C*-Untermannigfaltigkeit (siche [6, Satz 8.5/). Insbesondere ist
nach [6, Satz 10.2] in jedem Punkt & € 0Q der Tangentialraum
Te(02) von 02 in & ein wohldefinierter (n — 1)-dimensionaler Un-
tervektorraum in R™ und der Normalenraum

Ne(09) = Te(9Q) ™

von OS2 in & ist ein 1-dimensionaler Teilraum.

17



1 Grundlagen

Proposition 1.4 Es seien k € N*, ¢ > 0 und f € C*(B3.(0),R) derart,
dass D*f(0) = 0 fir alle € N* mit || < k — 1 ist. Dann gibt es eine
Konstante C' > 0 mit

1FE)] <l
fir alle £ € B2(0).

Beweis: Es sei ¢ € B"(0). Wegen f € C*(By(0),R) und da t& € B*(0)
fir alle t € [0, 1] gilt, gibt es nach der Taylorschen Formel [5, Satz 7.2]
ein 6 € (0,1) mit

DU(O) | D) 0 DP9,
0= 2 X Tam Ol T
al<k-1 al=k al=k

Die stetigen Funktionen D*f: By (0) — R (o € N" mit |a| = k) neh-
men auf dem Kompaktum B:(O) ihre Extrema an. Daher existiert eine
Konstante M € R mit

(D f(y)l < M

fiir alle o € N* mit |a| = k und alle y € B_. (0). Wegen 6¢ € B"(0) folgt

NG D=L

|laf=k

<M > 1]’

la|=k
= Cléll,

Proposition 1.5 FEs seien C' > 0 eine Konstante und n > 2. Schreiben
wir ' = (0,...,0) € R, s0 gilt

B0, B) N {w = (@',2,) € R xR | || < CJl2'|1*} = {0}

fir alle R € (0, 35).

18



Beweis: Es seien C' > 0 und R € (0, 35). Dann ist

FiBR ) — R, oz —\/R2—|lz|*+ R - C|z|?

stetig und auf B! (0') stetig partiell differentierbar mit

g—f(x) S N— 2Cx;
" R? — ||z’

fiir i = 1,...,n und jedes z € B} *(0/).
Fiir r € B '(0') gilt grad f(x) = 0 genau dann, wenn

z=0 oder |z|>=R?- (%)’

erfiillt ist. Die rechte Gleichung ist wegen R € (0,55) fiir kein = €
B H(0') erfiillt, sodass 0/ € Bp '(0) der einzige kritische Punkt von
f ist. Wegen f(0') = 0 zeigt die Abschéatzung

f#)=R(1—-CR)>R(1-3=%>0 (zedBy'(0)),

dass die stetige Funktion f ihr Minimum 0 auf dem Kompaktum Eg_l(()’ )
nur im Nullpunkt annimmt. Es geniigt nun

] > Cll2'||”

fiir alle z = (2/,2,) € BR((0',R)) \ {(0",0)} € R"! x R zu zeigen. Fiir
ein solches = = (2, x,,) folgt aus

lz = (0", R)|* < R,

j2al = —\/ R — ||| + R

ist. Wir diirfen annehmen, dass ' # 0 ist. Nach obigem Argument gilt

F(«/) > 0, d.h.
20| > =/ R = |2/|* + R > C||2/||*.

dass
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2 Das Dirichlet-Problem

Bevor wir im weiteren Teil dieser Arbeit die Losbarkeit des Dirichlet-
Problems fiir allgemeine beschrankte, offene Mengen €2 C R"™ untersu-
chen, werden wir in diesem Kapitel im Zuge der Prasentation von Eigen-
schaften harmonischer und subharmonischer Funktionen eine Losung fiir
den Spezialfall 2 = BJ'(a) C R" présentieren.

Wir orientieren uns hierbei am Buch von O. Forster (|7, S.189ff]) und
ergidnzen die dortige Argumentation. In diesem Kapitel sei n > 2 eine
natiirliche Zahl und es sei, wenn nicht néher spezifiziert, {2 C R" eine
nicht-leere, offene Menge. Es bezeichne A den Laplace-Operator, der in
R™ durch

gegeben ist.

Definition 2.1 Eine Funktion u € C*(Q,R) heifit harmonisch auf 2,
falls
Au =0

auf Q ist. Wir schreiben Harm(QQ) fir die Menge aller reellwertigen, har-
monischen Funktionen auf €).

Wir konnen nun das Dirichlet-Problem tber ) formulieren:

Definition 2.2 Es sei 2 C R™ eine beschrinkte, offene Menge. Die Fra-
ge, ob es zu jeder stetigen Funktion f: 00 — R eine stetige Funktion
u: 2 — R gibt so, dass

(i) uloq = f ist und

(ii) uw auf Q harmonisch ist,

21



2 Das Dirichlet-Problem

ist als das Dirichlet-Problem iiber €2 bekannt.
Wair sagen dann auch, dass u eine Losung des Dirichlet-Problems tiber

2 mit Randbedingung f ist.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir folgende Beispiele fiir
harmonische Funktionen benotigen:

Beispiel 2.3
(1) Die Funktion
f:R*\ {0} — R, x +— log |||

1st harmonisch auf ihrem Definitionsbereich. Denn es gelten

0 _ 0? _ _
el wnd el (1= 2e2le] )
firi=1,2 und damit folgt
2
2 f
Af = —
/ ;81‘3
-2 -2 -2 -2
= [Jf| 7 (1 =227 )|2]|77) + 2l 7 (1 = 2232 7)
2 2
S at+ay @i+ a3
= 0.

(i1) Fir eine natirliche Zahl n € N mit n > 2 ist die Funktion

g R0} — R,z "
harmonisch auf threm Definitionsbereich. Denn wegen 68”;’1_” = wai”
gelten
0 _
3xfi = (2—n)x||z|]|”" und
0? e
O == mlall ™ () ~ na?)

2
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firi=1,...,n. Somit folgt

Af = Z 922
=1 ¢
SRl PO o)
=1 =1
= 0.

Definition 2.4 FEs sei a € R™ ein Punkt. Man nennt die Funktion
Ny: R*\ {a} — R, die durch

2—n .
Ny(z) = m”l‘—all fiirn > 2
T\ Eloglle—all  girn=2

definiert ist, das Newton-Potential in a.

Bemerkung 2.5 Das Newton-Potential im Punkt a € R™ st zweimal
stetig partiell differenzierbar und mit den FErgebnissen aus Beispiel
folgen AN, =0 auf R™ \ {a} und

1 xz—a

grad N, (z) = — ——
wy ||z — al

fir x € R™\ {a}.

Ist U C R" eine offene Menge und A C U ein Kompaktum mit glattem
Rand, so definieren wir fiir eine Funktion f € C'(U,R) die Ableitung in
Normalenrichtung in einem Punkt z € A durch

J )= @) =X 0@, e

i=1
wobei v: 0A — R" das dufsere Einheits-Normalenfeld ist (siehe 7], §15]).

Proposition 2.6 FEs seien U C R" eine offene Umgebung eines Punktes
a € R" und f: U — R eine stetig partiell differenzierbare Funktion. Dann

qilt
rw=tn [ (02 - v ) asto)

e—0
lz—all=e

23



2 Das Dirichlet-Problem

Beweis: Fiir € > 0 klein genug seien

= [ 1@

lz—all=e

ON,(x)
ov

dS(x)

und

I® = / Na( dS( ).

llz—all=e
Wir wollen zeigen, dass

(1) hH(l)Ig(l) = f(a) und (2) lim I® =0
e—

e—0
gelten. B
Zum Beweis der ersten Identitiit sei ¢ > 0 gegeben mit B. (a) C U.
Aus dem Beweis von [7, §15 Satz 2| folgt, dass das &ufere Einheits-

Normalenfeld der Kugel B (a) durch die Funktion
v: 0B (a) — R" | g— 0
[l — all
gegeben ist. Hiermit folgt nach Definition
ON, 1 1
ONT) _ (grad N (o) v(a)) =
v

wn ||z —af|""!

und damit

o | s

Hr al|=e

- [ s@is@

llz—all=e

Mit ®: R" — R", z — a + ex folgt aus [0, Bemerkung 9.14], dass

) _ wi / (f o ®)(£)dS(€)

l€l=1
— - [ sa+egase).

ll€ll=1

24



Da f im Punkt a stetig ist, folgt aus

f@) - 19 = | [ @)= fla+ s
llgll=1

durch den Grenziibergang ¢ | 0, dass lim._,q 9 = f(a) ist.

Zum Beweis der zweiten Identitdt sei erneut € > 0 mit E:(a) cU
vorgegeben. Die Funktion f ist nach Voraussetzung stetig partiell diffe-
renzierbar. Daher existiert M > 0 so, dass

'3f( z)

<M
ov

fiir alle # € B (a) ist. Wir unterscheiden nun die Félle n > 2 und n = 2.
Beachtet man, dass Vol,,_1(0B"(a)) = w,e" ! gilt (siehe |7, §14]), so folgt
fiir n > 2, dass

0
=] [ N s
la—all==
B -1 1 Of (x)
! || 4— =D, o o
-1 .
la—all==
- n 1 2]\/[8

und im Fall n = 2, dass

1P| = /N dS()

|z—all=¢

_ 1 of(x)

| [ sl - ol Past)
|z—all=¢

25



2 Das Dirichlet-Problem

1
< —M / |log e|dS(x)

27
l|z—al|=¢

1
= —M]|loge| / 1dS(x)

2

z—all=¢
= M|logele
ist. In beiden Féllen erhalten wir lim._,q ]g@ =0. O

Sind M, My, My C R™ Mengen mit den Eigenschaften
M:M1UM2 und MlﬂMgzw,

so schreiben wir
M == Ml U MQ.

Proposition 2.7 Es seien U C R" eine offene Menge und A C U ein
Kompaktum mat glattem Rand. Ist f: U — R eine zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktion mit Af = 0 auf A, so qilt fir jeden Punkt
a € R"\ 0A die Identitdit

ON, of _ ) fla)  fiir a € Int(A)
/(fay —Na$>d5—{ 0 fir a € R™\ A.

0A

Beweis: Zuerst sei a € R" \ A. Dann ist N, in einer Umgebung V' von
A zweimal stetig partiell differenzierbar mit AN, = 0 auf V. Mit der
Greenschen Intergralformel (siehe [7) §15, Satz 4]) folgt dann

ON, of B B
/(f 5 —Naa) dS_/(fANa—NaAf)dA_O.
A

0A

Sei nun a € Int(A). Dann existiert ein § > 0 mit By (a) C Int(A).
Seien € € (0,0] und A, = A\ B”(a). Wie eben folgt dann wieder aus der
Greenschen Integralformel

ON, ar\ .
/(f 5 —Naa)ds_o.

0A:
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Fiir den Rand 0A, von A, gilt die Identitét
0A. = 0A U IBZ(a).

Bezeichnen v das dufere Einheits-Normalenfeld von A. und v dasjenige
von B, (a), so gilt v = — auf B*(a). Daher gilt

ON, ory . ON, of
(2 Yas— [ (5252 as

A 0B (a)

Das Integral auf der rechten Seite konvergiert laut Proposition fiir
e — 0 gegen f(a). Das Integral auf der linken Seite ist unabhéngig von

¢ und damit folgt
ON, of B
/ (f o Na%) dS = f(a).

0A

Definition 2.8 Wir definieren den Poissonschen Integralkern
P: {(z,y) e R""xR" |z #y} — R

durch

2 2
Pla.y) — LI =]
W eyl

Wie leicht zu zeigen ist, gilt fir zwei Vektoren z,y € R™\ {0} die
Identitat
Y _
Iyl
die wir im Beweis des folgenden Lemmas bendtigen werden.

Ist F' = (F,...,F,): R" — R" n-mal stetig partiell differenzierbar, so
bezeichne

Y (2'2)

X
HmmH:Hmﬂ—uﬂm

div(F) =) %Fi e C(R",R)
i=1 ¢

die Divergenz des Vektorfeldes F'.
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2 Das Dirichlet-Problem

Lemma 2.9
a) Fir festes y € R™ ist die Funktion
R*"\ {y} — R, x+— P(z,y)
harmonisch auf R™ \ {y}.
b) Fir jedes x € B}(0) gilt

/ P(z,y)dS(y) = 1.

llyll=1
Beweis:

a) Es sei y € R". Die Funktionen

w: R\ {y} — R, x|yl ||

und
v:R*"\{y} — R, z+—|lz—y]|™"

sind zweimal stetig partiell differenzierbar. Es sei z € R™ \ {y}. Dann
gelten grad u(z) = —2x und Au = —2n. Fiir die Funktion v erhalten
wir
n-1 T —Y

Iz =yl
= —nllz —ylI "z~ y)

gradv(z) = —nllz =y~

und
Av = —ndiv (||lz — yl| " (z — y))
—n—3 —n—2
= —n(=n=2)[lz =yl — yll = n’la —y[I”"
= 20|z —y| "%
Hiermit folgt nun

n+2 2 2 2
lz =yl Aluv) = (lyll” = ll=]%) 20 = 2nlle = y|* + dnle, 2 — y)
=0

und da x # y ist, folgt die Behauptung.
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b) Fir x =0 und y € 0B}(0) gilt

1yl = o> 1
me%:_HH H||:_ﬁ

Wn HO_yHn Wn

also ist die Behauptung in diesem Fall klar. Fiir x € B(0) \ {0} gilt
i = ||z|| ">z € R\ B’ (0). Somit erhalten wir durch Anwendung von
Proposition [2.7| auf die Menge A = B} (0) und die Funktion f: R* —
R, z — 1, dass

/E%Mwwﬂwzl
llyll=1
und
| Ntiast) =o,
llyll=1

wobei v: 0A — R", y — y das dulere Einheits-Normalenfeld von A
ist. Kénnen wir nun noch zeigen, dass

Plo) = 5 (Nal) — 1 Nilo))

- —2
(el

fir y € 0B}(0) gilt, so ist die Aussage bewiesen. Aus ([2.2) folgt

1
lalllly = 2l = ||lzlly - —H T
El
Weiterhin gelten
1 _
grad Nm(y) = _y—xn
oy =2l
und
1 1 Yy—1x
grad (—nNi(y)) = — —
2l oo Ty =3
2 ~
Cel? y—

=
wn |y — |
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2 Das Dirichlet-Problem

Insgesamt folgt schliefslich wegen ([2.1)) wie behauptet

% (Nx(y) - M%Nf(y))

1 2
=——— ((y—a,9) — |2y — Z,vy)
ol = ¢ )
1 9 9,
N
ol = ¢ )
R
ol — T
= P(z,y).

O

Der folgende Satz gibt eine Losung fiir das Dirichlet-Problem iiber der
n-dimensionalen Einheitskugel an:

Satz 2.10 Es sei f: 0B7(0) — R eine stetige Funktion. Dann ist die
Funktion

. [ Ple,y)f(y)dS(y)  fir z € BY(0)
u: B;(0) — R, x+— < Il=t

() fiir x € 0B (0),
auf B} (0) stetig und auf BI'(0) harmonisch.

Beweis: Nach [4, Example 2.4.6] diirfen wir unter dem Integral zweimal
partiell differenzieren. Die Funktion B}(0) — R, z — P(z,y) ist nach
Lemma 2.9 harmonisch auf ihrem Definitionsbereich und somit ist u auf
B7(0) harmonisch.

Es bleibt also zu zeigen, dass u auf E?( ) stetig ist. Wegen u €
Harm(B{(0)) gilt natiirlich auch v € C(B {‘(O) R). Es gentigt also

lim (u(@) — (&) =

flzll<1

fiir & € 9B7(0) zu zeigen. Es sei € BY(0). Aus Lemma 2.9((b) folgt

ul(e) — (&) = / P(e.y) (F(y) — f(&0)) dS(y).

lyll=1
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Es sei € > 0. Da f auf 0B}(0) stetig ist, gibt es ein 6 > 0 so, dass

[f(y) = f(&)] <

DO | ™

fur alle y € 0B}(0) N By (&) gilt. Setzen wir
My ={y € 0B (0) | [ly — &ll < 0}

und
My = {y € 9B1(0) | [ly — &ll > 3},

so gilt 9B (0) = My U M.

Fir x € BY(0) definieren wir nun
(@) = [ Pla) (F0) ~ f@)dS()  fir j = 1,2
M;

sodass
w(z) = f(&) = hi(z) + L(z)
gilt. Fiir x € B}(0), y € 0B}(0) ist P(z,y) > 0 und damit folgt

|1 (z / z y
gg P(a,y)dS(y)

331( )

Do | ™

Sei m = sup,cyp, (o) |f(y)|- Dann gilt fir y € 9B7(0) nach der Dreiecks-
ungleichung

[f(y) = F(&)| < 2m

und daraus folgt

Ih@NS%n/P@wMﬂw-

Mo
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2 Das Dirichlet-Problem

IS CRCN AN
F=m 9 sm\2) [

Fir z € EZ(&)) N BY(0) gilt wegen & € 0B7(0) und der Dreiecksunglei-
chung

Sel weiter

L= lal* = (1 + [l = [lz]]) < 201~ [|z])) < 2]z — & < 2u.

Fiir y € M, gilt dann

o
ly = all > lly = &l = llz — &oll > 6 - > 2.
Somit erhalten wir die Abschiatzung
L—lz* _ 2p _ ¢
fe—yl” = ()" = am
und es folgt
bl < 20 [ Zds(y) < S
2= W, 4m yr= 2
Mo
fiir alle z € B),(&) N BY(0).
Es folgt nun insgesamt
u(z) = (o)l < e
fir alle z € EZ(&)) N B7(0) und damit ist der Satz bewiesen. O

Wir formulieren nun die Mittelwerteigenschaft fiir harmonische
Funktionen:

Satz 2.11 Es seien u € C(S,R) und a € R™, r > 0 so, dass B,(a) C Q
ist. Ist w harmonisch auf B,(a), so gilt die Mittelwertgleichung

u(a) = - / w(a +r€)dS(€). (2.3)

n

ll€ll=1
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Beweis: Es seien a € R™, r > 0 so, dass B.(a) C Q und u € C(,R)
harmonisch auf B, (a). Nach Proposition [2.7] gilt dann

w = [ (05 - 2 dsto)

wobei
r—a
v: 0B.(a) — R", T —

[ = all

das dufsere Einheits-Normalenfeld der Sphére 0B,(a) ist (siche |7, §15]).
Wir werten beide Summanden einzeln aus. Wegen

8]\;}@) = (grad N,(z),v(x)) = ! L

C wa o —al"

liefert die Substitution ®: R" — R", & — a + ra nach [6, Bemerkung
9.14], dass

/ u(x)aNa(x)dS(x) _ 1 / u(z) ! dS(x)

ov W, -1
lz—all=r lz—al|=r
1
= — u(a + rz)dS(z).
Wy,
llzll=1

Konnen wir nun zeigen, dass das Integral

_ / Na(x)ag(f)dsw

z—all=r

verschwindet, so ist die Behauptung gezeigt. Auf der Sphére 0B, (a) ist
die Funktion N,: R"\ {a} — R konstant, d.h. von r, aber nicht von z
abhéngig. Daher geniigt es also

ou
adS =0

z—all=r
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2 Das Dirichlet-Problem

zu zeigen. Da u harmonisch auf B, (a) ist, gilt Au = 0 auf B,(a) und mit
der Greenschen Integralformel (siehe |7, §15, Satz 4|) folgt daher

ou ou 01

|e—all=r |e—all=r
- / (1Au — uA1) dA
By (a)

O

Definition 2.12 Wir nennen eine stetige Funktion u: {2 — R subhar-
monisch auf Q, wenn fir jedes a € Q2 ein R > 0 existiert mit Br(a) C §2
so, dass fir alle r € (0, R) die Mittelwertungleichung

u(a) < win / u(a + r€)ds (&) (2.4)
I€]l=1

qilt.

Bemerkung 2.13

(i) Aus Satz folgt, dass jede auf 0 harmonische Funktion u €
Harm(2) auch subharmonisch auf Q ist.

(i1) Sind u;: Q@ — R (i = 1,2) subharmonisch auf Q und o > 0, so

sind wegen (2.4) auch uy + uy: @ — R, & — uy(z) + uz(x) und
aup: Q@ — R, x — auy(x) subharmonisch.

Fiir subharmonische Funktionen gilt ein Maximumprinzip:

Satz 2.14 Ist Q) C R" offen und zusammenhdngend, u:  — R eine auf
Q subharmonische Funktion und ist a € Q2 ein Punkt mit u(x) < u(a) fir
alle x € Q, so0 ist u = u(a) auf 2.
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Beweis: Es sei a € Q so, dass u(z) < u(a) fir alle z € Q gilt. Wir
definieren
Qax = {2z € Q | u(z) = u(a)}.
Dann gilt @ # Quax und Q.. ist abgeschlossen in . Konnen wir nun
noch zeigen, dass ., offen in € ist, so folgt — da 2 zusammenhéngend
ist — wie behauptet Q. = Q. Sei € Qpay und R > 0 so, dass Bj(x) C
Q2. Wir nehmen an, es gébe r € (0, R), w € 0B7(0) so, dass u(z +rw) <
u(a) ist. Da u stetig ist, existiert dann zu jedem hinreichend kleinen € > 0
ein 0 > 0 so, dass
u(x 4+ rv) <ula) —e

fir alle v € 0B} (0) mit ||w — v|| < ¢ ist. Mit
M ={v e dBy(0) | |lw—v| <4}

folgt somit

w(a) = ulz) < %ﬂ / w(w + r€)dS(€)

llgll=1
_ L / w( 4+ r€)dS(E) + / u( + r€)ds(€)
"\ 8B (0)\M
<u(a) — [ edS(§)
/
< u(a),
was ein Widerspruch ist. O

Fiir harmonische Funktionen u € Harm(§2) folgt hieraus:

Korollar 2.15 FEs seien 2 C R™ offen und zusammenhdngend und u €
Harm(2) eine harmonische Funktion. Besitzt u auf Q) ein Maximum oder
Minimum, so ist u konstant.

Beweis: Existiert a € Q mit u < u(a) auf €2, so folgt die Behauptung

aus Satz 2.14] Im Falle, dass u > u(a) auf €2 ist, wende Satz auf die
Funktion —u € Harm(2) an. O
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2 Das Dirichlet-Problem

Lemma 2.16 Es seien 7 > 0, a € R” und u: B, (a) — R eine stetige
Funktion, die auf B"(a) harmonisch ist. Dann gilt fir alle x € B'(a) die
Poissonsche Integralformel

ul() = / Plo (@, y)u(y)dS(y),
ly—all=r
wobet

L |ly —al* —|lz — al*

P(na) (l‘, y) = (JZ 7£ y)

n
W |z =yl
15t.

Beweis: Mit @: R” — R", z — 1z —a in [6, Bemerkung 9.14] kénnen wir
ohne Einschrankung » = 1 und a = 0 annehmen.
Definieren wir

. | Paolz,y)uly)dS(y) fic 2 € BY(0)
v: B{(0) — R, x+— <lyl=1
u(z) fir z € 0B7(0),

so ist v nach Satz [2.10] Losung des Dirichlet-Problems mit Randbedin-
gung ulpp, ). Aus dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen

(Korollar [2.15)) folgt u = v. O

Bemerkung 2.17 Im Beweis des vorangegangenen Satzes haben wir
imsbesondere gezeigt, dass das Dirichlet-Problem fiir die Menge € =
B(a) (a € R™,r > 0) mit Randbedingung f € C(0§,R) die eindeu-
tige Losung

_ | Peof(y)dS(y) firz e B} (a)
u: ) —R z+—— < ly—al=r

f(y) fir x € 0B} (a)
hat.

Wenn wir sagen, dass eine Folge (ay)ren in Q@ C R™ gegen oo konver-
giert, dann meinen wir damit ||ax|| — oo fiir & — oco. Wir orientieren uns
im folgenden Korollar an [1, Corollary 1.10].
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Korollar 2.18 Seien M € R eine reelle Zahl und v € Harm(2) eine
Funktion mit der Figenschaft

limsupu(ay) < M

k—o00

fiir alle Folgen (ay)ken in 2, die entweder gegen einen Randpunkt & € Of)
oder gegen oo kovergieren. Dann gilt u < M auf Q.

Beweis: Es sei
M' =supu(z) € RU {0}
€

Wir wihlen eine Folge (bk)kEN in €} mit limk_wo U(bk) = M’. Hat (bk)kEN
eine konvergente Teilfolge, die gegen einen Punkt b € ) konvergiert, so
gilt M’ = u(b) € R. Aus dem Maximumprinzip (Korollar wiirde
dann folgen, dass u konstant auf jener Zusammenhangskomponente K C
Q2 von € ist, die b enthélt. Somit gébe es in diesem Fall eine Folge (ax)xen
in 2, die gegen einen Randpunkt £ € 0K C 02 oder gegen oo konvergiert,
mit u(ay) = M’ (k € N), also M' < M.

Gibt es keine konvergente Teilfolge von (by)ren, die gegen einen Punkt
in  konvergiert, so hat (by)ren eine Teilfolge (ax)ren, die entweder gegen
einen Randpunkt & € 0f2 oder gegen oo konvergiert. Daher gilt auch in
diesem Fall M’ < M nach Voraussetzung. O

Satz 2.19 Seien 2 C R" eine beschrinkte, offene Menge und u,v €
C(2,R) stetig. Ist u subharmonisch auf 2, v harmonisch auf $2 und gilt
die Ungleichung u < v auf 0S), so gilt schon u < v auf ganz Q.

Beweis: Es sei K eine Zusammenhangskomponente von 2. Wir nehmen
an, dass u — v < 0 auf 0K C 09 gilt. Aus Bemerkung folgt, dass
u — v subharmonisch auf K ist. Somit folgt aus dem Maximumprinzip
(Satz , dass u — v < 0 auf K gilt. O

Proposition 2.20 Es seien u;: Q@ — R (i = 1,2) subharmonisch auf Q.
Dann ist auch die Funktion

max{u, us}: @ — R | xr — max{u (), us(z)}

subharmonisch auf €.
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2 Das Dirichlet-Problem

Beweis: Es seien u;: € — R (i = 1,2) subharmonisch auf 2. Dann sind
uy und us insbesondere stetig und somit ist auch die Funktion

max{uy,us}: Q@ — R, T — % (u1(z) + ug(x) + |ui () — ua(x)|)

als Verkniipfung stetiger Funktionen stetig. Es seien z € 2 und r > 0 so
klein, dass B, (z) C Q und

ul(:z:)gwi / ui(r +18§)dS(§)

n
l€l=1

fiir ¢ = 1,2 gilt. Damit gilt insbesondere

ui(x) < wln / max{uy, us }(x +1€)dS(E) (i =1,2)
ll=1

und schliellich

max{uy, us }(x) < wi / max{uy, us }(x + r€)dS(§).

“lfi=1
Somit ist max{u;, us} nach Definition subharmonisch auf €. O

Im néchsten Lemma werden wir erstmalig folgende abkiirzende
Schreibweise verwenden: Sind 2 C R" eine Menge, y € R" ein Punkt
und A: Q — R” eine Abbildung, so schreiben wir

AQ+y={Az+y |z € Q}.

Lemma 2.21 Es sei u: 0 — R eine subharmonische Funktion und es
seten y € R", o > 0 und M € R™" eine orthogonale Matriz. Definiert
man

A:R" — R", r— aMzxz+y

und setzt
Qu={A"z|2z€Q} CR",

so ist uo Alg,: Q4 — R subharmonisch.
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Beweis: Nach Definition von A gilt AQ4 = Q und wo Alg, ist stetig.
Seien 2 € Q4 und r > 0 mit B, (z) C Q4. Dann gilt

AB](x) = Bl (aMz +y) C Q.

Ist r klein genug, so liefert die Subharmonizitit von u zusammen mit [0,
Satz 9.13] die Abschétzung

(o d)e) < - [ ulds+arg)ase)
l§ll=1
- — u(aM(z+rM"E) +y) dS(€)

S u((x]\/[(x—i-rf)-i-y)ds(f)

- / (wo A)(x +ré)dS(&).
€ll=1
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3 Das Harnacksche
Konvergenzprinzip

In diesem Kapitel sei n > 2 eine natiirliche Zahl.

Satz 3.1 Seien Q2 C R" eine offene Menge und (umy,)men eine Folge har-
monischer Funktion u,, € Harm(Q) (m € N) so, dass (ty,)men kompakt
gleichmdf$ig gegen eine Funktion u: 2 — R konvergiert. Dann ist u har-
momnisch auf €.

Beweis: Zunéchst sei bemerkt, dass aus der kompakt gleichméfigen Kon-
vergenz der Folge (u,)men die Stetigkeit der Grenzfunktion u folgt (siehe
[8, §2 Satz 10]). Es seien r > 0, a € (2 so, dass B,(a) C € gilt. Es ge-
niigt zu zeigen, dass v harmonisch auf B, (a) ist. Es sei € B,(a). Nach
Lemma [2.16] gilt fiir alle m € N

i () = / Py (2, 9)im (4)dS 1),
ly—all=r

Durch den Ubergang zum Grenzwert m — oo auf beiden Seiten folgt
aufgrund der kompakt gleichméfigen Konvergenz von (u,)men dann

u(z) = / Pory (. y)u(y)dS(y).

ly—all=r
Nach Bemerkung ist  harmonisch auf B, (a). O

Satz 3.2 Esseiena € R*, R > 0 und u: Br(a) — R eine nicht-negative
harmonische Funktion. Dann gilt fir alle x € Br(a) die Ungleichung
1— Rz —a

(1+ Rz —al)"

1+ R Yz —al|
(1— Rz —al)*

u(a) <wu(zr) < u(a). (3.1)
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3 Das Harnacksche Konvergenzprinzip

Beweis: Wir betrachten die nicht-negative Funktion
v: Br(0) — R, r— u(r +a).

Fiir € (0, R) folgt aus Lemma [2.16]

o(z) = / Py (@, 1)0(1)dS (1)
llyl|=r

- n
Twn lz —yll
lyll=r

fir alle x € B,(0). Fir z € B,(0), y € 0B,(0) gilt mit der Dreiecksun-
gleichung die Abschétzung

P el e
1 2™ G+l
lyll® = flal
=y ="
2 Jla]
==l
_rt el

(r = ll=)"™"

Wegen v > 0 auf Br(0) folgt aus (3.2)) daher

|

rwn (1 + [|2[)"
Iyil=r

v(y)dS(y)

< w(zx)

B [ s

rwn (r = ||z[)"
Iyfl=r

IA
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fir alle € B,(0). Die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen

(Satz [2.11)) liefert nun

R T
] e P
< v(x)
e el
=gy
el

(1 =7 al)"

fur alle z € B,(0). Mit dem Grenziibergang r — R erhalten wir schliefs-
lich mit u(z) = v(z — a) fir alle x € Br(a) wie gewiinscht (3.1)). O

Den nun folgenden Satz bezeichnet man auch als die Harnacksche

Ungleichung.

Satz 3.3 FEs seien ) C R" eine offene und zusammenhdngende Menge
und K C Q kompakt. Dann ezistiert eine Konstante C' € (1,00) so, dass

1 _ uly)

<
C ~ u(x

I
<

<C

~—

fir alle x,y € K und alle strikt positiven Funktionen v € Harm(Q) gilt.

Beweis: Es reicht die zweite Ungleichung zu zeigen. Denn x und y spielen
symmetrische Rollen und somit folgt die andere Ungleichung sofort. Wir
zeigen, dass die Abbildungsvorschrift

u(y)

s(x,y) = sup {M ‘ u € Harm((?) ist strikt positiv}

eine wohldefinierte und nach oben beschrankte Funktion s: Q2 x 2 — R
definiert. Hierzu sei x € §Q fest. Wir definieren

E={yeQ]s(x,y) < oo}.
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3 Das Harnacksche Konvergenzprinzip

Wegen x € E ist E nicht leer. Um die Notation im Folgenden zu verein-
fachen, definieren wir die monoton fallende Funktion

1—1¢
a: (-1,1) — R, L ————
(1+1)
und die monoton wachsende Funktion
14+t
g:(-1,1) — R, t»—)%.
(1-1)

Bemerke, dass fiir a € R", R > 0 und jede strikt positive Funktion u €
Harm(B}%(a)) nach Satz 3.2 und aufgrund der Monotonie-Eigenschaften
der Funktionen o und S die Ungleichungen

a (%) ula) <u(z) < B (%) u(a) (3.3)

fiir alle 7 € [0, R) und alle z € B, (a) gelten.
Sei nun y € E. Wir wihlen r > 0 so, dass Bf, (y) C Q. Nach (3.3)) gilt

dann

u(z)  u(z)u(y) ) s(x 00
a(@)  uly) ulz) 7)oty <

fiir alle z € B'(y) und alle strikt positiven Funktionen u € Harm(f2). Es
gilt also B'(y) C E und damit ist E offen in €.

Ist z € Q ein Randpunkt von F in €2, dann gibt esr > 0 und y € £
mit

z€ Bl(y) C By (y) Q.
Nach (3.3) gilt dann wieder

< B(3)s(x.y)

fiir alle strikt positiven Funktionen u € Harm(f2). Es gilt also z € F und
somit ist F abgeschlossen. Da 2 zusammenhéngend ist, folgt nun £ = €.

Wir wissen jetzt, dass s in 2 x  nur endliche Werte annimt. Seien
jetzt K C ) eine kompakte Teilmenge und (a,b) € K x K. Nach (3.3)
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gibt es dann eine offene Umgebung U = U; x Uy C Q x Q von (a, b) so,
dass fiir alle (x,y) € U und alle strikt positiven Funktionen u € Harm(£2)

1 b 1
o (3)ula) ~ a(3)
gilt. Da K kompakt ist, kann K x K durch endlich viele solcher offenen

Umgebungen iiberdeckt werden und somit ist s auf K x K nach oben
beschrénkt. Dies war zu zeigen. O

<

Bemerkung 3.4 Die Konstante C' im vorherigen Satz hdngt von €2 und
K, nicht aber von u € Harm(Q2) ab.

Nun kénnen wir das Hauptresultat dieses Kapitels, das so genannte
Harnacksche Konvergenzprinzip, formulieren und beweisen:

Satz 3.5 FEs seien ) C R" eine offene und zusammenhdngende Menge
und (Upy)men eine punktweise monoton wachsende Folge harmonischer
Funktionen u,, € Harm(Q2) (m € N). Dann gilt entweder

lim wu,,(z) = 0o
m—0o0

fir alle x € Q, oder die Folge (uy,)men konvergiert kompakt gleichmdfig
auf ) gegen eine harmonische Funktion u: ) — R.

Beweis: Es seien € > 0 beliebig und (¢,,)men eine streng monoton wach-
sende Folge positiver reeller Zahlen mit lim,, ,, £, = €. Ersetzen wir
die obige Folge (t,)men auf © harmonischer Funktionen durch die Folge
(U, — U1 + Em)men, SO konnen wir annehmen, dass u,, fir alle m € N
positiv auf €2 ist. Wir definieren die Funktion

u: @ — RU{o0} r+— lm up,(x).

m—00

Zuerst nehmen wir an, dass u auf ganz ) nur endliche Werte annimmt.
Seien K C €2 eine kompakte Teilmenge und x € K. Aus der Harnackschen
Ungleichung (Satz folgt, dass es eine Konstante C' € (1,00) gibt,
sodass fiir alle y € K und alle m, k € N mit m > k die Ungleichung

0 < (y) = ur(y) < C (um(z) = up())
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3 Das Harnacksche Konvergenzprinzip

gilt. Da nach Annahme u(z) = lim,, o um(x) existiert, finden wir also
zu jedem ¢ > 0 ein N € N so, dass

Um () — ug(z) <0

fir alle m > k > N gilt. Das heift (u,)men konvergiert gleichméfig auf
K. Aus Satz 3.] folgt nun, dass die Grenzfunktion u harmonisch auf 2
ist.

Sei nun u(x) = oo fiir ein € 2 und sei y € 2. Wenden wir die
Harnacksche Ungleichung (Satz auf die kompakte Teilmenge K =
{z,y} an, so folgt, dass eine Konstante C' € (1, 00) existiert mit

Um () < Cg (y)

fiir alle m € N. Da aber nach Voraussetzung u,,(z) — oo fir m — oo
gilt, gilt auch u,,(y) — oo fiir m — oo und damit u(y) = co. O
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4 Die Perronsche Methode

In diesem Kapitel seien, wenn nicht naher spezifiziert, 2 C R" eine be-
schriankte, offene Menge und f: 02 — R eine stetige Funktion. Wir
werden zeigen, dass die Funktion

P[f]: Q — R, x — sup{u(z) | u € Sy},

wobei Sy = {u € C(Q,R) | u ist subharmonisch auf  und u|sq < f\ag}
ist, auf €2 harmonisch ist.

Wie nennen die Menge Sy die Perron-Familie von f und die Funktion
P[f] die Perron-Funktion von f.

Bemerkung 4.1 Da ) beschrinkt ist, ist 02 kompakt. Somit nimmt
die stetige Funktion f: 02 — R ihr Minimum m € R an. Daher ist die
Menge Sy nicht leer, denn sie enthdlt die Funktion w: @ — R, z +— m.

Bevor wir einige Eigenschaften der Perron-Familie und der Perron-
Funktion untersuchen, bendtigen wir noch den folgenden Satz iiber sub-
harmonische Funktionen:

Satz 4.2 FEs seien 0 C R" eine offene Menge, a € R™ und R > 0
so, dass Br(a) C Q ist und sei u: Q — R eine auf Q subharmonische
Funktion. Es sei s: Br(a) — R die Lésung des Dirichlet-Problems iiber
Br(a) mit Randbedingung u|opy(a)- Dann ist die Funktion

w0k x}_){u(x) fiir v € Q\ Br(a)
s(z)  fir x € Bg(a)

subharmonisch auf 2 und es gilt u < w auf 2.
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4 Die Perronsche Methode

Beweis: Aus Satz folgt unmittelbar v < w auf €. Aufgrund der
Definition von w ist die Stetigkeit auf 2 klar. Seien a € €2, 7 > 0 so, dass
Bi(a) C Q gilt. Es bleibt nun

w(a)gw—ln / w(a + r€)ds(€)
I€]l=1

fiir alle r € (0,7) zu zeigen. Sei hierzu b € €.
Nehmen wir zuerst b € Bg(a) an. Dann existiert ein gentigend kleines
r € (0, R] so, dass w auf B,(a) harmonisch ist und nach Definition gilt

w<b):wi / w(b+ 1€)dS(©).
l€l=1

Sei nun b € 2\ Bg(a). Nach Voraussetzung gilt dann u(b) = w(b). Da u
subharmonisch auf €2 ist und v < w auf Q ist, gilt

o)< 5 [ s
=1

fiir alle » > 0 klein genug. Damit ist w subharmonisch auf €2 und der
Beweis ist beendet. O

Definition 4.3 Wir nennen die in Satz[{.9 definierte Funktion w: Q@ —
R die Poisson-Modifikation von u auf B, (a).

Lemma 4.4
(i) Fir uy,us € Sy ist auch max {uy,us} € Sy.

ii) Seien uw € Sy und Bgr(a) C Q und v € C(Q,R) die stetige Fortset-
f
zung der Poisson-Modifikation von u|q. Dann ist auch v € Sj.

Beweis:

(i) Seien u;,uy € S;. Nach Voraussetzung gilt uy,us € C(2,R) und
wegen max{u, us }(z) = 5(u1(2) + uz(x) + |u1 (z) — us(z)|) ist auch
max{ui,us}: Q — R stetig. In Proposition haben wir gezeigt,
dass max{u;, us } auch subharmonisch ist. Da u;|9q < flaq (i = 1,2)
gilt, folgt max{uy, us}loo < floo und wir haben max{u;, us} € Sy

gezeigt.
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(ii) Es seien u € Sy, Br(a) C Q und v wie in (iil) erklirt. Dann gilt
v|aa = uloa < floa und nach Satz ist v|q subharmonisch, also
v € Sf.

O

Lemma 4.5 Setzt man

m=min f(y)  baw. M = max f(y),

so gilt m < P[f] < M auf Q. Weiterhin gilt P[f] < f auf 09.

Beweis: Sei x € 0. Dann gilt u(z) < f(x) fiir alle u € Sy, sodass
P[f)(z) < f(z) ist.

Nach Definition von m liegt die konstante Funktion
Q—R, T—m

in S; und somit folgt m < P[f] auf Q aus der Definition der Perron-
Funktion P[f].

Seien nun u € Sy und K C 2 eine Zusammenhangskomponente von
2. Dann ist u| stetig und auf K subharmonisch. Nach Satz nimmt
u|z sein Maximum auf 0K C 0 an. Somit folgt

< < <M
u(z) < max u(y) < maxu(y) <

fiir alle € K. Dies liefert u < M auf Q, sodass P[f] < M auf Q nach
Definition von P[f] gilt. O

Lemma 4.6 Hat das Dirichlet-Problem fiir Q mit Randbedingung f eine
Liosung v, so gilt bereits v = P[f].

Beweis: Es sei v eine Losung des Dirichlet-Problems fiir 2 mit Randbe-
dingung f. Dann gilt v € C(Q,R), v|q ist harmonisch, also auch sub-
harmonisch, auf Q und es gilt v|sq = f. Damit ist v € Sy und es folgt
v < P[f] auf Q. Fiir die umgekehrte Abschiitzung folgt aus Satz
dass jede Funktion aus Sy auf Q punktweise durch v majorisiert wird.
Daher gilt also auch P[f] < v auf Q. O
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4 Die Perronsche Methode

Satz 4.7 P[f] ist harmonisch auf .

Beweis: Es seien a € Q und R > 0 so, dass Bg(a) C Q. Es geniigt zu
zeigen, dass P[f] auf Bg(a) harmonisch ist. Hierfiir wiahlen wir eine Folge
(uk)ken in der Perron-Familie Sy mit limy_, ux(a) = P[f](a). Wir kon-
nen ohne Einschréankung annehmen, dass die Folge (uy)ren punktweise
monoton wachsend ist. Andernfalls beachte, dass die Funktionen

wy: Q — R, x +— max{uy(z),...,ux(x)} (k€N)
nach Lemma [4.4]in Sy liegen und die Ungleichungen
up(a) < wi(a) < P[fl(a) (kK EN)

die Identitat limg o, wi(a) = P[f](a) liefern. Ersetze nun (uy)reny durch
die punktweise monoton wachsende Folge (wy)gen.

Es seien 1y, die Poisson-Modifikationen der uy (k € N) auf Br(a). Dann
gilt fiir x € Bg(a) nach Lemma [2.16] dass
1 ly —all* — ||z — a|®

~ Rw, |z =yl
ly—al=R

ay () uy(y)dS(y)

und daher ist auch die Folge (1) xen punktweise monoton wachsend. Nach
Lemma [4.4] gilt @, € Sy und aus Satz [4.2] zusammen mit Lemma [4.5] folgt

uk(a) < ux(a) < P[f](a) < oo

fiir alle k € N, sodass limy_, g (a) = P[f](a) ist. Nun folgt aus dem Har-
nackschen Konvergenzprinzip (Satz[3.5)), dass (@ )xen kompakt gleichmé-
fig auf Br(a) gegen eine harmonische Funktion u: Bgr(a) — R konver-
giert.

Wir zeigen, dass P[f](x) = u(x) fiir alle x € Bg(a) ist. Zunéichst gilt
dies in a. Sei xy € Bg(a). Wir wihlen eine punktweise monoton wach-
sende Folge (vy)gen in Sy mit limy_, o vi(20) = P[f](x0). Dann definiert

wr: Q@ — R, x — max{ug(x),ve(z)} (k €N) (4.1)

eine punktweise monoton wachsende Folge in Sy. Es seien nun wy, € S
die Poisson-Modifikationen der wy (k € N) auf Bgr(a). Dann ist (0 )ken
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wieder eine punktweise monoton wachsende Folge in Sy. Zusammen mit

(4.1)), Satz und Lemma folgt daher
vp(w0) < wi(zo) < Wi(w0) < Pf](0).

Nach dem Harnackschen Konvergenzprinzip (Satz folgt nun wieder,
dass (w)ren kompakt gleichméfig auf Br(a) gegen eine harmonische
Funktion w: Bgr(a) — R konvergiert. Insbesondere gilt

w(zo) = P[f](x0). (4.2)

Weil up < wy auf Bg(a) ist, ist auch @, < @, < P[f] auf Bg(a). So-
mit gilt auch v < w auf Br(a) und u(a) = w(a) = P[f](a). Aus dem
Maximumprinzip (Satz folgt dann wegen u — w < 0 auf Bg(a)
und (v — w)(a) = 0, dass u = w gilt. Insbesondere gilt wegen (4.2))
u(zo) = w(xo) = P[f](x0).

Also ist P[f]|,(a) harmonisch und der Beweis ist abgeschlossen. O
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5 Barrierefunktionen und
geometrische
| osbarkeitskriterien

In diesem Kapitel seien, wenn nicht naher spezifiziert, 2 C R" eine be-
schrinkte, offene Menge und f: 02 — R eine stetige Funktion. Wir wer-
den zeigen, dass die Losbarkeit des Dirichlet-Problems fiir 2 mit Rand-
bedingung f dquivalent ist zur Frage, ob 2 in jedem Randpunkt £ € 02
eine Barrierefunktion (siehe Definition besitzt. Im Anschluss formu-
lieren wir zwei geometrische Kriterien fiir den Rand von €2, welche die
Existenz von Barrierefunktionen garantieren.

Das erste dieser beiden geometrischen Kriterien, die sogenannte dufiere
Kugelbedingung (siehe Deﬁnition, wird zeigen, dass wir das Dirichlet-
Problem fiir beschrinkte, konvexe Mengen und fiir Mengen mit C?-Rand
16sen konnen. Wir werden jedoch sehen, dass wir mithilfe dieses Krite-
riums keine Aussage iiber die Losbarkeit des Problems fiir Mengen mit
C'-Rand und allgemeinere Fille treffen konnen. Hierfiir werden wir das
zweite der beiden Kriterien, die sogenannte dufere Kegelbedingung (sie-
he Definition , definieren. Diese wird schliefslich zeigen, dass das
Dirichlet-Problem fiir Mengen mit C*-Rand und allgemeinere Mengen
l6sbar ist.
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5 Barrierefunktionen und geometrische Lisbarkeitskriterien

5.1 Barrierefunktionen

Definition 5.1 Sei & € 0. Wir nennen eine stetige Funktion u:  — R
eine Barrierefunktion fir Q in &, wenn gilt:

(i) u ist subharmonisch auf €2,
(i) uw <0 auf Q\ {£} und
(111) u(§) = 0.
Ezistiert eine solche Funktion u, so sagen wir auch, dass ) eine Barriere

in & hat.

Aus der Existenz einer Barriere in £ € 0f€) folgt bereits die Stetigkeit
der Perron-Funktion P[f] in £, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 5.2 Hat ) eine Barriere in & € 0L), so gilt

lim P[f}(y) = f(§) = Pf](£).

y—¢

ye
Beweis: Es seien u € C(Q, R) eine Barrierefunktion fiir  in & € 99 und
e > 0. Da f: 00 — R stetig ist, gibt es r > 0 so, dass

[fly) = F(E) <e (5.1)

fir alle y € 092 N B,.(§) gilt. Weiter nehmen die stetigen Funktionen u
und

N—R, yr—|fly)— [

auf dem Kompaktum K = 0Q N (R"\ B,(§)) ihre Maxima an. Da u|x
aukerdem nur negative Werte annimmt, konnen wir C' > 0 so wahlen,
dass

e — Cmaxu(K) > max|f(y) - f(€)].

yeK
Zusammen mit (5.1]) und der Tatsache, dass u < 0 auf 0 ist, folgt
|f(y) = F(E] < e—Culy) (5.2)
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5.1 Barrierefunktionen

fiir alle y € 09). Es geniigt nun

[PLA(y) = f(E)] < & = Culy) (5.3)

fiir alle y € Q zu zeigen. Denn dann folgt aus u(¢) = 0 und der Stetigkeit
von u, dass ein ¢ > 0 existiert so, dass

[PLfI(y) = f(E)] < 2¢

fiir alle y € Q mit [jy — &|| < § ist.

Da die Funktion f(¢) — e + Cu: Q — R stetig auf Q und nach Be-
merkung [2.13| subharmonisch auf Q ist und f(¢) — e + Cu(y) < f(y) fir
alle y € 0Q gilt, ist die Funktion f(§) —e + Cu € S; ein Element der
Perron-Familie S¢. Somit gilt aufgrund der Definition von P|[f] bereits

— e+ Culy) < Pf](y) — f(§) (5.4)

fiir alle y € Q. Es sei nun v € S;. Dann gilt v(y) < f(y) fiir jedes y € 99
und aus folgt v(y) + Cu(y) < f(€) + ¢ fiir y € 99Q. Da die Funktion
v+ Cu: Q — R stetig ist und harmonisch auf Q, folgt aus Satz
schlieflich, dass v + Cu < f(€) + € auf Q gilt. Aufgrund der Definition
von P[f] folgt nun hieraus

Plfl(y) — f(§) < e~ Cu(y) (5.5)

fiir alle y € Q. Aus den Ungleichungen (5.4) und (5.5) folgt schlieklich
(5.3) und die Behauptung ist gezeigt.
Aus (5.3 folgt insbesondere wegen u(§) = 0

[PLfIE) = f&) <e—Cu(§) =«

und da £ > 0 beliebig gewéhlt war folgt daraus P[f](£) = f(&).
(Il

Satz 5.3 Das Dirichlet-Problem fiir eine beschrdinkte, offene Menge €2 C
R™ ist genau dann l6sbar, wenn € in jedem Randpunkt & € 0N eine
Barriere hat.
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5 Barrierefunktionen und geometrische Lisbarkeitskriterien

Beweis: Zuerst nehmen wir an, dass das Dirichlet-Problem fiir €2 16sbar
ist. Fiir einen Randpunkt £ € 0f) definieren wir die stetige Funktion
fe: 0Q = Ry — —|y — &|. Nach Voraussetzung existiert eine stetige
Funktion u: Q — R, die auf 2 harmonisch ist und fe = ulaq erfiillt. Wir
zeigen, dass u eine Barrierefunktion fiir 2 in £ ist. Die Funktion w ist
harmonisch auf €2 — damit auch subharmonisch — und nach dem Maxi-
mumprinzip (Satz strikt negativ auf Q\ {¢}. Denn wire z € Q\ {¢}
ein Punkt mit u(z) > 0, so folgte aus Satz u(z) = 0. Weiter folgte
z € Q wegen uloo\fey # 0. Ist K C Q jene Zusammenhangskomponen-
te von 2 mit z € K, so folgte aus dem Maximumprinzip (Satz
ulg = 0. Wegen 0K C 09 wiirde dann 0K = {{} gelten, aufgrund
der Beschrianktheit von € folgte also X' = {¢} und damit z = &, ein
Widerspruch. Zusétzlich gilt u(§) = fe(§) = 0 und somit ist u eine Bar-
rierefunktion fiir €2 in &.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dass fiir jeden Randpunkt & € 02
eine Barrierefunktion existiert. Aus Satz [£.7] und Satz folgt dann,
dass die Perronfunktion P[f] das Dirichlet-Problem mit Randbedingung
f € C(0Q,R) 16st. O

Der letzte Satz reduziert die Frage nach der Losung des Dirichletpro-
blems auf einer beschrinkten, offenen Menge 2 C R™ auf die Frage, ob
die Menge €2 in jedem ihrer Randpunkte eine Barriere hat. Im folgenden
Abschnitt stellen wir geeignete Bedingungen an den Rand von €2, die die
Existenz von Barrierefunktionen garantieren.
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5.2 Geometrische Losbarkeitskriterien

5.2 Geometrische Losbarkeitskriterien

Definition 5.4 FEs seien 2 C R" eine beschrinkte, offene Menge und
§ € OS2 ein Randpunkt. Wir sagen, dass (2 die &ufere Kugelbedingung
in & erfillt, wenn r > 0 und a € R™ so existieren, dass B,.(a) NQ = {¢}
qgilt.

Bemerkung 5.5 Sind € eine beschrinkte, offene Menge, £ € 082, r > 0
und a € R™ so, dass B.(a) N Q= {&} gilt, so folgt B,(a) C R"\ Q.

Satz 5.6 FErfillt Q) in & € 0N die duflere Kugelbedingung, so hat ) eine
Barriere in &.

Beweis: Fiir einen Randpunkt § € 0 seien r > 0 und a € R" so gewéhlt,
dass B,(a) N Q = {&} gilt. Wir definieren die Funktion u: R"\ {a} — R
durch

(2) = logr —log ||z — all fir n =2
|z —al*" = r2" fiir n > 2.

Wie in Beispiel gezeigt, sind die Funktionen log|| - || und |- [|*™"
harmonisch auf R? \ {0} bzw. R™ \ {0}. Somit sind auch die zweimal
stetig partiell differenzierbaren Funktionen f: R?\ {a} — R,z > logr —
log ||z — a|| und g: R*\ {a} = R,z — ||z —al>™™ — 72" (fir n > 2)
harmonisch und damit subharmonisch. Weiterhin gilt

<0 flirn=2

u’f — flﬁ\{ﬁ}
Q\{g} g‘ﬁ\{g} <0 fiirn > 2

und u(§) = 0. Also ist u|g nach Definition [5.1] eine Barrierefunktion fiir
Qin &. O

Lemma 5.7 FEs seien (2 C R" eine beschrinkte, offene Menge und M €
R™ ™ eine orthogonale Matriz. Erfillt Q in & € 090 die duflere Kugelbe-
dingung, so erfillt auch MQ + w in M{ +w € I(MQ + w) fir jedes
w € R™ die duflere Kugelbedingunyg.
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5 Barrierefunktionen und geometrische Lisbarkeitskriterien

Beweis: Seien § € 02, w € R" und M € R™ " eine orthogonale Matrix.
Wiéhle r > 0,a € R” mit B,.(a) N Q = {{}. Da

[ R" — R" | x+— Mz +w
ein Hom6omorphismus ist mit
1 (@) < [l]| + [Jw]
fiir alle z € R, ist f(Q2) C R" eine beschriinkte, offene Menge mit f(¢) €
f(OQ2) = 0f(Q). Da M € R™ " orthogonal ist, gilt M B,(0) = B,.(0) und
damit auch

f (Bi(a)) = M (B,(0) + a) + w = B,(0) + (Ma + w) = B,(f(a)).

Insbesondere ist

B, (f(a)) N f(Q) = f (B:(a)) N f(Q) = f (B:(a) NQ) = {f(&)}

O

Korollar 5.8 FEs sei 2 C R™ eine beschrinkte, offene und konvexe Men-
ge. Dann ist das Dirichlet-Problem fiir Q l6sbar.

Beweis: Es sei £ € 9€2. Nach den Trennungssitzen [I1, Theorem 3.4| gibt
es eine Linearform uw: R" — R mit

u(&) < u(y)

fir alle y € €. Sel v € R" ein Vektor mit u = (-,v). Offensichtlich ist
§€ B||v||(£ - U) N Q. Firw € B”U”(f — U) gilt

<"LU,’U> = (w—(ﬁ—v),v>+(f—v,v>

< [w = (€ =v),v)[+ (£ —v,v)

< Jlw = (€ = o)llllv]l + (€ 0) = [lo]]”
< [lol* + (&, ) = Jloll”

= (&)

o8



5.2 Geometrische Losbarkeitskriterien

Ist w € Q, so gilt aukerdem (£, v) < (w,v). Damit folgt (w,v) = (&, v)
und

[{w = (§ = v),0)] = [lw = (€ = v)l[[v]]

Also gibt es ein ¢ € R mit w — (§ — v) = tv. Einsetzen liefert nun
0= (w—¢&w)= (-1
Folglich ist t = 1 und w = £. Insgesamt haben wir gezeigt, dass

By (€ —v)nQ = {&}

ist. Also erfiillt 2 in ¢ die dufere Kugelbedingung.

Der Satz tiber die dufsere Kugelbedingung (Satz besagt nun, dass
) eine Barriere in £ hat und aus Satz[5.3|folgt schlieflich die Behauptung,
denn ¢ € 0 war beliebig gewéhlt. O

Wir haben bisher gezeigt, dass das Dirichlet-Problem losbar ist, wenn
Q) in jedem Randpunkt £ € 0f) die dufere Kugelbedingung erfiillt und
dass dies auf Mengen zutrifft, die beschrankt, offen und konvex sind. Im
Folgenden wollen wir andere hinreichende Bedingungen fiir die Losbarkeit
des Dirichlet-Problems herleiten. Hierfiir werden wir im ersten Schritt
begriinden, dass das Dirichlet-Problem fiir beschriankte, offene Mengen
mit C?-Rand (siehe Definition 16sbar ist, um schlieflich zu zeigen,
dass das Problem fiir jede beschriinkte, offene Menge Q C R"™ mit C*-
Rand — und dariiber hinaus sogar fiir weitere ,weniger glatte” Falle —
l16sbar ist.

Lemma 5.9 Seien k € N* U {oo} und Q C R" eine beschrankte, offene
Menge mit C*-Rand. Auferdem gelte 0 € 9 und es sei R"~! x {0} der

Tangentialraum von OS2 in 0. Dann ezistieren eine offene Nullumgebung
V =V x Vo CR" ! x R und eine Funktion g € C*(Vi,R) so, dass

NV ={(x,g9(x)) |z € V}.

Beweis: Fiir £ = 0 seien die offene Umgebung U C R"™ von £ und die
Funktion ¢ € C*(U,R) wie in Definition gewahlt. Es sei ¢ > 0 so,
dass P'(0) C U. Wir wollen den Satz iiber implizite Funktionen (siehe

£

5, Satz 8.5|) anwenden und setzen dafiir U; = P*10) ¢ R ! und
|5 ) .
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5 Barrierefunktionen und geometrische Lisbarkeitskriterien

U, = P}0) C R. Dann ist p|y,xp, k-fach stetig partiell differenzierbar
und es gilt nach Definition [1.2

00N P2(0) = {z € PZ(0) [ p(x) = 0}
und damit insbesondere ¢(0) = 0. Kénnen wir nun noch begriinden, dass

dp
o,

(0) #0 (5.6)

ist, so folgt aus dem Satz iiber implizite Funktionen, dass offene Null-
umgebungen Vi C Uy, Vo C U; und eine stetige Abbildung g: V3 — V5
existieren mit

a0 N (Vi x Vo) = {(z,y) € Vi x Vo | p(z,y) = 0}
= {(z,9(2)) |z € Vi}.

Da ¢ k-fach stetig partiell differenzierbar ist, kann man durch Verkleinern
von V; und V5 zusétzlich erreichen, dass auch ¢ k-fach stetig partiell
differenzierbar ist (siehe [5, Bemerkung 8.6]).

Nach [6, Korollar 10.4] gilt

No(0€2) = Span{grad ¢(0)}.
Definitionsgemafs ist
No(09) = Ty(99)" = (R* x {0})" = {0} x R.
Also ist 0 # grad ¢(0) € {0} x R und damit

i
oz,

(0) # 0.

Korollar 5.10 In der Situation von Lemma[5.9 gelten

g(0) =0 und grad ¢g(0) = 0.
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Beweis: Offensichtlich ist g(0) = 0. Es seien V' C R", V; C R™! und
g € C*(V1,R) (k € N* U {oo}) wie in Lemma [5.9] Wihle ¢ > 0 so klein,
dass P 1(0) Cc V4. Fiiri € {1,...,n — 1} definiert

Vi (—e,e) — Rt (te;, g(te;))

eine stetig differenzierbare Kurve in R™ mit ¢(—¢,e) C 92NV C 09
und ¥ (0) = 0. Nach Voraussetzung gilt

V'(0) = (e, 52(0)) € To(92) = R"" x {0},

sodass
dg
aIZ’

Also gilt grad g(0) = 0. O

(0) = 0.

Lemma 5.11 Es seien Q C R" eine offene, beschrinkte Menge mit C*-
Rand (k € N*U{oo}) und 0 = £ € 02. Dann existieren eine orthogonale
Matriz M € R™™ und eine Zahl € > 0 so, dass

MTT:(09) =R*! x {0}

und

te, ¢ MTQ

fir alle t € (0,¢) gelten, wobei e, der n-te Standardbasisvektor des R™
ist. Ferner erfiillt die beschrinkte, offene Menge MTQ C R™ die Voraus-
setzungen von Lemma[5.9.

Beweis: Nach Bemerkung ist der Tangentialraum 75(0€2) von 052
im Punkt 0 ein (n — 1)-dimensionaler Untervektorraum des R™. Es sei
(t1,...,tn—1) eine Orthonormalbasis von Ty(9€2) und sei t, = v(0) der
dufere Normalen-Einheitsvektor von € in 0 € 0 (sieche Anhang). Dann
ist die Matrix

M=(t ... t,) e R™"
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mit den Spaltenvektoren tq,...,t, orthogonal. Es gilt

n—1
MTT()((?Q) = {MTZOéZtZ A1y, 0p_1 GR}
1=1
n—1
:{ZOZZM t; Ozl,...7O[n_1ER}
i=1

01y .oy Olpq ER}

Andererseits ist nach Lemma [] des Anhangs
MTTy(09Q) = Tp (MT(02)) =Ty (O(MTQ)) .

Also erfiillt die beschrinkte, offene Menge M7Q C R" die Voraussetzun-
gen von Lemma 5.9 Nach Lemma [] des Anhangs ist

€n = MTtn = VMTQ<O)

der dufere Normalen-Einheitsvektor von M7 in 0. Also gibt es ein e > 0
mit

te, & MTQ
fir alle t € (0,¢). O

Satz 5.12 Ist Q2 C R" eine beschrinkte, offene Menge mit C*-Rand, so
st das Dirichlet-Problem fiir  l6sbar.

Beweis: Es sei £ € 9. Nach Satz und Satz reicht es zu zeigen,
dass 2 der duferen Kugelbedingung in ¢ geniigt. Ohne Einschrankung
sei £ = 0. Andernfalls ersetzen wir Q@ durch Q — & = {z —¢{ |z € Q}
und verwenden Lemma [5.7] Nach Lemma gibt es eine orthogonale
Matrix M € R™™ und € > 0 so, dass

MTT,(0Q) = R"" x {0} (5.7)

und

te, ¢ MTQ (5.8)
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fiir alle t € (0, ). Kénnen wir nun zeigen, dass M"Qin & =0 € 9 (M7Q)
der aufteren Kugelbedingung geniigt, so folgt aus Lemma dass €2 in
£ = 0 € 99 auch die duRere Kugelbedingung erfiillt. Nach ist
R™! x {0} der Tangentialraum von 0 bzgl. d(M7TQ) = M7 (). Lemma
5.9 zufolge existieren daher eine offene Nullumgebung V = Vi x V3 C
R ! x R und eine Funktion g € C?(V,R) so, dass

OMTN NV = {(x,g9(x)) | z € 1 }. (5.9)

Fiir diese Funktion g € C?*(Vi,R) gilt nach Korollar zusatzlich
grad g(0) = 0 und nach Definition ¢(0) = 0. Wir schreiben wieder
0" = (0,...,0) € R*'. Wihle § > 0 so, dass Bj; *(0') C V; gilt. Dann
existiert nach Propsition [L.4] eine Konstante C' > 0 mit

l9(y)| < Oyl (5.10)

fiir alle y € By~ 1(0').
Wiihle weiter R € (0, 55) so klein, dass

Br((0',R)) € Bf7H(0') x Vo C Vi X V3. (5.11)
Dann gilt nach Proposition [I.5 dass
Br((0,R) N {x = (¢, 2,) ER"! x R ‘ 2] < C’||x'||2} — {0} (5.12)
ist, und wegen und folgt
l9(21, ..., 20 1) < Ol(21, ..., 20))||” < 2] (5.13)

fur alle (z1,...,2,) € PZ((O’, R)) \ {0}.
Wir zeigen nun

By((0,R)) N MTQ = {0}. (5.14)

Gébe es nimlich (z1,...2,) € (BR((0, R)) N9(MTQ)) \ {0}, so folgte
Ty =g(x1,...,2,_1) aus (5.9) und (5.11)) und wegen ([5.13)) wiirde

2l = |g(z1, .. 20| < Cll (@1, 2n) )P < |
gelten, ein Widerspruch. Also gilt
BR((0'. B)) N (") = {0}.
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Nach gibt es einen Punkt
0#be By((0,R)) NR"\ (MTQ).

Gébe es einen Punkt a € EZ((O’, R)) N MTQ, so miisste ein t € (0,1)
existieren mit

a+t(b—a) € I(MTQ) NBL((0,R)) = {0}.

Dieser Widerspruch zeigt, dass EZ((O’, R)) N MTQ = {0} ist.
Also erfiillt M7 die dukere Kugelbedingung in ¢ = 0 und der Beweis
ist abgeschlossen. O

Wir wollen im Folgenden ein Beispiel angeben, das zeigt, dass nicht
jede beschrinkte, offene Menge 0 C R™ mit C*-Rand die dufere Kugel-
bedingung in all ihren Randpunkten £ € 0f) erfiillt. Wir orientieren uns
an [3, S.5]. Fir i € {1,...,n} bezeichne e; den i-ten Standardbasisvektor
des R".

Beispiel 5.13 Die Funktion

22 log |z fiirz #0

Yv:R— R, T —> B
0 firx =20

ist stetig differenzierbar mit ¢ ((—1,1) \ {0}) C [~1/2¢,0). Wir zeigen,
dass die Menge

Q={(z,y) € (-1,1) X (=00,0) [ (z) <y}
U (R x [0,00) N B25(e)) \ (0,0}

offen und beschrinkt ist, einen C'-Rand besitzt und in ihrem Randpunkt
0 € 092 die duflere Kugelbedingung nicht erfillt.

Wegen
QC[=1,1] x [—5,0] U B5(e2)

ist Q2 beschrinkt. Sei weitert € (—1,1)\{0}. Bemerke, dass wegen 1(t) <
0 der Punkt (t,0) € R? in der offenen Menge

M ={(z,y) € (=1,1) xR [ ¢(z) <y}
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liegt. Wiihle nun € > 0 so klein, dass B.((t,0)) C M N B s(e2). Dann
folgt

B.((1,0)) = (B.((¢,0)) NR x [0,0))
U (BE((t,O)) AR x (—oo, 0)> c Q.

Also ist

Q={(z,y) € (-1,1) x (=00,0) | ¥(z) <y}
U (R x (0,00) N B s(e2)) U{(t,0) eR* |0 #£ ¢t € (—1,1)}

offen.
Wir zeigen als Nichstes, dass Q einen C'-Rand besitzt. Es gilt

o) = {(m,@b(x)) € R? ‘ x € [—1,1]} U {(:B,y) € 0B s(e2) |y > O} .
Da B ;(e2) einen C'-Rand besitzt, gentigt es die Bedingungen aus De-

finition fdr Punkte (y,1(z)) € 0Q (z € [—1,1]) nachzupriifen. Ist
|z| <1, so wihle e > 0 so klein, dass ¢ < 1 — |x| ist und

B:(z,¢(z)) NR x [0,00) C B s(e2).
Dann gentigt die Abbildung
B.(z,¢(x)) — R, (z,9) — () —y

den Bedingungen aus Definition [I.3. Sei nun x = 1. Der Fall x = —1
kann analog behandelt werden. Dann ist die Funktion

() fiir x <1

f:[0,v2) =R, ”CH{—MH fiir x> 1

stetig differenzierbar, denn

lim ¢(z) = 0 = f(1)

11
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und

/(1) = 1= limv'(2)

::é%(—v@7?55+1>

a=1
= lim £'(2)
= lim —f(l i h).
R10 h
Somit ist die Funktion
(0.V2) x (=5:1) =R, (z,y) — f(2) —y

stetig partiell differenzierbar und geniigt den Bedingungen aus Definition
1.4

Nehmen wir an, § wirde in 0 € 92 der dufleren Kugelbedingung ge-
niigen, d.h. es gibe r > 0 und z € R? so, dass B,(z) N Q = {0}. Dann
gilt z = (0, —r), denn sonst wdre

B.(2) N (R x (0,00) N B z(e)) #0

und somit B,.(2) N Q # 0, ein Widerspruch. Weiter stimmt der Graph
der stetig differenzierbaren Funktion

h: (=r,r) — R, r—Vr2—x2—r

mit der Menge OB, (z) N (R x (—r,00)) C 0B, (z) iiberein. Nach Voraus-
setzung gilt insbesondere

h(z) < (x)
fir alle x € (—r,r) N (=1,1) \ {0}. Beachtet man h(0) = ¥(0) = 0 und
dass es € > 0 gibt mit

(x) > R(x)  baw. ' (y) < W (y)

fir alle x € (—¢€,0) bzw. y € (0,¢), so ergibt sich ein Widerspruch. Also
gentigt 2 in 0 € Q2 der dufleren Kugelbedingung nicht.
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Um zu garantieren, dass eine beschriankte, offene Menge 2 C R™ die
aufere Kugelbedingung in all ihren Randpunkten & € 0f) erfiillt, reicht
es nicht — wie in Beispiel gezeigt — zu fordern, dass € einen C''-Rand
hat. Die dufere Kugelbedingung kann also fiir Mengen mit C''-Rand kein
Kriterium dafiir sein, ob €2 in einem Randpunkt £ € 0f) eine Barriere hat.
Wir werden daher im weiteren Verlauf eine allgemeinere geometrische
Bedingung an den Rand 0f) stellen, die fiir alle Mengen €2 C R" mit
C'-Rand und allgemeinere Mengen erfiillt ist, die so genannte dujflere
Kegelbedingung. Hierfiir brauchen wir jedoch zuerst folgende Definitionen:

Definition 5.14 Wir nennen die offene Teilmenge
H=H, = {(z1,...,z,) € R" | z,, > 0}
des R™ den oberen Halbraum.

Definition 5.15 FEs seien a € R",a > 0, 0 < h < oo und M € R™"
eine orthogonale Matriz. Fir einen Vektor x € R™ schreiben wir x =
(', x,) € R" 1 x R. Dann bezeichnen wir eine Menge der Form

C(a,M,a,h) =a+ M’C(a,h) C Rna
wobes
Kn ={z=(2',z,) e H, | ||| < az, und z, < h},

als einen Kegel mit Scheitelpunkt a und Hohe h.

Den Abschluss von Ciqnr,a,n) nennen wir einen abgeschlossenen Kegel
mat Scheitelpunkt a und Héhe h und schreiben Z(G,M,a,h) fiir diese Menge.
Im Fall h = oo schreiben wir vereinfachend Ci ey bzw. Ko und fiir
8(07]5”7@7;1), wober E,, die n-dimensionale Finheitsmatriz bezeichne, auch

Kap)-
Bemerkung 5.16 FEs gilt
Ko = {z=(/,2,) e R x[0,00) | [|#'| = az, } .
Lemma 5.17 FEs seien ¢ > 0 und a € (0,1). Dann gilt
Ko € BL(0) C R"
fiir alle h € (0,2(1 — ).
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Beweis: Es seien h € (0,5(1 — a)) und z = (2',2,) € Kan. Es gilt
0 < z, < e. Andernfalls wiirde némlich ¢ K gelten. Aus der
Dreicksungleichung folgt dann

[zl < fl2'[l + |l
< arx,+h
<ac+e(l—a)

= (C;’
also x € B2(0). O

Im Rest des Kapitels sei a > 0 eine positive reelle Zahl. Im Folgenden
bendtigen wir nachstehendes Maximumprinzip fiir die Menge Q2 = B7(0)\
K, C R™

Lemma 5.18 Es sei Q) = B(0)\K, C R*. Weiterhin seien u: Q\{0} —
R stetig und ulq beschrankt und harmonisch. Ezistiert ein M € R so, dass
w(€) < M fir alle & € 0Q\ {0} ist, dann gilt auch u(x) < M fir alle
x € (L.

Beweis: Fiir Dimension n > 2 und € > 0 definieren wir die Funktion

v.: Q\ {0} — R, x— u(z) — M —e|jz|*".
Da u auf Q \ {0} stetig ist, ist v. stetig. Wie in Beispiel gezeigt, ist
die Funktion || - [|*™" harmonisch auf Q. Wegen u|q € Harm(€) gilt daher

auch v.|q € Harm(2). Sei nun (_ak)keN eine Folge in Q mit limg_.o ax =
& € 002\ {0}. Da v, stetig auf Q \ {0} ist, gilt

]}i_{gova(ak) = v:(&) = u(&o) — M — el|&[*™" < —el|&lI* ™" < —e,

wobei in der ersten Ungleichung u|po\j0y < M eingegangen ist. Damit
gilt auch lim sup,,_, . v:(ax) = limg 00 ve(ay) < —e. Ist (ag)ren eine Folge
in Q mit limg_,o ar = 0, so ist limg_, v:(ar) = —00 < —¢, da u auf Q
nach Voraussetzung beschrankt ist. Korollar zufolge gilt dann

u(x) — M — 8||$||27n < —¢
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fiir alle x € Q. Durch den Grenziibergang ¢ — 0 folgt nun wie behauptet
u(z) < M fiir alle z € Q.

Fiir Dimension n = 2 konnen wir analog argumentieren. Fiir € > 0 ist
die Funktion

w.: Q\ {0} — R, x+—> u(z) — M + elog||z||
stetig und Beispiel [2.3] zeigt, dass w.|q € Harm(£2). Wie im Fall n > 2 sei
(ax)ren eine konvergente Folge mit Grenzwert & € 02\ {0}. Dann folgt
T v (ag) = ve(60) = u(6o) — M + clog || < elog ]| <.

wobei in der vorletzten Ungleichung ulsorfoy < M und in der letz-
ten { € 0f) eingegangen sind. Es gilt nun auch limsup,_, . v.(ax) =
limy_ o0 ve(ax) < € und da die entsprechende Abschétzung auch fiir Fol-
gen (ag)gen in Q mit limy o ar, = 0 gilt, folgt wie im ersten Fall die
Behauptung. O

Lemma 5.19 Es sei Q = B?(0) \ K, C R". Dann erfiillt Q in jedem
Randpunkt £ € 0\ {0} die duflere Kugelbedingunyg.
Beweis: Es gilt
00 = (0B7(0) \ K,) U (9K, N BY(0)).

Die Menge B} (0) ist beschrénkt, offen und konvex. Im Beweis von Korol-
lar [5.8 wurde gezeigt, dass es zu jedem v € 9B} (0) eine Kugel B,y C R"
gibt mit B,y N B} (0) = {v}. Dann gilt fiir jedes v € 9B}(0) \ K,, auch

E(v) nNQ = E(U) N E?(O) = {U}
Es bleibt zu zeigen, dass 2 in jedem Punkt aus 0KC, N B}(0) \ {0} der
auferen Kugelbedingung geniigt. Hierzu setzen wir

o 1
T = —— und T, =

a?+1 Vaz+1
Dann liegt der Vektor z = x1e; + xpe, € Span{ey, e, } in 0K, NIBT(0).
Seien zunéchst A € (0,1) und v = Az € 9K, N By (0) \ {0} C 0N2. Dann
ist der Vektor y = —x,e1 + z1e, orthogonal zu v. Wir setzen

w=uv+ )\xlxgly = ()\mn + )\x%xgl) en € Ka,
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m=v+ %)\xlx,jly €K, und €= H%)\azlxgly

sodass v € OB (m).
Es geniigt nun ||jw — z|| > 2¢ fiir alle z € 0K, zu zeigen, denn dann
folgt aus

Y

"N

B_(m)\ {v} C Bs(w) C Ko,

dass B. (m) N Q = {v} ist. Fiir einen Vektor z € Span{z} N 0K, liefert
der Satz des Pythagoras

2 2 2 2 2

lw = 2]" = [lw = vl + flo = 2" = [Jw = v]” = (2¢)".
Ist 2 = (,2,) € 0K, (¢ € R"! 2z, € R) beliebig, so erginze b; =
12| "2 € R™' zu einer Orthonormalbasis {bi,...,b,_1} von R"1.

Dann ist die Matrix

N = (bl . bn—l)T c R(n—l)x(n_l)

mit den Zeilenvektoren by, ...,b,_1 orthogonal mit Nb; = e;. Weiterhin
ist die Matrix
_ (N O nxn
M- ( \ 1) R

ebenfalls orthogonal mit M) = () und
Mz = ||Z'||e1 + znen € 0K, N Span{x}.

Dann gilt
lw = z[| = [[M(w = 2)[| = [lw — Mz = 2e.

Also erfiillt €2 in jedem Punkt z € 9Q \ {0} die dufsere Kugelbedingung.
O

_Im vorherigen Lemma haben wir gezeigt, dass die Menge 2 = B7(0) \
Ko C R™ in jedem Punkt £ € 09\ {0} die dufsere Kugelbedingung erfiillt
und damit nach Satz in jedem solchen Randpunkt £ eine Barriere
hat.

Lemma 5.20 Fir Q = BY(0) \ K, C R" definieren wir die Funktionen

f:00 =R, v+ ||z|| und u: Q@ - R, x+ P[f](z). Dann ist —u eine
Barrierenfunktion fir €2 in 0.
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Beweis: Satz @zufolge ist w harmonisch auf €2. Nach Lemmam gilt 0 <
u(z) < 1 fiir # € Q. Die dukere Kugelbedinung gilt in jedem Randpunkt
¢ € 09\ {0}, d.h. Q hat in jedem Punkt £ € 99 \ {0} eine Barriere.
Aus Satz folgt nun, dass u auf Q \ {0} stetig ist und dass u strikt
positiv auf Q \ {0} ist. Andernfalls gibe es ein @ € © mit u(a) = 0.
Da (2 zusammenhéngend und » harmonisch auf €2 ist, wiirde dann nach
dem Maximumprinzip (Korollar 2.15) wegen 0 < u(z) < 1 fiir z € Q auch
ulo = 0 gelten. Dies steht aber im Widerspruch zu lim,_,¢ u(y) = [|£|| # 0
fiir £ € 9Q \ {0}. Also ist u strikt positiv auf Q\ {0}.

Koénnen wir nun noch die Stetigkeit von u in 0 begriinden, so haben
wir gezeigt, dass —u eine Barrierefunktion fiir {2 in 0 ist. Nach Definition
der Funktion u = P[f] gilt u(0) = 0. Daher geniigt es

limsupu(z) =0

z—0

zu zeigen. Sei hierfiir r € (0,1). Aufgrund der Stetigkeit von u auf Q\ {0}
gilt nach dem Maximumprinzip (Korollar u(z) < 1 fir z € Q. Da
0B,(0)NQ als abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums 0B,.(0) wieder
kompakt ist, gibt es 79 € 9B,(0)NQ mit 1 > u(zg) = [ullom, o) Wegen
rQ = B.(0) N (R*\ K,) ist

d(rQ?) C (0B,(0) N Q) U (9K, N B,(0))
C (0B,(0)N Q) U (022N B,(0)).

Setze nun ¢ = max{u(zy),r}, sodass u(x) < ¢ fir x € 9(rQ2) \ {0} ist.
Die Funktion

v T — R, x> u(z) — cu(?)

ist stetig auf rQ \ {0} und wegen —1 < v,(z) < 1 fiir x € rQ \ {0} auch
beschrénkt. Sei # € 9(r(2) \ {0}. Dann ist ¥ € (9€2) \ {0} und daher
u(%) = ||%||. Ist = € 9B,(0), so ist £ € (9B;(0)) NI und

u(r) < c=cu(?).
Ist € 9 N B,(0), so ist

u(@) = [lefl = rl 7] < cu().
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Also ist v, < 0 auf 9(rQ2) \ {0} und nach Lemma ist auch v, < 0 auf
r€). Nun folgt

lim sup u(z) < climsup u(%).
z—0 z—0

Aus

limsupu(%) = inf sup u(Z
x—>0p ) 5>035(0)Ir)m )

und 77! Bs(0) = Bs,.(0) folgt

limsup u(z) < climsup u(x).
z—0 z—0

Da ¢ < 1 ist, folgt schlieklich limsup, ,,u(z) = 0 und damit ist die
Stetigkeit von u gezeigt. O

Wir kénnen nun eine Bedingung fiir die Existenz einer Barriere in
einem Randpunkt £ € 99 angeben, die auf Mengen mit C'-Rand und
allgemeinere Mengen angewandt werden kann — die sogenannte dufiere
Kegelbedingunyg.

Definition 5.21 FEs seien 2 C R™ eine beschrinkte, offene Menge und
€ € 09 ein Randpunkt. Wir sagen, dass Q) die dufiere Kegelbedingung
in & erfillt, wenn a > 0, h > 0 und eine orthogonale Matriz M € R™*"
existieren mit 5(5,M7a7h) NnQ={¢}.

Satz 5.22 Sei Q C R" eine beschrinkte, offene Menge. Geniigt ) der
duferen Kegelbedingung im Punkt & € OS2, so besitzt (2 eine Barriere in

€.

Beweis: Sei { € 0 und sei C = C¢ 0,0 €in Kegel mit Qnc = {&}.
Dann ist

PR pla) = M) = (M7) — AT
eine Funktion wie in Lemma [2.21} Es ist pC = K(4,1) und
p(Q) N K(a,l) = p(ﬁﬂ?) = {O} C oS

Insbesondere gilt p(2) N B1(0) C B1(0) N (R™\ Ky). B
Ist u: p(©2) — R eine Barrierefunktion fiir p(£2) in 0, so ist uop: 2 — R
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nach Lemma [2.21] eine Barrierefunktion fiir €2 in €. Also diirfen wir ohne
Einschréinkung annehmen, dass £ = 0 ist und dass QN K1) = {0}.

Sei U = B1(0) N (R"\ K,) und sei —u: U — R die in Lemma
konstruierte Barrierefunktion fiir U in 0. Dann definiert

u(z) fiir v € U

a: T U (R"\ By(0)) — R, xH{l fiir = ¢ B, (0)

eine stetige Funktion. Es sind
QCUU(R"\ Bi(0)) und QNoB;(0) CR"\ K,

und —1|q ist subharmonisch. Wegen 2N B1(0) C U und @ = 1 auf QN
(R” \El(O)) geniigt es zu begriinden, dass — die Mittelwertungleichung
fir Kugeln mit geniigend kleinem Radius um Punkte a € © N 9B;(0)
erfiillt. Sei @ € QN dB1(0). Wihle r > 0 mit B,.(a) C QN (R™\ ).
Dann ist @|gp, () < 1 und daher

_ 1 _
(D@=-1=5 [ (Dt redse)
ll€ll=1
Also ist —@|g eine Barrierefunktion fiir 2 in £ = 0. O

Lemma 5.23 FEs sei (2 C R" eine beschrankte, offene Menge und M &
R™ "™ eine orthogonale Matriz. Erfullt  in & € 00 die dufere Kegelbe-
dingung, so erfillt auch MQ + w in M& +w € (M + w) fir jedes
w € R"™ die duflere Kegelbedingunyg.

Beweis: Es seien { € 99, w € R", M € R™" orthogonal und C, n o, C
R™ (a € R", N € R"™" « > 0,h > 0) ein Kegel mit Scheitelpunkt a und
Hohe h derart, dass

Claman NQ={€}

gilt. Da
f:R" — R" | x— Mz +w

ein Hom6omorphismus ist mit

IF ) < ] + [Jwl
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fir alle x € R", ist f(£2) C R™ eine beschrénkte, offene Menge mit
(&) € f(0Q2) = 0f(Q). Da M € R™ " orthogonal ist, gilt MC n,a,n =
C(0,MN,a,p) und damit auch

f (E(a,N,a,h)) =M (E(O,N,a,h) + CL) +w
= E(O,MN,a,h) + (Ma + w)

= C(Ma+w,MN,a,h)

CR™\ f(Q).

Insbesondere ist

E(Ma—l—w,MN,oz,h) N f( ) =

O

Im Folgenden zeigen wir, dass Mengen mit C'-Rand die dufere Kegel-
bedingung in jedem ihrer Randpunkte erfiillen. Hierbei gehen wir analog
zum Beweis von Satz vor. Zuerst bemerken wir jedoch, dass fiir eine
Konstante C' > 0 und n > 2 fiir alle « € (0, &) die Identitét

Ko {o = (@',22) € R xR | 2] < Cll’|1} = {0}

gilt. Dies sicht man so: Ist # = (2/,2,) € R"! x R mit 2’ # 0 und
|2, | < Cla'|], so folgt |a,| < Z||a'. Also ist © ¢ K.

Satz 5.24 Ist Q) C R" eine beschrinkte, offene Menge mit C*-Rand, so
ist das Dirichlet-Problem fiir Q losbar.

Beweis: Es sei £ € 9. Nach Satz [5.3] und Satz geniigt es zu zeigen,
dass €2 in £ der duferen Kegelbedingung geniigt. Ohne Einschrankung
kénnen wir £ = 0 annehmen. Denn ansonsten betrachten wir die Men-
ge Q — & und verwenden Lemma [5.23] Nach Lemma gibt es eine
orthogonale Matrix M € R™" und ¢ > 0 so, dass

MTT:(09) = R™ x {0} (5.15)
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5.2 Geometrische Losbarkeitskriterien

und
te, ¢ MTQ (5.16)

fiir alle t € (0,¢) gelten. Kénnen wir nun zeigen, dass M7Q in ¢ =0 €
O(MTQ) der dukeren Kegelbedingung geniigt, so folgt aus Lemma m
dass 2 in &€ = 0 € 00 auch die dukere Kegelbedingung erfiillt. Nach
ist R"! x {0} der Tangentialraum von (M*Q) = M7*(9Q) in
0. Lemma zufolge existieren daher eine offene Nullumgebung V =
Vi x Vo C R x R und eine Funktion g € C'(V4,R) so, dass

OMT) NV ={(z,9(z)) | z € 1} (5.17)

Fiir diese Funktion g € C'(Vi,R) gilt nach Korollar zusatzlich
grad g(0) = 0 und nach Definition ¢(0) = 0. Wir schreiben wieder
0" = (0,...,0) € R*!. Wihle § > 0 so, dass Bj; *(0') C V; gilt. Dann
existiert nach Proposition eine Konstante C' > 0 mit

lg(y)] < Clyll (5.18)

fiir alle y € By~'(0). Es sei nun a € (0,min{Z,1}) und es sei e > 0 so
klein, dass
BL(0) C By H(0') x Vo C Vi x V. (5.19)

13

Fiir h > 0 gilt dann
Kiam N {z =" 2) R xR | ol <Cl2II} = {0} (5.20)

Lemma zufolge gilt fir h < (1 — «) die Inklusion

Kan C BL(0) C V. (5.21)
Wegen ((5.18)) und ((5.21)) folgt
’g(&?l, . ,$n71)| < CH(:Ul, c ,‘Tnfl)H < T, (522)

fir alle (xq,...,x,) € E(a,h) \ {0}.
Wir zeigen nun

Kapy N MTQ = {0}. (5.23)
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5 Barrierefunktionen und geometrische Lisbarkeitskriterien

Gébe es namlich (zq,...,x,) € (K(a,h) N G(MTQ)) \ {0}, so folgte z,, =
g(x1, ..., xp_1) aus (5.17) und (5.21)) und wegen (5.22)) wiirde

|2n] = [g(x1, s 2na)| S Cll(21, . )| < ]
gelten, ein Widerspruch. Also gilt
Kany NO(MTQ) = {0}.
Nach gibt es einen Punkt
0#£b€E Kan NR"\ (MTQ).

Gébe es einen Punkt a € K, NM7TQ, so miisste ein ¢ € (0, 1) existieren
mit
a+tb—a)e 8(MTQ) N E(a,h) ={0}.
Dieser Widerspruch zeigt, dass K5 N MTQ = {0} ist.
Also erfiillt M7 die dufere Kegelbedingung in ¢ = 0 und der Beweis
ist abgeschlossen. O
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Anhang

Lemma 1 Sei Q C R” eine beschrinkte, offene Menge mit C*-Rand
(k € N*U{o0}). Dann gilt

(i) Q C R™ ist ein Kompaktum mit glattem Rand,
(ii) 0Q = O und
(iii) Q = Int(Q) .

Beweis: Die Inklusion 0Q C 99 gilt fiir jede Teilmenge Q C R”. Sei
€ € 9Q und sei ¢ € CF*(U,R) zu £ so gewihlt wie in Definition
Durch Verkleinern von U kann man erreichen, dass grad p(z) # 0 fiir
alle x € U ist. Definitionsgeméf ist

{reUlp@) <0} ={zelU|p(r) <0tU{zcU|p(x)=0}
=(QnU)u(eanU)
=QnU.

Also ist Q ein Kompaktum mit glattem Rand. Wire & ¢ 09, so konnte
man durch weiteres Verkleinern von U erreichen, dass U C () ist. Aber
dann ware

p(§)=0>¢

auf U und damit grad ¢(§) = 0, im Widerspruch zu den Voraussetzungen.
Also sind (fif) und gezeigt. Mit Teil folgt schliefslich auch

(@) = T\ 90 = T\ 90 = Q.
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Bemerkung 2 Ist A C R" ein Kompaktum mit glattem Rand, so folgt
mit [6, Lemma 10.6], dass A = Int(A) ist. Also gilt

0A = oTnt(A) C dnt(A) C IA.

Dabei gilt die letzte Inklusion fir jede Menge A C R™. Also ist OInt(A) =
OA und mit den dbrigen Teilen von Lemma 10.6 in [6] folgt, dass
Int(A) C R™ eine beschrinkte, offene Menge mit C*-Rand ist.

Der Beweis des folgenden Satzes kann [0, Satz 10.8] entnommen wer-
den.

Satz 3 Ist 2 C R™ eine beschrankte, offene Menge mit C*-Rand, so gibt
es zu jedem Punkt & € 0Q = 09 nach [0, Satz 10.8] einen eindeutig
bestimmten Vektor vg(§) € R™ mit

(i) v (€) € Ne(09) und
(ii) es gibt ein € > 0 mit & + tvg(€) ¢ Q fir alle t € (0,¢) .

Wir bezeichnen diesen Vektor auch als dufseren Normalen-Einheitsvektor
von () in £ € 0S).

Geht aus dem aktuellen Kontext eindeutig hervor, beziglich welcher
Menge vq(€) der duflere Normalen-Einheitsvektor von  in £ ist, so
schreiben wir vereinfachend vo(§) = v(§).

Die Giiltigkeit des nachstehenden Lemmas kann man leicht nachrech-
nen.

Lemma 4 Seien M C R" eine p-dimensionale C*-Untermannigfaltig-
keit (1 <p <n—1),Q C R" eine beschrinkte, offene Menge mit C*-Rand
und p: R™ — R™ ein Vektorraumisomorphismus. Dann gilt

(a) pM C R™ ist eine p-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit mit
Tp(a) (pM> = pTa(M)

fur alle a € M. Ist p isometrisch, so gilt auch
Np(a)(pM> = pNa<M>

fur alle a € M.

78



(b) pQ C R™ ist eine beschrinkte, offene Menge mit C*-Rand und
Tha) (0(p)) = pTa(0Q)
fir alle a € 09). Ist p isometrisch, so gilt aufSerdem fiir alle a € Of)
Ny (0(p2)) = pNa(09)
und

vea(pa) = pra(a).
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