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Einleitung

Das Studium der Eigenschaften des unilateralen Shifts veranlasste Paul Halmos
im Jahre 1950 dazu, das Konzept subnormaler Operatoren einzufithren. Dabei
heifst ein Operator S auf einem Hilbertraum H subnormal, wenn eine normale
Erweiterung T von S auf einem Hilbertraum K O H existiert. Eine besondere
Klasse solcher Operatoren bilden bekanntlich die Isometrien, deren Subnormali-
tat zum Beispiel mit Hilfe der von Neumann-Wold-Zerlegung (vgl. [9, Theorem
1.3.6, Theorem I1.3.11]) bewiesen werden kann.

In den darauf folgenden Jahren versuchte man nun, diese Theorie auf endliche
Tupel von vertauschenden Operatoren zu verallgemeinern. Hierbei ist zu bemer-
ken, dass der Begriff der Isometrie von Tupeln auf mindestens zwei verschiede-
ne Arten erklirt werden kann. So heifst ein vertauschendes Tupel (771,...,T},)
von Operatoren auf einem Hilbertraum H torische Isometrie, falls 7;'7; = 1
fiir alle i € {1,...,n} ist. Es heifst sphérische Isometrie, falls die Identitét
Yo TFT; = 1 erfiillt ist. Die Subnormalitidt von torischen Isometrien, also
von vertauschenden Tupeln von Isometrien, wurde im Jahre 1958 von Takasi
It6 in [15] gezeigt, wihrend die Frage nach der Subnormalitét endlicher sphéri-
scher Isometrien im Jahre 1990 von Ameer Athavale in [3] positiv beantwortet
wurde.

Basierend auf neueren Entwicklungen im Bereich der Dilatationstheorie gelang
es William Arveson in |2| mit Hilfe eines Modellsatzes fiir sphérische Kontrak-
tionen, d.h. endliche kommutative Tupel (T7,...,T,) mit Y ;- T*T; <1, einen
alternativen Beweis der Subnormalitét sphérischer Isometrien zu liefern.

Ein Anliegen der vorliegenden Arbeit ist es, diese Ergebnisse etwas weiter zu ab-
strahieren. Dabei wollen wir versuchen, eine simultane Verallgemeinerung sowohl
der torischen als auch der endlichen sphérischen Isometrie fiir beliebige Familien
zu erreichen. Dies gelingt uns, indem wir vertauschende Familien F = (S )qer

sphérischer Isometrien S, = (T}a)jeJ, betrachten. Dabei nennen wir eine kom-



mutative Familie (S});cs von Operatoren auf einem Hilbertraum H sphérische
Isometrie, falls > jes T;Tj =1 in der schwachen Operatortopologie gilt.

Bevor wir uns dem Beweis der Subnormalitdt von kommutativen Familien sphé-
rischer Isometrien zuwenden, erinnern wir im ersten Kapitel an grundlegende
Resultate iiber vollstandig positive Abbildungen, Familien von Familien von
Operatoren und lineare Abbildungen zwischen dualen Banachrdumen. In Ka-
pitel 2 zeigen wir dann etwas allgemeiner, dass zu einer kommutativen Familie
F = (Sa)aer sphérischer Kontraktionen Sy, = (T}j.o)je, auf einem Hilbertraum
H (das heift fiir alle o € T" ist WOT-3_. ;.

Aquivalenz eindeutig bestimmtes Tripel (7'?, V, F ) aus einem Hilbertraum ﬁ,

T7,Tjo < 1) ein bis auf unitire

einer stetig linearen Abbildung V : 'H — H und einer vertauschenden Fami-
lie F = ((@7a)j€]a)aer normaler sphirischer Isometrien auf H derart existiert,

dass fiir alle « € I' und j € J, die Vertauschungsrelation
TjaV =VTia

erfiillt ist. Im Spezialfall einer kommutativen Familie F sphérischer Isometrien
kann die Abbildung V' : H — H als Isometrie gewdhlt werden, was einen Beweis
der Subnormalitdt von F liefert.

In den Beweisen sdmtlicher Sétze und Lemmata orientieren wir uns indes stark
an zwel Arbeiten von Bebe Prunaru aus den Jahren 2007 ([21]) und 2008 ([22]).
Hervorzuheben sind besonders die Methoden der Beweisfithrung Prunarus, de-

nen intensive Untersuchungen des Raumes

T(F)={X € B(H) |WOT- > T;,XTj, =X fiir alle o € T'}
Jj€Ja

aller F-Toeplitzoperatoren zugrunde liegen. So zeigen wir unter anderem die
Existenz einer vollstindig positiven kontraktiven Projektion ® : B(H) — B(H)
deren Bild gerade mit der Menge 7 (F) iibereinstimmt und betrachten die mi-
nimale Stinespring-Dilatation der Einschrankung ®g von ® auf die von 7 (F)
erzeugte unitale C*-Teilalgebra von B(H).

Die Bezeichnung von Operatoren X € 7 (F) als Toeplitzoperatoren deutet da-
bei auf eine Analogie zu Arbeiten von Brown und Halmos (vgl. [4]) sowie von
Davie und Jewell (vgl. [10]) hin, in denen mit Hilfe d&hnlicher Gleichungen Cha-
rakterisierungen fiir klassische Toeplitzoperatoren auf den Hardyriumen H?(T)
bzw. H?(S,,) gegeben werden. Diesen Zusammenhang versuchen wir in Kapitel

3 weiter zu ergriinden. Dort beschéftigen wir uns mit dem verallgemeinerten



Hardy-Raum H?(m), den wir als Abschluss einer uniformen Algebra A C C(K)
in L2(m) definieren. Hierbei bezeichne m € M (K) ein beliebiges Wahrscheinlich-
keitsmaf, und M (K) sei der Raum aller komplexwertigen, reguldren Borelmafe
auf dem kompakten Hausdorffraum K. In Anlehnung an die bereits erwé&hn-
ten Arbeiten [4] und [10| betrachten wir Toeplitzoperatoren T, mit Symbol
¢ € L®(m) auf H?(m) und charakterisieren diese mit Hilfe der in Kapitel 2

erhaltenen Ergebnisse durch die Gleichung

WOT- Y T; XT,,, =X,
J€Ja

wobei ((Ty, ,)jet. )acr eine geeignete Familie sphirischer Isometrien ist.
Schlieflich nutzen wir die Sétze aus Kapitel 2, um exakte Sequenzen fiir die
von den Toeplitzoperatoren auf H?(m) mit Symbol in C'(K) bzw. in L>(m) er-
zeugten Toeplitzalgebren 7 (C(K)) bzw. 7 (L*°(m)) zu konstruieren. Auch hier
gelingt uns eine Verallgemeinerung klassischer Resultate. So werden zum Bei-
spiel in [13] exakte Sequenzen fiir die Toeplitzalgebren 7 (C(T)) und 7 (L*>°(T))
konstruiert, wihrend Jewell und Krantz in ihrer 1979 erschienenen Arbeit [17] ei-
ne exakte Sequenz der von den Toeplitzoperatoren auf H2(dD) (D bezeichne ein
streng pseudokonvexes Gebiet mit C?-Rand) mit Symbol in L>(9D) erzeugten
Toeplitzalgebra erhalten. Auch Lewis A. Coburn befasste sich in [5] mit solchen
exakten Sequenzen. Er konstruierte eine exakte Sequenz fiir die Toeplitzalgebra
T(C(Sn)).
In den letzten Zeilen dieser Einleitung mochte ich die Gelegenheit wahrnehmen,
mich bei all denen zu bedanken, die mich auf meinem bisherigen Weg begleitet
haben. An erster Stelle bedanke ich mich bei Herrn Prof. Dr. Jérg Eschmeier
fiir die geduldige und anregende Betreuung wihrend der Entstehung dieser Ar-
beit und fiir den ansprechenden Themenvorschlag, der meine mathematischen
Interessen genau getroffen hat. Mein Dank gilt aufferdem Herrn Dr. Christoph
Barbian und Herrn Dipl.-Math. Dominik Faas fiir die zahlreichen belebenden
Diskussionen, sowie Nadine Backes und Michel Ludwig, die mir stets motivie-
rend zur Seite standen.
E besonnege Merci gélt mengen Elteren fir hir bedingungslos Ennerstétzung am
Laf vu mengem Studium. Si hu mir émmer all erdenklech Friiheete gelooss an
hu groussen Interessi u menger Aarbecht gewisen, och wa si net alles verstan

hun.






1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel wollen wir zunéchst einige elementare Begriffe einfiihren, die
es ermoglichen sollen, grundlegende Sétze und Lemmata zu formulieren. Es sei
stets H ein komplexer Hilbertraum. Wir bezeichnen mit B(H) die Menge aller
stetig linearen Abbildungen auf H und fiir eine Teilmenge M C B(H) sei C*(M)
die von M erzeugte unitale C*-Teilalgebra von B(H). Ist F = ((Tj.a)jetn) ger
eine Familie von Familien stetig linearer Abbildungen auf H, so definieren wir
C*(F) = C* (T | a €T, € Jo}).

1.1 Vollstandig positive Abbildungen

Eine lineare Abbildung zwischen unitalen C*-Algebren 4 und B heifst positiv,
falls sie positive Elemente in A auf positive Elemente in B abbildet. Sind A
und B C*-Algebren und ¢ : A — B linear, so definieren wir fiir n € N die
lineare Abbildung ¢, : M,(A) — M,(B) durch ¢,((aij)i;) = (¢(aij))i; und
nennen ¢ n-positiv, falls ¢, positiv ist. Ist ¢, positiv fiir alle n € N, so heifst
o vollstdndig positiv. Fiir alle n € N kénnen wir auferdem die Normen der
Abbildungen ¢,, betrachten. Ist das Supremum sup,,cy ||¢n || endlich, so heifit ¢
vollsténdig beschrénkt, und wir setzen ||¢||cs = sup,en ||¢n|- Ferner nennen wir
¢ vollstandig kontraktiv, falls ||¢||s < 1 ist und vollstdndig isometrisch, falls
alle p,, n € N, isometrisch sind.

Beginnen wollen wir mit einer Charakterisierung der Positivitdt von Matrizen

A

P
der Form
(A* Q

) € M5(B(H)), wobei P,@ € B(H) positivund A € B(H)
beliebig seien.

Lemma 1.1. Seien P,Q,A € B(H), P und Q positiv. Dann sind aquivalent:

. P A
(z)(A* Q)zo.

(ii) Fir alle z,y in H gilt: |(Az, y)|?> < (Py,y)(Qx,z).



Beweis. Sei zunachst (ii) erfiillt und seien z,y € H beliebig. Dann folgt:

P A T T
((A* Q><y><y>> = (Pz,z)+ (Ay, z) + (z, Ay) + (Qy, y)

> (Prx,x) —2|(Ay, 2)| + (Qy, )
> (Pz,x) — 2¢/(Px,2)(Qy,y) + (QY,y)
> 0.

Ist nun (i) erfiillt und sind z,y € H beliebig, so erhdlt man (Py,y) + (Ax,y) +
(y, Az) + (Qz,z) > 0 und damit —2Re({Az,y)) < (Py,y) + (Qz,z). Ersetzt
man jetzt y durch Ay mit |A\| = 1 passend, so ergibt dies

(dzy) < LoV QnT) (1)

Verschwindet einer der beiden Summanden der rechten Seite (ohne Einschran-
kung gelte (Py,y) = 0), so folgt leicht 2[(A)\z,y)| < A?(Qz,z) und damit
auch 2[(Az,y)| < MQz,x) fir alle A > 0. Fiir A — 0 ergibt dies schliefslich
|{(Az,y)| = 0. Gilt nun (Py,y) # 0 # (Qz, x), so folgt aus (1.1) unmittelbar

<1

/P —
‘< V(Qx, ) \/<Py,y>>
und damit [(Az,y)|?> < (Qz,z){Py,y). O

Mit Hilfe einer isometrischen Darstellung einer unitalen C*-Algebra A konnen
wir nun ein dhnliches Resultat fiir den Fall einer Matrix mit Eintrégen in A

folgern.

Korollar 1.2. Ist A eine unitale C*-Algebra und sind a,p,q € A mit p, q positiv

a
und ( P ) >0, so folgt a*a < ||plq.
a* q

Beweis. Sei m: A — B(K) eine isometrische Darstellung. Dann ist sicherlich

( n(p) m(a) ) -
m(a)* w(q) )
und mit Lemma 1.1 folgt (r(a)*n(a)z,z)? < (7(p)n(a)z, 7 (a)x)(r(q)z,x) fiir

alle z € H. Dies liefert unmittelbar, dass (w(a)*n(a)z,z) < ||7(p)||(7(q)z, z)
gilt. Also ist w(a*a) < ||p||7(q), und die Behauptung ist gezeigt. O



Wir kénnen nun die Schwarzsche Ungleichung fiir 2-positive Abbildungen be-

welsen.

Korollar 1.3. Seien A, B unitale C*-Algebren und sei ¢ : A — B 2-positiv.
Dann gilt p(a)*p(a) < |le(1)||l¢(a*a) fir alle a € A.

Beweis. Man sieht leicht, dass die Matrix

(oG (o)

1
positiv ist. Folglich ist nach Voraussetzung auch < () @(a)) > positiv

und mit Korollar 1.2 folgt die Behauptung.

Insbesondere gilt natiirlich im Speziallfall einer kontraktiven, vollstindig posi-
tiven Abbildung ¢ : A — B zwischen zwei unitalen C*-Algebren A und B die
Ungleichung ¢(a)*p(a) < ¢(a*a) fiir alle a € A. Eine niitzliche Charakterisie-
rung der Gleichheit in der Schwarzschen Ungleichung soll als néchstes angefiihrt

werden.

Lemma 1.4. Seien A, B unitale C*-Algebren und ¢ : A — B eine vollstindig
positive, kontraktive Abbildung. Dann sind fir a € A dquivalent:

(1) pla)*pla) = p(a*a).
(ii) p(ba) = p(b)e(a) fir alle b € A.

Beweis. Sei a € A beliebig. Die Implikation von (ii) nach (i) ist offensicht-
lich, denn ist p(ba) = @(b)p(a) fir alle b € A, so ist insbesondere p(a*a) =
w(a*)p(a) = p(a)*p(a). Zum Beweis der umgekehrten Implikation betrachten

*

b
wir fiir ein beliebiges b € A die Matrix ( i
a

“ ) Die Schwarzsche Unglei-

chung, angewendet auf o, liefert

A 0)) () == (e )0 ))

also ist

(W* w(a)>*<<ﬂ(b)* w(a))<<so(bb*)+<ﬁ(aa*) so(ba))
) 0 P 0 )T\ e(ba))  elata)



und damit

< p(bb*) — p(b)p(b)* + p(aa®) — p(a)p(a)”  p(ba) — p(b)
(p(ba) — p(b)p(a))* p(a*a) — p(a)*p(a)

5
&
~—
v
o

Nach Voraussetzung ist jedoch p(a*a) — ¢(a)*p(a) = 0, und da das Element
o(bb*) — o(b)p(b)* + p(aa*) — p(a)p(a)* nach der Schwarzschen Ungleichung
positiv ist (man beachte, dass ¢ kontraktiv ist), folgt p(ba) — ¢(b)¢(a) = 0 mit

Korollar 1.2. Dies war zu zeigen. O

Mit Hilfe dieses Resultates kénnen wir nun ein wohlbekanntes Ergebnis von
Richard V. Kadison (siehe [18, Theorem 7]) iiber vollstandig isometrische, sur-

jektive und unitale lineare Abbildungen beweisen.

Korollar 1.5. Sei ¢ : A — B eine vollstindig isometrische surjektive lineare
Abbildung zwischen unitalen C*-Algebren A und B mit p(1) = 1. Dann ist ¢

ein Isomorphismus von C*-Algebren.

Beweis. Die Abbildungen ¢ und ¢!

sind vollstdndig kontraktiv und unital,
also nach |20, Proposition 3.6] vollstdndig positiv und insbesondere vertriglich
mit den Involutionen. Wir miissen nur die Multiplikativitdt der Abbildung ¢
nachrechnen. Fiir a € A gilt p(a)*¢(a) < ¢(a*a) nach der Schwarzschen Un-

gleichung (Korollar 1.3), angewendet auf die Abbildung ¢. Genauso erhdlt man

a*a = ¢ (@(a) ¢ (¢(a) < ¢ (p(a)*p(a)) < ¢ (p(a*a)) = a*a

fiir @ € A mit der Schwarzschen Ungleichung, angewendet auf ¢~!. Also folgt
o Ypla)*o(a)) = =1 (p(a*a)) und damit ¢(a)*p(a) = p(a*a) fiir alle a € A.
Eine Anwendung von Lemma 1.4 liefert nun, dass fiir alle a,b € A die Gleichung
o(ba) = @(b)p(a) erfiillt ist. Die Abbildung ¢ ist also multiplikativ. O

Ist A eine unitale C*-Algebra und ® : A — B(H) eine vollstédndig positive Ab-
bildung, so existiert nach dem Dilatationssatz von Stinespring ein Hilbertraum
KC, ein unitaler *-Homomorphismus 7 : A — B(K), und ein beschrénkter Ope-
rator V : H — K mit ||®(1)| = ||V||?, so dass ®(X) = V*r(X)V fiir alle X € A
gilt. Wir nennen das so erhaltene Tripel (m, V,K) eine Stinespring-Dilatation
fir ®. Gilt zusétzlich

K=\/n(A)VH,



so heift die Stinespring-Dilatation (7, V, K) minimal. In [20, Proposition 4.2.]
wird gezeigt, dass zu je zwei minimalen Stinespring-Dilatationen (m;, V;, K;),
i = 1,2, fiir ¢ eine unitidre Abbildung U : K1 — Ky existiert mit UV) = Vs

sowie Um U* = m9.

Lemma 1.6. Sei A eine unitale C*-Algebra und sei ¢ : A — B(H) eine
vollstandig positive Abbildung. Sei ferner (mw,V,K) die minimale Stinespring-
Dilatation fir ¢. Geniigen a € A und A € B(H) der Vertauschungsrelation

p(za) = p(x)A
fir alle x € A, so folgt m(a)V =V A.

Beweis. Erfiillen a € A und A € B(H) die Gleichung ¢(za) = ¢(z)A fiir alle

x € A, so sieht man zunéchst leicht, dass

(r(a)Vh,n(x)VEk) = (V*r(z*a)Vh,k)

(p(z"a)h, k)

= (p(z%)Ah, k)
(V*m(x*)V Ah, k)
(VAh,m(x)Vk)

fiir h, k € H gilt. Aufgrund der Minimalitét der Stinespring-Dilatation (m, V, K)
von ¢ ist aber K = \/ 7(A)V'H, woraus die Behauptung unmittelbar folgt. [

Eine besonders niitzliche Aussage erhilt man in der Situation des vorigen Lem-
mas fiir den Fall, dass ¢(a*a) = p(a)*¢(a) fiir ein gegebenes Element a € A
gilt. Nach Lemma 1.4 ist ndmlich dann ¢(za) = ¢(z)p(a) fir alle x € A, und

als Anwendung von Lemma 1.6 erhdlt man das folgende Korollar.

Korollar 1.7. Sei ¢ : A — B(H) eine vollstindig positive Abbildung auf einer
unitalen C*-Algebra A und sei (w,V,K) die minimale Stinespring-Darstellung
fir ¢. Fir a € A mit p(a*a) = p(a)*p(a) ist dann w(a)V = V(a) und damit

V'H invariant unter w(a).

Seien S € B(H), T € B(K) mit Hilbertraumen H C K. Gilt die Identitét
S = PyT|p, so heift S die Kompression von T. Hierbei bezeichne Py, die
Orthogonalprojektion von K auf H.



Proposition 1.8. Seien H,K Hilbertriume mit H C K und seien S € B(H),
T € B(K) mit S = PyT|y. Dann ist S*S die Kompression von T*T genau
dann, wenn T'H C H gilt.

Beweis. Nach Voraussetzung ist S = PyT|y. Folglich besitzt T' beziiglich der
Zerlegung K = H & H* eine Matrixdarstellung der Form

S a
T =
b ¢
mit a € B(H*,H), b € B(H,H*) und ¢ € B(H*). Offensichtlich ist TH C H
genau dann, wenn b = 0 erfiillt ist. Eine kurze Rechnung liefert
T — S*S+0bb S*a+b'c 7
a*S+c*b a*a+c'c

und es ist S*S = PyT*T |y genau dann, wenn b = 0 gilt. O

1.2 Familien von Familien von Operatoren

Da sich die vorliegende Arbeit intensiv mit Familien von Familien stetig linearer
Operatoren auf H beschéftigt, sollen in diesem Abschnitt einige grundlegende
Begriffe eingefiihrt werden, die den Umgang mit solchen Familien erleichtern.
Abkiirzend wollen wir im Verlaufe der Arbeit von 2-Familien von Operatoren
sprechen, wenn Familien von Familien von Operatoren, also Familien der Form
F = ((Tja)jess)ger mit Tjo € B(H) fiir alle j € Jo, o € T' gemeint sind.
Zunichst wollen wir die Kommutanten einer Familie und einer 2-Familie von

Operatoren definieren.

Definition 1.9. (i) Fiir eine Teilmenge M C B(H) heifit die Menge M’ =
{YeB(H)|TY =YT fur alle T € M} der Kommutant von M.

(ii) Der Kommutant einer Familie S = (T});jcs von Operatoren in B(H) sei
definiert durch S" = {7} | j € J}'. Eine Familie S = (7});c; von Operato-
ren in B(H) heit kommutativ oder vertauschend, falls T; € S’ fiir alle
J € J ist.

(iii) Genauso definieren wir den Kommutanten F’ einer Familie F = (Sy)aer

S!,, und nennen

von Familien von Operatoren in B(H) durch ' = (\,
eine 2-Familie 7 = ((T}ja)jeJ,) e von Operatoren in B(H) kommutativ

oder vertauschend, falls Tj, € F' fiir alle « € " und j € J, gilt.

10



Fiir eine kommutative 2-Familie von Operatoren kénnen wir nun die Begrif-
fe der Subnormalitdt und der minimalen normalen Erweiterung einfiihren. Die
hier aufgefiithrten Definitionen verallgemeinern erwartungsgemafs die fiir den Fall

eines einzelnen Operators T' € B(H) bekannten Begrifflichkeiten (siehe [9]).

Definition 1.10. (a) Eine kommutative 2-Familie 7 = ((T}a)jeJo)qer VoD
Operatoren in B(H) wollen wir subnormal nennen, falls ein Hilbertraum
K O H und eine kommutative 2-Familie F = ((Nj,a)jeo)qer normaler

Operatoren in B(K) existieren so, dass fiir alle j € J,, a € T gilt:

(i) NjoH CH.
(i) Tja = Njaln-

In diesem Fall heift das Paar (F, K) normale Erweiterung von F.

(b) Ist F = ((T}a)jesa) qer eine subnormale 2-Familie von Operatoren in B(H),
so heifit eine normale Erweiterung (F,K) von F mit einem Hilbertraum
K > H und einer 2-Familie F = ((Nj,a)jea)aer minimal, falls kein echter
Teilraum Ko C K mit H C Ky existiert, der reduzierend fiir alle N; o, j € Ja,
a € I ist.

Ein erstes Ergebnis {iber eine kommutative 2-Familie F normaler Operatoren in
B(H) resultiert aus einer einfachen Anwendung des Satzes von Fuglede-Putnam
(siehe [7, Theorem IX.6.7]).

Proposition 1.11. Sei F = ((T},a)jeJo)ger €ine vertauschende 2-Familie nor-
maler Operatoren in B(H). Dann folgt 17, € F' fir alle « € T und j € J,.

Beweis. Seien o € ' und j € J, beliebig. Da die Familie 7 kommutativ ist,
gilt T; T g = T, g1}« fiir alle B € I" und alle k € Jg. Also ist auch @faTk’g =
Ty,517 , nach dem Satz von Fuglede-Putnam. O

Im folgenden Lemma wollen wir eine niitzliche Charakterisierung einer minima-
len normalen Erweiterung (F, K) einer subnormalen 2-Familie F von Operato-
ren in B(H) angeben. Das entsprechende 1-dimensionale Resultat findet man
in [9, Proposition 11.2.4].

Bemerkung 1.12. Fiir eine 2-Familie 7 = ((T}a)jeJ.)qer von Operatoren in
B(H) bezeichne S(F) die Halbgruppe aller endlichen Produkte von Elementen
aus {Tj | a €T',j € Jo} und S*(F) die Halbgruppe aller endlichen Produkte
von Elementen aus {Tjo [a €L, j € Jo} U{T}, [a €T, j € Jo}.
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Lemma 1.13. Seien F = ((Tja)jet.)per €ine subnormale 2-Familie von Ope-
ratoren in B(H) und (F,K) mit F = ((Nj.a)jea)aer €ine normale Erweiterung

von F. Dann ist (]?,/C) genau dann minimal, wenn
K= \/{N*h | he H,NeS(f)}

gilt.

~

Beweis. Wir zeigen, dass der Raum Ky = \/{N*h |heH,N € S(f)} der
kleinste reduzierende Teilraum fiir alle N, j € Jo, o € T ist, der H enthalt.
Seien a € I' und j € J, beliebig. Wir {iberpriifen zuerst, dass Ky reduzierend
fiir Nj,q ist, indem wir nachrechnen, dass die Elemente N;oN*h und N7 N*h

fiir beliebige N € S(F) und h € ‘H wieder in Ky liegen. In der Tat erhdlt man
mit Proposition 1.11 leicht, dass

NjoN*h = N*Nj .h

~

fur alle N € S(F) und h € H ist. Die Invarianz von H unter Nj, liefert
Njoh € H, also ist Nj,N*h € Ky. Dass aukerdem N;OéN*h € Ky fiir alle
N € S(F) und h € H gilt, folgt indes unmittelbar aus der Definition von S(F).
Also ist Ko reduzierend fiir N; . Ist nun Ky ein Hilbertraum mit H C Ky, der
reduzierend fiir alle Nj,, j € Jo, a € T ist, so gilt sicherlich N*h € K, fiir

alle N € S(F) und alle h € H, also folgt schon Ky C Kj. Als unmittelbare

Konsequenz erhilt man die Behauptung. O

Wir kénnen nun diese Charakterisierung nutzen, um zu zeigen, dass zwei mi-
nimale normale Erweiterungen einer subnormalen 2-Familie von Operatoren in
einem gewissen Sinne unitdr dquivalent sind. Dies erlaubt es uns, im weiteren
Verlauf der Arbeit nur noch von der minimalen normalen Erweiterung einer

subnormalen 2-Familie zu sprechen.

Lemma 1.14. Sei F = ((Tja)jet.)ger €ine subnormale 2-Familie von Ope-
ratoren in B(H). Seien (F1,K1) und (Fa,Ky) mit Fi = ((Nj.a)jeds)aer und
Fy = ((Lja)jets )acr zwei minimale normale Erweiterungen von F. Dann exi-

stiert eine unitdre Abbildung U : K1 — Ko mit
UNjo = L; U

fiir alle j € J,, a €T
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Beweis. Sei (F,K) mit F = ((Mja)jet.)qer €ine beliebige normale Erweiterung

von F und sei n € N. Dann gilt sicherlich XY* = Y*X fiir X, Y € S(F) nach

Proposition 1.11. Sind nun fir i € {1,...,n} die Elemente M; € S(F) und
hi € H beliebig, so folgt mit T; = M;|y fiir ¢ € {1,...,n} die Identitét

n
1> M hil|?
=1

> (M hi, M:hy)
i k=1
= ) (Mghi, Mihy)
i k=1
ik=1

Da (F1,K1) und (F,, K2) normale Erweiterungen von F sind, sicht man damit
leicht, dass die Abbildung

U : LH{N*h |heH,Ne S(ﬁl)} - LH{L*h lheH, L eS(;%)},

Zn:Ni*hi - Zn:Lz‘hi
=1 =1

eine wohldefinierte lineare Isometrie ist. Anhand der Definition von von Uy er-
kennt man ferner, dass Uy auch surjektiv ist. Aus der Minimalitit von (Fy, K1)
und (Fs, Ks) folgt mit Lemma 1.13, dass K; = \/{N*h |heH,N € S(]?l)}

sowie IOy =/ {L*h |heH,Le S(ﬁg)} gilt. Damit kénnen wir Uy zu einer
unitdren Abbildung U : K1 — Ky fortsetzen. Mit Hilfe von Proposition 1.11
rechnet man nun die Identitit UN;, = L; U fiir alle j € J,, a € T leicht
nach. O

1.3 Lineare Abbildungen zwischen dualen

Banachraumen

Wir wollen zum Abschluss dieses Kapitels noch ein bekanntes Ergebnis iiber li-
neare Abbildungen der Form S : Y’ — X’ zwischen Dualriumen von Banachriu-
men X und Y formulieren, welches im Verlauf der Arbeit hilfreich sein wird. Ins-
besondere sei an dieser Stelle bemerkt, dass wir dieses Resultat haupséachlich auf
den Raum B(H) aller beschrénkten Operatoren auf einem Hilbertraum H an-
wenden werden, da wir ihn bekanntlich als Dualraum der Spurklasse-Operatoren

auffassen konnen.
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Proposition 1.15. Sei H ein Hilbertraum und sei (Xy)aca ein in der WOT-
Topologie beschranktes Netz in B(H). Fir X € B(H) sind dann dquivalent:

(a) (Xa)aca ist WOT-konvergent gegen X.
(b) (Xa)aca ist w*-konvergent gegen X.

Beweis. Da WOT-beschrankte Mengen in B(H) nach dem Prinzip der gleich-
méfRigen Beschranktheit normbeschrénkt sind, folgt die Behauptung direkt aus
der Tatsache, dass nach [9, Proposition 1.2.5] auf normbeschrankten Mengen die

WOT-Topologie und die w*-Topologie {ibereinstimmen. O
Eine Anwendung dieser Proposition stellt das nichste Lemma dar.

Lemma 1.16. Seien X,Y Banachriume und sei S : Y' — X' stetig linear.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) S ist w*-stetig.
(b) S : (ball(Y'), 7o) — (X', 7= ) ist stetig.

Sind H und K Hilbertraume und X' = B(H), Y' = B(K), aufgefasst als Dual-
raume der Spurklasse-Operatoren auf H bzw. K, so sind die Aussagen aus (a)

und (b) dquivalent zu:
(C) S (ball(B(lC)),TWOT) — (B(H);TWOT) 15t stetz'g.

Beweis. Offensichtlich folgt die Stetigkeit von S : (ball(Y'), Tw+) — (X', Tw)
unmittelbar aus der w*-Stetigkeit von S. Sei nun S : (ball(Y"), 7y« ) — (X', Twp*)
stetig. Wir betrachten die kanonischen Einbettungen jx : X — X" und jy :
Y -Y" Dafirze X,z € X',y €Y,y € Y’ die Gleichungen

jx(@)(z') = 2'(x), JyW)) =y ()

erfiillt sind, stimmen fiir £ € {X,Y} die Topologien o(E’, jg(E)) und o(E’, E)
tiberein. Laut [24, Lemma IV.2.1] geniigt es, die Inklusion S’(jx (X)) C jy(Y)
zu iiberpriifen, wobei S’ : X” — Y die zu S adjungierte Abbildung bezeichne.
Sei dazu x € X beliebig. Dann ist sicherlich S’(jx(z)) = jx(z) o S. Nach
Voraussetzung ist die Abbildung jx () o S|pauyry @ (ball(Y"), 7y+) — C stetig,
also ist Ker(jx () o Slpanyr)) C (Y, Tw~) abgeschlossen. Aus der Identitét

KGT(]X(I‘) o S|ball(yl)) = K@T‘(]X($> o S) N ball(Y’)
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ergibt sich nun die w*-Abgeschlossenheit von Ker(jx(z)oS)Nball(Y'), und mit
dem Satz von Krein-Smulian (siehe [24, Corollary IV.6.4]) erhélt man schlieRlich
die w*-Abgeschlossenheit von Ker(jx(z)oS). Damit ist die Linearform jx (z)o
S (Y, 7y+) — C stetig, und mit Hilfe von [7, Theorem IV.3.1] folgt leicht, dass
jx (@) o S € jy(Y) gilt.

Sind nun H, K Hilbertrdume und X’ = B(H) sowie Y’ = B(K), so folgt die
Aquivalenz von (b) und (c) unmittelbar aus Proposition 1.15 in Verbindung mit

der Inklusion 7woT C 7w+ und der vorausgesetzten Norm-Stetigkeit von S. O

Korollar 1.17. Seien H,K zwei Hilbertriume und S : B(K) — B(H) stetig
linear. Ist die Abbildung S : (B(K),Twor) — (B(H), Twor) stetig, so ist auch
S (B(K), Tw) — (B(H), Tw+) stetig.

Beweis. Dies ist eine direkte Folgerung aus Lemma 1.16, da man aus der WOT-
Stetigkeit von S : B(K) — B(H) unmittelbar die WOT-Stetigkeit der Abbil-
dung S : ball(B(K)) — B(H) erhilt. O
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2 Spharische Kontraktionen

Wir sind nun in der Lage, uns nédher mit einer besonderen Klasse von 2-Familien
von Operatoren auf H, den Familien sogenannter sphéarischer Kontraktionen, zu
befassen. Nachdem wir im ersten Abschnitt elementare Charakteristika sphé-
rischer Kontraktionen behandeln werden, wollen wir im darauf folgenden Ab-
schnitt vollstdndig positive und kontraktive Projektionen untersuchen, mit deren
Hilfe wir im dritten Abschnitt schlieflich unter anderem beweisen werden, dass

sphérische Isometrien subnormal sind.

2.1 Definition und erste Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden einige grundlegende Eigenschaften sphérischer Kon-
traktionen formuliert. Dabei legen wir ein besonderes Augenmerk auf die Men-
ge der zugehorigen Toeplitzoperatoren. Wir werden zunéchst zeigen, dass jeder
sphérischen Kontraktion S eine vollstindig positive und w*-stetige Abbildung
¢g zugeordnet werden kann, deren Fixpunktmenge gerade mit der Menge aller

S-Toeplitzoperatoren {ibereinstimmt.
Definition 2.1. Sei H ein Hilbertraum.

(a) Eine kommutative Familie S = (Tj);es mit T; € B(H) fiir alle j € J heift
spharische Kontraktion, falls
WOT->» T;T; <1
jed
erfiillt ist.
(b) Eine kommutative Familie S = (T});c; mit T; € B(H) fiir alle j € J heift
spharische Isometrie, falls die Identitit
WOT->» T;T; =1
jeJ

gilt.
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(c) Ist S = (T})jes eine sphérische Kontraktion so wollen wir

T(S)={X € B(H) | WOT-) T/ XT, = X}
jeJ

die Menge der S-Toeplitzoperatoren nennen.

(d) Fiir eine kommutative Familie F = (S4)aer sphérischer Kontraktionen
Sa = (T}a)jet, auf H heifst

T(F) = () T(Sa)

acl’

die Menge aller F-Toeplitzoperatoren.

An dieser Stelle sei kurz bemerkt, dass die hier gegebene Definition einer Familie
F = (Sa)aer = ((Tja)jess )aer sphirischer Isometrien gleichzeitig die Begriffe
der endlichen sphérischen Isometrien und endlichen torischen Isometrien ver-
allgemeinert, wie sie zum Beispiel in [3] zu finden sind. In der Tat erhélt man
flir #I' = n und #J, = 1, a € T, eine torische Isometrie und fiir #I' = 1
und #J, = n, a € T', eine endliche sphérische Isometrie. Eine erste Proposition
liefert die Wohldefiniertheit der Mengen 7 (S) und 7 (F) aus Definition 2.1.

Proposition 2.2. Sei 7 = (Sa)acr = ((Tja)jeta)acr eine 2-Familie in B(H)
derart, dass fiir alle o € I' das Netz

O T Tjo) Pe daend.

jeF
nach oben bechrankt ist (etwa durch co I, co > 0 fir alle « € T'). Dann konver-
giert 35y T5 o XTj o fir alle o € I', X € B(H) bzgl. der starken Operatorto-
pologie.

Beweis. Seien a € I' und X € B(H) beliebig. Da sich jeder beschrénkte lineare
Operator als Linearkombination positiver Elemente schreiben lasst, konnen wir
ohne Einschrénkung annehmen, dass X > 0ist. Wir wollen zeigen, dass das Netz
(ZjeF j—‘;:an-jj,a)FCL]aend]. ein monoton wachsendes, nach oben beschrinktes
Netz positiver Operatoren ist. Die Positivitit von ZjGF Tj " XTj o folgt leicht

aus X > 0. Seien nun F' C F endliche Teilmengen von J,. Dann folgt

N (T XTiah )= > (X'VPTj0h, X'V2T0h) >0 (h€™H).
JEE\F JEE\F
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Also ist Z]GF T7 XTja < Z]GET7 oX T} o. Ferner gilt nach der Ungleichung

von Cauchy-Schwarz die Abschitzung

S (T5 XTjah by = Y (XTjoh,Tjah)

jeF jeEF
< Y IXI(Tyahs Thah)
jeF
= XU TioTyah, h)
jeF

< [ XIKeah, by  (h € H).

Damit ist das Netz (ZjeF Tj*aXT o) FCJgaendl. monoton wachsend und nach
oben beschrénkt. Mit |25, Satz 17.1] folgt die Konvergenz in der starken Ope-

ratortopologie. O

Bemerkung. Da in der Situation des Beweises von Proposition 2.2 alle Summen
Z]e r TJ*O[XT o luber endliche Teilmengen F' C J, positiv sind, erhdlt man
wegen || 3 icp T7 0 XTjall < 122 e, TjaXTjall auch die Normbeschréinktheit

von {3 ;e p T}, XTja} Fcsendl.- Dies liefert zusammen mit Proposition 1.15 die

w*-Konvergenz von .., T7 XTjq

Als néchstes wollen wir einer sphérischen Kontraktion S = (T});jes die nach

Proposition 2.2 wohldefinierte lineare Abbildung

¢s: B(H) — B(H), X — WOT- Y TrXT;
jedJ
zuordnen, deren Fixpunktmenge gerade aus den S-Toeplitzoperatoren besteht.
Ist S eine sphérische Isometrie, so ist ¢g offensichtlich unital, im allgemeinen
Fall einer spharischen Kontraktion S gilt immerhin noch ¢g(1) < 1. Wir werden
uns nun fiir den Rest dieses Abschnittes ndher mit dieser Abbildung befassen

und einige interessante Eigenschaften untersuchen.

Proposition 2.3. Sei S = (T})jc eine sphirische Kontraktion. Fir A,B € S’
und X € B(H) ist dann ¢s(A*XB) = A*¢ps(X)B

Beweis. Seien A, B € S’ und X € B(H) beliebig. Dann ist (¢pg(A*X B)g, h) =
ey (TP A*XBTyg.h) = Y0, (TP XTyBg, Ah) = (A*¢5(X)Bg,h) fir alle
g,h € 'H. O
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Als Korollar aus der soeben bewiesenen Proposition erhalten wir, dass der Kom-
mutant einer beliebigen sphérischen Isometrie S = (7});cs immer in der Men-
ge aller S-Toeplitzoperatoren enthalten ist. Insbesondere folgt natiirlich auch
T; € T(S) fiir alle j € J.

Korollar 2.4. Sei S = (T})jc eine spharische Isometrie. Dann ist S" C T (S).

Beweis. Da fiir eine sphérische Isometrie S die Abbildung ¢g unital ist, ist dies
eine direkte Folgerung aus Proposition 2.3, angewendet auf den Fall, dass A = 1
und X =1 ist. O

Im néchsten Lemma wollen wir die w*-Stetigkeit und die vollstdndige Positivitat
der Abbildung ¢g beweisen. Dazu geben wir zuerst noch zwei hilfreiche Proposi-
tionen an, die den Beweis des Lemmas erleichtern werden. Beide Eigenschaften

werden im Laufe der Arbeit derweil von grofem Nutzen sein.

Proposition 2.5. Seien H,K Hilbertraume und A € B(K,H),B € B(H,K)
beliebig. Dann ist die Abbildung Ma g : B(K) — B(H), X — AXDB w*-stetig.

Beweis. Nach Lemma 1.17 geniigt es zu zeigen, dass My p WOT-stetig ist. Ist
aber (X4 )aca ein Netz in B(K) mit X, — 0 beziiglich der schwachen Opera-
tortopologie, so folgt (AX,Bg,h) = (X,Bg, A*h) — 0. Dies liefert die Behaup-
tung. O

Proposition 2.6. Sei S = (T})jcs eine sphirische Kontraktion. Dann gelten

die folgenden Aussagen:
a) Die Abbildung T : H — .., H, h— (T;h);cy ist eine Kontraktion.
JjeJ 297

(b) Fiir alle X € B(H) ist WOT-3 " ; THXTy = T* (B, ; X)T.

Beweis. Zunichst wollen wir zeigen, dass T' eine Kontraktion ist. Da die Familie

S eine sphérische Kontraktion ist, gilt die Abschitzung

IRI? = Y (T Tih by = Y | T5hl* = ||ITh|?
jeJ jeJ
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fiir h € H. Sind nun g,h € H und X € B(H) beliebig, so folgt

D (T XTig,h) = Y (XTjg,Tjh)
jeJ jeJ

= <(X7}'9)jeJ=(:’}'h)jeJ>@jeJH

= (B X)Tyg,Th)

JjeJ
= (T (P X)Tg,h).
JjEJ
O

Ist S = (Tj)jes in der Situation von Proposition 2.6 eine sphérische Isometrie,
so sieht man leicht, dass dann T : ' H — @, ; H, h— (Tjh)je, eine Isometrie
ist. Wir sind nun in der Lage, die vollstindige Positivitdt und w*-Stetigkeit
der zu einer sphérischen Kontraktion S gehoérenden Abbildung ¢g zu beweisen.
Insbesondere folgt damit auch, dass ¢g kontraktiv ist, denn bekanntlich erhilt
man |¢slle = ||¢s|| = ||¢s(1)]| aus der vollstandigen Positivitat von ¢g.

Lemma 2.7. Sei S = (T});c; eine spharische Kontraktion. Dann ist die Abbil-
dung ¢g w*-stetig und vollstandig positiv.

Beweis. Mit Hilfe von Proposition 2.6 (b) stellen wir zuerst fest, dass ¢g(X) =
T*( Dics X)T fiir alle X € B(H) gilt. Damit erhalten wir unmittelbar

¢s(X) = Mr- (P X)
Jj€J
fiir alle X € B(H). Es gentigt also, die w*-Stetigkeit der Abbildung
B(H)— B(PH), X - EPX
Jje€J Jj€J
zu priifen, denn dann folgt die Behauptung mit Proposition 2.5. Nach Lemma
1.16 reicht es jedoch, zu zeigen, dass die Abbildung
ball(B(H)) - B(PH), X - P X
jeJ JjeJ
WOT-stetig ist. Sei dazu (X4 )aea €in Netz in ball( B(H)) mit X, — 0 beziiglich
der schwachen Operatortopologie und seien (z;)jes, (yj)jes € D, H. Dann

existiert zu gegebenem ¢ > 0 eine endliche Teilmenge J(¢) C J so, dass

Y Kazud[ <X a0 X Il <5

JeI\J(e) JeI\J(e) j€I\JI(e)
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fiir alle a € A gilt. Ferner gibt es ein a(e) € A so, dass 3¢ ;o) [(Xazj, y;)| < §

fiir alle @ € A mit a > «a(¢) ist. Damit erhdlt man schlieflich

(D Xa) @) wi))| = | D (Xazjup)| <e
Jj€J JjeJ
fiir alle « € A mit « > «f(e). Also ist die w*-Stetigkeit von ¢g gezeigt. Die
vollstindige Positivitdt von ¢g ist erfiillt, da man mit den Bezeichnungen aus

Proposition 2.6 leicht sieht, dass ¢, die Komposition des *~Homomorphismus

B(H)— BE@PH), x—~PXx
jeJ jeJ
und der nach [20, Bemerkungen vor Proposition 3.6] vollstandig positiven Ab-
bildung
B(@ H) — B(H), X +—T*XT
JjEJ
ist. O

Zuletzt sei noch erwadhnt, dass im Falle zweier vertauschender sphérischer Kon-
traktionen S und 7" auch die zugehorigen Abbildungen ¢g und ¢ kommutieren.
Insbesondere folgt dann auch, dass die zu einer Familie F = (S,)qer sphérischer

Kontraktionen gehdrende Familie (¢g, )aer vertauschend ist.

Proposition 2.8. Seien T = (T}) ey und S = (Sk)rek sphirische Kontraktio-
nen so, dass T;S, = SiTj fir j € J,k € K gilt. Dann sind die Abbildungen ¢r

und ¢g vertauschend.

Beweis. Die Abbildungen ¢ und ¢g sind nach Bemerkung 2.2 wohldefiniert
und nach Lemma 2.7 w*-stetig. Fiir j € J und X € B(H) erhilt man zunéchst,

dass

(T76s(X)Tg,h) = (ps(X)T;g,T;h)

= > (SiXSkTjg,Tjh)
keK

= > (XSTg, SkTsh)
keK

keK

= ) (SiTyXT;Skg, h)
keK
= (¢s(T;XTj)g,h) (g9,h €H)
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gilt. Dies fiihrt jedoch leicht zu

or(¢s(X)) = w'- lim > Tios(X)T;
F endl. j€F

- v i os(STAT)
F endl. JEF

= ¢s(or(X))
fir X € B(H). O

2.2 Vollstandig positive kontraktive Projektionen

Wir wollen uns nun etwas ausfiihrlicher mit Abbildungen ® : B(H) — B(H)
befassen, die vollstdndig positiv, kontraktiv und idempotent sind. Dabei werden
wir feststellen, dass auf dem Bild einer solchen Abbildung ® stets eine Ver-
kniipfung o als Multiplikation definiert werden kann, beziiglich derer Ran(®)
eine C*-Algebra mit der von B(H) induzierten Norm und Involution ist. Her-
vorzuheben ist auch, dass die zum Beweis der Assoziativitidt der Verkniipfung o

verwendete Relation
P(P(X)Y) = 2(2(X)2(Y)) = ¢(X2(Y)), (X,Y € B(H))

im weiteren Verlauf der Arbeit ebenfalls sehr hilfreich sein wird. Daher wird in

einem Korollar zum folgenden Satz noch einmal explizit darauf verwiesen.

Satz 2.9. Sei ® : B(H) — B(H) eine vollstindig positive, kontraktive Abbildung
mit ® o & = &. Dann wird Ran(®) zu einer unitalen C*-Algebra beziglich der
Multiplikation

o: Ran(®) x Ran(®) — Ran(®), X oY = &(XY)

sowie der von B(H) induzierten Norm und Involution. Es ist ®(1) die Eins
dieser C*-Algebra.

Beweis. Zunéchst liefert X, Y € Ran(®) offensichtlich auch X oY € Ran(®).
Da fiir X,Y,Z € Ran(®)
(X+Y)oZ = (X+Y)2)
= O(XZ+YZ)
= O(XZ)+d(YZ)
= XoZ+YoZ
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sowie X o (Y +Z) = X oY + X o Z gilt, ist o distributiv. Ist zusétzlich noch
A€ C, s0ist (X oY) = A(XY) = &((AX)Y) = (AX) oY = X o (\Y).
Wir wollen nun die Assoziativitit von o iiberpriifen. Seien dazu X € B(H)
und A € Ran(®) beliebig. Wir zeigen, dass dann ®(P(X)A) = ¢(X A) sowie
P(AP(X)) = P(AX) gilt, denn daraus folgt unmittelbar

O(AP(BC)) = ®(ABC) = o(®(AB)C) (A, B,C € Ran(®)).

Als vollstandig positive, kontraktive Abbildung ist ® natiirlich auch vollstén-
dig kontraktiv, denn [|®]|s = ||®|| < 1. Wir wenden nun Korollar 1.3 auf die
vollsténdig positive kontraktive Abbildung ®2 und auf die Matrix

( “é )0( ) € My(B(H))

an. Wegen A € Ran(®) folgt, dass

o oo [ eaan eax) | e e(X) T (AT B(X)
= p(XFAY) B(XFX) 0 0 0 0
[ (A4 B(AX) (A) 0 (A B(X)
oA ox*x) ) \ex) o 0 0

B(AA*)  ®(AX) | AA* A®(X)
D(X*A*) B(X*X) D(X)*A* B(X)*P(X)

gilt. Da ® vollsténdig positiv ist, liefert eine Anwendung von &,

. ( 0 B(AX) — B(AD(X)) )
B(X*AY) — B(B(X)*A*) B(X*X) — B(B(X)*B(X))
B 0 P(AX) — P(AP(X))
- < P(AX)" — 2(A2(X))" B(X*X) — &(P(X)"P(X)) >
Nun ist aber ®(X*X) — ®(®(X)*®(X)) = ¢(®(X*X) — ®(X)*®(X)), und

nach der bereits zitierten Schwarzschen Ungleichung ist CIJ(X X )—@(X)*"®(X)

positiv. Folglich ist Lemma 1.1 anwendbar, und fiir hy, ho € H erhélt man
(P(AX) — P(ADP(X))h1, ha)| <0,

was zu P(AX) — ®(AP(X)) = 0 fihrt. Also ist P(AX) = P(AP(X)) gezeigt.
Andererseits ist aber auch ®(XA) = ¢(A*X*)* = P(A*P(X¥))* = O(P(X)A).
Da & idempotent ist, folgt nun

B(1)oX = B(B(1)X) = B(1- X) = B(X) = (X - 1) = B(XP(1)) = X 0 (1)
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fir X € Ran(®). Wegen ®(X) = X liefert dies unmittelbar
B(1)o X = X = X 0 d(1)

Bleibt noch die C*-Bedingung zu priifen. Sei dazu A € Ran(®) beliebig. Dann
sieht man leicht, dass ||A* o A|| = ||®(A*A)|| < [|[A*A| = ||A]|? ist. Wir wenden
auch hier Korollar 1.3 an, das wegen der Voraussetzung A € Ran(®) in Verbin-
dung mit der Kontraktivitét von ® zu $(A*A) > $(A)*P(A) = A* A fithrt, also
ist ||[A* o Al| = ||®(A*A)| > ||A*A| = ||A||?. Schlieflich sieht man leicht, dass
die tibliche Involution auf B(H) eine Involution auf Ran(®) induziert, denn fiir
X,Y € Ran(®) ist (X o Y)* = ®(XY)* = ®(Y*X*) = Y* o X*. Damit ist
(Ran(®), o) eine C*-Algebra. O

Korollar 2.10. Sei ® : B(H) — B(H) eine vollstindig positive, kontraktive
Abbildung mit ® o ® = ®. Dann gilt fir X,Y € B(H):

Beweis. Dies wurde im Beweis zu Satz 2.9 gezeigt. O

Ist n € N beliebig, so induziert der C-Algebren-Isomorphismus

o My(B(H)) — B(H"), o((Ay)ijmr)(@i)iey = () Aij);,
i=1
eine C*-Algebrenstruktur auf M, (B(H)) (siehe dazu auch [20, Seiten 2-3]). Wir
nutzen diesen C*-Isomorphismus nun, um zu beweisen, dass die Identitat zwi-

schen Ran(®) und (Ran(®P), o) eine vollstéindige Isometrie definiert.

Korollar 2.11. Sei ® : B(H) — B(H) eine vollstindig positive, kontraktive
Abbildung mit ®o® = ®. Dann ist id : Ran(®) — (Ran(®), o) eine vollstandige

Isometrie.

Beweis. Sei n € N beliebig. Ist ® : B(H) — B(H) vollstindig positiv und
kontraktiv mit ®2 = ®, so ist die Abbildung

&, =00®,00 1 : B(H") — B(H")

kontraktiv mit 2 = ®,. Da o und o~ als C*-Algebrenhomomorphismen natiir-
lich vollstédndig positiv und kontraktiv sind, und weil mit ¢ auch ®,, vollstandig
positiv und kontraktiv ist, gilt dasselbe fiir die Abbildung ®,,. Nach Satz 2.9
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ist dann aber Ran(®,) = o(M,(Ran(®))) C B(H") eine C*-Algebra mit dem
Produkt Ao B = ®,(AB) sowie mit der von B(H") induzierten Norm und
Involution. Dann ist aber auch M,,(Ran(®)) eine C*-Algebra mit dem Produkt

(Aij) on (Byj) = o ' (o(Ay) 0 0(Byj)) = 0~ (Bulo(Aij)o(By))
= &,0 a_l(U(Aij)U(Bij)) = CI’n((Aij)(Bij))

= (2(D_AuBy)),; = (D Ao Byy),
k=1 k=1

sowie mit der von M, (B(H)) induzierten Norm und Involution. Die nach [1, Ko-
rollar zu Theorem 1.3.2] eindeutige C*-Norm auf der C-Algebra M, (Ran(®), o)
ist also die Einschréinkung der C*-Norm von M, (B(H)) = B(H™). Damit ist
gezeigt, dass alle Abbildungen

id : My (Ran(®)) — M, (Ran(®),0,) (n>1)
Isometrien sind, womit die Behauptung folgt. O

In den folgenden zwei Lemmata wollen wir uns etwas intensiver mit der Ein-
schrinkung ®( einer vollsténdig positiven kontraktiven Projektion ® auf die von
Ran(®) in B(H) erzeugte C*-Teilalgebra beschéftigen. Besonders das Verstiand-
nis der minimalen Stinespring-Dilatation (w,V,K) von &y wird es uns unter
anderem ermoglichen, die Subnormalitét vertauschender Familien sphérischer
Isometrien und ein dhnliches Resultat fiir Familien sphérischer Kontraktionen

Zu zeigen.

Lemma 2.12. Sei ® : B(H) — B(H) eine vollstandig positive, kontraktive
Abbildung mit ® o ® = ®. Es bezeichne £ = Ran(®) und ®¢ : C*(£) — B(H)
die Einschrankung von ® auf die von £ in B(H) erzeugte unitale C*-Algebra.
Ist (7, V,K) die minimale Stinespring-Dilatation von ®q, so folgt:

(a) Ker(®g) = Ker(r).

(b) Die Abbildung p : ©7(C*(£)) — B(H), X — V*XV ist eine vollstindige

Isometrie.
(¢) Ran(p) = Ran(®P).

(d) Es ist p : 7(C*(€)) — (€,0) ein Isomorphismus zwischen unitalen C*-
Algebren mit Umkehrabbildung 7 : (€,0) — w(C*(E)). Insbesondere ist wo p
die Identitat auf w(C*(E)) und w(C*(€)) = w(E).
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Beweis. Zunéchst stellt man fest, dass Ker(®g) C C*(£) ein Ideal ist. Seien
dazu X = ®(Y) € £ und A € Ker(®p). Dann folgt ®o(AX) = ®(AD(Y)) =
O(P(A)Y) = ©(0) = 0 nach Korollar 2.10 und wegen X* = &(Y)* = &(Y™)
fir Y € B(H) erhilt man auch AX* € Ker(®g). Iterieren dieses Argumentes
liefert, dass

Ker(®o)X1...X, C Ker(®g)

fir n € Nund Xy,...,X,, € EUE*. Da Ker(®y) C C*(E) abgeschlossen ist,
folgt die Inklusion Ker(®¢)C*(€) C Ker(®g). Ganz genauso erhalten wir (mit
der anderen Identitidt aus Korollar 2.10), dass auch C*(E)Ker(®g) C Ker(®Pg)
gilt. Also ist Ker(®g) C C*(€) ein Ideal.

Wir wollen nun die Behauptung in (a) zeigen. Die Inklusion Ker(m) C Ker(®g)
folgt direkt aus der Tatsache, dass ®o(X) = V*n(X)V =0 fiir X € Ker(m) ist.
Seien nun X € Ker(®g) und S, T € C*(€). Da Ker(®) ein Ideal in C*(€) ist,
gilt T* XS € Ker(®g). Fiir x,y € H liefert dies

0 = (P(T*X9)x,y)
Vir(T* XSV, y)
T)m(X)m(S)Va, Vy)

X)n(S)Va,n(T)Vy).

™

™

(
(
(m(
(m(
Aufgrund der Minimalitdt von = ist aber K = \/(7(C*(£))V'H). Also folgt
(m(X)x,y) =0 fur alle z,y € K und wir erhalten X € Ker(r). Wir betrachten

nun die Abbildung p : #(C*(£)) — B(H), X — V*XV. Zunichst stellen wir
fest, dass p injektiv ist, denn fiir X = 7(Y) € #(C*(€)) mit p(X) = 0 gilt

0=p(X) =Vr(Y)V = &(Y),

woraus schlieRlich Y € Ker(®o) = Ker(r) und X = n(Y") = 0 folgt.
Bevor wir uns dem Beweis der vollstdndigen Isometrie von p zuwenden, zeigen

wir die Teile (c¢) und (d) der Behauptung. Ersteres folgt unmittelbar aus
Ran(p) ={V*'n(X)V | X € C*(€)} ={Po(X) | X € C* (&)} = €.

Hieraus folgt auch, dass die Abbildung 7 o p wohldefiniert ist, denn es ist
Ran(p) = & C C*(E). Wegen $go Py = P ist pomopomr = por aut C*(&). Also
gilt pomop(Y)=p) fir alle Y € n(C*(£)), und mit der Injektivitdt von p
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erhilt man schlieflich die Identitét 7o p = id (= (g)). Dies impliziert die Surjek-
tivitat von 7 : &€ — w(C*(€)) und die Injektivitdt von p : 7(C*(£)) — £. Da die
letzte Abbildung wegen Ran(p) = £ aber auch surjektiv ist, sind beide Abbil-
dungen bijektiv und zueinander invers. Man sieht leicht, dass fiir X € 7(C*(&))
die Identitit p(X™*) = p(X)* erfiillt ist. Aukerdem folgt
p(r(X)m(Y)) = p(r(XY))

= P(XY)

= XoY

— B(X)od(Y)

= p(r(X)) o p(n(Y))
fir X,Y € &, da ® nach Voraussetzung idempotent ist. Also ist die Abbildung
p:m(C*(€)) — (&, 0) multiplikativ. Ferner gilt p(1) = V*V = V*r(1)V = &(1),
und da ®(1) nach Satz 2.9 das Einselement in (&, o) ist, ist p unital. Damit ist
die Behauptung in (d) gezeigt.
Da sowohl p : 7(C*(€)) — B(H) als auch 7 nach |20, Bemerkungen vor Propo-
sition 3.6] vollstandig kontraktive Abbildungen sind, erhdlt man, dass

[mn (X = (7 (@i5))isll

[(7 0 pom(wij))i;
|70, © pr 0 T (X))
[[on 0 T (X)||

[[mn (X))l

IN I

IN

fiir alle X = (x45);,; € M,(C*(€)) gilt. Damit ist aber [|p,(Y)| = [|Y|| fiir alle
Y € mp (M (C*(€))) = My (n(C*(E))), alsoist p : 7(C*(E)) — B(H) vollsténdig

isometrisch. I

Bemerkung. Als C*-Isomorphismus ist die Abbildung p : 7(C*(€)) — (&€,0)
natiirlich insbesondere vollstéindig isometrisch. Da nach Lemma 2.12 (b) auch
p:m(C*(€)) — B(H) vollsténdig isometrisch ist, erhdlt man einen alternativen

Beweis fiir Korollar 2.11.

Mit Hilfe von Korollar 1.5 formulieren wir nun ein Eindeutigkeitsresultat fiir
vollstindig positive kontraktive Projektionen. Wir zeigen, dass je zwei solche
Abbildungen ® und @, deren Bilder gleich sind, schon auf C*(Ran(®)) iiberein-

stimmen.
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Korollar 2.13. Sind ® : B(H) — B(H) und ® : B(H) — B(H) wollstindig
positive, kontraktive und idempotente Abbildungen mit Ran(®) = Ran(®), so
stimmen ® und ® auf C*(Ran(®)) idiberein.

Beweis. Sei & = Ran(®). Wir beweisen zuniichst, dass ®(1) = ®(1) gilt. Sei
dazu X € & eine positive Kontraktion. Wegen X < [|X||1 < 1 ist dann
X = ®(X) < ®(1). Es ist aber Ran(®) = Ran(®), und mit dem gleichen
Argument fiir ®(1) statt ®(1) erhiilt man, dass auch X < ®(1) fiir jede positive
Kontraktion X € & ist. Damit folgt ®(1) = ®(1).

Wir betrachten nun die Einschrinkungen ® und @y von ® bzw. ® auf C*(€).
Seien (7, V,K) und (%,V,K) die minimalen Stinespring-Dilatationen von ®
und ®o. Nach Lemma 2.12 sind dann die Abbildungen p : m(C*(€)) — B(H),
X — V*XV und p : #(C*(€)) — B(H), X — V*XV vollstindige Isometrien
mit Ran(p) = &€ = Ran(p), und es ist 7 o p die Identitét auf 7(C*(E)) sowie
7 o p die Identitdt auf 7(C*(€)). Auberdem erhdlt man 7(C*(£)) = 7(€) und
7(C*(&)) =7(E). Fir A= p(X) mit X € 7(C*(E)) gilt ferner

[T (A = [I7 (X)) = X = o = [l All;

die Abbildung 7|¢ ist also vollstdndig isometrisch. Wir definieren nun die Ab-
bildung
T=mop:w(C*(&)) — 7(C*(&)).

Wegen p o w|g = idg ist dann 7(7w(X)) = w(X) fiir alle X € &, und da p und
7|¢ vollstédndig isometrisch sind, gilt das gleiche auch fiir 7. Ferner rechnet man
leicht nach, dass 7 surjektiv und unital ist'. Also ist 7 nach Korollar 1.5 ein
*_Isomorphismus, und damit ist schon 7o7m = 7 auf C*(€). Wegen pom|e = idg
ist auferdem po 1 = p. Also gilt fiir alle X € C*(&) die Identitat

o(X) = p(r(X))
= p(r(n(X)))
= p(r(X))
= P(X).
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

'Die Surjektivitit folgt aus 7(7(C*(£))) = %(pN(W(C* €))) = w(€&) = 7(C*(E)). Wegen
(1) = 7(p(1)) = 7(p(r(1))) = w(®(1)) = 7(2(1)) = 7(p(7(1))) = (1) =1

unital.

ist 7 auch
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Im Falle der w*-Abgeschlossenheit des Bildes £ = Ran(®) lasst sich eine weitere
bedeutsame Eigenschaft der minimalen Stinespring-Dilatation (7, V, K) von ®q
beweisen. Es ist ndmlich dann auch 7(C*(€)) C B(K) w*-abgeschlossen. Dies
erlaubt es uns, das Bild der *-Darstellung 7 als von Neumann-Unteralgebra von
B(K) aufzufassen.

Lemma 2.14. Seien ®, w, £, p wie in Lemma 2.12. Ist Ran(®) C B(H) w*-
abgeschlossen, so ist auch w(C*(€)) C B(K) w*-abgeschlossen, also eine von
Neumann-Unteralgebra von B(K). Ferner ist in diesem Fall p : m(C*(€)) — &

ein w*-Homomdorphismus.

Beweis. Nach Lemma 2.12 (d) ist die Abbildung «|¢ : &€ — 7(C*(£)) als Um-
kehrabbildung von p : m(C*(£)) — & natiirlich bijektiv. Da p isometrisch ist

und somit

[ (A = [ (eI = [ X]] = lp(X)]] = 4]
fiir A = p(X) mit X € 7(C*(€)) gilt, folgt, dass 7|g : &€ — 7(C*(E)) ein
isometrischer Isomorphismus ist. Wir versehen nun 7(C*(€)) mit der Topologie

T={Q Cn(C*()) |es gibt U C (£, y+) offen mit Q = =(U)}.

Dann ist 7(C*(€)) C B(H) eine abstrakte von Neumann-Algebra mit Priadual

T(H)/*E, denn es existieren isometrische Isomorphismen
/ s
(T(H) /Lg) e TE e (e).

Hierbei bezeichne T'(H) die Menge aller Spurklasseoperatoren auf H. Insbeson-
dere ist die Multiplikation auf 7(C*(€)) getrennt 7-stetig nach [23, Theorem
1.7.8]. Wir wollen nun die w*-Stetigkeit von 7|¢ : & — B(K) beweisen. Nach
Lemma 1.16 geniigt es zu zeigen, dass 7 : ball(€) — B(K) w*-stetig ist. Sei also
(Xa)aea ein Netz in ball(€) mit X, — 0 beztiglich 7,,«. Dann gilt sicherlich auch
m(Xy) — 0 in (7(C*(E)), ), und da die Multiplikation auf 7(C*(£)) getrennt
T-stetig ist, folgt Sm(Xy)T — 0 in (w(C*(E)), ) fir alle S, T € 7(C*(£)). Also
erhalt man n(Z;)m(Xq)m(Z1) — 0 in (7(C*(E)), T), und damit ist schlieRlich

p(r(23)w(Xo)w(21) = 0 in (€,7)

fiir alle Z1, Zs € C*(€). Da 7+ stérker ist als die schwache Operatortopologie,
folgt

<7r(Xa)7T(Z1)Vh1,7T(ZQ)Vh2> — 0 (Zl, Zy € C*(g),hl,hz € H)
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Nun ist aber (m(Xa))aca ein durch 1 normbeschrianktes Netz in w(C*(&)),
und aufgrund der Minimalitdt von 7 erhédlt man (w(X,)k1,k2) — O fiir alle
ki,ke € IC, also m(X,) — 0 beziiglich WOT. Dann ist aber auch 7(X,) — 0 in
(B(K), T+ ) nach Proposition 1.15. Wir kénnen als nun die w*-Abgeschlossenheit
von 7(C*(€)) zeigen. Nach dem Satz von Krein-Smulian geniigt es, zu beweisen,
dass ball(w(C*(E))) w*-abgeschlossen in B(K) ist. Da aber 7|¢ ein isometrischer

Isomorphismus ist, gilt
ball(w(C*(€))) = ball(w(&)) = m(ball(E)).

Nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki ist ball(£) w*-kompakt in B(H), und weil
| w*-stetig ist, ist w(ball(E)) w*-kompakt, also insbesondere w*-abgeschlossen.
Folglich ist w(C*(£)) € B(K) eine von Neumann-Unteralgebra. Da w*-stetige
isometrische Isomorphismen zwischen zwei dualen Banachrdumen bekanntlich
w*-Homéomorphismen sind, ist 7 : £ — 7(C*(€)) ein w*-Homdomorphismus.
Dann ist aber auch p : m(C*(£)) — & als Umkehrabbildung dieser Abbildung

ein w*-Homoéomorphismus. O

Bemerkung. In der Situation von Lemma 2.14 wird p : 7(C*(€)) — (&, 0) zu ei-
nem W*-Algebrenisomorphismus mit Umkehrabbildung 7 : (£,0) — w(C*(£)).

Wir wollen nun zeigen, dass zu einer gegebenen vertauschenden Familie (¢q)aer
vollstandig positiver, kontraktiver und w*-Stetiger Abbildungen auf B(H) stets
eine vollstindig positive kontraktive Projektion ® : B(H) — B(H) existiert,
deren Bild gerade die gemeinsame Fixpunktmenge der Familie (¢ )qer ist. Da
wir geméf Lemma 2.7 jeder sphirischen Kontraktion S eine vollsténdig positive,
kontraktive und w*-stetige Abbildung ¢g zuordnen kénnen, deren Fixpunktmen-
ge gerade mit der Menge aller S-Toeplitzoperatoren iibereinstimmt, liefert uns
das folgende Lemma ein fundamentales Hilfsmittel zur Konstruktion einer voll-
stdndig positiven, kontraktiven Projektion, deren Bild mit der Menge 7 (F) aller

Toeplitzoperatoren einer Familie F sphérischer Kontraktionen {ibereinstimmt.

Lemma 2.15. Sei (¢q)acr eine kommutative Familie vollstindig positiver, kon-
traktiver und w*-stetiger Abbildungen auf B(H). Dann ezistiert eine vollstindig
positive, kontraktive Abbildung ® : B(H) — B(H) mit ® o ® = ® und

Ran(®) ={X € B(H) | ¢po(X) = X fir alle « € T'}.

Gilt zusatzlich ¢o(1) =1 fir alle o € T', so ist auch ® unital.
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Beweis. Sei S die von {¢q}acr erzeugte kommutative Halbgruppe aller end-
lichen Produkte von Elementen aus {¢q}acr. Da alle ¢, vollstéindig positive,
kontraktive und w*-stetige Abbildungen sind, gilt dasselbe fiir die Abbildungen

1) € S. Ferner rechnet man leicht nach, dass

{X € B(H) | ¢o(X) = X fiir alle a € T'}
= {X e€eB(H) | ¢(X)=X fir alle p € S}

gilt. Wir betrachten nun die Abbildung
Y18 % BH) = B(H), (6, X) — (X).

Da S kommutativ ist, gilt nach [12, Théoréme 2|, dass S mittelbar ist. Also
existiert ein invariantes Mittel p : £°°(S) — C, das heifst, ein positives lineares
Funktional mit 4(1) = 1 und u(fy) = p(f) fir alle ¢ € S, wobei fy(x) = f(x1))
flir x € S. Man beachte dazu, dass S mit der diskreten Topologie versehen ist,
weshalb ¢°(S) = C(S) gilt. Sei nun 7' € B(H) beliebig. Wir definieren die
sesquilineare Abbildung

[ lr tHxH = C, (&) = [§nlr = p((y(,T)En).

Da die Abbildungen aus S Kontraktionen sind, ist fiir £,7 € H und ¢ € S die
Abschétzung

(@, T m| < (@, D [IEN - lnl
[ - [IEN - il
1T} 1EM - {1l

IN

exfiillt. Folglich ist supeg [(v(, TV m)| < |71 - Ig]] - nl] und damit

<7(' 7T)‘£a 77> € KOO(S)

fiir alle £, € H. Also ist [, -]|p wohldefiniert. Die Sesquilinearitit folgt leicht
aus der Linearitdt von p und ~(¢,T) (¢p € S) und aus der Sesquilinearitit
von (-,-). Da zusétzlich |[{,n]r| < ||T] - €| - ||n]] fir &, € H gilt, ist [+, ]p
auch beschrankt und nach [7, Prop. I1.2.2] existiert genau ein ®(7T") € B(H) mit
[@(T)]| < |7} und

(@(T)E,m) =[&nr (§n€H).
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Die induzierte Abbildung ® : B(H) — B(H),T — ®(T) ist linear und kontrak-
tiv. Wir wollen zeigen, dass ® vollstandig positiv ist. Ist also n € N beliebig und
(T35)7 j=1 € Mn(B(H)) eine positive Matrix, so sieht man mit der Linearitét

von p leicht, dass

n n
(Pn(Tij) (i) imns (Ti)imn) = ZZ Tij)xj, i)
=1 j=1
n n
= ZZ“ Tij)zj, i)
i=1 j=1
n n
= p(Y0 Y G Ty)wg, i)
=1 j=1
fir z1,...,z, € H gilt. Da pu positiv ist, bleibt somit zu zeigen, dass
ZZ ¢7 ij x]7$z>>0

=1 j=1

fiir alle ¥ € S ist. Dies folgt aber leicht aus der vollstdndigen Positivitdt von
allen ¥ € S, denn es ist

ZZ (¥, T, ij .T],l‘l> = Z<¢(T’U)x]v$2>
i—1 j—1 i—1 j—1
= (n((Tig)ig) (@), ()
> 0.

Folglich ist ® eine vollstéindig positive Abbildung. Ist ferner T € B(H) mit
Y(T) =T fiir alle ¢ € S, so gilt wegen (¢, T) = ¢(T) auch v(-,T) = T, also
folgt

(@(T),n) = p((y(,T)E )
= p( = (T€n))

(T€, myp(1)

(T&m) (&neM).

Damit ist ®(7") = T und insbesondere auch T' € Ran(®P) gezeigt. Seien nun

T € B(H) und t € S beliebig. Da t : B(H) — B(H) w*-stetig ist, existiert eine

||.||-stetige lineare Abbildung ¢ : T(H) — T(H) mit tr(t(T)L) = tr(Tvy:(L)) fiir

alle L € T(H). Ist ferner L ein selbstadjungierter Operator endlichen Ranges
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und {e; | « = 1,...,r} eine Orthonormalbasis von Ran(L), so ergdnzen wir

{e;|i=1,...,7r} zu einer Orthonormalbasis {e; | j € I} von H und erhalten

tr(®(T)L) = Y (®(T)Lej.e;)

jel

= > (e, LB(T)*e;)
jel

= Z (e;, L®(T)*e;)
=1

= Z [Lei, ei] 1

=1

= 2 (- DLesser))

= w(Y_ (1. 1)Leiser))

=1
= u(tr(+(-. T)D)).

Da die linke und die rechte Seite dieser Gleichung linear in L sind, gilt die Formel
tr(®(T)L) = p(tr(y(-,T)L)) fiir alle Operatoren L € B(H) endlichen Ranges.
Zu beliebigem L € T(H) existiert aber eine Folge (Lj)reny von Operatoren
endlichen Ranges mit ||L — L|l; — 0 fiir £ — co. Wegen

[y, TVL = v, T)Lyllr < |y, DL — Ll
< ATNIL = Lelly - (¥ € S,k € N)

folgt schliefslich
tr(®(T)L) = lim tr(®(T)Ly)

k—oo

= lim p(tr(y(-,T)Ly))

k—oo

= p(tr(y(-,T)L))
fiir alle L € T(H), woraus man leicht
tr(((@(T)L) = tr(D(T)e(L)) = u(tr(v(-, T)e(L))) = p(tr(y(t,7(-, T))L))
fiir L € T(H) erhilt. Hierbei steht tr(vy(¢,y(-,T))L) fiir die Funktion

S —C, s—tr(t(s(T))L) = tr((ts)(T)L).
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Da p ein invariantes Mittel auf £°°(.S) ist, ergibt dies
tr(H@(T)L) = p(tr(2(- T)L)) = tr(®(T)L) (L € T(H)),

was dquivalent zu ¢(®(7T")) = ®(7T) ist, da (B(H),T(H),tr) ein Dualsystem ist.
Wie oben gesehen folgt hieraus auch, dass ®(®(T")) = ®(T) ist. Sind zuséitzlich
alle Abbildungen ¢,, a € I" unital, so folgt leicht 1 € Ran(®), also ist ®(1) = 1.

Damit sind alle Behauptungen bewiesen. O

Ist (¢a)acr eine Familie kommutierender, vollstéindig positiver, kontraktiver und
w*-stetiger Abbildungen auf B(H) und ® wie in Lemma 2.15, so existiert genau
dann ein X # {0} mit ¢o(X) = X fiir alle & € T, wenn ®(1) # 0 ist. Dies erhilt

man unmittelbar aus der Tatsache, dass
Ran(®) ={X € B(H) | ¢o(X) = X fiir alle a € T'}

und || @] = ||®(1)] ist. Auferdem ist zu bemerken, dass die Abbildung ® nach
Korollar 2.13 auf der von den gemeinsamen Fixpunkten der Familie (¢q)acr
erzeugten unitalen C*-Algebra eindeutig bestimmt ist.

Fiir eine Indexmenge I" definieren wir die Menge
N=Nr={j:T— N|j(a) =0 fiir fast alle a € T'}.

Beziiglich der partiellen Ordnung j; < jo, falls ji(a) < ja(«) fiir alle € T,
ist die Menge N nach oben gerichtet. Ist (¢ )acr eine Familie kommutierender,
vollstandig positiver, kontraktiver und w*-stetiger Abbildungen auf B(H), so

schreiben wir

¢ =[] ol

acl’

fiir j € N. Sind j, k € N beliebig, so ist offensichtlich ¢/T% = ¢7¢*.

Lemma 2.16. Sei (¢q)aer eine vertauschende Familie vollstindig positiver,
kontraktiver und w*-stetiger Abbildungen auf B(H). Dann existiert der Grenz-

wert
Q = SOT-lim ¢/ (1).
J

Ferner gilt speziell in der Situation von Lemma 2.15

®(1) = SOT-lim ¢’ (1).
J
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Beweis. Wie im Beweis von Lemma 2.15 bezeichne S = {¢’ | j € N} die kom-
mutative Halbgruppe aller endlichen Produkte von Elementen aus {¢q }acr. Da
fiir j1 < jo die Abschiitzung ¢/2 (1) = ¢71 (¢72771(1)) < ¢71(1) gilt, ist (¢/(1))jen
ein monoton fallendes Netz positiver Kontraktionen. Also existiert der Grenz-
wert

Q = SOT-lim ¢’ (1).
J

Sei nun 4 : £*°(S) — C ein invariantes Mittel. Nach dem Beweis von Lemma
2.15 ist fiir £ € ‘H die Funktion

f=F:5—C, s—(s(1)¢8)

beschréankt. Sei nun € > 0 beliebig. Nach Definition von @ existiert ein jo € N
80, dass fiir alle j € N mit j > jo die Abschétzung

(Q€, &) < (¢’ (1)€,8) < (Q€, &) +¢

erfiillt ist. Insbesondere gilt

(QE,€) < (¢"°(1)€,€) < (QE, &) +¢

fiir alle k € N. Also ist

(Q€,€) < fio(s) <(Q&, &) +¢

nach Definition von S. Folglich erhilt man

(Q€, &) < u(f) = ulfi) <(QEE) +e

durch Anwenden von p. Da e > 0 beliebig war, liefert dies p(f) = (Q¢,&). Also

gilt in der Situation von Lemma 2.15 die Identitdat ®(1) = SOT-lim; ¢/ (1). O

Nach Proposition 2.3 erfiillt die von einer sphérischen Kontraktion S induzierte

vollstandig positive Abbildung ¢g die Vertauschungsrelation
¢s(A*XB) = A%¢s(X)B

fir A,B € S’ und X € B(H). Wie wir in der folgenden Proposition zeigen
werden, iibertragen sich Vertauschungsrelationen dieser Art auf die in Lemma
2.15 konstruierte Projektion ®.
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Proposition 2.17. Seien (¢q)acr eine Familie kommutierender, vollstindig
positiver, kontraktiver und w*-stetiger Abbildungen ¢, : B(H) — B(H) und
¢ : B(H) — B(H) wie in Lemma 2.15. Sind A, B € B(H) so, dass ¢po(AXB) =
Ado(X)B fir alle X € B(H) und o € T' gilt, so ist auch

B(AXB) = AD(X)B
fiir alle X € B(H).

Beweis. Seien X € B(H) beliebig und S die von {¢, }aer erzeugte Halbgruppe
aller endlichen Produkte von Elementen aus {¢q }ocr. Dann folgt aus der Vor-
aussetzung leicht, dass ¥ (AX B) = Ay(X)B fiir alle 1) € S gilt. Wir betrachten
die im Beweis von Lemma 2.15 auftretenden Abbildungen v : Sx B(H) — B(H)
und p : >°(S) — C. Hier folgt unmittelbar (-, AXB) = Avy(-,X)B und wir

erhalten

(@(AXB)E,n) =

fiir alle £, € H. O

2.3 Kommutative Familien spharischer Kontraktionen

Wir kommen nun zu den Hauptresultaten der vorliegenden Arbeit. In Abschnitt
2.1 wurde gezeigt, dass wir einer sphérischen Kontraktion S eine vollstindig
positive, kontraktive und w*-stetige Abbildung ¢g zuordnen kénnen, deren Fix-
punktmenge mit den S-Toeplitzoperatoren {ibereinstimmt. Wir wollen uns in
diesem Abschnitt mit vertauschenden Familien F = (S4)aer sphérischer Kon-
traktionen und den zugehorigen Abbildungen ¢g,, o € I' befassen. Anhand der
in Abschnitt 2.2 bewiesenen Ergebnisse konnen wir die Existenz einer vollstindig
positiven kontraktiven Projektion ® folgern, deren Bild genau die gemeinsame
Fixpunktmenge aller ¢g,, o € I, ist. Letzteres ist aber definitionsgemé&ft gerade
die Menge 7 (F) aller F-Toeplitzoperatoren der Familie F = (Sq)aer. Diese

Beobachtungen sind Gegenstand des folgenden Lemmas.
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Lemma 2.18. Sei F = (Sq)aer eine kommutierende Familie sphdrischer Kon-
traktionen auf H mit So = (Tja)jes, fir a € I'. Dann ezistiert eine voll-
standig postive, kontraktive Abbildung ® : B(H) — B(H) mit o ® = &
und Ran(®) = T(F) so, dass fir X € B(H) und A,B € F' die Gleichung
O(A*XB) = A*®(X)B erfillt ist. Ist F sogar eine kommutierende Familie

sphdrischer Isometrien, so ist ® unital.

Beweis. Wir betrachten fiir a € I" die unitale Abbildung ¢, = ¢g,. Nach Lem-
ma 2.7 sind alle Abbildungen ¢,, a € I', w*-stetig und vollstéindig positiv.
Da die Familie (S, )aer kommutiert, ist mit Proposition 2.8 auch (¢q)acr ver-
tauschend, und weil 7 (F) gerade die gemeinsame Fixpunktmenge der Familie
(¢a)aer ist, folgt mit Lemma 2.15 nun die Existenz einer vollstandig positiven
Abbildung ® : B(H) — B(H) mit ® o ® = ® und Ran(®) = 7 (F). Sind
ferner A,B € F und X € B(H), so erhilt man mit Proposition 2.3, dass
da(A*XB) = A*po(X)B fir alle a € T gilt. Mit Proposition 2.17 erhélt man
schlieflich ®(A*XB) = A*®(X)B. Im Falle einer kommutierenden Familie F
sphérischer Isometrien sind bekanntlich alle ¢, o € T', unital und mit Lemma
2.15 folgt das gleiche auch fiir ®. O

Bemerkung 2.19. Sofern nicht anders angegeben, seien im folgenden stets F =
(Sa)acr eine kommutierende Familie sphérischer Kontraktionen S, = (Tj.q)je7,
auf H und ® : B(H) — B(H) eine wie im Beweis von Lemma 2.18 konstruierte
Abbildung. Nach Korollar 2.13 ist die Einschrinkung ®; von & auf die von
T (F) erzeugte unitale C*-Unteralgebra C*(7 (F)) von B(H) unabhingig von
der Wahl von ®. Wir betrachten die minimale Stinespring-Dilatation (m,V, ﬁ)
von Py und erhalten
O0(X) =Vr(X)V

fir X € C*(7(F)). Da 7 unital ist, folgt daraus leicht, dass ®(1) = ®p(1) =
V*V gilt. Insbesondere sind die Voraussetzungen aus Lemma 2.12 erfiillt, und
da Ran(®) = T (F) als Menge aller gemeinsamen Fixpunkte einer Familie von
w*-stetigen Abbildungen auch w*-abgeschlossen ist, ist Lemma 2.14 ebenfalls
anwendbar. Folglich ist die Abbildung

p:m(CHT(F))) = B(H), =(X)—=Vm(X)V (X eC(T(F)),

eine w*-stetige vollstandige Isometrie mit Ran(p) = T (F) sowie 7 o p = id auf
7(C*(T(F))), und 7(C*(T(F))) ist eine von Neumann-Unteralgebra von B(H).
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Als néchstes wollen wir zeigen, dass im Fall 7(F) # {0} zu F eine Familie
F= ((fja) jeJa)acr normaler sphérischer Isometrien auf H existiert so, dass V.
fiir alle o € I" und j € J, die Operatoren T}, und fj,a vertauscht. Insbesondere
werden wir hieraus folgern, dass kommutative Familien sphérischer Isometrien

subnormal sind.

Satz 2.20. Ist T(F) # {0}, so ewistiert eine vertauschende Familie F =
(§a)a€p normaler sphdrischer Isometrien Se = (j\}',a)jeja auf H s0, dass die
Vertauschungsrelation

TjaV =VTja

fiir alle « € T und j € J, erfillt ist.

Beweis. Sei also T(F) # {0}. Wie wir bereits im Anschluss an Lemma 2.15
beobachtet haben, ist dann @ = ®(1) # 0. Wir definieren nun fj,& =7m(QT}.a)
fir j € Jo, a € I' (man beachte dazu, dass nach Proposition 2.3 alle QT}, €
T(F) C C*(T(F)) sind). Entsprechend setzen wir S, = (@7a)jeJa und F =
(§a)a€p. Wir wollen zeigen, dass S, fiir jedes ao € T eine sphérische Isometrie
ist. Seien dazu « € I' und j € J, beliebig. Da bekanntlich 7 o p = id(c«(7(F))
ist, folgt
R(D(X) = m(p(r(X))) = 7(X) (X € C*(T(F)),

und mit Korollar 2.10 sieht man leicht, dass
Tron(X)Tje = m(T1,QXQT50)
= 7(®(T aQXQTJ a))
*

= m(T;,2(QXQ)Tja)
= 77T;iaq)( )Tja)

fiir alle X € C*(7(F)) gilt. Mit X = 1 liefert dies fiir jede endliche Teilmenge
F von J, die Abschitzung

Y TiaTje = ) w(T}.QTa)
jeF jEF

< Y w(TiaTia)

jEF

= 1) _TioTjo)
JeEF
< 7(1) =1,
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da @ < 1 und 7 ein unitaler *-Homomorphismus ist. Also ist Zje Jo I oL

nach Proposition 2.2 SOT-konvergent, und es folgt

> TaTja <.

J€Ja
Sei nun X € C*(7(F)) und F C J, endlich. Dann folgt die Existenz von
Z=w"-3 ;. fﬁaw(X)fjﬂ erneut mit Proposition 2.2 und der anschlieftenden
Bemerkung, und da 7(C*(7 (F))) C B(H) eine von Neumann-Unteralgebra ist,
ist Z € m(C*(7(F))). Eine Anwendung von Lemma 2.18 liefert

(X Trar(0T5a) = p(v(X T T;a))
jeF JEF

= O(> T, o(X)T,

JEF

= > TrO(X)Tja

JjEF
Durch Ubergang zum Limes iiber alle endlichen Teilmengen von J,, erhiilt man

daraus mit der w*-Stetigkeit von p schlieflich

p(Z2) = p(w* hm Z )

jEF
= w*- lim 17 (X))o
FCJa
jeF
= ¢a(®(X))

= ®(X) = p(n(X)),

und mit der Injektivitét von p folgt Z = w(X). Also gilt
w > T m(X) T = 7(X).
Jj€Ja
JEda T* Tja=1g

gilt, also ist §a eine sphérische Isometrie. Ist nun 7(X) eine Orthogonalprojek-

Indem man X = 15, wihlt, sieht man auferdem, dass w*-_

tion, so ist Ker(m(X)) ein invarianter Teilraum fiir alle ZA’j’a, j€ Jy, €L,
denn fiir alle « € T' und h € Ker(n(X)) gilt

SN rX)Tahl* = Y (7(X)Tjah, 7(X)Tjah)

j€Ja j€Ja
= D> (Tfam(X)Tjah.h)
J€Ja
= (7(X)h,h) =0
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und es folgt W(X)IA’j,ah = 0 fiir alle j € J,, o € I'. Wir wollen als néch-
stes zeigen, dass alle fj,a im Zentrum der von Neumann-Algebra 7(C*(7 (F)))
liegen. Zunéchst sieht man leicht, dass Tr(X)fj,a = fmﬂr(X) fiir alle Orthogo-
nalprojektionen m(X) € w(C*(7(F))) gilt, denn sowohl Ker(n(X)) als auch
Ran(n(X)) = Ker(m(1 — X)) sind invariant unter allen j}a, acl,jed,
Mit [8, Propostition 13.3] erhdlt man auferdem, dass

LH{x(X) € n(C*(T(F))) | 7(X) Orthogonalprojektion } | = 7(C*(T (F)))

gilt, woraus die Behauptung unmittelbar folgt. Insbesondere sind alle Ope-
ratoren 7/\’]-706, j € Ja, a € T, vertauschend und normal. Da ferner fiir al-
le X € C*(T(F)) und alle A € F' die Vertauschungsrelation ®(XQA) =
O(XQ)A = &(X)A erfiillt ist, liefert Lemma 1.6 die Identitét

T(QA)V =V A

fiir alle A € F’. Unmittelbar erhilt man nun @7aV = VT, fiir alle « € I' und
j € Jo. Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Korollar 2.21. Sei F = (Sy)aer eine vertauschende Familie sphdrischer Iso-
metrien auf H mit So = (Tja)jes, fir a € I'. Dann ezistiert ein Hilbertraum
H > H und eine kommutierende Familie F = (§a)a€p normaler sphdrischer Iso-
metrien S, = (fj,a)jeja auf ﬁ, die H invariant ldsst und so, dass T}, = QA},Q!H

fir alle a € ' und j € J, gilt. Insbesondere ist F subnormal.

Beweis. Wir betrachten erneut fiir o« € I' die Abbildungen ¢, = ¢g,. Da die
Familie F = (S4)aer eine kommutative Familie sphérischer Isometrien ist,
sind alle ¢, a € T, unital. Also ist auch die Abbildung ® : B(H) — B(H)
aus Lemma 2.18 unital, insbesondere ist 7(F) = Ran(®) # {0}. Folglich
existieren nach Satz 2.20 ein Hilbertraum H und eine kommutative Familie
F = (Sa)aer = ((@76,)]‘6!]&)&61" normaler sphirischer Isometrien auf H so, dass

die Vertauschungsrelation

TjaV = VTja

fiir alle « € I' und j € J, erfiillt ist. Wegen V*V = V*r(1)V = &(1) = 1 ist
V eine Isometrie, und wir konnen H vermoge V mit V'H identifizieren. Es folgt

die Behauptung. O
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Das folgende Lemma liefert eine Minimalitétsaussage fiir die im Beweis von Satz
2.20 konstruierte Familie F normaler sphérischer Isometrien auf H. Wir zeigen,
dass der Hilbertraum H der kleinste reduzierende Teilraum fiir 7 mit VH C H
ist. Im Falle einer vertauschenden Familie F sphérischer Isometrien erhélt man

damit gerade die Minimalitét der normalen Erweiterung (7, H) von F.

Lemma 2.22. Fir die im Beweis von Satz 2.20 konstruierte Familie j-: nor-

maler spharischer Isometrien auf H gelten:

(a) H ist der kleinste reduzierende Teilraum fiir .7?, der V'H enthalt.

~

(b) Das Bild m(C*(T (F))) der *-Darstellung © stimmt mit dem in B(H) gebil-

o~

deten Kommutanten der unitalen C*-Algebra C*(F) tberein.

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass ein Teilraum K von H genau dann F
reduziert, wenn er C* (ﬁ ) reduziert. Ist nun C der kleinste reduzierende Teilraum
von H fiir C*(F) mit VH C K, so ist zu zeigen, dass dann ‘H = K gilt. Wir

definieren dazu die Abbildung
px : T(CH(T(F))) = B(K), m(X) — Per(X)|k-

~

Nach dem Beweis von Lemma 2.12 ist 7(C*(7(F))) € F = C*(F)', und da K

~

reduzierend fiir C*(F), folgt

Ran(px) = Per(CH(T (F)))lx € (C*(F)lx)"
Ferner ist px nach [20, Bemerkungen vor Proposition 3.6] vollstéindig positiv
und nach [20, Proposition 3.6] auch vollstédndig kontraktiv, denn bekanntlich ist
llpclles = llpic(1)]] = 1. Wir betrachten nun die vollstéindig kontraktive Abbil-
dung

s (C*(F)l) — B(H), Y = V'YV

und zeigen, dass Ran(py) C 7 (F) ist. Seien dazu Y € (C*(]?)\;g)’ und a € T’
beliebig. Da Tj oV = VTj, fiir alle j € J, gilt, folgt

STV YVTary) = 3 (Ve VTa)
j€Ja 9€Ja

= Z <Y1A“j,aVa:, fj,aVy>
Jj€Ja

= > (T;aYVa,T; o Vy)
Jj€Ja

= <YV3:, Vy>
= <V*YV$, y>
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fiir ,y € H. AuRerdem erhalten wir pypx = p, denn fiir alle Y € 7(C*(7 (F)))
ist wegen V'H C K die Identitét

((prpx(Y))z,y) = (V'PcY|cVa,y)
= <YV:U,Vy>

= <p(Y).CL’, y>

fiir alle z,y € H erfiillt. Bekanntlich ist aber p = pypx eine vollstédndige Iso-
metrie, und da py und px vollstindig kontraktiv sind, ist auch px vollstindig

isometrisch. Wir wollen als néchstes zeigen, dass die Abbildung
pic : T(CH(T(F))) = (C(F)Ix)

auch surjektiv ist. Da p : m(C*(7 (F))) — T (F) surjektiv ist und die Inklusion
Ran(py) C T (F) erfiillt ist, reicht es zu zeigen, dass die Abbildung py injektiv
ist. Sei also Y € (C*(F)|x)’ mit py(Y) = V*YV = 0. Die vorausgesetzte
Minimalitatsbedingung fiir K bedeutet genau, dass

\/C*(F)IVH=K
ist. Also geniigt es zu zeigen, dass
(YRVz,SVy) =0

ist fiir alle 2,y € H und R,S € S*(F) (siche Bemerkung 1.12). Da S*(F)
kommutativ ist und da Y mit den Einschrinkungen aller Operatoren in S*(F)
vertauscht, diirfen wir annehmen, dass R, S € S(F) gilt. Operatoren in S(F)
bilden aber V'H in sich ab, also gibt es Z,§ € ‘H mit RVx = VZ und SVy = Vy.
Folglich ist

(YRVz,SVy) =(YVz,Vy) =(V'YVZ,79) =0,

und es folgt die Injektivitdt von pyy, also die Surjektivitdt von px. Mit Korollar
1.5 ergibt sich weiterhin, dass pi : 7(C*(T(F))) — (C*(F)|x)’ als unitale und
surjektive vollstindige Isometrie ein *-Isomorphismus ist. Insbesondere ist I
invariant unter 7(C*(7 (F))), denn fir X € n(C*(7(F))) und A = PcX|k
folgt aus

A*A = pic(X) " pre(X) = p(X7X) = Pe(X7X) |k

mit Proposition 1.8, dass X/XC C K gilt. Die Minimalitdt von 7 liefert dann aber
H = K, da H der einzige reduzierende Teilraum fiir 7(C*(7 (F))) ist, der VH

~

enthilt. Insbesondere erhélt man die Identitiat w(C*(7 (F))) = C*(F)". O
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Der Ubersicht halber fassen wir die Situation kurz zusammen. Wir betrach-
ten eine vertauschende Familie F = (S)aer sphérischer Kontraktionen S, =
(Tja)jet. auf 'H und die zugehérigen Abbildungen ¢, = ¢g,, o € TI'. Ist
T(F) # {0} und Q = SOT-lim; ¢’ (1) wie in Lemma 2.16, so haben wir bisher
gezeigt, dass dann ein Tripel (7, V, F) bestehend aus

(i) einem Hilbertraum ,
(ii) einer stetig linearen Abbildung V : H — H mit V*V = Q und

(iii) einer kommutativen Familie F= (§a)aer normaler sphérischer Isometrien
Sy = (j\’j,a)jeja auf H existiert so, dass fj’aV = VIA’]-,Q fiir alle o € T" und
7 € Jy ist und H der kleinste reduzierende Teilraum fiir 7 ist, der V'H
enthalt.

Wir zeigen nun, dass dieses Tripel bis auf unitéire Aquivalenz eindeutig bestimmt
ist. Ist H ein beliebiger Hilbertraum und F = ((T}a)jeJ. )acr €ine beliebige
kommutative 2-Familie von Operatoren in B(H), so definieren wir die Mengen
I={(j,a) |ael,je Jy} und Ny ={o:1 —N|o(i) =0 fiir fast alle i € I}.
Fiir 0 € Ny setzen wir
1o =] 17" € B(R).
el

Offensichtlich gilt dann fiir die Halbgruppe S(F) aller endlichen Produkte von
Elementen aus {Tjo | @ € T',j € Ju} (vgl. Bemerkung 1.12) die Identitét
S(F)={T° | o € Ny}.

Satz 2.23. Seien (’ﬁl,Vl,]?l) mit .7?1 = ((Nj,a)jets)acr und (ﬁg,‘é,ﬁz)aer
mit Fy = ((Lja)jet.) zwei Tripel mit den zuvor beschriebenen FEigenschaften
(i)-(iii). Dann ezistiert ein unitirer Operator W : Hy — Ha mit WV; = Va und

WNjo=L; W
fiir alle « € T und j € J,.

Beweis. Um die Existenz von W zu zeigen, orientieren wir uns am Beweis von
Lemma 1.14. Sei (H,V,F) mit F = ((Mj4)jes. )acr ein beliebiges Tripel mit
den Eigenschaften (i)-(iii) und sei n € N. Nach Proposition 1.11 gilt dann
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XY* = Y*X fiir alle X,Y € S(F). Sind nun fir ¢ € {1,...,n} die Elemen-
te o; € Ny und h; € ‘H beliebig, so folgt
1> (MY VR[> = Y (M) Vhi, M)V hy)
i=1 ik=1
= > (M Vhi, M7Vh)
ik=1
= > (VTh;,VT%hy)
ik=1
= > (VVIhi, T hy).
ik=1

Fiir die beiden Tripel (Hy, Vi, F1) und (Ha, Va, Fa) ergibt sich hieraus wegen
Vi'Vi = @ = V5'V; leicht, dass die Abbildung

Wo: LH{N'h|he H,N e S(F)} — LH{L'h|heH LeSF)},

SOk S (L) Vah

i=1 i=1
eine wohldefinierte lineare Isometrie ist. Auferdem ist Wy surjektiv und es ist
WoVi = V5. Genau wie im Beweis von Lemma 1.13 folgt derweil, dass 7'?1 =
V {N*Vlh |he™M,N e S(ﬁl)} und Hp = \/ {L*V2h lheM,Le 3(7?2)} gilt.
Also kénnen wir Wy zu einer unitdren Abbildung W : 7:Z1 — 7:22 fortsetzen, die
WVy = Vs erfiillt. Mit Hilfe von Proposition 1.11 rechnet man nun die Identitét
WNj o= Lj W fir alle j € J,, a € I" leicht nach. O

Als néchstes wollen wir eine vollstdndig kontraktive, unitale und multiplikative
Abbildung © konstruieren, die die Vertauschungsrelation aus Satz 2.20 auf den

Kommutanten der Familie F erweitert.

Lemma 2.24. Sei F die im Beweis von Satz 2.20 konstruierte Familie norma-
ler sphdrischer Isometrien auf H. Dann existiert eine vollstandig kontraktive,

unitale und multiplikative Abbildung
0:F - F,

die der Vertauschungsrelation ©(A)V =V A, A€ F' geniigt.
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Beweis. Sei Q = ®(1). Mit Lemma 2.18 stellen wir zunéchst fest, dass
QA = ®(A) € Ran(®) C C*(T(F))

fir alle A € F' sowie Ran(®) = T (F) gilt. Im Beweis von Satz 2.20 wurde
gezeigt, dass alle TA}-,Q, j € Ja, @ € T im Zentrum der von Neumann-Algebra
w(C*(T(F))) liegen, und dass alle A € F’ die Identitét m(QA)V = V A erfiillen.
Folglich ist die Abbildung

O:F - F, A w(QA)

wohldefiniert, unital und vollsténdig kontraktiv, und es gilt O(A)V = V A fir
alle A € F'. Wir zeigen noch die Multiplikativitit von ©. Seien dazu X,Y € F’
beliebig. Dann ist offensichtlich auch XY € F’, und wir erhalten

(O(XY) - 0(X)O(Y)V = O(XY)V -0(X)oY)V
= VXY -0(X)VY
= VXY -VXY =0.

Also ist auch V*(O(XY) — O(X)O(Y))V =0, und da die Abbildung
p: 7(CH(T(F) = BH), Yo VYV

nach Lemma 2.12 insbesondere injektiv ist, folgt O(XY)—0(X)O(Y) = 0. Dies
liefert die Multiplikativitdt von ©. O

Nach Lemma 1.14 wissen wir, dass minimale normale Erweiterungen einer sub-
normalen 2-Familie von Operatoren in B(H) bis auf unitéire Aquivalenz eindeu-
tig bestimmt sind. Wir konnen anhand dieses Resultates nun noch einige Fol-
gerungen fiir die minimale normale Erweiterung einer vertauschenden Familie
F = (Sa)aer sphérischer Isometrien beweisen, die im folgenden Satz zusam-

mengefasst sind.

Satz 2.25. Seien F = (Sq)acr eine kommutierende Familie sphirischer Isome-
trien auf H mit So = (T}a)jet, fir oo € I' und (N,K) eine minimale normale
Erweiterung von F auf KK O H mit N = (No)aer = ((Nj.a)jet.)acr. Sei fer-
ner ® : B(H) — B(H) die im Beweis von Lemma 2.18 definierte vollstindig
positive, unitale Projektion mit Ran(®) = 7 (F). Dann existiert eine unitale

*-Darstellung m : C*(T (F)) — B(K) mit:
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(a) ©(Tja) = Njq firalle j € Jo, a €T
(b) Ist Py : K — H die Orthogonalprojektion von K auf H, so gilt
(X) = Pum(X)|n
fir alle X € C*(T(F)).

(¢) Ihr Bild w(C*(7T (F))) stimmt mit dem in B(K) gebildeten Kommutanten
der unitalen C*-Algebra C*(N) tberein.

(d) Ker(m) stimmt mit dem von allen Operatoren der Form XY — ®(XY),
X,Y € T(F) erzeugten abgeschlossenen zweiseitigen Ideal von C*(7T (F))

iberein.
(e) Die Abbildung
p:m(CHT(F))) = B(H), n(X) = Pur(X)|n
ist eine vollstindige Isometrie mit Ran(p) = T (F) und mop = id(c+(1(F)))-

(f) Seien C*(F) die von F in B(H) erzeugte unitale C*-Algebra und C das von
allen XY =YX mit X,Y € C*(F) erzeugte abgeschlossene Ideal in C*(F).
Ist my die Einschrankung von 7 auf C*(F) und py die Einschrinkung von p

auf C*(N), so existiert eine kurze exakte Sequenz
0—C— C*(F) 8 C*(N) — 0.
Ferner ist po vollstandig 1sometrisch und mo o po = idc+(N)-

(9) Ein Operator X € B(H) kommutiert mit F genau dann, wenn sowohl
X € T(F) als auch X*X € T(F) gilt. In diesem Fall existiert ein ein-
deutig bestimmter Operator Xe N', der H invariant lisst und dessen Ein-
schrankung auf H mit X dbereinstimmt. Ferner ist die Abbildung X — X

normerhaltend.

Beweis. Nach Lemma 2.22 ist die im Beweis von Korollar 2.21 konstruierte nor-
male Erweiterung F von F minimal. Da minimale normale Erweiterungen nach
Lemma 1.14 bis auf unitire Aquivalenz eindeutig bestimmt sind, geniigt es zu
zeigen, dass die in Bemerkung 2.19 gewihlte *-Darstellung 7 die Eigenschaften
(a)-(g) besitzt. Wir identifizieren H vermdoge der Isometrie V : H — K mit VH.
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Die Teile (a), (b), (c) und (e) folgen entweder direkt aus den Konstruktionen
oder wurden bereits bewiesen (siche Lemma 2.12 und Lemma 2.22).

Wir wollen nun (d) beweisen. Da ®g : C*(7 (F)) — B(H) eine Projektion ist,
folgt

Ker(m) = Ker(®g) = Ran(l — &) ={X —®(X) | X € C*(T(F))}

mit Lemma 2.12 (a). Sei I das von XY — ®(XY) mit X,Y € T (F) erzeugte
abgeschlossene Ideal in C*(7 (F)). Da Ker(m) ein Ideal ist, folgt I C Ker(m)
unmittelbar aus der Tatsache, dass XY — ®(XY) € Ran(1 — ®g) = Ker(n) fiir
X, Y € T(F) ist. Ist umgekehrt X € C*(7(F)), so geniigt es zu zeigen, dass
X — ®(X) € I gilt. Nun ist aber 7 (F)* = 7 (F), und wir erhallten

CHT(F)=\/{T1.. TnIneNund Ty,..., T, € T(F)}.

Also reicht es, die Behauptung fir X =T --- T, mit Ty,..., T, € T(F),n € N

zu beweisen. Fiir ein solches X gilt aber

Ty T, — ®(Ty - Tp)
= Ty Tp—T1 Ty 1®(T})
+ Ty Ty ®(T) — Ty - Ty ®(Ty 1 Th)
+o + T(Ty- - Tp,) — B(T1 -+ Tp)
= Ty Tt (T, — ®(T))
+ Ty Tpa (T 1 (T3) — (11 T5))
ot T Ty (T o1 (T2 Ti) — @(Tmiogr -+ Tn))
+o+ TO(Ty - T,) — (Th -+ Ty).

Man beachte nun, dass T;, — ®(7},) € I ist und wegen 7T, € Ran(®) erhalt
man auch T,, 1 ®(T},) — ®(T,—1T},) = T-1Ty, — ©(T),—1T},) € I. Ferner folgt mit
Thn—k+1 € Ran(®) und Korollar 2.10 leicht

L1 (Tporz - T) = DT -+~ T)
= Takr1®(Toki2- - Tn) = (S(Thp1) Trpr2 - Tn)
= Tn—k+1q)(Tn—k+2 v Tn) - (D(Tn—k+1(I)(Tn—k+2 tee Tn)) el

firalle k € {2,...,n}. Da Ty --- T € C*(T(F)) fur k € {1,...,n—1} gilt, folgt
schlieflich Ty - - - T,, — ®(T1 - -+ T;,) € I. Damit ist Teil (d) gezeigt.
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Um (f) zu beweisen, zeigen wir zuerst, dass ®(C*(F)) = C*(F) N T (F) erfiillt
ist. Offensichtlich gelten die Inklusionen ®(C*(F)) C Ran(®) = 7(F) und
CY(F)NT(F) C &(C*(F)), da fiir ein Element X € C*(F) N Ran(®P) schon
X = ®(X) € &(C*(F)) ist. Somit bleibt ®(C*(F)) C C*(F) zu zeigen. Aus
dem Beweis von Satz 2.20 wissen wir, dass die Operatoren 7(7j,) mit a € I’
und j € J, eine vertauschende Familie normaler Operatoren bilden. Folglich

erhalt man

Vir(Ty) - -w(Tn)V
= v [[ =@ ] @)V

kEN; kEN,

= @(HTkHTk)

keEN:  keN,

= II Ty II Ty

kEN:  keN,

fir Ty,...,T, € FUF* mit Lemma 2.18, da [[,cy, Tk € F' ist. Hierbei ist
N, ={k e {1,....on | T € F}} und N} = {1,...,n} \ N,. Also folgt
O(C*(F)) € C*(F) mit der Linearitét und der Stetigkeit von ®. Zusammen mit
der in Lemma 2.12 bewiesenen Identitit Ker(®¢) = Ker(m) erhilt man unmit-
telbar Ker(m) = {X —®(X) | X € C*(F)}. Da mo(C*(F)) kommutativ und
ein *-Homomorphismus ist, gilt 7o(XY —Y X)) = 7o(X)mo(Y) =m0 (Y)mo(X) =0
fiir alle X,Y € C*(F), was leicht C C Ker(m) ergibt. Sei nun X € C*(F) ein
endliches Produkt der Form X =T --- T, mit T1,...,T, € FUF*. Wir zeigen
durch Induktion nach n, dass dann X — ®(X) € C ist. Dabei ist zu beachten,

dass in jedem Fall F und F* kommutativ sind und
ox)= [ & [ =
keEN:  keN,

gilt, wobei N,, und N;; wie oben definiert sind. Fiir X =T} € F U F* ist die
Behauptung klar, denn in diesem Fall ist X = ®(X), also X — ®(X) =0¢€ C.
Sei nun also n > 1 und die Behauptung fiir alle £ < n schon gezeigt. Dann ist
X=T Ty mit T1,...,Thy1 € FUF* und entsprechend

ox)= [[ & [I =

kEN:,,  KkENni1

Wir unterscheiden zwei Falle. Ist einerseits 77 ¢ F, so folgt mit Lemma 2.18,
dass X —®(X) =Ty (Tz-+ Tns1 — ®(To -+ Tp11)) gilt, also ist X — ®(X) €C
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nach Induktionsvoraussetzung. Ist andererseits 77 € F,sosetze Y =T5--- T
und erhalte ®(X) = ®(Y)77 mit der Kommutativitdat von F. Folglich kénnen

WIr

X-®(X) = T\Y —o(YV)T}
= TVY —Ty®(Y) + Ti®(Y) — ®(Y)T}
= TI(Y — (V) + Ti®(Y) - ®(Y)Ty € C

schreiben, da Y — ®(Y) € C nach Induktionsvoraussetzung und 7T7®(Y) —
O(Y)T € C wegen ®(C*(F)) C C*(F) gilt. Als Einschrankung einer vollsténdig
isometrischen Abbildung ist po : C*(F) — B(H) vollstindig isometrisch. Wegen
C*(F) = (C*(F)) folgt p(C*(F)) = p(r(C*(F))) = B(C*(F)) C C*(F). Also
gilt mg o pg = idc*(]f.).

Zum Schluss wollen wir Teil (g) zeigen. Ist zundchst X € F’, so erhalten wir
X € T(F) und X*X € T(F) direkt mit Proposition 2.3. Sei nun X € B(H)
mit X, X*X € T(F). Dann ist X = n(X) € F', denn alle Tjo, j € Ja, @ € T,
liegen bekanntlich im Zentrum von 7(C*(7(F))). Aus X € 7 (F) erhdlt man
X =®(X) = V*XV, also ist

11 = 12 = llp(X)] = IX]]-

Da auch X*X € T(F) gilt, ist X*X die Kompression von X*X und es folgt
XVH C VH nach Proposition 1.8. Zusammen mit der Invarianz von V'H unter

allen fj,a, J € Ja, a €T ergibt dies
XTjo = VXVV'T;,V
= V*XT;.V
= VXV
= VT VV*XV
fir alle & € T und j € Jo, da bekanntlich X € F' gilt. Ist S € B(H) ein
weiterer Operator mit S € .7?’, und SVH C V'H sowie X = V*SV, so folgt mit

der Normalitét von Tj,a mit dem Satz von Fuglede-Putnam auch SQA}* o= QA“J* oS
fiir alle « € T und j € Jo. Also ist S € C*(F) = x(C*(T(F))) nach Teil (c),
und wegen p(S) = p(X) erhilt man S = X unmittelbar aus der Injektivitit der

Abbildung p. O
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3 Anwendungen auf uniforme

Algebren

In diesem Kapitel wollen wir mit Hilfe der Ergebnisse aus Abschnitt 2.3 Bei-
spiele exakter Sequenzen von verallgemeinerten Toeplitzalgebren fiir uniforme
Algebren auf kompakten Hausdorffriumen konstruieren. Sei daher im Folgen-
den stets K ein kompakter Hausdorffraum und C(K) die Banachalgebra der
komplexwertigen stetigen Funktionen auf K. Ferner bezeichnen wir mit M (K)
den Raum aller komplexwertigen, reguléren Borelmake auf K und mit M (K){
die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe in M (K). Nach dem Rieszschen Dar-
stellungssatz ist bekanntlich M(K) = C(K)* bis auf isometrische Isomorphie

(vgl. |7, Appendix CJ).

3.1 Der verallgemeinerte Hardy-Raum H?(m)

Ist A C C(K) eine normabgeschlossene Unteralgebra, die die konstanten Funk-
tionen enthélt und die Punkte trennt, so heifst A eine uniforme Algebra. Da wir
in diesem Kapitel Toeplitzoperatoren auf verallgemeinerten Hardy-Rdumen zu
einer uniformen Algebra untersuchen wollen, miissen wir zunéchst den Begriff
des Hardy-Raumes in diesem abstrakten Kontext einfiihren und spezifizieren,
was wir unter einem Toeplitzoperator T, mit Symbol ¢ auf einem verallgemei-

nerten Hardy-Raum verstehen.

Definition 3.1. Sei A C C(K) eine uniforme Algebra und m € M(K){. Wir
72

nennen H?(m) = A7 ™ den verallgemeinerten Hardy-Raum zu A und defi-

nieren H>(m) = H?(m) N L®(m). Zusitzlich betrachten wir fiir ¢ € L% (m)

den Multiplikationsoperator
M : L*(m) — L*(m), f— ¢f

mit Symbol ¢ € L>(m). Der Toeplitzoperator T, mit Symbol ¢ € L>(m) ist
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definiert durch Ty, = Pp2 () Mo| gr2(m), das heifst es ist
T<P :H2(m> _>H2(m)7 fHPHQ(m)(SDf)
Hierbei bezeichnet Pp2(,,,) die Orthogonalprojektion von L?(m) auf H?(m).

In der folgenden Proposition wollen wir grundlegende Eigenschaften der Abbil-
dungen M : L*®°(m) — B(L?*(m)), ¢ — M, und T : H*®(m) — B(H?*(m)),
@ +— T, angeben. Es sei kurz bemerkt, dass der iiberwiegende Teil des Beweises

elementar ist und daher dem Leser {iberlassen wird.
Proposition 3.2. Sei A C C(K) eine uniforme Algebra und m € M(K)7.

(a) Die Abbildung M : L°°(m) — B(L?*(m)), ¢ — M, ist ein unitaler, iso-
metrischer und w*-stetiger *-Homomorphismus. Insbesondere ist thr Bild

Ran(M) C B(L?*(m)) eine w*-abgeschlossene selbstadjungierte Teilalgebra.

(b) Die Abbildung T : H*(m) — B(H?(m)), ¢ + T, ist ein unitaler, kontrak-

tiver Algebrenhomomorphismus.

Beweis. Wir beweisen nur die w*-Stetigkeit von M. Nach Lemma 1.16 geniigt es
zu zeigen, dass die Einschrinkung von M auf die abgeschlossene Einheitskugel
von L*°(m) w*-stetig ist. Sei (pa)rea ein Netz in L°°(m) mit [[p]|pec(m) < 1
fir alle A € A und ¢y — ¢ in (L>®(m),7y+) fiir ein ¢ € L>®(m). Fiir alle
f,g € L?(m) gilt dann sicherlich

(M, f.g) = /K orfgdm

A _
- /wagdm
= <M§0f7g>7

also ist M, = WOT-limy M,,. Da das Netz (py)rea jedoch normbeschrankt
war, folgt schon M, = w*-limy M,, mit Proposition 1.15. O

Wir geben nun eine niitzliche Charakterisierung von H*(m) an und zeigen,
dass der Raum H°°(m) genau aus den Elementen ¢ € L (m) besteht, fiir die
©H?(m) C H?(m) gilt. Wir stellen also fest, dass genau dann ¢ € H*(m)
gilt, wenn H?(m) ein invarianter Teilraum fiir den Multiplikationsoperator M,,
ist. Insbesondere beweisen wir, dass H*°(m) C L*°(m) eine w*-Abgeschlossene

Unteralgebra ist.
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Lemma 3.3. Seien A C C(K) eine uniforme Algebra und m € M(K){. Dann
gilt die Identitdt

H*(m) = {p € L*(m) | pH*(m) C H*(m)},
und H*(m) ist eine w*-abgeschlossene Teilalgebra von L (m).

Beweis. Sei zunéchst ¢ € H*(m). Nach Definition ist bekanntlich H*°(m) =
H?(m) N L>®(m), also ist insbesondere ¢ € L°(m). Da der Multiplikationsope-
rator M, : L?(m) — L?(m) stetig ist, geniigt es zu zeigen, dass pf € H?(m) fiir
alle f € Aist. Wegen o € H?(m) existiert eine Folge (¢, )y, in A mit ¢, — ¢ fiir
n — oo in L?(m). Ist nun f € A beliebig, so folgt wegen A C L>(m) schlieklich

of = Myp = Mf( lim ¢,) = lim Mypp, = lim @, f
n—oo n—oo n—oo

mit der Stetigkeit von My. Dies liefert aber sofort, dass ¢f € AL H?(m)
ist, denn fiir alle n € N ist ¢, f € A.

Sei nun umgekehrt ¢ € L(m) so, dass of € H?(m) fiir alle f € H?(m)
ist. Wir miissen zeigen, dass dann ¢ € H?(m) folgt. Dies erhilt man aber
leicht aus der Tatsache, dass 1 € H?(m) und damit nach Voraussetzung auch
0= 1€ H?*(m) gilt.

Anhand der damit Bewiesenen Charakterisierung von H°°(m) sieht man leicht,
dass H*®(m) C L°(m) eine Teilalgebra ist. Die w*-Abgeschlossenheit von
H®>(m) C L*(m) folgt unmittelbar aus der in Proposition 3.2 bewiesenen w*-
Stetigkeit der Abbildung M : L>®(m) — B(H?*(m)), ¢ — My, da die Menge

{T € B(L*(m)) | TH*(m) c H*(m)} C B(L*(m))

w*-abgeschlossen ist. O

3.2 Spharische Multifunktionen und zugehdrige

Toeplitzoperatoren

Wir wollen nun eine besondere Klasse von Familien von Funktionen in C(K)
untersuchen, die sogennanten sphérischen Multifunktionen. Wie sich heraus-
stellen wird, bildet die zu einer Familie sphérischer Multifunktionen (F,)aer
gehorige Familie F = (S, )qer von Familien von Toeplitzoperatoren gerade eine

vertauschende Familie sphirischer Isometrien.
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Definition 3.4. Eine Familie F = (¢;);jcs von Funktionen in C(K) heift
spharische Multi funktion, falls die Indexmenge J hochstens abzdhlbar un-
endlich ist und falls fiir alle x € K die Identitét

Do lei@))? =1

JjeJ
gilt. Eine Familie (F,)qer sphérischer Multifunktionen F, = (¢j.q) e, heifit
separierend oder punktetrennend, falls zu je zwei Punkten x,y € K mit x # y

ein a € I' und ein j € J, existieren mit ¢; () # @ja(y).

Im folgenden sei stets A C C(K) eine normabgeschlossene Unteralgebra, m €
M(K){ ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf K und (F,)aer eine punktetrennende
Familie von sphérischen Multifunktionen F, = (¢j.a)jes, mit p;o € A fiir alle
acl,je Jy Fira € I sei auferdem S, = (T, ,)jes,- Wir bezeichnen mit F
die Familie (Sq)aer. In Anlehnung an Kapitel 2 schreiben wir abkiirzend 7} ,, fiir

den Toeplitzoperator mit Symbol ¢; .. Ein erstes Ergebnis dieses Abschnittes
liefert die angekiindigte Verbindung von Familien sphérischer Multifunktionen

zu Familien sphérischer Isometrien.
Lemma 3.5. F ist eine kommutierende Familie sphdarischer Isometrien.

Beweis. Seien o € I' und j € J, beliebig. Wegen A C H*°(m) ist insbesondere
©ja € H®(m) und damit My, ,H?(m) C H?*(m) nach Lemma 3.3. Offensicht-
lichist (3 ;cr T} 0T)a
ter Operatoren. Da fiir eine endliche Teilmenge F' C J, mit der Invarianz von
H?(m) unter M, . auferdem

D TiaTiaf ) = Y (P2 Mg, PrzimyMe,o f )

JEF jEF

= Z <M<Pj,a f’ M‘Pj,af>

JEF

= Z/ 5.0l

jeF

= /ZI%,

jeF

< (£,f)

fiir alle f € H?(m) folgt, ist das Netz {2 ierTia
die Identitét beschrankt. Mit Proposition 2.2 folgt die Konvergenz beziiglich der

)FcJ.endl. €in monoton wachsendes Netz selbstadjungier-

()] dm(z)

()] dm(z)

Tj.a} FCJaendl. Dach oben durch

starken Operatortopologie.
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Sind nun f,g € L?(m) und ist J, = {j, | v € N} abzihlbar unendlich, so stellen

wir fest, dass
k
k—o0 —
D bjal@) P f(@)g(z) = f(z)g(x)
v=1
punktweise fiir x € K sowie

\Zm, (2)g(@)| < 17 @)|-lg(a)|

fiir alle K € N und x € K gilt. Also erhdlt man

|0j.0(@)]* f (2)g(x) f(z (x)
> ), 0= [ 1@

mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz. Dies liefert letztlich, dass fiir
alle f,g € H?(m) die Identitéit

Z <,T;j0llTj:af’g> = Z< ‘Pjaf’ ®j,ad >

Jj€Ja j€Ja

- 2/\% )2 £ ()9 (@) dim(x)

j€Ja

- / f(@)g@)dm(z)
K
(f,9)

gilt. Jedes S, ist demnach eine sphérische Isometrie. Die Kommutativitat der
Familie {S,}aer folgt unterdessen leicht aus der Invarianz von H?(m) unter

M, , und der Kommutativitat von A. O

Ist m € M(K) ein positives regulires Borelmaf auf K, so erhalten wir mit [6,
Proposition 7.4.2.], dass mLQ(m) = L?(m) gilt. Mit Hilfe dieses Resultates
kénnen wir nun die minimale normale Erweiterung der vertauschenden Familie
F = ((Ty;.)jeta)acr bestimmen. Wir stellen fest, dass diese gerade aus den

Multiplikationsoperatoren mit Symbol ¢; o, j € Jo, @ € I" besteht.

Lemma 3.6. Es ist (F, L*(m)) mit F = (Sa)aer = (Mo, )jes.)acr die mi-

nimale normale Erweiterung der Familie F.

Beweis. Genau wie im Beweis von Lemma 3.5 folgt, dass die Familie F eine

kommutierende Familie sphirischer Isometrien auf L?(m) ist. Da fiir alle o € T
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und j € J, die Multiplikationsoperatoren M, € B(L*(m)) normal sind und
alle pjo € H*™(m) liegen, ist (F,L%*(m)) eine normale Erweiterung von F,
denn nach Lemma 3.3 ist H?(m) invariant fiir alle M, . Wir wollen nun die
Minimalitat iiberpriifen. Da nach Voraussetzung zu x,y € K mit x # y Indizes

a el und j € J, mit @; () # ¢ja(y) existieren, folgt
C*"({pjalacl,je Jo})=C(K) (3.1)
mit dem Satz von Stone-Weierstraf. Nach Lemma 1.13 geniigt es zu zeigen, dass

L2(m) = \/ {M*] | M € S(F), | € H*(m)}

~

ist, wobei S(F) wie in Abschnitt 1.2 die Menge aller endlichen Produkte von
Elementen aus {M,, , | j € Jo,a € I'} bezeichne. Da H?(m) alle endlichen
Produkte der ¢jq, j € Jo, @ € I' enthilt, liegen alle endlichen Summen von

endlichen Produkten der ¢;, und @, 5 in

S:LH{M*f | MeS(ﬁ),feH2(m)}.

Da diese jedoch dicht in C'(K) liegen, ist wegen C(K) = L?(m) auch
S C L2(m) dicht. Also ist F die minimale normale Erweiterung der Familie
F. O

L?(m)

3.3 Charakterisierungen von Toeplitzoperatoren

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, wann ein gegebener
Operator X € B(H?(m)) ein Toeplitzoperator mit Symbol in L*(m) bzw.
H®(m) ist. In beiden Féllen ldsst sich eine einfache Charakterisierung angeben
und beweisen, die ein klassisches Resultat von Brown und Halmos (siehe [4]) fiir
Toeplitzoperatoren iiber dem Einheitskreis in C verallgemeinert. Zur Vorberei-
tung bendtigen wir jedoch zuerst noch zwei maftheoretische Ergebnisse, die in

den folgenden beiden Propositionen zusammengefasst sind.

Proposition 3.7. Seien m € M(K){ und f € L*(m). Definiert man auf den
Borelmengen A C K das kompleze Maf pu durch p(A) = [, fdm, so ist jede

beschrankte Borel-messbare Funktion g : K — C integrierbar beziiglich w, und

/Kgd/tz/ngdm

es gilt
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Beweis. Sei y = 2?21 €;i; die Jordan-Zerlegung von u. Definitionsgemafs gilt

4
gdp = /gdm.
Jom=%,

Fiir messbare Funktionen g : K — C mit nur endlich vielen Werten folgt die

dann

behauptete Formel direkt aus dieser Definition. Der allgemeine Fall folgt, indem
man ausnutzt, dass jede beschrankte messbare Funktion g : K — C der gleich-
maéafige Limes einer Folge messbarer Funktionen mit nur endlich vielen Werten

ist. O

Wir zeigen als nichstes, dass der Raum C(K) der stetigen Funktionen auf K in
(L*°(m), Ty~ ) dicht liegt.

*

Lemma 3.8. Firm € M(K){ ist C(K) = L>®(m).

*

Beweis. Wir nehmen an, C(K)* wire ein echter Teilraum von L (m), und
fithren diese Annahme zu einem Widerspruch. Ist W* C L>®(m), so exi-
stiert nach dem Satz von Hahn-Banach eine Funktion f € L'(m)\ {0} so,
dass [ fgdm = 0 fiir alle g € C(K) gilt. Nach Proposition 3.7 ist dann aber
[ gdmy =0 fiir alle g € C(K), wobei my das durch ms(A) = [, f dm definier-
te komplexe Borelmaf sei. Da my nach |6, Proposition 7.3.7| reguldr ist, folgt
aus dem Eindeutigkeitsteil des Rieszschen Darstellungssatzes (vgl. [6, Theorem
7.3.5]), dass my = 0 ist. Also ist f =0 in L!(m). Dies ist aber ein Widerspruch

zur Wahl von f. Die Annahme war also falsch. O

Jetzt sind wir in der Lage, eine Charakterisierung fiir Toeplitzoperatoren mit
Symbol in L*°(m) anzugeben. Wir zeigen, dass solche Operatoren genau mit
den F-Toeplitzoperatoren der oben definierten Familie F = ((T, ,)je. )aer
sphérischer Isometrien iibereinstimmen. Insbesondere erklirt dieser Umstand

auch die Wahl der in Definition 2.1 eingefiihrten Bezeichnungen.

Satz 3.9. Sei m € M(K){ beliebig. Ein linearer Operator X € B(H?(m)) ist
genau dann ein Toeplitzoperator mit Symbol in L°°(m), wenn fir alle « € T' die
Identitat
WOT- Y T: XT,
J€Ja

=X (3.2)

gy T

gilt.
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Beweis. Sei zuniichst X € B(H?(m)) so, dass (3.2) erfiillt ist. Gemiif Definition
2.1gilt dann X € 7 (F), und nach Lemma 2.18 existiert eine vollsténdig positive,
unitale Projektion ® : B(H?(m)) — B(H?(m)) mit Ran(®) = 7 (F). Auferdem
existiert nach Satz 2.25 eine *-Darstellung 7 : C*(7(F)) — B(L?(m)), deren
Bild mit dem in B(L?(m)) gebildeten Kommutanten von C*(]? ) iibereinstimmt
und so, dass X = ®(X) = Pg2(m)7™(X)|g2(m) gilt. Folglich kommutiert 7(X)
mit allen T € C*(F). Da die Abbildung M : L>®(m) — B(L*(m)), ¢ M,

jedoch nach Proposition 3.2 ein unitaler *~Homomorphismus ist, erhdlt man

M (C* ({¢ja | @ €T, j € Ja})) = C*(F),

und da die Gleichung (3.1) gilt, kommutiert 7(X) mit allen M,, ¢ € C(K).

Also vertauscht 7(X) mit jedem Operator in

M =TM, o€ CK)}" C B(I(m)).

Da M : L>®(m) — B(L?(m)) nach Proposition 3.2 w*-stetig ist und da C(K)
nach Lemma 3.8 w*-dicht in L*°(m) ist, folgt

L®(m) = O(K)" © M~Y(.).

Damit vertauscht 7(X) mit jedem Operator in der Menge {M,, | ¢ € L*>(m)},
und nach [7, Theorem IX.6.6] ist dann 7(X) = M, fiir eine geeignete Funktion
Y € L°°(m). Wir erhalten also, dass X = Pp2(,) My|pr2(m) = Ty gilt. Sei nun
umgekehrt X = Ty, fiir ein ¢» € L°°(m). Wir wollen zeigen, dass X dann fiir alle
a € T die Gleichung (3.2) erfiillt. Seien dazu f,g € H?(m) und « € T beliebig.
Da H?(m) bekanntlich ein invarianter Teilraum fiir My, ,j € Jo ist, gilt

S AT XTiaf.g) = Y (TyTjaf . Tjag)

j€Ja J€Ja

= > (Typjal:¢iag)

Jj€Ja

= Z<PH2 (¢@],o¢f 903a9>

Jj€Ja

= > (Wpjaf @jag)-

J€Ja
Fiir alle j € J, ist aber (Y@jaf, 0jag) = [ V@jaf@;ogdm, und mit dem Satz

von der majorisierten Konvergenz folgt

> [ 6@ f@lsa@) ot dn(e) = [ b))l dm(z)

j€Ja
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analog zum Beweis von Lemma 3.5. Also ist
S (L5 XTjat.9) = [ 6()f@05@) dmle) = (0f,9) = Tuf.g),

J€Ja
und da f,g € H%(m) beliebig waren, folgt die Behauptung. O
In der folgenden Bemerkung wollen wir kurz einige Ergebnisse anfiihren, die wir
in den Beweisen der nichsten Sitze nutzen wollen. Diese Resultate wurden im

Beweis des vorigen Satzes mitgezeigt, jedoch wurde nicht ausdriicklich darauf

hingewiesen.
Bemerkung 3.10. Im Beweis von Satz 3.9 wurde mitbewiesen, dass fiir die Ab-
bildung 7 : C*(T(F)) — B(L?*(m)) die Identitét
T(C*(T(F))) = CH(F) = {M, | ¢ € C(K)} = {M,, | ¢ € L=(m)}
erfiillt ist. Da nach Teil (e) von Satz 2.25 die Abbildung
pi{M, | ¢ € L%(m)} — B(H*(m)), My Pyzm)yMylu2(m) = Ty

injektiv ist und da p(My) = T, = ®(T},) = Pr2(m)7(Ty) |2 (m) = p(7(T,)) fiir
@ € L*(m) gilt, folgt insbesondere, dass

fiir alle ¢ € L>(m) ist.

Fiir die sphérische Isometrie 7 = ((Tj;,)jeJ,)acr zeigen wir nun mit Hilfe
von Proposition 1.8 die Identitit 7' = {Ty, | ©» € H*(m)}. Dies liefert die

angekiindigte Charakterisierung fiir Toeplitzoperatoren mit Symbol in H*(m).

Lemma 3.11. Sei m € M(K){ beliebig. Ein beschrinkter linearer Operator
X € B(H%*(m)) ist genau dann ein Toeplitzoperator mit Symbol in H>(m),
wenn X € F' gilt.

Beweis. Sei zundchst X = T, fiir ein ¢ € H*(m). Da fiir « € I" und j € J,
auch ;o € H>(m) ist, impliziert Lemma 3.3, dass X € F’ ist. Ist nun X € F,
so sind X, X*X € 7(F) nach Satz 2.25, und wir kénnen Satz 3.9 anwenden.
Folglich existiert ein ¢ € L°°(m) so, dass X = Ty ist. Wir wollen nun zeigen,
dass ¢ H?(m) C H?(m) gilt, denn dann erhilt man

P € L°°(m) N H?(m) = H®(m)
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unmittelbar aus Lemma 3.3. Dazu betrachten wir die Abbildung ¢ aus Lemma
2.18 sowie den *-Homomorphismus 7 aus Satz 2.25 und stellen fest, dass nach
Bemerkung 3.10 wegen Ran(®) =7 (F) und X*X € 7 (F) die Identitdt

XX = Ty,
— (TTy)
= Pr2(m)m(T5Ty) 52 (m)
= Pp2m)m(Ty)* m(Ly)| a2 (m)
= Przm) My Myl g2 (m)

erfiillt ist. Aus X = Ty = PHQ(m)M¢|H2(m) und X*X = PHQ(m)quM1ZJ|H2(m)
folgt nun unmittelbar MyH?(m) C H?(m) mit Proposition 1.8, und die Be-
hauptung ist gezeigt. O

3.4 Exakte Sequenzen von Toeplitzalgebren

An dieser Stelle wollen wir noch einmal kurz an die im Anschluss zu Definiti-
on 3.4 erklérten allgemeinen Voraussetzungen erinnern. Es sei weiterhin A eine
normabgeschlossene Unteralgebra von C(K), m € M(K)] ein Wahrscheinlich-
keitsmafs auf K und (Fy)aer eine punktetrennende Familie von sphérischen
Multifunktionen, Fy = (¢ja)jcs, mit @jo € A fir alle a € T', j € J,. Wir
bezeichnen mit F die Familie (Sa)aer = (T, )jeJs Jacr und schreiben abkiir-
zend Tj , fiir den Toeplitzoperator mit Symbol ¢; .

Ist B C L*°(m) eine unitale Unteralgebra, so sei 7 (B) die von allen Toeplitz-
operatoren T, mit ¢ € B erzeugte unitale C*-Unteralgebra von B(H?(m)).
C*-Teilalgebren dieses Typs nennen wir Toeplitzalgebren. Zur besseren Uber-
sicht fithren wir nun noch einige abkiirzende Bezeichnungen ein. Das in 7 (B)
abgeschlossene Ideal, welches von allen T,,T,, — T,T,, ¢,v € B, erzeugt wird
bezeichnen wir mit C(B) und schreiben SC(B) fiir das in 7 (B) abgeschlossene
Ideal, welches von allen T, T, — Ty, v, € B, erzeugt wird. Der folgende Satz
liefert eine exakte Sequenz fiir die von den Toeplitzoperatoren mit Symbol in

L*>(m) erzeugte Toeplitzalgebra.

Satz 3.12. Fs existiert eine kurze exakte Sequenz von C*-Algebren

0 — SC(L>®(m)) — T(L>®(m)) % L>®(m) — 0
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so, dass x(Ty) = v fir alle ¢» € L>(m) ist. Insbesondere ist die Spektralinkiu-
sion essran(y) C o(Ty) fir alle 1 € L>(m) erfillt.

Beweis. Wir betrachten erneut die Abbildungen ® aus Lemma 2.18 und 7 aus
Satz 2.25. Aus Teil (d) von Satz 2.25 erhalten wir, dass Ker(m) mit dem von
XY -®(XY), X,Y € T(F) in C*(7 (F)) erzeugten abgeschlossenen Ideal iiber-
einstimmt. Letzteres ist nach Satz 3.9 jedoch gerade das von T, Ty, — ®(T,Ty,),
w, Y € L>®(m) in C*(T (F)) erzeugte abgeschlossene Ideal. Fiir ¢, ¢ € L>(m)

erhialt man aber

(I)(TsoTw) = PH2(m)7T(T<PT¢)‘H2(m)
= PH2(m)7T(T<P)7T(T¢)‘H2(m)
= PH2(m)M¢Mw’H2(m)

= Pr2(m)Mpy|m2(m)

= Tyy

mit Satz 2.25 und Bemerkung 3.10, was schliefslich zu Ker(r) = SC(L*°(m))

fithrt. Nach Bemerkung 3.10 wissen wir jedoch, dass
m(CHT(F))) = {M | ¢ € L= (m)} = M(L*(m))

gilt, und da M : L>*(m) — M(L*°(m)) nach Proposition 3.2 bekanntlich ein

isometrischer *-Isomorphismus ist, konnen wir die Abbildung
M~ ML (m)) — L (m), My, v ¢

definieren. Wir setzen auferdem x = M ! o 7. Dann ist Ker(yx) = Ker(n) da
M1 bijektiv ist und Ran(x) = L°°(m). Ferner ist

X(Ty) = M~ om(Ty) = M~ (My) = ¢

fiir alle ¢ € L®°(m), und die behauptete Spektralinklusion folgt unmittelbar aus
der Beobachtung, dass

essran(y) = oo ) (¥) = oren)(X(Ty)) € a(Ty) (3:3)

gilt. Einen Beweis der wohlbekannten ersten Identitdt in (3.3) findet man etwa
in |7, Proposition VIII.1.14]. O]
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Sei m € M(K){. Nach [6, Proposition 7.4.1] ist die Vereinigung % aller offe-
nen Teilmengen U von K mit m(U) = 0 erneut eine offene m-Nullmenge. Wir
bezeichnen mit supp(m) das Komplement von % in K. Die Menge supp(m)
heifst der Trager des Makes m. Nach dem Fortsetzungssatz von Tietze gibt es
zu jeder stetigen Funktion f € C(supp(m)) eine stetige Funktion f € C(K) mit
1| supp(m) = f- Wir definieren nun die Abbildungen

J:C(K) — L*(m), frI[f]

und
i : Csupp(m)) — L>(m), f~ [f]=i(f)-
Die Abbildung i ist wohldefiniert, da alle Fortsetzungen von f aufserhalb der

m-Nullmenge K \ supp(m) iibereinstimmen.

Proposition 3.13. Die Abbildung i : C(supp(m)) — L°(m), f — [f] ist ein

injektiver *-Homomorphismus.

Beweis. Offensichtlich ist i ein *-Homomorphismus. Sei f € C(supp(m)) mit
i(f) = 0. Nach Definition der Abbildung i kénnen wir folgern, dass f = 0 fast
iiberall beziiglich m ist, und wir miissen zeigen, dass dann schon f = 0 ist.
Dazu nehmen wir an, es existiere ein € supp(m) mit f(z) = f(x) # 0. Aus
der Stetigkeit von f erhiilt man dann, dass es eine offene Umgebung U von x
gibt mit f(y) # 0 fiir alle y € U. Da jedoch x € supp(m) ist, folgt leicht, dass
m(V') > 0 fiir jede offene Umgebung V von x gilt. Also ist insbeondere m(U) > 0
und damit f # 0 auf einer Menge echt positiven Mafes, was ein Widerspruch
zu f = 0 m-fast liberall darstellt. Die Annahme war also falsch und wir folgern,
dass f = 0 gewesen ist. O

Proposition 3.14. Die Bilder der Abbildungen j : C(K) — L*(m), [+ [f]

~

und i : C(supp(m)) — L®(m), f [f] = j(f) stimmen iberein.

Beweis. Die Inklusion Ran(i) C Ran(j) erhélt man unmittelbar aus der Defi-
nition von 7. Ist nun [f] € Ran(j), so existiert ein ¢ € C(K) mit j(g) = [f].
Die Abbildung h = g|supp(m) : supp(m) — C ist stetig und fiir die mit dem
Fortsetzungssatz von Tietze erhaltene Abbildung h gilt sicherlich

h|supp(m) =h= g|supp(m)'

Aus m(K \ supp(m)) = 0 folgt schlieRlich, dass h = g m-fast iiberall ist, also ist

j(g) = j(h) = i(h) € Ran(). O
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Mit Hilfe von Satz 2.25 konnen wir eine weitere exakte Sequenz fiir die von
den Toeplitzoperatoren mit Symbol in C(K) erzeugte Toeplitzalgebra konstru-
ieren. Damit wir diesen Satz erneut anwenden kénnen, bendtigen wir noch zwei

Lemmata, die eine Verbindung zu Teil (f) des Satzes herstellen sollen.

Lemma 3.15. Sei A eine unitale C*-Algebra und sei £ C A eine selbstadjun-

gierte Teilmenge mit A = C*(E). Dann stimmen die von den Mengen
(XY -YX | X,Y €€} baw. {XY-YX|X,YcA}
erzeugten abgeschlossenen Ideale Ty bzw. I tberein.

Beweis. Da die Inklusion Zy C 7 klar ist, beweisen wir nur, dass Z C Z; gilt.

Dazu definieren wir die Menge
M=A{XeA| XY -YXecIfiralleY e} C A

und zeigen, dass M C A eine unitale C*-Teilalgebra ist, die £ enthalt. Offen-
sichtlich ist 1 € M und £ C M. Ebenso leicht rechnet man nach, dass M C A
eine abgeschlossene Teilalgebra ist'. Ist nun X € M beliebig, so liefert die
Selbstadjungiertheit von &£, dass

XY —YX*=(V*X - XY*)* = —(XY* —Y*X)* €T,

fiir alle Y € &£ ist. Damit ist M C A eine unitale C*-Teilalgebra mit &€ C M,

und nach Voraussetzung gilt schon M = A. Genauso stellen wir fest, dass
N={YeA|XY-YXelfiralle Xec A} C A

eine unitale C*-Teilalgebra ist, und wegen M = A ist £ auch in N enthalten.
Folglich ist auch N = A und die Inklusion Z C Zj ist gezeigt. O

Als néachstes wollen wir zeigen, dass die C*-Teilalgebren
CH(F) =C"({Tp, . lael,j € Jo}) und T(C(K)) = C*({Ty | f € C(K)})

von B(H?(m)) identisch sind. Anhand dieses Resultates liisst sich im darauffol-

genden Satz die angekiindigte exakte Sequenz herleiten.

!Seien X, Z € M beliebig. Da das Element XZY - YXZ = XZY - XYZ+XYZ-YXZ =
X(ZY —-YZ)+ (XY —YX)Z fiir alle Y € € in I liegt, folgt die Abgeschlossenheit von
M unter der Multiplikation.
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Lemma 3.16. Es gilt die Identitit T (C(K)) = C*(F).

Beweis. Da die Funktionen ¢;, fir alle « € I' und j € J, in C(K) liegen, ist
die Inklusion C*(F) C T(C(K)) klar. Zum Beweis der umgekehrten Inklusion

zeigen wir zunéchst, dass
B={feCK)|T;c C*(F)} Cc C(K)
eine unitale C*-Unteralgebra ist. Die lineare, unitale Abbildung
Tler) : C(K) — B(H?(m)), f— Ty

ist stetig und vertriiglich mit den Involutionen. Also ist B C C(K) ein abge-
schlossener linearer Teilraum, und mit f € B ist auch f € B. Seien nun f, g € B.
Nach dem Beweis zu Satz 3.12 ist dann Tty = ®(T¥T,) € ®(C*(F)), wobei ®
die Abbildung aus Lemma 2.18 bezeichne. Aus dem Beweis von Teil (f) des Sat-
zes 2.25 erhélt man aber die Inklusion ®(C*(F)) C C*(F), welche unmittelbar
fg € B liefert. Also ist B C C(K) eine unitale C*-Teilalgebra. Da offensichtlich
¢Yja € B fiir alle j € J, und a € T ist, ist B punktetrennend, und mit dem
Satz von Stone-Weierstraf erhélt man B = C(K). Damit ist die Behauptung
gezeigt. 0

Wir sind nun in der Lage, eine kurze exakte Sequenz fiir die von den Toeplitz-

operatoren mit Symbol in C'(K) erzeugte Toeplitzalgebra 7 (C'(K)) anzugeben.

Satz 3.17. FEs existiert eine kurze exakte Sequenz von C*-Algebren
0 — C(C(K)) = T(C(K)) = C(supp(m)) — 0

50, dass xo(Ty) = Ylsupp(m) fiir alle 1 € C(K) gilt.

Beweis. Wir betrachten erneut die beiden Abbildungen j : C(K) — L*®(m)
und 7 : C(supp(m)) — L°°(m). Sowohl i als auch j sind *-Homomorphismen
und nach Proposition 3.14 ist Ran(i) = Ran(j). Dies liefert unmittelbar, dass

~

CH(F) = C({M((pja)) |aeT,je Ja})
M(5(C(K)))

M (i(C(supp(m))))

fiir die minimale normale Erweiterung F von F aus Lemma 3.6 gilt. Damit ist

~

(Moi)™ = (Moi:C(supp(m)) — C*(F))~!
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ein *-Isomorphismus von C*(F) auf C(supp(m)). Mit Hilfe von Lemma 3.16
sieht man leicht, dass die Abbildung 7 nach Teil (f) von Satz 2.25 einen surjek-
tiven *-Homomorphismus

~

0 : T(C(K)) = C*(F) — C*(F), X r n(X)

induziert. Da die Menge {1} | ¥ € C(K)} selbstadjungiert ist, erhalten wir
mit Lemma 3.15 die Identitit Ker(my) = C(C(K)), denn nach Satz 2.25 (f)
ist Ker(my) gerade das von {XY —YX | X, Y € C*(F)} in C*(F) erzeugte

abgeschlossene Ideal. Also wird durch
Xo = (M o)~ omy: T(C(K)) — C(supp(m))
ein surjektiver *-Homomorphismus definiert mit
Ker(xo) = Ker(my) = C(C(K)).
Nach Bemerkung 3.10 und der Definition der Abbildung ¢ gilt schlieflich

Xo(Ty) = (M o)™ My = (M 0 8) ™ Miy(,, 5 = ] supp(m)

fiir alle ¢ € C(K). O

Als néchstes wollen wir versuchen, eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz
punktetrennender Familien sphérischer Multifunktionen innerhalb einer unifor-
men Algebra zu formulieren. Die folgende Proposition erweist sich derweil im

Beweis des néachsten Satzes als hilfreich.

Proposition 3.18. Seien A C C(K) eine uniforme Algebra und f € C(K) mit
f(x) > 0 fir alle x € K. Ezistieren zu jedem ¢ > 0 und ¢ € C(K) mit o > 0

endlich viele g1, .- ., 9pm, n A mit

My
H(p - Z |g<p,k
k=1

so gibt es schon eine Folge (gr)ken in A mit f =330 |gx|? gleichmifig auf K.

o <&,

Beweis. Sei f: K — C stetig mit f > 0 auf K, wir setzen ng = 1. Durch Induk-
tion iiber k£ € N konstruieren wir streng monoton wachsende Folgen (ng)ren,

(mg)gen in N und eine Folge (gx)ren in A so, dass fiir alle & € N die Abschétzung

my 1
0<f=> lgP < —
=1 "
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erfiillt ist. Da f > 0 auf K ist, existiert ein ny > ng =1 mit f — ﬁ > 0. Nach

Voraussetzung finden wir m; € Nund g1,...,gm, € A mit
1 &, 1
- < —,
IF = gy = 2 bl < 5
also ist
mi 1
0<f_Z’gV’2<7'
v=1 ™
Sind nun die Folgenglieder n1,...,ng, m1,...,mg und g1, ..., gm, bereits kon-
struiert, so existiert wegen f — Z;nzkl lgj|> > 0 ein ngi1 > ny derart, dass
f- Z;nzkl lg;1? — 2”11-&-1 > 0 gilt. Nach Voraussetzung existieren wiederum ein
M1 > My und gy 11, - - - 5 Gy, € A mit
my 1 M1 1
IF =" lgl* - = D 9P llee < 57—
= 2ng 41 Pl 2np41
Also ist die Abschitzung
mg41 1
0< f— gi* <
Z | J‘ N+1
7=1
erfiillt, und die Folgenglieder nyy1, mgy1 und gmy 41, - - - ; gmy,,, sind konstruiert.

Nach Konstruktion konvergiert die Folge (ZTZ’H 19i1*)ken gleichméfig auf K
gegen f. Damit besitzt f die gleichméfig konvergente Reihendarstellung

F=>"lg
=1
auf K. O

Mit Hilfe der separierenden Familie (F,)qer sphirischer Multifunktionen und
der exakten Sequenz aus Satz 3.12 wurde fiir alle ¢ € L*°(m) die Spektralinklu-
sion essran(y) C o(Ty) gezeigt. Wir wollen nun beweisen, dass innerhalb einer
uniformen Algebra schon eine punktetrennende Familie sphérischer Multifunk-
tionen existiert, wenn jedes Mak m € M(K)] und jede Funktion 1) € L>(m)

der beschriebenen Spektralinklusion geniigt.

Satz 3.19. Ist A C C(K) eine uniforme Algebra so, dass essran(y) C o(Ty)
fiir alle m € M(K){ und alle v € L>(m) erfiillt ist, so enthilt A eine separie-

rende Familie (Fo)aer spharischer Multifunktionen.
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Beweis. Unter den gegebenen Voraussetzungen existiert nach [16, Proposition
3] zu 0 < f € C(K) und € > 0 eine endliche Summe der Form Y_}_; |gx|? mit
gr € Afir k€ {1,...,n} so, dass

n
1F = 1l llos <.
k=1

Also existiert nach Proposition 3.18 schon eine Folge (gx)r>1 in A derart, dass
[ die gleichmifig konvergente Reihendarstellung f = Y72 | |gx|? besitzt. Dies
wollen wir benutzen, um die separierende Familie sphéarischer Multifunktionen
zu konstruieren. Wir definieren die Menge I' = {f € A | |f| < 1 auf K} und
betrachten eine beliebige Funktion f € I'. Dann ist die Funktion 1 — |f|? echt

positiv auf K, und es existiert eine Folge (gi, f)r>1 in A mit

o
L= 1P =) lgnsl?
k=1

auf K. Setzt man nun go s = f, so ist Fy = (grs)k>0 eine sphérische Mul-
tifunktion. Wir zeigen nun, dass die Familie (Ff)scr separierend ist. Da die
uniforme Algebra A punktetrennend ist, trennt auch I' die Punkte von K. Sind
nun z,y € K beliebig mit x # y, so existiert ein f € I' mit f(z) # f(y), also
mit go,r(x) # go,¢(y), woraus die Behauptung unmittelbar folgt. O]

Da sich fiir uniforme Algebren die hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer
separierenden Familie sphérischer Multifunktionen aus Satz 3.19 im allgemeinen
nur schwer verifizieren lasst, wollen wir an dieser Stelle noch einige Beispiele
kompakter Hausdorffraume K und uniformer Algebren A C C(K) angeben, fiir

die man die Existenz sphérischer Multifunktionen leicht zeigen kann.

Bemerkung 3.20. Sei n € N beliebig. Fiir eine offene Teilmenge (2 C C" sei die
Menge A(Q) definiert durch

A(Q) ={f €C(Q)| flo analytisch },

und fiir j € {1,...,n} bezeichnen wir mit z; die Funktion z = (z1,...,2,) — 2;j.

(a) Ist K =S, = {2 € C" | |2] = 1}, so ist A = A(B,)|s, C C(S,) eine
uniforme Algebra. Das Tupel (z1,...,2,) ist eine separierende sphérische

Multifunktion, denn es ist
n
> =1
J=1

fiir alle z = (z1,...,2n) € Sp.
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(b)

Ist K =T" = {2z = (21,...,20) € C" | |z5] = 1 fiir alle j € {1,...,n}}, so
ist A = A(D")|rn C C(T™) eine uniforme Algebra. Das Tupel ﬁ(zl, ey Zn)

ist eine separierende sphérische Multifunktion, denn es ist
1 n
- D lzlP =1
j=1

fir alle z = (21,...,2,) € T™

Wir kénnen das erste Beispiel noch verallgemeinern. Sei €2 C C" ein streng
pseudokonvexes Gebiet mit C?-Rand und K = 9. Nach klassischen Sitzen
von Fornaess und Lgw (siehe [14], [19] oder [11, Korollar 2.1.3]) existiert
ein N € N und eine injektive Abbildung f € A(Q)Y mit f(0Q) C Sy.
Folglich ist A = A(Q)|gqn eine uniforme Algebra und f|sq eine separierende
spharische Multifunktion fiir A.

Abschliefsend sei noch kurz bemerkt, dass, wie in der Einleitung schon erwéhnt

wurde, die exakten Sequenzen aus den Sétzen 3.12 und 3.17 fiir die Beispiele

aus Bemerkung 3.20 zumindest fiir spezielle Mafe m € M(K){ bereits in der
Literatur behandelt wurden (siehe zum Beispiel [17] und [5]).
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