UNIVERSITAT
DES
SAARLANDES

Index und Homotopieklassen stetiger
Abbildungen auf kompakten Mengen in C

Bachelorarbeit

zur Erlangung des akademischen Grades
Bachelor of Science
im Studiengang Mathematik
der Naturwissenschaftlich-Technischen Fakultat 1
- Mathematik und Informatik -
der Universitit des Saarlandes

von

Valerie Klauk

betreut durch

Prof. Dr. Jorg Eschmeier

Saarbriicken, 2015



ii



Eidesstattliche Erklarung

Hiermit versichere ich an Eides statt, dass ich die Arbeit selbststdndig verfasst und
keine anderen als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe.

Saarbriicken, den 30.04.2015
Valerie Klauk

iii



iv



Inhaltsverzeichnis

(1  Grundlagen|
(1.1 Lokale Existenz stetiger Logarithmen| . . . . . . . . .. ... ... ...
(1.2  Homotopiefortsetzungssatz von Borsuk| . . . . . . ... ... ... ...

2 Index, Homotopie und Existenz stetiger Logarithmen|

[2.2  Homotopie| . . . . . . . . . .
2.3 Existenz stetiger Logarithmen| . . . . . . . . ... ... ... ... ...

[3 Der Homotopiesatz

@ Fredholmind I dic Tndext I
[4.1 Fredholmoperatoren| . . . . . . . . ... ... 0oL
[4.2  Der Abbildungsgrad| . . . . . .. ... ... ... ...
4.3 Die Indexformell . . . . . . ... oo

G s

= S

11
13

19

25
25
30
33

37



vi



Einleitung

Der Index ist eine der am héufigsten betrachteten Invarianten in der Funktionentheo-
rie. Wir beschéftigen uns zunachst mit dem Index ind,(2) eines geschlossenen Weges
v : [a,b] — C beziiglich eines Punkts z ¢ Im~. Dabei untersuchen wir, wie sich die
stetige Verformung von Wegen, die wir als Homotopie bezeichnen, auf den Index aus-
wirkt. Sind S € R” und A C C, so wird durch Homotopie eine Aquivalenzrelation auf
der Menge C(S, A) der stetigen Abbildungen zwischen S und A definiert.

Ist K C C kompakt, so kann die Menge der Homotopieklassen mit der Quotientengrup-
pe C (K,C\ {0}) /exp C (K) identifiziert werden. Dieser Quotient identifiziert Funk-
tionen, die sich nur um einen Faktor unterscheiden, der einen stetigen Logarithmus
besitzt.

Die Struktur der multiplikativen Gruppe C (K,C\ {0}) /exp C(K) werden wir erfas-
sen konnen, indem wir einen Zusammenhang zwischen dem Index, Homotopien und
der Existenz stetiger Logarithmen herstellen. So werden wir sehen, dass

C (K,C\ {0}) /exp C(K) isomorph zur additiven Gruppe @ Z ist, falls die Menge €
cee
der beschréankten Zusammenhangskomponenten von C\ K nichtleer ist. Ist zu C' € €

ein Punkt pe € C gegeben, so definiert die Abbildung

d: PZ— C(K,C\{0})/expC (K),

Cee

(nC)Cee =
cece

Il (- pC)"C]

einen Gruppenisomorphismus. Dieses Ergebnis, das iiblicherweise als der Homotopie-
satz fiir kompakte Mengen in C bezeichnet wird, beweisen wir in Kapitel 3 dieser Arbeit.

Zum Abschluss der Arbeit folgt als Anwendung dieses Resultats ein Kapitel iiber Fred-
holmoperatoren und Abbildungsgrade. Dabei definieren wir den (Fredholm-) Index
eines Fredholmoperators T : X — Y als die Differenz

ind(7") = dim (ker T') — dim (Y/Im T) .
Wie der Index
ind, : C\ ¥([a,b]) = Z

eines geschlossenen Weges v definiert auch der Fredholmindex eine stetige, lokalkon-
stante Abbildung

ind : Fred(X,Y) — Z,



die konstant 0 auf der unbeschrankten Zusammenhangskomponente von
Fred(X,Y) ist.

Das Ziel des letzten Kapitels wird es sein, eine Formel zur Berechnung des Index eines
linearen, stetigen, wesentlich normalen Operators T" auf einem Hilbertraum H zu be-
weisen.

Fiir eine kompakte Menge K C C, eine stetige Funktion f : K — C, eine beschrénkte
Zusammenhangskomponente C' von C \ K und einen Punkt y € C\ f (0C) fithren wir
den Abbildungsgrad deg (f,C,y) von f um y beziiglich C' ein, um zu zeigen, dass die
Abbildung

p: C(K,C\{0})/expC(K) — P Z,

[f] = (deg (f,C,0))cee

die Umkehrabbildung des Gruppenisomorphismus d ist. Fiir einen wesentlich normalen
Operator T' € L (H) sei

Or: C (oo (T) = C*([T1), f = f([T])

der stetige Funktionalkalkiil von [T7] in der Calkin-Algebra C(H). Fiir jede Funktion
f € C(0.(T)) sei auBerdem ein Operator f(T) € L(H) gewahlt mit [f(T)] = f([T]).
Wir zeigen, dass der Fredholmindex mit K = 0.(7") einen wohldefinierten Gruppeni-

somorphismus

ind: C(K,C\ {0})/exp C(K) — Z,

[f] = ind f(T)

induziert und beweisen schliefllich mit Hilfe des kommutierenden Diagramms

C(K,C\ {0})/ exp C(K) —29

|

@ Z

Cece

/

fiur alle f € C(0.(T)) und w ¢ f(0.(T)) die Indexformel

ind (w - f(T)) =) deg(f,C,w)indc(T).

ce¢

Dabei bezeichnen wir fir eine Zusammenhangskomponente C' von C\o(7") mit ind¢(7)
den Wert, den die lokalkonstante Funktion ind auf C' annimmt.
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1 Grundlagen

Im ersten Kapitel stellen wir zwei wichtige Sétze bereit, die wir spater noch verwenden
werden.

1.1 Lokale Existenz stetiger Logarithmen
Der folgende Satz (vgl. [Bur79] Theorem 3.19), den wir voraussetzen wollen, liefert die
Grundlage fiir das spatere Kapitel iiber die Existenz stetiger Logarithmen.

Satz 1.1.1. Sei ¢ € C\ {0}. Dann gibt es eine holomorphe Funktion L : D (c) —
C\ {0}, sodass e"*) = = fiir alle z € Dy, (c) gilt.

Wir nennen eine solche Funktion L einen stetigen Logarithmus.

1.2 Homotopiefortsetzungssatz von Borsuk

Neben dem aus der Topologie bekannten Satz von Tietze werden wir im spéteren Ka-
pitel iber Homotopie einen weiteren Fortsetzungssatz benotigen, den Homotopiefort-
setzungssatz von Borsuk. Dieser erlaubt es, stetige, nullstellenfreie Funktionen unter
gewissen Voraussetzungen stetig und nullstellenfrei fortzusetzen.

Satz 1.2.1 (Homotopiefortsetzungssatz von Borsuk). Sei B C R" abgeschlossen und
sei ) # A C B kompakt. Weiter seien f : A — C\ {0} und g : B — C\ {0} stetige
Funktionen. Auflerdem existiere eine stetige Funktion

h:Ax][0,1] = C\ {0} mit {h(:c,O):f(x) fir alle x € A.
hiz,1) =g(x)

Dann gibt es eine stetige Fortsetzung F': B — C\ {0} wvon f.

Beweis. Sei C = (A x [0,1]) U (B x {1}). Wir setzen h durch hy(z,1) = g(z) fur
alle x € B zu einer stetigen Funktion hy : C' — C\ {0} fort. Dem Satz von Tietze
(angewendet auf den Real- und Imaginérteil von hg) zufolge existiert eine stetige Fort-
setzung H : R"™! — C von hg. Dann ist die Menge H ' (C\ {0}) offen und wegen
H(C)=ho(C) cC\ {0} gilt C c H*(C\ {0}). Fiir jedes k € N sei

1
Ay ={z eR"d(z,A) < %}
Dann ist

() Ax ={z e R";d(z,A) =0} = A=A,
k=1



also

N A x 0.1 € H(C\ {0}).

k=1
Wir nehmen an, es gibt kein ky € N, sodass die Inklusion
Ay, x [0,1] c H 1 (C\ {0})
gilt. Dann ist fiir jedes k € N die Menge
My = (A x [0,1]) N (R H'(C\ {0}))

nichtleer. Da die Mengen M), absteigend sind, hat die Familie (M},),.y die endliche
Durchschnittseigenschaft.
Weiterhin sind diese Mengen abgeschlossene Teilmengen der kompakten Menge

Ay x [0, 1], woraus Oﬁ My, # 0 und damit der Widerspruch
k=1

Ax[0,1] ¢ H-H(C\{0})
folgt. Es existiert also ein ky € N mit
A, x [0,1] € H 1 (C\ {0}).
Fiir jedes z € B gilt dann
(z,min{1, ko d (z, A)}) € (A, x [0,1]) U (B x {1}) ¢ H*(C\ {0}),

denn fir = € Ay, ist min{l, kod (x, A)} = kod (z, A) € [0,1] und fiir x € B\ Ay, ist
min{1, kyd (xz, A)} = 1.

Damit ist
F: B— C\ {0},
x+— H (z,min{1, kod (z, A)})
die gewtinschte stetige Fortsetzung von f. O



2 Index, Homotopie und Existenz
stetiger Logarithmen

Wir beginnen nun mit den Vorbereitungen, um im folgenden Kapitel den Homotopie-
satz beweisen zu konnen. Wir gehen dabei vor wie in [Bur79], Chapter IV, §2-4.

2.1 Index

In diesem Abschnitt definieren wir den Index. Anschaulich gibt der Index eines geschlos-
senen Weges beziiglich eines Punkts an, wie oft man beim Durchlaufen des Weges gegen
den Uhrzeigersinn um den Punkt “herumlauft”, d.h. wie oft sich der Weg um diesen
Punkt windet.
Um den Index als Funktion eines Punktes definieren zu kénnen, benétigen wir den
folgenden Satz.

Satz 2.1.1. Seien v : [a,b] — C stetig und 2y € C mit zy ¢ Im~y. Dann existieren eine
Kreisscheibe Dy = D.(zy) C C\ Im~y und eine stetige Funktion ¢ : [a,b] x Dy — C so,
dass v (t) — z = e®?®2) fiir alle (t,2) € [a,b] x Dy gilt.

Ist v € C*([a,b]) fiir ein k € NU{oco} und ist ¢ : [a,b] x Dy — C eine stetige Funktion
wie oben, so ist fiir jedes z € Dy die Funktion ¢, : [a,b] — C,t — &(t,z) in C*([a,b]).

Beweis. Wahle r > 0 so, dass Dy, (zp) disjunkt zu Im+ ist und setze Dy = D, (zp). Da
7 gleichméBig stetig ist, gibt es a = to < t; < ... < t, = b so, dass diam (7 [t;_1,t;]) <r
fir alle j =1, ..., n gilt.
Wir definieren

[:fa,b] x Dy — C\ {0}, ['(t,2) =~ (t) — =

und betrachten die Mengen

D; =Dy (T(tjo1.20)  (j=1,.m).

Nach Wahl von r gilt
0 (¢, 20)] = [v (t) — 20 = 2r

fur alle t € [a, b].
Sei j € {1,...,n}. Dann existiert wegen D; C Dipy,_, z0) (I'(¢j-1, 20)) nach Satz



ein stetiger Logarithmus L; in D;.
Fir alle (t,2) € [tj_1,t;] x Dy gilt auBlerdem

T (t,2) =T (tj-1,20)| = |7 (¢) — 2 = v (tj-1) + 20
<[y —vEi-)| + |z — 20
< diam (v [tj-1,t;]) + |z — 2|
< 2r.

Also bildet I' die Menge [t;_1,t;] x Dy nach D; ab. Wir konnen also fiir alle j = 1,...,n
die stetige Funktion ¢; = L; o I'[jy,_, +,)xp, definieren.
Wir bemerken auflerdem, dass fiir alle z € Dy wegen I' (¢;,2) € D; N Dj4q gilt:

eli T = T (1, 2) = elin1(T:2) (j=1,..,n—1).

Fir alle z € Dy und j =1,...,n — 1 ist damit

Lj (T (t5,2)) = Ljta (T (t5, 2)) = 2miN; (2) (¥)

fir ein N, (z) € Z. Da Dy zusammenhéngend ist, sind die stetigen Funktionen NV; :
Dy — 7Z konstant.
Nun konnen wir ¢ : [a, b] x Dy — C definieren durch

o1 (t, 2), falls (¢, 2) € [to, 1] x Do,

t,z) = —1
P2 = o)+ 2mi'S Nu(2), falls (1, 2) € [t;1,4] x Do fir ein j € {2, . n}.
k=1

Wegen (%) ist ¢ wohldefiniert.
Zudem ist ¢ stetig und fur alle (¢, 2) € [t;—1,t;] X Do und j =1, ...,n gilt

e?t2) = e8i(t2) — oLiM(t2) — (¢ 2) = 4 (1) — 2.

Sei Dy = D(z9) € C\ Im~ und sei ¢ : [a,b] x Dy — C eine stetige Funktion mit
v(t) — z = e*®2) fiir alle (¢, 2) € [a,b] x Dy. Fiir (¢, ) € [a,b] x Dy kann nach Satz m
ein Logarithmus L durch eine Potenzreihe in einer Umgebung von «y () — z definiert
werden. Wie oben folgt dann, dass sich ¢ (-, z) in einer zusammenhédngenden Umgebung
U von t nur um eine Konstante von L o (y — 2) |y unterscheidet. Da L durch eine
Potenzreihe dargestellt wird, ist L unendlich oft stetig differenzierbar. Dann folgt mit
der Kettenregel aus v € C*([a,b]) fir k € NU {oo}, dass Lo (y— 2) |y € C*(U) gilt.
Damit ist auch ¢(-, z)|y € C*(U), also insgesamt ¢(-, z) € C*([a, b]). O

Wir nennen die Funktion ¢ aus Satz einen stetigen Logarithmus der Funktion
v = z.



Definition 2.1.2. Sei v : [a,b] — C ein geschlossener Weg und z ¢ Tm .
Der Index von v beziglich z ist definiert als

L 6w - o),

271

ind, (z) =

wobei ¢ : [a,b] — C ein stetiger Logarithmus der Funktion v — z auf |a,b] ist.

Die Existenz eines stetigen Logarithmus in der obigen Definition folgt aus Satz [2.1.1]
Um die Wohldefiniertheit zu zeigen, seien zy € C\ v([a, b)) und O U [a by — C
stetige Logarithmen von v — zo. Es gelte also e® = v — zy = ¢¥. Dann ist 5 (¢ — ¥)
eine stetige, ganzzahlige Funktion auf der zusammenhéangende Menge [a, b] und damit
konstant. Es gilt also

¢ (b) = ¢(a) =T (b) - V(a).

Ist v sogar stiickweise stetig differenzierbar, so konnen wir den Index von v in einem
Punkt z € C\ Im~ auch mit einem Kurvenintegral berechnen.

Satz 2.1.3. Ist v : [a,b] — C ein stickweise stetig differenzierbarer, geschlossener
Weg, so gilt

ind,

27rz é—z

fiir alle z € C\ Im~.

Beweis. Sei zg € C\ Im7 Wahle eine Zerlegung a =ty < t; < ... < t, = b, so dass y
auf jedem Intervall [t;_1,¢;] (j =1, ...,n) stetig differenzierbar ist. Nach Satz gibt
es eine stetige Funktion ¢ : [a,b] — (C mit v — zy = €, so dass ¢ auf jedem Intervall
tj_1,t;] fir j = 1,...,n stetig differenzierbar ist. Differenzieren von v — zy = €? auf
diesen Intervallen ergibt

) = L 50) — 20) = O = 61(0) (1) ~ 20)

fur alle t € [t;_1,t;] und j € {1,...,n}. Daher gilt

217m'7/§—120d£ ZQm/ —ZO

-1

2wzz/¢

= 5 2 (0 () =6 1)
= o (00) ~ 6 (@)
ind, ()



Im folgenden Satz fithren wir einige Eigenschaften des Index auf.

Satz 2.1.4. Sei v : [a,b] — C ein geschlossener Weg. Dann ist ind, eine stetige,
ganzzahlige Funktion auf C\ 7 [a,b]. Insbesondere ist sie konstant auf den Zusammen-
hangskomponenten von C \ 7 |a,b]. Auferdem ist ind, = 0 auf der unbeschrinkten
Zusammenhangskomponente.

Beweis. Sei zg € C\7([a,b]). Um zu sehen, dass ind, (29) eine ganze Zahl ist, bemerken
wir, dass flr jede Funktion ¢ wie in Definition [2.1.2

Lo-ota) _ "0 _ 7 (0) =20

— _ -1
e?@  y(a) — 2

gilt, da  geschlossen ist. Somit gilt 5= (¢ (b) — ¢ (a)) € Z.
Nach Satz[2.1.3] gibt es eine Kreisscheibe Dy um zg und eine stetige Funktion
¢ : [a,b] x Dy — C, welche

e?t2) — (t) — =z

fur alle (¢, z) € [a,b] x Dq erfillt. Fir alle z € Dy gilt dann

ind, (2) = —— (6 (b, 2) — 6 (a,2)).

271

also ist ind, stetig in zp. Sei nun z € C mit |z| > sup |y(¢)|. Nach Satz|1.1.1] existiert
t€la,b]
ein stetiger Logarithmus L : Di(—1) — C. Definiere

i e (10 1)

und wéhle w € C mit z = e". Weiter sei ¢ = ¥ + w.
Dann folgt

t
e?®) = ewe¥®) — (7( ) — 1) =v(t)—z
z

fur alle t € [a,b]. Nach Definition des Index und der Wahl von V¥ ist dann

= o (00) ~ (@) = 5= (W () ¥ (a)) =0,

" 2mi

ind, (2)

da v geschlossen ist.

Somit verschwindet ind, (2) fiir z € C mit hinreichend groflem Betrag. Da die stetige
Funktion ind, auf der unbeschrénkten Zusammenhangskomponente von C \ v([a, b])
konstant ist, folgt die Behauptung. O]

Der Index ist also konstant auf den Zusammenhangskomponenten von C \ Im~, d.h.
ind, (z) ist stetig als Funktion von z € C\ Im~. Im néchsten Satz zeigen wir, dass der
Index in einem geeignetem Sinn sogar als stetig in v und z angesehen werden kann.
Zuerst benotigen wir noch ein Hilfslemma.



Lemma 2.1.5. Fir zwei geschlossene Wege 1,72 : [a,b] — C\ {0} gilt

ind%’vz (0) = ind% (O) + ind% (O) .

Beweis. Seien ¢ und 1) stetige Logarithmen fiir v, bezichungsweise v,. Wegen e? = v,
und e¥ = 7, gilt e?t¥ = 4,795 und damit ist ¢ + 1 ein stetiger Logarithmus von ;7.
Es folgt

1

indly,(0) = 5= (6(b) — #(a) + ¥(b) — ¥(a))

= ind,, (0) +ind,, (0).

Wir benutzen im Folgenden die Bezeichnung

By () = {7 € C(la.)ir(a) = () wnd 13 = ol < 0}
Satz 2.1.6. Seien vy € C'[a,b] und zy € C\ Im~y. Dann gibt es ein § > 0, so dass
z ¢ Im~y und ind, (z) = ind., (20)
fir alle (v, z) € Bs () x Ds (z) gilt.
Beweis. Seien 7 : [a,b] — C stetig und 2y € C\ Im .

Da Im, C C abgeschlossen ist, existiert ein e > 0 mit D, (29) C C\ Im~p. Da ind,,
lokal konstant ist, folgt

ind,, (20) = ind,, (2) (%)

fur alle z € D, (2).

Wir definieren 6 = min{|yo (t) — 2| ;t € [a, D],z € D (2)} und § = min {5,
gilt 0 <6 < 3.

Sei nun (7,z) € Bs (70) % Ds (20). Definiere ¥ : [a,b] — C durch 5 = 1=
Dann ist 4 ein geschlossener Weg. Auflerdem gilt

i}. Dann

T#) —2— () —2)
Yo () — =z

< |y — ’YoH[a,b] -

1
4]

7 (@) =1 =

:‘v(t)—%(t)
Yo (t) — 2z

fir alle t € [a,b], also ist 7([a, b]) C Dy (1). Hieraus folgt, dass z ¢ Im ~y ist und C\ Dy (1)
zur unbeschriankten Zusammenhangskomponente von C\ 7[a, b] gehort. Nach Satz
gilt dann

10



Mit Definition [2.1.2) Lemma und (x) folgt

ind, (2) = ind,_, (0)
= indy(yy—z) (0)
= 1nd:Y (0) + ind%_z (O)
=0
= ind,, (20) .

Insbesondere folgt aus Satz [2.1.6] dass fir z € C die Funktion
ind.(2) : {7 € C([a, b]), v(a) = 7(b), 2 € 7([a, b))} = Z, v > ind,(2)

stetig beziiglich der von (C’ ([a, b)), H-H[a’b]) induzierten Relativtopologie ist.

2.2 Homotopie

Wir untersuchen nun, wie sich die stetige Verformung eines Weges (die wir durch so-
genannte Homotopien beschreiben wollen) auf seinen Index auswirkt.
Dazu definieren wir zunachst alle notwendigen Begriffe.

Definition 2.2.1. Sei A C C.

(i) Wir nennen geschlossene Wege vo, 71 : [a,b] = A homolog in A, falls ind,, (2) =
ind,, (z) fir alle z € C\ A gilt.

(i) Wir nennen einen geschlossenen Weg 7o : [a,b] — A nullhomolog in A, falls

Yo homolog in A zu einem konstanten Weg ist, d.h. falls ind,, (z) = 0 fir alle
ze€C\ A gilt.

(7ii) Falls jeder geschlossene Weg in A nullhomolog in A ist, so nennen wir A einfach
zusammenhdngend.

Definition 2.2.2. Seien S C R", A C C und fy, f1 : S — A stetige Funktionen.

(i) Eine Homotopie von fo zu fi in A ist eine stetige Funktion h : [0,1] x S — A,
so dass

h(owr) = Jo (l’) 7h(17x) =h (l’)
fur alle x € S gilt.

Wir schreiben auch f; (x) = h(t,x) fir (t,z) € [0,1] x S.
Auferdem nennen wir fo homotop zu fi in A, falls ein solches h existiert.

11



(ii) fo heifit nullhomotop in A, falls eine Homotopie in A zu einer konstanten Funk-
tion existiert.

Bemerkung 2.2.3. Homotopie ist eine Aquivalenzrelation. Sei S € R™ und f, : S —
A C C eine stetige Funktion. Dann ist H : [0,1] x S — A H (t,z) = fo(z) eine
Homotopie von fj zu sich selbst in A. Ist f; : S — A eine weitere stetige Funktion und
h:[0,1] x S — A eine Homotopie in A von fy zu fi, so ist &' : [0, 1] x S — A definiert
durch A’ (t,x2) = h (1 — t,z) eine Homotopie von f; zu fy in A.
Zum Nachweis der Transitivitdt der Relation sei fy homotop zu f; und f; homotop zu
einer stetigen Funktion f; : S — A. Da fy homotop zu f; ist, gibt es eine Homotopie
hy : [0,1] x S — A mit hy(0,2) = fo(x) und hy(1,2) = fi(x) fir alle z € S. Da f;
homotop zu f; ist, gibt es eine Homotopie Ay : [0,1] x S — A mit hy(0, ) = fi(x) und
hao(1,x) = fo(x) fir alle z € S. Wir betrachten dann die Funktion
By [0,1] % S — A, (£,2) { hn (2,), - falls 0
ho (2t —1,z), falls §
Dann ist hg ist wohldefiniert, da hy (1,z) = fi (x) = ho (0, x) fir alle z € S gilt und ste-
tig, da hs eine Zusammensetzung aus stetigen Funktionen ist, die auf abgeschlossenen
Mengen definiert sind und auf dem Durchschnitt der Definitionsbereiche iibereinstim-
men.
Auflerdem gilt
hs (0,2) = hy (0,2) = fo ()
hs (1,2) = hy (1, ) = f2(z)

fir alle z € S, also ist fy homotop zu f5 in A.
Definition 2.2.4. Sei A C C.

(i) Seien 9,71 : [a,b] — A geschlossene Wege. Die Wege vy, v1 heiffen homotop in A
als geschlossene Wege, wenn eine Homotopie h zwischen vy und v, in A existiert
so, dass jeder Weg vy = h(t,-) geschlossen ist, d.h. es gilt h(t,a) = h(t,b) fir
alle t € [0,1].

(ii) Sei vy : [a,b] — A ein geschlossener Weg. Wir nennen vy : [a,b] — A als
geschlossenen Weg nullhomotop in A, falls vy homotop in A als geschlossener
Weg zu einem konstanten Weg ist.

(7ii) Falls jeder geschlossene Weg in A als geschlossener Weg nullhomotop in A ist,
sagen wir A ist schleifenhomotop-zusammenhdngend.

Satz 2.2.5. Seien vy, 71 : [a,b] = A C C geschlossene Wege, die als geschlossene Wege
homotop in A sind. Dann sind vo und v, homolog in A.

Beweis. Sei H : [0,1] x [a,b] — A stetig mit

H(0,2) = (x),H (1,2) = 71 (x) sowie H (t,a) = H (t,b)
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fir alle ¢ € [0,1] und = € [a, b].
Fiir jedes 7 € [0, 1] ist dann die Funktion

Yrtla,b] = A, t— H(7,t)

ein geschlossener Weg und 7 — ~, ist eine stetige Abbildung von [0, 1] nach C [a, b].
Aus Satz[2.1.6)folgt, dass fiir jedes z € C\ A die Abbildung 7 +— ind,, (z) lokal konstant,
also stetig ist. Da sie nur ganzzahlige Werte annimmt und ihr Definitionsbereich das
zusammenhéngende Intervall [0, 1] ist, ist sie konstant. Daher gilt

ind’)’o (Z) - ind’h (Z)

fir alle z € C\ A, sodass 7y und ~; homolog in A sind. m

Folgendes Ergebnis werden wir spater noch benutzen:
Satz 2.2.6. Jede sternformige Teilmenge von C ist schleifenhomotop-zusammenhdingend.

Beweis. Sei S C C sternférmig beziiglich zo und v : [a,b] — S ein geschlossener Weg.
Wir definieren

H:[0,1] x [a,b] = S, H (t,x) = (1 —t)~ () + tzo.
Dann gelten
H(0,2) =~(z),H (1,2) = zo und H (t,a) = H (t,b)

fir alle ¢ € [0,1]. Also ist v als geschlossener Weg homotop in S zu dem konstanten
Weg zy. Damit ist v als geschlossener Weg nullhomotop in S und da v ein beliebiger
geschlossener Weg war, ist S schleifenhomotop-zusammenhangend. O]

2.3 Existenz stetiger Logarithmen

Wir untersuchen nun, unter welchen Voraussetzungen nullstellenfreie, stetige Funktio-
nen einen stetigen Logarithmus besitzen. Eines der wichtigsten Ergebnisse zeigt, dass
eine solche Funktion, wenn sie auf einer kompakten Menge definiert ist, genau dann
einen stetigen Logarithmus besitzt, wenn sie in C \ {0} homotop zu einem konstanten
Weg ist.

Satz 2.3.1. Seien U C C offen und f : U — C\ {0} eine stetige Funktion. Dann sind
dquivalent:

(1) indfoy (0) = 0 fiir alle geschlossenen Wege in U,

(ii) f hat einen stetigen Logarithmus in U.
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Beweis. (ii)=-(i): Seien v : [a, b] — U ein geschlossener Weg und ¢ : U — C ein stetiger
Logarithmus von f. Es gilt e?0®) = f (v (¢)) fiir alle ¢ € [a,b], also ist ¢ o v stetiger
Logarithmus von f o~. Somit gilt

ind o, (0) ((po7)(b) = (¢07)(a)) =0,

2mi
da ~y geschlossen ist.

(i)=-(ii): Wir kénnen ohne Einschrankung voraussetzen, dass U zusammenhangend ist.
Sei zp € U. Wir wahlen wy € C mit e*° = f(z). Fir jedes z € U sei v, : [0,1] - U
ein Weg von 2y zu z, d.h. es gelten v, (0) = 2o und ~, (1) = z.

Sei ¢, ein stetiger Logarithmus von f oy, (Satz . Dann gilt (f 07,)(1) = e?=()
und e = (fo.) (0) = f () = ¢“0. Ohne Einschrinkung sei ¢, fiir alle z € U der
stetige Logarithmus, fir den wy = ¢, (0) gilt.

Definiere ¢ : U — C, z — ¢, (1). Damit gilt

e = 00 = f (4, (1)) = £ (2)

fir alle z € U, also ist ¢ ein Logarithmus von f.

Wir zeigen nun die Stetigkeit von . Sei dazu 2; € U. Wahle r > 0 mit D, (z;) C U
und f (br (21)) C Difez) (f (21)). Nach Satz |1.1.1] existiert ein stetiger Logarithmus
L: D‘f(zlﬂ(f(zl)) — C. Wegen

e?=1 (1) — f(”Yzl(l)) _ f(Z1) — L))

kénnen wir L so wéhlen, dass L(f(z1)) = ¢,,(1) gilt. Sei nun z € D, (2;) und 7 :
[0,1] — C die Strecke von z; zu z. Insbesondere gelten dann 7 (0) = 21,7 (1) = z und

S (Im) € Djyeay) (f(21)).

Wir betrachten weiter

7. (1—t), falls0<t<1
F:0,3] =C, T'(t)=47,t—1), falls1<t<2 .
y(t—2), falls2<t<3

Dann ist I" wohldefiniert wegen v, (0) = zp = 75, (0) und ., (1) = 21 = v(0), auBer-
dem wegen 7, (1) = 2z = (1) ein geschlossener Weg. Als Zusammensetzung stetiger
Funktionen, die auf abgeschlossenen Mengen definiert sind und auf dem Durchschnitt
der Definitionsbereiche tibereinstimmen, ist I' zudem stetig.

Definiere auflerdem

0. (1—1), falls 0 <t <1
6:00,3] > C, ¢(t) =L ¢, (t—1), falls 1<t <2 .
L(f(v(t—=2)), falls2<t<3

Wegen ¢, (0) = wo = ¢, (0) und ¢, (1) = L(f (21)) = L (f (7(0))) ist ¢ wohldefiniert
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und wegen

(fov)(1—t), falls0<t<I,
(foD)t) =< (for,) (t—1), falls1 <t <2,
(foy)(t—2), falls2<t<3

€¢2(1*t)’ falls O S t S 17
— €¢z1 (t_l)’ falls 1 <t< 27

ePUOE=2) " falls 2 <t < 3
— %)

fur alle t € [0, 3] ist ¢ ein stetiger Logarithmus von foT.

Nach Voraussetzung ist 0 = 2miindsor (0) = ¢ (3) — ¢ (0) = L (f (2)) — ¢ (1).

Wegen ¢, (1) = ¢ (z) stimmen ¢ und L o f auf D, (z;) iiberein, also ist ¢ stetig in
D, (z1). Da z; € U beliebig war, ist ¢ stetig. O
Korollar 2.3.2. Sei U C C offen. Falls U schleifenhomotop-zusammenhdngend ist

(insbesondere falls U sternformig ist), so hat jede stetige Funktion f : U — C\ {0}
einen stetigen Logarithmus.

Beweis. Sei f : U — C\ {0} eine stetige Funktion und v : [a,b] — C ein geschlos-
sener Weg in U. Nach Voraussetzung existiert eine Homotopie h : [0,1] X [a,b] — U
geschlossener Wege von « zu einem konstanten Weg. Dann gilt etwa h (0,¢) =~y (¢) und
h(1,t) = 2o fur alle ¢ € [a, b].

Dann ist (f o h)(0,t) = f(y(¢)) und (f o h)(1,t) = f(z0), also ist H = f o h eine
Homotopie von f o« zu einem konstanten Weg in f (U) C C\ {0}. Somit ist f o~y
als geschlossener Weg nullhomotop in C \ {0} und damit nach nullhomolog in
C\ {0}. Also ist auch inds., (0) = 0 und nach dem letzten Satz hat f einen stetigen
Logarithmus in U. [

Lemma 2.3.3. (a) Jede stetige Funktion f : [—1,1] x [-1,1] — C\ {0} hat einen

stetigen Logarithmus.

(b) Jede stetige Funktion f: Dy(0) — C\ {0} hat einen stetigen Logarithmus.

Beweis. (a) Seien K = [—1,1] x [-1,1},U = (=1,1) x (—=1,1) und f: K — C\ {0}
stetig.
Dem Satz von Tietze zufolge existiert eine stetige Fortsetzung F': C — C von f.
Da K C F~'(C\ {0}) kompakt und F~'(C\ {0}) C C offen ist, existiert ein
r > 1 mit

K crUcC FH(C\{0}),
also gilt auch
F(rU) c C\ {0}.

Da rU sternformig ist, folgt die Existenz eines stetigen Logarithmus von F in rU
aus Korollar [2.3.2] Somit existiert auch ein stetiger Logarithmus von f in K.

15



(b) Mit K = D;(0) und U = D;(0) ist der Beweis analog zum Beweis von (a).

]

Den folgenden Satz (vgl. [Bur79], Exercise 3.26) wollen wir im Beweis des nédchsten
Lemmas benutzen.

Satz 2.3.4. Sei g : [0,1] — C eine stetige Funktion mit g (0) = g (1). Dann definiert
¢ :0D1(0) = C,

o(z) = g(t), fallst € [0,1] ist mit ™ = z,
eine stetige Funktion auf 0D1(0).

Lemma 2.3.5. Sei f : 0D, (0) — C\ {0} stetig. Dann existieren ein n € Z und eine
stetige Funktion ¢ : 0Dy (0) — C mit f (2) = 2"e?®) fiir alle z € 9D, (0).

Beweis. Sei f: 0D (0) — C\ {0} stetig.
Definiere

(0,1 = C\{0}, () = f ().

Offensichtlich ist v ein geschlossener Weg.

Sei ¢ : [0,1] — C stetig mit 7 (t) = e?® fiir alle ¢ € [0, 1].

Da 7 geschlossen ist, gilt ¢ (1) — ¢ (0) = 2min fir ein n € Z und daher ist
1
2
Weiter sei ¢ : [0,1] — C,¢ — 556 (¢). Dann gilt ¢ (1) — ¥ (0) = n.

Zudem ist

ind, (0) (¢ (1) = (0) =n.

6—27Tintf (627rit) _ eZwi(w(t)—nt)‘ (*)

Die stetige Funktion [0,1] — C, ¢+ 27i (¢ (t) — nt) hat bei t = 0 sowie bei ¢t = 1 den
Wert 27it) (0). Nach Satz existiert dann eine stetige Funktion ¢ : 0D;(0) — C
mit ¢ (™) = 2mi (¢ (t) — nt) fir alle ¢t € [0, 1].

Mit (x) folgt dann

e 2t f (62””> = e#(<™)
fir alle ¢ € [0,1] und somit
£ () = e
fir alle z € 9D4(0). O
Lemma 2.3.6. Seien Q = (—1,1) x (=1,1) und f : 0Q — C\ {0} stetig. Dann

existieren ein n € Z und eine stetige Funktion ¢ : 0Q — C mit f (w) = w"e?™) fiir

alle w € 0Q).
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Beweis. Definiere ¢ : 0Q — 0D, (0) durch ¢ (w) = ruy fir w € 0Q. Wir werden zeigen,

dass 1 ein Homdomorphismus ist. Fir w, z € 9@ folgt aus ﬁ—' = é, dass w = ‘%‘ z
gilt. Wegen 0Q = {z € C; |||, = 1} folgt
w w
—1 = ll=Zl* = ||w||max =1
z z max
Also ist w = z und % injektiv.
Sei nun z € 9D, (0). Dann ist w = m— € 9Q und wegen lw| = W ist oo =

z

[wll|2]| pax

zwischen kompakten Hausdorffraiumen ein Homdomorphismus.

Nach gibt es fiir foy ™! ein n € Z und eine stetige Funktion ¢ : D; (0) — C mit
f (W1 (2) = 2"e?® fiir alle z € 9D, (0).

Damit gilt

= z. Damit ist ¢ auch surjektiv und insgesamt als bijektive stetige Abbildung

F () = o (w)" 2P — nd)—nloglul

fir alle w € 0Q. Mit ¢ : 0Q — C,w — ¢ (¢ (w)) — nlog |w| folgt die Behauptung. [

Satz 2.3.7. Fir C C C kompakt und f : C — C\ {0} stetig sind dquivalent:
(i) f ist homotop in C\ {0} zu einer konstanten Abbildung,
(ii) f hat eine Fortsetzung zu einer stetigen Funktion F': C — C\ {0} und

(7ii) f hat einen stetigen Logarithmus.

Beweis. (i) = (ii): Folgt direkt aus Satz [1.2.1]
(ii) = (iii): Nach Korollar hat hat F' einen stetigen Logarithmus, somit auch f.
(iii) = (i): Sei h : C' — C ein stetiger Logarithmus von f. Dann ist

H:[0,1] x C — C\ {0}, (t,2) ~s e
eine Homotopie zwischen dem konstanten Weg 1 und e = f in C\ {0}. O

Satz 2.3.8. Seien C C C kompakt und fo, fi : C — C\ {0} stetige Funktionen, die
homotop in C\ {0} sind. Dann hat fo genau dann einen stetigen Logarithmus, wenn
f1 einen stetigen Logarithmus hat.

Beweis. Falls fj einen stetigen Logarithmus hat, so ist fy nach Satz homotop zu
einer konstanten Abbildung in C\ {0}. Da f; homotop zu fy in C\ {0} ist, ist wegen der
Transitivitat der Homotopie (Bemerkung auch f; homotop zu einer konstanten
Abblidung in C\ {0}. Eine erneute Anwendung von Satz zeigt dann, dass f; einen
stetigen Logarithmus hat. O]

Wir wollen im Folgenden stetige, nullstellenfreie Funktionen auf einer kompakten Men-
ge K identifizieren, wenn sie sich nur um einen Faktor unterscheiden, der einen stetigen
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Logarithmus besitzt. Dazu betrachten wir die multiplikative Gruppe C (K,C\ {0})
und ihre Untergruppe

expC(K) ={f e C(K,C\{0});dge C(K): f=e}.
Die Quotientengruppe
C(K,C\{0})/expC (K)

erfiillt dann das Gewtinschte.
Sind f,g € C (K,C\ {0}) gegeben, so sind diese homotop in C\ {0} genau dann, wenn
i homotop zur konstanten Funktion 1 in C\ {0} ist. Nach Satz[2.3.7|und seinem Beweis

ist das dquivalent dazu, dass 5 einen stetigen Logarithmus hat, also gilt dann {ﬂ = [1]

in C'(K,C\ {0}) /expC (K). Damit sind die Elemente von C'(K,C\ {0}) /exp C (K)
genau die Homotopieklassen von C' (K, C\ {0}).
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3 Der Homotopiesatz

In diesem Kapitel verwenden wir nun die Resultate des vorangegangenen Kapitels, um
letztendlich den in der Einleitung beschriebenen Homotopiesatz zu beweisen. Zuvor
bendtigen wir noch einige weitere Ergebnisse.

Lemma 3.1. Seien K C C kompakt und f : K — C\ {0} stetig. Falls 0 in der
unbeschrankten Zusammenhangskomponente von C\ f (K) liegt, so ist f homotop zu
einer konstanten Abbildung in C\ {0}. Insbesondere hat f dann nach Satz[2.3.7 einen

stetigen Logarithmus.

Beweis. Wahle r > sup | f (z)]. Da 0 und r dann beide in der unbeschrankten Zusam-
zeK

menhangskomponente von C\ f (K) liegen, existiert ein Weg

7:00,1] = C\ f(K)
mit 7 (0) =0 und v (1) = 7.
Definiere h : [0,2] x K — C\ {0} durch

hit,z) = f(z)—~(), falls (¢,2)€[0,1] x K,
’ (2—1t)f(2)—r, falls (t,2) €[1,2] x K.

Wegen v (1) = r ist h wohldefiniert. Auflerdem ist h stetig als Zusammensetzung ste-
tiger Funktionen, die auf abgeschlossenen Mengen definiert sind und auf dem Durch-
schnitt der Definitionsbereiche tibereinstimmen.

Wegen

h(0,2) = f(z) und
h(2,2)=—r

fiir alle z € K ist h eine Homotopie von f zu der konstanten Abbildung —r in

C\ {0}. O

Satz 3.2. Seien K C C kompakt und f : K — C\ {0} stetig. Dann existieren endlich
viele Punkte py,...,pn € C\ K und ganze Zahlen ny,...,ny € Z so, dass die Funktion

F:K—>C\{0},z— f(z Hz—p]
7j=1

einen stetigen Logarithmus hat.
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Beweis. Ohne Einschrénkung sei K C (0,1) x (0,1). Sei @ = [0, 1] x [0, 1].

Dem Satz von Tietze zufolge existiert eine stetige Fortsetzung fy: Q@ — C von f.
Sei L = f; ' ({0}). Dann ist L C Q abgeschlossen und disjunkt zu K.

Da K kompakt ist, existiert ein r > 0 mit |z —w| > r fir alle z € K, w € L.

Sei m € N mit m > @ Betrachte fiir j, k =1, ..., m die Quadrate

Q=11 ) lk_l k]

m m m 'm

1
k—3

1
=2 pr Wir setzen

m

mit Mittelpunkten pj;;, = +1
R={0,k):1<j,k<mmit QuNK # 0}
und
£={(,k):1<jk<mmit QN K =0}.
Mit K = ('geﬁ Qi gilt dann K C K, auBerdem ist K; abgeschlossen. Nach Wahl von
D>

m und r gilt auBerdem K; C Q\ L, denn fiir € K1 N L, etwa z € QN L ((j, k) € R)
gabe es ein z € Qj; N K und es wiirde der Widerspruch

V2

r<|r—z| <—
m

folgen.
Wir definieren f; = fo|k,. Seien Iy, ..., I,, diejenigen Mengen der Form

[j—l J} « {k} (=1,.mk=0,..,m)

m 'm m

oder

{J’} y l’H ’f] (G=0,omk=1,..,m),

m m 'm

die nicht ganz zu K; gehoren. Da von [; hochstens die Endpunkte zu K; gehoren und
da C\ {0} wegzusammenhéingend ist, existiert eine stetige Fortsetzung

von f;. Durch sukzessives Fortsetzen erhélt man eine stetige Fortsetzung

fgl Ky=KU 6 aQ]k%C\{O}

J,k=1

von f;. Weiter wenden wir Lemma [2.3.6| auf die Funktionen

falog,, + 0Qj — C\ {0}
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an und erhalten fir jedes (j,k) € £ ein nj, € Z sowie eine stetige Funktion ¢j; :

0Qjr — C\ {0} mit
felog,, (2) = (z — pj)"* e

fur alle z € 0Qj. Fiir jedes (j,k) € £ hat damit die Funktion

falog, (1) (- — i) 7F 2 0Qu — C\ {0}
einen stetigen Logarithmus.
Nach Satz existiert dann fir jedes (j, k) € £ eine stetige Fortsetzung

ij : ij —>(C\{0}

Wir definieren dann F{, auf ) durch

Fo: Q@ — C\{0},
f2(2) TI (2—pjr) ™", falls z € Ko,
(J,k)eL

F}'/k/ (Z) I1 (Z — pjk)_njk , falls z € Qj/kf, (j/, k,) el
(Gk)eL\{(3"K")}

Z =

fir alle z € . Dann ist Fj stetig und nullstellenfrei, hat also wegen Lemma [2.3.3(a)
einen stetigen Logarithmus auf Q.
Mit

F:K = C\{0}, 2 Fo(2) = f(2) (l} (z =)™

folgt die Behauptung. O]

Korollar 3.3. Seien K C C kompakt und € die Menge der beschrinkten Zusammen-
hangskomponenten von C\ K. Fir jedes C € € sei ein Punkt pc € C gegeben. Fir
jede stetige Funktion f : K — C\ {0} existieren dann endlich viele Zusammenhangs-
komponenten C4,...,Cy € € und ganze Zahlen ny,...,ny € 7. so, dass die Funktion

F:K —C\{0}, sz(z)ﬁ(z_pCJ”j

Jj=1

einen stetigen Logarithmus hat.
¢ = () ist erlaubt, wenn man leere Produkte als 1 interpretiert.

Beweis. Nach dem vorherigen Satz existieren py,...,py € C\ K und nq,...,ny € Z so,

. N

dass die Funktion F': K — C\ {0}, z — f(2) II (¢ — p;)" einen stetigen Logarithmus
j=1

hat.

Sei j € {1,...,N}. Falls p; in der unbeschrankten Zusammenhangskomponente von
C\ K liegt, so hat die Funktion K — C\ {0},z — z — p; nach Lemma [3.1] einen
stetigen Logarithmus und damit auch die Funktion X — C\ {0},z — (2 — p;) ™.
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Sonst sei C; € € mit p; € C}.

Wir zeigen nun, dass im letzteren Fall die Funktion g : K — C\ {0}, z — %p;jj einen
stetigen Logarithmus hat.

Wihle dazu einen Weg v : [0, 1] — C; mit v (0) = p¢, und v (1) = p;.

Wir definieren weiter H : [0,1] x K — C\ {0}, (¢, 2) — %WZS).

Wegen H (0,z) = ¢g(z) und H (1,z) = 1 ist H dann eine Homotopie von g zum kon-
stanten Weg 1 in C \ {0}. Nach Satz hat g dann einen stetigen Logarithmus.

Wir erhalten F': K — C\ {0}, z — f(2) II (z - pq.) aus der Behauptung, indem
j=1

wir F' mit ¢g" multiplizieren, falls p; € C fiir ein C' € € ist, und mit (2 — p;)~",
falls p; in der unbeschrénkten Komponente von C \ K liegt und verwenden, dass auch
das Produkt von Funktionen, die einen stetigen Logarithmus besitzen, einen stetigen
Logarithmus besitzt. O

Lemma 3.4. Set K C C kompakt so, dass die Menge € der beschrinkten Zusam-
menhangskomponenten von C\ K nichtleer ist. Auflerdem seien C € €, pc € C' und
n € Z\ {0}. Dann hat die Funktion gc : K — C\ {0},2z — (2 — pc)" keine stetige,
nullstellenfreie Fortsetzung auf die Menge K U C.

Beweis. Wir nehmen ohne Einschrankung an, dass pc = 0 gilt. Angenommen, es giabe
eine Zahl n € Z\ {0} so, dass die Funktion g¢ eine stetige Fortsetzung zu einer Funktion
G: KUuC — C\ {0} hitte. Dann wéare G (z) = z" fur alle z € K. Wéhle nun ein
r > sup,co |z| und definiere die Funktion

2", falls z € D, (0) \ C,

h:D,.0)—C, z~ _
G(z), fallszeC.

Da (' als Zusammenhangskomponente offen ist, gilt
Cn (D, (0)\C)=C\C=aC.

Wir zeigen nun 0C' C K, um die Wohldefiniertheit von h zu folgern.

Angenommen, es gibt ein x € 9C N C\ K. Dann liegt = also in einer Zusammenhangs-
komponente C' # C von C\ K. Dann haben C und C aber nichtleeren Schnitt und dies
ist ein Widerspruch, da es sich um zwei verschiedene Zusammenhangskomponenten
von C\ K handelt.

Auflerdem ist h stetig als Zusammensetzung stetiger Funktionen, welche auf abgeschlos-

senen Mengen definiert sind, auf deren Durchschnitt sie iibereinstimmen. Zudem ist h
nullstellenfrei, da 0 € C' und G nullstellenfrei ist. Nach Lemma [2.3.3|(b) existiert dann

ein stetiger Logarithmus ¢ von h. Insbesondere gilt also
M =h(z) = e’

fiir alle z € 9D, (0). Mit dem geschlossenen Weg v : [0,27] — 0D, (0),t — r"e™ gilt
dann

eso(re”) _ (Teit)n _ ’y(t)
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fir alle ¢ € [0, 27]. Nach Definition des Index gilt dann einerseits

ind, (0) = L (90 (Te2”) - (T)) =0,

271

andererseits folgt aus Satz

indy (0 " omi / ¢ %

1‘/mr einé s

211 / rreing

=n.
Somit folgt der Widerspruch n = 0. m

Satz 3.5 (Homotopiesatz). Sei K C C kompakt so, dass die Menge € der beschrinkten
Zusammenhangskomponenten von C\ K nichtleer ist. Fir jedes C' € € sei auflerdem
pc € C. Dann ist die Abbildung

Pz C(K,C\{0})/expC(K),

cece

(nC)Cee =

I (z=pe)"e
Cec
ein Gruppenisomorphismus.

Beweis. Wegen

s -[-re]

| Cee

e —pc>“c] {H € —pcy”c]

|Cee Cee

fir alle (n¢)cee » (M) cee € Boee Z ist d ein Homomorphismus.

Die Surjektivitat von d folgt leicht aus Korollar
Sei dazu [F] € C(K,C\{0})/expC (K). Dann ist F' : K — C\ {0} stetig, also
existieren C1,...,Cy € € und nyq, ...,ny € Z so, dass die Funktion

K —C\{0}, 2~ F(z H(z—pc>

J=1

einen stetigen Logarithmus hat. Es folgt also

ﬁ(z—pc) lzm
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und daher

—-

Il
—

[F] =

(- - pcj)—”j] |

Fiir die Injektivitdt sei (ng)oee € @ Z mit d ((nC)C’eC) = [1]. Es seien C},...,Cyy € €
cec

J

paarweise verschieden mit no = 0 fir alle C € €\ {4, ...,Cy }. Wegen
M nge.
[1(z=pc,) " | =d((nc)eec) = [1]
j=1
ist dann
M nc,
f:K—=C\{0},z— ] (z—pcj) ’
j=1

in exp C' (K). Wir konnen also eine stetige Funktion ¢ : K — C mit

—

Il
—_

(z=pc,) " = f) =" ()

J

fir alle z € K wahlen. Betrachten wir nun die Faktoren (z — pcj)nc‘j von f. Ange-
nommen, es gibt ein jo € {1,..., M} mit nc; # 0. Fir alle z € K folgt dann aus (x),
dass

(z — pCjO)anO _ H (z . ch)_ncj )
Je{l, . MI\{jo}

gilt. Hierbei lasst sich die rechte Seite stetig zu einer nullstellenfreien Funktion auf
K U Cj, fortsetzen, denn fiir j € {1,..., M} \ {jo} ist pc, ¢ C}, und ¢ besitzt nach dem

Satz von Tietze eine stetige Fortsetzung auf ganz C. Somit hat auch (z — pcjo)ncjo

eine stetige, nullstellenfreie Fortsetzung zu einer Funktion auf K UC);, im Widerspruch
zum vorherigen Lemma. Also ist ng, = 0 fiir alle j € {1,..., M} und der Kern von d
trivial. O

Im Fall, dass die Menge € der beschrankten Zusammenhangskomponenten von C \ K
leer ist, ist die multiplikative Gruppe C'(K,C\{0})/ exp C(K) nach Korollar [3.3| trivial.
Damit ist die Aussage von Satz [3.5 auch in diesem Fall richtig.
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4 Fredholmindex und die Indexformel

4.1 Fredholmoperatoren

Im Folgenden seien X,Y Banachraume iiber dem Korper K € {C,R}. Mit £ (X,Y)
bezeichnen wir die Menge der linearen, beschriankten Operatoren von X nach Y und
mit IC(X,Y) die kompakten Operatoren in £(X,Y). Da £ (X) = L(X,X) C L(X)
ein Ideal ist, konnen wir den Quotienten C (X) = £ (X)) /K (X)) betrachten. Wir nennen
C (X) die Calkin-Algebra und bemerken, dass C (X) versehen mit der Quotientennorm
eine Banachalgebra ist, da das Ideal IC(X) C L(X) abgeschlossen ist.

Wir setzen den folgenden Satz aus der Funktionalanalysis voraus.

Satz 4.1.1. Sei T € K(X). Dann gilt
(a) Falls dim X = oo ist, so ist 0 € o(T).

(b) Fir A€ o(T)\{0} ist A € 0,(T) und X ist ein isolierter Punkt in o(T'). Aufserdem

ist Im A — T" abgeschlossen und es gelten
dimker(A = T') < oo, dim X/Im(A —1T) < oc.

Lemma 4.1.2. Sei A eine (unitale) Banachalgebra und I C A ein abgeschlossenes
Ideal. Dann ist A/I beziiglich der Quotientennorm ||a + I|| = dist (a, ) eine (unitale)
Banachalgebra.

Beweis. Da I C A insbesondere ein abgeschlossener Teilraum ist, ist A/I versehen mit
der Quotientennorm ein Banachraum. Fir z,y € A gilt

Iz + 1) (y + DIl = [lzy + 1|
inf ||y — |

inf (@ = a) (y = b)|

inf v = all ly = b]

IN A

inf ||z — al| inf [ly — ]
= llz+ Iy + 11 .

Hat A ein Einselement 1, so ist I N A™! = (), da I ein echtes Ideal ist, und daher gilt
1>|1+1| > 1. O
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Definition 4.1.3.  (7) Ein Operator T € L(X,Y) heifit Fredholmsch, falls
dim (ker T') < 0o und dim (Y/ImT) < oo gelten. Wir schreiben Fred (X,Y) fir
die Menge der Fredholmschen Operatoren T' € L (X,Y).

(ii) FirT € Fred (X,Y) heifst
ind (T") = dim (ker 7') — dim (Y/Im T)
der Index von T
Lemma 4.1.4. Sei T € L(X,Y) mit dim (Y/Im7T) < oco. Dann ist InT C 'Y abge-

schlossen.

Beweis. Ohne Einschrankung sei T" injektiv, sonst betrachten wir 7'/ ker T statt T'. Wir
wéahlen eine Basis ([Y], ..., [Y;]) von Y/Im T und schreiben N = LH (Y3, ...,Y,). Dann
ist Y =Im7T & N und die Abbildung

p: (XON (@)l =zl +lInl) =Y, (2,n) = Tz +n

ist stetig linear und bijektiv zwischen Banachraumen, und daher auch ein topologi-
scher Isomorphismus. Da X & {0} C X & N abgeschlossen ist, ist dann auch Im 7" =
p (X @ {0}) C Y abgeschlossen. O

Satz 4.1.5. Fir einen kompakten Operator T' € K (X) und ein A € K\ {0} ist A\ =T
Fredholmsch.

Beweis. Fir A € o(T) folgt die Aussage aus Satz [4.1.1(b). Falls A ¢ o(T) gilt, also
A — T invertierbar ist, folgt ker(A — T') = {0} sowie Im(A — 7T) = X und damit
X/Im(A—T) = {0}. Also ist A — T" Fredholmsch. O

Im néchsten Satz sehen wir, dass ein Operator 7" € £(X) genau dann ein Fredholm-
operator ist, wenn er modulo kompakter Operatoren in der Calkin-Algebra invertierbar
ist.

Satz 4.1.6 (Atkinson’s Theorem, 1951). Fir einen Operator T € L (X,Y) sind dqui-
valent:

(i) T ist Fredholmsch,
(1) es existiert ein Operator S € L (Y, X) mit ST—1x € K(X) undTS—1y € K(Y),

(iii) es existieren Operatoren S,S € L (Y,X) so, dass [ST] € C(X) linksinvertierbar
und {TS’} € C(Y) rechtsinvertierbar ist.

Fir X =Y folgt insbesondere, dass T' € L(X) genau dann Fredholmsch ist, wenn [T
in C (X)) invertierbar ist.
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Beweis. (i) = (ii): Sei T" Fredholmsch. Dann existieren abgeschlossene Teilraume

NCX,MCY mit X=kerT@®N,Y =ImT ® M. Nach dem Graphensatz sind die
Projektionen P,r € L(Y) von Y auf Im T langs M, Py = 1 — Py, 1 und die entspre-
chend zu der Zerlegung X = kerT'@® N definierte Projektion P,y € L£(X) von X auf
ker T' stetig. Nach Lemma ist die Abbildung 7' : N — Im T, z — Tz stetig linear

und bijektiv zwischen Banachraumen, also ein topologischer Isomorphismus. Betrachte
S:Y X, y—T7! (PmTY) -

Dann ist S stetig linear und man kann nachrechnen, dass 1y — ST = Py r und
1y — T'S = Py gelten. Damit sind 1x — ST und 1y — T'S als stetige Projektionen auf
endlich-dimensionale Teilraume insbesondere kompakt.

(i) = (iii): folgt direkt.

(iii) = (i): Seien S, S wie in (iii). Ohne Einschrinkung seien 1x — ST € K(X) und
1y — TS € K(Y). Dann ist nach Satz

ker T C ker ST =ker (1x — (1x — ST)) C X
endlich dimensional und
7T > ImTS =Im (1y - (1y = TS)) C Y
endlich kodimensional. ]
Lemma 4.1.7. (a) Seien E, F,G endlich-dimensionale K -Vektorrdume und sei
0—E-“F25a—o

eine exakte Sequenz linearer Operatoren, d.h. o, 3 sind linear, « ist injektiv, [
ist surjektiv und Im a = ker 5. Dann gilt dim F' = dim ' 4+ dim G.

(b) Sind E, F Banachriume, soist L(E,F)™ ={T € L(E,F) : T bijektiv} C L(E, F)
offen.

Beweis. (a) E — Ima = ker 3 ist ein Vektorraumisomorphismus. Mit der Dimensi-
onsformel aus der linearen Algebra folgt dann

dim F' = dim ker # + dim Im f3
=dimIma+dimG
=dim £ +dim G.

(b) Sei S € L(E,F) bijektiv. Da S dann ein topologischer Isomorphismus ist, ist
auch p : L(F) — L(E,F), T — ST ein topologischer Isomorphismus und daher ist
L(E,F)'=p(L(E)™") C L(E, F) offen. O
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Satz 4.1.8. Die Menge Fred(X,Y) C L(X,Y) ist offen und ind : Fred(X,Y) —
Z,T — ind(T) ist lokal konstant.

Beweis. Sei S € Fred(X,Y) und seien N C X, M C Y abgeschlossene Teilrdume mit
X=kerS®& N und Y =ImS @ M. Dann ist die Abbildung

Ne&M—=Y, (n,m)— Sn+m

ein topologischer Isomorphismus zwischen Banachraumen, wobei N & M mit der Norm
(n,m)|| = |[n|| + ||m|| versehen sei. Fiir T € £(X,Y") mit |7 — S|| ausreichend klein
(Lemma [4.1.7)) ist dann die Abbildung

NeM—=Y, (n,m)—Tn+m

ein topologischer Isomorphismus. Wir fixieren ein solches 7. Wegen N Nker T = {0}
ist die Abbildung

kerT'— X/N, x+— z+ N
injektiv und wegen X/N = ker S gilt
dimker T" < dim ker S.

DaTN@& M =Y =ImS & M ist, sind Y/ImS = M = Y/TN als Vektorraume
isomorph. Aus der Surjektivitidt der Abbildung

Y/TN -Y/ImT, y+ TN +— y+ImT
folgt
dimY/Im7T <dimY/ImS.
Also ist T' Fredholmsch. Wir wahlen einen endlich-dimensionalen Teilraum C' C X mit
X=C&NcdkerT.

Dann folgt Im7T =TC & TN. Mit a : TC - Y/TN, y —»y+TN und 3 :Y/TN —
Y/ImT, y+ TN — y+ImT ist

0— TC - Y/TN -5 Y/ImT — 0

eine exakte Sequenz endlich-dimensionaler K-Vektorrdume. Mit Lemma [1.1.7(a) folgt
dann

dimY/ImS =dimY/TN =dim7TC + dimY/ImT
und damit

dimker $ —dimY/Im S = dim X/N —dimY/Im S
=dimC @ kerT —dimY/ImS
=dimker7 —dimY/Im7T.
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Korollar 4.1.9. (a) Seien S,T € Fred(X,Y) und v : [0,1] — Fred(X,Y) stetig mit
v(0) =S und v (1) =T. Dann ist ind(S) = ind(T).

(b) Seien T € Fred (X,Y) und K € K(X,Y). Dann ist T + K € Fred (X,Y) und es
gilt ind (T + K) = ind (7).

Beweis. (a) Nach Satz ist die Abbildung [0,1] — Z,t — ind ~(¢) lokal konstant,
also stetig. Nach dem Zwischenwertsatz ist sie damit konstant.

(b) Nach Satz ist T+ K € Fred(X,Y). Wenden wir nun (a) auf v : [0,1] —
Fred(X,Y),~(t) = T + tK an, so erhalten wir ind(7 + K) = ind(7). O

Satz 4.1.10. Seien X,Y, Z Banachriume und T € Fred (X,Y),S € Fred (Y, Z). Dann
ist ST € Fred (X, Z) und es gilt ind (ST') = ind (S) + ind (7).

Beweis. Mit §:Y/ImT — Im S/ Im ST, S([y]) = [Sy] sind die Sequenzen

0 — kerSNIm7T — ker S —% (ker S +Im7T) /Im T — 0,

0— (kerS+Im7T)/ImT —» Y/ImT N ImS/Im ST — 0,
0 — ImS/Im ST —» Z/Im ST - Z/Im S — 0,
0 — kerT —= T (ker ) — ker SN ImT — 0

exakt und bestehen aus endlich-dimensionalen Vektorraumen. Mit Bemerkung [4.1.7|(a)
folgt dann

dimker SN Im7T = dimker S — dim (ker S + Im 7)) /Im T
=dimker S —dimY/Im7T 4 dimIm S/ Im ST
=dimker S —dimY/Im7 + dim Z/Im ST — dim Z/Im S

sowie

dimker S NIm 7T = dim T~ *(ker S) — dim ker T’
= dim ker ST — dim ker T,

also insgesamt
ind(S) + ind(7") = ind(ST).
O

Definition 4.1.11. Fir T € L(X) heifst 0. (T) = {N € K: A\ =T ¢ Fred (X)} das
wesentliche Spektrum von T und p. (T')) = K\ o, (T') die wesentliche Resolventenmenge.

Satz 4.1.12. Sei T' € L(X). Dann gilt
(a) oo (T) = ocix) ([T1) ist kompakt.

Ist X ein Banachraum iber C mit dime (X) = oo, so gilt auflerdem
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(b) e (T) # 0,

(c) pe (T) = Z,\ — ind (X —=T) ist konstant auf den Zusammenhangskomponenten
von o, (T') und = 0 auf der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente.

Beweis. (a) o.(T) = o¢(x) ([T]) folgt aus Satz 4.1.6, Damit folgt die Kompaktheit
aus den Eigenschaften des Spektrums einer Banachalgebra.

(b) Als unitale komplexe Banachalgebra hat C(X) nichtleeres Spektrum.

(¢) Nach Korollar [£.1.9(a) ist p. (T') = Z, A — ind (A — T') konstant auf den Zusam-
menhangskomponenten von o, (T'). Fiur A € p(T) folgt wie im Beweis von Satz
dass dimker(A — 7') = 0 = dim X/ Im(A — T") und daher ind(A —7) = 0
gilt. Wegen C \ Dy (0) C p(T) gilt also ind(A — T') = 0 auf der unbeschrankten
Zusammenhangskomponente.

]

Zum Abschluss des Abschnitts iiber Fredholmoperatoren ziehen wir noch folgendes
Korollar aus Satz 4.1.5

Korollar 4.1.13. Es sei dimg (X) = oo und T' € K (X). Dann ist o. (T') = {0} und
ind(A—T) =0 firalle X € K\ {0}.

4.2 Der Abbildungsgrad

Sei 0 C C eine beschrinkte offene Menge und f : Q — C eine stetige Funktion mit
fla € C* (2). AuBerdem bezeichne J; (x) die Jacobi-Matrix von f an der Stelle z €
und kf = {z € Q : det J; (x) = 0} die Menge der kritischen Punkte von f. Einy € C
mit f(y) N ky = 0 heilt requlirer Wert von f.

Seinun y € C\ f (09) ein regulirer Wert von f. Nach Satz 3 §6.1V in [Dei74] ist f~'(y)
endlich, also konnen wir den analytischen Abbildungsgrad von f auf €2 beziiglich y als

d(f,Qy)= > sgndet(Js(z))

zef~1(y)

definieren. Wir wollen die Definition auf beliebiges y € C\ f (092) ausdehnen. Zu-
néchst folgt aus dem Lemma von Sard (vgl. [Ruz04], §4.1.2 Satz 1.6), dass f(ky) ei-
ne Lebesgue-Nullmenge ist, also gibt es zu y € C\ f(9Q) ein g € C\ f(992) mit
ly — 9| < dist (y, f (092)), so dass § ein regularer Wert von f ist. Wir definieren dann

d(f7Q7y):d(f7Q7g>’

Die Wohldefiniertheit folgt dabei etwa aus Hilfssatz 1, §7 in [Dei74].
Man kann den analytischen Abbildungsgrad auch fiir Funktionen f € C(€,C) und
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y € C\ f(092) definieren.
Wir setzen die in der folgenden Proposition aufgefithrten Eigenschaften des Abbil-
dungsgrades voraus (vgl. [Dei74], §8.11):

Proposition 4.2.1. Sei M = {(f,Q,y); C C offen und beschrinkt, f € C (Q, (C) Y €
C\f(0N)} undd : M — Z der analytische Abbildungsgrad. Dann gilt fir (f,Q,y) € M
und g € C (ﬁ, C) :

(a) d(id,2,z) =1 fir alle z € Q und d(f,Q,y) =0, fallsy ¢ f (ﬁ) ist,

(b) d(H (-,t),Q,y(t)) ist unabhingig von t € |
y : [0,1] — C stetig sind mit y (t) ¢ H (09,1

(c) d(g,y)=d(f,Qy), falls gloa = f|aa ist,
(d) d(f,Qy) =d(f,Q,y), falls Q C Q offen und y ¢ £ (Q\ D) ist,

(e) d(f,Qy) =d(foh,h=1(),y)sgndet (Jy), falls h : C — C ein C'-Diffeomor-

phismus ist.

0,1], wenn H : Q x [0,1] — C und
) fiir alle t € [0,1],

Definition 4.2.2. Sei K C C kompakt, f : K — C stetig, C eine beschrinkte Zusam-
menhangskomponente von C\ K und y € C\ f(0C). Der Abbildungsgrad deg (f,C,y)
von f um y beziglich C' wird definiert durch

deg (f,C,y) =d(f,C.y),

wobei f eine stetige Fortsetzung von flac auf C ist (Proposition .
Ist f € C(K,C\ {0}), so bezeichne deg (f,C) = deg (f,C,0) und falls C\ K nur eine
beschrinkte Zusammenhangskomponente C besitzt, sei deg (f) = deg (f,C,0).

Man beachte, dass 0C' C K ist in der Situation von Definition [4.2.2/und dass d ( f.C, y)

nach Proposition 4.2.1{c) nicht von der Wahl der stetigen Fortsetzung f : C' — C von
f|8C abhé'mgt.

Lemma 4.2.3. Sei K C C kompakt so, dass die Menge € der beschrankten Zusam-

menhangskomponenten von C\ K nichtleer ist. Fir jedes C € € sei aufferdem pc € C.
Dann definiert die Abbildung

p: C(K,C\{0})/expC(K)— P Z,

[f] = (deg (f7 C? 0))06@

die Umkehrabbildung von
d: PzZ— C(K,C\{0})/expC(K),

Cee

(n0)gee = LH€ (2 —pc)"C] :
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Beweis. Fir die Wohldefiniertheit von p zeigen wir, dass nur endlich viele C1, ..., C, € €
mit deg (f, C,0) # 0 existieren. Hierzu wihlen wir mit dem Fortsetzungssatz von Tietze

eine stetige Fortsetzung F' : K — C von f auf der kompakten Menge K = KU U C.
cee

Die offene Uberdeckung F~! ({0}) € U C besitzt dann eine endliche Teiliiberdeckung
cee

F~'({0}) € C1U...UC,. Mit den Eigenschaften 4.2.1{a) und (c) des Abbildungsgrades
erhalten wir dann, dass deg (f,C,0) = deg (F, C,0) = 0 ist fir alle C € €\ {CY, ..., C, }.
Sind f,g : K — C\ {0} stetig mit § = e” fir eine stetige Funktion ¢ € C(K), so

wihle man eine stetige Fortsetzung ¢ € C(K) von ¢ auf K und setze G = Fe % €
C(K). Damn ist g = G|x und F = ¢?G. Mit Proposition |4.2.1(b) angewendet auf die
Homotopien

H:Cx[0,1] = C, (z,t) — e?PqG(z) (Ceg)
erhélt man
d(g,C,0)=d(H(0,-)) =d(H(1,-),C,0) =d(F,C,0) =d(f,C,0).

Damit ist (deg(f, C,0))cee unabhingig von der Wahl des Reprisentanten einer Aqui-
valenzklasse [f] € C(K,C\ {0})/exp C(K) ist.

Wir zeigen nun, dass p = d~! ist. Da d dem Homotopiesatz (Satz zufolge einen
Gruppenisomorphimus definiert, reicht es, p o d = id zu zeigen. Hierzu seien paarweise
verschiedene C1, ..., C,. € € und Punkte p; € C; sowie ganze Zahlenn; € Z fur1 <i <r
gewéhlt. Wir rechnen nun

deg <H (z—p)™,Cy, O) =n;

i=1

fir j € {1,...,r} nach. Sei dazu R > 0 mit Dg (p;) C C;. Mit Proposition M(d) gilt
deg (H (z—pi)™,Cy, O) = deg <H (z—pi)", Dr (pj) ,O) )

i=1 i=1

Da ﬁ (z — p;)™ nach Satz [2.3.7] und Korollar [2.3.2] auf Dg(p;) homotop in C\ {0}
i=1,i#
zur konstanten Funktion 1 ist, folgt mit Proposition [4.2.1(b)

deg (H (z—=p)", Cj, 0) =deg ((z —p;)" , Dr(p;),0).

i=1
Fiir n; > 0 folgt mit der Definition des Abbildungsgrades, dass

deg ((z — p;)" , Dr(p;),0) = n;
gilt. Ist n; < 0, so folgt mit Proposition M(e) und h: C — C, h(z) = Rz + p;, dass

deg ((Z _pj)nj 7DR(pj)70) = deg ((Rz)nj7 D1<0)70)
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und mit Proposition |4.2.1|(c), dass
deg ((R2)™, Di(0),0) = deg (R™z"!, D,(0),0)

gilt. Fiir Funktionen g € C(Q, C) mit glg € C*°(Q) und 0 ¢ g (99) folgt mit der Formel
det Jz(z) = —det J,(2) und der Definition des Abbildungsgrades

deg (gu QJ O) = = deg (97 Q7 0) :
Also gilt
deg ((z = p;)"™, Da(p;), 0) = — deg (R" 2", D1(0),0) = — [n;| = n;

auch fiir negative Zahlen n; € Z. Somit ist p = d . O

4.3 Die Indexformel

Um Operatoren betrachten zu koénnen, die bis auf kompakte Stérungen normal sind,
fiihren wir das Konzept der wesentlichen Normalitéit ein.

Definition 4.3.1. Sei H ein Hilbertraum. Ein Operator T € L (H) heif$t wesentlich
normal, falls [T] € C(H) normal ist, also falls [T)*[T] = [T][T]* gilt.

Im Folgenden sei T' € £ (H) ein wesentlich normaler Operator auf einem Hilbertraum
H und

Oy - C(oe (T) = C([T1), f = F((T])

sei der stetige Funktionalkalkiil von [T] € C(H). Fiir jede Funktion f € C (o, (1)) sei
ein Operator f (1) € £ (H) gewahlt mit [f(T)} = f([T)).

Lemma 4.3.2. Der Fredholmindex induziert einen wohldefinierten Gruppenhomomor-
phismus

ind: C(K,C\{0})/expC(K) — Z,

[f] = ind f(T)
auf der kompakten Menge K = o.(T).

Beweis. Fir f € C(K,C\ {0}) gilt mit dem spektralen Abbildungssatz

o. (F(1)) =



~ ~

Es folgt 0 ¢ o, ( f (T)), da f nullstellenfrei ist und damit ist f(7") Fredholmsch.
Sind fi, fo € C(K,C\ {0}) mit [f1] = [f2], so gibt es eine stetige Funktion g € C(K)
mit fo = fie?. Dann definiert
5 :10,1] = C(H), A(t) = 1 (fr')
eine stetige Abbildung mit
7(0) = ¢ (f1) = f1 ([T7)
und §(1) = @r(f2) = f2 ([T7),

deren Werte invertierbare Elemente in der Calkin-Algebra C(H) sind. Nach dem Satz
von Bartle und Graves (vgl. [Kabl4], S. 217 Theorem 9.29) hat die Quotientenabbildung
7w L(H) — C(H) eine stetige Rechtsinverse r : C(H) — L(H). Wir betrachten nun
die stetige Abbildung

v [0,1] = L(H), () =r (1))

Sei t € [0,1]. Es ist r (3(¢)) = 7 ((f1e") ([T])). Mit dem spektralen Abbildungssatz
erhalten wir auflerdem

7. ((Fen(1) = o (1) (7))
= (he) (e (1))
- (fletg) Ge(T)‘

Damit gilt 0 ¢ o, <(ﬁ/et\9) (T)) = 0.(7(t)), da fie? nullstellenfrei ist. Nach Satz |4.1.6
ist v ([0,1]) C Fred(H). Wegen

ist
7(0) = fi(T) € K(H)
und v (1) — fo(T) € K(H).

Mit der Homotopieinvarianz des Fredholmindex (Korollar [4.1.9] (a)) und der Invarianz
unter kompakten Stérungen (Korollar [£.1.9] (b)) erhilt man

ind f1(T) = ind fo(T).

Damit ist ind wohldefiniert.
Fir fi, fz € C(K,C\ {0}) gilt
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Also folgt aus Korollar (b) und Satz [4.1.10] dass
ind: C(K,C\{0})/expC(K) — Z

ein Gruppenhomomorphismus ist. O]

Fiir eine Zusammenhangskomponente C' von C \ 0.(7") setzen wir

indg(7) =ind(z — T)
fir ein beliebiges z € C (vgl. Satz 4.1.8). Wir bezeichnen mit € die Menge der be-
schrankten Zusammenhangskomponenten von C \ o.(7T).

Satz 4.3.3 (Indexformel). Es gilt die Indexformel
ind (w — f(T)) = Y deg (f,C,w) inde (T)

Cec¢

fir alle f € C(0.(T)) und w ¢ f(o.(T)).

Beweis. Ist ¢ = 0, so folgt aus Lemma [4.3.2] dass ind f(T) = 0 ist fir alle f €
C(0.(T),C\ {0}). Sei also € # 0. Wir nechmen w = 0 an, da wir andernfalls f durch
f — w ersetzen und benutzen, dass deg (f,C,w) = deg (f — w, C,0) ist.

Sei x : @ Z — Z der eindeutige Gruppenhomomorphismus, fiir den das Diagramm
cee

C(K,C\ {0})/ exp C(K) —29

|

@ Z

cece

Z

kommutiert. Fiir Cy € € sei i¢, = X ((50700)0&) € Z. Mit Lemma [4.3.2/ und Lemma
4.2.3] erhalten wir

~

ind (—£(7)) = ind (f(T))
= ind ([f])
=X ((deg(f, C, 0))Ce¢)
= Z i.deg(f,C,0).

Cee
Fir Cy € € und p € Cj folgt mit Proposition [4.2.1|(a) schlieflich

inde, (T) = ind ([z — p))
=x(p([z—p)))
=X ((deg (z,C, p))ca)
=X ((50,00)0&)

= ic,.
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Damit ist die Indexformel bewiesen. O]

In [R€04] wird eine Version der obigen Indexformel fiir wesentlich vertauschende Ope-
ratortupel T' = (11, ..., T,,) € L(E)" stetiger Operatoren auf Banachraumen bewiesen,
die einen wesentlich stetigen Funktionalkalkiil besitzen.
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