
Dilatationssätze
für m-Hyperkontraktionen

Masterarbeit

zur Erlangung des akademischen Grades
Master of Science

im Studiengang Mathematik
der Naturwissenschaftlich-Technischen Fakultät I

- Mathematik und Informatik -
der Universität des Saarlandes

von

Valerie Klauk

betreut durch

Prof. Dr. Jörg Eschmeier

Saarbrücken, 2016



ii



Eidesstattliche Erklärung
Hiermit versichere ich an Eides statt, dass ich die Arbeit selbstständig verfasst und
keine anderen als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe.

Saarbrücken, den 13.09.2016

Valerie Klauk

iii



iv



Inhaltsverzeichnis

Einleitung 1

1 Grundlagen 5
1.1 Funktionale Hilberträume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2 Der Drury-Arveson Raum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Zeilenkontraktionen und der n-Shift . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2 Der Satz von Beurling für Zeilenkontraktionen 16
2.1 Reine Zeilenkontraktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2 Beispiele reiner Zeilenkontraktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.3 Der Satz von Beurling für Zeilenkontraktionen . . . . . . . . . . . . . . 23

3 Der Satz von Beurling für m-Hyperkontraktionen 29
3.1 m-Hyperkontraktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.2 Der Satz von Beurling für m-Hyperkontraktionen . . . . . . . . . . . . 38

4 Minimale Dilatationen 42
4.1 Die Toeplitz-Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.2 Eindeutigkeit minimaler Dilatationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Literaturverzeichnis 55

v



vi



Einleitung
Im Jahr 1949 bewies Beurling in [10], dass ein abgeschlossener Teilraum S ⊂ H2(D)
des Hardy-Raums H2(D) genau dann ein invarianter Teilraum für den Shift Mz ∈
L(H2(D)) ist, wenn eine innere Funktion θ ∈ H∞(D) existiert mit

S = θH2(D) =
{
θf : f ∈ H2(D)

}
.

Im ersten Teil dieser Arbeit verallgemeinern wir den Satz von Beurling zunächst auf
beliebige reine vertauschende Zeilenkontraktionen T ∈ L(H)n, d.h. auf Tupel T =
(T1, ..., Tn) vertauschender, stetiger, linearer Operatoren T1, ..., Tn auf einem separablen
Hilbertraum H mit den Eigenschaften

n∑
i=1

TiT
∗
i ≤ idH

und
lim
k→∞

σkT (idH)x = 0

für alle x ∈ H, wobei σT die positive Abbildung

σT : L(H)→ L(H), X 7→
n∑
i=1

TiXT
∗
i

ist.
Statt den Hardyraum betrachten wir allgemeiner den E-wertigen Drury-Arveson Raum
H (B, E) auf der Einheitskugel B ⊂ Cn, den funktionalen Hilbertraum mit reproduzie-
rendem Kern

K : B× B→ L(E), (z, w) 7→ idE
1− 〈z, w〉 .

Als Verallgemeinerung des Satzes von Beurling bewiesen McCullough und Trent im
Jahr 2000 in [20], dass ein abgeschlossener Teilraum S ⊂ H (B, E) genau dann ein
invarianter Teilraum für den n-Shift Mz ∈ L (H (B, E))n ist, wenn ein Hilbertraum D
und ein partiell isometrischer Multiplikationsoperator Mθ : H (B,D)→H (B, E) exis-
tieren mit S = θH (B,D). In [23] bemerkte Sarkar, dass von Müller-Vasilescu ([21])
und Arveson ([4]) bewiesene Dilatationssätze für Zeilenkontraktionen benutzt werden
können, um einen neuen, einfachen Beweis des Satzes von McCullough und Trent zu
geben. Gleichzeitig erlaubt es diese Methode, Sätze vom Beurling-Typ für abstrakte
Zeilenkontraktionen T ∈ L(H)n anstelle von Mz ∈ L (H (B, E))n zu beweisen.
Im zweiten Teil dieser Arbeit zeigen wir, dass dieselbe Methode benutzt werden kann,
um Versionen des Satzes von Beurling für m-Hyperkontraktionen T ∈ L(H)n herzulei-
ten. Dabei ersetzt man den Drury-Arveson Raum durch die funktionalen Hilberträume
Hm(B, E), m ∈ N∗, mit reproduzierendem Kern

Km : B× B→ L(E), (z, w) 7→ idE
(1− 〈z, w〉)m .
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Man nennt ein vertauschendes Tupel T ∈ L(H)n eine m-Hyperkontraktion, wenn die
Bedingungen

∆(k)
T ≥ 0

mit dem Operator
∆(k)
T =

(
idL(H)−σT

)k
(idH)

für k = 1, ...,m erfüllt sind. Im Spezialfall T = Mz ∈ L (H (B, E))n erhält man Sätze
von Beurling-Typ, die auf C. Barbian ([6] oder [8]) zurückgehen.
Die Arbeit ist hierzu wie folgt unterteilt.

Im ersten Kapitel beschäftigen wir uns mit funktionalen Hilberträumen, bevor wir
uns bis auf Weiteres auf den Drury-Arveson Raum H (B, E) konzentrieren. Wir führen
dann Zeilenkontraktionen und als spezielles Beispiel einer vertauschenden Zeilenkon-
traktion den n-Shift Mz = (Mz1 , ...,Mzn) ∈ L(H (B, E))n auf H (B, E) ein.

Im zweiten Kapitel führen wir reine Zeilenkontraktionen ein. Das einfachste Beispiel
einer reinen Zeilenkontraktion ist wieder der n-Shift Mz ∈ L (H (B, H))n auf dem
Drury-Arveson Raum. Allgemeiner ist eine Zeilenkontraktion auf einem H-wertigen
funktionalen Hilbertraum E ⊂ HΛ mit einer Menge Λ ⊂ Cn rein, falls die Bedingung

LH {K(·, λ)x : λ ∈ Λ ∩ B, x ∈ H} = E

erfüllt ist. Neben dem n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum erhalten wir damit,
dass auch die Shifts auf dem Hardy-Raum, dem Bergman-Raum und den gewichte-
ten Bergman-Räumen rein sind.
Wir erhalten außerdem, dass jede reine vertauschende Zeilenkontraktion auf gewisse
Weise auf den n-Shift Mz zurückzuführen ist, denn ein Tupel T ∈ L(H)n ist genau
dann eine reine vertauschende Zeilenkontraktion, wenn ein Hilbertraum E und eine
Isometrie

πT : H →H (B, E)
existieren mit der Eigenschaft

πTT
∗
i = M∗

zi
πT

für i = 1, ..., n. Eine solche Abbildung πT nennen wir Dilatation von T .
Wir erhalten damit die von Sarkar bewiesene Version des Satzes von Beurling. Ist
H(E) ⊂ O(B, E) ein funktionaler Hilbertraum aus analytischen Funktionen so, dass
Mz ∈ L(H(E))n eine Zeilenkontraktion ist, so ist S ⊂ H(E) genau dann ein abge-
schlossener invarianter Teilraum für Mz ∈ L(H(E))n, wenn ein Hilbertraum D und
eine analytische Funktion θ : B→ L(D, E) existieren so, dass

Mθ : H (B,D)→ H(E), f 7→ θf

eine partielle Isometrie ist mit ImMθ = S.

Im dritten Kapitel verallgemeinern wir die Ergebnisse über den Drury-Arveson Raum
auf die Räume Hm(B, E), m ∈ N∗. Da die Anforderungen an eine Zeilenkontraktion
T ∈ L(H)n nicht ausreichen, um unsere Sätze auf die Räume Hm(B, E) zu erweitern,
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führen wir an dieser Stelle (Zeilen-)m-Hyperkontraktionen ein.
Wir erhalten nun die Resultate über den Drury-Arveson Raum H (B, E) und Zeilen-
kontraktionen T ∈ L(H)n aus Kapitel 2 für die funktionalen Hilberträume Hm(B, E)
und m-Hyperkontraktionen T ∈ L(H)n.

Im vierten Kapitel definieren wirm-Dilatationen fürm-Hyperkontraktionen T ∈ L(H)n
als Isometrien

π : H →Hm(B, E),

die die Tupel T ∗ ∈ L(H)n und M∗
z ∈ L (Hm(B, E))n komponentenweise vertauschen.

Wir betrachten nun spezielle m-Dilatationen, nämlich solche m-Dilatationen π : H →
Hm(B, E) einer reinen vertauschendenm-Hyperkontraktion T ∈ L(H)n, für die der ein-
zige fürMz reduzierende Teilraum von Hm(B, E), der πH enthält, der Raum Hm(B, E)
selbst ist. Wir nennen π dann minimale m-Dilatation. Ziel des Kapitels ist es zu zeigen,
dass für ein Paar πi : H → Hm(B, Ei), i = 1, 2, minimaler m-Dilatationen einer reinen
vertauschenden m-Hyperkontraktion T ∈ L(H)n auf dem Hilbertraum H ein unitärer
Operator U ∈ L(E1, E2) existiert mit

π2 =
(
idHm(B,C)⊗U

)
π1,

das heißt, für den das Diagramm

H Hm(B, E2)

Hm(B, E1)

π1
idHm(B,C)⊗U

π2

kommutiert. Dieses Ergebnis bewiesen Bhattacharjee, Eschmeier, Keshari und Sarkar
2015 in [11] für minimale Dilatationen reiner vertauschender Zeilenkontraktionen.
Sei F ein weiterer Hilbertraum. Definieren wir mit

E = ∆(m)
T

1/2
H ⊂ H

die kanonische m-Dilatation

π
(m)
T : H →Hm(B, E), h 7→

∑
α∈Nn

(m+ |α| − 1)!
α!(m− 1)! ∆(m)

T

1
2T ∗αhzα,

so ist π(m)
T minimal und wir können zeigen, dass jede beliebige m-Dilatation π : H →

Hm(B,F) von T die Form

π =
(
idHm(B,C)⊗V

)
π

(m)
T

hat mit einer geeigneten Isometrie V ∈ L(E ,F).
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1 Grundlagen

1.1 Funktionale Hilberträume
Zuerst definieren wir vektorwertige funktionale Hilberträume. Dabei gehen wir vor wie
in [2].
Sei H ein Hilbertraum, Λ eine beliebige Menge und idH die identische Abbildung

idH : H → H, h 7→ h

auf H.
Die Menge aller Abbildungen von Λ nach H bezeichnen wir mit HΛ. Zudem sei L(H)
die Menge aller stetigen, linearen Abbildungen von H nach H.
Definition 1.1.1. Ein Hilbertraum F ⊂ HΛ heißt funktional, falls die Punktauswer-
tungen

δλ : F → H, f 7→ f(λ)
für alle λ ∈ Λ stetig sind.
Ummit funktionalen Hilberträumen arbeiten zu können, müssen wir wissen, was positiv
definite Abbildungen sind. Diese definieren wir im Folgenden.
Definition 1.1.2. Eine Abbildung K : Λ × Λ → L(H), die für alle endlichen Folgen
(λi)ni=1 in Λ und (hi)ni=1 in H

n∑
i,j=1
〈K(λi, λj)hj, hi〉 ≥ 0

erfülllt, heißt positiv definit.
Bemerkung 1.1.3. a) Mit der Identifikation C ∼= L(C), wobei jede komplexe Zahl

α ∈ C als Multiplikationsoperator Lα : C → C, z 7→ αz betrachtet wird, ist eine
Funktion K : Λ× Λ→ C genau dann im obigen Sinne positiv definit, wenn

n∑
i,j=1

K(λi, λj)zjzi ≥ 0

für alle endlichen Folgen (λi)ni=1 in Λ und (zi)ni=1 in C gilt.

b) Eine Abbildung K : Λ × Λ → L(H) ist genau dann positiv definit, wenn alle
endlichen Operatormatrizen

(K(λi, λj))ni,j=1 ∈M (n,H) ∼= L(Hn)

(n ≥ 1, λ1, ..., λn ∈ Λ) positive Operatoren auf Hn definieren. Da positive Ope-
ratoren selbstadjungiert sind, erfüllen positiv definite Abbildungen K(λ, µ)∗ =
K(µ, λ) für alle λ, µ ∈ Λ.
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Die Beweise der folgenden Sätze finden sich im ersten Kapitel von [6].

Satz 1.1.4. Sei F ⊂ HΛ ein Hilbertraum. Es sind äquivalent:

(i) Der Raum F ist ein funktionaler Hilbertraum.

(ii) Es existiert eine Abbildung K : Λ× Λ→ L(H) so, dass

K(·, µ)x ∈ F

für alle x ∈ H und µ ∈ Λ sowie

〈f,K(·, µ)x〉F = 〈f(µ), x〉H

für alle x ∈ H, µ ∈ Λ und f ∈ F gilt.

In diesem Fall gilt K(λ, µ) = δλδ
∗
µ für alle µ, λ ∈ Λ. Insbesondere ist die Abbildung K

eindeutig bestimmt.

Man nennt die AbbildungK den reproduzierenden Kern des funktionalen Hilbertraums
F . Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen reproduzierenden Kernen funktiona-
ler Hilberträume F ⊂ HΛ und positiv definiten Abbildungen K : Λ× Λ→ L(H).

Lemma 1.1.5. Ist F ⊂ HΛ ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern
K, so ist K positiv definit und F ist der Abschluss der linearen Hülle aller Abbildungen
der Form K(·, µ)x mit µ ∈ Λ und x ∈ H.

Umgekehrt kann man aus jeder positiv definiten Abbildung einen funktionalen Hilbert-
raum konstruieren.

Satz 1.1.6. Ist K : Λ × Λ → L(H) positiv definit, so existiert genau ein funktionaler
Hilbertraum FK ⊂ HΛ mit reproduzierendem Kern K.

Wir geben nun ein Ergebnis über das Hilbertraum-Tensorprodukt eines funktionalen
Hilbertraums mit dem zugrundeliegenden Hilbertraum an, welches wir später noch
benötigen.

Satz 1.1.7. Sei K : Λ×Λ→ C positiv definit und FK der funktionale Hilbertraum mit
reproduzierendem Kern K. Dann ist die Abbildung

K : Λ× Λ→ L(H), KH(λ, µ) = K(λ, µ) idH

positiv definit und es existiert ein eindeutiger unitärer Operator V : FK ⊗ H → FKH
mit

V (f ⊗ x) = f · x

für alle f ∈ FK und x ∈ H.

Zuletzt erinnern wir an die Definition einer vollständig positiven Abbildung.

Definition 1.1.8. Sei A eine unitale C∗-Algebra.
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(i) Ein *-abgeschlossener linearer Teilraum S ⊂ A mit 1 ∈ S heißt Operatorsystem
in A.

(ii) Die Menge
Mn(A) = {(ai,j)ni,j=1|ai,j ∈ A}

aller n-dimensionalen Matrizen mit Einträgen in A heißt n-dimensionale Matrix-
algebra über A.

Auf der Algebra Mn(A) gibt es eine eindeutige Norm so, dass Mn(A) zusammen mit
dieser Norm und der kanonischen Involution eine C∗-Algebra ist.
Definition 1.1.9. Seien A,B unitale C*-Algebren, S ⊂ A ein Operatorsystem und
Mn(S) die Menge der n× n-Matrizen mit Einträgen in S. Für eine lineare Abbildung
φ : S → B definieren wir für n ∈ N die Abbildung

φn : Mn(S)→Mn(B), (ai,j)ni,j=1 7→ (φ(ai,j))ni,j=1.

Die Abbildung φ heißt vollständig positiv, falls φn positiv ist für alle n ∈ N.

1.2 Der Drury-Arveson Raum
In diesem Kapitel führen wir nun einen speziellen funktionalen Hilbertraum über der
Einheitskugel im Cn ein, den Drury-Arveson Raum.
Sei dazu n ∈ N, ‖·‖ die euklidische Norm auf Cn und B = {z ∈ Cn : ‖z‖ < 1} die
offene euklidische Einheitskugel. Für α ∈ Nn und z = (z1, ..., zn) ∈ Cn benutzen wir
außerdem die Bezeichnungen

|α| =
n∑
i=1
αi,

α! =
n∏
i=1

αi!,

γα = |α|!
α! ,

zα =
n∏
i=1

zαii .

Definieren wir nun den Drury-Arveson Raum.
Definition 1.2.1. Die Menge

H (B, H) =


∑
α∈Nn

aαz
α

∣∣∣∣∣∣∣aα ∈ H,
 ∑
α∈Nn

‖aα‖2

γα

 1
2

<∞

 ,
wobei ∑

α∈Nn
aαz

α zunächst nur als formale Potenzreihe verstanden sei, bildet mit dem
Skalarprodukt 〈 ∑

α∈Nn
aαz

α,
∑
α∈Nn

bαz
α

〉
H (B,H)

=
∑
α∈Nn

〈aα, bα〉H
γα

einen Hilbertraum und heißt Drury-Arveson Raum.
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Wir zeigen nun, dass der Hilbertraum H (B, H) aufgefasst werden kann als ein H-
wertiger funktionaler Hilbertraum über B mit reproduzierendem Kern

K : B× B→ L(H), (z, w) 7→ (1− 〈z, w〉)−1 idH .

Zunächst beweisen wir einige wichtige Identitäten.

Proposition 1.2.2. Seien z, w ∈ B. Dann gilt

(1− 〈z, w〉)−1 =
∑
α∈Nn

γαz
αwα (1.1)

mit wα = (wα). Insbesondere ist

(1− ‖z‖2)−1 =
∑
α∈Nn

γα|zα|2. (1.2)

Beweis: Für x = (x1, ..., xn) ∈ Cn mit
n∑
i=1
|xi| < 1 gilt mit dem Satz über die geometri-

sche Reihe (
1−

n∑
i=1
xi

)−1

=
∞∑
k=0

(
n∑
i=1
xi

)k
=
∞∑
k=0

 n∑
i1,...,ik=1

xi1 · · ·xik

 .
Die innere Summe wollen wir nun mit Hilfe von Multiexponenten α ∈ Nn ausdrücken.
Definiert man für (i1, ..., ik) ∈ {1, ..., n}k und ν = 1, ..., n

αν = Anzahl ({j ∈ {1, ..., k}; ij = ν}) ,

so ist α = (α1, ..., αn) ∈ Nn ein Tupel mit |α| = k und xi1 · ... · xik = xα. Ist α ∈ Nn, so
gibt es
(
k

α1

)(
k − α1

α2

)
· · ·

(
k −

n−1∑
i=1

αi

αn

)
= k!
α1!(k − α1)!

(k − α1)!
α2!(k − α1 − α2)! · · ·

(k − (|α| − αn))!
αn!(k − |α|)!

= |α|!
n∏
i=1

αi!

= |α|!
α!

= γα

verschiedene Tupel (i1, ..., ik) ∈ {1, ..., n}k, in denen für jedes ν = 1, ..., n die Zahl ν
genau αν-mal vorkommt. Also ist

(
1−

n∑
i=1

xi

)−1

=
∞∑
k=0

 n∑
i1,...,ik=1

xi1 · · ·xik

 =
∞∑
k=0

∑
|α|=k

γαx
α =

∑
α∈Nn

γαx
α.

Mit xi = ziwi ist

n∑
i=1
|xi| =

n∑
i=1
|zi||wi| ≤

(
n∑
i=1
|zi|2

) 1
2
(

n∑
i=1
|wi|2

) 1
2

< 1
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für z = (z1, ..., zn), w = (w1, ..., wn) ∈ B. Also gilt die erste Formel.
Mit w = z erhalten wir nun(

1− ‖z‖2
)−1

= (1− 〈z, z〉)−1 =
∑
α∈Nn

γαz
αzα =

∑
α∈Nn

γα|zα|2

und damit Formel (1.2).

Damit können wir den Drury-Arveson Raum wie folgt charakterisieren.

Proposition 1.2.3. Alle Elemente im Drury-Arveson Raum definieren holomorphe
H-wertige Funktionen auf der offenen n-dimensionalen euklidischen Einheitskugel.
Fasst man die Elemente von H (B, H) als H-wertige Funktionen auf B auf, so wird
H (B, H) ⊂ HB zu einem funktionalen Hilbertraum bezüglich des Skalarprodukts aus
Definition 1.2.1.

Beweis: Sei f = ∑
α∈Nn

aαz
α ∈ H (B, H) beliebig. Wir zeigen nun, dass die Reihe∑

α∈Nn
aαz

α auf B punktweise absolut konvergiert. Sei dazu z ∈ B, also ‖z‖ < 1.
Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert zusammen mit Formel (1.2) aus Proposi-
tion 1.2.2 ∑

α∈Nn
‖aαzα‖ =

∑
α∈Nn

∥∥∥∥∥
(

1
√
γα
aα

)
(√γαzα)

∥∥∥∥∥
≤

 ∑
α∈Nn

‖aα‖2

γα

 1
2
 ∑
α∈Nn

γα|zα|2
 1

2

= ‖f‖
(
1− ‖z‖2

)− 1
2

<∞.

Daher konvergiert f = ∑
α∈Nn

aαz
α punktweise auf B. Da jede punktweise konvergente

H-wertige Potenzreihe auf B kompakt gleichmäßig konvergiert, ist

f : B→ H, z 7→
∑
α∈Nn

aαz
α

eine holomorphe, H-wertige Funktion mit

aα = ∂αf(0)
α!

für α ∈ Nn. Damit erhalten wir auch, dass die Punktauswertungen

H (B, H)→ H, f 7→ f(z)

für z ∈ B stetig sind, weshalb H (B, H) ⊂ HB ein funktionaler Hilbertraum ist.

Wir zeigen nun, dass

K : B× B→ L(H), (z, w) 7→ (1− 〈z, w〉)−1 idH

der reproduzierende Kern des funktionalen Hilbertraums H (B, H) ist.

9



Proposition 1.2.4. Für w ∈ B, x ∈ H und f ∈H (B, H) gilt

(i) K(·, w)x ∈H (B, H),

(ii) 〈f,K(·, w)x〉H (B,H) = 〈f(w), x〉H .

Beweis. Für w, z ∈ B und x ∈ H gilt nach Proposition 1.2.2 und Formel (1.1)

K(z, w)x = (1− 〈z, w〉)−1 idH(x)
= (1− 〈z, w〉)−1x

=
∑
α∈Nn

γαz
αwαx

=
∑
α∈Nn

(γαxwα)zα.

Wegen

∑
α∈Nn

‖γαxwα‖2

γα
=

∑
α∈Nn

γα |wα|2 ‖x‖2

= ‖x‖2(1− ‖w‖2)−1

<∞

ist K(·, w)x ∈H (B, H).
Sei nun f = ∑

α∈Nn
aαz

α ∈H (B, H). Es gilt

〈f,K(·, w)x〉H (B,H) =
∑
α∈Nn

〈aα, γαxwα〉H
γα

=
∑
α∈Nn
〈aαwα, x〉H

= 〈
∑
α∈Nn

aαw
α, x〉H

= 〈f(w), x〉H .

Satz 1.2.5. Der Drury-Arveson Raum H (B, H) ist ein H-wertiger funktionaler Hil-
bertraum über B mit reproduzierendem Kern

K : B× B→ L(H), (z, w) 7→ (1− 〈z, w〉)−1 idH .

Beweis: Nach Proposition 1.2.3 ist H (B, H) ein H-wertiger funktionaler Hilbertraum
über B. Nach Proposition 1.2.4 und Satz 1.1.4 ist

K : B× B→ L(H), (z, w) 7→ (1− 〈z, w〉)−1 idH

der reproduzierende Kern von H (B, H).
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Für f = ∑
α∈Nn

aαz
α ∈ H (B, H) bildet die Familie (aαzα)α∈Nn ein Orthogonalsystem in

dem Hilbertraum H (B, H). Die Reihe ∑
α∈Nn

aαz
α konvergiert in H (B, H), da

∑
α∈Nn

‖aαzα‖2 =
∑
α∈Nn

‖aα‖2

γα
<∞

ist. Also konvergiert die darstellende Reihe f = ∑
α∈Nn

aαz
α sowohl als Potenzreihe als

auch im Hilbertraum H (B, H) gegen f .

1.3 Zeilenkontraktionen und der n-Shift
In diesem Abschnitt wollen wir nun Zeilenkontraktionen, und als spezielles Beispiel den
n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum, einführen.

Definition 1.3.1. Ein Tupel T ∈ L(H)n stetiger, linearer Operatoren auf einem Hil-
bertraum H mit

n∑
i=1

TiT
∗
i ≤ idH

heißt Zeilenkontraktion oder n-Kontraktion.

In einigen Fällen ist es einfacher eine äquivalente Charakterisierung von Zeilenkontrak-
tionen nachzurechnen. Diese liefert der nachfolgende Satz.

Satz 1.3.2. Sei T ∈ L(H)n. Dann sind äquivalent:

(i) Das Tupel T ist eine Zeilenkontraktion

(ii) Die Abbildung

ϕ : Hn → H, (xi)ni=1 7→
n∑
i=1

Tixi

ist eine Kontraktion.

(iii) Die Abbildung
ϕ̃ : H → Hn, x 7→ (T ∗i x)ni=1

ist eine Kontraktion.

Beweis: Wir zeigen, dass die zu

ϕ : Hn → H, (xi)ni=1 7→
n∑
i=1

Tixi.

adjungierte Abbildung durch

ϕ∗ : H → Hn, x 7→ (T ∗i x)ni=1

11



gegeben ist. Seien also x ∈ H, y = (yi)ni=1 ∈ Hn. Dann gilt

〈ϕ∗(x), y〉Hn = 〈x, ϕ(y)〉H

= 〈x,
n∑
i=1

Tiyi〉H

=
n∑
i=1
〈x, Tiyi〉H

=
n∑
i=1
〈T ∗i x, yi〉H

= 〈(T ∗i x)ni=1, y〉Hn .

Nun zeigen wir, dass ϕϕ∗ ≤ idH genau dann gilt, wenn ‖ϕ‖ ≤ 1 ist, sodass mit

ϕϕ∗ =
n∑
i=1

TiT
∗
i

die Behauptung folgt.
Die Abbildung idH −ϕϕ∗ ist genau dann positiv definit, wenn für alle x ∈ H

0 ≤ 〈(idH −ϕϕ∗)(x), x〉
= 〈x, x〉 − 〈ϕϕ∗(x), x〉H
= ‖x‖2 − 〈ϕ∗(x), ϕ∗(x)〉Hn

= ‖x‖2 − ‖ϕ∗(x)‖2

gilt, d.h. genau dann, wenn ϕ∗ und damit auch ϕ eine Kontraktion ist.

Wir beweisen nun eine Abschätzung, die wir später noch benötigen werden.

Lemma 1.3.3. Sei T ∈ L(H)n Zeilenkontraktion. Dann gilt für jedes λ ∈ Cn

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λiTi

∥∥∥∥∥ ≤ ‖λ‖ .
Beweis: Da die Abbildung ϕ : Hn → H, (xi)ni=1 7→

n∑
i=1

Tixi aus Satz 1.3.2 eine Kontrak-

tion ist, gilt für Λ =


λ1 0

. . .
0 λn

 mit λ = (λ1, ..., λn) ∈ Cn und x = (xi)ni=1 ∈ Hn

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λiTixi

∥∥∥∥∥ = ‖ϕ(Λx)‖ ≤ ‖Λx‖ ≤ ‖Λ‖ ‖x‖ ≤ ‖λ‖ ‖x‖ ,

womit die Behauptung folgt.

Ein sehr wichtiges Beispiel einer Zeilenkontraktion ist der n-Shift auf dem Drury-
Arveson Raum. Dazu definieren wir uns zunächst die Multiplikationsoperatoren mit
den Koordinatenfunktionen und fassen diese dann zum n-Shift zusammen.

12



Seien zunächst i ∈ {1, ..., n} und α ∈ Nn so, dass α ≥ ei mit ei = (δij)nj=1 gilt,
d.h. αi ≥ 1. Dann gilt mit der Definition von γα

γα−ei
γα

=
|α−ei|!
(α−ei)!
|α|!
α!

= (|α| − 1)!α!
(α− ei)!|α|!

= αi
|α|
≤ 1. (1.3)

Somit können wir die erste wichtige Aussage über die Multiplikationsoperatoren mit
den Koordinatenfunktionen formulieren.

Lemma 1.3.4. Für i = 1, ..., n ist die Abbildung

Mzi : H (B, H)→H (B, H),
f 7→ zif

stetig, linear und kontraktiv. Außerdem gilt

Mzi

 ∑
α∈Nn

aαz
α

 =
∑
α∈Nn

aαz
α+ei =

∑
α≥ei

aα−eiz
α. (1.4)

Beweis: Sei i ∈ {1, ..., n} beliebig und f = ∑
α∈Nn

aαz
α ∈H (B, H).

Dann hat die Funktion
B→ H, z 7→ zif(z)

die Potenzreihenentwicklung

zif(z) =
∑
α∈Nn

aαz
α+ei =

∑
α≥ei

aα−eiz
α

auf B. Wegen

∑
α≥ei

‖aα−ei‖2

γα
=
∑
α≥ei

‖aα−ei‖2

γα

γα−ei
γα−ei

=
∑
α≥ei

‖aα−ei‖2

γα−ei

γα−ei
γα

=
∑
α≥ei

‖aα−ei‖2

γα−ei

αi
|α|

≤
∑
α∈Nn

‖aα‖2

γα

= ‖f‖2

ist zif ∈H (B, H) mit ‖zif‖2 ≤ ‖f‖2.
Da Mzi offensichtlich linear ist, folgt damit auch die Stetigkeit und Kontraktivität von
Mzi . Formel (1.4) folgt, da für f = ∑

α∈Nn
aαz

α ∈ H (B, H) die Reihe ∑
α∈Nn

aαz
α in dem

Hilbertraum H (B, H) gegen f konvergiert.
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Nun können wir den n-Shift definieren.
Definition 1.3.5. Das Tupel Mz = (Mz1 , ...,Mzn) ∈ L(H (B, H))n heißt n-Shift oder
n-dimensionaler Shift.
Im nächsten Lemma betrachten wir den zu Mzi adjungierten Operator.
Lemma 1.3.6. Für f = ∑

α∈Nn
aαz

α ∈H (B, H) und i = 1, ..., n gilt

Mzi
∗f =

∑
α∈Nn

γα
γα+ei

aα+eiz
α.

Beweis: Wegen
〈M∗

zi
xzα, yzβ〉 = 〈xzα, yzβ+ei〉

= 〈x, y〉δα,β+ei
1
γα

= 〈γα−ei
γα

xzα−ei , yzβ〉

für alle x, y ∈ H und α, β ∈ Nn gilt mit γα−ei = 0 für αi = 0

M∗
zi
xzα = γα−ei

γα
xzα−ei

für alle x, y ∈ H und α, β ∈ Nn. Da M∗
zi

für i = 1, ..., n ein stetiger linearer Operator
ist, folgt die Aussage für alle Polynome f = ∑

|α|≤k
aαz

α ∈H (B, H), aα ∈ H und wegen

LH {xzα : x ∈ H,α ∈ Nn} = H (B, H)
für alle f ∈H (B, H).

Wir können damit folgern, dass der n-Shift eine Zeilenkontraktion ist.
Satz 1.3.7. Der n-Shift Mz ist eine vertauschende Zeilenkontraktion auf H (B, H).
Beweis: Da die Multiplikationsoperatoren Mzi einer Multiplikation mit zi entsprechen
und diese kommutativ ist, ist der n-Shift ein vertauschendes Tupel.
Bleibt noch die Eigenschaft einer Zeilenkontraktion zu zeigen. Wir werden dazu zeigen,
dass idH (B,H)−

n∑
i=1
MziM

∗
zi
die orthogonale Projektion auf den Unterraum der konstan-

ten Funktionen in H (B, H) ist.
Für alle f = ∑

α∈Nn
aαz

α ∈H (B, H) gilt nach Lemma 1.3.6 und mit Formel (1.3)

n∑
i=1

MziM
∗
zi
f =

n∑
i=1

Mzi

∑
α∈Nn

γα
γα+ei

aα+eiz
α

=
n∑
i=1

∑
α≥ei

γα−ei
γα

aαz
α

=
n∑
i=1

∑
α≥ei

αi
|α|

aαz
α

=
∑
α∈Nn

aαz
α − a(0,...,0)

= f − a(0,...,0).
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Da Projektionen positiv sind, ist somit idH (B,H)−
n∑
i=1
MziM

∗
zi

positiv, und damit folgt,
dass der n-Shift eine Zeilenkontraktion ist.

Bemerkung 1.3.8. Für den n-Shift sei M∗
z definiert als das Tupel der Adjungierten

der Multiplikatoren mit den Koordinatenfunktionen, alsoM∗
z = (M∗

zi
)ni=1. Da das Tupel

Mz vertauschend ist, ist auch das Tupel M∗
z vertauschend.
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2 Der Satz von Beurling für
Zeilenkontraktionen

2.1 Reine Zeilenkontraktionen
In diesem Abschnitt betrachten wir spezielle vertauschende Zeilenkontraktionen. Sei H
ein beliebiger Hilbertraum über C.
Für ein Operatortupel T ∈ L(H)n definieren wir die Abbildung

σT : L(H)→ L(H), X 7→
n∑
i=1

TiXT
∗
i .

Lemma 2.1.1. Die Abbildung σT ist positiv, d.h. es gilt σT (X) ≥ 0 für alle X ∈ L(H)
mit X ≥ 0.
Beweis. Sei X ∈ L(H) mit X ≥ 0. Dann gibt es einen Operator A ∈ L(H) mit
X = AA∗. Daher folgt

σT (X) =
n∑
i=1

TiXT
∗
i =

n∑
i=1

TiA(TiA)∗ ≥ 0.

Lemma 2.1.2. Für k ∈ N \ {0} gilt

σkT (X) =
n∑

i1,...,ik=1
Tik ...Ti1XT

∗
i1 ...T

∗
ik
.

Falls T ein vertauschendes Operatortupel ist, gilt

σkT (X) =
∑
α∈Nn
|α|=k

γαT
αXT ∗α. (2.1)

Beweis. Die erste Formel gilt offensichtlich. Für vertauschende Tupel T folgt die zweite
Formel mit dem kombinatorischen Argument aus dem Beweis von Proposition 1.2.2.

Sei T ∈ L(H)n eine Zeilenkontraktion. Dann gilt für k ∈ N

σkT (idH)− σk+1
T (idH) = σkT (idH −σT (idH))

= σkT (idH −
n∑
i=1

TiT
∗
i )

≥ 0,

d.h.
(
σkT (idH)

)
k∈N

ist eine monoton fallende Folge positiver Operatoren auf H.
Wir zitieren nun den folgenden wohlbekannten Satz (siehe etwa Lemma 1.8 in [18]).
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Satz 2.1.3. Sei (Tn)n∈N eine monoton fallende Folge positiver Operatoren in L(H).
Dann konvergiert (Tn)n∈N punktweise gegen einen positiven Operator T in L(H).

Das bedeutet, es existiert ein positiver Operator A∞ ∈ L(H) mit

A∞x = lim
k→∞

σkT (idH)x (2.2)

für alle x ∈ H.
Wir definieren nun den Defektoperator

DT =
(

idH −
n∑
i=1

TiT
∗
i

) 1
2

∈ L(H). (2.3)

Sei außerdem DT = DTH ⊂ H.

Satz 2.1.4. Sei T ∈ L(H)n eine vertauschende Zeilenkontraktion. Die Abbildung

πT : H →H (B,DT ), x 7→
∑
α∈Nn

(γαDTT
∗αx) zα

ist eine wohldefinierte stetige, lineare Kontraktion und erfüllt

πTT
∗
i = M∗

zi
πT

für i = 1, ..., n sowie

‖πTx‖2 = ‖x‖2
H − 〈A∞x, x〉H

für alle x ∈ H.

Beweis. Zunächst gilt

idH −σN+1
T (idH) =

N∑
j=0

(
σjT (idH)− σj+1

T (idH)
)

=
N∑
j=0

σjT (D2
T )

=
N∑
j=0

∑
α∈Nn,|α|=j

γαT
αD2

TT
∗α.

Für x ∈ H und N ∈ N folgt mit dieser Formel

∑
α∈Nn
|α|≤N

‖γαDTT
∗αx‖2

H

γα
=

∑
α∈Nn
|α|≤N

〈γαTαD2
TT
∗αx, x〉H

= 〈
N∑
j=0

∑
α∈Nn
|α|=j

γαT
αD2

TT
∗αx, x〉H

= 〈idH −σN+1
T (idH)x, x〉H

= 〈x, x〉H − 〈σN+1
T (idH)x, x〉H

≤ ‖x‖2 .
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Damit ist πT eine wohldefinierte Kontraktion und es gilt sowohl

∑
α∈Nn,|α|≤N

‖γαDTT
∗αx‖2

H

γα
−→ ‖πTx‖2

H (B,DT )

als auch ∑
α∈Nn,|α|≤N

‖γαDTT
∗αx‖2

H

γα
−→ ‖x‖2 − 〈A∞x, x〉

für N →∞. Also gilt für alle x ∈ H

‖πTx‖2
H (B,DT ) = ‖x‖2 − 〈A∞x, x〉.

Die Linearität der Abbildung ist offensichtlich.
Zeigen wir zuletzt πTT ∗i = M∗

zi
πT für i = 1, ..., n. Seien dazu x ∈ H und i = 1, ..., n.

Dann gilt nach Lemma 1.3.6

M∗
zi
πTx = M∗

zi

∑
α∈Nn

(γαDTT
∗αx) zα

=
∑
α∈Nn

γα
γα+ei

γα+eiDTT
∗α+eixzα

=
∑
α∈Nn

γαDTT
∗α(T ∗i x)zα

= πT (T ∗i x).

Wegen ‖πTx‖2 = ‖x‖2
H − 〈A∞x, x〉H ist πT also genau dann eine Isometrie, wenn

lim
k→∞

σkT (idH)x = 0

für alle x ∈ H gilt.

Definition 2.1.5. Eine Zeilenkontraktion T ∈ L(H)n mit der Eigenschaft

lim
k→∞

σkT (idH)x = 0

für alle x ∈ H nennt man rein oder C·0-Kontraktion.

Im nächsten Lemma sehen wir, was das für einen einzelnen Operator T ∈ L(H) be-
deutet.

Lemma 2.1.6. Für eine Kontraktion T ∈ L(H) sind äquivalent

(i) T ist rein, d.h. für jedes x ∈ H gilt T kT ∗kx→ 0 für k →∞,

(ii) Für jedes x ∈ H gilt T ∗kx→ 0 für k →∞.
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Beweis. Falls (i) gilt, folgt für x ∈ H∥∥∥T ∗kx∥∥∥2
= 〈T ∗kx, T ∗kx〉
= 〈T kT ∗kx, x〉
≤
∥∥∥T kT ∗kx∥∥∥ ‖x‖

−→ 0

für k →∞.
Gilt (ii), so folgt für x ∈ H ∥∥∥T kT ∗kx∥∥∥ ≤ ‖T‖k ∥∥∥T ∗kx∥∥∥ −→ 0

für k →∞, da ‖T‖k ≤ 1 für alle k ∈ N ist.

Wir haben in Satz 2.1.4 also gezeigt, dass für eine beliebige reine vertauschende Zei-
lenkontraktion T ∈ L(H)n ein Hilbertraum E und eine Isometrie

πT : H →H (B, E)

existieren mit der Eigenschaft
πTT

∗
i = M∗

zi
πT

für i = 1, ..., n. Eine solche Abbildung πT nennen wir Dilatation von T .
Um zu sehen, dass auch die Umkehrung gilt, d.h. dass jedes Tupel T ∈ L(H)n, für das
eine solche Dilatation existiert, eine reine vertauschende Zeilenkontraktion ist, zeigen
wir zunächst, dass der n-Shift Mz rein ist.

Satz 2.1.7. Sei F ⊂ HΛ ein H-wertiger funktionaler Hilbertraum auf einer Menge
Λ ⊂ Cn so, dass

(i) Mz ∈ L(F)n eine Zeilenkontraktion ist und

(ii) LH {K(·, λ)x : λ ∈ Λ ∩ B, x ∈ H} = F ist.

Dann ist Mz ∈ L(F)n eine reine Zeilenkontraktion.

Beweis. Wir müssen also zeigen, dass

lim
k→∞

σkMz
(idF) f = 0 (2.4)

für alle f ∈ Fgilt.
Da

(
σkMz

(idF)
)
k∈N

eine monoton fallende Folge positiver Operatoren ist, ist auch(∥∥∥σkMz
(idF)

∥∥∥)
k∈N

monoton fallend, sodass
(
σkMz

(idF)
)
k∈N

beschränkt ist. Wegen der
Voraussetzung (ii) genügt es die Gleichung (2.4) für alle f = K(·, λ)x mit λ ∈ Λ ∩ B
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und x ∈ H zu zeigen. Seien also λ ∈ Λ∩B, x ∈ H und f = K(·, λ)x. Für jedes α ∈ Nn

und h ∈ F gilt

〈h, (M∗
z )αK(·, λ)x〉 = 〈Mα

z h,K(·, λ)x〉
= 〈zαh,K(·, λ)x〉
= λα〈h(λ), x〉
= λα〈h,K(·, λ)x〉
= 〈h, λαK(·, λ)x〉,

also (M∗
z )αK(·, λ)x = λ

α
K(·, λ)x. Damit folgt

σkMz
(idF) f =

∑
α∈Nn
|α|=k

γαM
α
zM

∗α
z K(·, λ)x

=
∑
α∈Nn
|α|=k

γαλ
α
Mα

z K(·, λ)x

=
∑
α∈Nn
|α|=k

γαλ
α
zαK(·, λ)x

=
(

n∑
i=1

λiMzi

)k
K(·, λ)x

−→ 0

für k →∞, denn wegen λ ∈ B gilt∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λiMzi

∥∥∥∥∥
k

≤ ‖λ‖k → 0

für k −→∞ nach Lemma 1.3.3.

Korollar 2.1.8. Der n-Shift

Mz ∈ L (H (B, H))n

ist eine reine Zeilenkontraktion.

Beweis. Die Aussage folgt aus Satz 1.3.7, Lemma 1.1.5 und Satz 2.1.7.

Satz 2.1.9. Sei T ∈ L(H)n so, dass ein Hilbertraum E und eine Isometrie

π : H →H (B, E)

existieren mit der Eigenschaft
πT ∗i = M∗

zi
π

für i = 1, ..., n. Dann ist T eine reine vertauschende Zeilenkontraktion.
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Beweis. Wir zeigen zunächst, dass T ein vertauschendes Operatortupel ist. Für i, j =
1, ..., n gilt

π
(
T ∗i T

∗
j − T ∗j T ∗i

)
=
(
M∗

zi
M∗

zj
−M∗

zj
M∗

zi

)
π

= 0,

da Mz ein vertauschendes Tupel ist.
Für x ∈ H gilt außerdem

〈(idH −
n∑
i=1

TiT
∗
i )x, x〉 = 〈x, x〉 −

n∑
i=1
〈T ∗i x, T ∗i x〉

= 〈πx, πx〉 −
n∑
i=1
〈πT ∗i x, πT ∗i x〉

= 〈πx, πx〉 −
n∑
i=1
〈M∗

zi
πx,M∗

zi
πx〉

= 〈(idH −
n∑
i=1

MziM
∗
zi

)πx, πx〉

≥ 0,

da Mz eine Zeilenkontraktion und π eine Isometrie ist. Damit ist auch T eine Zeilen-
kontraktion.
Zeigen wir zuletzt, dass T rein ist. Für x ∈ H gilt

〈σkT (idH)x, x〉 =
∑

α∈Nn,|α|=k
γα〈TαT ∗αx, x〉

=
∑

α∈Nn,|α|=k
γα〈πT ∗αx, πT ∗αx〉

=
∑

α∈Nn,|α|=k
γα〈Mα

zαM
∗α
zα πx, πx〉

= 〈σkMzα
(idH (B,E))πx, πx〉

−→ 0

für k →∞, da Mz rein ist.

2.2 Beispiele reiner Zeilenkontraktionen
Mit Hilfe von Satz 2.1.7 betrachten wir nun weitere Beispiele für reine Zeilenkontrak-
tionen. Dazu sei (ak)k≥0 eine Folge in (0,∞) mit a0 = 1 so, dass

(i) die Potenzreihe f(z) =
∞∑
k=0

akz
k Konvergenzradius R = r2 > 0 besitzt und

(ii) sup
k∈N

ak
ak+1
≤ 1 ist.
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Nach Satz 1.12 und Satz 1.15 in [24] definiert

K : Br(0)×Br(0)→ C, K(z, w) = f (〈z, w〉)

eine positiv definite Abbildung und der zugehörige funktionale Hilbertraum H = H(K)
hat die Form

H =

h =
∑
ν∈Nn

cνz
ν ∈ O (Br(0)) : ‖h‖ =

∑
ν∈Nn

ν!
a|ν||ν|!

|cν |2
 1

2

<∞

 ⊂ O (Br(0)) .

Nach Lemma 2.4 in [24] istMz ∈ L(H)n eine wohldefinierte Zeilenkontraktion. Genauer
gilt:
Ist Ek, k ∈ N die Orthogonalprojektion von H auf den Raum der homogenen Polynome
vom Grad k und PC⊥ die Projektion auf das orthogonale Komplement von C in H, so
gilt nach Lemma 2.4 in [24]

n∑
i=1

MziM
∗
zi

= SOT−
∞∑
k=1

ak−1

ak
Ek

≤ SOT−
∞∑
k=1

Ek

= PC⊥

≤ id .

Also ist Mz ∈ L (H)n eine Zeilenkontraktion, die Satz 2.1.7 zufolge rein ist.

Für konkrete Beispiele betrachten wir nun den Fall R = r = 1 (siehe Example 2.52 in
[25]). Für jede reelle Zahl α ≥ −n definiert

ak,α = 1
k!

Γ(n+ α + k + 1)
Γ(n+ α + 1)

eine Folge in (0,∞) mit a0,α = 1 und

1←− ak,α
ak+1,α

= k + 1
n+ α + k + 1 ≤ 1

für k ≥ 0. Für fα(z) =
∞∑
k=0

ak,αz
k ist

Kfα : B× B→ C, (z, w) 7→ fα (〈z, w〉) =
(

1
1− 〈z, w〉

)n+α+1

der zugehörige reproduzierende Kern.
Sei Hα = H(Kfα). Nach Example 2.52 in [25] sind

H−n = H (B) der Drury-Arveson Raum,
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H−1 = H2 (B) =
{
f ∈ O (B) : sup

0<r<1

∫
∂B
|f(rξ)|2 dξ <∞

}
der Hardy-Raum,

H0 = L2
a (B) =

{
f ∈ O (B) :

∫
B
|f |2 dλ <∞

}
der Bergman-Raum und für α > −1

Hα =
{
f ∈ O (B) :

∫
B
|f |2 (1− |z|2)α dλ <∞

}
die gewichteten Bergman-Räume.

2.3 Der Satz von Beurling für Zeilenkontraktionen
In diesem Kapitel verallgemeinern wir einen berühmten Satz von Beurling aus dem
Jahr 1949 (siehe Theorem IV auf Seite 253 in [10]). Hierzu beachte man zunächst, dass
für n = 1 der Drury-Arveson Raum

H (D,C) =

f =
∑
k∈N

akz
k : ak ∈ C, ‖f‖ =

∑
k∈N
|ak|2

 1
2

<∞


mit dem Hardyraum H2(D) über der Einheitskreisscheibe D ⊂ C übereinstimmt.

Definition 2.3.1. Sei T ∈ L(H)n.

(a) Ein abgeschlossener Teilraum S ⊂ H heißt invariant für T , falls TiS ⊂ S für
jedes i = 1, ..., n ist. Wir schreiben Lat(T ) für die Menge der abgeschlossenen
invarianten Teilräume für T .

(b) Ein abgeschlossener Teilraum S ⊂ H heißt reduzierend für T , falls S und S⊥

invariante Teilräume für T sind.

Sei m ∈M+(∂D) das normalisierte 1-dimensionale Lebesguemaß auf ∂D.

Definition 2.3.2. Eine Funktion f ∈ H∞(D) heißt innere Funktion, falls lim
r↑1
|f(rz)| =

1 für m-fast alle z ∈ ∂D gilt.

Satz 2.3.3 (Satz von Beurling, 1949). Ein abgeschlossener Teilraum S ⊂ H2(D) ist
genau dann ein invarianter Teilraum für Mz ∈ L(H2(D)), wenn eine innere Funktion
θ ∈ H∞(D) existiert mit

S = θH2(D) =
{
θf : f ∈ H2(D)

}
.

Mit unseren bisherigen Ergebnissen erhalten wir nun eine Verallgemeinerung des Satzes
von Beurling für beliebige reine vertauschende Zeilenkontraktionen T ∈ L(H)n.
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Definition 2.3.4. Seien H,K Hilberträume. Eine Abbildung V : H → K heißt parti-
elle Isometrie, falls V |(kerV )⊥ : (kerV )⊥ → K isometrisch ist.

Satz 2.3.5. Seien H,K Hilberträume. Es sind äquivalent

(i) V ∈ L(H,K) ist eine partielle Isometrie,

(ii) V ∗ ∈ L(K,H) ist eine partielle Isometrie,

(iii) V ∗V ist eine Orthogonalprojektion.

In diesem Fall ist V ∗V die Orthogonalprojektion auf (kerV )⊥.

Beweis. Sei zunächst V eine partielle Isometrie und f ∈ (kerV )⊥. Dann gilt

〈f, g〉 = 〈V f, V g〉 = 〈V ∗V f, g〉

für alle g ∈ (kerV )⊥ und
〈f, g〉 = 0 = 〈V ∗V f, g〉

für alle g ∈ kerV . Also ist V ∗V f = f. Für beliebiges h = f0 +f ∈ kerV ⊕(kerV )⊥ = H
folgt dann

V ∗V h = V ∗V f0 + V ∗V f = V ∗V f = f.

Damit ist V ∗V die Orthogonalprojektion auf (kerV )⊥.
Sei nun V ∗V ist eine Orthogonalprojektion auf einen Teilraum M ⊂ H. Es ist V |M
isometrisch, denn für f ∈M gilt

‖V f‖2 = 〈V ∗V f, f〉 = ‖f‖2 .

Zeigen wir nun, dass M = (kerV )⊥ gilt. Für g ∈M⊥ gilt

‖V g‖2 = 〈V ∗V g, g〉 = 0,

so dass g ∈ kerV ist. Damit folgtM⊥ ⊂ kerV . Für f ∈M und g ∈ kerV gilt außerdem

〈f, g〉 = 〈V f, V g〉 = 0,

so dass M ⊂ (kerV )⊥ folgt. Damit ist V eine partielle Isometrie.
Sei nun V eine partielle Isometrie. Wir zeigen, dass V ∗ eine partielle Isometrie ist.
Da V ∗V f = f für alle f ∈ (kerV )⊥ gilt, folgt V V ∗g = g für alle g ∈ V ((kerV )⊥).
Außerdem gilt

V ((kerV )⊥) = V ((kerV )⊥ ⊕ kerV )
= V H

= (kerV ∗)⊥.

Somit ist V V ∗ Orthogonalprojektion auf (kerV ∗)⊥, also ist V ∗ partielle Isometrie.

Der nächste Satz liefert die Grundlage für unsere Verallgemeinerung des Satzes von
Beurling.
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Satz 2.3.6. Sei T ∈ L(H)n eine reine vertauschende Zeilenkontraktion und S ⊂ H
beliebig. Dann ist S ∈ Lat(T ) genau dann, wenn ein Hilbertraum E und eine partielle
Isometrie π : H (B, E)→ H existieren mit Tiπ = πMzi für i = 1, ..., n und S = Im π.

Beweis. Falls E und π wie in der Aussage existieren, gibt es für jedes x ∈ S ein
f ∈H (B, E) mit π(f) = x. Dann folgt für i = 1, ..., n

Tix = Tiπ(f) = π(Mzi(f)) ∈ Im π = S.

Außerdem ist S ⊂ H als Bild einer partiellen Isometrie ein abgeschlossener Teilraum.
Sei nun S ∈ Lat(T ). Da T eine Zeilenkontraktion ist, ist die Abbildung

ϕ : Hn → H, (xi)ni=1 7→
n∑
i=1

Tixi

nach Satz 1.3.2 kontraktiv und somit auch die Abbildung

ϕ|Sn : Sn → H, (xi)ni=1 7→
n∑
i=1

Tixi,

wobei ϕ|Sn(Sn) ⊂ S gilt wegen S ∈ Lat(T ). Damit ist T |S = (T1|S , ..., Tn|S) ∈ L(S)n
eine Zeilenkontraktion.
Zeigen wir nun, dass T |S rein ist. Für x, y ∈ S gilt

〈PST ∗α|Sx, y〉 = 〈T ∗αx, y〉
= 〈x, Tαy〉
= 〈(T |S)∗α x, y〉,

also PST ∗α|S = (T |S)∗α. Damit gilt

〈σkT (idH)x, x〉 =
∑

α∈Nn,|α|=k
γα〈TαT ∗αx, x〉

=
∑

α∈Nn,|α|=k
γα〈T ∗αx, T ∗αx〉

≥
∑

α∈Nn,|α|=k
γα〈PST ∗αx, PST ∗αx〉

=
∑

α∈Nn,|α|=k
γα〈TαPST ∗αx, x〉

=
∑

α∈Nn,|α|=k
γα〈(T |S)α (T |S)∗α x, x〉

= 〈σkT |S (idS)x, x〉.

Da T rein ist, folgt wegen
〈σkT (idH)x, x〉 −→ 0

für k →∞ auch, dass T |S rein ist.
Wir wählen nun E = DT |S wie in Formel (2.3) bei der Definition des Defektoperators.
Für die gesuchte partielle Isometrie π : H (B, E) → H wählen wir π = i ◦ (πT |S )∗ mit
der Inklusionsabbildung i : S → H und πT |S aus Satz 2.1.4. Nach Satz 2.1.4 gilt dann
Tiπ = πMzi für i = 1, ..., n. Da T |S rein ist, ist πT |S eine Isometrie. Damit ist (πT |S )∗
surjektiv und es folgt Im π = S.

25



Im nächsten Satz (vgl. [7], Proposition 1.7.9) geben wir äquivalente Bedingungen dafür,
dass ein Operator T ∈ L(H1, H2) zwischen funktionalen Hilberträumen H1, H2 ein
Multiplikationsoperator ist.

Satz 2.3.7. Seien E1, E2 Hilberträume, H1 ⊂ EX1 , H2 ⊂ EX2 funktionale Hilberträume
über einer beliebigen Menge X und δ1,z : H1 → E1, δ2,z : H2 → E2 die Punktauswertun-
gen in z ∈ X. Zudem sei δ1,z surjektiv für alle z ∈ X. Dann sind für einen Operator
T ∈ L(H1, H2) äquivalent:

(i) Für f ∈ H1 und z ∈ X mit f(z) = 0 gilt (Tf)(z) = 0,

(ii) für jedes z ∈ X gilt T ∗
(
Im δ∗2,z

)
⊂ Im δ∗1,z,

(iii) T ist ein Multiplikationsoperator, d.h. es existiert eine Funktion θ : X → L(E1, E2)
mit Tf = θf für alle f ∈ H1.

Beweis. Für f ∈ H1 und z ∈ X mit f(z) = 0 gelte (Tf)(z) = 0, also

T ker δ1,z ⊂ ker δ2,z.

Da δ1,z surjektiv ist, ist Im δ1,z abgeschlossen und damit auch Im δ∗1,z. Also gilt

Im δ∗1,z = (ker δ1,z)⊥ .

Damit folgt

T ∗
(
Im δ∗2,z

)
⊂ T ∗

(
(ker δ2,z)⊥

)
⊂ (ker δ1,z)⊥

= Im δ∗1,z.

Es gelte nun (ii). Da δ1,z für z ∈ X surjektiv ist, existiert eine Rechtsinverse i1,z ∈
L(E1, H1) für δ1,z. Wir definieren nun die Abbildung

θ : X → L(E1, E2), z 7→ δ2,zTi1,z.

Seien nun f ∈ H1, z ∈ X und y ∈ E2. Nach Voraussetzung existiert ein x ∈ E1 mit
T ∗δ∗2,zy = δ∗1,zx. Damit folgt

〈θ(z)f(z), y〉 = 〈i1,zf(z), T ∗δ∗2,zy〉
= 〈i1,zf(z), δ∗1,zx〉
= 〈f(z), x〉
= 〈f, δ∗1,zx〉
= 〈f, T ∗δ∗2,zy〉
= 〈(Tf)(z), y〉.

Es gilt also Tf = θf für alle f ∈ H1.
Die Implikation von (iii) nach (i) ist trivial.
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Seien Ω ⊂ Cn offen und D, E Hilberträume. Eine Abbildung f : Ω → D heißt holo-
morph, falls f stetig ist und für jedes a ∈ Ω die Grenzwerte

∂jf(a) = lim
h→0

f(a+ hej)− f(a)
h

für j = 1, ..., n in D existieren. Für eine Funktion g : Ω→ L(D, E) kann man mit dem
Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit zeigen, dass g genau dann holomorph ist,
wenn für jedes x ∈ D die Funktion

Ω→ E , z 7→ g(z)(x)

als E-wertige Funktion holomorph ist.

Satz 2.3.8. Seien D, E Hilberträume und seien H(D) ⊂ DΩ, H(E) ⊂ EΩ funktionale
Hilberträume über einer Menge Ω ⊂ Cn so, dass gilt

(i) Mz ∈ L (H(D))n ,Mz ∈ L (H(E))n,

(ii) δλ : H(D)→ D ist surjektiv für alle λ ∈ Ω,

(iii) ker δλ =
n∑
i=1

(zi − λi)H(D) für alle λ ∈ Ω.

Dann gibt es für jeden stetigen linearen Operator π : H(D)→ H(E) mit πMzi = Mziπ
für i = 1, ..., n eine eindeutige Abbildung θ : Ω→ L (D, E) mit

πf = θf

für alle f ∈ H(D).
Ist Ω ⊂ Cn offen, D ⊂ H(D) und H(E) ⊂ O (Ω, E), so ist θ : Ω→ L (D, E) holomorph.

Beweis. Sei f ∈ H(D) und λ ∈ Ω mit f(λ) = 0. Wegen (iii) existieren dann Funktionen
fj =

n∑
i=1

(zi − λi)fji ∈
n∑
i=1

(zi − λi)H(D), j ∈ N, fji ∈ H(D) mit fj → f in H(D) für
j →∞. Damit folgt

(πf)(λ) = lim
j→∞

(πfj)(λ)

= lim
j→∞

(
π

n∑
i=1

(zi − λi)fji
)

(λ)

= lim
j→∞

(
n∑
i=1

(zi − λi)πfji
)

(λ)

= 0.

Mit E1 = D, E2 = E , X = Ω, H1 = H(D) und H2 = H(E) liefert Satz 2.3.7 dann die
Existenz einer Funktion θ : Ω→ L(D, E) mit πf = θf für alle f ∈ H(D).
Falls Ω ⊂ Cn offen, D ⊂ H(D) und H(E) ⊂ O (Ω, E) ist, ist

θ(z)(x) = (θx)(z) = (πx)(z)

für alle x ∈ D holomorph in z ∈ Ω. Also ist wegen πx ∈ H(E) die Abbildung θ : Ω →
L(D, E) holomorph.
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Korollar 2.3.9. Seien D, E Hilberträume und sei H(E) ⊂ O(B, E) ein funktionaler
Hilbertraum aus analytischen Funktionen so, dass Mz ∈ L(H(E))n wohldefiniert ist.
Zu jedem Operator π ∈ L (H2

n(B,D), H(E)) mit πMzi = Mziπ existiert eine analytische
Funktion θ : B→ L(D, E) mit

(πf)(z) = θ(z)f(z)

für alle f ∈ H2
n(B,D) und z ∈ B.

Beweis. Wir zeigen, dass die Bedingungen (ii) und (iii) in Satz 2.3.8 für D erfüllt sind,
wenn D[z] = H(D) gilt, wobei

D[z] =

 ∑
|α|≤N

aαz
α : N ∈ N, aα ∈ D für alle |α| ≤ N


die Menge der D-wertigen Polynome in z1, ..., zn sei. Der Drury-Arveson RaumH(B,D)
erfüllt diese Bedingung, denn für f = ∑

α∈Nn
aαz

α ∈ H(B,D) konvergiert die Reihe∑
α∈Nn

aαz
α in H(B,D) gegen f .

Es gelte also D[z] = H(D). Dann gibt es zu jedem f ∈ H(D) und λ ∈ Ω mit f(λ) = 0
eine Folge (p̃k) in D[z] mit p̃k → f für k → ∞. Wir definieren pk = p̃k − p̃k(λ). Da
nach dem Graphensatz die Inklusionsabbildung D → H(D) stetig ist, folgt pk → f für
k →∞. Für alle k ∈ N gilt außerdem pk(λ) = 0 und daher

pk ∈
n∑
i=1

(zi − λi)D[z] ⊂
n∑
i=1

(zi − λi)H(D),

sodass
f = lim

k→∞
pk ∈

n∑
i=1

(zi − λi)H(D)

folgt. Die Bedingung (ii) gilt, da D ⊂ D[z] ⊂ H(D) ist.

Wir formulieren nun eine Version des Satzes von Beurling für Zeilenkontraktionen.

Korollar 2.3.10. Sei E ein Hilbertraum und H(E) ⊂ O(B, E) ein funktionaler Hil-
bertraum aus analytischen Funktionen so, dass Mz ∈ L(H(E))n eine Zeilenkontrakti-
on ist. Sei S ⊂ H(E). Dann ist S genau dann ein abgeschlossener invarianter Teil-
raum für Mz ∈ L(H(E))n, wenn ein Hilbertraum D und eine analytische Funktion
θ : B→ L(D, E) existieren so, dass

Mθ : H (B,D)→ H(E), f 7→ θf

eine partielle Isometrie ist mit ImMθ = S.

Beweis. Da die Zeilenkontraktion Mz ∈ L(H(E))n nach Satz 2.1.7 rein ist, erhalten
wir mit Satz 2.3.6, dass S genau dann invariant für Mz ist, wenn ein Hilbertraum D
und eine partielle Isometrie π : H (B,D) → H(E) existieren mit Mziπ = πMzi für
i = 1, ..., n und S = Im π. Damit folgt die Aussage aus Korollar 2.3.9.

28



3 Der Satz von Beurling für
m-Hyperkontraktionen

3.1 m-Hyperkontraktionen
Wir wollen die Ergebnisse über den Drury-Arveson Raum aus Kapitel 2 nun auf funk-
tionale Hilberträume mit reproduzierendem Kern

Km : B× B→ L(H), (z, w) 7→ idH
(1− 〈z, w〉)m

für m ∈ N∗ verallgemeinern. Wir gehen zunächst vor wie in [21]. Sei dazu im Folgenden
T ∈ L(H)n ein vertauschendes Operatortupel auf einem Hilbertraum H. Mit Hilfe der
Abbildung

σT : L(H)→ L(H), X 7→
n∑
i=1

TiXT
∗
i

aus Kapitel 2.1 definieren wir Defektoperatoren höherer Ordnung.

Definition 3.1.1. Für m ∈ N definieren wir den Operator

∆(m)
T =

(
idL(H)−σT

)m
(idH).

Bemerkung 3.1.2. (a) Für den Operator ∆(1)
T gilt ∆(1)

T = D2
T mit dem Defektope-

rator DT aus Formel (2.3).

(b) Sei m ∈ N∗. Es gilt

∆(m)
T =

m∑
j=0

(−1)j
(
m

j

)
σjT (idH)

und mit Lemma 2.1.2 erhalten wir

∆(m)
T =

∑
α∈Nn,|α|≤m

(−1)|α| m!
α!(m− |α|)!T

αT ∗α.

Lemma 3.1.3. Es gilt genau dann ∆(1)
T ≥ 0, wenn σT eine Kontraktion ist.

Beweis. Es gelte ∆(1)
T ≥ 0, d.h. T1T

∗
1 + ...+ TnT

∗
n ≤ idH . Dann gilt für X ∈ L(H) und
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x, y ∈ H

|〈σT (X)x, y〉| =
∣∣∣∣∣
n∑
i=1
〈XT ∗i x, T ∗i y〉

∣∣∣∣∣
≤ ‖X‖

n∑
i=1
‖T ∗i x‖ ‖T ∗i y‖

≤ ‖X‖
(

n∑
i=1
‖T ∗i x‖

2
) 1

2
(

n∑
i=1
‖T ∗i y‖

2
) 1

2

≤ ‖X‖ ‖x‖ ‖y‖ ,

denn nach Satz 1.3.2 gilt
n∑
i=1
‖T ∗i z‖

2 ≤ ‖z‖2

für jedes z ∈ H. Also ist ‖σT‖ ≤ 1.
Ist σT eine Kontraktion, so ist ‖σT (idH)‖ = ‖T1T

∗
1 + ...+ TnT

∗
n‖ ≤ 1, also T1T

∗
1 + ...+

TnT
∗
n ≤ idH .

Lemma 3.1.4. Für m ∈ N∗ sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) Es gelten sup
s∈N
‖σsT (idH)‖ <∞ und ∆(m)

T ≥ 0.

(b) Es gelten ∆(1)
T ≥ 0 und ∆(m)

T ≥ 0.

(c) Es gilt ∆(k)
T ≥ 0 für k = 1, ...,m.

In diesem Fall nennen wir das Tupel T m-Hyperkontraktion.

Beweis. Die Implikation von (c) nach (b) ist trivial und mit Lemma 3.1.3 erhalten wir
die Implikation von (b) nach (a).
Es gelte nun Aussage (a). Für m = 1 ist die Aussage klar. Sei x ∈ H und m ≥ 2. Für
s ∈ N definieren wir

as = 〈σsT
(
∆(m−1)
T

)
x, x〉.

Dann gilt für s ∈ N

as − as+1 = 〈σsT
(
idL(H)−σT

) (
∆(m−1)
T

)
x, x〉

= 〈σsT
(
∆(m)
T

)
x, x〉

≥ 0

wegen Lemma 2.1.1. Also ist (as)s∈N eine monoton fallende Folge reeller Zahlen. Für
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jedes N ∈ N gilt außerdem∣∣∣∣∣
N∑
s=0

as

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
N∑
s=0
〈(idL(H)−σT )σsT

(
∆(m−2)
T

)
x, x〉

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
N∑
s=0
〈
(
σsT
(
∆(m−2)
T

)
− σs+1

T

(
∆(m−2)
T

))
x, x〉

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣〈(idL(H)−σ(N+1)

T

) (
∆(m−2)
T

)
x, x〉

∣∣∣
=
∣∣∣〈(idL(H)−σ(N+1)

T

) (
(idL(H)−σT )m−2(idH)

)
x, x〉

∣∣∣
≤
(

1 + sup
s∈N
‖σsT (idH)‖

)∥∥∥∥(idL(H)−σT
)m−2

∥∥∥∥ ‖x‖2 .

Wäre as0 < 0 für ein s0 ∈ N, so würde
s0+k∑
s=s0+1

≤ kas0 −→ −∞

für k → ∞ folgen im Widerspruch zur Beschränktheit der Partialsummenfolge von
∞∑
s=0

as. Also gilt as ≥ 0 für jedes s ∈ N. Insbesondere gilt a0 = 〈∆(m−1)
T x, x〉 ≥ 0 und

daher ∆(m−1)
T ≥ 0. Induktiv folgt nun ∆(k)

T ≥ 0 für alle k ≤ m− 1.

Bemerkung 3.1.5. Bei der üblichen Definition vom m-Hyperkontraktionen verlangt
man (zumindest im Fall n = 1), dass ∆(1)

T∗ ≥ 0 und ∆(m)
T ∗ ≥ 0 gilt. In [13] nennen Chavan

und Kumari Tupel, die die Bedingungen aus Lemma 3.1.4 erfüllen, daher Zeilen-m-
Hyperkontraktionen. Der Einfachheit halber werden wir von m-Hyperkontraktionen
sprechen.

Korollar 3.1.6. Sei m ∈ N∗. Ist T eine m-Hyperkontraktion, dann gilt

0 ≤ ∆(m)
T ≤ ∆(m−1)

T ≤ ... ≤ ∆(1)
T ≤ idL(H) .

Beweis. Für k = 1, 2, ...,m− 1 gilt

∆(k)
T −∆(k+1)

T = (idL(H)−σT )k(idH)− (idL(H)−σT )k+1(idH)
= σT (idL(H)−σT )k(idH)
≥ 0,

denn es ist (idL(H)−σT )k(idH) = ∆(k)
T ≥ 0 nach Lemma 3.1.4.

Lemma 3.1.7. Für m ∈ N∗ und N ∈ N gilt
N∑
s=0

(
s+m− 1
m− 1

)
σsT
(
∆(m)
T

)
= idH −

m−1∑
j=0

(
N + j

j

)
σN+1
T

(
∆(j)
T

)
.

Beweis. Sei N ∈ N. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach m. Ist m = 1, so
gilt

N∑
s=0

σsT∆(1)
T =

N∑
s=0

σsT (idL(H)−σT )(idH) =
(
idL(H)−σN+1

T

)
(idH).
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Die Aussage gelte nun für m− 1 ∈ N∗. Dann folgt

N∑
s=0

(
s+m− 1
m− 1

)
σsT
(
∆(m)
T

)

=
N∑
s=0

(
s+m− 1
m− 1

)
(idL(H)−σT )σsT

(
∆(m−1)
T

)

= ∆(m−1)
T +

N∑
s=1

((
s+m− 1
m− 1

)
−
(
s+m− 2
m− 1

))
σsT
(
∆(m−1)
T

)
−
(
N +m− 1
m− 1

)
σN+1
T

(
∆(m−1)
T

)

=
N∑
s=0

(
s+m− 2
m− 2

)
σsT
(
∆(m−1)
T

)
−
(
N +m− 1
m− 1

)
σN+1
T

(
∆(m−1)
T

)

= idH −
m−1∑
j=0

(
N + j

j

)
σN+1
T

(
∆(j)
T

)

nach Induktionsvoraussetzung.

Lemma 3.1.8. Ist T ∈ L(H)n eine m-Hyperkontraktion für ein m ∈ N∗ und x ∈ H,
dann gelten

(a) Der Grenzwert lim
N→∞

Nk〈σNT
(
∆(k)
T

)
x, x〉 existiert für alle k = 0, ...,m− 1 und es

gilt lim
N→∞

Nk〈σNT
(
∆(k)
T

)
x, x〉 = 0 für 1 ≤ k ≤ max{1,m− 1}.

(b) Es gilt
∞∑
s=0

sk−1〈σsT
(
∆(k)
T

)
x, x〉 <∞ für k = 1, ...,m.

Beweis. Wir beweisen die Aussagen gleichzeitig per Induktion nach k.
Wegen ∆(1)

T ≥ 0 und σNT
(
∆(1)
T

)
≥ 0 für alle N ∈ N, gilt

〈σNT (idH)x, x〉 − 〈σN+1
T (idH)x, x〉 = 〈σNT

(
∆(1)
T

)
x, x〉 ≥ 0.

Damit ist
(
〈σNT (idH)x, x〉

)
N≥1

eine monoton fallende Folge nichtnegativer Zahlen, so-
dass der Grenzwert

lim
N→∞

〈σNT (idH)x, x〉

existiert. Damit gilt (a) für k = 0.
Außerdem gilt

∞∑
s=0
〈σsT

(
∆(1)
T

)
x, x〉 = lim

N→∞

N∑
s=0
〈(idL(H)−σT )σsT (idH)x, x〉

= lim
N→∞

〈(idL(H)−σN+1
T )(idH)x, x〉

= ‖x‖2 − lim
N→∞

〈σN+1
T (idH)x, x〉

<∞,
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daher gilt (b) für k = 1.
Wir nehmen nun an, dass (b) für ein 1 ≤ k ≤ max{1,m− 1} gilt und (a) für k− 1 und
zeigen (a) für k. Setzen wir as = 〈σsT

(
∆(k)
T

)
x, x〉, so ist as ≥ 0 und

as − as+1 = 〈σsT
(
∆(k+1)
T

)
x, x〉 ≥ 0

für alle s ∈ N, denn Lemma 3.1.4 liefert ∆(k)
T ≥ 0 und ∆(k+1)

T ≥ 0. Daher ist (as)s∈N
eine monoton fallende Folge nichtnegativer Zahlen, die nach Induktionsvoraussetzung

∞∑
s=0

sk−1as <∞

erfüllt. Damit gilt
lim
s→∞

s · sk−1as = 0

(siehe Sublemma auf Seite 799 in [14]), d.h. Aussage (a) ist gezeigt für k.
Es gelte nun (a) für ein 1 ≤ k ≤ max{1,m− 1} und (b) für k. Wir zeigen, dass (b) für
k + 1 gilt. Es ist

∞∑
s=0

sk〈σsT
(
∆(k+1)
T

)
x, x〉

= lim
N→∞

N∑
s=0

sk〈(1− σT )σsT
(
∆(k)
T

)
x, x〉

= lim
N→∞

N∑
s=1

(sk − (s− 1)k)〈σsT
(
∆(k)
T

)
x, x〉 −Nk〈σN+1

T

(
∆(k)
T

)
x, x〉.

Wegen
lim
N→∞

Nk〈σN+1
T

(
∆(k)
T

)
x, x〉 = 0

nach Induktionsvoraussetzung und sk − (s− 1)k ≤ ksk−1 folgt
∞∑
s=0

sk〈σsT
(
∆(k+1)
T

)
x, x〉 <∞,

also gilt (b) für k.

Für m ∈ N∗ definieren wir die Funktion

ρm : Nn → N, α 7→ (m+ |α| − 1)!
α!(m− 1)! .

Lemma 3.1.9. Für α 6= 0 erfüllen die Zahlen ρm(α), m ∈ N∗, die Gleichung

∑
β≤α,|β|≤m

(−1)|β| m!
β!(m− |β|!)ρm(α− β) = 0.
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Beweis. Für λ ∈ C mit |λ| < 1 kennen wir die Reihenentwicklung

(1− λ)−m =
∞∑
k=0

(
m+ k − 1

k

)
λk.

Für z = (z1, ..., zn) ∈ Cn mit
n∑
j=1
|zj| < 1 folgt daher

1−
n∑
j=1

zj

−m =
∞∑
k=0

(
m+ k − 1

k

) ∑
|γ|=k

k!
γ!z

γ =
∑
γ≥0

ρm(γ)zγ.

Außerdem gilt 1−
n∑
j=1

zj

m =
∑
|β|≤m

(−1)|β| m!
β!(m− |β|)!z

β. (3.1)

Bei Multiplikation der letzten beiden Gleichungen ergibt sich

1 =
∑
γ≥0

∑
|β|≤m

(−1)|β| m!
β!(m− |β|)!ρm(γ)zγ+β.

Da auch die iterierte Reihe über die Absolutbeträge der Summanden konvergiert und
wegen

Nn × {β ∈ Nn : |β| ≤ m} =
⋃
α∈Nn
{(α− β, β) : α, β ∈ Nn mit 0 ≤ β ≤ α und |β| ≤ m}

mit einer disjunkten Vereinigung auf der rechten Seite, gilt für z ∈ Cn mit
n∑
j=1
|zj| < 1

1 =
∑
α∈Nn

 ∑
0≤β≤α,|β|≤m

(−1)|β| m!
β!(m− |β|)!ρm(α− β)

 zα.
Bei Betrachtung der Summanden mit α 6= 0 erhält man die gewünschte Formel.

Wir betrachten nun für m ∈ N∗ den funktionalen Hilbertraum

Hm(B, H) =


∑
α∈Nn

aαz
α

∣∣∣∣∣∣∣ aα ∈ H,
 ∑
α∈Nn

‖aα‖2

ρm(α)

 1
2

<∞


mit dem Skalarprodukt〈 ∑

α∈Nn
aαz

α,
∑
α∈Nn

bαz
α

〉
Hm(B,H)

=
∑
α∈Nn

〈aα, bα〉H
ρm(α)

und reproduzierendem Kern

Km : B× B→ H, (z, w) 7→ idH
(1− 〈z, w〉)m
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(siehe Kapitel 1 in [24]). Für m = 1 ist ρm(α) = γα für α ∈ Nn und wir sind im Fall
des Drury-Arveson Raums H1(B, H) = H (B, H).
Analog zu Definition 1.3.5 definieren wir auf Hm(B, H) den Rechtsshift

M (m)
z = (M (m)

z1 , ...,M (m)
zn ) ∈ L(Hm(B, H))n

durch

M (m)
zi

f = zi · f,

bzw.

M (m)
zi

 ∑
α∈Nn

aαz
α

 =
∑
α≥ei

aα−eiz
α (3.2)

für i = 1, .., n. Die Wohldefiniertheit folgt dabei wie im Beweis von 1.3.4. Den adjun-
gierten Operator

M (m)
z

∗ = (M (m)
z1

∗
, ...,M (m)

zn

∗)
erhalten wir analog zu Lemma 1.3.6 (siehe auch Lemma 2.4 in [24]).
Lemma 3.1.10. Für f = ∑

α∈Nn
aαz

α ∈Hm(B, H) und i = 1, ..., n gilt

Mzi
(m)∗f =

∑
α∈Nn

ρm(α)
ρm(α + ei)

aα+eiz
α.

Lemma 3.1.11. Für den Rechtsshift M (m)
z gilt

(a) ∆(1)
M

(m)
z

≥ 0,

(b) ∆(m)
M

(m)
z

≥ 0,

(c) Es gilt lim
s→∞

σs
M

(m)
z

(idHm(B,H)) = 0 in der starken Operatortopologie.

Beweis. (a) Für h ∈ H und α ∈ Nn gilt

M (m)
z

∗β
hzα =


ρm(α−β)
ρm(α) hzα−β, falls β ≤ α,

0, sonst

und damit

M (m)
z

β
M (m)

z

∗β
hzα =


ρm(α−β)
ρm(α) hzα, falls β ≤ α,

0, sonst.
(3.3)

Mit β = ej für j = 1, .., n folgt damit

∆(1)
M

(m)
z

hzα = hzα −
∑

1≤j≤n,αj 6=0

ρm(α− ej)
ρm(α) hzα

=
id−

n∑
j=1

αj
|α|+m− 1

hzα
= m− 1
|α|+m− 1hz

α
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für m ≥ 2 oder α 6= 0 und

∆(1)
Mz
h = h

für m = 1 und α = 0. Wir erhalten ∆(1)
M

(m)
z

≥ 0, da der Teilraum

LH {hzα : α ∈ Nn, h ∈ H}

dicht in Hm(B, H) liegt.

(b) Für h ∈ H und α ∈ Nn gilt nach Formel (3.3) und Lemma 3.1.9 für α 6= 0

∆(m)
M

(m)
z

hzα =
∑
|β|≤m

(−1)|β| m!
β!(m− |β|)!M

(m)
z

β
M (m)

z

∗β
hzα

=
∑

|β|≤m,β≤α
(−1)|β| m!

β!(m− |β|)!
ρm(α− β)
ρm(α) hzα

= 0.

Für α = 0 gilt ∆(m)
M

(m)
z

h = h, sodass ∆(m)
M

(m)
z

≥ 0 folgt.

(c) Da M (m)
z ∈ L (Hm(B, H))n eine Zeilenkontraktion ist, folgt die Aussage aus Satz

2.1.7.

Sei T nun eine m-Hyperkontraktion für ein m ∈ N∗ und E = ∆(m)
T

1
2H ⊂ H. Wir

definieren den Operator π(m)
T : H →Hm(B, E) durch

π
(m)
T h =

∑
α∈Nn

ρm(α)∆(m)
T

1
2T ∗αhzα (3.4)

für h ∈ H. Wir begründen die Wohldefiniertheit von π
(m)
T im nächsten Lemma. Ist

diese gezeigt, so folgt für j = 1, ..., n

π
(m)
T T ∗j h =

∑
α∈Nn

ρm(α)∆(m)
T

1
2T ∗α+ejhzα

und außerdem

M (m)∗
zj

π
(m)
T h =

∑
α∈Nn

ρm(α)
ρm(α + ej)

ρm(α + ej)∆(m)
T

1
2T ∗α+ejhzα.

Damit gilt
π

(m)
T T ∗j = M (m)

zj

∗
π

(m)
T

für j = 1, ..., n.

Lemma 3.1.12. Es gilt ∥∥∥π(m)
T h

∥∥∥2
= ‖h‖2 − lim

s→∞
〈σsT (idH)h, h〉

für jedes h ∈ H.
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Beweis. Wir nehmen m ≥ 2 an, denn für m = 1 folgt die Behauptung aus Satz 2.1.4.
Mit Lemma 3.1.7 gilt∥∥∥π(m)

T h
∥∥∥2

=
∑
α∈Nn

ρm(α)〈∆(m)
T T ∗αh, T ∗αh〉

=
∞∑
k=0

(k +m− 1)!
k!(m− 1)!

∑
|α|=k

k!
α!〈∆

(m)
T T ∗αh, T ∗αh〉

=
∞∑
k=0

(
k +m− 1
m− 1

)
〈σkT

(
∆(m)
T

)
h, h〉

= lim
N→∞

N∑
k=0

(
k +m− 1
m− 1

)
〈σkT

(
∆(m)
T

)
h, h〉

= ‖h‖2 − lim
N→∞

m−1∑
j=0

(
N + j

j

)
〈σN+1

T

(
∆(j)
T

)
h, h〉

= ‖h‖2 − lim
N→∞

〈σN+1
T (idH)h, h〉,

denn mit Lemma 3.1.8(a) erhalten wir für j = 1, ...,m− 1(
N + j

j

)
〈σN+1

T

(
∆(j)
T

)
h, h〉 = N + 1

1 · ... · N + j

j
〈σN+1

T

(
∆(j)
T

)
h, h〉

≤ (N + 1)j〈σN+1
T

(
∆(j)
T

)
h, h〉

−→ 0

für N →∞.

In Analogie zu Definition 2.1.5 nennen wir eine m-Hyperkontraktion T ∈ L(H)n mit
der Eigenschaft

lim
s→∞

σsT (idH)x = 0

für alle x ∈ H rein. Wir haben also in Lemma 3.1.11 gesehen, dass der Rechtsshift eine
reine m-Hyperkontraktion ist.

Wir beweisen nun einen Modellsatz für m-Hyperkontraktionen.

Satz 3.1.13. Sei m ∈ N∗. Ein vertauschendes Tupel T ∈ L(H)n ist genau dann ei-
ne reine m-Hyperkontraktion, wenn T ∗ unitär äquivalent zu einer Einschränkung von
M (m)

z

∗ auf einen invarianten Unterraum ist.

Beweis. Sei T zunächst eine reine m-Hyperkontraktion. Dann ist der in Formel (3.4)
definierte Operator π(m)

T nach Lemma 3.1.12 eine Isometrie und wegen π
(m)
T T ∗j =

M (m)∗
zj

π
(m)
T für j = 1, ..., n ist π(m)

T H invariant unter M (m)∗
z .

Sei nun K ⊂ Hm(B, H) ein unter M (m)
z

∗ invarianter Teilraum. Da offensichtlich je-
des zu einer reinen m-Hyperkontraktion unitär äquivalente Tupel wieder eine reine
m-Hyperkontraktion ist, reicht es zu zeigen, dass S = PKM

(m)
z |K ∈ L(K)n eine reine
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m-Hyperkontraktion ist. Für x ∈ K gilt

〈∆(k)
S x, x〉 =

∑
|α|≤k

(−1)|α| k!
α!(k − |α|)!〈S

∗αx, S∗αx〉

= 〈∆(k)
M

(m)
z

x, x〉

für k ∈ {1, ..., n}. Also ist T nach Lemma 3.1.11 eine m-Hyperkontraktion.
Wegen Sα = PKM

(m)α
z |K für alle α ∈ Nn gilt für x ∈ K

lim
s→∞
‖σsS(idK)x‖ = lim

s→∞

∥∥∥PKσsM(m)
z

(idHm(B,H))x
∥∥∥

≤ lim
s→∞

∥∥∥σs
M

(m)
z

(idHm(B,H))x
∥∥∥

= 0

nach Lemma 3.1.11.

3.2 Der Satz von Beurling für m-Hyperkontraktionen
Wir können nun den Satz von Beurling 2.3.6 sowie dessen Korollare auf m-Hyper-
kontraktionen erweitern.

Satz 3.2.1. Sei T ∈ L(H)n eine reine m-Hyperkontraktion und S ⊂ H beliebig. Dann
sind äquivalent:

(i) Es ist S ∈ Lat(T ) und T |S ist eine m-Hyperkontraktion.

(ii) Es existieren ein Hilbertraum E und eine partielle Isometrie π : Hm(B, E) → H
mit Tiπ = πM (m)

zi
für i = 1, ..., n und S = Im π.

Beweis. Die Aussage lässt sich analog zum Beweis von Satz 2.3.6 beweisen. Wir wählen
also π = i ◦ (π(m)

T |S)∗ mit dem Operator π(m)
T aus Formel (3.4).

Lemma 3.2.2. Seien D, E Hilberträume und sei H(E) ⊂ O(B, E) ein funktionaler
Hilbertraum aus analytischen Funktionen so, dass Mz ∈ L(H(E))n wohldefiniert ist. Zu
jedem Operator π ∈ L (Hm(B,D), H(E)) mit πM (m)

zi
= Mziπ existiert eine analytische

Funktion θ : B→ L(D, E) mit

(πf)(z) = θ(z)f(z)

für alle f ∈Hm(B,D) und z ∈ B.

Beweis. Der Beweis folgt aus dem von Korollar 2.3.9, da mit den dortigen Notationen
auch der verallgemeinerte Raum H(m)(B,D) die Bedingung D[z] = H(D) erfüllt.

Korollar 3.2.3. Sei E ein Hilbertraum und S ⊂Hm(B, E) ein linearer Teilraum. Dann
sind äquivalent:

(i) Es ist S ∈ Lat(M (m)
z ,Hm(B, E)) und M (m)

z |S ist eine m-Hyperkontraktion.
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(ii) Es existieren ein Hilbertraum D und eine analytische Funktion θ : B → L(D, E)
so, dass

Mθ : Hm(B,D)→Hm(B, E)
eine partielle Isometrie mit ImMθ = S ist.

Beweis. Nach Satz 3.2.1 ist S genau dann invariant für M (m)
z , wenn ein Hilbertraum

D und eine partielle Isometrie π : Hm(B,D) → H(E) existieren mit Mziπ = πM (m)
zi

und S = Im π. Damit folgt die Aussage aus Lemma 3.2.2.

Bemerkung 3.2.4. Sei S ∈ Lat(M (m)
z ,Hm(B, E)) ein invarianter Teilraum für M (m)

z .
Da M (m)

z |S eine Zeilenkontraktion ist, ist M (m)
z |S wegen Lemma 3.1.4 genau dann eine

m-Hyperkontraktion, wenn der Operator

∆(m)
M

(m)
z |S

=
∑
|α|≤m

(−1)|α| m!
α!(m− |α|)!

(
M (m)

z |S
)α (

M (m)
z |S

)∗α
=

∑
|α|≤m

(−1)|α| m!
α!(m− |α|)!

(
M (m)

z

α|S
)
PS
(
M (m)

z

∗α|S
)

∈ L(S)

positiv ist. Da der Raum S reduzierend ist für den durch

∆(m)
S =

∑
|α|≤m

(−1)|α| m!
α!(m− |α|)!M

(m)
z

α
PSM

(m)
z

∗α ∈ L (H (B, E))

definierten Operator mit
∆(m)
S |S = ∆(m)

M
(m)
z |S

und
∆(m)
S |S⊥ = 0,

ist M (m)
z |S genau dann eine m-Hyperkontraktion, wenn ∆(m)

S ≥ 0 ist.
Diese Bedingung ist nicht automatisch erfüllt. Für

S = {f ∈Hm(B) : f(0) = 0} = {1}⊥ ∈ Lat(M (m)
z ,Hm(B))

zeigt Barbian in Example 3.3.3(c) in [7], dass

∆(m)
S =

m∑
k=1

λkPEk

ist mit den Mengen Ek der homogenen Polynome in z1, ..., zn vom Grad k und

λk = −
k−1∏
j=0

−m+ j

m+ j
.

Insbesondere ist λ1 = 1 und für m ≥ 2

λ2 = −(−m)(−m+ 1)
m(m+ 1) = −m− 1

m+ 1 < 0.
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Für m ≥ 2 ist daher der Operator ∆(m)
S nicht positiv und M (m)

z |S keine m-Hyper-
kontraktion.

Für m ≥ n+ 1 ist

Hm(B) = L2
a(B, dµα) = O(B) ∩ L2(B, dµα)

mit α = m− n− 1 der gewichtete Bergman-Raum bezüglich des Wahrscheinlichkeits-
maßes

dµα = Γ(α + n+ 1)
Γ(α + 1)πn (1− |z|2)αdλ = (m− 1)!

(m− n− 1)!πn (1− |z|2)m−n−1dλ

mit dem Lebesguemaß dλ auf Cn. Die Norm auf Hm(B) ist gegeben durch

‖f‖2
Hm(B) =

∫
B

|f |2dµα.

Das folgende Resultat für den ungewichteten Bergman-Raum

Hn+1(B) = L2
a(B, dµ0)

stammt von Guo (Proposition 4.1 in [17]).

Satz 3.2.5. Sei m ≥ n+ 1 und S ∈ Lat
(
M (m)

z ,Hm(B)
)
. Dann ist M (m)

z |S genau dann
eine m-Hyperkontraktion, wenn S = {0} oder S = Hm(B) ist.

Beweis. Offensichtlich sind M (m)
z |{0} und M (m)

z ∈ L(Hm(B))n m-Hyperkontraktionen.
Sei umgekehrt {0} 6= S ∈ Lat

(
M (m)

z ,Hm(B)
)
ein Raum, für den M (m)

z |S eine m-
Hyperkontraktion ist. Nach Example 3.3.3 in [7] ist der Raum

N = S 	
n∑
i=1

ziS

nicht der Nullraum und besteht aus Eigenvektoren zum Eigenwert 1 für ∆(m)
S . Sei g ∈ N

ein Vektor mit ‖g‖ = 1. Dann ist

∆(m)
S ≥ g ⊗ g.

Für w ∈ B gilt mit Formel (3.1)

〈∆(m)
S Km(·, w), Km(·, w)〉

= 〈
∑
|α|≤m

(−1)|α| m!
α!(m− |α|)!M

(m)
z

α
PSM

(m)
z

∗α
Km(·, w), Km(·, w)〉

=
 ∑
|α|≤m

(−1)|α| m!
α!(m− |α|)!w

αwα

 〈PSKm(·, w), Km(·, w)〉

= (1− |w|2)m ‖PSKm(·, w)‖2

=
∥∥∥∥∥PS Km(·, w)
‖Km(·, w)‖

∥∥∥∥∥
2

.

40



Also ist

|g(w)|2 = 〈(g ⊗ g)Km(·, w), Km(·, w)〉
≤ 〈∆(m)

S Km(·, w), Km(·, w)〉

=
∥∥∥∥∥PS Km(·, w)
‖Km(·, w)‖

∥∥∥∥∥
2

für w ∈ B. Aus

1 ≥
∫
B

∥∥∥∥∥PS Km(·, w)
‖Km(·, w)‖

∥∥∥∥∥
2

dµα ≥
∫
B

|g|2dµα = 1

folgt ∥∥∥∥∥PS Km(·, w)
‖Km(·, w)‖

∥∥∥∥∥ = 1

µα-fast überall und damit
Km(·, w) ∈ S

für µα-fast alle w ∈ B. Ist N ⊂ B eine µα-Nullmenge, so ist(
LH{Km(·, w) : w ∈ B \N}

)⊥
= {0}.

Also ist S = Hm(B).

Für m = n ist Hm(B) = H2(B) der Hardyraum über B. Resultate von Aleksandrov
([1]) zeigen, dass es sehr viele nicht konstante innere Funktionen θ : B → C gibt. Für
jede nicht konstante innere Funktion θ : B→ C ist

Sθ = θH2(B) ∈ Lat(M (n)
z , H2(B))

nach Korollar 3.2.3 ein invarianter Teilraum mit {0} 6= Sθ 6= H2(B) so, dass M (n)
z |Sθ

eine n-Hyperkontraktion ist. Nach Proposition 5.1.3 in [7] sind dies die einzigen Räume
M ∈ Lat(Mz, H

2(B)), für die M (n)
z |M eine n-Hyperkontraktion ist.

Sei E ein beliebiger Hilbertraum. Da M (m)
z ∈ L (Hm(B, E))n auch eine reine k-Hyper-

kontraktion ist für k = 1, ...,m, erhält man mit Satz 3.2.1 und Lemma 3.2.2 die folgende
Verallgemeinerung von Korollar 3.2.3.
Korollar 3.2.6. Sei E ein Hilbertraum und S ⊂Hm(B, E) ein linearer Teilraum. Für
k ∈ {1, ...,m} sind äquivalent:
(i) Es ist S ∈ Lat(M (m)

z ,Hm(B, E)) und M (m)
z |S ist eine k-Hyperkontraktion.

(ii) Es ist S ∈ Lat(M (m)
z ,Hm(B, E)) und es gilt∑
|α|≤k

(−1)|α| k!
α!(k − |α|)!M

(m)
z

α
PSM

(m)
z

∗α ≥ 0.

(iii) Es gibt einen Hilbertraum D und eine analytische Funktion θ : B → L(D, E) so,
dass

Mθ : Hk(B,D)→Hm(B, E)
eine partielle Isometrie ist mit S = ImMθ.
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4 Minimale Dilatationen
In diesem Kapitel verallgemeinern wir die Ergebnisse aus [11] über die Eindeutigkeit
minimaler Dilatationen für reine Zeilenkontraktionen auf den Fall vonm-Hyperkontrak-
tionen.
Bevor wir beginnen, diese spezielle Klasse von Dilatationen einzuführen, wollen wir das
Hilbertraum-Tensorprodukt Hm(B)⊗ E mit dem E-wertigen Raum Hm(B, E) identifi-
zieren. Wir benutzen dazu Satz 1.1.7 und gelangen zum folgenden Resultat.

Korollar. Das Hilbertraum-Tensorprodukt Hm(B) ⊗ E ist isometrisch isomorph zu
Hm(B, E) unter dem kanonischen unitären Operator

V : Hm(B)⊗ E →Hm(B, E)

mit
V (f ⊗ x) = f · x

für alle f ∈Hm(B) und x ∈ E.

4.1 Die Toeplitz-Algebra
Wir verallgemeinern zunächst Kapitel 3.2 aus [19] auf m-Hyperkontraktionen, d.h. wir
zeigen, dass die Operatoren

M (m)
zi

∗
M (m)

zi
−M (m)

zi
M (m)

zi

∗

für i = 1, ..., n in der Menge K (Hm(B)) der kompakten Operatoren auf Hm(B) liegen.
Wir wollen hierzu das folgende Lemma benutzen.

Lemma 4.1.1. Sei H ein Hilbertraum und T ∈ L(H). Existiert eine Orthonormalbasis
(ei)i∈I von H und eine Familie (λi)i∈I komplexer Zahlen mit den Eigenschaften

(i) lim
i∈I

λi = 0, d.h. zu jedem ε > 0 existiert eine endliche Teilmenge J ⊂ I mit
|λi| < ε für alle i ∈ I \ J , und

(ii) Tei = λiei für alle i ∈ I,

so ist T ein kompakter Operator.

Lemma 4.1.2. Für den Rechtsshift M (m)
z = (M (m)

z1 , ...,M (m)
zn ) ∈ L(Hm(B))n gilt für

i = 1, ..., n
M (m)

zi

∗
M (m)

zi
−M (m)

zi
M (m)

zi

∗ ∈ K (Hm(B)) .
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Beweis. Wegen LH {zα : α ∈ Nn} = Hm(B) und ‖zα‖2
Hm(B) = ρm(α)−1 für α ∈ Nn ist

(eα)α∈Nn mit
eα = ρm(α) 1

2 zα

für α ∈ Nn eine Orthonormalbasis von Hm(B). Außerdem gilt mit Lemma 3.1.10 für
i = 1, ..., n

(
M (m)

zi

∗
M (m)

zi
−M (m)

zi
M (m)

zi

∗) ∑
α∈Nn

aαz
α


=

∑
α∈Nn

ρm(α)
ρm(α + ei)

aαz
α −

∑
α∈Nn

ρm(α)
ρm(α + ei)

aα+eiz
α+ei

=
∑
α∈Nn

ρm(α)
ρm(α + ei)

aαz
α −

∑
α∈Nn,α≥ei

ρm(α− ei)
ρm(α) aαz

α

=
∑

α∈Nn,αi=0

ρm(α)
ρm(α + ei)

aαz
α +

∑
α∈Nn,α≥ei

(
ρm(α)

ρm(α + ei)
− ρm(α− ei)

ρm(α)

)
aαz

α

=
∑

α∈Nn,αi=0

αi + 1
m+ |α|aαz

α +
∑

α∈Nn,α≥ei

(
αi + 1
m+ |α| −

αi
m+ |α| − 1

)
aαz

α

= 1
m
a0 +

∑
α∈Nn,α 6=0

m+ |α| − 1− αi
(m+ |α|) (m+ |α| − 1)aαz

α,

also folgt für alle α ∈ Nn(
M (m)

zi

∗
M (m)

zi
−M (m)

zi
M (m)

zi

∗)
eα = λ

(m)
α,i eα

mit
0 ≤ λ

(m)
α,i = m+ |α| − 1− αi

(m+ |α|) (m+ |α| − 1) ≤
1

m+ |α|

für α 6= 0 und λ(m)
0,i = 1

m
. Wegen lim

α∈Nn
λα = 0 erhalten wir mit Lemma 4.1.1

M (m)
zi

∗
M (m)

zi
−M (m)

zi
M (m)

zi

∗ ∈ K (Hm(B)) .

Wir betrachten nun die Calkin-Algebra C (Hm(B)) = L (Hm(B)) /K (Hm(B)). Da die
kompakten OperatorenK (Hm(B)) ein abgeschlossenes, zweiseitiges Ideal in L (Hm(B))
bilden, ist sie selbst wieder eine C∗-Algebra. Wir erhalten nun, dass die Restklassen[
M (m)

z1

]
, ...,

[
M (m)

zn

]
ein vertauschendes Tupel([

M (m)
z1

]
, ...,

[
M (m)

zn

])
∈ C (Hm(B))n

in der Calkin-Algebra bilden. Mit dem folgenden Satz (siehe S.300 in [22]) können wir
dieses Ergebnis noch verbessern.

Satz 4.1.3 (Putman-Fuglede). Seien A eine C∗-Algebra, T ∈ A undM,N ∈ A normal
mit MT = TN . Dann gilt

M∗T = TN∗.
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Wählen wir nun A = C(H),M = N =
[
M (m)

zi

]
und T =

[
M (m)

zj

]
für i, j = 1, ..., n, so

gilt [
M (m)

zi

]∗ [
M (m)

zj

]
=
[
M (m)

zj

] [
M (m)

zi

]∗
. (4.1)

Um das folgende Lemma zu beweisen, imitieren wir den Beweis von Lemma 3.4.1 in
[19] für m-Hyperkontraktionen. Für T ∈ L(H) definieren wir außerdem die Operatoren
LT , RT : L(H)→ L(H) durch LT (S) = TS und RT (S) = ST für S ∈ L(H).

Lemma 4.1.4. Es sei K(H) die Menge der kompakten Operatoren auf H. Dann gilt

K(Hm(B)) ⊂ LH
{
M

(m)
z

α
M

(m)
z
∗β

: α, β ∈ Nn

}
.

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass die Operatoren in L (Hm(B)) mit eindimensionalem

Bild in LH
{
M

(m)
z

α
M

(m)
z
∗β

: α, β ∈ Nn

}
enthalten sind. Sei also B ∈ L (Hm(B)) mit

dim (BHm(B)) = 1. Wir wählen nun eine Funktion f = ∑
α∈Nn

aαz
α ∈ Hm(B) mit

‖f‖Hm(B) = 1, die das Bild von B erzeugt. Sei außerdem

g = B∗f =
∑
α∈Nn

bαz
α ∈Hm(B).

Bezeichnen wir mit PC die Orthogonalprojektion auf die konstanten Funktionen in
Hm(B), so folgt aus Lemma 1.2 in [3] und Formel (3.1)

PC = 1
K(z, w)

(
L
M

(m)
z
, R

M
(m)∗
z

) (
idHm(B)

)
= (1− 〈z, w〉)m

(
L
M

(m)
z
, R

M
(m)∗
z

) (
idHm(B)

)
=

∑
|α|≤m

(−1)|α| m!
α!(m− |α|)!(zw)α

(
L
M

(m)
z
, R

M
(m)∗
z

) (
idHm(B)

)

=
∑
|α|≤m

(−1)|α| m!
α!(m− |α|)!M

(m)
z

α
M (m)

z

∗α

∈ LH
{
M (m)

z

α
M (m)

z

∗α : α ∈ Nn
}
.

Für k ∈ N definieren wir den Operator

Bk =
∑

|α|,|β|≤k
aαbβM

(m)
z

α
PCM

(m)
z

∗β ∈ L(Hm(B)).

Wegen PC ∈ LH
{
M (m)

z

α
M (m)

z

∗β : α, β ∈ Nn

}
ist dann auch

Bk ∈ LH
{
M (m)

z

α
M (m)

z

∗β : α, β ∈ Nn
}

für k ∈ N. Wir zeigen nun, dass die Operatoren Bk in der Operatornorm gegen B
konvergieren. Wir definieren dazu für u, v ∈Hm(B) die Abbildung

u⊗ v : Hm(B)→Hm(B), h 7→ 〈h, v〉u.
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Wegen ‖u⊗ v‖ ≤ ‖u‖Hm(B) ‖v‖Hm(B) für u, v ∈Hm(B) ist die Abbildung

Γ: Hm(B)×Hm(B)→ L (Hm(B)) , (u, v) 7→ u⊗ v

stetig. Nach Wahl von f existiert für jedes h = ∑
α∈Nn

dαz
α ∈Hm(B) ein λh ∈ C mit

Bh = λhf.

Wegen ‖f‖Hm(B) = 1 folgt dann

λh = λh ‖f‖2
Hm(B)

= 〈λhf, f〉
= 〈Bh, f〉

und damit

Bh = 〈Bh, f〉f
= 〈h,B∗f〉f
= f ⊗ g(h).

Außerdem gilt (vgl. Beweis von Lemma 3.1.11)

Bkh =
∑

|α|,|β|≤k
aαbβM

(m)
z

α
PCM

(m)
z

∗β
h

=
∑

|α|,|β|≤k
aαbβ

1
ρm(β)dβz

α

=
∑
|β|≤k

bβdβ
∥∥∥zβ∥∥∥2

 ∑
|α|≤k

aαz
α


=
∑
|β|≤k

bβ〈h, zβ〉

 ∑
|α|≤k

aαz
α


= 〈h, gk〉fk
= fk ⊗ gk(h)

mit fk = ∑
|α|≤k

aαz
α und gk = ∑

|β|≤k
bβz

β, sodass Bk = fk ⊗ gk und B = f ⊗ g folgt.

Wegen der Stetigkeit von Γ und

fk → f, gk → g

für k →∞ erhalten wir Bk → B für k →∞ und damit

B ∈ LH
{
M

(m)
z

α
M

(m)
z
∗β

: α, β ∈ Nn

}
.

Da die eindimensionalen Operatoren in L (Hm(B)) die endlichdimensionalen Opera-

toren in L (Hm(B)) erzeugen, liegen letztere auch in LH
{
M

(m)
z

α
M

(m)
z
∗β

: α, β ∈ Nn

}
.

Da die endlichdimensionalen Operatoren wiederum dicht in den kompakten Operatoren
auf L (Hm(B)) liegen, folgt die Aussage.
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Wir erhalten nun eine nützliche Aussage über die vonM (m)
z erzeugte C∗-Algebra (siehe

Lemma 3.7(2) in [12]), die Toeplitz-Algebra.

Satz 4.1.5. Es gilt

C∗(M (m)
z ) = LH

{
M

(m)
z

α
M

(m)
z
∗β

: α, β ∈ Nn

}
.

Beweis. Die Inklusion „⊃“ gilt offensichtlich. Sei S = LH
{
M (m)

z

α
M (m)

z

∗β : α, β ∈ Nn

}
.

Da die Erzeuger von C∗
(
M (m)

z

)
in S liegen, zeigen wir für die umgekehrte Inklusion,

dass S eine C∗-Algebra ist. Da S offensichtlich ein ∗-abgeschlossener Unterraum ist,
genügt es, die multiplikative Abgeschlossenheit nachzurechnen.
Da nach Lemma 4.1.4 K(Hm(B)) ⊂ S gilt, folgt mit Formel (4.1) für α, β, γ, δ ∈ Nn

[(
M (m)

z

α
M (m)

z

∗β
)(

M (m)
z

γ
M (m)

z

∗δ
)]

=
[
M (m)

z

α+γ
M (m)

z

∗β+δ
]
.

Damit existiert ein Operator K ∈ K(H) mit

M (m)
z

α
M (m)

z

∗β
M (m)

z

γ
M (m)

z

∗δ = M (m)
z

α+γ
M (m)

z

∗β+δ +K ∈ S,

da K ∈ S ist.

Es folgt ein weiterer Hilfssatz über reduzierende Teilräume von Hm(B, E) für M (m)
z .

Lemma 4.1.6. Für einen reduzierenden Teilraum M ⊂Hm(B, E) für M (m)
z gilt

M = LH {zα(M ∩ E) : α ∈ Nn}.

Beweis. Die Inklusion „⊃“ gilt offensichtlich. Da M reduzierend für M (m)
z ist, ist M

nach Lemma 1.2 in [3] invariant unter der Projektion

PE ∈ LH
{
M (m)

z

α
M (m)

z

∗α : α ∈ Nn
}
.

Also hat der abgeschlossene Teilraum M ∩ E ⊂ E die Darstellung M ∩ E = PEM . Sei
f = ∑

α∈Nn
aαz

α ∈Hm(B, E). Mit dem Beweis von Lemma 3.1.11 folgt

PEM
(m)
z

∗β
f = 1

ρm(β) aβ

für β ∈ Nn.
Für f = ∑

α∈Nn
aαz

α ∈ M gilt wegen M (m)
z

∗β
f ∈ M für alle β ∈ Nn also aβ ∈ M ∩ E für

alle β ∈ Nn und damit

f =
∑
α∈Nn

aαz
α ∈ LH {zα(M ∩ E) : α ∈ Nn}.

46



4.2 Eindeutigkeit minimaler Dilatationen
Definition 4.2.1. Seien H, E Hilberträume und T ∈ L(H)n eine reine m-Hyper-
kontraktion. Eine Isometrie

π : H →Hm(B, E)

mit der Eigenschaft
πT ∗i = M (m)∗

zi
π

für i = 1, ..., n nennen wir m-Dilatation von T .

Lemma 4.2.2. Sei T ∈ L(H)n eine reine m- Hyperkontraktion und

π : H →Hm(B, E)

eine m-Dilatation von T . Es ist

M = LH {zαπh : α ∈ Nn, h ∈ H} ⊂Hm(B, E)

der kleinste reduzierende Teilraum für M (m)
z ∈ L (Hm(B, E))n, der πH enthält.

Beweis. Offensichtlich istM der kleinste fürM (m)
z invariante abgeschlossene Teilraum,

der πH enthält. Also genügt es, M ∈ Lat
(
M (m)

z

∗) zu zeigen. Für α ∈ Nn, i = 1, ..., n
und h ∈ H zeigen wir hierfür, dass

M (m)
zi

∗ (zαπh) ∈M

gilt. Nach Satz 4.1.5 lässt sich M (m)
zi

∗
M (m)

z

α in der Operatornorm approximieren durch
Linearkombinationen der Form

∑
γ,β∈Nn

cγ,βM
(m)
z

γ
M (m)

z

∗β
.

Dann lässt sich aber
M (m)

zi

∗ (zαπh) = M (m)
zi

∗
M (m)

z

α
πh

in Hm(B, E) approximieren durch endliche Summanden der Form∑
γ,β∈Nn

cγ,βz
γπT ∗βh ∈M.

Also ist M (m)
zi

∗ (zαπh) ∈M .

Definition 4.2.3. Wir nennen eine m-Dilatation π : H → Hm(B, E) einer reinen m-
Hyperkontraktion T ∈ L(H)n minimal, falls der einzige fürM (m)

z reduzierende Teilraum
M ⊂Hm(B, E), der πH enthält, der Raum M = Hm(B, E) ist.

Nach Lemma 4.2.2 ist π also genau dann minimal, falls

Hm(B, E) = LH {zαπh : α ∈ Nn, h ∈ H}

gilt.
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Bemerkung 4.2.4. Die m-Dilatation (siehe §3.1)

π
(m)
T : H →Hm(B, E), h 7→

∑
α∈Nn

ρm(α)∆(m)
T

1
2T ∗αhzα

ist minimal.

Beweis. Wir müssen begründen, dass

LH
{
zαπ

(m)
T h : α ∈ Nn, h ∈ H

}
= Hm(B, E)

gilt. Nach Lemma 4.1.6 existiert ein abgeschlossener Teilraum S ⊂ E mit

Hm(B,S) = LH
{
zαπ

(m)
T h : α ∈ Nn, h ∈ H

}
.

Nach Lemma 1.2 in [3] gilt

PE ∈ LH
{
M (m)

z

α
M (m)

z

∗α : α ∈ Nn
}
.

Sei
a = lim

k→∞
∆(m)
T

1
2hk ∈ ∆(m)

T

1
2H = E ,

hk ∈ H für k ∈ N. Wegen ∆(m)
T

1
2hk = PE

(
π

(m)
T hk

)
folgt dann

a ∈ LH
{
M

(m)
z

α
M

(m)
z
∗α
π

(m)
T h : α ∈ Nn, h ∈ H

}
∩ E

⊂Hm(B,S) ∩ E
= S.

Also folgt S = E , sodass π(m)
T minimal ist.

Um den zentralen Satz dieses Kapitels, ein Eindeutigkeitsresultat über minimale m-
Dilatationen (vgl. Kapitel 3 in [11]), beweisen zu können, benötigen wir weitere Defi-
nitionen und Sätze.

Definition 4.2.5. Sei A eine (nicht notwendigerweise abgeschlossene) Teilalgebra ei-
ner unitalen C∗-Algebra B, die das Einselement enthält. Ein A-Morphismus ist eine
vollständig positive, lineare Abbildung

φ : B → L(H)

von B in die linearen, stetigen Operatoren auf einem Hilbertraum H mit den Eigen-
schaften

(i) φ(1) = 1,

(ii) φ(AX) = φ(A)φ(X) für alle A ∈ A, X ∈ B.
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Definition 4.2.6. Sei φ : B → L(H) eine vollständig positive Abbildung von einer
unitalen C∗-Algebra B in die linearen stetigen Operatoren auf einem Hilbertraum H.
Wir nennen ein Paar (V, π) mit einer Darstellung π von B auf einen Hilbertraum Hπ

und V ∈ L(H,Hπ) Stinespring-Darstellung für φ, falls

φ(x) = V ∗π(x)V

für jedes x ∈ B gilt.
Falls zusätzlich

Hπ = LH {π(x)V h : x ∈ B, h ∈ H}

gilt, heißt (V, π) minimale Stinespring-Darstellung für φ.

Das nächste Lemma (siehe Lemma 8.6 in [4]) ist entscheidend für den Beweis des
darauffolgenden Satzes.

Lemma 4.2.7. Sei B eine unitale C∗-Algebra und A eine Teilalgebra auf B mit B =
LH {AA∗}‖·‖. Für i = 1, 2 sei Hi ein Hilbertraum, φi : B → L(Hi) ein A-Morphismus
und U : H1 → H2 sei ein unitärer Operator mit

Uφ1(a) = φ2(a)U

für a ∈ A. Sei (Vi, πi) eine minimale Stinespring-Darstellung für φi, d.h. es gilt φi(x) =
V ∗i πi(x)Vi für x ∈ B. Dann existiert ein eindeutiger unitärer Operator W : Hπ1 → Hπ2

mit

(i) Wπ1(x) = π2(x)W für x ∈ B,

(ii) WV1 = V2U .

Beweis. Da φ1, φ2 A-Morphismen sind und U unitär ist, gilt

Uφ1(ab∗) = φ2(a)Uφ1(b)∗U∗U
= φ2(a)UU∗φ2(b)∗U
= φ2(ab∗)U

für alle a, b ∈ A. Wegen B = LH {AA∗}‖·‖ folgt dann

Uφ1(x) = φ2(x)U

für alle x ∈ B. Wir definieren nun

W̃ : LH {π1(x)V1h : x ∈ B, h ∈ H1} → Hπ2 ,
m∑
k=0

αkπ1(xk)V1hk 7→
m∑
k=0

αkπ2(xk)V2Uhk.
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Wegen ∥∥∥∥∥
m∑
k=0

αkπ1(xk)V1hk

∥∥∥∥∥
2

=
m∑

k,l=0
〈αkπ1(xk)V1hk, αlπ1(xl)V1hl〉

=
m∑

k,l=0
αkαl〈V ∗1 π1(xl)∗π1(xk)V1hk, hl〉

=
m∑

k,l=0
αkαl〈V ∗1 π1(x∗l xk)V1hk, hl〉

=
m∑

k,l=0
αkαl〈φ1(x∗l xk)hk, hl〉

=
m∑

k,l=0
αkαl〈U∗Uφ1(x∗l xk)hk, hl〉

=
m∑

k,l=0
αkαl〈V ∗2 π2(x∗l xk)V2Uhk, Uhl〉

=
∥∥∥∥∥
m∑
k=0

αkπ2(xk)V2Uhk

∥∥∥∥∥
2

ist W̃ wohldefiniert und isometrisch. Aufgrund der Minimalität von (V1, π1) können wir
W̃ zu einer isometrischen Abbildung

W : Hπ1 → Hπ2

fortsetzen. Wegen der Minimalität von (V2, π2) liegt Im(W ) dicht in Hπ2 , sodass

Im(W ) = Hπ2

wegen der Abgeschlossenheit von Im(W ) folgt. Also ist W surjektiv und somit unitär.
Für h1 ∈ H1 gilt außerdem

WV1h1 = Wπ1(1)V1h1

= π2(1)V2Uh1

= V2Uh1,

also V2U = WV1. Weiterhin gilt für x, y ∈ B

Wπ1(x)π1(y)V1h1 = Wπ1(xy)V1h1

= π2(x)π2(y)V2Uh1

= π2(x)Wπ1(y)V1h1,

daher gilt
Wπ1(x) = π2(x)W

auf LH {π1(y)V1h1 : y ∈ B, h1 ∈ H1} und damit auch auf

LH {π1(y)V1h1 : y ∈ B, h1 ∈ H1} = Hπ1 .
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Bemerkung 4.2.8. Sei B = C∗
(
M (m)

z

)
⊂ L(Hm(B)) die von (M (m)

z1 , ...,M (m)
zn ) erzeug-

te C∗-Algebra auf dem skalarwertigen Raum Hm(B) und sei A die unitale Teilalgebra
von B, die aus allen Polynome in (M (m)

z1 , ...,M (m)
zn ) besteht. Zudem seien H, E Hilbert-

räume und
π : H →Hm(B, E)

eine minimale m-Dilatation einer reinen vertauschenden m-Hyperkontraktion T ∈
L(H)n. Dann ist die Abbildung

ϕ : B → L(H), X 7→ π∗ (X ⊗ idE) π

vollständig positiv und unital. Wegen π∗M (m)
zi

= Tiπ
∗ gilt dann für jedes Polynom und

jeden Operator X ∈ B

ϕ (p(Mz)X) = π∗ ((p(Mz)X)⊗ idE) π
= π∗ (p(Mz) (X ⊗ idE))π
= p(T )ϕ(X)
= ϕ (p(Mz))ϕ(X).

Also ist ϕ ein A-Morphismus.
Der unitale C∗-Algebrenhomomorphismus

Π: B → L (Hm(B, E)) , X 7→ X ⊗ idE

definiert zusammen mit der m-Dilatation π : H → Hm(B, E) von T eine Stinespring-
Darstellung der vollständig positiven Abbildung ϕ : B → L(H). Da der Raum

LH {Π(X)πh : X ∈ B, h ∈ H}

ein reduzierender Teilraum für Mz ∈ L (Hm(B, E))n ist, der πH enthält, impliziert die
Minimalität von π als m-Dilatation von T , dass die Stinespring-Darstellung (π,Π) von
ϕ minimal ist.

Mit Hilfe dieser Beobachtungen beweisen wir nun den zentralen Satz dieses Kapitels
über die Eindeutigkeit minimaler m-Dilatationen.

Satz 4.2.9. Es sei πi : H → Hm(B, Ei), i = 1, 2, ein Paar minimaler m-Dilatationen
der reinen vertauschenden m-Hyperkontraktion T ∈ L(H)n auf dem Hilbertraum H.
Dann existiert ein unitärer Operator U ∈ L(E1, E2) mit

π2 =
(
idHm(B)⊗U

)
π1,

d.h. das Diagramm

H Hm(B, E2)

Hm(B, E1)

π1
idHm(B)⊗U

π2
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kommutiert.
Beweis. Sei also πi : H →Hm(B, Ei), i = 1, 2, ein Paar minimalerm-Dilatationen von T
und für i = 1, 2 seien ϕi : B → L(H) und Πi : B → L (Hm(B, Ei)) die von πi induzierten
Abbildungen aus Bemerkung 4.2.8. Dann gilt ϕ1

(
p(M (m)

z )
)

= p(T ) = ϕ2
(
p(M (m)

z )
)

für alle Polynome p ∈ C [z1, ..., zn], also ϕ1 = ϕ2 auf A. Somit liefert Lemma 4.2.7 (mit
H1 = H2 = H und U = idH) die Existenz eines unitären Operators W : Hm(B, E1) →
Hm(B, E2) mit

W (X ⊗ idE1) = (X ⊗ idE2)W
für alle X ∈ B und

Wπ1 = π2.

Da W und W ∗ beide mit M (m)
z auf Hm(B, E1) und Hm(B, E2) vertauschen, folgt aus

Satz 2.3.8 und dem Beweis von Korollar 2.3.9, dass W und W ∗ von Multiplikatoren
induziert werden, etwa W = Ma und W ∗ = Mb mit analytischen Funktionen a : B →
L(E1, E2) und b : B→ L(E2, E1). Da W unitär ist, gilt

Mab = MaMb = idHm(B,E2)

sowie
Mba = MbMa = idHm(B,E1) .

Für jedes z ∈ B gilt also a(z) = b(z)−1, sodass a(z) und b(z) invertierbare Operatoren
sind. Mit Hilfe der Eigenschaften des Multiplikators Ma rechnet man nach, dass

M∗
aKm(·, w)η = Km(·, w)a(w)∗η

für w ∈ B, η ∈ E2 gilt. Damit ist

Km(z, w)η = (Km(·, w)η) (z)
= (MaM

∗
aKm(·, w)η) (z)

= (MaKm(·, w)a(w)∗η) (z)
= a(z)Km(z, w)a(w)∗η
= a(z)a(w)∗Km(z, w)η

für alle z, w ∈ B und η ∈ E2. Es folgt a(z)a(w)∗ = idE2 für alle z, w ∈ B. Daher sind
die Operatoren a(z) für z ∈ B unitär und es gilt a(z) = a(w) für alle z, w ∈ B. Also
erhalten wir einen unitären Operator U ∈ L(E1, E2) mit a(z) = U für alle z ∈ B. Damit
gilt

W = idHm(B)⊗U.

Wir erhalten damit das folgende Ergebnis über die Faktorisierung beliebiger m-Dilata-
tionen.
Korollar 4.2.10. Sei T ∈ L(H)n eine reine m-Hyperkontraktion, F ein Hilbertraum
und π

(m)
T : H → Hm(B, E) die kanonische m-Dilatation aus Bemerkung 4.2.4. Ist

π : H → Hm(B,F) irgendeine m-Dilatation von T , so existiert eine Isometrie V ∈
L(E ,F) mit

π =
(
idHm(B)⊗V

)
π

(m)
T .
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Beweis. Nach Lemma 4.2.2 ist

LH {zαπh : α ∈ Nn, h ∈ H}

ein reduzierender Teilraum für M (m)
z ∈ L (Hm(B,F))n, der πH enthält. Nach Lemma

4.1.6 gibt es einen abgeschlossenen Teilraum S ⊂ F mit

Hm(B,S) = LH {zαπh : α ∈ Nn, h ∈ H}.

Damit ist
π : H →Hm(B,S)

eine minimalem-Dilatation von T . Mit Satz 4.2.9 folgt dann die Existenz eines unitären
Operators U : E → S mit

π =
(
idHm(B)⊗U

)
π

(m)
T .

Den Operator V : E → F aus der Aussage erhalten wir durch V = i ◦ U mit der
Inklusionsabbildung i : S → F .
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