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Einleitung

Im Jahr 1949 bewies Beurling in [10], dass ein abgeschlossener Teilraum S C H?*(D)
des Hardy-Raums H?(D) genau dann ein invarianter Teilraum fiir den Shift M, €
L(H*(D)) ist, wenn eine innere Funktion § € H> (D) existiert mit

S=0H*D) = {0f : f € H*D)}.

Im ersten Teil dieser Arbeit verallgemeinern wir den Satz von Beurling zunéchst auf
beliebige reine vertauschende Zeilenkontraktionen 7' € L(H)", d.h. auf Tupel T =
(T4, ..., T,) vertauschender, stetiger, linearer Operatoren 77, ..., T,, auf einem separablen
Hilbertraum H mit den Eigenschaften

S TTF <idy
i=1
und
. k. o
kll_{& op(idg)zr =0
fir alle x € H, wobei or die positive Abbildung

or: L(H) — L(H), X — Y T,XT;
i=1
ist.
Statt den Hardyraum betrachten wir allgemeiner den £-wertigen Drury-Arveson Raum
(B, E) auf der Einheitskugel B C C", den funktionalen Hilbertraum mit reproduzie-
rendem Kern "
ldg
K:BxB— L), (2,w) — I~ o)
Als Verallgemeinerung des Satzes von Beurling bewiesen McCullough und Trent im
Jahr 2000 in [20], dass ein abgeschlossener Teilraum S C (B, E) genau dann ein
invarianter Teilraum fiir den n-Shift M, € £ ((B,E))" ist, wenn ein Hilbertraum D
und ein partiell isometrischer Multiplikationsoperator My: (B, D) — (B, E) exis-
tieren mit S = 0.7 (B, D). In 23] bemerkte Sarkar, dass von Miiller-Vasilescu ([21])
und Arveson ([4]) bewiesene Dilatationssétze fiir Zeilenkontraktionen benutzt werden
konnen, um einen neuen, einfachen Beweis des Satzes von McCullough und Trent zu
geben. Gleichzeitig erlaubt es diese Methode, Siatze vom Beurling-Typ fiir abstrakte
Zeilenkontraktionen T' € L(H)" anstelle von M, € L ((B,£))" zu beweisen.
Im zweiten Teil dieser Arbeit zeigen wir, dass dieselbe Methode benutzt werden kann,
um Versionen des Satzes von Beurling fiir m-Hyperkontraktionen 7' € L(H)™ herzulei-
ten. Dabei ersetzt man den Drury-Arveson Raum durch die funktionalen Hilbertraume
H,,(B, &), m € N*, mit reproduzierendem Kern

idg

K,:BxB— L(E), (z,w)— W



Man nennt ein vertauschendes Tupel 7" € L(H)" eine m-Hyperkontraktion, wenn die
Bedingungen
AP >0

mit dem Operator
k
AFE,{C) = (idﬁ(H) —0T> (ldH)

fir k = 1,...,m erfillt sind. Im Spezialfall T = M, € L (7 (B,£))" erhilt man Satze
von Beurling-Typ, die auf C. Barbian ([6] oder [8]) zurtickgehen.
Die Arbeit ist hierzu wie folgt unterteilt.

Im ersten Kapitel beschaftigen wir uns mit funktionalen Hilbertraumen, bevor wir
uns bis auf Weiteres auf den Drury-Arveson Raum 57 (B, £) konzentrieren. Wir fithren
dann Zeilenkontraktionen und als spezielles Beispiel einer vertauschenden Zeilenkon-
traktion den n-Shift M, = (M,,,...,M,,) € L((B,&))" auf F (B, E) ein.

Im zweiten Kapitel fithren wir reine Zeilenkontraktionen ein. Das einfachste Beispiel
einer reinen Zeilenkontraktion ist wieder der n-Shift M, € L (5 (B, H))" auf dem
Drury-Arveson Raum. Allgemeiner ist eine Zeilenkontraktion auf einem H-wertigen
funktionalen Hilbertraum & C H* mit einer Menge A C C” rein, falls die Bedingung

LH{K(,Nxz: Ae AnNB,z e H} =¢&

erfilllt ist. Neben dem n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum erhalten wir damit,
dass auch die Shifts auf dem Hardy-Raum, dem Bergman-Raum und den gewichte-
ten Bergman-Ré&umen rein sind.

Wir erhalten auflerdem, dass jede reine vertauschende Zeilenkontraktion auf gewisse
Weise auf den n-Shift M, zuriickzufiihren ist, denn ein Tupel T € L(H)" ist genau
dann eine reine vertauschende Zeilenkontraktion, wenn ein Hilbertraum & und eine
[sometrie

T - H-)%(B,S)

existieren mit der Eigenschaft
7TT7;* = Mz*iﬂ-T

fir ¢ = 1, ..., n. Eine solche Abbildung 77 nennen wir Dilatation von T'.

Wir erhalten damit die von Sarkar bewiesene Version des Satzes von Beurling. Ist
H(E) € O(B,€) ein funktionaler Hilbertraum aus analytischen Funktionen so, dass
M, € L(H(E))™ eine Zeilenkontraktion ist, so ist S C H(E) genau dann ein abge-
schlossener invarianter Teilraum fiir M, € L(H(£))", wenn ein Hilbertraum D und
eine analytische Funktion 6 : B — L(D, £) existieren so, dass

My: (B, D) — H(E), fr0f
eine partielle Isometrie ist mit Im My = S.

Im dritten Kapitel verallgemeinern wir die Ergebnisse tiber den Drury-Arveson Raum
auf die Raume 47,(B, &), m € N*. Da die Anforderungen an eine Zeilenkontraktion
T € L(H)" nicht ausreichen, um unsere Sétze auf die Raume J2,,(B, ) zu erweitern,



fithren wir an dieser Stelle (Zeilen-)m-Hyperkontraktionen ein.

Wir erhalten nun die Resultate iiber den Drury-Arveson Raum (B, E) und Zeilen-
kontraktionen 7" € L(H)"™ aus Kapitel 2 fir die funktionalen Hilbertrdume 72, (B, )
und m-Hyperkontraktionen 7" € L(H)".

Im vierten Kapitel definieren wir m-Dilatationen fiir m-Hyperkontraktionen T € L(H )™
als Isometrien

m: H— J7,(B, &),

die die Tupel T* € L(H)" und M} € L (;,(B,E))" komponentenweise vertauschen.
Wir betrachten nun spezielle m-Dilatationen, namlich solche m-Dilatationen 7: H —
A, (B, £) einer reinen vertauschenden m-Hyperkontraktion 7' € L(H)", fir die der ein-
zige fiir M, reduzierende Teilraum von 4%, (B, £), der mH enthalt, der Raum 7, (B, &)
selbst ist. Wir nennen 7 dann minimale m-Dilatation. Ziel des Kapitels ist es zu zeigen,
dass fir ein Paar m;: H — J¢,(B,&;),i = 1,2, minimaler m-Dilatationen einer reinen
vertauschenden m-Hyperkontraktion 7" € £(H)™ auf dem Hilbertraum H ein unitérer
Operator U € L(&,&,) existiert mit

Ty = (idfm(B,C) ®U) 1,
das heif3t, fiir den das Diagramm

2

H %TI’L(EagQ)

WIJ /
id g, B,c) QU

<%WL(]Ba gl)

kommutiert. Dieses Ergebnis bewiesen Bhattacharjee, Eschmeier, Keshari und Sarkar
2015 in [11] fiir minimale Dilatationen reiner vertauschender Zeilenkontraktionen.
Sei F ein weiterer Hilbertraum. Definieren wir mit

=AM cn

die kanonische m-Dilatation

m+|a|

1
M H = H,(BE), hs Y )A;m”T*“hza,

aeN"? : 1)

S0 ist m}m) minimal und wir konnen zeigen, dass jede beliebige m-Dilatation 7: H —

(B, F) von T die Form

™= (idjfm(ﬁ,(c) ®V) 7T( )

hat mit einer geeigneten Isometrie V' € L(E, F).
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1 Grundlagen

1.1 Funktionale Hilbertraume

Zuerst definieren wir vektorwertige funktionale Hilbertraume. Dabei gehen wir vor wie
in [2].
Sei H ein Hilbertraum, A eine beliebige Menge und idy die identische Abbildung

idg: H— H, h—h

auf H.
Die Menge aller Abbildungen von A nach H bezeichnen wir mit H*. Zudem sei £(H)
die Menge aller stetigen, linearen Abbildungen von H nach H.

Definition 1.1.1. Ein Hilbertraum F C H” heift funktional, falls die Punktauswer-

tungen
W F—=H, f— f(N

fiir alle X € A stetig sind.

Um mit funktionalen Hilbertraumen arbeiten zu konnen, miissen wir wissen, was positiv
definite Abbildungen sind. Diese definieren wir im Folgenden.

Definition 1.1.2. Fine Abbildung K: A x A — L(H), die fir alle endlichen Folgen
(A, in A und (hy)?y in H

Z (K(Ais Aj)hys hi) > 0

ij=1
erfilllt, heif$t positiv definit.
Bemerkung 1.1.3. a) Mit der Identifikation C = £(C), wobei jede komplexe Zahl

a € C als Multiplikationsoperator L,: C — C, z — az betrachtet wird, ist eine
Funktion K: A x A — C genau dann im obigen Sinne positiv definit, wenn

> KX M%7 > 0

ij=1
fir alle endlichen Folgen (\;)7; in A und (z;)I, in C gilt.

b) Eine Abbildung K: A x A — L(H) ist genau dann positiv definit, wenn alle
endlichen Operatormatrizen

(KN, )y € M (n,H) = L(H")

ij=1
(n > 1,A1,..., A\ € A) positive Operatoren auf H" definieren. Da positive Ope-

ratoren selbstadjungiert sind, erfillen positiv definite Abbildungen K (A, u)* =
K(u, \) fur alle A\, p € A.



Die Beweise der folgenden Sétze finden sich im ersten Kapitel von [6].
Satz 1.1.4. Sei F C H® ein Hilbertraum. Es sind dquivalent:
(i) Der Raum F ist ein funktionaler Hilbertraum.

(ii) Es existiert eine Abbildung K: A x A — L(H) so, dass

K(,,u)x €F
fur alle x € H und pu € A sowie

<f7 K(?/“L)I>]: - <f</“’t)7x>H
fir allex € H, p € A und f € F gilt.

In diesem Fall gilt K(\, pu) = 0x0,, fiir alle p, A € A. Insbesondere ist die Abbildung K
eindeutig bestimmt.

Man nennt die Abbildung K den reproduzierenden Kern des funktionalen Hilbertraums
F. Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen reproduzierenden Kernen funktiona-
ler Hilbertrdume F C H* und positiv definiten Abbildungen K: A x A — L(H).

Lemma 1.1.5. Ist F C H® ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern
K, so ist K positiv definit und F ist der Abschluss der linearen Hiille aller Abbildungen
der Form K (-, p)x mit p € A und x € H.

Umgekehrt kann man aus jeder positiv definiten Abbildung einen funktionalen Hilbert-
raum konstruieren.

Satz 1.1.6. Ist K: A x A — L(H) positiv definit, so ezistiert genau ein funktionaler
Hilbertraum Fx C H™ mit reproduzierendem Kern K.

Wir geben nun ein Ergebnis iiber das Hilbertraum-Tensorprodukt eines funktionalen
Hilbertraums mit dem zugrundeliegenden Hilbertraum an, welches wir spéater noch
benotigen.

Satz 1.1.7. Sei K: A x A — C positiv definit und Fx der funktionale Hilbertraum mait
reproduzierendem Kern K. Dann ist die Abbildung

K:AxA— L(H),Kg(\p) = KO\, p)idy

positiv definit und es existiert ein eindeutiger unitdrer Operator V: Fx @ H — Fk,,
mit

Vifez)=f-z
fur alle f € Fx und x € H.

Zuletzt erinnern wir an die Definition einer vollstdndig positiven Abbildung.

Definition 1.1.8. Sei A eine unitale C*-Algebra.



(i) Ein *-abgeschlossener linearer Teilraum & C A mit 1 € S heifst Operatorsystem
in A.
(ii) Die Menge
My (A) = {(ai;)ij=lai; € A}
aller n-dimensionalen Matrizen mit Eintraigen in A heifit n-dimensionale Matrix-
algebra tber A.

Auf der Algebra M, (A) gibt es eine eindeutige Norm so, dass M, (.A) zusammen mit
dieser Norm und der kanonischen Involution eine C*-Algebra ist.

Definition 1.1.9. Seien A, B unitale C*-Algebren, S C A ein Operatorsystem und
M, (S) die Menge der n x n-Matrizen mit Eintrigen in S. Fir eine lineare Abbildung
¢: S — B definieren wir fiir n € N die Abbildung

¢n: Mn(8> — Mn(B)7 (ai,j)z‘szl = (gb(ai,j))?:j:l'
Die Abbildung ¢ heifit vollstindig positiv, falls ¢, positiv ist fir alle n € N.

1.2 Der Drury-Arveson Raum

In diesem Kapitel fiihren wir nun einen speziellen funktionalen Hilbertraum iiber der
Einheitskugel im C" ein, den Drury-Arveson Raum.

Sei dazu n € N, ||| die euklidische Norm auf C* und B = {z € C" : ||z|| < 1} die
offene euklidische Einheitskugel. Fir o € N® und z = (2, ..., 2,) € C" benutzen wir
auBerdem die Bezeichnungen

n
k1|::§:a%
i=1
n
al = H a;!,
i=1

|a!
a — H?

n
2 =] ="
i=1

Definieren wir nun den Drury-Arveson Raum.

Definition 1.2.1. Die Menge

5\ 2
H(B,H) = Zaazaaaeﬂ,(z H%H) <00y,

aeN”? acN? Ta

wobei Y. anz® zundchst nur als formale Potenzreihe verstanden sei, bildet mit dem
aeN"
Skalarprodukt

a€ENn a€ENn acNn e

<z 1, Y baza> =y {arbaln
2 (B,H)

einen Hilbertraum und heiffit Drury-Arveson Raum.



Wir zeigen nun, dass der Hilbertraum .7 (B, H) aufgefasst werden kann als ein H-
wertiger funktionaler Hilbertraum tiiber B mit reproduzierendem Kern

K:BxB— L(H), (z,w)— (1-(z,w)) "idy.
Zunachst beweisen wir einige wichtige Identitéten.

Proposition 1.2.2. Seien z,w € B. Dann gilt

(1= (z,w) " = > yu2"w" (1.1)

aeN"

mit w* = (w®). Insbesondere ist

(L= 1l2l%)7" = > yale* (1.2)

aeN"?

Beweis: Fir x = (21, ...,x,) € C" mit i |z;| < 1 gilt mit dem Satz tiber die geometri-
sche Reihe -
(1_2@.) :Z<in> zz( S xx)
i=1 k=0 \i=1 k=0 \i1,..ip=1

Die innere Summe wollen wir nun mit Hilfe von Multiexponenten o € N™ ausdriicken.
Definiert man fir (iy, ..., i) € {1, ,n}k undv=1,...,n

a, = Anzahl ({j € {1, ...,k};i; = v}),

so ist @ = (o, ..., ) € N™ ein Tupel mit |o| = k und z;, - ... - z;, = 2. Ist @ € N", so
gibt es
n—1
kN (k—a k— Y o k! (k —aq)! (k — (Ja| — an))!
e i=1 — P
ay (o2 ap arl(k —a)! asl(k — a; — ay)! a,!(k — |a|)!
_ e
i=1
_ Jof!
Tl
:")/a

verschiedene Tupel (i, ...,i) € {1, ...,n}k, in denen fur jedes v = 1,...,n die Zahl v
genau «,-mal vorkommt. Also ist

(1—21:1-)1:%( Zn: “"il"'xik)ziZ%xaz ST ezt

k=0 \i1,...,ig=1 k=0 |a|=k aeNn

Mit z; = z;w; ist

=
eI

Sl = 3 Jaallund < (zu) (imr?) ‘1

i=1 i=1 =1 =1



fir z = (21, ..., 2,), w = (w1, ..., w,) € B. Also gilt die erste Formel.
Mit w = z erhalten wir nun

(L=1?) == () = Y 7z = Y val=P

acN” acN"
und damit Formel ([1.2)). O

Damit kénnen wir den Drury-Arveson Raum wie folgt charakterisieren.

Proposition 1.2.3. Alle Elemente im Drury-Arveson Raum definieren holomorphe
H-wertige Funktionen auf der offenen n-dimensionalen euklidischen Finheitskugel.

Fasst man die Elemente von (B, H) als H-wertige Funktionen auf B auf, so wird
H(B,H) C H® zu einem funktionalen Hilbertraum beziglich des Skalarprodukts aus

Definition [1.2.1]
Beweis: Sei [ = Y an,z* € (B, H) beliebig. Wir zeigen nun, dass die Reihe

aeN"?

> aez® auf B punktweise absolut konvergiert. Sei dazu z € B, also ||z|| < 1.
acNm?

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert zusammen mit Formel ([1.2]) aus Proposi-
2 llaaz®ll = 3

tion .22
1 >
o | (V7a2?)
aENn aeNn (v%

3 3
| o laal? .
= Z Z ’Ya|z |
acNn o aENn

1
o~
= I (x =1I=1%) *
< Q.
Daher konvergiert f = > a,2z* punktweise auf B. Da jede punktweise konvergente

aEeN"
H-wertige Potenzreihe auf B kompakt gleichméflig konvergiert, ist

fB—H 2z~ Z Ao 2"
aeN™
eine holomorphe, H-wertige Funktion mit

9°f(0)

al

Uy =
fiir & € N™. Damit erhalten wir auch, dass die Punktauswertungen

(B, H) — H, f— f(2)
fir 2 € B stetig sind, weshalb #(B, H) C H® ein funktionaler Hilbertraum ist. O

Wir zeigen nun, dass
K:BxB— L(H), (z,w)— (1-(z,w)) 'idy

der reproduzierende Kern des funktionalen Hilbertraums .72 (B, H) ist.



Proposition 1.2.4. Firw € B, x € H und f € 5€(B, H) gilt
(1) K(-,w)z e A(B, H),

ﬁ@)<fyz(07u0x>%%BJD ::<f(U0,$>H.
Beweis. Fiur w,z € B und x € H gilt nach Proposition und Formel (1.1

K(z,w)r = (1 — (z,w)) tidg ()
=(1—{z,w) '

= > Ya2uz
aeN”

= > (VazwW*)z".

aeN"

Wegen

AfaH2

W TW .
O L S ST

a€ENn Yo a€ENn
= JlzlP(1 = [Jw]*)~!
< 0

ist K(-,w)x € (B, H).
Seinun f = Y a,2* € (B, H). Es gilt

aeN"™

Ugs Vo LW
oK w)a) oy = 3 e 10t@)n
aeNP Vo

= Z (aqw®, z)y

aeN"
= Z oW, T) g
a€eN?
= (f(w), z)n
]

Satz 1.2.5. Der Drury-Arveson Raum € (B, H) ist ein H-wertiger funktionaler Hil-
bertraum tber B mit reproduzierendem Kern

K:BxB— L(H), (z,w)— (1-(z,w)) "idg.

Beweis: Nach Proposition ist (B, H) ein H-wertiger funktionaler Hilbertraum
iiber B. Nach Proposition und Satz ist

K:BxB— L(H), (z,w) — (1—{z,w)) tidy

der reproduzierende Kern von (B, H). O

10



Fir f = Y a.z* € (B, H) bildet die Familie (a,2%)

Nn
aeN”? ac

dem Hilbertraum .57 (B, H). Die Reihe > a,z® konvergiert in (B, H), da

aeN”

ein Orthogonalsystem in

2
S o= 3 1 <o
Yo

aeN"? aeN”?

ist. Also konvergiert die darstellende Reihe f = > a,2z® sowohl als Potenzreihe als

aeNn
auch im Hilbertraum 7 (B, H) gegen f.

1.3 Zeilenkontraktionen und der n-Shift

In diesem Abschnitt wollen wir nun Zeilenkontraktionen, und als spezielles Beispiel den
n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum, einfiihren.

Definition 1.3.1. Ein Tupel T' € L(H)" stetiger, linearer Operatoren auf einem Hil-
bertraum H mit

ST <idy

=1

heifit Zeilenkontraktion oder n-Kontraktion.

In einigen Fallen ist es einfacher eine aquivalente Charakterisierung von Zeilenkontrak-
tionen nachzurechnen. Diese liefert der nachfolgende Satz.

Satz 1.3.2. Sei T' € L(H)". Dann sind dquivalent:
(i) Das Tupel T ist eine Zeilenkontraktion
(ii) Die Abbildung
e: H* — H, (z;), — zn:ﬂxz

=1

1st eine Kontraktion.

(7ii) Die Abbildung
¢o: H— H", v (TF2)",

1st eine Kontraktion.

Beweis: Wir zeigen, dass die zu

Q: H" — f{, (Qﬁ)z;l — EE:QQIH.

i=1

adjungierte Abbildung durch

o' H— H", v~ (T]x)",

)

11



gegeben ist. Seien also z € H, y = (y;)".; € H™. Dann gilt

(" (@), y)un = (z, 0 (y))
zﬂ: (x, Tyyiyu
<( T)i1, Y) -

Nun zeigen wir, dass pp* < idg genau dann gilt, wenn [|¢|| < 1 ist, sodass mit
p* = T}
i=1

die Behauptung folgt.
Die Abbildung idy —pe* ist genau dann positiv definit, wenn fiir alle x € H

< ((idg —pp*)(z), z)

= (z,2) = {pp"(2), 2)

= [l2]1* = {¢"(z), ¢"(2)) i
= [lzlI* = ll" ()|

gilt, d.h. genau dann, wenn * und damit auch ¢ eine Kontraktion ist. O]
Wir beweisen nun eine Abschatzung, die wir spater noch benotigen werden.
Lemma 1.3.3. Sei T' € L(H)" Zeilenkontraktion. Dann gilt fir jedes A € C"

> AT

i=1

< IAll-

Beweis: Da die Abbildung ¢: H" — H, (x;)i, — Z T;x; aus Satz|1.3.2|eine Kontrak-

i=1

Ap 0
tion ist, gilt fir A = mit A = (A1, ..., \,) € C" und © = ()", € H"
0 An
> AT = lle(An)|| < [[Az]| < AL =l < A [l
i=1

womit die Behauptung folgt. m

Ein sehr wichtiges Beispiel einer Zeilenkontraktion ist der n-Shift auf dem Drury-
Arveson Raum. Dazu definieren wir uns zunéchst die Multiplikationsoperatoren mit
den Koordinatenfunktionen und fassen diese dann zum n-Shift zusammen.

12



Seien zundchst i € {1,..,n} und @ € N" so, dass a > ¢; mit ¢; = (d;;)}_, gilt,
d.h. a; > 1. Dann gilt mit der Definition von 7,

|a—e;]!
_ ly! ]
Ya—ei _ Gazet _ (Jo[ =Dl i (1.3)

o BT {a—eloll ol =

Somit kénnen wir die erste wichtige Aussage iiber die Multiplikationsoperatoren mit
den Koordinatenfunktionen formulieren.

Lemma 1.3.4. Furi=1,...,n ist die Abbildung

M. : #(B,H) — #(B,H),
[ = zaf

stetig, linear und kontraktiv. Auflerdem gilt

M., (Z aaza) = ) a2 =) aa—e, 2% (1.4)

aeN? aeN? a>e;

Beweis: Sei i € {1,...,n} beliebigund f = > a,2* € (B, H).

aeNnP
Dann hat die Funktion
B— H, z+— 2z f(2)

die Potenzreihenentwicklung

sz(z) = Z aaza—i_ei = Z aa—eiza

aeN” a>e;

auf B. Wegen

Z ||aa—ei||2 _ Z Haoz—eiHQ'Ya—ei

a>e; Ve a>e; Yo Ya—e;

_ Z e, 27017&

a>e; Ja—ei o

_ Z laa—c* Q5

a>e; Ja—ei |af

ist z.f € (B, H) mit [|z.f]” < || f]|

Da M, offensichtlich linear ist, folgt damit auch die Stetigkeit und Kontraktivitét von

M,,. Formel 1} folgt, da fir f = Y a,2* € (B, H) die Reihe Y. a,z® in dem
H

acN" acNT

Hilbertraum B, H) gegen f konvergiert. O
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Nun kénnen wir den n-Shift definieren.

Definition 1.3.5. Das Tupel M, = (M,,,...,M,,) € L( (B, H))" heifit n-Shift oder

n-dimensionaler Shift.
Im néchsten Lemma betrachten wir den zu M., adjungierten Operator.
Lemma 1.3.6. Fir f = Y. a,z*€ A (B,H) undi=1,...,n gilt

acN”
M * . ,701 «
Zi f_ Z —  Qate® -
aENP Yate;
Beweis: Wegen
B+€i>

1
:<$,y>(5a, e
B+ ~

«

(M2 y2") = (22, y2

7&76’
< 1
Ve
fir alle z,y € H und o, 8 € N gilt mit v,_, = 0 fiir a; =0

22°7% y2P)

M*xz® = Jazes A
o
k3 fya

fir alle z,y € H und o, 8 € N". Da M} fir i = 1,...,n ein stetiger linearer Operator
ist, folgt die Aussage fiir alle Polynome f = > a,2* € (B, H),a, € H und wegen

o<k
LH{zz*: x € Ha e N} = (B, H)
fir alle f € (B, H). O

Wir kénnen damit folgern, dass der n-Shift eine Zeilenkontraktion ist.
Satz 1.3.7. Der n-Shift M, ist eine vertauschende Zeilenkontraktion auf (B, H).

Beweis: Da die Multiplikationsoperatoren M, einer Multiplikation mit z; entsprechen
und diese kommutativ ist, ist der n-Shift ein vertauschendes Tupel.
Bleibt noch die Eigenschaft einer Zeilenkontraktion zu zeigen. Wir werden dazu zeigen,

dass id . s,m) — > M., M, die orthogonale Projektion auf den Unterraum der konstan-
i=1

ten Funktionen in 57 (B, H) ist.
Fir alle f = Y an,2* € (B, H) gilt nach Lemma [1.3.6{ und mit Formel (1.3])

aeN"”

ZMZzMz*Zf:ZMzz Z Ja (la_;,_eiza

i=1 i=1 aenn Tate;
n
o Ya—e; a
=2 o?
i=1 a>e; Vo
n
(67 o
=2 D ila?
i=1 a>e; Oé‘
o
> aaz® = ag,..0)
aeN"?
=f- a(o,...,0)

14



n
Da Projektionen positiv sind, ist somit id s ) — >- M., M, positiv, und damit folgt,
i=1

dass der n-Shift eine Zeilenkontraktion ist. O]

Bemerkung 1.3.8. Fir den n-Shift sei M} definiert als das Tupel der Adjungierten
der Multiplikatoren mit den Koordinatenfunktionen, also M} = (M} )i,. Da das Tupel
M, vertauschend ist, ist auch das Tupel M} vertauschend.

15



2 Der Satz von Beurling fiir
Zeilenkontraktionen

2.1 Reine Zeilenkontraktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir spezielle vertauschende Zeilenkontraktionen. Sei H
ein beliebiger Hilbertraum tiber C.
Fiir ein Operatortupel 7' € L(H)™ definieren wir die Abbildung

or: L(H) — L(H), X — > T,XT;.
i=1

Lemma 2.1.1. Die Abbildung or ist positiv, d.h. es gilt op(X) > 0 fir alle X € L(H)
mit X > 0.

Beweis. Sei X € L(H) mit X > 0. Dann gibt es einen Operator A € L(H) mit
X = AA*. Daher folgt

or(X) = S TXT; = Y TA(TAY > 0.

i=1 i=1
O
Lemma 2.1.2. Fir k € N\ {0} gilt
oh(X)= > T,.T,XT;.T.
iy =1
Falls T' ein vertauschendes Operatortupel ist, gilt
(X)) = > A TOXT. (2.1)
ol

Beweis. Die erste Formel gilt offensichtlich. Fiir vertauschende Tupel T folgt die zweite
Formel mit dem kombinatorischen Argument aus dem Beweis von Proposition [1.2.2]
O

Sei T € L(H)" eine Zeilenkontraktion. Dann gilt fiir k € N
ok (idy) — okt (idy) = ok (idg —or(idg))
= by = 3 TTY)
>0, B

d.h. (O‘%(id H)>k€N ist eine monoton fallende Folge positiver Operatoren auf H.
Wir zitieren nun den folgenden wohlbekannten Satz (siche etwa Lemma 1.8 in [18]).
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Satz 2.1.3. Sei (T),)nen €ine monoton fallende Folge positiver Operatoren in L(H).
Dann konvergiert (T,,)nen punktweise gegen einen positiven Operator T in L(H).

Das bedeutet, es existiert ein positiver Operator A, € L(H) mit
Asz = lim o} (i 2.2
oo = lim oy (idp)z (22)

fir alle x € H.
Wir definieren nun den Defektoperator

1

Dy — (mH _ ZITT> Cecm) (2.3)

Sei aulerdem Dr = DrH C H.
Satz 2.1.4. Sei T' € L(H)" eine vertauschende Zeilenkontraktion. Die Abbildung
mr: H— (B, Dr), x+— Z (Yo DrT*x) 2

acNn

ist eine wohldefinierte stetige, lineare Kontraktion und erfillt
Ty = M 7p
firi=1,...,n sowie
lera|* = ||/l — (A, 2)a
fir alle x € H.

Beweis. Zunachst gilt

N
=> > TDiT.

J=0 aeN",|a|=j

Fir z € H und N € N folgt mit dieser Formel

DT .
Z H’y T ||H — Z <’}/aTaD%T a$7x>H

aeNT ’)/Oé aENT
lo|<N lo|<N
N
_ a 2 ko
- <Z Z 7&T DTT ZL’,J?>H
j=0 aeNT
o=

<1dH —0'7]\1[+1 (ldH)l', l’>H

(ox T (idp)z, z)

17



Damit ist 77 eine wohldefinierte Kontraktion und es gilt sowohl

>

a€N? |a|<N «a

Ve DrT* x|

2
— ||7TTx‘|jf(IB%,DT)

als auch )
Vo DTz}

— Jl|* — (Asz, z)

>

a€eN? |a|<N Ta
fir N — oo. Also gilt fir alle x € H
2 2
||7TT$||J"f(IB,DT) = [|z|” = (Ao, 7).

Die Linearitit der Abbildung ist offensichtlich.
Zeigen wir zuletzt 77T = M np fir © = 1,...,n. Seien dazu x € H und ¢ = 1,...,n.
Dann gilt nach Lemma [I.3.6]

M mpx = M: > (yaDrT™z) 2°

aeN?
o 701 *o+e; o
- Z — Ya+te; DTT Trz

aeNn Jote;

= S DT (T )

aeN"

= (T x).

Wegen ||mrz||? = ||]|% — (Ase, 2) g ist w7 also genau dann eine Isometrie, wenn

. k. -
l}l_}Igo op(idg)z =0

fir alle z € H gilt.
Definition 2.1.5. Fine Zeilenkontraktion T € L(H)™ mit der Eigenschaft
. k /- .
kh_g)lo orp(idg)r =0
fir alle x € H nennt man rein oder C.y-Kontraktion.

Im néchsten Lemma sehen wir, was das fiir einen einzelnen Operator T" € L(H) be-
deutet.

Lemma 2.1.6. Fir eine Kontraktion T € L(H) sind dquivalent
(i) T ist rein, d.h. fiir jedes x € H gilt T*T**z — 0 fiir k — oo,

(ii) Fiir jedes v € H gilt T**x — 0 fiir k — oo.

18



Beweis. Falls (i) gilt, folgt fir x € H
HT*%HZ — (T, Ty
= (TFT** 3, x)
< o] 1o
— 0

fiir £ — oo.
Gilt (ii), so folgt fir z € H

HTkT*ka;H <|T|* HT%H —0

fiir k — oo, da ||T||" < 1 fiir alle k € N ist. O

Wir haben in Satz also gezeigt, dass fiir eine beliebige reine vertauschende Zei-
lenkontraktion 7" € L(H)" ein Hilbertraum £ und eine Isometrie

mr: H— (B, E)

existieren mit der Eigenschaft
T Tﬂ* =M ;7T T

fir ¢ = 1, ..., n. Eine solche Abbildung 77 nennen wir Dilatation von T'.

Um zu sehen, dass auch die Umkehrung gilt, d.h. dass jedes Tupel T' € L(H)", fiir das
eine solche Dilatation existiert, eine reine vertauschende Zeilenkontraktion ist, zeigen
wir zunéchst, dass der n-Shift M, rein ist.

Satz 2.1.7. Sei F C H" ein H-wertiger funktionaler Hilbertraum auf einer Menge
A C C" so, dass

(i) M, € L(F)" eine Zeilenkontraktion ist und

(i) LH{K(,N)z: A€ ANB,x € H} = F ist.
Dann ist M, € L(F)" eine reine Zeilenkontraktion.

Beweis. Wir missen also zeigen, dass
lim ok, (idz) f=0 (2.4)
k—o0 #

fir alle f € Fgilt.
Da (U’M(id;))keN
(Haﬁz(idf)H)keN monoton fallend, sodass (Uﬂz(id;))keN beschrankt ist. Wegen der
Voraussetzung (ii) gentigt es die Gleichung fur alle f = K(-,\)xz mit A € ANB

eine monoton fallende Folge positiver Operatoren ist, ist auch
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und z € H zu zeigen. Seien also A € ANB,xz € H und f = K (-, \)z. Fiir jedes a € N"
und h € F gilt

<h7 (M;)a K('> /\)ZE> = <Mgha K('v )\)ZL">
= (z%h, K (-, \)z)
= A% (h(A), z)
= \%h, K(-,\)x)
= <h= XQK(W )\)l‘>,

also (M*)* K(-,\)z = X*K(-, \)z. Damit folgt

oy, (dr) f= Y 1aMIMIOK(, Nz

—0
fiir K — oo, denn wegen \ € B gilt
n 2
SR < N0
i—1
fiir & — oo nach Lemma [[.3.3] O

Korollar 2.1.8. Der n-Shift
M, e (2 (B,H))"
st eine reine Zeilenkontraktion.

Beweis. Die Aussage folgt aus Satz [1.3.7, Lemma und Satz 2.1.7] O

Satz 2.1.9. Sei T' € L(H)" so, dass ein Hilbertraum & und eine Isometrie
7. H— 5(B,¢E)

existieren mit der Figenschaft
I = M, m

firi=1,....,n. Dann ist T eine reine vertauschende Zeilenkontraktion.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass 1" ein vertauschendes Operatortupel ist. Fir ¢, 7 =
1,...,n gilt

m (BT = TT7) = (M2 Mz, = MM ) m
0

da M, ein vertauschendes Tupel ist.
Fir z € H gilt auBlerdem

n

((idg — ZTT* v,x) = (z,z) — Y (T}z, T x)
i=1 i=1

= (rz,7x) — Y (7T} z, 7T} z)
i=1
= (rz,ma) =Y (M mwx, M wx)
i=1
((idg — ZM%M Yrx, T
i=1
>0

9

da M, eine Zeilenkontraktion und 7 eine Isometrie ist. Damit ist auch T eine Zeilen-
kontraktion.
Zeigen wir zuletzt, dass T rein ist. Fir x € H gilt

<a§1(idH)x, x) = Z Yo {TTx, x)
a€eN™ |a|=k

= Y yu{rT 0z, 7T*)

a€eN” |a|=k

= > (M M, )

aeN" |a|=k
= (o}, (idy@e))mr, mr)

— 0

fir K — oo, da M, rein ist. m

2.2 Beispiele reiner Zeilenkontraktionen

Mit Hilfe von Satz betrachten wir nun weitere Beispiele fiir reine Zeilenkontrak-
tionen. Dazu sei (ag)r>o eine Folge in (0, 00) mit ag = 1 so, dass

(i) die Potenzreihe f(z) = %o: arz® Konvergenzradius R = r? > 0 besitzt und

(i)

keN
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Nach Satz 1.12 und Satz 1.15 in [24] definiert
K: B,(0) x B,(0) » C, K(z,w) = f ({z,w))

eine positiv definite Abbildung und der zugehoérige funktionale Hilbertraum H = H (K)
hat die Form

(NI

|
H={h=Y ¢z c0B,0): [|h] = —= o] <oop CO(B(0)).
veNn ven apy[v|!

Nach Lemma 2.4 in [24] ist M, € L(H)" eine wohldefinierte Zeilenkontraktion. Genauer
gilt:

Ist Ey, k € N die Orthogonalprojektion von H auf den Raum der homogenen Polynome
vom Grad k£ und Pr. die Projektion auf das orthogonale Komplement von C in H, so
gilt nach Lemma 2.4 in [24]

SOM. M7 =S0T - #=LE,

i—1 k=1 9k
<SOT - E;
k=1
== ch_
<id.

Also ist M, € L (H)" eine Zeilenkontraktion, die Satz zufolge rein ist.

Fiir konkrete Beispiele betrachten wir nun den Fall R = r = 1 (siehe Example 2.52 in
[25]). Fiir jede reelle Zahl o« > —n definiert

_1T'n+a+k+1)
M = 1 'n+a+1)

eine Folge in (0, 00) mit ag, = 1 und

Ak o k+1 <1

1<+— = <
g1 NHa+k+1

fir k£ > 0. Fur f.(z) = § Ao 2" ist
k=0

K; :BxB—C, (z,0) = fo((z,w)) = <1>>n+a+1

1—(z,w

der zugehorige reproduzierende Kern.
Sei H, = H(Ky,). Nach Example 2.52 in [25] sind

H_, = ¢ (B) der Drury-Arveson Raum,
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H ,=H*B)= {f cO): sup [ |f(ré)]de < oo} der Hardy-Raum,

0<r<10B

Hy=L:(B) = {f cOM): [IffPdr < oo} der Bergman-Raum und fiir o > —1
B

H, = {f ceOB): [ |f|2 (1—|2])%d)\ < oo} die gewichteten Bergman-Réume.
B

2.3 Der Satz von Beurling fiir Zeilenkontraktionen

In diesem Kapitel verallgemeinern wir einen berithmten Satz von Beurling aus dem
Jahr 1949 (siehe Theorem IV auf Seite 253 in [10]). Hierzu beachte man zunéchst, dass
fiir n = 1 der Drury-Arveson Raum

H(D,C) = {f Zakzk:ak eC|fll = (Z ]ak|2> < oo}

keN keN

mit dem Hardyraum H?(D) iiber der Einheitskreisscheibe D C C iibereinstimmt.
Definition 2.3.1. Sei T' € L(H)".

(a) Fin abgeschlossener Teilraum S C H heifft invariant fur T, falls T;S C S fir
jedes 1 = 1,...,n ist. Wir schreiben Lat(T') fir die Menge der abgeschlossenen
invarianten Teilrdume fir T .

(b) Ein abgeschlossener Teilraum S C H heifit reduzierend fiir T, falls S und S+
invariante Teilraume fiir T sind.

Sei m € M*(0D) das normalisierte 1-dimensionale Lebesguemafl auf oD.

Definition 2.3.2. Eine Funktion f € H*(D) heifit innere Funktion, falls 11%111 lf(rz)| =
1 fiir m-fast alle z € 0D gilt.

Satz 2.3.3 (Satz von Beurling, 1949). Ein abgeschlossener Teilraum S C H*(D) ist
genau dann ein invarianter Teilraum fir M, € L(H?*(D)), wenn eine innere Funktion
0 € H*(D) existiert mit

S=0H*D)={0f : f € H*(D)}.

Mit unseren bisherigen Ergebnissen erhalten wir nun eine Verallgemeinerung des Satzes
von Beurling fur beliebige reine vertauschende Zeilenkontraktionen 7' € L£(H)™.
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Definition 2.3.4. Seien H, K Hilbertraume. Fine Abbildung V: H — K heifit parti-
elle Isometrie, falls V(e vrye o (ker V)t — K isometrisch ist.

Satz 2.3.5. Seien H, K Hilbertrdume. Es sind dquivalent
(i) V € L(H, K) ist eine partielle Isometrie,
(i) V* € L(K, H) ist eine partielle Isometrie,
(iii) V*V ist eine Orthogonalprojektion.
In diesem Fall ist V*V die Orthogonalprojektion auf (ker V)=*.

Beweis. Sei zunichst V' eine partielle Isometrie und f € (ker V)*. Dann gilt

(f,9) =V, Vg) =(V'Vf g)

fiir alle g € (ker V))* und
{(f,9)=0=(V"Vfyqg)

fiir alle g € ker V. Also ist V*V f = f. Fiir beliebiges h = fo+f € ker Ve (ker V)*+ = H
folgt dann

VVh=V*'Vf+VVF=VVf=F

Damit ist V*V die Orthogonalprojektion auf (ker V).
Sei nun V*V ist eine Orthogonalprojektion auf einen Teilraum M C H. Es ist V|
isometrisch, denn fir f € M gilt

VAP = (VVEF) = AP
Zeigen wir nun, dass M = (ker V)* gilt. Fiir g € M+ gilt
IVglI* = (V*Vg,g) =0,
so dass g € ker V ist. Damit folgt M+ C ker V. Fiir f € M und g € ker V gilt auerdem
(f.9)=(V[,Vg) =0,

so dass M C (ker V)t folgt. Damit ist V eine partielle Isometrie.
Sei nun V eine partielle Isometrie. Wir zeigen, dass V* eine partielle Isometrie ist.

Da V*Vf = f fiir alle f € (ker V)t gilt, folgt VV*g = g fiir alle g € V((ker V)1).
AuBlerdem gilt
V((ker V)*) = V((ker V)= @ ker V)
=VH
= (ker V*)*.
Somit ist VV* Orthogonalprojektion auf (ker V*)1 also ist V* partielle Isometrie. [

Der néachste Satz liefert die Grundlage fiir unsere Verallgemeinerung des Satzes von
Beurling.
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Satz 2.3.6. Sei T' € L(H)" eine reine vertauschende Zeilenkontraktion und S C H
beliebig. Dann ist S € Lat(T) genau dann, wenn ein Hilbertraum £ und eine partielle
Isometrie w: A (B,E) — H existieren mit Tym = wM,, firi=1,...,n und S = Imm.

Beweis. Falls & und 7 wie in der Aussage existieren, gibt es fiir jedes z € S ein
fe A (B,E) mit n(f) = x. Dann folgt firi =1,....n

Tix =Tiw(f) =nw(M,,(f)) € Imm=S.

AuBlerdem ist S C H als Bild einer partiellen Isometrie ein abgeschlossener Teilraum.
Sei nun S € Lat(7). Da T eine Zeilenkontraktion ist, ist die Abbildung

Q: H" — H, (xi)?zl — ZT‘Z.CE%
i=1
nach Satz kontraktiv und somit auch die Abbildung

QDLS”: S"— Ha (xi)zn:l = anla
i=1
wobei |sn(S™) C S gilt wegen S € Lat(7T). Damit ist T'|s = (Ti]s, ..., Tnls) € L(S)"
eine Zeilenkontraktion.
Zeigen wir nun, dass T'|s rein ist. Fur z,y € S gilt

(PST* |2, ) = (T )

= {z, T%)

= ((T1s)™ x,y),
also PsT**|s = (T)s)™. Damit gilt

(ok(idy)r, x) = > W (TT*z, z)

a€eN™ |a|=k

= > (T, T*)
aeN” |a|=k

> Z ’ya<PST*a£E, PST*al’>
a€eN |a|=Ek

= Y 7(T*PsT*xz,x)
aeN? |a|=k

= > %l{(Tls)* (T]s)™ x,2)
aeN” |a|=k

= <U§Z|S(id3)x, x).

Da T rein ist, folgt wegen
(0% (idy)z, 2) — 0

fir k — oo auch, dass T|s rein ist.

Wir wahlen nun & = Dp|g wie in Formel bei der Definition des Defektoperators.
Fiir die gesuchte partielle Isometrie 7 : J#(B, ) — H wéhlen wir 7 = i o (7p|)* mit
der Inklusionsabbildung i: & — H und mp), aus Satz Nach Satz gilt dann
Tim = nM,, fur i = 1,...,n. Da T|s rein ist, ist mp| eine Isometrie. Damit ist (m7g)*
surjektiv und es folgt Im7m = §. O
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Im néchsten Satz (vgl. [7], Proposition 1.7.9) geben wir 4quivalente Bedingungen dafiir,
dass ein Operator T' € L(H;, Hy) zwischen funktionalen Hilbertraumen Hi, Hy ein
Multiplikationsoperator ist.

Satz 2.3.7. Seien &1,&y Hilbertraume, Hy C 51X,H2 - 52X funktionale Hilbertrdume
iber einer beliebigen Menge X und 01,: Hy — &,02.: Hy — & die Punktauswertun-

gen in z € X. Zudem sei 01, surjektiv fir alle z € X. Dann sind fir einen Operator
T € L(Hy, Hy) dquivalent:

(i) Fir f € Hy und z € X mit f(z) =0 gilt (Tf)(z) =0,
(ii) fir jedes z € X gilt T* (Im 55‘72) C Im &7

1,27

(iii) T ist ein Multiplikationsoperator, d.h. es existiert eine Funktion 6 : X — L(&1, &)
mit Tf =0f fir alle f € Hy.

Beweis. Fir f € H;y und z € X mit f(z) = 0 gelte (T'f)(z) =0, also
T ker 6y, C ker g ,.

Da ;. surjektiv ist, ist Im d; . abgeschlossen und damit auch Im 67 .. Also gilt
Im 67, = (ker o)

Damit folgt

T (Im 5§Z) cT” ((ker 527Z)L>
C (kerdy )"

=Imody .

Es gelte nun (ii). Da d;, fir z € X surjektiv ist, existiert eine Rechtsinverse i, , €
L(&1, Hy) fur 6; .. Wir definieren nun die Abbildung

0: X — £<51,€2>, Z 52,zTZ.1,z'

Seien nun f € Hy,z € X und y € &. Nach Voraussetzung existiert ein z € & mit
1705 .y = 07 ,x. Damit folgt

(0(2)f(2), y) = (i1, (), T"63.y)
= (1. f(2), 01 .2)
(f(z),2)

= (f,01.7)

= (f,T703.y)

={(Tf)(2),y)
Es gilt also T'f = 6f fiir alle f € H;.
Die Implikation von (iii) nach (i) ist trivial. O
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Seien 2 C C" offen und D, £ Hilbertraume. Eine Abbildung f:  — D heifit holo-
morph, falls f stetig ist und fiir jedes a € 2 die Grenzwerte

o, flathej) — f(a)

h—>0 h

9;f(a) =

fir j = 1,...,n in D existieren. Fiir eine Funktion g: Q — £(D, £) kann man mit dem
Prinzip der gleichméfligen Beschranktheit zeigen, dass g genau dann holomorph ist,
wenn fiir jedes x € D die Funktion

Q=& 2z g(2)(2)
als £-wertige Funktion holomorph ist.

Satz 2.3.8. Seien D, & Hilbertriume und seien H(D) C D%, H(E) C EY funktionale
Hilbertraume tiber einer Menge 2 C C" so, dass gilt

(i) M, e L(H(D))" ,M, e L(H(E))",
(i1) dx: H(D) — D ist surjektiv fir alle X € Q,

(iii) ker o) = i(zz — Xi)H(D) fir alle A € Q.

=1

Dann gibt es fiir jeden stetigen linearen Operator w: H(D) — H(E) mit wM,, = M, 7
firi=1,...,n eine eindeutige Abbildung 0: Q — L (D, &) mit

nf=0f

fir alle f € H(D).
Ist Q C C" offen, D C H(D) und H(E) C O (L, E), soistO: Q@ — L(D,E) holomorph.

Beweis. Sei f € H(D) und A € Q mit f(\) = 0. Wegen (iii) existieren dann Funktionen
fi = Zl( Ni)fji € Z(zZ MN)H(D),j € N, f;; € HD) mit f; — f in H(D) fir
7 — o0. Damit folgt

(P = lim (x£,)()
= lim (7?2”: fﬂ>( )

]-}OO i=1
= i — )T
lim (; )7 fi )( )
= 0.

Mit & =D, & = E,X = Q,H, = H(D) und Hy, = H(E) liefert Satz dann die
Existenz einer Funktion 0: Q — L£(D, ) mit nf = 6f fir alle f € H(D).
Falls Q C C" offen, D C H(D) und H(E) C O (Q, ) ist, ist

0(z)(z) = (0x)(2) = (m)(2)

fir alle x € D holomorph in z € €. Also ist wegen 7z € H(E) die Abbildung 6: 2 —
L(D, E) holomorph. O
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Korollar 2.3.9. Seien D,E Hilbertraume und sei H(E) C O(B,E) ein funktionaler
Hilbertraum aus analytischen Funktionen so, dass M, € L(H(E))™ wohldefiniert ist.
Zu jedem Operator m € L (H2(B, D), H(E)) mit M, = M, existiert eine analytische
Funktion 0: B — L(D, ) mit

(mf)(z) = 0(2)f(2)
fiir alle f € H2(B,D) und z € B.

Beweis. Wir zeigen, dass die Bedingungen (¢7) und (#i¢) in Satz fir D erfillt sind,
wenn D[z] = H(D) gilt, wobei

D|z] :{ > anz*: N € N,a, € D fir alle | SN}

lo|<N

die Menge der D-wertigen Polynome in z1, ..., z,, sei. Der Drury-Arveson Raum H (B, D)
erfilllt diese Bedingung, denn fir f = > a,2* € H(B,D) konvergiert die Reihe
acN"

> aez® in H(B, D) gegen f.

a€eNn

Es gelte also D[z] = H(D). Dann gibt es zu jedem f € H(D) und A € Q mit f(\) =0
eine Folge (pr) in D[z] mit p, — f fiir k& — oo. Wir definieren p, = pr — pr(N). Da
nach dem Graphensatz die Inklusionsabbildung D — H (D) stetig ist, folgt p, — f fur
k — oo. Fiir alle k € N gilt auflerdem p;(A) = 0 und daher

Pr € zj:(zl —\i)D[z] C Z(zl — \)H(D),

=1
sodass
f= lim py € ;(z — \)H (D)
folgt. Die Bedingung (ii) gilt, da D C D[z] C H(D) ist. O

Wir formulieren nun eine Version des Satzes von Beurling fiir Zeilenkontraktionen.

Korollar 2.3.10. Sei £ ein Hilbertraum und H(E) C O(B,E) ein funktionaler Hil-
bertraum aus analytischen Funktionen so, dass M, € L(H(E))" eine Zeilenkontrakti-
on ist. Set S C H(E). Dann ist S genau dann ein abgeschlossener invarianter Teil-
raum fir M, € L(H(E))", wenn ein Hilbertraum D und eine analytische Funktion
0:B— L(D,E) existieren so, dass

My: (B, D) — H(E), frr Of
eine partielle Isometrie ist mit Im My = S.

Beweis. Da die Zeilenkontraktion M, € L(H(E))" nach Satz rein ist, erhalten
wir mit Satz [2.3.6] dass S genau dann invariant fir M, ist, wenn ein Hilbertraum D
und eine partielle Isometrie = : J#(B, D) — H(E) existieren mit M, m = wM,, fir
t=1,...,nund § = Im 7. Damit folgt die Aussage aus Korollar 2.3.9 O
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3 Der Satz von Beurling fiir
m-Hyperkontraktionen

3.1 m-Hyperkontraktionen

Wir wollen die Ergebnisse tiber den Drury-Arveson Raum aus Kapitel 2| nun auf funk-
tionale Hilbertraume mit reproduzierendem Kern

idgy
(1= (z,w)"

fir m € N* verallgemeinern. Wir gehen zunéchst vor wie in [21]. Sei dazu im Folgenden
T € L(H)" ein vertauschendes Operatortupel auf einem Hilbertraum H. Mit Hilfe der
Abbildung

Kn:BxB— L(H), (z,w) —

or: L(H) = L(H), X = Y T,XT;

i=1

aus Kapitel 2.1] definieren wir Defektoperatoren héherer Ordnung.

Definition 3.1.1. Fir m € N definieren wir den Operator
Agﬂm) = (idE(H) —O'T)m (ldH)

Bemerkung 3.1.2. (a) Fir den Operator A(Tl) gilt A(Tl) = D2 mit dem Defektope-

rator Dy aus Formel ([2.3)).

(b) Sei m € N*. Es gilt
A =31y (" o)
=0 J
und mit Lemma [2.1.2] erhalten wir

|
A(m) _ (_1)|a|LTaT*a‘
T aeN”Z,lgme al(m — |af)!

Lemma 3.1.3. Es gilt genau dann A(T” > 0, wenn or eine Kontraktion ist.

Beweis. Es gelte Ay >0, d.h. TyT} + ... + T, T < idy. Dann gilt fir X € £(H) und

29



r,ye H

[or(X)a,y)| = D_(XT2, T}'y)

=1

< XN NT [Ty

i=1

<1Ix] (Z |m*xu?) (Z |m*yuz>
=1

i=1

< [IXTHz (w1

) |

denn nach Satz [1.3.2] gilt
.12 2
DT < 2]
i=1

fir jedes z € H. Also ist |lor|| < 1.
Ist or eine Kontraktion, so ist ||op(idg)|| = [|TWTy + ... + T, T < 1, also ThTy + ... +
T,7* < idy. 0

Lemma 3.1.4. Fir m € N* sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Es gelten sup ||o5(idy)|| < oo und AFY > 0.
seN

(b) Es gelten A(Tl) >0 und A(Tm) > 0.
(c) Es gilt A%“ >0 firk=1,....m.
In diesem Fall nennen wir das Tupel T' m-Hyperkontraktion.

Beweis. Die Implikation von (c) nach (b) ist trivial und mit Lemma erhalten wir
die Implikation von (b) nach (a).
Es gelte nun Aussage (a). Fir m = 1 ist die Aussage klar. Sei z € H und m > 2. Fir

s € N definieren wir
S m—1
as = (o7 (A(T )) x,x).

Dann gilt fiir s € N

as — asr1 = (o5 (idg(H) —(TT) (A(Tm_1)> T, )
o () )
>0

wegen Lemma [2.1.1] Also ist (as)sen eine monoton fallende Folge reeller Zahlen. Fiir
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jedes N € N gilt auflerdem

N

= > ((idean —or)or (AF ™) @, 2)

s=0

= [S((o () o3t (7))

=0
(ideqn - N“)( " 2)) z)]

(ideqm —of ) ((id, )" 2(idn)) z, 7))

(
(
s/ . m—2
< | 1+ sup|loz(idg)|| OdaH>—UT)
seN
S

Wire as, < 0 fiir ein sp € N, so wiirde

so+k
> <kay, — —o0
s=so+1

fir £ — oo folgen im Widerspruch zur Beschranktheit der Partialsummenfolge von

% as. Also gilt ag > 0 fur jedes s € N. Insbesondere gilt ag = (Agpm_l)x,:w > 0 und
s=0

daher A(qu) > (. Induktiv folgt nun Agfc) > 0 fiir alle k <m — 1. O

Bemerkung 3.1.5. Bei der iiblichen Definition vom m-Hyperkontraktionen verlangt
man (zumindest im Fall n = 1), dass A(Tz > 0und Aj. (™) > 0 gilt. In [13] nennen Chavan
und Kumari Tupel, die die Bedingungen aus Lemma erfiillen, daher Zeilen-m-
Hyperkontraktionen. Der Einfachheit halber werden wir von m-Hyperkontraktionen
sprechen.

Korollar 3.1.6. Sei m € N*. Ist T' eine m-Hyperkontraktion, dann gilt
0< A < AP Y < < AR <idee

Beweis. Fur k=1,2,....m — 1 gilt

AP — AT = (1) —or)*(idir) — (id ey —or) ™ (i)
= UT(ldL(H) —or)*(idg)
>0,
denn es ist (idz) —or)*(idy) = Agc) > 0 nach Lemma [3.1.4 O

Lemma 3.1.7. Firm € N* und N € N gilt
N m—1 .
s+m-—1 s m . N +7 .
3 (o () == (Y ) (a9
s=o \ M — j=0 J

Beweis. Sei N € N. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach m. Ist m = 1, so
gilt

N N
Z O'%Ag}) = Z O’%(ldg([{) —UT)(idH) = <1d£(H) ) (ld )
s=0 s=0
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Die Aussage gelte nun fiir m — 1 € N*. Dann folgt

% <s+m— 1>J;} (A(Tm))

s=0 m_1
N (s—l—m—l

s )@dﬁ(m — 7)o (A
s=0

N
(m—1) s+m-—1 _ s+m—2 < (m—1)
s e ()0 )

B (N—l—m - 1>U¥+1 (A(Tm71)>

m—1

m—1
N

. s+m—2 s (m—1) N+m-—1 N+1 (m—1)

= (e ) = (Vo (o)
m—1 N . )

TS ( ﬂ)o—fgﬂ (29)
=0\ J

nach Induktionsvoraussetzung. [

Lemma 3.1.8. Ist T € L(H)" eine m-Hyperkontraktion fir ein m € N* und x € H,
dann gelten

(a) Der Grenzwert A}im Nk (g (A%“)) x,x) existiert fir alle k =0,....,m — 1 und es
—o0

gilt ]\}im Nk (ol (Agf)) z,x) =0 fir 1l <k <max{l,m — 1}.
—00

(b) Es gilt 5> sk=1{os, (Ag@) z,x) < oo firk=1,..,m.
s=0

Beweis. Wir beweisen die Aussagen gleichzeitig per Induktion nach k.
Wegen AY > 0 und o (A(Tl)) > 0 fir alle N € N, gilt

(o (idg )z, z) — (o (idp)z, ) = (of (AY) z,2) > 0.

Damit ist (<0'7]Y (idH)x,x>)N>1 eine monoton fallende Folge nichtnegativer Zahlen, so-

dass der Grenzwert

. Ny
lim (o (idr ), 2)

existiert. Damit gilt (a) fir k£ = 0.
Auflerdem gilt

[e%s) N
> (o7 (A(Tl)> T, x) = J&I_I)noo > ((demy —or)oy(idy)z, z)
s=0 s=0

1 . N1

= J\ll_l)noo«ldL(H) opr ) (idy)z, )

= o]~ Jim (o3 (id ), 2)

< 00,
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daher gilt (b) fur k = 1.
Wir nehmen nun an, dass (b) fiir ein 1 < k < max{1,m —1} gilt und (a) fiir £k — 1 und

)

zeigen (a) fur k. Setzen wir as = (o7 (A§f“ ) x,x), so ist a; > 0 und

as — asr1 = (o7 (A(kﬂ)) xz,x)y >0

fiur alle s € N, denn Lemma liefert Agﬂc) > 0 und Agf““) > 0. Daher ist (as)sen
eine monoton fallende Folge nichtnegativer Zahlen, die nach Induktionsvoraussetzung

[e.e]
Z sk_las < 00
s=0

erfiillt. Damit gilt

k—1

lim s-s""a;, =0

§—00

(siche Sublemma auf Seite 799 in [14]), d.h. Aussage (a) ist gezeigt fiir k.
Es gelte nun (a) fir ein 1 < k < max{l,m — 1} und (b) fir k. Wir zeigen, dass (b) fiir
k+ 1 gilt. Es ist

i s (o, (Aéﬂ””) x,T)

s=0
]\}gans (1 —or)os (A(k)x x)
N
= Jim 3 (" — (s = 1)o7 (A7) 2,2) — MM o™ (A7) 2,2).

Wegen
lim NF (o (AY) z,z) =0

nach Induktionsvoraussetzung und s* — (s — 1)* < ks*~! folgt

Zs ( (kH)) x,x) < 00,

also gilt (b) fur k. O
Fur m € N* definieren wir die Funktion

(m+ |af —1)!
al(m—1)! °

Lemma 3.1.9. Fir o # 0 erfillen die Zahlen p,,(a), m € N*, die Gleichung

pm: N = N, a—

Z (‘U'mwpm(@ —B)=0.

B<a|BI<m
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Beweis. Fiir A € C mit [A\| < 1 kennen wir die Reihenentwicklung

1—N"=3% <m+:_1>x<.

k=0

Fir z = (21, ..., 2,) € C" mit i |z;| < 1 folgt daher
j=1

k=0 =k T 720

Auflerdem gilt

" " m/!
1-Y 2| = [ | — (3.1)
Bei Multiplikation der letzten beiden Gleichungen ergibt sich
!
1= —1)8l m: m (7 VB
2 2= T )

720 |8|<m

Da auch die iterierte Reihe tiber die Absolutbetrédge der Summanden konvergiert und
wegen

N x {f e N": || <m} = U {(a=5,6): a, € N" mit 0 < 5 <« und |5] < m}

aeN”

mit einer disjunkten Vereinigung auf der rechten Seite, gilt fir z € C" mit ) |2;] <1
j=1

m!

D U (D DU ) B ) ) I3
a€EN® (OSBSmBISm plm —15])!

Bei Betrachtung der Summanden mit « # 0 erhélt man die gewiinschte Formel. [

Wir betrachten nun fiir m € N* den funktionalen Hilbertraum

%m(B,H){Z Ao 2" aaeH,(Z acgaz))2<oo}

aeN" acNn Pm

mit dem Skalarprodukt
as ba
(¥ oen Sy =y letel
aeN? aeN” Ao (B,H) aeN? pm(oz)
und reproduzierendem Kern

idg

K,:BxB— H, (z,w)HW
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(sieche Kapitel 1 in [24]). Fir m = 1 ist p,(«a) = 7, fir @ € N” und wir sind im Fall
des Drury-Arveson Raums 4 (B, H) = 7 (B, H).

Analog zu Definition definieren wir auf .74, (B, H) den Rechtsshift
M™ = (MM, .., M™) € L(,(B,H))"

z z1 )

durch
bzw.

M (Z aaza) = ap_e;2" (3.2)

aeN" a>e;

fur ¢ = 1,..,n. Die Wohldefiniertheit folgt dabei wie im Beweis von [1.3.4 Den adjun-
gierten Operator
M = (Mm* M(m)*)
B oL MY
erhalten wir analog zu Lemma [1.3.6] (siehe auch Lemma 2.4 in [24]).
Lemma 3.1.10. Fir f = Y a,z® € 5,(B,H) undi=1,...,n gilt

aeN"

(m)*f = Z 7,0,”(04) A)aa+eiz"‘

aeN™ pm(a té
Lemma 3.1.11. Fiir den Rechtsshift M{™ gilt
1
(a) Aiw)(m) >0,

(b) AL <m> 20,
(c) Es gilt lim J;J(m)(idjfm(gﬂ)) = 0 in der starken Operatortopologie.
Beweis. (a) Fir h € H und a € N" gilt

pm(a=B) 1 a—p
Mgm)*ﬁhz"‘ _ {pm(a) hz*=F  falls § < a,

0, sonst

und damit

pm(a=PB) 1
M(m)’BM(m h,Z pm (@) hZ y falls ﬁ S o,
0, sonst.

Mit 8 =e; fir j = 1, ..,n folgt damit

AGLh=he" = 3 Pul@ =€) o

1<j<n,a;#0 pm (@)

- <ld Z\a|+m—1) h

m—1

:7hza
la| +m —1
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fiir m > 2 oder o # 0 und
AP h=h
fiir m = 1 und a = 0. Wir erhalten Ag\zm) > 0, da der Teilraum
LH{hz*: e N*. h € H}
dicht in 7,(B, H) liegt.
(b) Fiar h € H und o € N" gilt nach Formel und Lemma fir o # 0

' *
AT bt = Y ()P g e

18|<m B!On'_‘ﬂn
. (_lyﬁuﬂ( m! pula—5),

|B|1<m,f<a 7n<—|BD! pm(a)
=0.
Fir o = 0 gilt A(m<)m)h = h, sodass A("””()m > 0 folgt.
M; Mt

(c) Da M{™ € L (#,(B, H))" eine Zeilenkontraktion ist, folgt die Aussage aus Satz

217
[
Sei T' nun eine m-Hyperkontraktion fiir ein m € N* und £ = Agrm)iH C H. Wir
definieren den Operator m}m): H — 7,(B, &) durch

1
=3 pu(@) ATV I TR0 (3.4)
aeNn
tir h € H. Wir begriinden die Wohldefiniertheit von W(Tm) im néchsten Lemma. Ist
diese gezeigt, so folgt fiir j =1,...,n

T h = 3 (@) AF 2T e

aeN™

und auflerdem

1
My — 5 pmld) YA 2 pratesp a
= T g e T

Damit gilt
T T = M 7

fir j=1,...,n.

Lemma 3.1.12. Es gilt
m 2 . S [
758" = |R)* = lim (o5 (ida)h, h)

fur jedes h € H.
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Beweis. Wir nehmen m > 2 an, denn fiir m = 1 folgt die Behauptung aus Satz
Mit Lemma gilt

8" = 3 pu(a) (AT, TR

aeNn
= Z —_— — (AL T*h, T**h)
= Klm-1! 2= el

-3 (’”m ot (o)

— lim kzo (k me 1) (o (AF™) B, h)

N—o0 —
N
AP = dim S “ o (A9 b,k
N
—oo Ai
=HMF—§§1<NH( )

denn mit Lemma [3.1.§]a) erhalten wir fir j =1,...,m —1

(Njﬂ') (o3 (A) by = N+1 o Nj“< N (AD) b, by

1
< (N +1Y(of* (AP) h, h)
— 0
fir N — oo. O

In Analogie zu Definition nennen wir eine m-Hyperkontraktion 7" € £(H)" mit
der Eigenschaft

lim op(idg)r =0

fir alle x € H rein. Wir haben also in Lemma [3.1.11] gesehen, dass der Rechtsshift eine
reine m-Hyperkontraktion ist.

Wir beweisen nun einen Modellsatz fiir m-Hyperkontraktionen.

Satz 3.1.13. Sei m € N*. Ein vertauschendes Tupel T € L(H)"™ ist genau dann ei-
ne reine m-Hyperkontraktion, wenn T™ unitdr dquivalent zu einer Finschrinkung von
Mz(m)* auf einen invarianten Unterraum ist.

Beweis. Sei T zundachst eine reine m-Hyperkontraktion. Dann ist der in Formel (3.4))

definierte Operator W(Tm) nach Lemma [3.1.12| eine Isometrie und wegen W(Tm)T; =

MZ(;”)*W(TW) fir j =1,...,n ist W(Tm)H invariant unter M (™)*.

Sei nun K C ,(B, H) ein unter M{™" invarianter Teilraum. Da offensichtlich je-
des zu einer reinen m-Hyperkontraktion unitér dquivalente Tupel wieder eine reine
m-Hyperkontraktion ist, reicht es zu zeigen, dass S = PxM(™ | € L(K)" eine reine
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m-Hyperkontraktion ist. Fir z € K gilt

k!

A(k) — -1 || *Qu *Qu

(Agz, 7) C%( ) 7&!%—]@])!(8 z, 5*x)
= (A, 2)

fiur k € {1,...,n}. Also ist T" nach Lemma [3.1.11| eine m-Hyperkontraktion.
Wegen S® = P M| fiir alle o € N” gilt fiir v € K

lim [|o§(idg )| = lim HPKO'f@m) (idﬁfm(B,H))ﬁH
< lim ‘aj@m) (idz, 8,11) )@ H
=0
nach Lemma B.1.11] -

3.2 Der Satz von Beurling fiir m-Hyperkontraktionen

Wir kénnen nun den Satz von Beurling sowie dessen Korollare auf m-Hyper-
kontraktionen erweitern.

Satz 3.2.1. Sei T' € L(H)™ eine reine m-Hyperkontraktion und S C H beliebig. Dann
sind dquivalent:

(i) Es ist S € Lat(T) und T|s ist eine m-Hyperkontraktion.

(i1) Es existieren ein Hilbertraum & und eine partielle Isometrie m : ,,(B,E) — H
mit Tym = WMZ(Z’,“) firi=1,...,n und S = Im .

Beweis. Die Aussage lasst sich analog zum Beweis von Satz beweisen. Wir wéhlen
_ (M) \x . s (m)
also m =i o (mp '|s)* mit dem Operator 7y~ aus Formel ((3.4]). O

Lemma 3.2.2. Seien D,E Hilbertraume und sei H(E) C O(B,E) ein funktionaler
Hilbertraum aus analytischen Funktionen so, dass M, € L(H(E))™ wohldefiniert ist. Zu
jedem Operator © € L (,(B,D), H(E)) mit TM{™ = M., existiert eine analytische
Funktion 0: B — L(D, ) mit

(mf)(z) = 0(2)f(2)
fir alle f € 7,(B,D) und z € B.

Beweis. Der Beweis folgt aus dem von Korollar [2.3.9] da mit den dortigen Notationen

auch der verallgemeinerte Raum J¢,,)(B, D) die Bedingung D[z] = H(D) erfiilllt. O

Korollar 3.2.3. Sei £ ein Hilbertraum und S C 5€,(B, E) ein linearer Teilraum. Dann
sind dquivalent:

(i) Esist S € Lat(M™, 7, (B, E)) und M(™|s ist eine m-Hyperkontraktion.

38



(ii) Es existieren ein Hilbertraum D und eine analytische Funktion 0: B — L(D,E)
so, dass

My: 54,(8B,D) — ,,(B,E)
eine partielle Isometrie mit Im My = S ist.

Beweis. Nach Satz ist S genau dann invariant fiir M (™ wenn ein Hilbertraum
D und eine partielle Isometrie m : 7,(B, D) — H(E) existieren mit M,,w = 7M™
und § = Im 7. Damit folgt die Aussage aus Lemma [3.2.2] [

Bemerkung 3.2.4. Sei S € Lat(M (™), 7, (B, £)) ein invarianter Teilraum fiir M (™.
Da M{™)|s eine Zeilenkontraktion ist, ist M(™|s wegen Lemma genau dann eine
m-Hyperkontraktion, wenn der Operator

| e
Aiwz()mqs =2 (—1)|aa!(m’a‘) (M(m !s) ( z(m)|5)

la|<m

m!

= > <_1)|aa!(|a|)(M(m \5) Ps (M(m) s )

positiv ist. Da der Raum S reduzierend ist fiir den durch

|
A = 3 (-l M P M € £ ((B,E))
2 T =T
definierten Operator mit
A«(Sm)| A(mm)l
und
(m)|3i - O

ist M(™|s genau dann eine m-Hyperkontraktion, wenn A ™) > 0 ist.
Diese Bedingung ist nicht automatisch erfillt. Fiir

S={f € Hu(B): f(0) =0} = {1} € Lat(M{™, 7, (B))

zeigt Barbian in Example 3.3.3(c) in [7], dass

- ZAkPEk

k=1

ist mit den Mengen Fj der homogenen Polynome in 2y, ..., 2, vom Grad k und

k—1 :
—m+)

=] J |
o m+J

Insbesondere ist Ay = 1 und fir m > 2

__(—m)(—m+1) . om—1
Az = m(m+1) m+1<0'
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Fir m > 2 ist daher der Operator Af;”) nicht positiv und M(™|s keine m-Hyper-
kontraktion.

Farm >n+1 ist
Hon(B) = L2(B, dpa) = O(B) N L*(B, dus,)

mit &« = m —n — 1 der gewichtete Bergman-Raum beziiglich des Wahrscheinlichkeits-
mafles

(m—1)!
(m—mn—1)lx"

Ma+n+1)

dpe =
s C(a+ 1)

(1 —[2[*)"dA = (1= J2*)™ " dA

mit dem Lebesguemafl d\ auf C". Die Norm auf .77, (B) ist gegeben durch
1B = [ 112 dpa
B

Das folgende Resultat fiir den ungewichteten Bergman-Raum
A1 (B) = L2(B, dpo)
stammt von Guo (Proposition 4.1 in [17]).

Satz 3.2.5. Seim >n—+1 und S € Lat (Mém), ,%”m(B)> Dann ist M™|s genau dann
eine m-Hyperkontraktion, wenn S = {0} oder S = 7,,(B) ist.

Beweis. Offensichtlich sind M{™|(y und M™ € L(.7,(B))" m-Hyperkontraktionen.

z

Sei umgekehrt {0} # S € Lat (Mz(m),%”m(IBD ein Raum, fiir den M{™|s eine m-
Hyperkontraktion ist. Nach Example 3.3.3 in [7] ist der Raum

=1

nicht der Nullraum und besteht aus Eigenvektoren zum Eigenwert 1 fiir Afgm). Seige N
ein Vektor mit ||g|| = 1. Dann ist

AP > gy
Fir w € B gilt mit Formel (3.1)

(AT K (- w), Ko, w))

= < Z (_1)|QIMM(W) PSM( )*QKM('>w)>Km('aw)>
laf<m :

— Z <_1)|alal(nﬁ!|a|)|wawa) <P5Km(',UJ),Km(‘,U))>
laf<m : :

= (1= [w*)™ | Ps K (-, w)|*

Al KaCow) |

- ‘P‘SIIK ol
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Also ist

Km('aw>
— ||pg- om0 T
‘ [ K (-, w)|
fir w € B. Aus
K (-, w)
lz/Ps dua>/|g|dua—1
B HKm(’w)
folgt
et |~
||K S w)
to-fast tiberall und damit
Kn(,w)eS

fir p,-fast alle w € B. Ist N C B eine p,-Nullmenge, so ist

(CH{K,.(-w): w e B\N})" = {0}.
Also ist S = 7,,(B). O
Fir m = n ist J,(B) = H?(B) der Hardyraum iiber B. Resultate von Aleksandrov

([1]) zeigen, dass es sehr viele nicht konstante innere Funktionen #: B — C gibt. Fiir
jede nicht konstante innere Funktion #: B — C ist

Sy = 0H*(B) € Lat(M™, H*(B))

nach Korollar ein invarianter Teilraum mit {0} # Sy # H?(B) so, dass M|,
eine n-Hyperkontraktion ist. Nach Proposition 5.1.3 in [7] sind dies die einzigen Raume
M € Lat(M,, H*(B)), fiir die M|, eine n-Hyperkontraktion ist.

Sei € ein beliebiger Hilbertraum. Da M(™ € L (%, (B, E))" auch eine reine k-Hyper-
kontraktion ist fiir £ = 1, ..., m, erhalt man mit Satz und Lemma die folgende
Verallgemeinerung von Korollar 3.2.3

Korollar 3.2.6. Sei £ ein Hilbertraum und S C 7,(B, &) ein linearer Teilraum. Fir
ke {l,..,m} sind dquivalent:
(i) Es ist S € Lat(M™, 7, (B, E)) und M(™|s ist eine k-Hyperkontraktion.

(ii) Es ist S € Lat(M™), 7, (B, E)) und es gilt
k! o «a
A T, VACOR >3 V(GO M S )

la|<k

(iii) Es gibt einen Hilbertraum D und eine analytische Funktion 0: B — L(D,E) so
dass
MG: %(Ba D) — «%ﬂm@, 5)

eine partielle Isometrie ist mit S = Im My.
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4 Minimale Dilatationen

In diesem Kapitel verallgemeinern wir die Ergebnisse aus [11] tiber die Eindeutigkeit
minimaler Dilatationen fiir reine Zeilenkontraktionen auf den Fall von m-Hyperkontrak-
tionen.

Bevor wir beginnen, diese spezielle Klasse von Dilatationen einzufithren, wollen wir das
Hilbertraum-Tensorprodukt 77, (B) ® £ mit dem E-wertigen Raum 2, (B, £) identifi-
zieren. Wir benutzen dazu Satz und gelangen zum folgenden Resultat.

Korollar. Das Hilbertraum-Tensorprodukt 7¢,(B) ® &€ ist isometrisch isomorph zu
., (B, E) unter dem kanonischen unitiren Operator

Vi Ap(B) @ E — Hp(B,E)

mit
Vifez)=f-a
fir alle f € 7,(B) und x € €.

4.1 Die Toeplitz-Algebra

Wir verallgemeinern zunédchst Kapitel 3.2 aus [19] auf m-Hyperkontraktionen, d.h. wir
zeigen, dass die Operatoren

MM — My

firi =1,...,n in der Menge K (J¢,(B)) der kompakten Operatoren auf .7, (B) liegen.
Wir wollen hierzu das folgende Lemma benutzen.

Lemma 4.1.1. Sei H ein Hilbertraum und T' € L(H). Existiert eine Orthonormalbasis
(€:)ier von H und eine Familie (\;);e; komplexer Zahlen mit den Figenschaften

(i) liIIll Ai = 0, d.-h. zu jedem € > 0 existiert eine endliche Teilmenge J C I mit
1€
\\i| <€ fiirallei eI\ J, und

(ii) Te; = \ie; fiir alle i € 1,
so ist T ein kompakter Operator.

Lemma 4.1.2. Fiir den Rechtsshift M(™ = (M{™, ..., M) € L(,(B))" gilt fir
1=1,...,n
MM = MEP M € K (A6,(B)).
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Beweis. Wegen LH {z%: o € N} = J,,(B) und ||Za||;”nL(B) = pm(a)™! fir o € N" ist
(ea)aEN” mlt
1
o = pmla)2z®

fir @ € N” eine Orthonormalbasis von .77;,(B). Aulerdem gilt mit Lemma [3.1.10] fiir
1=1,..,n

(M™M= M) ( 3 aazo‘)

a€eNn?
Pm() o pm (@) ate;

= — a2 — — gy, 20T

o P+ eg) agn pmlate;) "
_ Z pm(a) 12" — Z Pl — ei)aaza

aceNn pm(a + 61') aeN" a>e; pm(Oé)
_ Z pm(Oé) aaza 4 Z ( pm(a) _ pm(Oé - el)) CLaZa

a€N",a; =0 ,Om(Oé + ei) aENm a>e; pm(OK + ei) pm<05)

_ Z ai+1aa2a+ Z <Oéi+1 o )aaza

—om+ |al m+la] m+|a]—1

aeN" o aeN"™ a>e;

1 m+ ol —1—q N
= —ap + a2,

m® " & Gt Jal) (m F ol = D™

also folgt fiir alle @ € N

(M ME — M M

(3

)*) o = /\ng?ea
mit
m+lal—1—q 1

0<\™ =
= T (m+|al) (m+|al —1) = m+ |qf

fir o # 0 und )\éf?) = L. Wegen he%l Ao = 0 erhalten wir mit Lemma [4.1.1
a n

MY ME™ — MM € K (H6,(B)) -
O]

Wir betrachten nun die Calkin-Algebra C (74,(B)) = L (74,(B)) /K (74,.(B)). Da die
kompakten Operatoren K (7, (B)) ein abgeschlossenes, zweiseitiges Ideal in £ (.7,(B))
bilden, ist sie selbst wieder eine C*-Algebra. Wir erhalten nun, dass die Restklassen
[MZ(:”)} - [MZ(;”)} ein vertauschendes Tupel

([MEV], ... [ME™]) € ¢ (,(B))"

21

in der Calkin-Algebra bilden. Mit dem folgenden Satz (siehe S.300 in [22]) kénnen wir
dieses Ergebnis noch verbessern.

Satz 4.1.3 (Putman-Fuglede). Seien A eine C*-Algebra, T € A und M, N € A normal
mit MT = TN. Dann gilt
M*T =TN"*.
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Wiéhlen wir nun A = C(H),M = N = [Mz(zm)} und T = {Mg")] fur i, = 1,...,n, so
gilt
] [l ] = [ [ (4.1

7

Um das folgende Lemma zu beweisen, imitieren wir den Beweis von Lemma 3.4.1 in
[19] fiir m-Hyperkontraktionen. Fur T € L(H) definieren wir aulerdem die Operatoren
.LT,]%TZ‘E(}¥)'—+,E(}¥) dUICh_LT(Sj =T858 und.}{r(Sj::;gjjfﬁr;S EAE(E{)

Lemma 4.1.4. Es sei K(H) die Menge der kompakten Operatoren auf H. Dann gilt

K(A,(B)) C LH {Mém”‘Mém)*ﬁ ‘0, f e Nn}.

Beweis. Wir zeigen zunéichst dass die Operatoren in £ (7, (B)) mit eindimensionalem

Bild in LH {MZ( ™ Mzm ta,f € N“} enthalten sind. Sei also B € £ (7,(B)) mit

dim (B#,(B)) = 1. Wir wéhlen nun eine Funktion f = Y a,2* € J4,(B) mit
acNn

/1l @ =1, die das Bild von B erzeugt. Sei aufierdem

‘nL

g=DB"f =Y b,z" € #,(B).

aeN”

Bezeichnen wir mit Pc die Orthogonalprojektion auf die konstanten Funktionen in
H,,(B), so folgt aus Lemma 1.2 in 3] und Formel (3.1))

s (B By ()

=1 - (zw)" (LMZ<W>7RM<m ) <1d/£ ))

FPc =

!
_ \a| - (zw)* (L, ,0m, B0 ) (1, m
Oé|z<:m (m — |a)! (Fasgrr By ) (109)
m) a *Q
= Y (=l ppm)
a%m al(m — |a|)!

€ LH{MM"M™™ ;0 e N}

Fir k£ € N definieren wir den Operator

*

Br= > anbgM™ " PeMI™™" € L(H,(B)).
lal,18I<k
Wegen FPr € LH {M( m)* M(m ra, € N“} ist dann auch
By, ELH{M( m)% M<m : ,561\1"}

fir £ € N. Wir zeigen nun, dass die Operatoren Bj in der Operatornorm gegen B
konvergieren. Wir definieren dazu fiir u,v € J,,(B) die Abbildung

u@uv: Hy(B) = H,(B), h— (h,v)u.
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Wegen [[u @ v < |[ull s, @) 0]z, @) fir w,v € 5, (B) ist die Abbildung
I': 7,B) x 5,(B) — L(,B)), (v,v) >u®v

stetig. Nach Wahl von f existiert fir jedes h = Y d,z* € 7;,(B) ein \;, € C mit
aceNn?

Bh = M f.
Wegen || f| . @) = 1 folgt dann

An = Ay ||f||ifm(B)
= (\f, f)
= (Bh, f)
und damit
Bh = (Bh, f)f
— (b B
= f®g(h).
AuBlerdem gilt (vgl. Beweis von Lemma
Bih= S anbsM™ P

lal,|BI<k

1
= Z aab/gidgza
lal,|BI<k pm(B)

() (£ )
|BI<k || <k

— (Z %(h,zﬁ)) (Z aaza)
|BI<k || <k

= [t ® gr(h)
mit frp = Y a.z® und g, = > bgzﬁ, sodass By = fr ® g und B = f ® g folgt.
|| <k |BI<k

Wegen der Stetigkeit von I' und

fo—=f g—g

fiur k — oo erhalten wir B, — B fir £k — oo und damit

BelH {Mzm)a o Be Nn}.

Da die eindimensionalen Operatoren in L (.7,(B)) die endlichdimensionalen Opera-

m)& m)*B
toren in £ (7,(B)) erzeugen, liegen letztere auch in LH {MZ( M o B e N"}.

Da die endlichdimensionalen Operatoren wiederum dicht in den kompakten Operatoren
auf £ (7,,(B)) liegen, folgt die Aussage. O
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Wir erhalten nun eine niitzliche Aussage iiber die von M{™ erzeugte C*-Algebra (siche
Lemma 3.7(2) in [12]), die Toeplitz-Algebra.

Satz 4.1.5. Es gilt

o *3
C*(M™) = LH {M,Em) M0, e N”}.

Beweis. Die Inklusion ,,D* gilt offensichtlich. Sei S = LH {Mz(m)aMz(m)*B: a, € N"}.

Da die Erzeuger von C* (M Z(m)) in S liegen, zeigen wir fiir die umgekehrte Inklusion,

dass S eine C*-Algebra ist. Da S offensichtlich ein x-abgeschlossener Unterraum ist,
geniigt es, die multiplikative Abgeschlossenheit nachzurechnen.

Da nach Lemma K(#,,(B)) C S gilt, folgt mit Formel (4.1)) fiir o, 3,7,5 € N*

|:<M§m)aMz(m)*6> <M£m)7M(m)*5):| _ |:M(m)oc+'yM(m)*ﬁ+5] '

z z z

Damit existiert ein Operator K € K(H) mit

MO NP om) g pm)*® g rm) T gm0

z z z z

+Kes,
da K € S ist. O
Es folgt ein weiterer Hilfssatz iiber reduzierende Teilriume von 7, (B, &) fiir M{™.

Lemma 4.1.6. Fiir einen reduzierenden Teilraum M C #,(B, &) fir M(™ gilt

M=LH{z2(MNE): a € N"}.

Beweis. Die Inklusion ,D“ gilt offensichtlich. Da M reduzierend fiir M(™ ist, ist M
nach Lemma 1.2 in [3] invariant unter der Projektion

Pe € LH{MM™"MM™™ 0 e N"}.

Also hat der abgeschlossene Teilraum M N E C & die Darstellung M NE = PeM. Sei
f= > a,z* € ,(B,E). Mit dem Beweis von Lemma [3.1.11| folgt

acN"™
PeM™ ™ f = a
pm(B) "
fiur € N™.
Fir f= > a.2* € M gilt wegen Mém)*ﬁf € M fir alle 8 € N" also ag € M N & fir
acN"

alle 8 € N” und damit

f=Y a.,z* € LH{z*(MNE): a € N*}.

aeN”
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4.2 Eindeutigkeit minimaler Dilatationen

Definition 4.2.1. Seien H,E Hilbertrume und T € L(H)" eine reine m-Hyper-
kontraktion. Eine Isometrie

n: H— J,(B,E)

mit der Eigenschaft
ol = Mz(zn)*w
firi=1,...,n nennen wir m-Dilatation von T'.
Lemma 4.2.2. Sei T € L(H)" eine reine m- Hyperkontraktion und
m: H— J,8,E)

eine m-Dilatation von T'. Es ist

M =LH{zth: a € N, h € H} C J,(B,¢)
der kleinste reduzierende Teilraum fir M™ € L (£, (B, &))", der TH enthiilt.

Beweis. Offensichtlich ist M der kleinste fiir M (™ invariante abgeschlossene Teilraum,

der mH enthélt. Also gentigt es, M € Lat (Mz(m)*) zu zeigen. Fir a e N* 1 =1,...n
und h € H zeigen wir hierfiir, dass

MZ(:”)* (z%mh) € M

gilt. Nach Satz lasst sich M. ;:")*M ;m)a in der Operatornorm approximieren durch
Linearkombinationen der Form

v,BEN"

Dann lasst sich aber
(e}

MI™” (z07h) = MI™ MM 7h
in J¢,(B, £) approximieren durch endliche Summanden der Form

> e, 57T h € M.
v,BEN™

Also ist M(™™ (z%7h) € M. O

Definition 4.2.3. Wir nennen eine m-Dilatation n: H — 5£,(B,E) einer reinen m-
Hyperkontraktion T € L(H)™ minimal, falls der einzige fiir M{™ reduzierende Teilraum
M cC J,(B,E), der mH enthdlt, der Raum M = 7,,(B,E) ist.

Nach Lemma ist 7 also genau dann minimal, falls

H,(B,E) =LH{zth: « e N*. h € H}

gilt.
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Bemerkung 4.2.4. Die m-Dilatation (siehe §3.1)

s H = H,B,E), h= Y pu(a) AT 2T e

aeN"

ist minimal.

Beweis. Wir miissen begriinden, dass

LH {zenh: a € Nn h € H} = #,,(B,€)

gilt. Nach Lemma [4.1.6| existiert ein abgeschlossener Teilraum & C £ mit

H(B,S) = LH {zo7{"h: o« € N*, h € H}.
Nach Lemma 1.2 in 3] gilt
Pe € LH{MM™ " MM™™ . 0 e N"}.
Sei
a=lim A?h, e AMPH =€,
k—o0

1
hi € H fiir k € N. Wegen Af™*hy, = Pg (7" hy) folgt dann

a € LH{M™ M o eNLhe HENE
Cc I,(B,S)NE
=S.
Also folgt S = &, sodass W(Tm) minimal ist. [

Um den zentralen Satz dieses Kapitels, ein Eindeutigkeitsresultat iiber minimale m-
Dilatationen (vgl. Kapitel 3 in [11]), beweisen zu kénnen, bendtigen wir weitere Defi-
nitionen und Sétze.

Definition 4.2.5. Sei A eine (nicht notwendigerweise abgeschlossene) Teilalgebra ei-
ner unitalen C*-Algebra B, die das Finselement enthdlt. Fin A-Morphismus ist eine
vollstindig positive, lineare Abbildung

¢: B— L(H)

von B in die linearen, stetigen Operatoren auf einem Hilbertraum H mit den Eigen-
schaften

(i) (1) =1,
(ii) S(AX) = p(A)p(X) fiir alle A € A, X € B.

48



Definition 4.2.6. Sei ¢: B — L(H) eine vollstindig positive Abbildung von einer
unitalen C*-Algebra B in die linearen stetigen Operatoren auf einem Hilbertraum H.

Wir nennen ein Paar (V,7) mit einer Darstellung m von B auf einen Hilbertraum H.,
und V € L(H, H,) Stinespring-Darstellung fir ¢, falls

o(x) = Vir(x)V

fiir jedes x € B gilt.
Falls zusatzlich

H,=LH{n(x)Vh: z € Bih€ H}
gilt, heifst (V,m) minimale Stinespring-Darstellung fir ¢.

Das néchste Lemma (siche Lemma 8.6 in [4]) ist entscheidend fur den Beweis des
darauffolgenden Satzes.

Lemma 4.2.7. Sei B eine unitale C*-Algebra und A eine Teilalgebra auf B mit B =
LH {AA*}H.”. Firi=1,2 sei H; ein Hilbertraum, ¢;: B — L(H;) ein A-Morphismus
und U: Hy — Hy sei ein unitdarer Operator mit

Ugbl (CL) = ¢2(&)U

fira € A. Sei (V;, ;) eine minimale Stinespring-Darstellung fir ¢;, d.h. es gilt ¢;(x) =
V*mi(x)V; fir x € B. Dann existiert ein eindeutiger unitirer Operator W: H. — Hp,
mit

(i) Wry(z) = mo(x)W fiir x € B,
(i) WV =WLU.
Beweis. Da ¢1, ¢po A-Morphismen sind und U unitéar ist, gilt

Ugr(ab*) = ¢a(a)Ugy (b)*U*U
= ¢2(a)UU"9o(0)"U
= o (ab*)U

fir alle a,b € A. Wegen B = m”'” folgt dann
Udr(z) = ga(x)U
fiir alle z € B. Wir definieren nun
W: LH{m (z)Vih: z € B,h € Hy} — H,,,

Z ozkm(xk)Vlhk — Z Oékﬂ'z(.fbk)‘/gUhk.

k=0 k=0
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Wegen

Z Oék7T1 Ty V1hk,Oél7T1(CUl)V1hz>
k,1=0

=Y o (Vim () mo () Vibug, )

k,l=0

ZOWH Ik Vlhk
k=0

Z aRQq V1 1 33liUk)V1hk7hl>

k=0
m
= > oo (@ (] x) b, )
k=0

akal U Uqbl (ZL‘Z $k>hka hl>

kOél V Up) LCl l’k)‘/QUhk,Uhl>

-2
o

2

Z Oékﬂ'g(mk)‘/gUhk
k=0

ist W wohldefiniert und isometrisch. Aufgrund der Minimalitét von (V;, 7;) kénnen wir
W zu einer isometrischen Abbildung

W H, — H,
fortsetzen. Wegen der Minimalitét von (V,, mo) liegt Im (W) dicht in H,,, sodass
(W) = H,,

wegen der Abgeschlossenheit von Im (W) folgt. Also ist W surjektiv und somit unitér.
Fir h, € H; gilt aulerdem

W‘/lhl = Wﬂ'l(l)‘/lhl
== 7T2(].)‘/2Uh1
- ‘/QUhIJ
also VoU = WV;. Weiterhin gilt fiir x,y € B
Wy (z)m (y)Vihy = Wi (xy)Vihy
= mo(x)m2(y) VaUhy
= 7T2($)W7T1(y)‘/1h1,
daher gilt
Wﬂ'l(%) = 7T2(LE')W
auf LH {m (y)Vihy1: y € B,hy € H;} und damit auch auf

LH {Wl(y)‘/lhli Yy < B, hl S Hl} = Hﬂ—l.
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Bemerkung 4.2.8. Sei B = C* (Mz(m)) C L(H,,(B)) die von (M{™, ..., M™) erzeug-
te C*-Algebra auf dem skalarwertigen Raum %, (B) und sei A die unitale Teilalgebra
von B, die aus allen Polynome in (M{™), ..., M{™) besteht. Zudem seien H,& Hilbert-
raume und

m: H— 7,(B,€&)

eine minimale m-Dilatation einer reinen vertauschenden m-Hyperkontraktion 7' &

L(H)"™. Dann ist die Abbildung
p:B—=L(H), X —7n"(X®ide)w

vollstandig positiv und unital. Wegen 7* M Z(m) = T;m* gilt dann fiir jedes Polynom und
jeden Operator X € B

Also ist ¢ ein A-Morphismus.
Der unitale C*-Algebrenhomomorphismus

II: B— L(5,8,8)), X — X®idg

definiert zusammen mit der m-Dilatation 7: H — J€,(B,£) von T eine Stinespring-
Darstellung der vollstandig positiven Abbildung ¢: B — L(H). Da der Raum

LH{II(X)rh: X € B,h € H}

ein reduzierender Teilraum fiir M, € L (5,(B, &))" ist, der mH enthalt, impliziert die
Minimalitat von 7 als m-Dilatation von 7', dass die Stinespring-Darstellung (7, IT) von
¢ minimal ist.

Mit Hilfe dieser Beobachtungen beweisen wir nun den zentralen Satz dieses Kapitels
iiber die Eindeutigkeit minimaler m-Dilatationen.

Satz 4.2.9. Es sei m;: H — 5¢,(B,&;),i = 1,2, ein Paar minimaler m-Dilatationen
der reinen vertauschenden m-Hyperkontraktion T € L(H)"™ auf dem Hilbertraum H.
Dann ezistiert ein unitdrer Operator U € L(&;,E) mit

g = (idjfm(lﬁ%) ®U> 1,

d.h. das Diagramm,

H ,]qu(B, 82)

51



kommutiert.

Beweis. Seialsom;: H— 5¢,(B,&;),i = 1,2, ein Paar minimaler m-Dilatationen von T’
und fir i = 1,2 seien ;: B — L(H) und I;: B — L (7,(B, &;)) die von 7; induzierten
Abbildungen aus Bemerkung [4.2.8] Dann gilt ¢, (p(MZ(m))) =p(T) = ¢2 p(M(m)))
fir alle Polynome p € C |z, ..., 2,], also ¢1 = 9 auf A. Somit liefert Lemma (mit
H, = Hy = H und U = idy) die Existenz eines unitaren Operators W: 7,(B, &) —
H,(B, E) mit

W (X ®idg,) = (X @idg,) W

fir alle X € B und
Wy = mo.

Da W und W* beide mit M{™ auf .7, (B, £,) und S, (B, &) vertauschen, folgt aus
Satz [2.3.8 und dem Beweis von Korollar 2.3.9] dass W und W* von Multiplikatoren
induziert werden, etwa W = M, und W* = M, mit analytischen Funktionen a: B —
L(&1,E) und b: B — L(&2,&1). Da W unitér ist, gilt

My, = MMy, = id y, B.6,)

sowie
Mba = MbMa = id,}/fm(B,&H) :

Fiir jedes z € B gilt also a(z) = b(z)™!, sodass a(z) und b(z) invertierbare Operatoren
sind. Mit Hilfe der Eigenschaften des Multiplikators M, rechnet man nach, dass

M:Km(Ww)n = Km('7w)a’(w)*77
fir w € B,n € & gilt. Damit ist
Km(z,w)n

i
é

)n) (2)

aM; Ko (- w)n) (2)

MaKm( ,w)a(w)™n) ()

(2) Km(z, w)a(w)™n

(2)a(w)" K (z,w)n

fiur alle z,w € B und n € &. Es folgt a(z)a(w)* = idg, fir alle z,w € B. Daher sind
die Operatoren a(z) fiir z € B unitar und es gilt a(z) = a(w) fir alle z,w € B. Also

erhalten wir einen unitaren Operator U € L£(&;, &) mit a(z) = U fiir alle z € B. Damit
gilt

AA/—\

IS

W = id%m(]g) ®U.
O]

Wir erhalten damit das folgende Ergebnis iiber die Faktorisierung beliebiger m-Dilata-
tionen.

Korollar 4.2.10. Sei T' € L(H)" eine reine m-Hyperkontraktion, F ein Hilbertraum

und m}m): H — J,B,E) die kanonische m-Dilatation aus Bemerkung |4.2.4. Ist
m: H — 56,(B,F) irgendeine m-Dilatation von T, so existiert eine Isometrie V €
L(E,F) mit

T = (id%m(B) ®V) 71'5371).
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Beweis. Nach Lemma [£.2.2] ist

LH{zomh: c« € N*, h € H}

ein reduzierender Teilraum fiir M{™ € L (%,(B, F))", der mH enthélt. Nach Lemma
gibt es einen abgeschlossenen Teilraum & C F mit

H,(B,S) =LH{zonth: a € N* h € H}.
Damit ist
m: H— 7,(B,S)

eine minimale m-Dilatation von 7. Mit Satz[4.2.9|folgt dann die Existenz eines unitéren
Operators U: £ — S mit
7= (ids e @U) 75

Den Operator V: & — F aus der Aussage erhalten wir durch V' = i o U mit der
Inklusionsabbildung ¢: & — F. m
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