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Einleitung

Im Jahre 1950 bewies John von Neumann erstmals in [I6] die nach ihm
benannte Ungleichung fiir eine Kontraktion 7" € £(#) auf einem komplexen
Hilbertraum H

lp(D)] < [pllp,
wobei p € C[z] ein Polynom in einer Variablen mit komplexen Koeffizienten
ist und || - ||p die Supremumsnorm auf der Einheitskreisscheibe bezeichnet.

B. Szokefalvi-Nagy zeigte 1953 in [13], dass jede Kontraktion auf einem Hil-
bertraum eine unitdre Dilatation besitzt. Einen sehr einfachen Beweis dieser
Aussage stammt von J. J. Schiffer aus [12]. Mit diesem Resultat erhélt man
die von Neumannsche Ungleichung als Korollar.

Es stellte sich nun die Frage, ob die Ungleichung

(T Tl < [lpllp»

auf dem Polyzylinder fiir kommutierende Kontraktionen T1,...,T,, € £(H)
und Polynome p € C[zy,...,z,] in n Variablen fiir jede natiirliche Zahl n
richtig bleibt. Eine positive Antwort fiir den Fall n = 2 lieferte T. And6 in
seiner Arbeit [I] aus dem Jahre 1962, indem er das Dilatationsresultat von
B. SzGkefalvi-Nagy auf zwei kommutierende Kontraktionen verallgemeinerte.
Mit Hilfe des Satzes von Gelfand-Neumark erhélt man die von Neumannsche
Ungleichung fiir zwei kommutierende Kontraktionen.

Es blieb zehn Jahre lang unklar, ob die Ungleichung auch in héheren Dimen-
sionen gilt. Dies konnte N. Th. Varopoulos 1974 in [I5] erstmalig mit einem
Gegenbeispiel verneinen. Ein weiteres Gegenbeispiel auf einem 8-dimensiona-
len Hilbertraum stammt von M. J. Crabb und A. M. Davie, welches sie in
ihrer Arbeit [4] 1975 veréffentlichten.

Eine weitere mogliche Verallgemeinerung in n Dimensionen besteht darin, die
Einheitskugel und n-Kontraktionen zu betrachten, also die Frage zu stellen,
ob die Ungleichung

Ip(D) < plfen,
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fiir alle Polynome p in n Variablen und alle vertauschenden Tupel T =
(T3, ...,T,) € £(H)™ mit der Eigenschaft > "  T;T; < I gilt. Dass dies
bereits fiir n = 2 falsch ist, zeigte S. W. Drury 1978 in [5]. In der gleichen
Arbeit gab S. W. Drury eine andere Verallgemeinerung auf der Kugel. Hier-
bei machte er sich zu nutze, dass die Multiplikatoren auf dem Hardyraum H?
iiber der Einheitskreisscheibe in C gerade die Funktionen in H* sind. Somit
konnte er die von Neumannsche Ungleichung zu

Ip(D)I| < lIpll a2y

umformulieren. Mit M, = p(M.) und ||p||pmaz) = || M, || folgt

Ip(T)[| < [Ip(M.)],

wobei M, € £(H?) den Multiplikationsoperator mit Symbol z bezeichnet.
Diese Ungleichung bewies er nun, indem er n-Kontraktionen statt einer ein-
zelnen Kontraktion verwendete und den Multiplikationsoperator M, durch
den n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum ersetzte.

Um diese Resultate zu erhalten, werden wir im ersten Kapitel zunéchst
einige Ergebnisse iiber funktionale Hilbertrdume und den Drury-Arveson
Raum festhalten, die wir im spéateren Verlauf verwenden werden. Das zweite
Kapitel beschéftigt sich mit der klassischen eindimensionalen von Neumann-
schen Ungleichung. Kapitel 3 beinhaltet den Satz von Ando6 iiber unitére
Dilatationen zweier kommutierender Kontraktionen und das Gegenbeispiel
von Crabb-Davie fiir den Fall n = 3. Das letzte Kapitel widmet sich der Ar-
beit [5] von S. W. Drury, wobei wir das Gegenbeispiel ausfithren, sowie die
Verallgemeinerung von Drury der von Neumannschen Ungleichung beweisen
werden. Zum Schluss werden wir sehen, dass die Abbildung

{p(M.) :p € Clz]} — &(H), p(M.) = p(T)

fiir eine n-Kontraktion 7 € £(#H)" nicht nur kontraktiv ist, was unmittel-
bar aus der von Neumannschen Ungleichung folgt, sondern sogar vollstéandig
kontraktiv ist. Diese Erkenntnis geht auf die Arbeit [2] von W. Arveson aus
dem Jahr 1998 zuriick.



Kapitel 1

Grundlagen

Dieses Kapitel soll die Grundlagen fiir die folgenden Kapitel schaffen. Wir
werden zundchst allgemeine funktionale Hilbertraume betrachten, um im
nichsten Abschnitt den Drury-Arveson Raum als funktionalen Hilbertraum
zu identifizieren. Zudem werden wir genauer auf den n-Shift auf dem Drury-
Arveson Raum eingehen, der in Kapitel [4 eine wichtige Rolle spielen wird.

1.1 Funktionale Hilbertriume und Multiplika-
toren

Sei ‘H ein komplexer Hilbertraum, X eine beliebige Menge und
HX ={f: f: X — H Abbildung}.

Definition 1.1. (i) Ein Hilbertraum K C H* heit funktional, falls alle
Punktauswertungen

W K—=H, f=f(N) (NeX)
stetig sind.

(ii) Eine Abbildung K: X x X — £(H) heilst positiv definit, falls

n

Z<K()\ia)\j)%7$i>ﬂ >0

1,j=1

fiir alle endlichen Folgen (\;)"; in X und (z;)I, in H gilt.
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Bemerkung 1.2. Identifiziert man C = £(C) (vermoge C — £(C),a +—
M,, M,z = az), so ist eine komplexwertige Funktion im obigen Sinne positiv
definit genau dann, wenn

> K\, Aj)oyds > 0
ij=1

fiir alle endlichen Folgen (\;); in X und (a;)?, in C gilt.

Die Beweise zu den folgenden grundlegenden Sitze fiir funktionale Hil-
bertraume finden sich z.B. in [3] Kapitel 1].

Satz 1.3. Fiir einen Hilbertraum K C HX sind dquivalent:
(i) K ist funktional.
(i1) Es existiert eine eindeutige Abbildung K: X x X — £(H) mit
(a) K(-,u)x € K fir p€ X und x € H,
(b) {f, K( )z = (f(n),x)n fir f e K,pe X,z €M
Man nennt K den reproduzierenden Kern von IC.
Lemma 1.4. Sei K C H™ ein funktionaler Hilbertraum. Dann gilt:
(1) K ist positiv definit,
(i) V{IK(p)zr:peX,oeH} =K.
Satz 1.5. Sei K: X x X — £(H) positiv definit. Dann gibt es genau einen
funktionalen Hilbertraum K C HX mit reproduzierendem Kern K.

Satz 1.6. Ist K: X x X — C positiv definit und H ein Hilbertraum, so ist
die Abbildung K3: X x X — L£(H), Ky(z,y) = K(x,y)Iy positiv definit,
und es gibt einen eindeutigen unitiren Operator U: K(K) @ H — K(Ky)
mit

Uf@z)=f-=
fiir alle f € K(K) und x € H, wobei K(K) C CX und K(Ky) C H* die funk-

tionalen Hilbertrdaume mit reproduzierenden Kernen K und Ky bezeichnen.

Seien nun H;,H, Hilbertriume und K; € H¥ (i = 1,2) funktionale
Hilbertraume mit reproduzierenden Kernen K;: X x X — £(H,;) (i = 1,2).
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Definition 1.7. Die Elemente von
MK, o) ={p: X = L(Hy1, Ha) 1 oK1 C Ko},

heifsen Multiplikatoren von K nach K,. Hierbei sei fir f: X — H; die
Abbildung ¢f: X — Hsy definiert durch

(@f)A) = e F(A) (A € X).
Fir ¢ € M(Ky, Kq) nennen wir
My: Ky — Ks, [ of

den Multiplikationsoperator mit Symbol .
Fiir K1 = Ky = K schreiben wir M(K) statt M(K, K).

Bemerkung 1.8. Wir schreiben

lellmier ) = 1Ml eger ko)
fir ¢ € M(K1, Ky). Dies definiert eine Norm auf M(Kq, Ks), wenn die Ab-
bildung
M(’Cl, ICQ) — Q(Kl, }CQ),
o= M,

injektiv ist. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn /C; alle konstanten Funktio-
nen h € H; enthélt.

Lemma 1.9. Fir ¢ € M(K,K3), A € X und y € Hy gilt:
(i) My: Ky — Ko ist stetig linear,

(i) MG (-, Ay = Ki( A)e(A)y.

Beweis. (i) Die Linearitdt von M, ist klar. Die Stetigkeit rechnet man mit
dem Satz vom abgeschlossenen Graphen nach. Seien hierzu (f,,),en und
(M., frn)nen Folgen in Ky bzw. Ko mit Grenzwerten f und g. Fiir A € X
erhalten wir

(Mg f)(N) = @A) f(N)
= (Ao (f)
= lim p(A)ox(fn)
= lim (M, fn)(A)

=g(),

wobei wir die Stetigkeit der Punktauswertungen auf K; und Ky ausge-
nutzt haben.
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(i) Sei f € K1, A € X und y € Hs. Die Behauptung folgt dann mit

(s MoK (5 Ny)ie, = (Mo f, K+ My,
= (M )N, y) s
= (p(A ) (A), ¥
= (F(A): (N y),
= ([, Ki(5 Me(A) "y,

Die folgende Bemerkung ist im Hinblick auf Satz [4.2] von Bedeutung.

Bemerkung 1.10. Im Falle #; = H, = C lautet (ii) aus dem vorherigen
Lemma

MKo(-, A) = (N Ky (-, \)

fir A € X.

1.2 Der Drury-Arveson Raum
Zunéachst eine Definition zur Erinnerung.

Definition 1.11. Der Raum
27

H? = B*D) = {f € O(D) : || |3 = sup — e Par < 00)

r<2

heifst Hardyraum iiber der Einheitskreisscheibe.
Wir bezeichnen mit H* den Raum aller beschrinkten holomorphen Funk-
tionen auf der Einheitskreisscheibe.

Bemerkung 1.12. In der Theorie {iber Hardyrdume kann man zeigen, dass

sup L . | ‘ dt = lim L /Qﬂ |f(re“)‘2 dt
0<r<1 2 1l 27 0
gilt.

Nun wollen wir den Hardyraum auf die Einheitskugel im C" verallgemei-
nern. Dazu ist folgender Satz sehr hilfreich.
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Satz 1.13. Der Raum H? ist vermdge
©: H> = *(N,C), Y anz" = (an)nen
n=0
isometrisch isomorph zu (*(N, C).

Beweis. Fir f =57 a,z" € O(D) gilt mit der Cauchyschen Integralformel
0 = [ =) are)an)
n=0
- Zﬁnr” / f(rz)z"d\(2)
n=0 T
/r.TL

_OO— n ﬂ-f<reit)- it
_Z nT %/le'l"e dt

n=0 -
e n
T f(w)
= anT 2— P} dw
n=0 T 9D:(0) w
0 n
= E a,r"—2mia,
271
n=0

wobei A das normierte Lebesgue-Maf auf der Einheitskreislinie bezeichnet.
Im Ubergang zum Grenzwert r — 1 (man beachte die kompakt gleichmiRige
Konvergenz) sieht man, dass (a,)neny genau dann in (?(N,C) liegt, wenn
f € H? mit Gleichheit der Normen. Damit folgt, dass ® eine wohldefinierte
Isometrie ist. Sei nun (a,)neny € (*(N,C). Dann besitzt Y oo a,2" einen
Konvergenzradius R mit R > 1, sodass [ = ) a,z" € O(D). Nach den
obigen Uberlegungen ist f € H?. Offensichtlich gilt ®(f) = (an)nen. O

Sei B =B" = {z € C": |z = (X1, |z)2 < 1} € C" die offene
Einheitskugel und sei H ein komplexer Hilbertraum. Fiir a = (a4, ...,a,) €
N™ setze 7, = |a|!/al, wobel |a] = " a; und ol = [, o;!, und 2 =
[T, 2 fiir z € C™.

i=1~i
Proposition 1.14. Fiir z,w € B gilt

(1—{z,w)) ™ = Z Va2 W,

aeN"
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Insbesondere folgt

2\ — «|2
(L= =D 7al=

aeN"

fiur z € B.
Beweis. Nach Cauchy-Schwarz gilt fir z,w € B
(2, w)| < 2] |w] <1,

sodass (1 — (z,w))~! wohldefiniert ist. Mit der disjunkten Zerlegung

{1,....n}F = | /o,
a€eN?
la|=k

wobei J, = {(i1,...,ir) € {1,...,n}" : #({v:i, = j}) = «; fir j =
1,...,n} und #(J,) = 12 folgt

(1= {zw)) ™ = YOzt

Wir betrachten nun den Hilbertraum

lae]l”

Py, H) = {a = (aq) : aq € H fiir alle o € N" und ||a||* = Z

aeN" @

mit dem Skalarprodukt
<aaaba>H
((aa), (ba)) 2y = D =
aeNn T

Dieser entspricht fiir n = 1 dem bekannten Raum der quadratsummierbaren
Folgen (*(N, H).
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Proposition 1.15. Die Abbildung

p: (v, H) = OB, H), (as) — Z o2

aeN”

st wohldefiniert, injektiv und linear.

Beweis. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert mit Proposition [I.14]

o 5 (Mol e
3 ezl = 3 €N D) < el — )

fiir 2 € B und (a,) € £*(y,H). Da punktweise konvergente Potenzreihen auf
B kompakt gleichmiifig konvergieren auf B, wird fiir a = (a,) € *(v,H)
durch

pla): B—H,z— Z Ao 2"

aeN”

eine holomorphe H-wertige Funktion definiert. Wie im skalarwertigen Fall
gilt

o 0
a!
Also ist p wohldefiniert und injektiv. Die Linearitit ist offensichtlich. ]

Definition 1.16. Der Hilbertraum
H(B,H) = Bild(p)

mit dem durch p und ¢?(,H) induzierten Skalarprodukt

<Z @a", Z baz®) Hm,H) = Z (@0, ba)n

a€eNn aEeNn a€eNn T

heift Drury-Arveson Raum.
Im Fall H = C schreiben wir auch H(B) fiir H(B, C).

Satz 1.17. Der Raum H(B,H) ist ein funktionaler Hilbertraum mit repro-
duzierendem Kern

1y

Ky:BxB— £(H), (z,w) — T o)
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Beweis. Wir rechnen Satz[l.3|nach. Sei w € B und x € H. Wegen Proposition
gilt fiir z € B

Ky(z,w)x = (1 — lr = Z Yo 2"

aeN"

und

Inoe]? ik o e = Lt
o [ ] =
2 =2 il

aeN"? aeN”?

Damit liegt Ky (-, w)z in H(B,H). Fir f =" o @a2® € H(B,H) erhalten
wir

U Konlew)ohen = 3 20 (S g sy = (f(w)

a€eN? a€eNn
O
Proposition 1.18. Es gilt
Ya—e; _ Qi
Yo ol
firi=1,...,n und o € N* mit o > e;.
Beweis. Sei 1 € {1,...,n} und o > ¢;. Die Rechnung
la—e;]! (Jo=1)! 1
Ya—ei _ (a=e)! _ ol _ Jof _ @
o o femedl L o
zeigt die Behauptung. O

Wir wenden uns nun dem bereits angesprochenen n-Shift auf dem Drury-
Arveson Raum zu. Um diesen sinnvoll zu definieren, benotigen wir folgendes
Lemma.

Lemma 1.19. Die Multiplikatoren M, (i = 1,...,n) von H(B,H) nach
H(B,H) sind wohldefinierte, lineare Kontraktionen.

Beweis. Sei [ =3 .o aa2® € H(B,H). Dann gilt

(z:f)(2) = Z o2t = Z Ao—e, 2"

aeN” a>e;
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fir z€ Bund 2 = 1,...,n. Mit Proposition folgt

Z Haa e Z “aa ezH Ja—e;

I

a>e; a>e; Ta—e; T
_ Z e, _Z
a>e; To— €i |OZ|
Ha H
< = 1 -
aeN”

Also ist z;f € H(B,H) mit ||z f|| @) < ||f||a®n)- Die Linearitét ist klar.
[

Definition 1.20. Das Tupel
M,=(M,,....M,) e L(H(B,H))"

heift n-Shift.

Im Folgenden wollen wir eine wichtige Eigenschaften des n-Shifts studie-
remn.

Lemma 1.21. Fir f =3 . aa2® € HB, H) gilt

= a2 (i=1,....m),

acN? fya+ez

Beweis. Seien f =) . a2, g = ZaeN” boz* € H(B,H). Mit Proposition
sieht man, dass fiir i = 1,...,n die Funktion )

H(B,H) liegt, denn

a -
aEN” F ba+ei 27 1n

”Ya

Z Ya+te; ate; Z ’Ya ||boz,—i-eZ
aeNn aEeNn Tatei  Tate;
a; [[ball?
=) — <lgl%,
lo] Ya

a>e;



12 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN
sodass

(f, M;Q)H(IB,H) = (M..f, g>H(]B,H)

= <Z Uo—e; 2", Z baz®) r(m,m)

a>e; aeNn
. 2 : <aafemba>7-£
a>e; e

Z <aa7boz+ei>7-l Yo

et Ve Yate;

Z <a'om 7J‘t% ba—l—ei)H

aeN"” T
« Yo o
= < § Aa 2, E baJreiZ >H(B,H)'
aeNn acNn 1otei

]

Definition 1.22. Ein Tupel T = (T},...,T,) € £(H)" heikt vertauschend,
falls

T1, =171,
fiir alle 7,7 =1,...,n gilt.

Definition 1.23. Ein Tupel T = (13, ...,T,,) € £(H)" vertauschender, ste-
tig linearer Operatoren heifst n-Kontraktion, falls

zn:TiTi* < Iy

i=1
gilt.

Wir kommen nun zum Hauptresultat dieses Abschnitts, welches uns spé-
ter in Kapitel ] behilflich sein wird.

Satz 1.24. Der n-Shift auf H(B,H) ist eine n-Kontraktion.

Beweis. Sei hierzu f = )" . aq2* € H(B,H), sodass mit Propositon
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und Lemma [1.21]

iMZZMZ*Lf == iMzz Z fya aa+eizo¢
=1 i=1

aeN” Tate;

~
a—e;
= E E Q2

i=1 a>e; Vo

- «

7

=20 e

. |

i=1 a>e;

=f—-a

folgt. Somit gilt

<Z M. M. f, f)usn) = (f — ao, f)ammn)

=1

= (f. Nuemwn — llaoll* < (f, e

13
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Kapitel 2

Der eindimensionale Fall

In diesem Kapitel werden wir uns mit der klassischen von Neumannschen
Ungleichung beschéftigen. Die Dilatationstheorie nach [I4] wird uns einen
einfachen Beweis liefern.

Sei dazu im Folgenden H stets ein komplexer Hilbertraum und 7' eine Kon-
traktion auf H.

Zunachst formulieren wir ein einfaches Lemma, um den Beweis des Haupt-
satzes iibersichtlicher fithren zu kénnen.

Lemma 2.1. Es gilt:
(i) I —T*T und I —TT* sind positiv,

(ii) Fir die Operatoren Dy = (I — T*T)2 und Dy = (I — TT*)2 gilt
T*DT* = ZDTTM< und TDT = DT*T,

(iii) | Drhl|? = |h))? = |Th|? und | Dr-h||> = |R|)? = |Th|? fir alle h € H.

Beweis. (i) Die Rechnung
(h,h) > (Th,Th) = (T*Th, h)

fiir h € H zeigt die erste Behauptung und die zweite folgt analog, da
|T|| = ||T%|| gilt, sodass T € £(H) ebenfalls eine Kontraktion ist.

(ii) Betrachte die Funktion

00,1 5 R, 2 (1—2)7.

15
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Dann ist f stetig, sodass es nach dem Satz von Stone-Weierstrals eine
Folge (pn)nen von Polynomen aus R[z] gibt mit

”pn - f”[O,l] — 0 fiir n — oo.

Da T*T und TT* normal sind mit o(T*T)Ue(TT*) C [0, 1] erhélt man
mit dem stetigen Funktionalkalkiil

Dy = f(T*T) = lim p,(T*T) und Dy« = f(TT*) = lim p,(TT").
n—0o0

n—oo

Eine einfache Induktion iiber k£ € N zeigt, dass

T(TT** = (T*T)*T* und T(T*T)* = (TT**T
gilt und damit auch

T*p(TT*) = p(T"T)T™* und Tp(T*T) = p(TT*)T

fiir alle Polynome p € R[z]. Der Ubergang zum Grenzwert liefert die
Behauptung.

(iii) Fiir h € H gilt

| Drh||> = (Drh, Drh) = (D3h, h)
= (I =T*T)h,h) = (h,h) — (T*Th, h)
= (h,h) — (Th,Th) = ||h||* = || Th|]*.

Analog folgt die Behauptung fiir 7.
O

Wir widmen uns nun der Dilatationstheorie von Kontraktionen auf einem
komplexen Hilbertraum. Die anschliefsenden Definitionen charakterisieren die
im weiteren Verlauf wichtigen Operatoren, mit denen wir uns beschiftigen
wollen.

Definition 2.2. Sei R € £(#H). Dann heifst ein Operator S € £(H) Dilata-
tion von R, falls gilt

(i) H ist ein Hilbertraum mit H C A,

(ii) Rh = Py Sh fiir alle h € H.
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Man nennt S Potenz-Dilatation von R, falls zusatzlich
R"h = PyS"h

fiir alle n € N und h € H gilt.
Zwei Dilatationen S; auf H; und Sy auf Hy von R € £(H) heifen (unitdr)
dquivalent, falls eine unitdre Abbildung ¢: Hy — H; existiert mit

(i) ph="h (heH),

(11) Sg = @_151@.

Satz 2.3. Es existiert eine unitare Potenz-Dilatation U von T'. Man kann U
manimal wihlen in dem Sinne, dass

H=\/{U"H :neZ}.

Auflerdem sind zwei minimale unitire Potenz-Dilatationen einer Kontraktion
aquivalent.

Beweis. Wir definieren H als

{ = é H, (Ho,=H),

n=—oo

sodass ein Element h von # folgende Gestalt hat:

h = (hy)pez mit b, € H, ||h|]?> = Z |7 |? < 0.

n=—oo

Mit dieser Definition kann man H mit dem abgeschlossenen Unterraum Hy C
# identifizieren und erhilt damit eine isometrische Einbettung von H in #.
Der Operator

U:H—H, Ul(hp)nez) = (W) nez
mit

DThO - T*hl fiir n = —1,
h;l = Tho + DT* hl fiir n = O,

hpa sonst
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ist unitir, denn mit Lemma [2.1] (i) und (iii) folgt

IRy [* + 1holl* = [[Drho — T*ha||* + [ Tho + D ||?
= ||Drhol|? — (Drho, T*hy) — (T*hy, Dphe) + || T*hy|?
+ |Tho||*> 4+ (Tho.Dr-hy) + (Dp-hy, The) + || Dr-hy|?
= |Drhol||* — (T Drho, hy) — (T*Dp-hy, ho) + [|T*hy)?
+ | Thol|* + (T Drho, ha) + (T Dp+hy, ho) + || D=y ||”
= | Drholl? + IT*ha||* + (| Thol|* + || D= ha ||
= [|Roll® = ITholl* + I T* |1 + I Tholl* + | ha[|* — T
= [lholl* + [ |I?

und damit die Isometrie. Die Abbildung
7:[ — 7:[7 (h;L>n€Z = (hn)nGZ
mit

Drh!y +T*hy fir n =0,
hp =1« =Th' , + Dp<hj, fiirn=1,

/
hi, 4 sonst

ist offensichtlich stetig linear und wirkt als Umkehrabbildung von U, denn

Lemma [2.1] (ii) liefert
(DT —T*) (DT T*) _ (1 0)
T Dps —T Dy 0 1)°
Mit der Definition von U folgt direkt die Identitét
T"h = PyU"h (ne N, heH).
Betrachtet man nun statt H den Raum
K= \/{U"H :n € Z},

so sieht man, dass U eingeschrinkt auf I ebenfalls eine unitire Potenz-
Dilatation von T ist.

Es bleibt noch die Aquivalenz minimaler unitirer Potenz-Dilatationen zu
zeigen.

Sei nun U eine unitire Potenz-Dilatation. Aufgrund der Isometrieeigenschaft



19

von U erhélt man

(U"™h,h'), falls n > m,
<h’ Um—nh/>

)T mh, 1), falls n > m,
(b, TR, falls mo>n

({U"h, U™H) = {

, falls m >n

fir n,m € Z und h,h’ € H. Also hidngt (U"h,U™h') fir n,m € Z und
h,h' € H nicht von der Wahl der Potenz-Dilatation U ab, sodass

o: LHUYH :n€Z) — LH(U'H :n € Z),

N N
o( Y Uphy) > > Uphy (hn € H,N €N)
n=—N n=—N

eine wohldefinierte, isometrische und lineare Abbildung definiert, wobei U,
und Us minimale unitére Potenz-Dilatationen von 7" auf dem Raum C; bzw.
Ko sind. Somit konnen wir ¢ stetig auf \/‘ioOO UJH = Ko zu einer [sometrie
p: Ky — Ky fortsetzen mit

oh=h (heH),
und
o(Uxk) = Ui(pk) (k€ Ky),

wobei es geniigt, die letzte Identitét auf der linearen Hiille der Vektoren U™h
(n € Z,h € H) nachzupriifen. Als Isometrie mit dichtem Bild ist ¢ unitér.
O

Damit sind wir nun in der Lage die von Neumannsche Ungleichung zu
beweisen.

Korollar 2.4 (Die von Neumannsche Ungleichung). Seien p € C[z] ein Po-
lynom in einer Variablen und T € £(H) eine Kontraktion. Dann gilt:

(D) < llplls = 2l

Beweis. Das zweite Gleichheitszeichen folgt aus dem Maximumprinzip.
Mit Satz 2.3] erhdlt man

p(T)h = Pyp(U)h
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fiir h € ‘H. Da U unitér ist gilt
o(U) C T,
sodass fiir h € H mit ||h]| <1

[p(T)R| = [[Pup(U)h||
< 1Pullllp@)II Al
< [lp(D)]]
= sup{|ul : p € o(p(U))}
= sup{|p(A)| : A € o(U)} (Spektraler Abbildungssatz)
< sup{[p(A)| : A € T} = []p||x

folgt. O



Kapitel 3

Die Ungleichung auf dem
Polyzylinder

3.1 Der zweidimensionale Fall

Im vorherigen Kapitel haben wir gesehen, dass mit Hilfe der Dilatations-
theorie die von Neumannsche Ungleichung nur ein simples Korollar ist. Um
den zweidimensionalen Fall zu beweisen, werden wir auf die Arbeit [I] zu-
riickgreifen, die eine Verallgemeinerung der Resultate aus dem vorherigen
Kapitel liefert. Wir orientieren uns hierbei wieder an [14] und [10].

Seien nun im weiteren 17, T; € £(H) zwei kommutierende Kontraktionen auf
einem komplexen Hilbertraum .

Satz 3.1. Es existieren kommutierende Isometrien Vi,Va € £(H) auf einem
Hilbertraum H D H, sodass

TPTSh = PyVyVi'h
fir alle n,m € N und h € ‘H gilt.

Beweis. Wir definieren
H=EPH, (H,=H)
n=0

und identifizieren H mit dem abgeschlossenen Unterraum Hy C H. Weiterhin
seien die Operatoren W; und W5 durch

Wi((hn)nen) = (Tiho, D1,;ho, 0, hy, b,y o) (1= 1,2)

21
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gegeben, die aufgrund von Lemma [2.1] (iii) isometrisch sind. Mit
Hi=HOHOHDH

kénnen wir

7‘227{@@7{4

n=0

schreiben, wobei wir die kanonische Identifikation

(ho, hi, ha,...) = (hg, (A1, ho, hg, hy), (...), .. .)
benutzen. Auferdem seien
Ly ={(Dn,T5h,0,Dp,h,0): h € H}, Lo ={(Dr,T1h,0,D7p,h,0): h € H}.
Da fiir h e H

IDR Toh|1* + || D1y h||* = (D7, Toh, Toh) + [|A]]* = [ T3] = |[B]]* — |11 T2
= |2lI* = I T2Thhl* = | DR, Tik|)* + (| Day 2%,

gilt, wobei wir Lemma [2.1] (iii) und die Kommutativitdt von 77 und 75 aus-
genutzt haben, wird durch

Q: El — £2,
(DTlTQh, 0, DTQh, 0) — (DTQTlh, 0, DTlh, O)

eine wohldefinierte Isometrie definiert. Wir kénnen also ¢ stetig zu einer
Isometrie von M; = £; nach My = L, fortsetzen. Die Abbildung ¢ kann
sogar zu einem unitiaren Operator auf ganz H, fortgesetzt werden. Um dies
einzusehen, betrachten wir die Dimensionen von M7 = H,;&M; und My =
Hyi © Ms. Falls ‘H endlichdimensional ist, ist auch H, endlichdimensional
und die Gleichheit der Dimensionen von M; und Mj sind klar. Sei also H
unendlichdimensional. Da der Raum {(0, h,0,0): h € H} dieselbe Dimension
wie H hat und in M3 (i = 1,2) liegt, sieht man

dim(H) = dim(H,) > dim(M;") > dim(H) (i = 1,2)

ein. Damit haben M{ und My in jedem Fall dieselbe Dimension, sodass ein
unitdrer Operator zwischen beiden existiert. Also kann ¢ zu einem unitiren
Operator auf H, fortgesetzt werden.

Damit kénnen wir nun einen unitiren Operator G auf H durch

G(ho,hl,...) = (ho,@(hb...,h4),§0(h5,...7h8),...)
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definieren mit der Umkehrabbildung
G ho,hy,...) = (ho, o (b1, ha), @ (hs, ... hg),...).
Wir zeigen nun, dass
Vi = GWy und Vp = WoG™!
die gewiinschten Isometrien sind. Fiir b = (ho, hy,...) € H gilt

ViVa(ho, hi,...) = GWiWoG Y (ho, ha, . ..)
= GW i Wa(ho, o (ha, ... hy),...)
= GW1(Toho, D1,ho, 0,0 (B, ... ha), .. .)
= G(T\Tyhg, Dy, Toho, 0, D1, ho, 0,0 (ha, ..., hy),...)
= (T1Tsho, o(D1, Tohg, 0, Dp,ho, 0, (hy, ... hy), ...
= (TyT1ho, (D1, Tiho, 0, Db, 0, (hy, ... hy), ..
= Wy (T1ho, D, ho, 0, by, ha, . ..)
= WoWi(ho, by, . ..)
= WG 'GWi(ho, he, . ..)
= VoVi(ho, ha,...),

wobei wir die Definition von ¢ und die Kommutativitat von 77 und 75 benutzt
haben. Die Rechnung zusammen mit den Definitionen von V; und V, zeigt
auch die gewiinschte Identitét

TV h = Py V'V h
fiir alle n,m € Nund h € H. O

Lemma 3.2. Sei V € L(H) eine Isometrie und U € H eine Dilatation von
V' auf einem Hilbertraum H O H. Dann ist U eine unitire Fortsetzung von

V, d.h.
Vh=PyUh=Uh

fur alle h € H.
Beweis. Sei h € H. Dann gilt:

1Al = VRl = [[PxUA]l < U] = [|A]],
also auch ||PyUh|| = ||Uh||. Aus

[UR]* = 1| PRURI* + (11 = Pr)UR*
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erhdlt man (1 — Py)Uh = 0 und damit
Uh = PyUh € H.
O]

Um eine Verallgemeinerung von Satz [2.3| zu beweisen, benétigen wir noch
folgendes Lemma.

Lemma 3.3. Zu zwei kommutierenden Isometrien Vi, Vo € £(H) existieren
kommutierende unitire Operatoren Uy,Us auf einem Hilbertraum H O H,
sodass

Ul =Vi (i=1,2).

Beweis. Da jede Isometrie eine Kontraktion ist, existiert nach Satz [2.3] eine
rginimale unitére Dilatation U;: H — H von V; auf dem Hilbertraum
H DO H mit

H=\/{UIH :neZ}

Nach Lemma [3.2)ist U; eine Fortsetzung von V. Da

N

N
1Y UMVahall = Y (U Vaha, UT"Vahy)
n=—N

n,m=—N

= (U Vahn, Vahu) + Y (Vah, U7 " Vo)

n>m n<m

= > VT Vohy, Vahi) + > (Vah, V™" Vahi,)

n>m n<m

= VBV, Vo) + > (Valin, VOV )

n>m n<m

_ Z<v1nfmhm hm> + Z<hm Vlmfnhm>

n>m n<m
N
= Y Urhal?
n=—N

fir h, € H (n € {—=N,...,N}, N € N) gilt, konnen wir einen wohldefinierten
isometrischen Operator

Va: K = K,
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wobei K = LH(U"H : n € Z) C H, durch
~ N N
Va( > Ulhy) = Y UtVahy  (hy € H,N €N)
n=—N n=—N

definieren. Durch stetige Fortsetzung erhalten wir einen Operator auf ganz
‘H, wobei wir die Fortsetzung ebenfalls mit V5 bezeichnen. Weiterhin gilt

Vaho = Vaho

fiir hg € H, sodass Vs eine isometrische Fortsetzung auf H fiir V, ist, die
wegen

N N
VUL Y Ulhy) = Va( Y Upthhy)

n=—N n=—N
N
=Ui( ) U'Vahy)
n=—N

N
=U\Va( Y Ulhy) (hy € H,N €N)
n=—N

auf K und damit auch auf H mit U; kommutiert. B .
Wir wiederholen nun das Verfahren. Sei also Us: H — H eine minimale
unitére Dilatation von 172 auf einem Hilbertraum H D H. Wir definieren

Uli]%—>lé

auf K = LH(U}#H : n € Z) durch
~ N ~ N ~ ~ ~
Ui( Y Uphy) = > UsUihy (h, € H,N €N).
n=—N n=—N

Somit konnen wir durch stetiges Fortsetzen einen Operator auf H definieren,
wobei wir diesen wieder mit U; bezeichnen. Als Isometrie mit dichtem Bild

K ist Uy ein unitirer Operator auf 7. Aukerdem gilt
01‘7:[ = U17

sodass [71 eine unitiare Fortsetzung von U; auf H ist. Insgesamt erhalten wir

Ul =Vi und Usly = Va.

Die Kommutativitit von U; und U, auf 7-:[ folgt wie oben. O
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Korollar 3.4 (Satz von Ando). Es eristieren unitdre kommutierende Ope-
ratoren Uy, Uy € £(H) auf einem Hilbertraum H O H, sodass

11Ty h = PyUUSh
fir alle n,m € N und h € H gilt.
Beweis. Mit Satz [3.1] erhalten wir kommutierende Isometrien V1, V5 € £(H)
auf einem groferen Hilbertraum H mit

T h = Py V'V h
fiir alle n,m € N und h € H. Diese konnen wir mit Lemma Zu unitaren
kommutierenden Operatoren Uy, Uy € £(H) auf einem grokeren Hilbertraum
7-:[ fortsetzen. Offensichtlich haben Uy, U, die gewiinschte Eigenschaft. m
Korollar 3.5. Seien p € C|z1, 2o] ein Polynom in zwei Variablen und Ty, Ty €
L(H) zwei kommutierende Kontraktionen. Dann gilt:

Ip(T1, T2) || < [[Plloxo = [|pllrxr-

Beweis. Das zweite Gleichheitszeichen folgt wieder aus dem Maximumprin-
zip (vgl. [I1, Theorem 1.8]).

Seien Uy, Uy die zwei unitaren kommutierenden Operatoren aus Korollar
sodass die von Uy, Uy erzeugte unitale C*-Algebra A kommutativ ist. Damit
existiert nach dem Satz von Gelfand-Neumark ein isometrischer x-Isomor-
phismus

I'' A— €(A(A)), > 0y,

wobei A(A) die Menge der nichtverschwindenden multiplikativen linearen
Funktionale auf A bezeichnet und

0a(p) = ()
fiir alle z € A und ¢ € A(A). Ferner gilt
[p(U1)] = le(Ua)] =1 (p € A(A)),

da Uy, Uy unitar sind, sodass wegen Korollar fir p € Clzy, 20) und h € H
mit || <1

lp(Ty, To) |l = ([ Prp(Us, U2)h|

<|lp(Ux, Us)||

= sup |p(p(Uy),¢(Us))]
PEA(A)

< |Sl|l£)1 Ip(21, 22)| = [|p[lrxT
a1

folgt. O]
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3.2 Das Gegenbeispiel von Crabb-Davie

Es stellt sich nun die Frage, ob die Resultate aus dem vorherigen Abschnitt
in hohere Dimensionen verallgemeinert werden kénnen. Dies konnte N. Th.
Varopoulos 1974 in [I5] erstmalig verneinen. Hier wollen wir allerdings ein
Gegenbeispiel von M. J. Crabb und A. M. Davie [4] prisentieren, welches ein
Jahr nach dem ersten Gegenbeispiel publiziert wurde.

Gegenbeispiel 3.6. Seien H ein 8-dimensionaler Hilbertraum mit Ortho-
normalbasis e, f1, fa2, f3, 91, g2, g3, h und Ty, Ty, T3 € £(H) mit

T;le = fi7

—g;, fallsi=j,
Tif; = L .
Ik, falls © # j mit k # 1, j,
Tig; = dijh,
T;h =0

fir 7,7,k = 1,2,3. Weiterhin sei p € C|zy, 29, 23] das Polynom in drei Varia-
blen mit

_ 3 3 3
p(Zl, 29, 23) = R1R2%3 — &1 — R9 — Z3.

Dann sind 77, 15, T5 kommutierende Kontraktionen mit

Ip(Ty, T2, T3)[| = 4 > [|p||1s.

Beweis. Wir zeigen zunéachst, dass die 7T;’s Kontraktionen sind. Sei dazu [ €
H mit

3 3
l=oae+ Z aj+1fj + Z Qptagr + agh,

j=1 k=1

wobei «; € C fiir alle j.
Mit den Definitionen der T;’s erhilt man

T\l = oy fi — cegr + asgs + auge + ash,
Tl = ay fo + azgs — azgs + augr + agh,
T3l = o f3 + aage + azgr — augs + azh.
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Da e, f1, f2, f3, 91, 92, 93, h eine Orthonormalbasis bilden, folgt

(T, Thl) = |an|* + |ea]” + |as]? + |aul” + |as]”

8
< Z |aj|2 = (1, 1),
j=1

(Tol, Tol) = || + |e]? + |as|” + |au|* + o)

8
< Z ’aj|2 = (1),
j=1

(T51, Tal) = |an|* + |ea]” + |as]? + |ul” + ||
8
< Z o = (1,1)
j=1

und damit die Kontraktionseigenschaft der 7;’s. Fiir die Kommutativitat
rechnet man direkt mit den Definitionen

TVTil = —ay191 — ash,
TVThl = aqg3 + agh =TT,
TT5l = angs + agh = T3T1l,
o150 = —a1gs — ash,
TyT50 = aqg1 + agh = T35,
13750 = —a193 — agh

nach.
Die Normabschatzung folgt aus

p(Ty, T, Ts)e = (VT T5 — TP — T3 — Ti)e = h+h + h+ h = 4h,
sodass
|p(Th, T2, Ts) || = ||p(Th, T, Ts)el | = 4.

Mit der Dreiecksungleichung sieht man sofort, dass ||p||rs < 4. Angenommen
es wiirde ||p||ts = 4 gelten. Dann wiirde es einen Punkt (21, 2, 23) € T® geben
mit

3_.3_ .3 3., .3, .3
4= |z12023 — 27 — 25 — 23| = |mzoz| + |2 + 25 + 23]

3 3., .3
= |z12223] + | 27| + |25 + 23]

= |mzez| + |21 + [=] + [=5] = 4
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Das vorletzte Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn es eine positive reelle
Zahl )\23 glbt mit Zg = )\2323. Da

1= [25] = |Aasl |23] = [Nas|
gilt, folgt A\p3 = 1. Die gleiche Argumentation liefert 27 = 23, also 2} = 25 =
z3. Damit das zweite Gleichheitszeichen stimmt, muss es wieder eine positive
reelle Zahl \j53 geben, sodass

21223 = Aog(— 28 — 25 — 23) = —3X 19323
und
1 = |z12023] = 3 |A1a3] ’zf‘ = 3| A123]
gilt. Somit ist \jo3 = %, also z12923 = —zf. Der Widerspruch ergibt sich dann
mit
(z12223)° = 222525 = 2] = (—212023)° = —(212223)°,
sodass wegen z; # 0 (i = 1,2,3) 1 = —1 folgt. O

Dieses Gegenbeispiel zeigt auch, dass eine Verallgemeinerung von Satz
2.3] Korollar und Korollar fir den mehrdimensionalen Polyzylinder
fiir n > 3 nicht existieren kann.
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Kapitel 4

Die Ungleichung auf der Kugel

4.1 Der mehrdimensionale Fall

In Kapitel |3l haben wir gesehen, dass wir die von Neumannsche Ungleichung
auf den zweidimensionalen Polyzylinder verallgemeinern konnen. Es stellt
sich nun die Frage, ob und in wie weit eine Verallgemeinerung auf die Ein-
heitskugel moglich ist. Drury konnte 1978 in [5] zeigen, dass die kanonische
Verallgemeinerung, d.h. man ersetzt Kontraktionen durch n-Kontraktionen,
schon fiir den Fall n = 2 falsch ist. Das folgende Gegenbeispiel stammt aus
dieser Arbeit.

Gegenbeispiel 4.1. Sei B? die Einheitskugel in C* und M, € £(H(B?))?
der 2-Shift auf dem Drury-Arveson Raum. Fiir n € N definiert

pa(2) = (22129)"
ein Polynom p,, € C[z1, 25| mit
1 le> = 1.

Zudem ist die Folge (||p,(M.)||)nen unbeschrankt.

Beweis. Da fiir z = (21, 29) € C? nach Cauchy-Schwarz
2l = lz1] + [22] = (2], |22]), (1, 1)) < V2]

31
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gilt, erhalten wir mit dem Maximumprinzip und der binomischen Formel
1Palle2 = ﬂlp(2 |21l 22])"
z|=1

= (sup (|z1] + |zl)* = (1) + [2o]"))"

|z|=1

2
= (sup [l = [=[)"
|z|=1

< (sup 2o” — |2[)" = 1
|z|=1

fiir alle n € N. Also gilt

) < llpnlls> < 1.

1 = po 1 1
p?’b \/§7 \/§
Sei nun 1 > ¢ > 0. Nach der Stirlingschen Formel existiert ein NV € N, sodass

n!
l—e< —<1+c¢

V2mn(Z)n
fiir alle n > N gilt. Damit folgt fiir n > N

n(nl)? _ (1—e)? 4"2mn(g)™
(2n)! 7 (1+¢) Vamn(Z)  (1+¢)

sodass

4”(77,!)2 (1 — 8)2 1

fiir n — oo. Also ist die Folge (||p,(M.,)||)nen unbeschrankt. O

Da nach Satz der 2-Shift M, eine 2-Kontraktion ist, folgt, dass

Ip(D)]| < lplle2

fiir alle 2-Kontraktionen 7' € £(H (B?))? und Polynome p € C[zy, 25| nicht
gelten kann.

Dieses Gegenbeispiel zeigt sogar, dass es keine Konstante C' > 0 geben kann
mit

Ip(T)]| < Cliplle=-
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4.2 Die Verallgemeinerung nach Drury

Das Ziel dieses Abschnitt wird es sein, die eindimensionale von Neumannsche
Ungleichung umzuformulieren, sodass wir doch eine Verallgemeinerung auf
die Kugel erreichen konnen. Diese geht auf [5] zuriick, indem wir die Supre-
mumsnorm auf der rechten Seite durch die Norm des Polynoms angewandt
auf den n-Shift ersetzen. Der folgende Satz ist der Ausgangspunkt dieser
Verallgemeinerung.

Satz 4.2. Es gilt
M(H?) = H*®
mat Gleichheit der Normen.

Beweis. Die Inklusion D ist klar.
Sei umgekehrt ¢ € M(H?). Da
o = M,(1) € H?

gilt, liegt ¢ in O(D). Der Raum H? ist nach Abschnitt ein funktionaler
Hilbertraum, sodass wir mit Bemerkung fiir A € D und dem reprodu-
zierendem Kern K2

M;KH2(', A) = @(N)Kg2(-, \)

erhalten und damit

[ My K g2 (+, A 12
PNl = =

[ K gz (-, A)[| 2
Also ist p € H*>. Die Abschitzung
My fllmz = llofllaz < llelpllflla

liefert schlieklich die Gleichheit der Normen. ]

< [|Me].

Mit diesem Satz konnen wir die eindimensionale Ungleichung fiir eine
Kontraktion 7" € £(H) und ein Polynom p € Clz] zu
() < llpll ez

umschreiben. Beachten wir noch, dass M, = p(M.) und ||p||smmz) = [|[M,||
gilt, folgt schlieflich

Ip(T)|| < [[p(M)]]-

Diese Ungleichung wollen wir im Folgenden auf n-Kontraktionen 7' € £(H)"
und den n-Shift M, € £(H(B))" auf dem Drury-Arveson Raum verallge-
meinern und beweisen. Dabei orientieren wir uns in der Beweisfiihrung an

i9].
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Lemma 4.3. Seien A, B € £(H). Dann gilt:
(i) Der Operator
Qa: L(H) — L£(H), X — AXA"
15t positiv.

(i) QaQp = Qap.

Beweis. (i) Sei X € £(H) positiv. Dann gilt fiir h € H
fiir k = A*h € H. Also bildet Q4 positive Elemente auf positive ab.

(ii) Dies folgt unmittelbar aus der Definition.
[

Proposition 4.4. Sei fir ein Tupel T = (T4,...,T,) € £(H)" der positive
Operator

Sr=Y_ Qr: &(H) — L(H)
i=1
definiert. Dann gilt
257:: EE: CQEl”T%
fir k € N. Falls T € £(H)" vertauschend ist, so gilt

E’ZIC“: E Yo R,
aeN"™
la|=k

fur k € N, wobei v, = loft,

al

Beweis. Die erste Aussage ist klar und die zweite erhélt man analog zu der
Beobachtung im Beweis von Proposition [I.14] O

Sei nun im Folgenden T' = (T3, ...,T,) € £(H)" stets eine n-Kontraktion.
Lemma 4.5. Es gilt
S1(In) 2 X5 (1) 2 0
fiir alle k € N,
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Beweis. Da T = (Ty,...,T,) € £(H)" eine n-Kontraktion und % nach
Lemma [1.3] positiv ist, gilt

Sh(Iy) — S5 (Iy) = Sh(Iy) — S350 (Iy)
= Y5 (Iy — Sr(Iy))

= Sp (I = ) TT})
=1
>0

fiir alle £ € N. O]

Bemerkung 4.6. Da (XX(Iy))ren nach dem letzten Lemma eine monoton
fallende Folge positiver Operatoren ist, konvergiert diese Folge punktweise
gegen einen positiven Operator (vgl. [7, Korollar 1.9])

Asor = SOT = lim YSE(Iy) € L(H).

Lemma 4.7. Sei Dy- = (Iy — 2", TyT7)2. Durch

Kr:H — H(B,H).
T Z Yo (DpsT*2) 2%

aeN"

wird eine wohldefinierte, lineare Kontraktion definiert mit

[Kra|? = ||2]* = |/ Aso ]
fir x € H.

Beweis. Mit Proposition [4.4] erhalten wir

(S5 () — 257 (1))

[
WE

Ly — S (Iy)
0

.
Il

¥7(DF)

[
WE

0

<.
Il

'YaQTa (D%*>7

al=j

Il
WE

<
Il
o
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sodass fiir x € H

aD LT 2
Z ”7 T .TH — Z <’7aTaD%*T*aZL‘,I'>

la]<N o a[<N

= (Y 7aQre(Di )z, z)

la] <N

= <Z Z PYocQTa(D%*)'%CE)

7=0 lal=j
= (Iy — X7 (), )
= (z,x) — (Eﬁ“([y)x, x)

gilt. Damit ist K wohldefiniert mit

1Yo Dr-T" ||
IKral® < = [|2[* = I/ Asc.rz]®

la|<N @

flir N — oo, also

1Kral® = |lz)* = |V Ascrzl®.

Da die Linearitdt von Kp klar ist, ist Kr eine wohldefinierte, lineare Kon-
traktion. 0

Bemerkung 4.8. Die Abbildung K7p ist genau dann eine Isometrie, wenn
Asor = 0. In diesem Fall definiert man:

Definition 4.9. Eine n-Kontraktion S = (Si,...,5,) € £(H)" heift rein,
falls A g = 0.

Bemerkung 4.10. Fiir n = 1 ist eine Kontraktion S € £(#) genau dann rein,
wenn SOT —limy_,o S*¥ =0 gilt. Kontraktionen dieser Art nennt man auch
Co-Kontraktionen.

Sei im weiteren M7t der n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum H (B, H)
und M, der n-Shift auf H(B). Die Grundlage fiir den Beweis der verallge-
meinerten von Neumannschen Ungleichung stellt das folgende Lemma dar.

Lemma 4.11. FEs gilt die Identitdt
KT} = M Ky

fiir alle 1 <1 <n.
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Beweis. Sei x € ‘H. Dann gilt
sz*KTx = MZ* Z Yo DT 12*

aeN™

Ve -
= Yate, Dp=T* 1 02

a+te;

aeNn?
=Y %D T (T} 7)2"
aeNn
::Zchﬁx
firalle:=1,...,n. ]
Korollar 4.12. Fir ein Polynom p € Clz] = Clz1, ..., z,] gilt
Krp(T)" = p(MZ{)*KT-
Beweis. Eine Induktion iiber k£ € N liefert mit Lemma
}(TITk ::Alg*k}(T
fiir alle £ € N und 1 < ¢ < n. Da alle Operatoren linear sind, folgt die
Behauptung. ]

Das néchste Lemma wird uns im Beweis der von Neumannschen Unglei-
chung die Mdoglichkeit geben, den Beweis fiir n-Kontraktionen auf den Fall
von reinen n-Kontraktionen zuriickzufiihren.

Lemma 4.13. Fir 0 <r < 1list rT = (rTy,...,rT,) € L(H)" eine reine
n-Kontraktion.

Beweis. Da die Abbildung Y% positiv ist, wird nach dem Satz von Russo-Dye
(vgl. [9, Korollar 2.9]) die Norm auf der Identitit angenommen, sodass

IZell = [Sr(I)ll = || Y LI < 1
i=1
und damit fiir T
1Zr]l = |27l < 1.
Eine Induktion iiber k € N liefert
ISh ]l < r*F =0
fiir k — oo, sodass
Ao rr = 0.

Also ist 7T eine reine n-Kontraktion. O
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Satz 4.14 (Die von Neumannsche Ungleichung fiir n-Kontraktionen). Fir
ein Polynom p € Clz] in n Variablen und eine beliebige n-Kontraktion T €

L(H)™ gilt
Ip(D)[ < [[p(M2)],
wobei M, den n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum H(B) bezeichnet.
Beweis. Wir zeigen zunidchst die Behauptung fiir eine reine n-Kontraktion
T e £(H)™
Nach Korollar und Bemerkung erhalten wir
p(T)" = Kyp(MI*) Kr

fiir alle Polynome p € C[z], sodass

(D)l = lp(T)*|| = | Kzp(ME) Kl < |[p(ME)*|| = |[p(MI)]].
Nach Satz kann man M7 mit M, ® I identifizieren. Somit folgt

lp(D)|| < (M) = lIp(Mz) @ L]l = [lp(M:)].

Sei nun T € £(H)" eine n-Kontraktion. Mit der gerade bewiesenen Behaup-
tung und Lemma sieht man

lp(D)Il = lim [p(rT)|l < lim [lp(M:)[| = [p(M-)]

ein. O

Sei T ={p(M,) : p € Clz]} = LHM? : « € N*) C £(H(B)) die von
M, € £(H(B))™ erzeugte Teilalgebra. Nach Satz ist die Abbildung

T — £(H), p(M.) — p(T)

ein kontraktiver Algebrenhomomorphismus. Im Folgenden wollen wir zeigen,
dass diese Abbildung sogar vollstandig kontraktiv ist. Dieses Ergebnis geht
auf Arveson zuriick, der dies in [2] bewies.

Diesbeziiglich wollen wir uns an die folgenden Definitionen erinnern.

Definition 4.15. Seien A, B unitale C*-Algebren, C C A ein Operatorraum,
das heiftt ein Unterraum mit 1 € C, und D C A ein Operatorsystem, das
heifst ein x-abgeschlossener Unterraum mit 1 € D. Wir fassen nun M, (C)
und M, (D) als Unterrdume der C*-Algebra M, (A) auf und versehen diese
mit der induzierten Norm- und Ordnungsstruktur. Fiir eine lineare Abbildung
®: C — B definieren wir

D0 My (C) = Mn(B), ®nl(ass)) = (P(as;))
fiir alle n € N und analog W, fiir eine lineare Abbildung ¥: D — B.



4.2. DIE VERALLGEMEINERUNG NACH DRURY 39

Die Abbildung ¥ heifst
(i) n-positiv, falls ¥,, positiv ist,
(i) vollstandig positiv, falls ¥ n-positiv ist fiir alle n € N
und & heifst
(iii) vollstédndig beschrinkt, falls

”(I)ch = sup ||CI>n||
neN

endlich ist,

(iv) vollstandig kontraktiv, falls || @[l < 1.

Lemma 4.16. Sei S € £(H)" eine reine n-Kontraktion. Nach Satz[1.6 kin-
nen wir H(B,H) mit HB) ® H identifizieren. Die lineare Abbildung
p: L(HB)) —» £(H), X — KX ® Iy)Ks

ist vollstindig kontraktiv und vollstindig positiv mit p(Inm)) = I. Weiterhin
gilt

p(M2MP) = 5757
fr alle a, p € N™,

Beweis. Da Kg eine Isometrie ist, ist p(/nm®)) = Iy klar. Die Identitét
p(MEM’) = 525 (a, 8 € N")

folgt direkt aus Lemma Nach [9, S. 30f] ist p vollsténdig kontraktiv und
vollstandig positiv. ]

Der folgende Satz dient als Vorbereitung fiir das versprochene Resultat
von Arveson.

Satz 4.17. Seien S = LH(M*M:? : o, € N*) und T € L£(H)" eine n-
Kontraktion. Dann ist die Abbildung

p: S — &(H),
> aasMIMT s Y angTOT.
ol 161<k o 161 <k

vollstindig kontraktiv und vollstindig positiv.
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Bewess. Fir 0 < r < 1 ist 1" nach Lemma eine reine n-Kontraktion.
Wegen Lemma sind die linearen Abbildungen

pr: S — L£(H),
Z aaBMgM;ﬁ — Z aaﬂ(rT)a(rT)*’B
o, BI<k o, BI<k

vollstandig kontraktiv und vollstindig positiv und konvergieren punktweise
fiir » T 1 gegen

p: S — L£(H),
> aagMIM s Y ang T
ol |81<k ol |8I<k

Mit p, ist auch der punktweise Limes p wieder vollstdndig kontraktiv und
vollstandig positiv. O

Mit diesem Satz erhalten wir nun als Korollar das Ergebnis [2, Theorem
8.1] aus der Arbeit von Arveson.

Korollar 4.18. Fiir eine n-Kontraktion T € £(H)"™ ist die Abbildung
T — £(H), p(M.) — p(T)

ein unitaler vollstindig kontraktiver Algebrenhomomorphismus.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz daT CS. O
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Symbolverzeichnis

Anzahl der Elemente der Menge X

Element aus N”

Offene Einheitskugel in C"

Direkte Summe der X; iiber eine Indexmenge [
Normabschluss der linearen Hiille von X

Bild der Abbildung f

Menge der komplexen Zahlen

Raum der formalen Polynome in der Unbekannten z mit
komplexen Koeffizienten

Raum der formalen Polynome in den Unbekannten
21, ..., 2z, mit komplexen Koeffizienten

Offene Einheitskreisscheibe in C

Menge der nichtverschwindenden multiplikativen Funk-
tionale auf der C*-Algebra A

Raum der quadratsummierbaren komplexen Folgen

Raum der stetigen, komplexwertigen Funktionen auf dem
topologischen Raum X

Raum der stetig linearen Operatoren auf dem Hilber-
traum H

Orthogonales Komplement des Hilbertraumes £ im Hil-
bertraum H
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Komplexer Hilbertraum
Hilbertraum-Tensorprodukt der Hilbertraume K und H

Raum der Multiplikatoren auf dem funktionalen Hilber-
traum H

Raum der Multiplikatoren zwischen funktionalen Hilber-
traumen H; und H,

Raum der holomorphen Funktionen von einer offenen
Menge U C C nach C

Raum der holomorphen Funktionen von einer offenen
Menge U C C nach ‘H

Menge der natiirlichen Zahlen, beginnend bei 0
Supremumsnorm iiber X
Menge der reellen Zahlen

Raum der formalen Polynome in der Unbekannten x mit
reellen Koeffizienten

Spektrum des Operators T € £(H)

Operator Y, Qr, fiir ein Tupel T = (13,...,T,) €
LH)"

Skalarprodukt auf dem Hilbertraum H
Einheitskreislinie in C
Menge der ganzen Zahlen

Grenzwert der Folge (X7.(I3))n in der starken Operator-
topologie

Offene Kreisscheibe mit Radius » um den Punkt a € C

Defektoperator (1 — >, TrT;)? fiir ein Tupel
T=(T\,...,T,) € £(H)"

Drury-Arveson Raum {iber C

Drury-Arveson Raum iiber dem Hilbertraum H
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it
oo

Iy
LH(X)
My (A)

Hardyraum auf D

Raum der beschrinkten holomorphen Funktionen auf D
Identitét auf dem Hilbertraum #H

Lineare Hiille der Menge X

Menge der n x n Matrizen mit Eintrdgen aus der C*-
Algebra A

n-Shift auf dem Drury-Arveson Raum
Multiplikationsoperator mit Symbol ¢
Orthogonalprojektion auf den Hilbertraum H
Operator £(H) — £(H), X — AX A*

Grenzwert der Folge (T,),, aus £(#H) in der starken Ope-
ratortopologie
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