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Einleitung

Im Jahre 1941 stellte S.Kakutani die Frage, ob die offene Einheitskreisscheibe D = {z €
C;|z| < 1} dicht liegt im Raum der maximalen Ideale der Banachalgebra H>°(ID). Wir
wollen zunéchst darlegen, wie diese Aussage iiberhaupt zu verstehen ist.

Dazu sei zu einer kommutativen unitalen Banachalgebra B die Menge aller maximalen

Ideale durch
M(B) = {m C B;m ist maximales Ideal}
definiert. Weiter sei durch
Ap = {6;: B — C multiplikative Linearform} \ {0}

der Strukturraum von B definiert. In der Funktionalanalysis zeigt man, dass die Abbil-
dung

Ap — M(B),6 — kerd
eine Bijektion ist. Fiir die kommutative unitale Banachalgebra
H* = H*(D) = {f € O(D); f ist beschrénkt}

konnen wir somit jede multiplikative Linearform f € Apw~ als maximales Ideal von H*°
auffassen.
Fir z € D betrachten wir nun die Punktauswertung

d,: H* = C, f — f(2).

Man kann leicht nachrechnen, dass 0, € Ay fiir alle z € D gilt. Damit entspricht jeder
Punkt z € D einem maximalen Ideal m, = kerd, € M(H>).

Man kann die offene Einheitskreisscheibe I somit als Teilmenge von M (H>) auffassen.
Dabei ist D eine echte Teilmenge von M(H*) bzw. Ape, wie wir in Kapitel 3 sehen
werden.

S. Kakutani fragte sich nun also, ob die offene Einheitskreisscheibe D dicht in M (H>)
bzw. Apge liegt, wobei wir Ap~ mit der Relativtopologie der schwach-x-Topologie aus-
statten. Dieses Problem wurde spéter als das Corona-Problem bekannt.

Erst etwa 20 Jahre spéter, im Jahre 1962, wurde das Corona-Problem durch L.Carleson
im positiven Sinne gelost (vgl. [1]). SchlieBlich wurden 1979 von T.Wolff und 1980 von



T.W.Gamelin vereinfachte Beweise des Corona-Problems vorgestellt (vgl. [5]). Dabei
wurde im Beweis erstmals auf die Verwendung der von L.Carleson eingefithrten Carleson-
MaBe verzichtet.

In dieser Arbeit werden wir eine komplette Losung des Corona Problems nach T. Wolff
und T.W.Gamelin vorstellen.

Dafiir stellen wir in Kapitel 1 zunéchst einige Grundlagen iiber Hardy-Raume und 0-
Sequenzen bereit, die wir im Laufe dieser Arbeit noch benutzen werden.

In Kapitel 2 betrachten wir dann allgemeiner eine beliebige kommutative unitale Bana-
chalgebra B und zeigen, dass eine stetige Abbildung

A — Ap, A\ 0y

auf einem topologischen Raum A genau dann dichtes Bild hat, wenn fiir je endlich viele
Elemente x4, ...,z,, € B mit

;felﬁ; |02 ()| >0

schon gilt, dass i r; B = B ist.
i=1

Dieses Resultat wenden wir in Kapitel 3 auf die kommutative unitale Banachalgebra
H*° und den topologischen Raum D an und zeigen in Satz 3.0.3, dass es zur Losung des
Corona-Problems geniigt, fir n € N* und § > 0 eine Konstante C' = C(n,d) > 0 zu
finden so, dass fiir alle U D D offen und fiir alle fy,....f,, € O(U) mit

SUfP>6auf Uund ||fill, <1 (i =1,..,n)

=1

Funktionen g1, ..., g, € H* existieren mit und ||g;||, < C fiir alle ¢ = 1,...,n und

=1

Diese Variante des Corona-Problems reduzieren wir mit Hilfe eines geeigneten Koszuel-
komplexes auf ein 0-Problem mit Schranken.

Das 0-Problem mit Schranken losen wir schliellich in Kapitel 4 mit geeigneten Integral-
abschatzungen und Dualitatstheorie fiir Hardy-Réume.

Am Ende dieser Arbeit haben wir damit eine vollstandige Losung des Corona-Problems
iiber dem Einheitskreis in C gegeben.
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1 Grundlagen

1.1 Hardy-Raume

In diesem Kapitel geben wir eine Einfiithrung in die Theorie der Hardy-Raume. Dabei
stellen wir einige wichtige Resultate vor, die ganz wesentlich zur Losung des Corona-
Problems beitragen. Im Folgenden sei A das normalisierte eindimensionale Lebesguemaf3
auf der Einheitskreislinie T = {z € C; |z| = 1}.

Definition 1.1.1. Fiir f: D — C und r € [0,1) definieren wir
frT—=C 2z f(rz).
Fiir 1 < p < oo nennt man die Raume
H? = H*(D) = {f € OD); || f[|, < o0}
mit

27
1£1l, = Sup £l = Sup, (;ﬂ 0/ ’f(re“)|pdt) (f € O(D))

die Hardy-R&ume tiber dem Einheitskreis D = {z € C; |z| < 1}. Fiir p = oo definieren
wir

H = H(D) = {f € O(D): ||, = sup £(2)] < oe}.

Bemerkung 1.1.2. Fir 1 < p < oo ist H? ein Vektorraum und versehen mit || - ||
sogar ein normierter Raum. Fir 1 < p < ¢ < oo gilt aulerdem

H* C H*C HP und || - [l = [ ll, = I - [l
Beweis. Offensichtlich ist || - ||, fir 1 < p < oo eine Norm auf H?. Fiir 1 <p < ¢ <
0o, f € HP und r € [0, 1) liefert die Holdersche-Ungleichung angewandt auf | f,.|” € L%(T)

weiter
I£ 1, = ( / mrplou)
T

< ( / ifrrqu> =[5l
T

p

P



Wir fithren nun die Poisson-Integrale ein. Dabei wird durch

L— o 12

P:DxT—R,P(z,¢§) = — =
11 —Z§|2 € — 2

eine stetige positive Funktion, der sogenannte Poisson-Kern, definiert. Fiir f € £(T)
heifit die Abbildung

PIf1: D= D,z [ P(z,6)f(€)dNE)

das Poisson-Integral von f. In der Funktionentheorie zeigt man, dass fur f € C(T)
durch

f(2) 2l =1

HﬂD%D”H{Hmw;M<1

eine Funktion Hf € C(D) definiert wird, so dass H f|p harmonisch ist mit H f|p = f.
Aus diesem Resultat erhélt man zusammen mit dem Maximumprinzip fiir harmonische
Funktionen, dass fiir eine Funktion f € C(D) mit f|p harmonisch schon

flo = P[flx] (1.1)

gilt. Damit zeigen wir im folgenden Satz, dass Konvergenz in H? (1 < p < 0o) kompakt
gleichmaflige Konvergenz impliziert.

Satz 1.1.3. Seien (fy),cy €ine Folge in HP? (1 < p < oo),f € H? mit
=3 f

in (HP, || - |I,). Dann konvergiert
=3 f

auch kompakt gleichmdf$ig auf D.

Beweis. Sei also (f,), eine Folge in H? mit f, "= f in HP. Seien weiter 0 < § < 1 und
n € N. Dann ist die Abbildung

D—C,z+ (fn— f)52)
stetig auf D und harmonisch auf D. Also gilt mit Gleichung (1.1) fiir r € (0,1) und
z € D,(0)

((Fa = D) = | [ P8 = NEHANE)

T




Wegen

1— [z 11—z 1 1
0< P(z.€) = |ZJ2§ |z|2: +|z|§ +r
-z~ (A=[2))2 1—|z[ 7 1—vr

fur alle (2,€) € D,(0) x T (0 < r < 1) folgt mit Bemerkung 1.1.2 weiter

(= DO = | [ P f = NE)ANE)
T
1+7r
< _ .
<2 D)l
1+7r
< —
< e,
fiir alle z € D,(0) (0 < r < 1). Daraus folgt f, == f gleichmifig auf D(0) fiir alle
s € (0,1) und mit einem Kompaktheitsargument auch (f,) =3 f kompakt gleichmifBig.

]

Satz 1.1.4. Fir f € O(D) ist f € H' genau dann, wenn Funktionen g,h € H?* existie-

1
ren mit f = gh. In diesem Fall kann man g = h mit ||g||l, = || f|| wdhlen.

Beweis. Seien g, h € H? mit f = gh. Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

17l = Ngeherlly < Nlgell ol anl

fiir alle r € [0,1). Durch Ubergang zum Supremum folgt

£l < Nlgll2llAll,,

also f € H'.
Sei nun f € H'. Wir kénnen ohne Einschriankung annehmen, dass f nullstellenfrei ist.
Sonst schreiben wir f = Bg wobei ¢ € H' nullstellenfrei und

Oy — 2

B:D%D,szkHM-

o Qn 1 —ayz

€ H*(D)

das zur Nullstellenfolge von f gebildete Blaschke-Produkt ist (vgl. Theorem 2.3 auf Seite
53 in [6]) und ersetzen f durch g. Dann gibt es ein g € O(D) mit g = f und somit

lorllz = [ 1g:Pax = 15l < £,
T

fur alle r € [0,1). Es folgt

2
lglly < 1l £lly

also wegen f = ¢? und mit der Abschitzung aus dem ersten Teil des Beweises die
Behauptung.
O



Im néchsten Satz zeigen wir, dass ein Hardy-Raum HP?(ID) auch als abgeschlossener
Teilraum von LP(T) aufgefasst werden kann.

Satz 1.1.5. Fir 1 < p < oo definieren wir
HP(T) = {f € LP(T); f(n) = 0 fiir alle n < 0}
wobei

fm) = [ )an)

T

fiirn € Z den n-ten Fourierkoeffizienten von f bezeichnet. Dann gibt es einen isometri-
schen Isomorphismus

i H?(D) — HP(T)
auf den abgeschlossenen Teilraum HP(T) C LP(T) mit Umkehrabbildung
H*(T) — H?(D), g — Plg].
Firl<p<oound f € H?(D) gilt auflerdem

r, 1
1fr = (D, = 0.
Beweis. Siehe Kapitel 3 (ab Seite 55) in [6].

Fir f € AD) = {f € C(D); flp € O(D)} gilt nach Satz 1.1.5 insbesondere
U(f) = flr-
Fiir p = oo ist die zweite Aussage in Satz 1.1.5 falsch, das heifit

1fr = (Nl = sup |fr(2) = (f)(2)] # 0.

Insbesondere gilt folgendes Korollar nur fir den Fall 1 < p < oo.

Korollar 1.1.6. Die Raume HP(1 < p < 00) sind Banachraume und fir 1 < p < oo
liegt Clz]|p € H? dicht.

Beweis. Sei 1 <p <oound f € HP. Fiir 0 < r < 1 liegt
f(r):D—=C,z— f(rz)

in H*> C H? und nach Satz 1.1.5 gilt

If @) = fllp = 1£ = (NI, 5 0.



Sei nun 0 < r < 1 fest, dann konvergiert die Taylorreihe
fr)=>"a,2"
n=0

von f(r) gleichmafBig auf D. Also folgt

N
f(r)y=H>® = lim > a,2"
n=0

N—o00 “—

N

= H? — lim anz".
N—oo 0

]

Seien X ein Banachraum, X’ sein topologischer Dualraum und Y C X ein abgeschlos-
sener Teilraum. Wir definieren

Yt ={uec X' (y,u) =0 fiir alle y € Y}
In der Funktionalanalysis zeigt man, dass
Y+ = (X)Y), u @ mit a(z+Y) = u(z)
und
X /)Yt =Y ut+ Yt auly

isometrische Isomorphismen zwischen Banachraumen sind. Fir 1 < p < oo fassen wir H?
auf als abgeschlossenen Teilraum von L>(T) vermoge des isometrischen Isomorphismus

w: HP — HP(T)

aus Satz 1.1.5 und berechnen fir 1 < p < oo im folgenden Satz die Riume (H?)" C
L4(T) beziiglich der LP — L9 Dualitat auf der Einheitskreislinie. Der abgeschlossene
Teilraum

HY = {f € H"; f(0) = 0} C H?
entspricht dem Teilraum
W(HEY) = {g € LP(T); g(n) =0 fiur alle n < 0} C LP(T).
Satz 1.1.7. Seil < p < oo und % + % =1. Es gilt

(H?)* = H{ wund (H))* = HY



beziiglich (LP(T), LY(T)). Dann gilt insbesondere
HY = (LP/H?Y und (H?) = LY/H{

vermoge der isometrischen Isomorphismen

or: HY = (L'/H") 61(g)(f + H?) = [ fgdr
T

und

Gu: L/HS — (Y, ba(f + HE)(9 / fgdA,

Die Abbildungen bleiben isometrische Isomorphismen, wenn wir HY durch HY und HP
durch HY ersetzen.

Beweis. Wir zeigen (HP)* = H{. Dazu sei g € L mit g L H?, das heifit
/ Fgd\ =0
T

fir alle f € HP. Es folgt
§n) = [ = "g(2)dA(z) =0
T

fur alle n < 0 und somit liegt g in H{.
N

Sei nun g € H{ und p = Y a,2" € C[z]. Dann gilt
n=0

/pgdA— /z gd\ = Zang n)=0.

Da C|z] dicht in HP liegt, liegt g in (HP)*.
Der Rest folgt aus den Bemerkungen vor Satz 1.1.7.
O

Fir A = A(D) und Ay = {f € A; f(0) = 0} ist A eine Banachalgebra beziiglich || f||}.
Auflerdem ist die Abbildung

j: A= C(T), fr flr
ein isometrischer Algebrenhomomorphismus zwischen Banachalgebren mit

§(A) = {f € C(T); f(n) = 0 fiir alle n < 0}

10



und

A

Jj(Ag) ={f € C(T); f(n) =0 fur alle n < 0}.

Wir fassen nun A als abgeschlossenen Teilraum von C' = C(T) auf. Man kann zeigen,
dass dann

At =H; und Ay =H'

gilt beztiglich der Dualitét (C(T), M(T)) zwischen C(T) und dem Banachraum M (T)
der reguliren komplexen Borelmafe auf T, wenn man die Funktionen ¢ € H' C L(T)
mit den Maflen gd\ € M (T) identifiziert. Es folgt

(C/AY = H, und (C/Ay) = H!

vermoge der isometrischen Isomorphismen
01 Hy = (C/A), 9lo)(f +A) = [ fgdr
T

und

do: H' = (C/Ay), do(9)(f + Ao) = /fgd)\.

Lemma 1.1.8. Identifiziert man (C/A)" = (H})', so erhdlt die kanonische Isometrie
j: C/A— (C/A)
die Gestalt
J(f+A)=1pa (f€0),
wobei 15, 4 die stetige Linearform

Ijoa: H = C, g /fgd)\
T

bezeichne. Insbesondere gilt

1f + Allgya = [Hpsal
fiir alle f € C.
Beweis. Sei fur f € C

Ijoa: HE — C, g /fgd/\.
T

11



Dann ist I74 4 linear und wegen

[ £9a) < [ 1fllglax
T T

< [ Fllxllglly

auch stetig. Fiir alle g € H} = (C'/A) gilt dann
J(f +A)o(g) = o(9)(f + A)
— [ Jgax
T
= If+A(9)-

wobei ¢ der isometrische Isomorphismus aus der Bemerkung vor Lemma 1.1.8 ist.
m

Satz 1.1.9. Fir f € C(T) gibt es ein G € H} mit |G|, =1 und

1f+ Allea = inf{Ilf —pllrip € C[Z]}

:sup{ /fgd)\
T

- T/ FGAN.

;9 € Hy mit |g|| < 1}

Beweis. Sei f € C(T). Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es ein ¢ € (C/A)" mit
[ = 1 und &(f + A) = [|f + Allg/a- Wegen (C/A) = Hy vermége des isometrischen
Isomorphismus ¢ aus den Bemerkungen vor Lemma 1.1.8 gibt es ein G € Hj mit |G|, =
1 und

b =9(G).
Somit folgt

[ £GAx = 0(f +4) = I + Al
T

Nach Lemma 1.1.8 gilt

1f+ Allga = SUP{

[ foan ;geBHg}.
T

12



SchlieBlich folgt aus der Dichtheit von C|z]|5 € A(D), dass

1+ Allgya = inf{Hf ~hllgihe A}

= nf{”f —pllpip € (C[Z]}

gilt.

1.2 0-Sequenzen

Nachdem wir im ersten Teil einige wichtige Resultate aus der Theorie der Hardy-Réaume
bereit gestellt haben, wenden wir uns im Folgenden den J-Sequenzen zu. Dabei sei fiir
eine offene Menge U C C der Operator 0 definiert durch

: CUU) = O(U), g — g = = (89 _ 189) |

Lemma 1.2.1. Seien U C R? offen, R = [a,b] X [¢,d] C U und f € CY(U). Dann gilt

21/(5f)dz: /fdz

R OR

wobei OR der positiv orientierte Rand von R ist.

Beweis. Fir f € C'(U) gilt mit dem Satz von Fubini

b

21/(5f)dz /(/8fxydy)dx+1 ( &Cfmydx)d

R a

—/f:vcda:+1/fbydy / x—l/f(a,y)dy

Lemma 1.2.2. Sei w € C. Dann ist die Abbildung

L z#w

[z =w

1

Z—Ww

:C—>C,zr—>{z
0

integrabel tiber jeder kompakten Menge K C C.

13



Beweis. Wir konnen ohne Einschrinkung voraussetzen, dass w = 0 und K = Dg(0)
gelten. Sei dann

1
f:'xK-Z‘:C—MC.
Dann folgt aus der Integrabilitdt der Abbildung

[0,00) x [0,27] — C, (r,¢) — f(rcos(p),rsin(p))r

_ X(0,R]x[0,27] (7”7 90) ,
r
= X(0,R]x[0,27] (75 ©)

mit Polarkoordinaten und dem Satz von Tonelli schon die Integrabilitdt von f und damit

von Xk - %

]

Lemma 1.2.3. Seien U C R? offen, R = [a,b] X [¢,d] C U und f € C'(U). Dann gilt

! / T
f(w)—%CRZ_wdz—21ZZ_wdz)

fiir alle w € Int(R).
Beweis. Sei w € Int(R) und € > 0 so, dass

Qe ={z € G|z — wlyax < €} € Q. € Int(R)

max

gilt und sei Q). der positiv orientierte Rand von @).. Dann gilt

1 f | = fw)
e e P T
8 € 8 €
<= sw {I1(2)— () }

und somit

1 f

27 Z—wW
)

€

Sei nun R, = R\ Q. und V C Q. eine Umgebung von w. Nach Theorem 2.6.1 in [2] gibt
es eine Abbildung ¢ € C*°(U) mit supp(l — ¢) C Q. und ¢|y = 0. Wegen

A fo)lr. = (Of )¢ + fO0)|r. = (Of)

Re

14



gilt dann

Qe

Wegen 0 (

1
Z—w

ve =0 und fply = 0 ist auBerdem auf R,
5( S\ _ 0
z—w Z—w
und es folgt mit Lemma 1.2.1 weiter
of =( Je =( J¢
/z— dz = 2i (/ (z—w)d _/a<z—w dz
Re Q.
_/ fe d: / fe _d:

f

Z—Ww

dz.

Also ist

21 of dz:liin/ of dz

Z—w e\o Z— W

:/ / dz — lim / dz
Z—w eNO Z—w
OR )

€

_ [ -
—aé p— wdz —2mif(w).

Korollar 1.2.4. Sei U C C offen und f € CX(U). Dann gilt

=L [ODO),

Z—Ww

fir allew € U.

15



Beweis. Wir konnen ohne Einschrinkung U = C annehmen. Fir w € C wéahlen wir
R = [a,b] X [¢,d] so, dass

{w} Usupp(f) € Int(R)
gilt. Mit Lemma 1.2.3 folgt dann

1= ([ - [ 2] -1 000
R R C

Satz 1.2.5. Sei U C C offen und beschrankt und g € C(U). Dann wird durch

T £E—z
eine Funktion f € C®(U) definiert, fir die
f =g
auf U gilt.

Beweis. Wihle § € C2°(C) mit § = 1 auf U — U. Dann definiert x = 2¢ eine Abbildung
in L'(C) (vgl. Lemma 1.2.2). Folglich ist g x x € C°°(C) mit

g x(z /g (z — df——/g

fir alle z € U. Mit Korollar 1.2.4 folgt dann

= [f(2)

9f(2) = g *X)(=) = (@) #)(=) = = [

fir alle z € U.

Satz 1.2.6. Seien U,V C C offen und beschrinkt mit D CV CV C U. Dann gilt
C®(U)|y = 9C>=(V).

Beweis. Sei f € C*°(U). Wir kénnen eine offene Menge W C C so wéhlen, dass D C
V CV CW CW C U gilt. Nach Theorem 2.6.1 in [2] gibt es ein § € C°°(U) mit
O = 1 und 0w = 0. Es folgt 0f € C~(U) mit supp(ff) C suppd C W. Nach Satz
1.2.5 gibt es dann ein h € C*°(U) mit 0h = 0 f. Damit folgt

A(hlv) = @Oh)lvy = (0f)lv = flv.

16



2 Kommutative Banachalgebren

In diesem Kapitel betrachten wir zunachst allgemeine kommutative Banachalgebren. In
Satz 2.2 geben wir eine Bedingung an, die zur Dichtheit bestimmter Teilmengen des
Strukturraums kommutativer Banachalgebren dquivalent ist. Diese fithrt uns spéater zu
einer Reduktion des Corona-Problems.

Sei B im Folgenden eine kommutative komplexe Banachalgebra mit Eins e und sei B’
der topologische Dualraum von B.

Definition 2.1. Wir nennen die Menge
Ap = {6;6: B — C multiplikative Linearform }\{0} C B’

den Strukturraum von B und die Relativtopologie der schwach-*-Topologie 7+ von B’
auf Ap die Gelfandtopologie auf Ag.

Man zeigt mit dem Satz von Alaoglu-Bourbaki, dass der Strukturraum Ag von B ver-
sehen mit der Gelfandtopologie ein kompakter Hausdorffraum ist.

Satz 2.2. Seien A ein topologischer Raum und
A— AB, A (5,\

eine stetige Abbildung. Dann sind dquivalent:
(1) {0x; A € A} liegt dicht in Ap,

(ii) fir je endlich viele xy, ..., x, € B mit
f ‘
inf ; |0x (2:)| >0
existieren Elemente vy, ...,y, € B mit
Z%’yz’ =é€.
i=1
Beweis. Sei zunachst {dy; A € A} C Ap dicht und seien z1, ..., z, € B gegeben so, dass

> ;,BCB

=1

17



ein echtes Ideal ist. Dann gibt es nach dem Zornschen Lemma ein maximales Ideal m
mit .
Z ;B C m.

i=1
Somit gibt es ein 0 € Ag mit m = ker(d). Da {dy; A € A} C Ag dicht ist, gibt es fir alle
e>0ein A € A mit

En: 05 () — 0(z;)] < e.

=1

Wegen z; € m = ker(§) fur alle i =1, ..., n folgt
D loa(@a)l = [oa(@:) — d(:)| < e
i=1 i=1
und somit
}\Iel/f\; |0x(x;)| = 0.
Es gelte nun (i7), das heifit zu je endlich vielen x4, ..., z, € B mit
g; |0x(2:)] > 0
existieren y1, ..., ¥, € B mit

n
Z TiYi = €.
i=1

Auf der Menge
I ={(M,e); M C B endlich und € > 0}

wird durch
(Ml,El) < (MQ,EQ) = M1 - M2 und €6 <6

eine gerichtete partielle Ordnung definiert. Seien nun § € Ap und (M,¢€) € I mit M =
{x1,...,x,}. Fur alle y1, ...,y, € B gilt dann

5 (Z (s — 3(:)e) yz-) 3" () — 8()3(6)d(y:) = 0.

i=1 i=1

Somit kann es keine Elemente yy, ..., y, € B mit

(s — d(my)e)y; = e

n
1=
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geben. Nach Voraussetzung gilt dann
im0 32103 (r) — 0le)| = fuf 3= 10a(z: — 8wl =0.

Damit gibt es ein A = A\(M, €) € A mit

D 1oa(y) —d(y)| < e

yeM

Fir x € B, ey > 0 und fir alle (M, ¢€) € I mit (M,e) > ({z}, ) gilt
[orare (@) = 0(@)| < D |0xara(y) = 0(y) <€ < e

yeM
Es folgt
Snirg 295 in (Ap, )

und damit liegt {dy; A € A} dicht in Ap.
[l

Bemerkung 2.3. Ist A ein kompakter topologischer Raum, so kann man (i) in Satz 2.2
durch die Bedingung {0); A € A} = Ap ersetzen.

Beispiele 2.4. (a) Sei K ein kompakter Hausdorffraum und sei B die Banachalgebra
B = C(K) versehen mit der Supremumsnorm || - || . Fir A € K schreiben wir

or: C(K) = C, [ f(A)
fir die Punktauswertung in X. Ist (As)aea ein Netz in K mit A, — A, so gilt
0 (f) = f(Aa) = f(N)
fir alle f € C(K). Also ist die Abbildung
K — Acxy, A+ 0y
stetig. Fir fi, ..., fn € C(K) mit

Algf(; |fi(A)] >0

sind

9i = Z?ng eC(K) (i=1,..,n)

Funktionen mit .
> figi=1.
i=1
Nach Satz 2.2 und Bemerkung 2.3 gilt also
AC(K) = {5)\; AE K}
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(b) Seien § € Aymy und A = 6(z). Wegen ||d]] < 1 fiir alle 6 € Ay gilt
Al < [lolll[=llp < 1.
Bezeichnet
or: AD) = C,6\(f) = f(N)

die Punktauswertung in A, so folgt weiter

5 (zn; ai,zi> = Zﬁ;ai(s (<) = i a\ = 0y (an Wl’)

i=1 =1

fir alle Polynome p = i a;z" € Clz]. Da C[z]|z C A(D) dicht liegt, folgt § = dy.
i=1
Also gilt

AA(]DJ) = {5)\; A E D}
Bezeichnet

Z(f)={zeD;f(z) =0}

die Nullstellenmenge einer Funktion f: D — C, so erhélt man nach Satz 2.2 fir
Funktionen fi, ..., f, € A(D) mit

Z(f) NN Z(f) = 0

Funktionen g, ..., g, € A(D) mit

> figi=1.
=1
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3 Das Corona-Problem und eine erste
Reduktion

Sei im Folgenden H>® = H>*(D) = {f € O(D); f ist beschréinkt}. Versehen mit der
Supremumsnorm || - || ist H* eine kommutative komplexe Banachalgebra mit Eins
und fiir A € D definiert

: H® = C, f— f(N)

eine multiplikative Linearform.
Da fir ein Netz (M), in D und A € D genau dann (A\,) — A in D gilt, wenn
(f(Xa)) — f()) fiir alle f € H*> konvergiert, ist die Abbildung

D — Apgoo, A+ 0y

ein Hom6omorphismus auf ihr Bild (versehen mit der Relativtopologie von A g ).
Im Folgenden werden wir sehen, dass die beiden Mengen Apys~ und {dy; A € D} nicht
gleich sind.

Bemerkung 3.0.1. Es gibt ein § € Ay \ {0x; A € D}.

Beweis. Sei

I={f€H™lm f(z) =0} C H™.

Dann ist I ein echtes Ideal und somit in einem maximalen Ideal von H* enthalten.
Damit erhélt man ein 6 € Age mit §(/) = {0}. Da z — 1 € I keine Nullstelle in D hat,
ist 0 # 0, fur alle A € D.

O]

Da die beiden Mengen nicht gleich sind, stellte sich S.Kakutani 1941 die Frage, ob die
Menge Ape dicht in der Menge {d); A € D} liegt. Dieses Problem wurde spéter als das
"Corona-Problem" bekannt:

Corona Problem: Liegt {Jy; A € D} dicht in Age?

Im Folgenden wenden wir die Resultate aus Kapitel 2 auf das Corona Problem an.
Dabei verwenden wir insbesondere die Aquivalenz aus Satz 2.2. Im ersten Teil dieses
Abschnittes werden wir uns zunéchst stetig differenzierbare Funktionen konstruieren,
die genau die Bedingungen aus Satz 2.2 erfiillen und versuchen dann diese Funktionen
durch analytische Funktionen zu ersetzen. Jedoch fiihrt das Anwenden von Satz 2.2
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nicht direkt zur Lésung des Corona-Problems, sondern reduziert es lediglich auf ein 0-
Problem. Im zweiten Teil reduzieren wir das Corona-Problem dann auf ein 0-Problem
mit Schranken. Dabei spielt die Theorie der Hardy-Raume eine entscheidende Rolle.

Bemerkung 3.0.2. Man kann leicht priifen, dass aus Satz 2.2 folgt, dass {0,; A € D}
dicht in Apge liegt, falls zu n € N* und § > 0 eine Konstante C' = C(n,d) > 0 existiert
so, dass fur alle fi, ..., f, € H*® mit || fil|, <1firi=1,...,n und

STfil? > 6 auf D
i=1

Funktionen g1, ..., g, € H* existieren mit
Z figi=1lauf D

i=1

und ||gl|p < C firallei =1,...,n.

Satz 3.0.3. Die Menge {dx; A\ € D} liegt dicht in Ay, falls fir alle n € N* und § > 0
eine Konstante C = C(n,d) > 0 existiert so, dass fiir alle U D D offen und fiir alle

S >0 auf U und || fil, <1 (i=1,....,n)

=1

Funktionen g1, ..., g, € H> existieren mit
n
Z figi=1auf D
i=1

und ||g;i|lp < C fir allei =1,...,n.
Beweis. Zun € N* und 6 > 0 sei C' = C(n,d) > 0 wie in der Voraussetzung. Weiter
seien fi, ..., f, € H*® mit

Z|fz|2 > § auf D

i=1
und || fi||p < 1firallei=1,..,n. Firr e (0,1) und i =1, ..., n definieren wir

il D%(O) — C,z > fi(rz).

7

Die Funktionen f7 (r € (0,1),i = 1,...,n) erfiillen dann

n

SN = Z L2 6 (=€ Di(0))

=1

und
Hfz'T“Dl(()) =|filp <1 (=1,..,n).
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Nach Voraussetzung gibt es dann fiir alle r € (0, 1) Funktionen ¢7, ..., g, € H* mit

n

> figi=1laufD

i=1
und ||g}||p < C fur alle i = 1, ...,n. Nach dem Satz von Montel gibt es eine Folge (7 )ken
in (0,1) mit 7y "% 1 und g1, ..., g0 € H® so, dass firi = 1,...,n

k—o0

(g;i%) == ¢; € H* kompakt gleichméaBig auf D
konvergiert. Es folgt
19:(2)] = lim |g;*(2)] < C(n,0)
—00
fir i =1,...,n und z € D und somit
gillp < C(n,0)

fir alle ¢ = 1, ..., n. Weiter gilt

fur alle z € D. Nach Bemerkung 3.0.2 liegt {0,; A € D} also dicht in Apye.

3.1 Reduktion auf ein O-Problem

Im Folgenden reduzieren wir das Corona-Problem auf ein 0-Problem. Dazu seien U D D

offen und fy,..., f, € O(U) mit

Z|fi|225>0aufU

i=1

und || f;||, < 1furallei = 1,...,n gegeben. Fir i = 1, ..., n definieren wir nun Funktionen

fi

h; = — 5
i; | /5]

e C™().
Dann gilt

Zfzhz =1laufU

i=1
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und

1

J

fir alle i = 1,...,n. Wir werden nun versuchen die Funktionen hy, ..., h,, € C*°(U) durch
analytische Funktionen zu ersetzen.

Wir beginnen mit einigen algebraischen Uberlegungen.
Seien dazu B eine kommutative Algebra mit Eins e und = = (24, ...,x,) € B".

1hally <

Lemma 3.1.1. Es gibt genau dann Elemente yy,...,y, € B mit
Z$1yl =€,
i=1
wenn die Abbildung
Boc :B" — B, (bl)?zl — Zzzbz
i=1

surjektiv ist.

Beweis. Seien yq, ...,y, € B mit
inyi =ée.
i=1
Fir alle b € B gilt dann
b= (Z fE?J) b=> xi(yb) = B ((yi)_y) -
i=1 i=1

Also ist [, surjektiv. Die umgekehrte Implikation ist klar.

Satz 3.1.2. Seiy = (yi1,...,yn) € B" mit

inyi = ¢
i=1
Dann definiert
B() 2= pn o p g

mit

k<j k>j

Jj=1

Q. B(;) — B", (bjk)1§j<k§n — (Z SL’kbkj - Z l’kb]k)
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und
ﬂx : B" — B, (bl)?zl — szbz
eine exakte Sequenz C-linearer Abbildungen, das heifst
(i) B ist surjektiv,

(ii) ker(B,) = Im(ay).
Beweis. (i) Die Surjektivitdt von £, folgt aus Lemma 3.1.1.

(ii) Fiir (an),; pe, € B gilt

(/BIOQI)(a/jk)ISj<kSn:/BI ( zn: TrQLj — Z xka]k)

k=1,k<j k=1k>j

J=1
=2 D mmeaw — D Tkag
j=1 \k=1k<j k=1,k>j

=0
und es folgt Im(a,) C ker(f,).
Sei nun

ry: B" — B(2), (bj)?zl = (y;be — Ykbi)1<jcnen

und

sy: B — B", b (y;b)]_,
Fiir a = (a;)}-, € B" folgt dann

(az oy + 5y 0 B)(a)

= am((yjak — ykaj)ngkSn) + Sy (Z «Tkak)

k=1

= X wlwwa; —yjan) — D wlyiar — yray) (3/1 ) xkak)
k=1,k<j k=1,k>j j=1 7j=1
n n " n
= Z TrYrQj — Z TrY;ak (Z yﬂk%)
k=1,k+#j k=1,k#j j=1
= (Z $kyk> a5 — TY;a5 — Z TrY;ak (Z yﬂk%)
k=1 k=1,k#j , j=1

(o) ()
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Dies liefert o, o ry + s, 0 8, = idp» und damit insbesondere Im(a,,) 2 ker(f3,).
]

Sei nun U D D offen und
f=(f)r, € O

mit || f;||, < 1fir¢=1,...,n und
Z|f1|2 > ¢ auf U.
i=1

Wir wenden die obigen Uberlegungen an auf die Algebra B = C°°(U) und die Tupel
f= (fz)?zl statt z und

n (ﬁ ! n
h=h), = =2 ] €=U statt y.
( ) 1 (Z?:1 ‘f]|2>221 ( ) Sta y

Wegen

OU6starse ) =0 (3 fi

i=1

= ((5fi)gi +fi59i)

fur alle (g1, ..., 9,) € C*(U)" und

®0 (af(gjk)1§j<k§n> = ®0 ((Z Fugs = 2 fkgjk> )

k<j k>3

Jj=1

= (Z fkégkj - Z fkégjk)

k<j k>j

J=1

= ay (59%) 1<j<k<n

fiir alle (gjk),<;jcpc, € CF(U )(Z) kommutiert das folgende Diagramm
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mit

und

ay

ay

af

0:C>®(U) — C>*(U),g — g =

0
O(U)" i
0

Insbesondere folgt fir h = (hj)?zl € C>®(U)™ wegen

schon

Somit gilt nach Satz 3.1.2 und seinem Beweis
= ayor((©I)h)
= ay(h;Oh — hyh;)

(@) € ker(By).

27
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Sei nun V' C C offen und beschrankt mit D C V C V C U. Dann gilt nach Satz 1.2.6
C=(U)|y = 0C=(V).
Fir 1 < j < k <n gibt es damit Funktionen w;, € C*(V) so, dass
Ow;y = hjOhy, — h,Oh;
auf V gilt.
Fir das Tupel w = (wjk),<; <, € COO(V)(Z) gilt dann
(@0)(ayw) = ay((@d)w)
= af(hjOhy — hgOhj)1<j<k<n
= (89) (hy)7_,.
Wir setzen nun
Wyj = —Wjk
fir £ > 7 und
wj; =0
fir y = 1,...,n. Dann gilt
Qfw = (Z Jrwr; — Z fkw]k:) = (Zn: fkwkj> .
k<j k>j i1 k=1 j=1

Damit erhélt man fiir j = 1, ...,n analytische Funktionen

g9; = hy — (apw); = hy = frwg; € O(V)

k=1

so, dass
Z fi9; = By(9;)j=y = By (h — ayw) = By(h) =

auf V' gilt. Wir haben nun also analytische Funktionen g1|p, ..., g,|p € H* gefunden, so
dass

> figi=1
j=1

auf D gilt. Um Satz 3.0.3 anwenden zu konnen, miissen wir zeigen, dass es eine von
U D D und der speziellen Wahl von fi, ..., f, unabhingige Konstante C' = C'(n, §) gibt,
so dass fir j = 1,...,n zusétzlich

lg;lls < C
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gilt. Aus dem Maximumprinzip folgt
1951l = Nlgsll
hy = > frwg
k=1

T

n
< lhglle + 22 I fallellwsel
k=1

-----

fir alle j =1, ..., n.
Also geniigt es eine nur von n und 0 abhéngige Konstante K = K(n,d) zu finden so,
dass es w;, € C*°(V) (1 <j <k <n) mit

Ow;y = hjOhy, — h,Oh;
und
lwiille < K

fir alle 1 < j < k < n gibt.

3.2 Reduktion auf ein O-Problem mit Schranken

Seien U D D offen, 6 > 0 und fi, ..., f, € O(U) analytische Funktionen mit

Y IfP=dauf U wnd [ fill, <1 (i=1,..,n).

=1

Im vorherigen Kapitel haben wir gezeigt, dass zu den Funktionen

i
> £

i=1

e C*(U)

und zu jeder offenen Menge V mit D C V' C V C U ein Tupel (wjk),; 4, € C’OO(V)(ZL)
existiert so, dass die Funktionen o

g =hilv = frwr; (j=1,....,n)
k=1

analytisch auf V' sind und auf D die Gleichung

Y figi=1
i=1
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erfiillen. Um Satz 3.0.3 anwenden und damit das Corona-Problem l6sen zu konnen,
miissen wir eine Konstante C' = C'(n, d) > 0 finden so, dass wir diese Funktionen ¢y, ..., g,
mit

lgillp < C

fir ¢ = 1, ...,n wahlen konnen.

Am Ende des letzten Abschnittes haben wir gezeigt, dass es geniigt eine Konstante
K = K(n,d) > 0 zu finden so, dass wir Funktionen w;, € C*(V) (1 < j < k < n) mit
Owjy, = hjOhy — hOh; und |Jws||p < K fiir alle 1 < j < k < n wihlen konnen.

Sei V eine offene Menge mit D C V C V C U. Wir betrachten im Folgenden das
Infinimum

inf{ijkHT; Wik € COO(V) und 5wjk = hjéhk — hkéhj}

fir 1 < j < k < n.In Satz 3.2.3 werden wir dieses Infinimum geeignet umschreiben,
so dass wir seinen Wert im néchsten Abschnitt nach oben gegen eine Konstante K =
K(n,d) abschitzen konnen. Wir stellen dazu zunéchst einige technische Lemmata zur
Verfiigung.

Lemma 3.2.1. Seien R > 0 und f € C?(Dg(0)). Fir
v: (=R, R) x R — Dg(0), (r,t) — (rcos(t), rsin(t))

gilt auf (=R, R)\ {0}) xR

(02 +02) fop=02F o)+ 0R(foe) + Do)
Beweis. Mit der Kettenregel folgt fiir f € C1(Dg(0))
0.(F 00) = ((0F) 0 @) cos(t) + ((8,) o ) sin(1)
und
0f 0¢) = ((0u) o )(~rsin(0) + (2,) 0 ) (rcos(t)).
Auf V = (=R, R)\ {0}) x (R\ {kZ; k € Z}) folgt

0 (f o) = ((9yf) o p) sin(t)

(Ouf) o= cos(t)

und

0(f ©p) = ((9yf) o p)rcos(t)

—rsin(t)

(Ouf) o=
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Analog gilt auf V' auch

0,f)0p = 229 = s(i(fé];) 0 ) cos(t)

und

0f ©p) = ((0:f) o p)(=rsin(t))

r cos(t)

(ayf)C)(:D:

Durch Gleichsetzen der ersten beiden Gleichungen erhalten wir

cos(t)0:(f o p) — 1 cos*(t)((9,f) o )
= —rsin(t)0,(f o ) + rsin®(t)((9,f) o ¢)

auf V. Aus Stetigkeitsgriinden gilt dies auf ganz (—R, R) x R. Auf ((—=R, R) \ {0}) xR
folgt

cos(t)

(Oyf)op= (f o p) +sin(t)d,.(f o). (3.1)

Analog liefern die letzten beiden Gleichungen, dass

sin(t)

(0xf) 0 p = cos(t)0.(f o p) — . (f o). (3.2)

auf (=R, R) \ {0}) x R gilt. Daraus folgt nun fiir f € C?(Dr(0))

3.1 cos(t)

(2f) o 0 ((9,1) © ) + sin(t)d, (9, f) 0 ¥)

3.1 cos(t)at (Coi(t) O (f o) +sin(t)0,.(f o go))

r
cos(t)
r

+ sin(t)0, (

_ _ cos(t)sin(t) a(f o)+

+ sin2()02(f o ) + sin(1)), (Coi(t) On(f o so))

= OOy 1 00) 4 P 0o2(100) 4

r2

O o @) +sin(t)d,(f o <,o>)

cos?(t)

2(f o 0) + P asin(0,(f o 0)

+sin*(t)92(f o ) + sin(t) (- o O0lfop)+

und analog

B @) o)

(02) 0 0 = cos(t)0,((0:f) 0 ) —
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32 cos(t)0, (cos(t)@r(f oY) — Sir;(t) O(f o @))
— SH;( >8t (cos( )O-(fop)— Sii(ﬂat(f o @))

— cos2(1)02(f o ) + cos(t)d, ( O PR >)

B Sir;(ﬂ@t(cos(t)ar(f o)) + Sm(tlsos(t)at(f o) + Si};:(t) 92(f o )
= o002 o9) + ostt) (0 0 ) - 2007 0))
_ sin(?)

(= sin()0,(f o @) + cos(t)0:0,(f © )

N COS(ti 2sin(t)

sin
ofor)+ et (roy)
Damit erhalten wir

(02 + 326) 0 0 = (cos’(t) + sin?(@) (£ 0 0) + SO Wi o

cos*(t) + sin*(t) (fop)
= R(fo) + B o) + 0 (fop)

auf ((—R,R)\ {0}) xR

Satz 3.2.2. Fiir U D D offen und f € C*(U) gilt

/f YA (2 21%[ 1og<>z

Beweis. Wegen 0 < log (é‘) — 1 fiir alle 2 € D\ {0} ist log (| ‘) integrierbar auf D.

Eine Parametrisierung in Polarkoordlnaten ©: [0,1] x R = D, (r,t) — (rcos(t), rsin(t))
und der Satz von der majorisierten Konvergenz sowie Satz 3.2.1 liefern

/(Af)( ) log <’ ‘> dz = / (Af)(re™)log (i) rd(r,t)
D [0,1]%[0,27]
= lim / (Af)(re™)log (i) rd(r,t)

R\
[R,1]x[0,27]

5 2 15 1 ) <1>
_]1%1{%[1% ]/[ | (8T(fogo)+r28t(fo<p)—|—r@,,(fogo) log . rd(r,t)
1]x[0,27
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= lim
R\0

/ O2(f o p)log <i> rd(r,t)

[R,1]x[0,27]

n / iaf(f o ¢)log C) d(r, 1)

[R,1]%[0,27]

+ / ar(fogp)log(i)d(r,t)].

[R,1]x[0,27]

Fiir das erste Integral erhalten wir mit dem Satz von Fubini und partieller Integration

O2(f o p)log (i) rd(r,t)

[R,1]x[0,27]
-/ /8f(fog0)log( ) rdrds
[0,27] [R,1]
1
-/ [ﬁr(foap)log(1>7“] at— [ [ ofog) (—1+1og<1))drdt
[0,27] " R 0,27] [R,1] "
_[074] —0,(f 0 )(R, 1) log (R) Rdt+[04r] [34 0,(f 0 ©)(1 + log(r))drdt
= [ oo m g RR+ [ [foeldi— [ [ a.fop)og () drar
(0,27] [0.27] 0.27] [R,1]
= [ alfop)Rlog(RIRA+ [ (f(e") — f(ReNat— [ [ 0(fop) log( >drdt.
[0.27] [0.27] [0.27] [R,1]

Da 0,(fop)(R,t)log(R)R fir t € [0, 27| gleichméBig gegen 0 konvergiert fir R N\, 0 gilt

}l%i{n‘o[ ] O (f o p)(R,t)log(R)Rdt = 0.
0,27

Wegen f(Re™) B0y (0) gleichméaBig fiir alle ¢ € [0, 2| gilt

27 27
: ity 1 — - ity —
}{1@J ; f(Re"™)dt —/0 Il%u\nof(Re )dt = 27 f(0).

Damit erhalten wir fiir das erste Integral

1

. 2

Ly / 9, (f o ¢)log <T> rd(r, )
[R,1]x[0,27]

—/ —27f(0 )—}zig%) / / (fogp)log( )drdt

[0,27] [R,1]
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Fiir das zweite Integral erhalten wir mit dem Satz von Fubini

L0270 o) og (1) (1

r

[R,1]x[0,27]
= / / ilog <7ln> O(f o p)dtdr
[R,1] [0,27]
1 1 27
e
[R.1]
1 1
= [ J1og () (@ 0 @)2m) — AUl 0 ) (0))dr
[R1]
Insgesamt gilt also
[ (ﬁ) z
D
1
[ e+ tadsew)| o (3) raio
[R,1]x[0,27]
27
= lim [ (f(e") = f(Re"))dt

Satz 3.2.3. Seien V 2 D offen und u,wy € C°°(V) mit
dwy = u.
Mit P = {p € Cl2}; p(0) = 0 und [jpll,n = 1} gilt
I = inf{||w||p;w € C®(V) mit Ow = u auf V}

2 / (Op)ulog (Q) dz + / p(0u) log Q;) dz

= —sup
T peP

Beweis. Offensichtlich gilt

I'=inf{{lwo + fllz; f € OV)}.
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n—oo

Sei nun f € O(V) und (pn),, oy €ine Folge in C[z] mit p, — f kompakt gleichméBig
auf einer Umgebung von D. Insbesondere gilt also p,|r "= f|r gleichmiBig und somit

[wo + fllp = lim {Jwo + pnlly

> inf{{|wo + pllx; p € C[z]}.
Wegen C[z] C O(V) folgt also
I = f{Jlw + plly:p € Cl21).

Mit Satz 1.1.9 gilt weiter

inf{[[wo + plly;p € Clz]} = Sup{ /wogdA ;g € BHg}
T

= SUP{ /wogdA ;g € Hy mit [|g]|, = 1}~
T
Sei nun ¢ € Hj mit ||g||, = 1. Nach Korollar 1.1.6 gibt es eine Folge p, aus C[z] mit
Pn =% g in H'. Nach Satz 1.1.3 gilt dann auch
Pn(0) =3 ¢(0) = 0.
Also gilt fiir die durch

Dy = ﬁn_ﬁn(o)
15 — Dn (0)]]

definierte Folge in P schon p, == ¢ in H'. Mit der Isometrie ¢: H'(D) — H'(T) aus
Satz 1.1.5 und insbesondere wegen ¥ (p|p) = p|r fir alle p € C|z] folgt dann

‘/wogdk = ‘/wo <nh_)r£10pn> dA
T T

/wopndA
T
P E P}.

/wopd)\
T
19 € Hy mit ||g], = 1}

(n € N)

= lim
n—oo

< sup{

Wegen P C {g € Hy; ||g|l, = 1} gilt auch

Sup{ /wopd)\ ip € P} < sup{
T
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und damit insgesamt

/ wopd A

I:sup{
T

Wegen (wop)(0) = 0 folgt mit Satz 3.2.2

1
I =—sup /A wop) log dz
2 | |

Mit 0 = % (8:,; + %6@) gilt wegen

;pEP}.
;peP}.

485(11}019) =20 <8x(w0p) - 18y(w0p)>
= 0, (9, wup) — 0, (wop)) + 70, (D2 (wop) — <0, (wop))
= 02 (wop) + 55 (wop)
schon
A(wop) = 485(11102?)
=40 ((5100) D+ wgép)
= 49(pu)
= 4((9p)u + p(Ou)) .

Somit folgt

1
I = —sup /(’9pulog< )dz+/p8u log<1>dz
T peP 2| 2]

}.

Im Setting der Bemerkungen zu Beginn dieses Kapitels gilt fiir u = hjéhk — hkéhj €
C*(U) dann insbesondere

[]

inf{||wijT;wjk € C*(V) und Jwj;, = h»éhk — hyOh; auf V'}

— sup /ap (h; ohy, — hkah ) log dz + /p(? (h; Ohy, — hkah ) log
T peP | | 2] |

fir 1 < j < k < n. Zur Losung des Corona-Problems bleibt also zu zeigen, dass es zu
n € N*und § > 0 ein K = K(n,d) > 0 gibt, so dass fiir alle U O D offen und alle

fireis fu € O(U) mit

SIfP>6 aufU
=1

36



und || fi||; <1 fir allei =1,...,n mit

hi =

fir ¢ = 1,...,n die Abschiatzungen

/

D

Op(h;Ohy — hy.Oh;)log <

und

/

D

pA(h;Ohy, — hyOh;) log (

fiir alle p € P gelten.
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4 Losung des Corona Problems

Nach Abschnitt 4.1 geniigt es zur Losung des Corona-Problems eine Konstante K =
K(n,0) > 0 zu finden so, dass gilt:
Seien U O D offen und fi, ..., f, € O(U) mit

SUfP>6>0aufU
i=1
und || f;]|; < 1 fur alle ¢ = 1,...,n und weiter hy, ..., h, € C°°(U) definiert durch
i
Y lfl

Dann gibt es eine offene Menge V mit D C V C V C U und Funktionen w;, € C*(V)
mit

7

Ow;y = hjOhy, — h,Oh;
und
[wjklly < K(n,0)

fir alle 1 < j < k < n. Nach Satz 3.2.3 wiederum geniigt es dazu eine Konstante
K = K(n,d) > 0 zu finden so, dass in obiger Situation mit

ujr, = hjOhy, — hyOh;

fir 2 = 1,...,n schon

1
‘/D(ap)ujk log <|z|> dz| < K(n,0)
und
1
‘/ p(0u,yi) log () dz| < K(n,9)
D 2]
firallepe Pund 1 < j < k < n gilt.
Wir berechnen nun wuj; und Ouj,. Mit
1
=773
j=1 ’fj|2
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folgt mit der Notation f' = 0f, dass

wj, = h;jOhy — hyOh,
= ([0 fr) — (2 fi)0(e f5)
= @ f;((00) fx + 00 ) — 0fr((D) f; + ©Of))
=¢ (fj@@)fk + [0 fx — [1(09) f; — fwéfj)
= <P2 (fgéfk - fk&f])
= ¢’ (J?Jﬂ - fkf]')

gilt. Wegen
) —— (z fifi)
(Z fifi) =
=1
=—¢" > fifi
i=1
gilt

Ouje = (") (fifi — Fuf})
— 2 (3111 (T - B18).
v=1
Wir setzen nun dp = log (é) dz. Wegen

luk| = ©*Fi Fi = T
1
< 5 (15l +15])

gilt

/ 1 / !/ !/
[ il < 55 [ 101151 +1£]) d
D D

fir alle p € P.
Wegen

|Ouji| = 2¢

’ (if; ) (fifi = fuf})
fz 7 (1 +17)
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gilt weiter

/p@ujkdu
D

géﬁwgymam+mow.

Zur Losung des Corona-Problems geniigt es somit eine Konstante C' > 0 zu finden so,
dass

[ 19 71di < ClpllI £l (4.1
D

und

[1pfifldse < Clpl fill ) £l (4.2
D

fir alle p, f, f1,fo€ OM)= U O(U) gilt.
UDD offen
Im Folgenden werden wir zeigen, dass (4.1) und (4.2) erfiillt sind.

Lemma 4.1. Fir g € H? gilt

i 2
19/ < Zgll
D

Beweis. Fiir Funktionen p € O(D) gilt nach Lemma 3.2.2 und wegen A(pp) = 400 (pp) =
4|p'|* schon

pOP = [ PN ~ o [Gop)Edn= o3~ 2 [IPdn. @3

Nach Korollar 1.1.6 gibt es eine Folge (p)ren in C[z] mit
Dk oy g in H%
Dann gilt nach Satz 1.1.3 und (4.3) fiir alle r € (0,1)

712 . /2 ™ 2
= < -
/ lg'["dp = lim / Pl dpe < S gl
Dy (0) Dy (0)

Der Satz von der monotonen Konvergenz liefert die Behauptung.

Lemma 4.2. Fiir g € H? und f € H* gilt

2 2 2
[laf Pau < 2rllgIIf11
D
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Beweis. Aus der Abschéitzung
9f I =1(gf) = d'fI”
<2(lg)'P* + 19 £17)
<2(1gN)1P + 1£1%l9'7)
folgt mit Lemma 4.1, dass

JlorPdu <7 (laf 15+ 1£121913) < 2111 gl
D

gilt.
]
Lemma 4.3. Fliir gi,9> € H*> und f1, fo € H® gilt
[agefitstan < 27l l Al gellallfolo
D
Beweis. Nach Lemma 4.2 und Cauchy-Schwarz gilt g; f/ € £2(u) fiir i = 1,2 und
[ g fifalase < Ngafill oo gz il
D
< 27| gullal[f1ll o lg2ll2 ]l fol oo
]

Lemma 4.4. Firp c H' und f1, fo € H* gilt
[ 1pfi i < 27l fill ) ol
D

1

Beweis. Nach Satz 1.1.4 gibt es g1, go € H? mit p = g19> und ||g:|l, = [|p||} fir i =1,2.
Mit Lemma 4.3 folgt die Behauptung.

[l

Lemma 4.5. Fliir gi,g9> € H*> und f € H*® gilt

[ 191988100 < a3l gellol
D

Beweis. Aus den Lemmata 4.1 und 4.2 und Cauchy-Schwarz folgt g, € L(n), g1f’ €
L£2(p1) und

[ g1 < sl 2 9 1l 2
D

< (/3 lgell) (VERlanllal 1) -
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Lemma 4.6. Firpc H' und f € H® gilt

[ 1071w < 27l 1.
D

1
Beweis. Nach Satz 1.1.4 gibt es g1, 9o € H* mit ||g;]|, = ||pl|? fir ¢ = 1,2 und p = g19».
Dann gilt nach Lemma 4.5

J1W 1< [1ggsfdn+ [ lgigaf
D D D

< 2mllgallallg2lo N fllo
= 2m|lplly 1 1o

Nach Lemma 4.4 und Lemma 4.6 gilt insbesondere

J 10 71di < Clplll s
D

und

[1pfildse < Clplsl fills) £l
D

mit C' = 2 fiir alle p, f, f1, fo € O(D).
Somit haben wir das Corona Problem vollstindig gelost.
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