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Einleitung

Bei seinen Studien zu Dilatationen im Jahre 1969 stellte sich fiir William Arveson die
Frage nach einem Analogon zum Choquet-Rand in der nicht-kommutativen Operator-
entheorie. Der Choquet-Rand spielt in der Theorie der kommutativen Banachalgebren
eine wichtige Rolle. Fiir einen kompakten Hausdorffraum X und eine abgeschlossene
Teilalgebra A C C(X) der stetigen Funktionen von X nach C mit 1 € A, die die Punkte
von X trennt, definierte Gustav Choquet dazu sogenannte Choquet-Punkte. Ein Punkt
x € X ist dabei genau ein Choquet-Punkt, falls das einzige Darstellende Mafs ji4 . fiir
die Punktauswertung in x, das heifst das einzige regulire Borelmaf auf X mit

ﬂmzéjwm (f € A),

das Dirac-Mal im Punkt z ist. Man nennt die Menge aller Choquet-Punkte von X den
Choquet-Rand Ocp(A).
Die Punktauswertung fiir x

z: C(X)—=C,f— f(x)
heifst Rand-Darstellung, falls fiir jedes positive lineare Funktional
p: C(X)—=C

mit p|4 = #|4 folgt, dass ¢ = & gilt. Mit dem Rieszschen-Darstellungssatz iiberlegt man
sich, dass

Ocn(A) = {zx € X; 2: C(X) — C ist eine Rand-Darstellung}

ist.
Betrachtet man nun die kommutative C*-Algebra C'(X), dann sind sind die Punkt-
auswertungen

2:C(X)—=C,f— f(x) (r € X)

bis auf kanonische Identifizierung die irreduziblen Darstellungen. Jedes positve lineare
Funktional

p: C(X)—C

ist aukerdem vollstandig positiv (vgl. Abschnitt und mit dem Satz von Stone-
Weierstrafs iiberlegt man sich, dass C*(A) = C(X) gilt.



Allgemeiner definierte Arveson nun auch fiir den nicht kommutativen Fall den Begriff
der Rand-Darstellung.

Sei M C B ein Operatorraum (vgl. Abschnitt so, dass B = C*(M) von M erzeugt
wird. Man nennt eine irreduzible Darstellung (vgl. Definition

m:B— L(H)
Rand-Darstellung fiir M, wenn die einzige vollstdndig positive Abbildung
o: B— L(H)

mit | = 7w die Abbildung ¢ = 7 selbst ist.

Im Unterschied zum kommutativen Fall macht es fiir nicht kommutative C*-Algebren
Sinn sich zu {iberlegen, wann die Identitit eine Rand-Darstellung ist. Diese Frage wur-
de von Arveson 1969 beantwortet und soll im Folgenden Gegenstand der Arbeit sein.
Dabei ist vor allem interessant, dass die Kriterien dafiir, dass die Identitdt eine Rand-
Darstellung ist, oft einfach nachzupriifen sind.

Im ersten Kapitel wiederholen wir zunéchst einige Grundlagen iiber Operatortopo-
logien, um von-Neumann-Algebren und deren Eigenschaften sowie ultraschwach stetige
Abbildungen besser zu verstehen. Diese werden wir in den folgenden Kapiteln hiufig
gebrauchen.

In Kapitel zwei geht es um grundlegende Resultate iiber von-Neumann-Algebren und
vollstandig positive Abbildungen. Dabei ist zum Beispiel Schurs Lemma interessant. Mit
diesem ldsst sich folgern, dass die von einer irreduziblen Menge in den stetig linearen
Operatoren erzeugte von-Neumann-Algebra gleich allen stetig linearen Operatoren ist.
Arveson nutzt in seinem Beweis des Satzes iiber Rand-Darstellungen, diesen und viele
weitere Sitze aus diesem Teil der Arbeit.

Das dritte Kapitel behandelt orthogonale Projektionen auf Hilbertrdumen. Dabei ist
fiir das Hauptresultat vor allem die sogenannte Triagerprojektion wichtig, deren orthogo-
nales Komplement die gréfste Projektion im Kern einer ultraschwach stetigen vollstéandig
positiven Abbildung ist. Wir wollen uns in diesem Kapitel auch {iberlegen, dass eine sol-
che Projektion existiert. Die Eigenschaften der Projektionen werden unter anderem dazu
verwendet, eine Fixpunkteigenschaft im Beweis des Hauptresultates zu zeigen.

In Kapitel vier werden wir zeigen, dass sich eine Darstellung, die als Definitionsbereich
die stetig linearen Operatoren hat, in zwei Teildarstellungen zerlegen ldsst, wobei eine
die kompakten Operatoren zu Null macht und die andere ein Vielfaches der Identitit
ist. Dies wollen wir in Kapitel sechs im Beweis des Hauptresultates verwenden. Arveson
nutzt in seinem Satz iiber Rand-Darstellungen aulerdem aus, dass sich unter geeigneten
Voraussetzungen, die von der universellen Darstellung herkommen, stetige Funktionale
ultraschwach stetig fortsetzen lassen. In diesem Teil werden auch noch einige Grundlagen
iiber Darstellungen wiederholt.

Im fiinften Kapitel geht es nochmals um Projektionen, nimlich um den zentralen
Trager einer orthogonalen Projektion beziiglich einer von-Neumann-Algebra. Dieser ist



die kleinste Projektion grofer gleich der urspriinglichen Projektion im Zentrum der von-
Neumann-Algebra. Diese Eigenschaften der Projektion wird auch verwendet, um die
oben genannte Fixpunkteigenschaft im Beweis des Hauptresultates zu zeigen.

Das sechste Kapitel behandelt schlieflich Arvesons Satz iiber Rand-Darstellungen,
welcher besagt, dass unter bestimmten Voraussetzungen die Identitit genau dann eine
Rand-Darstellung ist, wenn die Quotientenabbildung in die Calkin-Algebra keine voll-
standige Isometrie ist.

Im letzten Kapitel geben wir noch eine kleine Anwendung des Satzes iiber Rand-
Darstellungen fiir wesentlich normale Operatoren.






1 Operatortopologien

In diesem Kapitel erinnern wir an einige grundlegende Operatortopologien. Diese spielen
vor allem bei der Untersuchung von von-Neumann-Algebren und deren Eigenschaften
eine wichtige Rolle. Dabei ist die ultraschwache Topologie hervorzuheben, die entweder
als w*-Topologie beziiglich der Spurdualitét oder durch ihre Halbnormen charakterisiert
werden kann.

Sei H ein komplexer Hilbertraum, L(H) die Algebra der linearen beschréankten Ope-
ratoren auf H, K (H) bezeichne die kompakten Operatoren auf H und Cy(H) die Spur-
klasseoperatoren auf H.

Definition 1.1. Die starke Operatortopologie (1sor) auf L(H) ist die lokalkonvexe To-
pologie (vgl. [14]) erzeugt von den Halbnormen

-l « L(H) = Rso, T ||Tx]|  (z € H).

Die schwache Operatortopologie (Twor) auf L(H) ist die lokalkonvexe Topologie er-
zeugt von den Halbnormen

L(H)%RZ% T'_)‘<T$ay>‘ <$7yEH)

HHz,y :

Die ultrastarke Operatortopologie (Tuys) auf L(H ) ist die lokalkonvexe Topologie erzeugt
von den Halbnormen

~ 1/2
”'H(ggn)neN 1 L(H) = Ry, T (Z HTxn”z) (0 )nen € ((H).

n=0

Die wltraschwache Operatortopologie (Tuyw) auf L(H) ist die lokalkonvexe Topologie
erzeugt von den Halbnormen

(17n)neNa (yn)neN € £2(H)

L(H) —)Rzo, T +—

(xn)neNv(yn)neN

> (T, yn)
n=0

Definition 1.2. Eine unitale C*-Unteralgebra A von L(H) heifst von-Neumann-Algebra,
falls A in der ultraschwachen Operatortopologie abgeschlossen ist.

Satz 1.3. Sei A C L(H) eine involutive Algebra. Dann gilt

—SOT  —WOT
A=A

_ ZUS _ ZUW



1 Operatortopologien

Beweis. |10, Theorem 4.2] O
Seien A eine von-Neumann-Algebra auf H. Wir definieren

A, ={f: A— C; fist linear und ultraschwach stetig} .
Lemma 1.4. Es ist A, C A'.

Beweis. Sei f € A, (Ty)ren eine Folge in A, T € A mit limy_,, ||Tx — T|| = 0 und
() nens (Yn)nen € C2(H). Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

Z (T = T)n, yn)| < Z (T = T)n, yn)|

<||Tx = T <Z (E2S H%H)
n=0
- 12/ o 1/2
< T (z W) (z uynu)
n=0 n=0

280
Aus der ultraschwachen Stetigkeit von f folgt
k—o00
[F(T) = F(T)] "= 0.
O

Die folgenden Isomorphismen dienen dazu, dass wir den Pradual einer von-Neumann-
Algebra A im Folgenden mit A, identifizieren kénnen.

Satz 1.5. Die Abbildung
¢: L(H) = C1(H), T+ tx(-T)
mail
tr(-1): C1(H) — C, S+ tr(ST) fiir alle T € L(H)

definiert einen isometrischen Isomorphismus und ein Homdomorphismus, wenn man
L(H) mit der ultraschwachen Topologie und Cy(H ) mit seiner schwach-x-Topologie ver-
sieht.

Beweis. |8, Theorem 19.2] O
Satz 1.6. Die Abbildung

o1 (Cr L ey ) = (L) oy ) » S = 0e(S9)
mit
tr(S-): L(H) — C, T+ tx(ST) fir alle S € C,(H)

15t ewn 1sometrischer Isomorphismus.



Beweisidee. Sei
Jj: C1(H) = C1(H)", T~ j(T)(x') = 2/(T)

die kanonische Isometrie von C1(H) in den Bidual C,(H)". Als Folgerung von Satz
erhidlt man, dass die Komposition

6: Cy(H) < Cy(H)" 5 L(H)
eine Isometrie ist mit Im ® = L(H),. Offensichtlich ist
d(S)T) =tx(ST) (SeCi(H), T e L(H)).

Sei
YA={f e L(H),; f(T)=0fiir alle T € A}
Man sieht leicht ein, dass +.A [I[| £ zry-abgeschlossen ist.

Korollar 1.7. Die Abbildung
Pa: (Cl(H)/Cb_l(LA)» ”'HCI(H)/d)—l(iA)) = (A [|ll4)s [S] = tr(S-)

mil
tr(S-): A — C, T — tr(ST) fir alle S € C1(H)
15t ein isometrischer Isomorphismus.
Korollar 1.8. Die Abbildung
par A= (CL(H) /67 (FA)), T te(-T)
mil
tr(-T): C1(H) /¢~ (tA) — C, [S] = tx(ST) fiir alle T € A
definiert einen isometrischen Isomorphismus.

Beweisidee. Da A C L(H) als von-Neumann-Algebra ultraschwach abgeschlossen ist, ist
o(A) C C1(H)" w*-abgeschlossen. Also definiert die Komposition

(1) A5 p(A) = (Cp(A) " S (CL(H)/*o(A))

einen isometrischen Isomorphismus. Hierbei ist die zweite Abbildung die Umkehrabbil-
dung des isometrischen Isomorphismus aus |12, Satz 6.15 (i)]. Man iiberlegt sich, dass
fiir den isometrischen Isomorphismus

¢: C1(H) — L(H).
die Identitat
P(Tp(A) =" A

gilt. Also ist der obige isometrische Isomorphismus (*) genau ¢ 4. ]



1 Operatortopologien

Die obigen Séatze zeigen, dass sich die ultraschwache Topologie Tyw auf L(H) mit der
w*-Topologie 7+ auf C;(H)" identifizieren ldsst. Daher schreiben wir im Folgenden 7+
fir TUW -

Wir betrachten nun noch einige grundlegende Eigenschaften von von-Neumann
-Algebren, die im Folgenden niitzlich sein werden.

Satz 1.9. Auf normbeschrinkten Mengen stimmen die WOT-Topologie und die w*-
Topologie tiberein.

Beweis. |7, Proposition 1.2.5] O

Satz 1.10 (Dichtheitssatz von Kaplansky 1). Falls A C L(H) eine von-Neumann-
Algebra ist, dann ist die Finheitskugel von A WOT-abgeschlossen.

Beweis. |21, Abschnitt 19.3, Theorem 19.5] O

Korollar 1.11 (Dichtheitssatz von Kaplansky 2). Falls A C L(H) eine C*-Algebra ist,
dann ist die Finheitskugel von A w*-dicht in der Einheitskugel des WOT-Abschlusses
von A.

Beweis. Dies folgt aus Satz und Satz O
Sei X ein Banachraum. Dann bezeichnen wir mit
ball(X,c) = {zx € X; ||z|| < ¢}
die Kugel in X um 0 mit Radius ¢ und mit
ball(X) = ball(X, 1)
die Einheitskugel auf X.

Im Folgenden sei 7+ die w*-Topologie.

Satz 1.12. Seien X,Y Banachriume und sei S:Y' — X' stetig linear. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(a) S ist w*-stetig
(b) S: (ball(Y'), 7+ ) — (X', 7) ist stetig

Beweis. |13, Lemma 1.16] O



2 Grundlegende Resultate

Wir bendtigen einige Grundlegende Resultate iiber von-Neumann-Algebren die beim
Beweis des Hauptsatzes der Arbeit eine wichtige Rolle spielen werden. Auferdem werden
in diesem Kapitel vollstindig positive Abbildungen und einige wichtige Sitze, wie der
Arvesonsche Fortsetzungssatz, eingefiihrt.

2.1 Von-Neumann-Algebren
Seien H ein komplexer Hilbertraum.
Sei M C L(H). Im Folgenden bezeichne
M ={TeL(H); TS = ST fiir alle S € M}

den Kommutanten von M.
Sei M eine Menge. Dann bezeichnen wir mit Id,; die Identitat auf M.

Satz 2.1. Sei A C L(H) eine unitale C*-Unteralgebra. Dann ist A genau dann eine
von-Neumann-Algebra, wenn A= A" qilt.

Beweis. |21, Abschnitt 18.3. Theorem 18.7] O
Definition 2.2. Eine von-Neumann-Algebra A heikt Faktor, falls AN A" = Cldy gilt.
Definition 2.3. Sei X ein Banachraum. Dann definieren wir durch

jr X = X", j(z)(2)) = 2'(x)
die kanonische Isometrie von X in den Bidual X".

Proposition 2.4. Seien X,Y Banachriume, S:Y' — X' linear. Dann gilt: S ist genau
dann w*-stetig, wenn ein T € L(X,Y) existiert mit S =T".

Beweis. Sei S:Y' — X' linear und w*-stetig. Da S w*-stetig ist, ist j(z) o S fiir jedes
x € X w*-stetig. Nach |12, Lemma 7.14| gilt deshalb j(z) o S € j(Y) fiir jedes z € X.
Dabher ist

T:-X =Y, 2—j(jlx)o9)

wohldefiniert. Als Verkettung stetiger Abbildungen ist 7" € L(X,Y) und man rechnet
leicht nach, dass T" = S gilt.



2 Grundlegende Resultate

Sei nun 7' € L(X,Y) und S = T". Seien (y),)aca ein Netz in Y und ¢’ € Y’ mit
Ty limg, 4y, = ¢/, dann gilt fiir jedes y € Y lim, ¢/, (y) = ¢/(y). Also folgt

lim Sy (x) = 4, (Tx) = (Tx) = Sy ().

Somit ist S w*-stetig.
O

Proposition 2.5. Seien X,Y Banachriume und T € L(X,Y). Dann ist InT’ genau
dann normabgeschlossen, wenn ImT" w*- abgeschlossen ist.

Beweis. |12, Korollar 8.8.] O

Proposition 2.6. Seien A, B C*-Algebren, M C A und m: A — B ein x-Homo-
morphismus. Dann gilt m(C*(M)) = C*(w(M)).

Beweis. w(C*(M)) C C*(w(M)) sieht man leicht ein, da x-Homomorphismen stetig sind.
Fir C*(m(M)) C ©n(C*(M)) geniigt es zu zeigen, dass 7w(C*(M)) eine C*-Algebra ist.
Dass w(C*(M)) normabgeschlossen ist folgt aus [21, Theorem 11.1]. Den Rest rechnet
man leicht nach. [l

Der folgende Satz ist wichtig, wenn wir Aussagen iiber die vom Bild eines ultraschwach
stetigen x-Homorphismus erzeugte von-Neumann-Algebra treffen wollen.

Proposition 2.7. Seien A,B von-Neumann-Algebren, M C A und nm: A — B ein
ultraschwach stetiger x-Homomorphismus. Dann gilt 1(W*(M)) = W*(xw(M)).

Beweis. m(W*(M)) € W*(w(M)) sieht man leicht ein. Fiir W*(n(M)) C n#(W*(M))
geniigt es zu zeigen, dass m(W*(M)) eine von-Neumann-Algebra ist. Wegen Propositi-
on [2.6] gilt 7(C*(M)) = C*(w(M)). Aus Proposition 2.4 und Proposition [2.5] folgt, dass
7(W*(M)) ultraschwach abgeschlossen ist. Damit ist 7(W*(M)) eine von-Neumann-
Algebra. [l

Im Folgenden wollen wir eine Version von Schur’s Lemma zeigen, das eine Verbindung
zwischen irreduziblen Mengen und von diesen erzeugten von-Neumann-Algebren her-
stellt.
Sei M C L(H). Mit
Red(M) = {Hy C H abgeschlossener Teilraum ;
THy C Hy und T*Hy C H, fiir alle T € M}

bezeichnen wir die Menge aller reduzierenden Teilriume von M. M heift irreduzibel,
falls Red(M) = {0, H} gilt.

Bemerkung 2.8. Eine einfache Uberlegung zeigt, dass S C L(H) genau dann irreduzibel
ist, wenn S U §* irreduzibel ist. Dabei bezeichne

S*={5;Sesh

10



2.1 Von-Neumann-Algebren

Proposition 2.9. Sei M C L(H). Sei K C H ein abgeschlossener Untervektorraum
von H und Pix € L(H) die orthogonale Projektion auf K. Dann gilt: K ist genau dann
invariant unter M U M*, wenn Px € (M UM*) ist.

Beweis. Sei K invariant unter MUM*. Dann gilt T'Px = Pk T Pk fiir alle T € MUM*.
Also ist

PxT = (T*Pg)* = (PxT*Px)* = PxTPx

und daher folgt TPy = PgT fiir alle T' € M U M*.
Umgekehrt gelte T'Px = PgT fiir alle T € MUM™. Offensichtlich ist K dann invariant
unter M U M*. m

Bemerkung 2.10. Das Bild einer orthogonalen Projektion P C L(H) ist immer abge-
schlossen.

Beweis. Sei P € L(H) eine orthogonale Projektion. Dann ist Idy —P € L(H) eine
orthogonale Projektion mit Im(P) = ker(Idy —P). O

Satz 2.11 (Schurs Lemma). S C L(H) ist genau dann irreduzibel, wenn
(SUS*) = {\dy : \ e C).
gilt.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei H # {0}.

Sei (SUS*) ={Aldy ; A € C} und K C H ein abgeschlossener Untervektorraum
von H, der SUS*-invariant ist. Sei Pk die orthogonale Projektion auf K. Wegen obiger
Proposition ist Px € (S U S*). Also ist Px = Aldg fiir ein A € C. Aus P% = Pg
folgt, dass A € {0,1} gilt. Daher ist K € {{0}, H}. Damit ist S US* und somit auch &
irreduzibel.

Sei § und somit auch & U S§* irreduzibel. Wir wolllen zeigen, dass (S U §*) =
{\dg ; X € C} gilt:

, D Klar.

»C“ Wir zeigen zunéchst, dass (S US*)" nullteilerfrei ist. Seien dazu S,T € (SUS*)’
mit ST = 0 und T # 0. Da TH invariant unter S U S* ist, folgt wegen TH # {0} aus
der Irreduzibelitiit von S U S*, dass TH = H ist. Daher gilt wegen SH = STH = {0},
dass S = 0 ist. Sei T" € (S U S*)’. Ohne Einschriankung kénnen wir annehmen, dass 7'
selbstadlungiert ist. Sonst setze Re(T') = (T'+ 77)/2 und Im(7T") = (T'— T")/2i. Dann
sind Re(T), Im(T") selbstadjungiert, T = Re(T) 44 Im(T") und Re(T),Im(7T") € (SUS*)".
Wenn wir zeigen konnen, dass Re(T),Im(7T) € {\Idy ; A € C}ist T € {\Idy ; A € C}.
Sei also T selbstadjungiert. Es geniigt zu zeigen, dass o(7) = {A} fiir ein A € R ist.
Denn dann ist o(T — A1dg) = {0}. Und es gilt

11



2 Grundlegende Resultate

nach einem Satz fiir den Spektralradius normaler Operatoren (vgl. |12, Lemma 14.4
(a)]). Also ist T'= A1dy. Da (S US*)" nullteilerfrei ist, ist

C(o(T)) = CHT) C (SUSY)

nullteilerfrei (vgl. |12, Lemma 14.13|). Dies geht aber nur wenn o(7') = {A} gilt. Denn
angenommen es gibt A\, Ay € o(T) mit A\; # Ay. Seien U; und U, disjunkte relativ
kompakte offene Umgebungen von \; und Ay in o(7"). Ein Argument aus der Topolgie
(z.B. in |5, Proposition 7.1.9]) zeigt, wir kénnen

0</f; <xu,und f; #0 firi=1,2,
finden, wobei xy, die Indikatorfunktion von U; ist. Dann gilt aber f;f; =0 [

Hier noch eine wichtige Folgerung aus Schurs Lemma, die wir im Hauptsatz der Arbeit
gebrauchen werden.

Satz 2.12. Ist M C L(H) mit Idg € M irreduzibel, so ist Mat(l, M) C L(H") fiir alle
[ € N irreduzibel.

Beweis. Nach Schurs Lemma geniigt zu zeigen, dass (Mat (I, M)UMat(l, M)*)" = CId
gilt. Seien dazu S = (S;,)!,_; € (Mat(l, M) UMat(l, M)*) wnd T = (T;;),,_, €
Mat(l, M) U Mat(l, M)*. Dann gilt

!
Zsivk‘Tkvj = (5T)i; = (T'S)i; ZTM;S/” firi,je{1,...,0}.

k=0

Beachte, dass Ep, = (0m,i0n,; Ida)} - € Mat(l, M) U Mat(l, M)* fiir alle
n,m € {1,...,1} ist. Daraus folgt

l
Si7m5n,j = Z Si,kém,k(sn,j = (SEmn)z EmnS Z 5m 15 kSkj = Sn 5m,i

firi,jymne{l,...,1}.Seim e {1,... (}.Firi e {1,..., [} miti #mund j=m=n
gilt dann

Si,m = Si,m(sm,j = Sm,j5m7i =0

Daraus folgt S = (5;;0;;)! ;. Man iiberlegt sich ebenfalls, dass fiir P, € Mat(l, L(H))
mit

Idg 0y L fiir i =m,
(Pmn)z’J = IdH 6m,] ,fijr Z - n,

Idg d;; ,sonst

12



2.2 Volistindig positive Abbildungen

fir alle n,m € {1,...,1} ein Element von Mat(l, M)UMat(l, M)* ist. Wegen P,,,,, Py, =
Id;p gilt dann

anSPmn - anPmnS =S

und somit Sy, = Spm fiir alle n,m € {1,...,1}. Also ist S = (S110;;)};—,. Sei nun
R = (Ry101,:01;). ;—; € Mat(l, M) U Mat(l, M)*. Dann gilt

SiaRi = (SR)1,1 = (Rs)l,l = Ry151,1-

Da M irreduzibel ist, ist (MUM*) = CIdy. Es folgt daher S;; € (MUM*) = Cldy.
Also gibt es ein A € C mit S;7 = Aldy und es ist S = Aldy € Cldg. O

2.2 Vollstandig positive Abbildungen

Ist A eine C*-Algebra, so ist fiir jedes n > 1 die Menge Mat(n,.A) der n x n-Matrizen
mit Eintrégen in A mit der koeffizientenweisen Addition und Skalarmultiplikation sowie
der iiblichen Matrixmultiplikation eine C-Algebra. Durch

Mat(n, A) = Mat(n, A), (ai;)7—1 = (a;,);

i,j=1

wird eine Involution auf Mat(n, A) definiert. Auf der involutiven Algebra Mat(n,.A)
gibt es eine eindeutige Norm die Mat(n, .A) zu einer C*-Algebra macht. Um die Existenz
zu begriinden, wihle man mit Gelfand-Naimark eine isometrische Darstellung 7: A —
L(H), benutze den *-Isomorphismus

p: Mat(n, L(H)) — L(H")
mit

(L) =) H® — H", (23)iy — (Z Ti,jxj)
j=1

=1

fiir alle (7;;);;—; € Mat(n, L(H)), um Mat(n, L(H)) zu einer C*-Algebra zu machen
und beachte, dass dann

7 Mat(n, A) — Mat(n, L(H)), (ai,j)ijl — (W(aiJ))Zj:l
ein injektiver x-Homomorphismus ist mit abgeschlossenem Bild. Also wird durch
”(a%}j)?,jzln = ||7T(n)((ai,j)2j:1)||

eine C*-Norm auf Mat(n,.A) definiert.
Unter einem Operatorraum M C A in einer unitalen C*-Algebra A versteht man einen
linearen Teilraum M C A mit 1 € M. Ein Operatorsystem S C A in einer unitalen
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2 Grundlegende Resultate

C*-Algebra A ist ein Operatorraum fiir den S = §* gilt. Sei S C A ein Operatorsystem
und seien

Seo=1{a€eS;a=a}, S ={aeS;a>0in A}.
Ein elementares Argument zeigt, dass
Ssa = S+ - 8-1-7 S= Ssa + iSsa

gilt. Eine lineare Abbildung ¢: S — B in eine C*-Algebra B heilt positiv, falls ¢(Sy) C
B, ist. Insbesondere ist dann ¢(Ss,) C B,

Sei § C A wie oben ein Operatorsystem und sei M C A ein Operatorraum. Dann
sind fiir n > 1 die Mengen Mat(n,S) C Mat(n,.A) Operatorsysteme und die Mengen
Mat(n, M) C Mat(n,.A) Operatorrdume in der C*-Algebra Mat(n,.4). Man nennt eine
lineare Abbildung ¢: & — B in eine C*-Algebra vollstindig positiv, wenn fiir jedes n > 1
die Abbildung

go(”): Mat(n,S) — Mat(n, B); (ai,j)ijl — (ap(ai7j))2j:1

positiv ist. Eine lineare Abbildung v: M — B in eine C*-Algebra heilt wvollstindig
beschrdinkt, wenn

11w = sup [l ™]] < oo
n>1

gilt. Man nennt ¢»: M — B wvollstindig isometrisch beziehungsweise vollstindig kontrak-
tiv, wenn alle Abbildungen ™ : Mat(n, M) — Mat(n, B) (n > 1) isometrisch bezie-
hungsweise kontraktiv sind.

Es gibt einfache Beispiele von Abbildungen, die positiv, aber nicht vollstindig posi-
tiv sind, und von Abbildungen, die beschrankt, aber nicht vollstindig beschrankt sind.
Alle x-Homomorphismen 7: A — B sind vollstindig positiv und vollstindig kontraktiv.
Man kann zeigen, dass vollstandig positive Abbildungen ¢: .S — B immer vollstindig
beschriankt sind mit ||¢|lw = [|¢|| = ||e(1)]]-

Der Satz von Stinespring gibt eine Art GNS-Konstruktion fiir vollstédndig positive Ab-
bildungen.

Satz 2.13 (Stinespring). Sei A eine unitale C*-Algebra und p: A — L(H) eine voll-
standig positive Abbildung. Dann gibt es einen Hilbertraum K, einen x-Homomorphismus
m: A — L(K) und einen stetig linearen Operator V: H — K mit |V||* = ||| so, dass
o(a) =V*r(a)V fir alle a € A gilt.

Falls ¢ unital ist, kann man V als Isometrie wihlen.
Beweis. |18, Theorem 4.1] O

Satz 2.14 (Schwarz). Sei A eine unitale C*-Algebra und ¢: A — L(H) eine vollstindig
positive Abbildung. Dann g¢ilt

p(a) p(a) < [lellp(a*a)
fiir alle a € A.

14



2.2 Volistindig positive Abbildungen

Beweis. Wegen des Satzes von Stinespring (Satz[2.13]) gibt es einen Hilbertraum K, einen
*-Homomorphismus 7: A — L(K) und ein V € L(H, K) mit [|[VV*|| = ||V|]* = ||¢]| so,
dass p(a) = V*m(a)V fir alle a € A gilt. Daher folgt fiir alle a € A
p(a) p(a) = Vir(a)'VVin(a)V
<V*nm(a)*(|VV*||Idg)m(a)V
= [[ellVFm(a*a)V
= l[ellea”a).

Der folgende Satz ist eine Art Hahn-Banach fiir vollstdndig positive Abbildungen.

Satz 2.15 (Arversonscher Fortsetzungssatz, 1969). Sei A eine unitale C*-Algebra, S C
A ein Operatorsystem und p: S — L(H) eine vollstindig positive Abbildung. Dann
existiert eine vollstindig positive Abbildung v: A — L(H), so dass ¥|s = ¢ gilt.

Beweis. |18, Theorem 7.5 O

Korollar 2.16. Sei A eine unitale C*-Algebra, M C A ein Operatorraum und ¢: M —
L(H) eine unitale, vollstindige Kontraktion. Dann gibt es eine vollstandig positive Ab-
bildung v A — L(H) mit Y|pm = .

Beweis. |18, Corollary 7.6] ]
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3 Projektionen

In diesem Kapitel wollen wir uns iiberlegen, dass es fiir eine ultraschwach stetige vollstéin-
dige positive Abbildung 1, die eine von-Neumann-Algebra A in sich selbst abbildet, eine
grokte Projektion P im Kern der Abbildung gibt. Man nennt 1 — P die Tragerprojektion
von .

Im Folgenden sei H ein komplexer Hilbertraum.

Satz 3.1. Sei A C L(H) eine ultraschwach abgeschlossene C*-Algebra. Ist (Ty)aca €in
monton wachsendes Netz selbstadjungierter Operatoren aus A, das nach oben beschrinkt
ist, dann konvergiert (Ty)aea ultraschwach und in der starken Operatortopologie gegen

ein selbstadjungiertes T aus A, wobei T die kleinste obere Schranke von {T,; o € A} in
L(H) ist.

Beweis. Ohne Einschriankung gebe es ein ¢ > 0, so dass
—cldg <T, <cldyg firalle ac A

gilt.

Sonst wihle ein ay € A und setze I = {a € A; a > ap}. Ohne Einschrinkung
konnen wir (7,)aca durch (7;);e; ersetzen, da aus der Konvergenz von (7});c; gegen
einen Operator T' € A, die Konvergenz von (T, )aca gegen T folgt. Es gilt T; > T, fiir
alle 7 € I und somit

<T2$7$> > <Ta0$,x> > —||Ta0||<ZE,:L‘>
fiir alle ¢ € [ und = € H. Ist S eine obere Schranke fir {T,,; a € A} so folgt aber auch
(Tow, x) < (Sz,2) <||S|(z, z)

fir alle « € Aund « € H. Setze ¢ = max{||Tys, ||, ||S||}, dann erhdlt man die gewiinschte
Ungleichung.
Aus |12, Satz 12.10] folgt fiir alle o € A:

1Tl = Sup |(Tow, 2)| < c.
z||=1

Nach Alaoglou-Bourbaki ist ball(L(H), ¢) in der ultraschwachen Operatortopologie kom-
pakt. Daraus folgt, dass es ein 7' € ball(L(H),c) N.A und ein Teilnetz (1});e; = (T, )ier
von (T,)aca gibt, das in der ultraschwachen Operatortopologie gegen T konvergiert.
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3 Projektionen

Da (T,)aeca monton wachsend ist, erhdlt man auch, dass (7, )aca in der ultraschwachen
Operatortopolgie gegen T konvergiert. Das sieht man wie folgt ein:
Sei € >0, z € H und (x,)nen € (*(H). Dann gibt es ein ig € I, so dass

\Z(T:Un,xn Z Tixp,xy)| <e firalle >4y (i €l)
n=0

n=0

gilt. Da {a;; i € I} C A kofinal ist, gibt es fir a > «;, (o € A) ein 41 € I mit a;, > «
und i, > 7g. Also ist

<Ti1xﬂx> = <Tai1x7x> > <Tal’,ZL’> > <Tai0x7x> = <Tiox7x> (.73 < H)

beziehungsweise
o0 o0 o0
Z xn,xn Z T xn,xn > Z :cn,xn
n=0 n=0 n=0
Also gilt fiir alle « € A mit o > «,
[ee) oo
|Z Ty, x,) — Z (Toxn, x,)| <€
n=0 n=0
und daher
o o
iiglq (Toxpy, Ty) = Z (T, Tp).
n=0 n=0

Mit der Polarisationsgleichung erhilt man fiir alle (z,)nen, (Yn)nen € 12(H)

o0

(11124 - <Taxn7 yn> =

hE

(T, Yn)-

N
I
o

Aus

(Tz,y) = in(Tow, y) = lim (2, Toy) = lim (Toy, 2) = (Ty,2) = (2, Ty)
folgt, dass T selbstadjungiert ist. Da
(Tgaw,x) > (Tpw,z) firalle >«
gilt, gilt auch

(Tx,x) = lim (The,x) > (Thx, x)

B>a

beziehungsweise T' > T, fiir alle a € A. Also ist T eine obere Schranke von {T,; oo € A}
in L(H).
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Ist S € L(H) eine weitere obere Schranke von {T,; o € A}, so gilt
(Sx,z) > (Tyw,x)y firalle x€ H ac A
und deshalb
(Sx,x) > chienflx (Toyx,xy = (Tx,x) firalle z € H,
also S > T. Damit ist 7' die kleinste obere Schranke von {7,; a € A}.
Nach [12, Bemerkung nach Korollar 14.16] ist o(T' — T,,) C Ry und T — T, ist selbst-

adjungiert fiir alle « € A. Also gibt es eine Wurzel von T — T, fiir alle « € A. Es
gilt

(T — Ta)2z))? = (T — To) 2, (T — Tn)7a) = (T — To)z, ) 2 0.
Wegen

N
N

I(T = Ta)z |l = (T — Tu)l|? < (2)
ergibt sich aus
I(T = Tl < T = To)2 (T — Ta)za]

die Konvergenz in der starken Operatortopologie. O]
Lemma 3.2. Sind P,Q € L(H) orthogonale Projektionen, dann sind dquivalent

(a) P>Q,

(b) Im(Q) C Im(P),

(¢) P —Q ist eine orthogonale Projektion,

(d) PQ=Q,

(e) QP =Q.

Beweis. Sei P > Q. Es ist H = Im(P) @ ker(P). Sei z € Im(Q), dann ist x = vdw €
Im(P) & ker(P) und es gilt

(r,2) = (Qz,7) < (Px,z) < (2, 7)
also
(v, v B w) =(PlvBw),vBw)=(Vdw,vdw).
Daraus folgt
0= (w,v®w) = (w,w).

und somit w = 0 und z € Im P.
Sei Im(Q) C Im(P). Fiir x € H ist PQx = Q, also PQ = () und wegen

QP =(PQ)=Q"=Q

gilt (P—Q)? = P—Q. Auberdem ist P—Q = (P—Q)* und damit orthogonal Projektion.
Somit ist P — () positiv also P > Q). n
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3 Projektionen

Korollar 3.3. Ist (P.)aca ein Netz von orthogonalen Projektionen in einer ultraschwach
abgeschlossenen C*-Algebra A C L(H), so gilt:

(a) Ist (Py)aca monoton wachsend, dann konvergiert (Py)aca in der starken Operator-
topologie gegen P € A, wobei P die orthogonale Projektion auf den Normabschluss
von J,eq PuH ist.

(b) Ist (P,)aca monoton fallend, dann konvergiert (Py)aca in der starken Operatorto-
pologie gegen P € A, wobei P die orthogonale Projektion auf den Normabschluss
von (N,ea PaH ist.

Beweis. Sei (P,)aca monoton wachsend. Fiir alle x € H und o € A gilt
0 < (Paz,z) < |[Pall(z, 2) < (2, 1).

Nach Satz konvergiert (P,)aca stark und in der ultraschwachen Operatortopologie
gegen ein selbstadjungiertes P € A. Nutzt man die Stetigkeit des Skalarproduktes und
die starke Konvergenz von (P,)sc4 aus, so sieht man wegen

(Pr,y) = lim (Pox,y) = lim (Pox, Pay) = (P, Py) = (P*z,y)
aE ac

fiir alle x,y € H, dass P wieder eine orthogonale Projektion ist.

Wir miissen noch zeigen, dass Im(P) = (J,4 PQHH'|| gilt. Da Im(P) norm- abgeschlos-

Pl Im(P).

sen ist und P, < P (also Im(F,) C Im(P)) fiir alle a € A gilt, ist | J,c 4

Die Menge |J,c4 PoH ist ein Vektorraum. Denn seien § € C und z,y € U, 4 PaH.
Dann gibt es aj, a0 € A mit x € P,,H, y € P,,H und ein a € A, so dass a > ay,an
ist. Daraus folgt P, > P,, und P, > P,,. Also P,,H ¢ P,H,P,,H C P,H und

Br+y € PuH CJ,oq PaH.

Damit ist auch M = {J,c 4 PoaH I ein Vektorraum. Sei Py, die orthogonale Projektion
auf M. Offenbar gilt Im(P,) C Im(Py;) und somit P, < P fiir alle a € A. Aus Satz
folgt, dass P < Py, ist und daher Im(P) C Im(Py,) = M gilt.

Sei jetzt (P,)aca monoton fallend. Indem man Satz auf das Netz (—Pp,)aca anwen-
det, sieht man, dass (P,)aca stark und in der ultraschwachen Operatortopologie gegen
eine orthogonale Projektion P € L(H) konvergiert und, dass P die grofste untere Schran-
ke von (P, )aca ist. Wir miissen noch zeigen, dass Im(P) = (1), o4 P H ist. Es gilt P < P,
und somit Im(P) C Im(P,) fiir alle € A. Daraus folgt, dass Im(P) C (),cq Pad
ist. Sei F _, p,u die orthogonale Projektion auf (1,4 Paf. Dann erhilt man, dass
P, > PﬂaeA p, g gilt. Da P die gréfste untere Schranke ist, ist P > PﬂaeA p, und die
Behauptung folgt wie oben. O]

Lemma 3.4. Ist T € L(H) selbstadjungiert und
®: C(o(T)) = L(H), [+ &(f)
der stetige Funktionalkalkil, so gilt fir f € C(o(T)): Aus f >0 folgt f(T) = ®(f) > 0.
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Beweis. Ist f € C(o(T)) mit f >0, so ist /f € C(o(T)) und es gilt

sowie

Es folgt

Im Folgenden sei fiir T' € L(H)

C*(T) = {p(T, T7); p € Clzy, 2] mit p(0) = 0} .

Satz 3.5. Sei A C L(H) eine ultraschwach abgeschlossene C*-Algebra und T € A ein
Operator mit 0 < T < Idy. Dann ist (T%)HGN etne monoton wachsende Folge in A die
ultraschwach gegen die Projektion auf den Norm-Abschluss von Im(T) konvergiert.

Beweis. Fiir 0 < T < Idy ist nach |12, Lemma 14.4(a), Satz 12.10 und der Bemerkung
nach Korollar 14.6] o(T) C [0,1]. Da 0 < /- < "®/- < 1 auf o(7T) gilt, erhilt man
aus Lemma m, dass 0 < T < Tt < 1 fiir alle n € N gilt. Dabei ist (T%)neN
eine Folge selbstadjungierter Operatoren in C*(T') C A. Aus Satz folgt, dass ein

selbstadjungierter Operator P € A existiert so, dass (T )nen stark gegen P konvergiert.
Da

I(TF — P)al| "5°0 firalle z € H
und auch
||(T% — P)Pz||"=°0 firalle ze€ H
sowie ||T%|| < 1 fiir alle n € N gilt, ist
(T — P2a| < ||T|||(T% — P)a|| + [|(T% — P)Px|| "0 fiir alle = € H.

Durch den Ubergang zur Teilfolge mit geradem Index folgt, dass (T%)neN stark gegen P2
konvergiert. Da die starke Operatortopologie hausdorffsch ist, erhiilt man P* = P = P2,
Also ist P eine orthogonale Projektion.

Fiir jedes n € N ist Tw der Normgrenzwert von Polynomen in 7', die man ohne
konstante Terme wihlen kann. Also folgt fiir alle n € N, dass Twz =0 gilt, falls Tz = 0
ist. Somit folgt Px = 0 aus T'x = 0. Ist umgekehrt Px = 0, so ergibt sich

0= (Pz,7) > (Tw,z) = ||T2x]
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3 Projektionen

und damit auch
Tz = (T2)% = 0.
Insgesamt gilt ker(P) = ker(7") und daher ist
Im(P) = ker(P)* = ker(T)* = ker(T*)* = Im(T).
[l

Korollar 3.6. Sei T' ein Operator in einer ultraschwach abgeschlossenen C*-Algebra
A C L(H). Dann gehért die orthogonale Projektion auf Im(T)H I A.

Beweis. Sei T € A\ {0}. Der Operator T'T* ist selbstadjungiert. Da
|T*x||* = (TT*z,x) = 0,

falls TT*z = 0 ist, gilt ker(T™*) = ker(TT*). Aus |12, Lemma 12.4 und Korollar 11.13]
folgt

ImT7T =Im7TT* =Im TT* :
||TT I
Da 0 < H;g*” < Idy folgt die Behauptung aus Satz O

Satz 3.7. Ist A C L(H) eine ultraschwach abgeschlossene C*-Algebra, dann existiert
eine orthogonale Projektion P € A, mit PT'=TP =T fir alleT € A.

Beweis. Sei
A =P.({P € A; P orthogonale Projektion}) (endliche Potenzmenge)
versehen mit der Ordnung
a<f<=acCf (ap€A).

Fir a ={P,...,P,} € A sei P, die orthogonale Projektion auf Im(}"" , P;). Dann ist
P, € A nach Korollar . Es gilt Im(}"" , P;) = >, Im(P;). Denn aus

<<Z Pz') > =) (Prra) = Y|P (e H)

i=1

folgt ker(>"1 | P) = (i, ker(P;) und damit

Im (i H) = ker (i R-)
= (ﬂ ker(B))
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Somit ist (P,), € A ein monoton wachsendes Netz orthogonaler Projektionen in A.

Wegen Korollar ist die orthogonale Projektion P auf LjaeA—PaH”'H i

Korollar 3.6 Im(T) € U, PaH'" fiir alle T € A gilt, folgt PT = T und TP
(PT*)* = (T*)* = T fiir alle T € A.

in A. Da nach

O

Satz 3.8 (Eine Ungleichung von Schwarz). Seien A und B C*-Algebren mit B C L(H)

und ¢ A — B eine 2-positive lineare Abbildung. Dann gilt
[0(a”d)|| < [[¢(a”a)|[>]|e(b7b)||2
fiir alle a,b € A.
Beweis. Seien a,b € A und
a*a a*b a b\ (a b
M= (b*a b*b) = (0 0> (0 o) =0
Da v 2-positiv ist, folgt

 ((ata) (b)) _ (d(ata) (ad)
va(M) = (wb*a) w<b*b>> = (wa*b)* w<b*b>) '

Im Folgenden seien x = 1(a*a), z = 1(a*b) und y = ¥ (b*b). Wir wollen zeigen, dass fiir

alle £&,n € H gilt
(2, €)| < (@€, €)|7|(ynm, m)]7.

Da die Skalarprodukte auf der rechten Seite grofer Null sind, kénnen wir die Betrige

dort weglassen. Angenommen es gibe &, 1y € H, so dass

[(zm0, &) > (&€, €)% (ymo, mo) 2.
Wir wihlen ein © € [0, 27), so dass
|<Z7]07 §>| = _eie<2770, §>
und setzen n = €'©1. Es gilt
—{en,€) = (20, )] > (2, €)% (ymo, 1m0} = {x€,€)2{ym, m)7 2 0.
Angenommen (z€, &) = 0. Da (zn,&) < 0 ist, gibt es ein ¢ € R, , so dass

2¢(zn, &) + (yn,n) < 0.

Daraus folgt aber

(ho(M)(c€ B ), c€ ®n) = A (x&, &) + c(zn, &) + (2", m) + (yn, n)
= 2¢(zn, &) + (yn,m)
<0,
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3 Projektionen

was ein Widerspruch zur Positivitiit von t,(M) ist. Ahnlich sieht man, dass (yn,n) = 0
ein Widerspruch zur Positivitdt von ¢9(M) ist. Angenommen (yn,n) = 0. Da (zn, &) < 0,
gibt es ein c € R, so dass

(x€,€) +2¢(zn, §) <0
Daraus folgt aber

(ha(M)(E @ en), € D en) = (x€,€) + c(2n, &) + c(z*E,m) + A {yn, )
= (x,§) + 2c(2m, §)

<0,

was ein Widerspruch zur Positivitét von 19(M) ist. Seien also
= (yn,n)2,d = (x€,€)2 > 0, dann gilt:

(a(M)(cE @ dn), c§ @ dn) = c*(a€, &
= (a6, ¢

(2, €

(@€, §

+ cd(zn, €) + cd(z°¢, ) + d>(yn, )
+ 2cd{zn, £) + d*{yn,n)
— 2cd(z€&, €)% (yn, n) % + d*{yn, n)

2 —d{yn,n)?)’

A
o

—~
~ ~— ~— ~—

e

Dies ist aber ebenfalls ein Widerspruch, und somit gilt:

[(em, €)] < (€, &) |{yn, n)|2

beziehungsweise

(@b, €)] < [(w(a*a)é, )2 | (B b)m, m)|2

fiir alle £,n € H. Sei n € H beliebig. Setze & = ¥(a*b)n. Dann erhilt man mit der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:

[ (@ b)nl® = [{w(a*b)n, ¥(a*b)n)|
< (g (a*a)yp(a*byn, v (a*b)n) |2 [ (¥ (b*b)n, n) |2
< (le(aa)e(ab)nll|w(a byl (b*b)nll[n]])2
< (le(a*a)|[llw @byl (a*bynll |14 @ 0) [ nllInl]) 2
= [l (a*a) || (0"B) |2 | (a*b)n]l[In].
Daraus folgt

[ (a*o)nll < llva”a)|[> [ (0 0)|I>[In]
fiir alle n € H. Also ist

@bl < laa)| (D).
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Im Folgenden sei fiir M C A in einer C*-Algebra A
M*={a"; a € A}.
Kommen wir nun zum wichtigsten Satz des Kapitels, den wir spater gebrauchen werden.
Definition 3.9. Ein Operator U € L(H) heilst partielle Isometrie, falls
|Ux|| = ||z|| fir alle x € H mit x L ker U gilt.

Man nennt (ker U)* den Anfangsraum von U und die Menge Im U den Zielraum von U.

Satz 3.10 (Trdgerprojektion). Sei A C L(H) eine von-Neumann-Algebra und ¢: A —
L(H) eine lineare ultraschwach stetige 2-positive Abbildung. Dann gibt es eine orthogo-
nale Projektion P € A mit:

(a) 1dy —P ist die grofste Projektion in ker(1)),
(b) W(T) =Y(PT) =y(TP) fir alle T € A,

(c) firT € Aist o(T*T) = 0 genau dann, wenn PT*T = 0 ist oder auch genau dann,
wenn PT*TP = 0 ist.

Beweis. Sei M = (g, ker(1(S")). Dann ist M ein ultraschwach abgeschlossenes und
norm-abgeschlossenes Linksideal in A. Sei N' = M N M*. Man {iberlegt sich leicht, dass
N eine ultraschwach abgeschlossene C*-Algebra ist. Nach Satz existiert dann eine
orthogonale Projektion Q € N so, dass QT = TQ = T fiir alle T € N gilt. Sei

M={TeA TQ=T}.

Da M ein Linksideal ist, ist M C M. Sei T € M und T = W|T| seine Polarzerlegung
(|21, Theorem 12.8]). Dann gilt |T'| = W*T € M. Da |T'| selbstadjungiert ist, gilt sogar
IT| € N. Nach Wahl von @ folgt dann aber |T'|@Q = |T'| und somit

TQ=W|T|Q=W|T|=T.

Also ist M = M und Q eine maximale orthogonale Projektion in M = M mit 7Q = T
fiir alle T € M.
Nach Satz [3.8] folgt fiir alle T € A mit ¥(T*T) = 0 und alle S € A:

[ (S T)|| < [(S™S)|21H(T°T)|) = 0.
Also ist
M =A{T € A; ¥(T"T) = 0}.
Wegen ¢(Q) = ¥(Q*Q) = 0 gilt @ € ker(y)). Sei F eine weitere Projektion in ker(t).

Dann folgt aus ¢(F*F) = ¢(F) = 0, dass ' € M = M ist, also gilt FQQ = F. Daraus
folgt F' < @ und @ ist die grofte orthogonale Projektion in ker(v)).
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3 Projektionen

Wegen Satz erhélt man aufserdem fiir alle 7' € A:
[@T)I < (@I [T T)]|7 = 0
und somit ¥ (QT) = 0. Analog sieht man (7'Q)) = 0. Daher gilt
O(T) = ¢((Ildg —Q)T + QT) = ¢((Idy —Q)T) + ¢(QT) = ¢((Idy —Q)T)

und analog ¥(T') = (T (Idg —Q)) fiir alle T € A.
Ist Y((Idg —Q)TT*(Idy —Q))) = 0, so ist aber auch

Y(TT*) =y((Idyg —Q)TT*(Idy —Q)) = 0.
Ist TT* € ker(¢)), dann ist T* € M = M und daher ist 7*Q = T*. Es ergibt sich:
0=TT"—TT* =TT*(dy —Q) + TT*Q — TT* = TT*(1dy —Q)

und daher (Idyg —Q)TT*(Idg —Q) = 0.
Setzt man P = Idy —@, so folgt die Behauptung.
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4 Darstellungen

Dieses Kapitel soll Darstellungen von C*-Algebren behandeln.

Im Folgenden sei H ein komplexer Hilbertraum.

Definition 4.1. Sei A eine unitale C*-Algebra. Eine Darstellung ist ein *-Homo-
morphismus 7: A — L(H). Fiir eine Darstellung
m: A— L(H) definiert man

Lat(m) = {M C H abgeschlossener Teilraum ; 7(z)M C M fiir alle 2 € A}

und nennt 7 irreduzibel, falls © # 0 ist und Lat(7) = {{0}, H} gilt.

Definition 4.2. Eine Darstellung 7: A — L(H) heift nichtentartet, falls die C*-Algebra
der Operatoren 7(A) trivialen Nullraum hat. Dabei heiftt fiir £ C L(H) die Menge

null(E) = ﬂ(ker A; A€ E)
der Nullraum von FE.

Lemma 4.3. Sein: A — L(H) eine Darstellung. Dann ist m genau dann nichtentartet,
wenn

LH{m(a)¢; € H, ae A} = H
gilt.
Beweis. |17, Lemma 3.3.6] O

4.1 Darstellungen auf L(H)

Im Folgenden wollen wir auf einen Satz hinarbeiten, der es erlaubt, jede Darstellung
auf L(H) auf geschickte Art in zwei Teildarstellungen zu zerlegen. Dabei macht eine
Teildarstellung die kompakten Operatoren zu Null und die andere ist bis auf unitire
Aquivalenz ein Vielfaches der Identitit.

Satz 4.4. Sei T € L(H) normal und kompakt mit T # 0 und sei
(An)o<nen (N € N oder N = o0)

eine Abzihlung von o(T) N {0}°. Ist P, = Pirr,—1) die orthogonale Projektion auf
ker(\, —T), so gilt

T= > MP (4.1)

0<n<N
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4 Darstellungen

Beweis. |12, Korollar 14.17.] O

Lemma 4.5. Sei {0} # A C K(H) eine C*-Algebra, 0 # T € A normal und \ €
o(T) N {0}¢. Dann ist die orthogonale Projektion Pier(x—1) auf ker(X —T') ein Element
von A.

Beweis. Sei A € o(T') N {0}¢. Da A ein isolierter Punkt in o(7T') ist, definiert

1, falls z =\,

Xr:o(T)—C, z+— {
0, sonst

eine Funktion x, € C(o(T)) mit x» = X» = X3. Durch anwenden des stetigen Funk-
tionalkalkiils sieht man, dass x,(7") eine orthogonale Projektion in L(H) definiert. Wir
zeigen, dass Prern—1) = Xa(T') gilt. Da beide Operatoren orthogonale Projektionen sind,
geniigt es zu zeigen, dass Im x,(7T") = ker(A — T') gilt. Offensichtlich ist (A — T)xA(T) =
(A= 2)xa(2))(T) = 0. Sei umgekehrt h € ker(A — T'). Dann folgt

B =@+ (522) 00 -1

— o (T)h + (1; X\ - z)) (T)h

—z

= h.

Da x\ € C(o(T)), gibt es nach Stone-Weierstrafs eine Folge von Polynomen p,, € C[z, 29]
so, dass

sup [pa(2,%) — xa(2)] =% 0
z€o(T)
gilt. Da x,(0) = 0 fir dim H = oo gilt, kann man in jedem Fall erreichen, dass die
Polynome p,, keinen konstanten Term besitzen. Also ist

(1) = li_}rn pu(T,T7) € A.
]

Definition 4.6. Sei A C L(H) eine C*-Algebra. Eine orthogonale Projektion P € A
heifst minimal in A, falls fiir eine Projektion () € A mit @) < P folgt Q = 0 oder Q = P

Proposition 4.7. Seien A C K(H) eine C*-Algebra und 0 # E € A eine orthogonale
Projektion. Dann ist E genau dann minimal, wenn EAE = CE gilt.

Beweis. Sei EAE = CE und F € A eine orthogonale Projektion mit /' < E. Es folgt
F = EFFE € EAE. Wegen EAE = CFE existiert ein A € C mit F' = AE. Da F eine
Projektion ist, gilt dann aber F' =0 oder F' = F.

Sei nun £ minimal in A. Dann ist fiir jede Projektion F' € EAFE, wegen EF = F schon
F < E. Daraus folgt I' = 0 oder F' = E. Die Menge EAF ist eine C*-Algebra kompakter
Operatoren. Wegen Satz und Lemma ist FAE dann die abgeschlossene lineare
Hiille seiner Projektionen. Daraus folgt FAE = CFE. O
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4.1 Darstellungen auf L(H)

Proposition 4.8. Fualls A eine C*-Algebra kompakter Operatoren auf H ist, dann hat
jede orthogonale Projektion 0 #% P € A endlich dimensionales Bild und ist die Summe
von minimalen orthogonalen Projektionen in A.

Beweis. Sei 0 # P € A orthogonale Projektion. Da P kompakt ist, ist ball(Im(P)) =
Phball(H) C Im(P) kompakt. Nach |12, Satz 4.18| ist dann dim(Im(P)) < oc.
Sei dim(Im(P)) = n und

My = {F € A; F ist eine orthogonale Projektion mit {0} # Im(F) C Im(P)}.
Falls My = () gilt, war P schon minimal, sonst wihle ein P; € M, und betrachte
M, = {F € A; F ist eine orthogonale Projektion mit {0} # Im(F') C Im(P;)}.

falls M; = () ist, war P, schon minimal. Sonst fahre fort.

Spatestens nach n Schritten haben wir ein minimales Ey € A mit Ey < P gefunden,
da M,_; = 0 ist.

Ist Ey # P, kann man mit obiger Methode ein minimales F in A wéihlen mit Fy < P—
Ey. Gilt Ey = P— Ej sind wir fertig. Sonst wihlen wir mit obiger Methode ein minimales
Eyin A mit By < P — Ey — Ey. Wegen Im(P — Y50 E;) € Im(P — S2F  E;) € Im(P)

fiir alle k € {0,..., n} finden wir ein ky € {1,...,n} mit By, = P — S/ " E,. O

Satz 4.9. Falls A C K(H) eine irreduzible C*-Algebra ist, gilt A = K(H).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass A eine Projektion E mit dim(Im(£)) = 1 besitzt. Wir
kénnen ohne Einschréinkung annehmen, dass A eine orthogonale Projektion F' enthélt.
Sonst wiihle ein S € A und setze T = (S + S*) € A. T ist offenbar selbstadjungiert.
Wegen |12, Korollar 14.17.] und da sich x5} (7)) = Plker(rn1dy —1) fiir alle A, € o(T)
(n € N) durch p;(T"), wobei die p; (i € N) Polynome ohne konstanten Term sein sollen,
approximieren lisst, gibt es eine orthogonale Projektion F' € A. Wegen Proposition
ldsst sich F' als endliche Summe von minimalen Projektionen in A schreiben. Damit gibt
es eine minimale Projektion £ € A mit £ < F. Seien 0 # &, 19 € EH mit ||£]| = 1 und
n=mno — ({,m0)&. Da F minimal ist, gibt es fiir alle ' € A ein A € C mit ETE = \E.
Daher gilt

(n,T€) = (En,TEE) = (n, ETEE) = (n,A\) = X(n, &) = 0.

Da A€ invariant unter A ist, folgt aus der Irreduzibilitit von A, dass A = H ist.
Deshalb gilt n = 0 und somit 1y = (£, 7)&. Daraus ergibt sich EH = C&.

Nun wollen wir zeigen, dass A jede Projektion F' mit dim(Im(F")) = 1 enthélt. Sei
F eine solche orthogonale Projektion, dann gibt es ein {g mit ||{p|| = 1 so, dass F'n =
(n, &p)¢p fiir alle n € H gilt. Sei E eine orthogonale Projektion in A mit En = (n, )¢k
fiir ein {g € H mit ||€g|| = 1 und alle n € H. Wie oben sieht man, dass ASg = H ist. Sei
(T:)nen eine Folge in A mit lim,, o, T,,6g = {r. Ohne Einschrankung kénnen wir dann
annehmen, dass || 1,£g|| = 1 fiir alle n € N gilt. Es ist T,,ET € A und
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4 Darstellungen

fiir alle n € H. Daraus folgt

T ETyn — Foll = (|0, Toée) Tuée — (0, §r)érl)
= |0, Tn€e)Tnée — (0, €r) Tnle + (0, Er) T — (1, Er)SF||
< |0, Tn€e — SR I Taell + [0, €| Tnée — Er |l
< N Twée — ErINTaell + InlllIEFINTmEr — &r
=20l Twée — &l

n—o0
0

fiir alle n € H. Damit gilt
|T.ET: — F|| =30

und daher ist F' € A. Also enthélt A jede Projektion deren Bild Dimension 1 hat.
Jede Projektion mit endlich dimensionalem Bild lisst sich als Linearkombination von
Projektionen schreiben deren Bild Dimension 1 hat. Daher enthélt A jede Projektion
mit endlichem Bild. Wegen Satz[4.4/und [12, Lemma 9.1] lisst sich jedes T € K (H) durch
Linearkombinationen von Projektionen mit endlich dimensionalem Bild approximieren.

Somit ist A = K(H). O

Proposition 4.10. Sei E eine minimale Projektion in einer C*-Algebra A C K(H).
Sei & € EH mit ||| =1 und He = AE. Dann ist Alg, = K(Hp).

Beweis. He = A€ ist A invariant. Daher ist die Abbildung
A= K(He), T = T|n

ein wohldefinierter *-Homomorphismus und Alg, ist eine C*-Teilalgebra von K(H).
Nach Satz geniigt es zu zeigen, dass Alpy, irreduzibel ist. Sei R € L(H¢) so, dass
RA|p, = Alu R gilt. Wir werden zeigen, dass R ein Vielfaches der Identitét ist. Seien
S, T € A. Setze Ry = R — ((R¢,€)¢) Idy, € L(H). Dann gilt RoA|p, = Alpg, Ry und
(Ro&, &) = 0. Fiir alle n € He folgt auferdem

ET"Ron = (ET")|u Ron = Ro(ET™)|u,n = RoET™n.

Aus der Minimalitdt von E erhdlt man wegen Proposition ET*SE = M\E fiir ein
A € C. Also gilt wegen & € H;

(RoSE, T€) = (RoSES, TES)
= (ET"RySEE, )
= (RyET*SEE, £)

RoE¢, €)
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4.1 Darstellungen auf L(H)

Da A¢ dicht in H liegt, folgt aus der Stetigkeit des Skalarproduktes (Rov,w) = 0 fiir
alle v,w € He. Deshalb ist Ry = 0. A|y, vertauscht daher mit keinen nicht trivialen
orthogonalen Projektionen und eine kleine Rechnung zeigt, dass es somit irreduzibel
ist. [

Satz 4.11. Seien K ein weiterer komplezer Hilbertraum, A C K(H) eine C*-Algebra
und

m: A— L(K)

eine nichtentartete Darstellung. Dann existiert eine Indexmenge I sowie eine Zerlequng

K=K,

el

von K in w(A)-invariante Unterraume {0} # K; C K (i € I) derart, dass fir jedes
1 € I ein abgeschlossener A-invarianter Unterraum H; C H und eine unitdre Abbildung

U,: H, — K;
existiert, so dass
7(T)|k, = UT|g, U}
fiir alle T € A gilt.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass es eine minimale orthogonale Projektion F € A gibt
mit m(E) # 0. Da 7 nicht entartet ist, gibt es ein S € A mit 7(S) # 0. S ist die Line-
arkombination von selbstadjungierten Elementen. Also gibt es ein T' € A mit T* =T
und 7(T) # 0. Wegen [12, Korollar 14.17] und da sich x(x,1(7) = Plker(r, 1ay 1) fiir
alle A, € o(T) (n € N) durch p;(T), wobei die p; (i € N) Polynome ohne konstanten
Term sein sollen, approximieren ldsst, ldsst sich 7" als Normgrenzwert von Linearkombi-
nationen aus orthogonalen Projektionen in A schreiben. Daher gibt es eine orthogonale
Projektion F' € A mit w(F) # 0. F ist wegen Proposition 4.8 die Summe von minimalen
Projektionen in A, daher existiert eine minimale Projektion £ € A mit £ < F und
m(E) #0.

Sei nun E solch eine minimale orthogonale Projektion in A mit 7(F) # 0. Wegen der
Minimalitdt von E gibt es fiir alle T' € A ein Ay € C mit ETE = A\pE. Wir setzen

a: A—C, T M.
Man rechnet leicht nach, dass o wohldefiniert und linear ist. Auferdem gilt

7(ETE) = r(a(T)E) = o(T)n(E).
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4 Darstellungen

Wir wihlen Einheitsvektoren n € 7(E)H und & € EH. Sei Ky = n(A)n. Dann ist K
invariant unter 7(A). Fir 7" € A gilt wegen 7(E)n =n und E{ =¢

lx(T)nll* = = (T)m(£)n]*
= [=(TE)n|*

= (n(TE)n, n(TE)n)

= (n(ET*TE)n,n)
a(T*T){(m(E)n,n)
a(T*T)|In|?

= o(T*T) €17

= a(T"T)(E¢,§)

(ET*TEE, €)

— (TE¢, TEE)

= | T¢|?.

(
(

Setze
Up: AE — Ko, TE — n(T)n.

Man iiberpriift leicht, dass U, eine wohldefinierte lineare Isometrie ist. Da K, als ab-
geschlossener Teilraum des Hilbertraumes K vollstdndig ist und A dicht in dem A-
invarianten Hilbertraum H, = .A¢ liegt, hat Uy nach [12, Satz 1.16| eine eindeutige
stetige Fortsetzung Uy: Hy — K. Die Linearitdt und die Isometrie vererbt sich von Uo
auf Uy. Eine kleine Rechnung zeigt auferdem, dass Uy surjektiv und somit unitér ist. Aus
der Definition von Uy und der A-Invarianz von H, folgt aukerdem UT |y, = 7(T)|x,Uo.

Im Folgenden wollen wir das Lemma von Zorn anwenden um den Beweis zu beenden.
Sei M die Menge der Mengen M, die paarweise orthogonale m(.A) invariante Unter-
rdumen K; C K enthalten derart, dass fiir jedes ¢ ein abgeschlossener A-invarianter
Unterraum H; C H und eine unitdre Abbildung

existiert, so dass

m(T)

*

fiir alle T' € A gilt. Wir wollen M beziiglich der Halbordnung
My < My <= M; C M, fiir alle M, M, € M

betrachten. Sei C C M eine Kette und S = J,,o, M. Falls wir zeigen kénnen, dass
S € M gilt, ist S eine obere Schranke fiir C. Dazu geniigt es zu zeigen, dass die Elemente
in S paarweise orthogonal sind. Seien K7, Ky € S mit Ky # K,. Dann gibt es M, My € C
mit Ky € M; und Ky € M,. Da C total geordnet ist, gilt entweder M; < M,y oder
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4.1 Darstellungen auf L(H)

My < M. Sei ohne Einschriankung M; < M,, dann sind Ky, Ky € M, und damit
ist K1 L K,. Daraus folgt S € M. Wegen des Lemmas von Zorn existiert daher ein
maximales Element M € M.

Angenommen @y 5 K C K.
Die Menge @y K C K ist 7(A)- invariant, da die K € M invariant unter 7(.A) sind.

Somit ist auch (@, K)* invariant unter 7(A). Da 7 nicht entartet ist, folgt

1 1

A EPE|] =|EPK

KeM KeM
Wir betrachten im Folgenden 7T<~)|(®I_<€M i)+~ Wie oben folgt, dass es einen Unterraum
L C @y K)* invariant unter W('A)l(@;eem 7y gibt, der dann auch 7(A)-invariant

ist so, dass ein abgeschlossener A-invarianter Unterraum H C H und eine unitire Ab-
bildung

U:H— L
existiert, so dass
7(T)|, =UT|zU".
fiir alle T" € A gilt. Wegen L C < Relr f()L, ergibt sich L 1 K fiir alle K € M. Daher
ist
M ={L}U{K; K€ M} e M.
Dies ist ein Widerspruch zur Maximalitit von M. Daher muss K = @ Rent K gelten. [
Korollar 4.12. Seien K ein weiterer komplexer Hilbertraum,
m: K(H) — L(K)
eine nichtentartete Darstellung. Dann existiert eine Indexmenge I sowie eine Zerlequng
K=K,
iel

von K in w(A)-invariante Unterraume {0} # K; C K (i € I) derart, dass fir jedes
i € I eine unitire Abbildung

existiert, so dass

m(T)

., = UTU;
fir alle T € K(H) gilt.
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4 Darstellungen

Beweis. Wende Satz auf K(H) an. Mit den Bezeichnungen aus Satz folgt mit
der Invarianz der {0} # H; C H unter K(H) und der Irreduzibilitdt von K(H), dass
H = H, gilt. 0

Proposition 4.13. Seien A eine C*-Algebra und 0 # m: A — L(H) eine irreduzible
Darstellung auf H. Dann ist m zyklisch, das heif$t es gibt ein 0 #% hg € H mit H =

W(A)ho

Beweis. Wegen m # 0, gibt es ein x € A mit w(x) # 0. Also gibt es ein 0 # hy € H
mit 7(z)ho # 0. Man iiberlegt sich leicht, dass 7(.A)hg invariant unter m(H) ist. Wegen
0 # m(x)hy € T(A)ho, gilt auberdem w(A)hy # {0}. Da 7 irreduzibel ist, folgt dann aber

schon m(A)hy = H. O

Kommen wir nun zum Satz der eine geschickte Zerlegung von Darstellungen auf L(H)
liefert, und den wir im Hauptsatz der Arbeit benutzen wollen.

Satz 4.14. Seien Hy und Hy komplexe Hilbertriume und w: L(H,) — L(H2) eine Dar-
stellung von L(Hy). Dann sind K = 7(K(H,))Hy und K+ invariant unter w(L(H,))
und

. L(Hl) — L(K), T — 7T(T)|K
Ty L(H)) — L(K*), T+ 7(T)| ko

zwer Teildarstellungen von m mit m = m & mo.
Es gilt

™o (K (Hy)) = {0}

und es existiert eine Indexmenge I sowie eine Zerlequng

K=K,

icl

von K in m-invariante Unterrdume {0} # K; C K (i € I) derart, dass fir jedes i € I
eine unitire Abbildung

Uii Ki — H1
existiert, so dass

w1 (T)

x, = UrTU;

fir alle T € L(H,y) gilt.
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4.1 Darstellungen auf L(H)

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass K = (K (H,))Hs und K invariant unter 7(L(H;))
sind. Sei dazu k € K. Dann gibt es eine Folge (7(7,,)hn)nen in m(K(H;))Hy mit k =
lim,, oo 7(T},)hy,. Fiir S € L(H;) gilt dann

7(S)k = n(9) lim 7(T,)h, = lim 7(S)n(T,)h, = lim ©(ST,)h, € K.

n—oo n—oo n—oo

Seien S € L(H,), k € K und k+ € K+. Wegen 7(S*)k € K gilt dann:
(m(S)k™, k) = (k*,7(S)"k) = (k™ m(S")k) = 0

Also sind K und K+ tatsichlich w(L(H;))-invariant.
Wir setzen

m: L(Hy) — LK), T — 7(T)|x
und
Ty L(Hy) — L(K*), T+ 7(T)| k.
Seien T € K(H,;) und k+ € K*. Dann ist
mo(T)k* = 7(T)k+ € KN K+ = {0}.

Daraus folgt (K (H;)) = {0}.
Sei

o: K(Hy)) —» LK), Tw— m(T)

und k € K. Dann gibt es eine Folge (m(T},)(k, ® k))nen in m(K(Hy))K & K+ mit
k = lim,, oo 7(T,,) (kn, @ k;-). Es folgt:

k= lim 7(T,)(k, ® k)

n—oo
= lim (1 (Tu)ks) @ (ma(T3 k)
= g, mlT)fn
= lim o(T,)k,
n—oo
€o(K(H)))K.
Daher ist o(K(H;))K = K und somit o eine nichtentartete Darstellung von K(H;)

auf K (vgl. Lemma [4.3). Nach Satz existiert dann eine Indexmenge I und eine
Zerlegung

K=K,

el
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4 Darstellungen

von K in c-invariante Unterrdume {0} # K; C K (i € I) derart, dass fiir jedes i € [
eine unitidre Abbildung

Uii Kz — H1
existiert, so dass

o(T)

k, = UTU;

fiir alle T € K (H;) gilt. Seinun i € I und K ein abgeschlossener o (K (H,))|g, invarianter
Teilraum dann gilt

K(H\)U;K = Uio(K(H))|x,U UK = Ujo (K (Hy)) |, K C UK.

Da U; unitér ist, ist Uif( C H, abgeschlossen. Damit ist Uif( ein invarianter Teilraum von
K(H,). Wegen der Irreduzibelitit von K (H,) ist U;K € {{0}, H,}. Aus der Bijektivitit
von U folgt, dass K € {{0}, K;} gilt. Daher ist o(-)|x, irreduzibel und somit zyklisch
wegen Proposition [4.13, das heift es gilt o(K (Hy))|x,k = K; fiir ein 0 # k € K;. Wir
wollen zeigen, dass K; invariant unter m(L(H)) ist. Sei dazu k; € K;. Dann gibt es eine
Folge (T})pen in K (Hy) mit k; = lim,_,o 0(T},)|x,k. Fiir S € L(H;) gilt dann, da K;
abgeschlossen in K und o-invariant ist,

= lim (ST, k

n—oo

= lim o(ST),)k

n—oo

€ K.

Damit ist m(+)
Wir wollen zeigen, dass

k,; eine wohldefinierte Darstellung.

7T1(T)

fiir alle T € L(H,;) gilt. Sei dazu k; € K;. Wie oben finden wir dann eine Folge (7},)nen
von kompakten Operatoren und ein 0 # k € K; mit k; = lim,, o, o(T},)|x, k. Fiir alle
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4.1 Darstellungen auf L(H)

S € L(H,) folgt

7T1(S) K7kz = 7T1(S)]{3Z

= m(S)( li_)rn o(T)| k. k)

= nh_}m m(8)o(T,) |k, k

= lim m(S)o(T))k
n—00

= lim  ($)r(T,)F

= lim m (ST),)k
n—oo

= lim o(ST,)k
n—oo

= lim o(ST,)|x k
n—oo

= lim U}ST,U;k
n—oo

= lim U;SUU;T, Uk
n—oo

= lim U SUo(T,)|k, k
= U; SU;( lim o(T,) . k)
= U;SUk;.

Somit ergibt sich

(T |k, = UTU;

fiir alle T' € L(H;) und alle i € I. O
Jetzt wollen wir noch zeigen, dass das oben definierte m; ultraschwach stetig ist.

Satz 4.15. Seien K ein komplexer Hilbertraum und m,: L(H) — L(K) eine Darstellung
so, dass eine Indexmenge I und eine unitire Abbildung

U:K%@H
iel

existieren mat

=U(@nvu

i€l
fir alle T € L(H). Dann ist m ultraschwach stetig.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass die Abbildung

©: L(H)—>L<@H> T T

i€l i€l
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w*-stetig ist. Nach Satz geniigt es zu zeigen, dass ¢|pan(r(my) W'-stetig ist. Sei
dazu (T,)aca ein Netz in ball(L(H)) mit 7y«-lim, T, = 7. Nach Alaoglou-Bourbaki
ist ball(L(H)) w*-kompakt, also ist T € ball(L(H)). Die Abbildung ¢ ein *-Homo-
morphismus und damit normbeschriankt. Daher sind ¢(T'), p(T,,) € ball(L(H), ||¢||) fiir
alle a € A. Da auf normbeschrinkten Mengen mwor = 7+ gilt, geniigt es zu zeigen, dass
wor- lim, ¢(To) = (T') ist. Seien dazu ¢ > 0 und &,n € @,.; H. Dann gibt es ein

endliches J C I mit
2
(3\\ |+ 1) '
Wegen 7y+-lim, T,, = T, gibt es ein oy € A mit

Z<Ta§z‘, ) — Z<T§z‘77h‘> <

ieJ icJ

dolEl =Nl

i€l eJ

wl m

fiir alle a > «. Daraus folgt

S (To&om) =Y (T, mi)

iel icl
< Z(Ta&ﬂm - Z<Ta€iani> + Z(Ta&ﬂ?ﬁ - Z<Tfia77i>

icl icJ iceJ icJ
+ Z(sz’a?m - Z(T&J}ﬁ

icJ iel

1/2 1/2
€

< | Do Im&l”” | Il +tot SATEIP | il

i€I\J i€I\J

1/2 1/2
€
ST | il tgt SATIPIEN ]l
iel\J ieI\J

( 1/2 1/2
€
3
=€

IN

IN

DN 1305 N 7o IS (1

zEI\J i€I\J

IA

3 3

Bleibt noch zu zeigen, dass

L (@H) — LK), T~ U (EBT) U

i€l i€l i€l
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4.2 Die universelle Darstellung

w*-stetig ist. Sei dazu (S,)aeca ein Netz in P
(gn)neNa (nn)nGN € 62(K>

ier H mit 7-lim,, S, = S. Dann gilt fiir

> (U SaU& 1) = > _(Saln, Unn) == D _(SU&, Un) = 3 _{U"SUE, ).
n=0 n=0 n=0 n=0

4.2 Die universelle Darstellung

Im folgenden Abschnitt soll es um die universelle Darstellung gehen, deren sehr niitzliche
Eigenschaften wir im Hauptsatz der Arbeit verwenden wollen.

Satz 4.16 (GNS-Konstruktion). Sei A eine unitale C*-Algebra und f: A — C ein
positives lineares Funktional. Dann ezistiert ein Hilbertraum Hy, eine unitale Darstellung

s A— L(Hy) und ein zyklischer Vektor §s € Hy (d.h es gilt m1(A); = Hy) so, dass
fla) = (ms(a)ér, &)

fiir alle a € A gilt.

Beweis. |6, Chapter VIIT 5.14] ]

Definition 4.17. Sei A’ die Menge aller positiven Funktionale auf A. Fir f € A’
bezeichne Hy und 7y: A — L(H/) eine Darstellung wie in Satz Dann heifst 7: A —
Z(Hﬂ) mit H, = @feA; Hy und 7(a) = @f&% mf(a) die universelle Darstellung von

Satz 4.18. Sei w: A — L(H,) die universelle Darstellung der C*-Algebra A und B =
W*(m(A)) die von w(A) erzeugte von-Neumann-Algebra. Dann hat jedes Norm-stetige
lineare Punktional h: m(A) — C eine w*-stetige Fortsetzung h: B — C.

Beweis. Sei m: A — L(H,) die universelle Darstellung der C*-Algebra A. Dann gilt per

Definition
H, = P Hy, n(a) = P (),

feA, feA,

und 7p: A — L(Hy) ist eine Darstellung auf einem Hilbertraum Hy so, dass es einen
zyklischen Einheitsvektor £y € Hy gibt mit

fla) = (mp(a)sr, &) (a € A).

———WOT
Sei B = m(A) die von 7(.A) erzeugte von-Neumann-Algebra. Falls b/ € w(A)’, ein
positives lineares Funktional ist, dann ist A = h'om € A’_ ein positives lineares Funktional
auf A. Daher ist

W (w(a)) = h(a) = (m(a)én, &) = (m(a)én, ),
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4 Darstellungen

wobei fh das Element in H, = @feA/Jer ist, welches in der Komponente H; mit &,
iibereinstimmt und alle anderen Komponenten gleich 0 sind. Es folgt, dass

h: (W(A),TWOT) —C

stetig ist. Sei

h: (B,TWQT) — C

eine stetige Fortsetzung von . Da B C L(H,) in der w*-Topologie abgeschlossen ist
und da die w*-Topologie von B = (C'(H,)/*B)’ die Relativtopologie der w*-Topologie
von L(H,) ist folgt, dass auf ball(B) die Relativtopologie der w*-Topologie von B mit
der Relativtopologie der schwachen Operatortopologie Twor von L(H, ) iibereinstimmt.
Daher folgt aus Satz dass h: B — C stetig beziiglich der w*-Topologie auf der
von-Neumann-Algebra B ist.

Falls b’ € w(A)" ein Norm-stetiges lineares Funktional auf der C*-Algebra m(.A) ist,
dann gibt es hf, ...k} € w(A’.) (vgl. |21, Theorem 11.2]) so, dass

B =1, — by + iRy — )

ist. Wir haben oben gesehen, dass h}, ... hj w*-stetige Fortsetzungen
hi,...,hy: B — C haben. Aber dann ist h = h; — hy + i(hs — hy) eine w*-stetige
Fortsetzung von h' auf B. ]

4.3 Rand-Darstellungen

Zum Schluss des Kapitels nochmals die Definition einer Rand-Darstellung, die auf Wil-
liam Averson zuriickgeht.

Definition 4.19. Sei A eine unitale C*-Algebra und M C A ein Operatorraum mit
C*(M) = A. Man nennt eine irreduzible Darstellung 7: A — L(H) eine Rand-Dar-
stellung fiir M, wenn die einzige vollstindige positive Abbildung ¢: A — L(H) mit
¢ = m auf M die Abbildung ¢ = 7 selbst ist.
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5 Der zentrale Trager

In diesem Kapitel geht es um den zentralen Triger einer orthogonalen Projektion in
einer von-Neumann-Algebra und seine Eigenschaften. Dabei sind vor allem die zentralen
Trager der orthogonalen Projektionen, die zu den Bildern von Teildarstellungen gehéren
von Interesse.

Im Folgenden sei H ein komplexer Hilbertraum und A eine von-Neumann-Algebra auf
H. Sei M C H ein abgeschlossener Teilraum von H, dann bezeichnen wir mit P, die
orthogonale Projektion auf M. Fiir eine Familie von (M;);c; Teilrdumen M; C H (i € I)
definieren wir

\/Mi = LH (UM)
iel iel

Definition 5.1. Sei E € L(H) eine orthogonale Projektion und
Kg = ﬂ{Im F; F e AN A’ ist eine orthogonale Projektion mit F' > E}.

Dann heifst die orthogonale Projektion C(E) = Pk, der zentrale Triger von E in A.

Lemma 5.2. Sei £ € L(H) eine orthogonale Projektion. Der zentrale Trager C(E) von
E ist die kleinste Projektion im Zentrum AN A" von A mit E < C(E).

Beweis. Die Menge [ = {F € AN A’; F > E orthogonale Projektion} ist gerichtet
vermoge

Fi, < Fy< Fi1H C FyH.

Wendet man Korollar auf das monoton fallende Netz (F')pe; an, so erhélt man die
Behauptung. O]

Satz 5.3. Sei U € L(H). Dann sind dquivalent:
(a) U ist eine partielle Isometrie,
(b) U*U ist eine orthogonale Projektion,
(¢) U=UU"U,

(d) UU* ist eine orthogonale Projektion,
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5 Der zentrale Trager

(e) U* ist eine partielle Isometrie.

In diesem Fall sind U*U und UU* orthogonale Projektionen auf den Anfangs- bzw.
Zielraum von U.

Beweis. |21, Proposition 12.6 und Korollar 12.7] O

Definition 5.4. Seien P, € A orthogonale Projektionen. Wir schreiben P ~ @) in A,
falls es ein U € A gibt mit P = U*U und Q = UU*.

In diesem Fall ist U eine partielle Isometrie mit Anfangsraum Im P und Zielraum Im Q).
Lemma 5.5. Sei T' € A. Dann gilt P ~ Pyerryr = Prge in A,
Beweis. |21, Lemma 24.4| O
Proposition 5.6. Sei P € A eine orthogonale Projektion. Dann gilt
C(P) = Py,
mat
Mp=\/ InTP.
TeA

Beweis. Fiir alle T' € A gilt wegen C(P) € ANA’, dass C(P)T = T'C(P) ist. Daher ist
Im C(P) reduzierend fiir A. Wegen P < C(P) ist Im P C Im C(P). Folglich gilt

ImTP=TImP CTImC(P) C ImC(P)

fiir alle T € A. Daher ist Mpsubset Im C'(P) beziehungsweise Py, < C(P). Anderer-
seits ist \/pc 4, Im TP reduzierend fiir A. Deshalb gilt Py, T = TPy, fiir alle T' € A.
Aukerdem ist Im P C Mp. Da Mp auch reduzierend fiir A’ ist, gilt Py, € A” = A. Aus
Py, € A folgt daher C(P) < Py, und somit die Behauptung. O

Proposition 5.7. Seien P und QQ zwei orthogonale Projektionen in A. Dann sind dqui-
valent:

(a) C(Q)C(P) #0,
(b) PAQ # {0},

(¢) Es gibt orthogonale Projektionen P;,Q1 € A mit 0 # P < P und 0 # Q1 < Q so,
dass Py ~ Q1 in A gilt.

Beweis. (¢) = (b): Seien Pj,@Q; € A orthogonale Projektionen mit 0 # P; < P und
0 # Q1 < @ so, dass P, ~ 1 in A gilt. Dann gibt es per Definition eine partielle
Isometrie U € A mit 1 = U*U, P, = UU*, Anfangsraum Im Q;, Zielraum Im P;. Sei
0 # 2z € Im @Q;. Dann gilt

I1PUQz|| = [[PUz|| = |[Uz]| = |[z]| # 0
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Daher ist PUQ # 0 und somit PAQ # {0}.
(b) = (a): Sei PAQ # {0}. Dann gibt es ein T € A mit PT'Q # 0. Da C(Q),C(P) €
ANA und P,T,Q € Amit P < C(P) und Q < C(Q) sind, folgt

PTQC(Q)C(P) = C(P)PTQC(Q) = PTQ # 0

und somit C(Q)C(P) # 0.

(a) = (¢): Sei C(Q)C(P) # 0. Da C(Q)C(P) die orthogonale Projektion auf Mp N
Mg ist, kann nicht Mp 1 Mg gelten. Also existieren 7,5 € A und z,w € H mit
(T'Pz, SQw> # 0. Daraus folgt (QS*T'Pz,w) # 0. Sei T' = S*T. Dann ist T # 0 und
QTP +# 0. Setze nun

Ql = P TPundP1 P

mQ m PT*Q
Nach Korollar gilt P, @Q; € A. Offensichtlich ist P, < P und @; < Q. Nach Lem-
ma (5.5 gilt P, ~ @y in A. O

Proposition 5.8. Seien P und () zwei orthogonale Projektionen in A mit P ~ Q) in A.
Dann gilt C(P) = C(Q).

Beweis. Seien P und @ zwei orthogonale Projektionen in A mit P ~ @ in A. Dann gibt
es per Definition eine partielle Isometrie U € A mit P = U*U,Q = UU*, Anfangsraum
Im P, Zielraum Im Q. Wegen C(Q) € AN AU, P e Aund Q < C(Q) gilt

C(Q)P = C(QU'U = C(Q)U*UUU = U*C(Q)UU*U = U*C(Q)QU
— U*QU = U"UU*U = P* = P.

Also ist C(Q) > P. Analog sieht man C(P) > Q. Also ist C'(P) < C(Q) und C(Q) <
C(P). Daraus folgt C(Q) = C(P). O

Satz 5.9. Sei p: A — L(H) eine Darstellung, B = W*(p(A)) die von p(A) erzeugte
von-Neumann-Algebra, My, My € Lat(p) und

T A— L(My), a— p(a)|,
sowie
7o A — L(Ms), a— p(a)|a,
die zugehorigen Teildarstellungen von p. Dann sind dquivalent:
(a) Ist T € L(My, M) mit Tmi(a) = ma(a)T fir alle a € A, dann folgt T = 0.

(b) Sind K; € Lat(m;) firi=1,2 so, dass es einen unitiren Operator U € L(K;, K3)
gibt mit Umy(a) |k, = m2(a)|x,U fiir alle a € A, dann folgt K1 = {0} = K.

(¢) Fir die zentralen Projektionen C(Pyy,) und C(Pyy,) von Py, und Py, in B st
C(Py,)C(Pyy,) = 0.
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5 Der zentrale Trager

Beweis. (a) = (b): Es gelte (a). Angenommen es gibt einen unitiren Operator U €
L(K, K3) zwischen nicht-trivialen Rdumen K; € Lat(m;) mit Um(a)|g, = m(a)|k,U
fiir alle a € A. Setze

T: M, =K, ®K{ — M, £®n— UE.
Dann ist 0 # T € L(M,, M) ein Operator mit
Tri(a) (ki + ki) = Umi(a)ky = ma(a)Uky = ma(a)T (ki + ki)

fiir alle k; € K, und ki € Ki- im Widerspruch zu (a).

(b) = (c): Es gelte (b). Angenommen es ist C'(Pyy)C(Py,) # 0 fiir die zentralen
Trager C'(Pyy,) und C(Pyy,) von Py, und Py, in B'. Dann gibt es wegen Proposition
orthogonale Projektionen 0 # Py, P, € B’ mit P, < Py, und P, < Py, so, dass P, ~ P,
in B ist. Da P, ~ P, in B’ gilt, gibt es eine partielle Isometrie U € B, die einen unitiren
Operator

U:ImP,—->1ImBP
induziert. Insbesondere gilt die Vertauschungsrelation
Umi(a)xr = Up(a)x = p(a)Uz = mo(a)Ux
fiir alle a € A und z € Im P;. Dies ist ein Widerspruch zu (b) (mit K; = Im ).
(¢) = (a): Sei C(Pyy)C(Pyy) = 0, wobei C(Pyy,) und C(Pyy,) die zentralen Triger
von Py, und Py, in B sind. Sei T' € L(My, M) mit Tmi(a) = ma(a)T fir alle a € A.
Fiir a € A, my € My und mi € Mj- gilt

(TPay) pla) (my +mi) = Tri(a)my = ma(a)Tmy = pla) (TPary) (ma +mi).

Also ist TPy, € B'. Wir setzen S = T'Py;,. Aus Lemma folgt Py gt ~ Pryg in B
Wegen Proposition gilt C(Prrst) = C(Pyg). Aus

ker S+ = Im S* = Im Py, T* C M,

folgt
Perst < Pary < C(Pary)
und somit
C(Perst) < C(Par,).
Aus

ImS =ImTPy, C M,
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folgt

und somit

Damit ergibt sich

0 = C(Prer51)C(Par, )O(Par, ) C(Prps)
= C(Piers+)C(Prys)
= C(les)2
= C(Prs)
> Pos
> 0.
Daher ist Im S = {0}. Somit folgt wegen S = TPy, dass T = 0 ist. O

Der folgende Satz wird im Hauptteil der Arbeit bendtigt.

Satz 5.10. Seien Hy und Hy Hilbertrdume und p: L(H,) — L(Hs) eine Darstellung und
K € Lat(p) so, dass fir die zugehdrigen Teildarstellungen

T . L(Hl) — L(K), T p(T)|K
sowie
mo: L(H,) = L(K*), T = p(T)|x
gilt mo(K (Hy)) = {0} und eine Indezmenge I sowie eine unitire Abbildung
W: K — P H,

iel

existiert, so dass
m(T) = W* (@ T) w.
iel

fir alle T € L(H,y) gilt. Sei B = W*(n(L(H,)) die von w(L(H,)) erzeugte von-Neumann-
Algebra. Dann ist Pk im Zentrum BN B von B.

Beweis. Angenommen es gibt {0} # K; € Lat(m;) fiir ¢ = 1,2 und ein unitéres U €
L(Kl, KQ) mit U7T1(T)|K1 = 7T2(T)|K2U firalle T € L(Hl) Daraus fOlgt, dass 7T1(T)|K1 =
0 und damit auch (,.,;7) WK; = 0 ist fiir alle T € K(H;). Die Annahme, dass
K, # {0} ist, erlaubt es einen Vektor £ = (&;);e; € WK mit einer Komponente &;, # 0
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5 Der zentrale Trager

zu wihlen. Dazu gébe es einen Operator T € K (H;) mit T¢;, # 0. Dies fiihrt zu dem
Widerspruch

(@ T) = (T&)ier # 0.

el

Aus Satz [5.9] folgt fiir die zentralen Trager C'(Px) und C(Pg.) von Py und Pg1 in B,
dass C'(Pk)C(Pg.) = 0 gilt. Daraus ergibt sich

= C(Pkg)C(Pg1)Pgt
= O(Py) Py
= C(Pk)(Idy, —Pk)
= C(Px) — C(Pk)Pk
= C(Pk) — Pk.
Also ist Px = C(Pk) € B"NB' = BN B’ nach dem Bikommutantensatz. O
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6 Arvesons Satz uber
Rand-Darstellungen

Kommen wir nun zum Hauptteil der Arbeit. In diesem soll die Frage beantwortet werden,
wann die Identitidt eine Rand-Darstellung ist.

Seien H ein komplexer Hilbertraum, A eine von-Neumann-Algebra auf H und A, der
Préadual von A.

Die folgenden Sitze dienen zur Vorbereitung auf den Hauptsatz der Arbeit.

Satz 6.1. Sei¢: A — A eine lineare ultraschwach stetige vollstindig positive Abbildung
so, dass ¥ = o und ||| < 1 gilt. Sei P die Trigerprojektion von 1, das heifit, dass
Idy —P die grifste Projektion im Kern von v ist (vgl. Satz . Dann vertauscht P
mit allen Fixpunkten von .

Beweis. Nach Satz gilt
W(T) =¢(PT) =y(TP) firalle T e A
und ¥(TT*) = 0 genau dann, wenn PTT*P = 0 fiir alle T € A gilt. Sei F die Menge
aller T'€ Amit (T) =T. Esist Y(T*) = (T)* fiir alle T € A, da 1) positiv ist. Daher
folgt aus T' € F wegen
O(T7) = (1) =T,

dass auch T™ € F ist. Deshalb geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes T' € F folgt PTP =
TP, denn dann gilt

PT =(T"P)" = (PT*P)" = PTP=TP.
Dies folgt wiederum wenn wir gezeigt haben, dass PT*PTP = PT*TP fiir alle T € F
gilt. Denn dann folgt fiir jedes T'€ F und h € H

(TP — PTP)h|* = (I'Ph — PTPh,TPh — PTPh)
= (T'Ph,(Idyg —P)TPh) — (PTPh,(Idyg —P)T Ph)

J/

~~
=0

— (T'Ph,TPh) — (T Ph, PTPh) + ((Idy —P)T Ph, PT Ph)

(. S/

=0
= (TPh, TPh) — (PTPh, PTPh)
(PT*TPh, h) — (PT*PTPh, h)
0.
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6 Arvesons Satz iiber Rand-Darstellungen

Zunichst bemerken wir, dass fiir jedes T' € F wegen Satz gilt, dass
T = P(T)(T) = p(PT) (PT) < (T PT)
ist. Wegen
(T*T — T*PTh,h) = (Idg —P)Th,Th) >0
fiir alle h € H und alle T' € F gilt
T*PT <T*T <¢(T*PT)
fiir alle T' € F. Multiplizieren wir von links und rechts mit P = P*, erhalten wir wegen
(PT*TP — PT*PTP)h,h) = {((T*T — T*PT)Ph, Ph) >0
und
(PY(T*PT)P — PT*TP)h,h) = ((v(T*PT) —T*T)Ph, Ph) > 0
fiir alle h € H und T € F, dass
PT*PTP < PT*TP < PY(T*PT)P

gilt. Also geniigt es zu zeigen, dass PyY(T*PT)P = PT*PTP fiir alle T € F ist. Wir
haben aber gezeigt, dass

W(T*PT) — T*PT > 0

fiir alle T € F gilt. Fiir T' € F gibt es deshalb ein S € A mit S*S = ¢(T*PT) — T*PT.
Auferdem folgt aus o) = 1, dass (S*S) = Y(Y(T*PT)—T*PT) = 0 ist. Aus Satz
folgt dann, dass Py(T*PT)P — PT*PTP = P(¢(T*PT) — T*PT)P = PS*SP = 0
gilt. [l

Satz 6.2 (Banachlimes). Es gibt eine lineare Abbildung A: (>°(C) — C mit

A(zn)nen) = AM(2pi1)nen)  fiir alle  (x,)nen € €°(C), (6.1)

A((7p)nen) > 0 falls (x5 )nen € £2°(C) ist mit x, > 0 fiir allen € N (6.2)
und
A((Dnen) = 1. (6.3)
Eine solche Abbildung heifst Banachlimes.

Beweis. |6, Chapter 11T Theorem 7.1] ]
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Satz 6.3 (Lemma von Lax-Milgram). Sei B: H x H — C eine Sesquilinearform so,
dass fir x,y € H gilt

Bla,y)| < M|l
wobei M € Rso. Dann existiert ein T € L(H) mit ||T|| < M und
B(x,y) = (Tx,y) (x,y € H).
Beweis. Fir jedes v € H ist B(-,z) € H' mit
IBC @) < Mz
Nach dem Satz von Riesz-Fréchet gibt es genau ein xg € H so, dass
B(y,z) = (y,xzs) (y € H)
und
lzsll = [|1B(, z)|| < M||z|
gilt. Setzt man
S:H— H, x — xg,
so ist S € L(H) und fiir T = S* folgt die Behauptung. O

Satz 6.4. Sei Ay eine WOT-dichte unitale C*-Algebra in A so, dass fiir jedes stetig li-
neare Funktional auf Ag eine ultraschwachstetige Fortsetzung auf A existiert. Dann gibt
es fiir jede vollstandig positive Abbildung p: Ay — Ao mit ||p|| < 1 eine ultraschwachste-
tige vollstdndig positive lineare Abbildung v: A — A mit ||| < 1, Yop =, Yop =1
auf Ao und so, dass fir T € Ay aus p(T) =T folgt, dass auch v(T)=T.

Beweis. Fiir alle n € N> sei
pn: A() — AO, T pn<T)

die n-fache Komposition von p mit sich selbst. Sei A: *°(C) — C ein Banachlimes. Wir
definieren y: Ay — L(H) wie folgt:
Wir halten ein T' € Aq fest und definieren eine sesquilineare Form durch

[, lr: Hx H— C, (hy,h2) — A(({(p"(T)h1, h2))n>1)-
Es gilt

|[h1, halr| = [A(((p" (T) 1, ha))n>1)]
< J|A]] ig§{|<p”(T)h1,h2>!}

< supd [l (D)1 121}
< sup{[|" (1) [} pall ]z

< ITNAa [l 22l
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6 Arvesons Satz iiber Rand-Darstellungen

Daher folgt mit Satz dass ein eindeutiges Sr € L(H) existiert mit [hy, holr =
(Sthi, ho) fiir alle hy, hy € H. Wir definieren

vo: Ag — L(H), T — Sr.
Wegen

(Si4amha, ha) = [ha, ho] Ty 1am,
= A(((p" (T + AT2)ha, ha))n>1)
= A(((p"(T1)P1, ho) + Mp"(T2) R, ha) )n>1)
= A(((p"(T1) 1, ha))nz1) + AA((p"(T2) b1, ha) )n>1))
= [h1, halry + Alha, halp,
= (St h1, ha) + XN(St,h1, ha)
= (S, + AS1,)h1, ha)

fir alle hi, he € H gllt ST1+)\T2 = STl + )\ST2 fiir alle T,T5 € AQ und A € C. Also ist lZJO
linear. Aus

ISrh|* = (Sth, Srh) = [h, Sthlr < | T|[|Shl||A]

fiir alle h € H folgt || Srh|| < ||T||||~|| fiir alle h € H, das heift ||Sz|| < ||7||. Deshalb ist
Yy stetig mit |[¢o]] < 1.
Wir wollen nun zeigen, dass

Uo(T) € Cp (M), n= 1)) ' C A

gilt.
Wire fiir ein 7' € A,

T

Wo(T) ¢ CHp () n= 1))

so gébe es nach dem Trennungssatz (|12, Satz 7.10 (b)]) x1,...,Zn, %1, -, yn € H und
ein o € R mit

() Re (Z(%(T)Ii,%)) > a > sup (Re <Z<p”(T)xi,yi>>> :

i—1 nzl i=0

Aber die linke Seite ist definitionsgeméf gleich

Re (ZA ((<Pn(T):U¢7?/i>)n>1)> = A <(Re (Z(P"(T):U“yz>>> ) :

Da A: £(C) — C ein positives Funktional auf der C*-Algebra ¢>°(C) ist, ist dies aber
kleiner gleich der rechten Seite in (). Dieser Widerspruch zeigt, dass

Yo(T) € CUp(T); n=11) " fiir alle T € Ay,
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Da p vollstandig positiv ist, ist auch p™ vollstandig positiv. Seien

Yout Mat(k, Ag) = Mat(k, A), (Ti,)f ;=1 = (Yo(Tiy)) -1

2,j=1
und
v Mat(k, Ag) — Mat(k, Ao), (Ti)i 1 = (0" (T5)i =1
fiir alle n € N und k € N. Dann gilt fiir k € N, h € H* und (T} ;)¥,_, € Mat(k, Ay) mit
(Ti,j)f,jzl >0

<w0k(( ’L] ’L] l ZZ wO z]

=D MU Ty, b))
_ ((ZZ@”(sz)hJ,m)M)

Also ist 1 vollstiandig positiv.

Wir konstruieren nun eine eine Fortsetzung 1 von v, auf A. Nach Voraussetzung
existiert fiir jedes norm-stetige lineare Funktional f: Ay — C eine ultraschwach stetige
Fortsetzung f~ e A.. Wegen des chhtheltssatzes von Kaplansky (Korollar [1.11] u gilt

ball(Ay)" = ball(A). Ist S € ball(Ag)" , dann gibt es ein Netz (T});c; in ball(Ay) mit
S = Ty-lim; T}. Fiir alle g € A, gilt

9(5)] = Tim [g(T3)] < sup  {[g(T)]}.
J Teball(Ap)

Das heifit es ist

sup {lg(T)|} = sup  {[g(T)[}-

Teball(Ay) Teball(Ag) "

Daraus folgt fiir alle f € Aj
Ifll=sup {[f(T)}

Teball(Ap)

= sup  {|f7(T)]}

Teball(Ag)

= s (/7D

Teball(Ag)"

= sup {[f7(T)[}

Teball(A)

= I/~
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6 Arvesons Satz iiber Rand-Darstellungen

Also ist
Ay — A, [ fT
ein isometrischer Isomorphismus. Sei T € A und setze
ur: A = C, = (f oth)™(T).

Die Abbildung A, — Aj, f +— f oy ist stetig linear mit Norm kleiner gleich ||1)y]|. Da
auch die Auswertung A, — C, f — f(T) stetig linear mit Norm kleiner gleich ||T'|| ist,
ist ur: A, — C stetig linear mit

[ur[| < ol [T < 1.

Seien @4 sowie ¢4 die isometrischen Isomorphismen aus Korollar [I.8 und Korollar
Setze

VA=A T 80;11(UT 0 pa) = 90;\1 o ¢y (ur).
Seien ST € A und \ € C, dann gilt wegen ur s = ur + Aug
(T + )\S) e

-1

(Uryrs © da)

(ur + Aug) o p4)

ur 0 ) + Apy (s © P4)
U(T) + Mp(S).

Also ist 1) eine stetig lineare Kontraktion. Desweiteren rechnet man nach, dass fiir 7" € A

or: Ay = C, fw— f(T)

A
YA
YA

(
0a

ein stetig lineares Funktional definiert. Sei T' € Ay und S € Cy(H) /¢~ (+.A). Wegen

ur 0 ¢ 4(S) = ur(ga(S))
= (9a(S) o)™ (T)
= ¢a(5)(¥o(T))
= (dyo() © ¢4)(S)

fiir alle f € A,, gilt
U © G4 = dyo(1) © P A.

Daraus folgt

W(T) = o3 (ur o da)
= (pAl (6¢0 ° ¢A)

= ¢ (tr(-¢o(T)))
= ¢ (pa(¥o(T)))
= Yo(T).
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Es gilt auferdem

F(T)) = fleL' (ur o da))
= da(¢% (/)@ (ur 0 d.a))
= tr(¢' (f)ea' (ur o d))
= palpy (ur 0 ¢.4)) (04 (f))
= (ur o ¢4) (¢4 (f))
= ur(d4(64'(f)))
= UT(f)
= (f o1ho)™(T)

fiir alle f € A, und T € A. Wir wollen nun nachrechnen, dass 1 ultraschwach stetig ist.
Seien dazu (7})jes ein Netz in A, T' € A mit 7+-lim; T; = T und (z,)nen; (Yn)nen €
(*(H). Indem man die zuletzt bewiesene Identitéit anwendet auf die ultraschwach stetige
Linearform

fiASC T (Tan,y)

n=0

erhalt man

J J
n=0

lim Z<¢(Tj)wmyn> = lim (Z xnayn ) (TJ)

I
/\

), yn>> (1)

= (1)1, Yn)-

3
o

Jetzt zeigen wir, dass v vollstindig positiv ist. Es gilt XOWOT = A und

—WOT

Mat(n, Ag) > = Mat(n, Ag) - = Mat(n, Ay ") = Mat(n, A)

fir alle n > 1. Setze
Yn: Mat(n, A) — Mat(n, A), ( ZJ)Z] 1 (1/}(/Tm'>>?,j:1
fiir alle n € N. Man rechnet leicht nach, dass 1, ultraschwach stetig ist und v, |mat(n,40) =

Yo, gilt. Sei B € Mat(n, A) positiv. Dann gibt es ein C' € Mat(n, A) mit B = C*C. Sei
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6 Arvesons Satz iiber Rand-Darstellungen

(C))jes ein Netz in Mat(n, Ag) mit 7ys-lim; C; = C. Dann gilt fiir alle (z)ren € (2(H™)

D (CC = CCymp,mi) | = | D (C*Cag, ) Z (CCiy, )
k=0 k=0

k=0
= Z ICzk||* -
k=0

= |HCH(&?k)keN - HCjH(zk)keN| |HCH(Zk)keN + HCj”(mk)keN‘
< HC - Cj”@k)ng (2HCH(Ik)keN + HC - Cj”(mk)keN)

0.

Aus der Polarisationsgleichung folgt dann, fiir alle (x,)ren, (Yr)ren € 2(H™)

> ((CC = CCym,yr) | 2 0.

k=0

Setze B; = C;C;. Dann ist B; € Mat(n, Ag) positiv und es gilt 7--lim; B; = B. Fiir
n € Nund h € H" folgt aus der Positivitdt von g,

(Wn(B)h, h) = lm{p(B;)h, h) = lm{ypno(B;)h, h) = 0.

Also ist v, positiv fiir alle n > 1. Somit ist v vollstindig positiv.
Sei T' € Ay. Dann gilt fiir alle hy,hy € H

(W(p(T))h1, ha) = (Yo(p(T))h1, ha)
<P”+1(T)h17 ha))n>1)
( n>1

)

Deshalb ist (1) o p)(T) = ¢(T) fiir alle T' € Ay.
Sei nun p(T") =T fiir ein T € A,. Dann folgt p"(T") = T fiir alle n > 1. Somit gilt

(W(T)hy, ha) = A(({p"(T)h1, ha2))n>1)
= A((Th1, ha))n>1)
= (Thi, ha) A((1)n>1)
= (Thy, hs),

das heit »(T) =T.
Da die Menge C({p"(T); n > 1})WOT norm-beschrinkt ist gilt,
WOT .
CHp(T); n>1})  =C{p(T); n>1})

Da v ultraschwach stetig ist und ¢ (p™(T")) = ¢(7T) fiir alle T' € Ay und n > 1 gilt, folgt
Y op(T) =(T) fiir alle T' € Ay, also aus Stetigkeitsgriinden auch fiir alle T € 4. O
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Jetzt konnen wir den Hauptsatz der Arbeit formulieren und beweisen.

Satz 6.5 (Arvesons Satz iiber Rand-Darstellungen). Sei M C L(H) ein irreduzibler
Operatorraum und K(H) C C*(M). Dann ist die identische Darstellung

Id: C*(M) — L(H)

genau dann eine Rand-Darstellung fir M, wenn die Einschrinkung der Quotientenab-
bildung

q: L(H) — C(H) = L(H)/K(H)
in die Calkin-Algebra auf M + M* nicht vollstandig isometrisch ist.

Beweis. ,=* Sei
q: L(H) = C(H) = L(H)/K(H)
vollstindig isometrisch auf M + M*. Wir werden eine vollstindig positive Abbildung
¢: C"(M) — L(H)

konstruieren mit ¢ # Id, aber ¢|p = Id|y. Sei dazu § = M +M*H'”. Man iiber-

legt sich leicht, dass fir alle n > 1 gilt Mat(n,S) = Mat(n, M —i—/\/l*)ll"‘. Da ¢ ein
x-Homomorphismus ist, sind auch die ¢/™: Mat(n, L(H)) — Mat(n, C(H)) *Homo-
morphismen und deshalb positiv fiir alle n > 1. Insbesondere sind die ¢ stetig und q|s
ist eine vollstdndige Isometrie. Daher sind fiir alle n > 1 die q(”)]Mat(n,‘g) eingeschrankt
auf ihr Bild invertierbar mit (¢™ |ypat(n.s)) ™! = (gl5")™. Somit ist ¢|5': ¢(S) — S voll-
stindig isometrisch. Weiterhin gilt ¢|5' (Idcm)) = Idg. Nach Korollar gibt es dann,
da ¢(9) ein Operatorsystem ist, ein vollstéindig positives lineares

Y: C(H) — L(H)
mit ¥|ys) = ¢glg'. Wir setzen
¢: C*(M) = L(H), T — (¢oq)(T).

Die Abbildung ¢ ist als Verkettung vollstindig positiver Abbildungen vollstandig positiv
und es ist @[ = Idp. Aber es gilt ¢ # 1d, da K(H) C C*(M) und ¢(K(H)) = {0} ist.

,»<=" Sei ¢ nicht vollstindig isometrisch auf M + M*. Wir wollen zeigen, dass dann
Id eine Rand-Darstellung fiir M ist.

Wir zeigen zunéchst, dass es reicht, den Fall zu betrachten in dem ¢|r;a+ keine
Isometrie ist. Sonst wihle ein n > 1 so, dass q(”)\Mat(n’ M+m+) keine Isometrie ist und
betrachte

gn: L(H™) — C(H") = L(H")/K (H").
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6 Arvesons Satz iiber Rand-Darstellungen

Da Mat(n, L(H)) = L(H™) und Mat(n,C(H)) = C(H") gilt, ist ¢p|Mat(n,mir) Kei-
ne Isometrie, weil q(”)|Mat(n’M+M*) keine Isometrie ist. Satz zeigt, dass Mat(n, M)
irreduzibel ist. Aukerdem gilt Mat(n, C*(M)) = C*(Mat(n, M)), was man leicht nach-
rechnet. Ersetzt man nun ¢ durch ¢,, so ergibt sich aus dem folgenden Beweis, dass

Id,,: C*(Mat(n, M)) — L(H")
eine Rand-Darstellung fiir Mat(n, M)) ist. Sei
¢: C*(M) = L(H)

nun eine vollstindig positive lineare Fortsetzung von Id | . Dann ist ¢(™ eine vollstindig
positive Fortsetzung von Id,, [vag(n,m)- Da Id, Rand-Darstellung fiir Mat(n, M)) ist, folgt
#™ = Id,. Damit erhélt man dann aber auch ¢ = Id.

Sei also ¢ v+ keine Isometrie. Dann gibt es ein K € K(H) und ein 7' € M + M*
mit [|T + K| < ||T]|. Sei

¢: C*(M) — L(H)

eine vollstindig positive Abbildung mit ¢(7") = T fiir alle T € M, das heilt ¢|y =
Id | pq. Wir miissen zeigen, dass dann schon ¢ = Id beziehungsweise ¢(T") = T fiir alle
T € C*(M) gilt. Wir wollen im Folgenden Sétze iiber von-Neumann-Algebren anwenden,
daher setzen wir ¢ mit dem klassischen Arvesonschen Fortsetzungssatz (Satz auf
ganz L(H) vollstédndig positiv fort und ersetzen ¢ durch seine Fortsetzung. Sei F C L(H)
die Menge aller Fixpunkte von ¢, also die Menge aller T" € L(H) mit ¢(T") = T. Da
M C F ist, geniigt es zu zeigen, dass F = C*(F) gilt. Denn dann ist C*(M) C F, was
wir zeigen wollten. Da ¢ stetig ist und ¢(7™) = ¢(T')* wegen der Positivitét von ¢ fiir alle
T € L(H) gilt, ist F ein normabgeschlossenes Operatorsystem. Fiir F = C*(F) miissen
wir also nur noch zeigen, dass ST € F oder dquivalent S*T € F fiir alle ST € F gilt.
Wegen

ST :i[(T + S) (T +S) = (T = S)*(T = 5)
4 (T +i8)"(T +iS) — (T — iS)*(T — iS)]

fiir alle S, T € L(H) geniigt es sogar zu zeigen, dass aus ¢(T') = T folgt, dass ¢p(T*T') =
T*T gilt. Das soll im Folgenden unser Ziel sein.

Sei m: L(H) — L(H) die universelle Darstellung von L(H) (vgl. Definition und
A =W*(r(L(H))). Nach Satz existiert ein K € Lat(7) so, dass fiir die zugehorigen
Teildarstellungen

m: L(H) = LK), T— n(T)|k
sowie

my: L(H) — L(K*Y), T+ 7(T)| ko
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mo(K(H)) = {0} ist und eine Indexmenge I sowie eine unitire Abbildung

U:K%@H

iel

existieren mit

m(T) =U* (@ T) U.

i€l

fir alle T € L(H). Sei E = Pk die orthogonale Projektion auf K. Nach Satz ist
E im Zentrum von A. Nun wollen wir zeigen, dass £ minimal im Zentrum von A ist
(vgl. Definition [4.6). Offenbar ist m (L(H)) isomorph zu L(H) und daher ein Faktor (vgl.
Definition 2.2)). Da 7 isometrisch und nach Satz [4.15 w*-stetig ist, ist m (L(H)) C L(K)
eine von-Neumann-Algebra. Also ist A|x = 7 (L(H)) beziehungsweise AE = m(L(H)).
Ist 0 # F < F eine orthogonale Projektion im Zentrum von A, so gilt wegen E € A

Fr(L(H)) = FAE = AEF = m(L(H))F.

Somit ist F'|x im Zentrum von 7 (L(H)). Da 71 (L(H)) ein Faktor ist, folgt F| € Cldk.
Damit ist F|x = Idg, denn F|x ist eine orthogonale Projektion ungleich Null. Mit
F < FE erhélt man F' = E. Also ist E eine minimale Projektion im Zentrum von A.

Schlieflich folgt aus 7' € L(H) und 7(T)E = 0, dass T' = 0 ist, denn n(T)E = m(T)
und 7 ist injektiv. Sei nun Ay = 7(L(H)). Dann hat jedes stetig lineare Funktional
nach Satz [4.18] eine ultraschwach stetige Fortsetzung auf 4. Wir wenden Satz auf
die Abbildung p=mogor!: Ay — Ay an, um eine idempotente ultraschwach stetige
lineare Abbildung ¢ : A — A zu erhalten mit [|¢)|| < 1 ist so, dass (S) = S gilt fiir alle
Se{n(T); ¢(T) =T} gilt aukerdem 1(S) = S und es ist

Yomwmop=1opomwr =1or.
Sei P die Tragerprojektion (vgl. Satz [3.10)) von . Wir zeigen, dass PE = E gilt. Nach
Satz [6.1|ist P € A und P vertauscht mit 7(M). Da E im Zentrum von A ist folgt, dass
PE mit 7(M)E = m(M) vertauscht. Da M ein irreduzibler Operatorraum ist, folgt

mit einer Version des Lemmas von Schur (Satz [2.11)), dass W*(M) = L(H) gilt. Da m
nach Satz ultraschwach stetig ist, ergibt sich wegen Proposition

W (m(M)) = m(W*(M)) = m(L(H)) = AE.
Daher vertauscht PE mit AF und deshalb ist PE Zentralprojektion in AE. Aus der
Minimalitiat von E folgt PE = 0 oder PE = E. Wir zeigen jetzt, dass PE # 0 ist. Wire
PE =0, so wiirde gelten P(1 — E) = P. Dann folgt aber

pom=voPrP=1oP(1—E)TP=1%oP0®m)P =1o0(0&m).
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6 Arvesons Satz iiber Rand-Darstellungen

Da wir oben angenommen haben, dass ¢y keine Isometrie ist, gibt es Operatoren
TeM+Mund S € K(H) mit ||T+ S| < ||T||. Wegen m2(S) =0 und ¢(T) =T gilt,
dass
m(T) = ¢ on(T) = (0@ m(T)) = (0 ® my(T + 5))
ist. Als universelle Darstellung ist 7 isometrisch. Aber dann ergibt sich
1T = lIw(T)| = [|(0 @ mao(T + S)HI < [[l[lIml[[| T+ S| < 1T+ S| < IT]-

Dies ist ein Widerspruch. Also ist PE = E.

Sei nun T € L(H) so, dass ¢(T) = T gilt. Wir wollen zeigen, dass ¢(T*T) = T*T
folgt. Wegen 1) oo ¢ = 1) o7 gilt

P(r(p(T"T) = T°T)) = 0
Aus der Schwarzschen Ungleichung (Satz erhilt man
T*T = §(T)"$(T) < $(T°T).
Daher ist
m(p(T*T) —=T*T) >0
und es gibt ein S € L(H) mit
S*S =n(e(T*T) —T"T).
Da P die Tragerprojektion von ¢ ist, folgt mit Satz aus
B(S*S) = b(r($(T*T) — T°T)) = 0,
dass
P(rn(op(T*T) —T*T))P = PS*SP =0

gilt. Multipliziert man rechts und links mit £, erhdlt man aus PE = EP = E (vgl.

Lemma
m(o(T*T) = T*T) = En(¢p(T*T) — T*T)E = EP(n(¢(T*T) — T*T))PE = 0.
Da m injektiv ist, ergibt sich

o(T*T) — T*T = 0.
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7 Wesentlich normale Operatoren

In diesem Kapitel wollen wir noch eine kleine Anwendung von Arvesons Satz iiber Rand-
Darstellungen geben.

Im Folgenden seien H ein komplexer Hilbertraum und r(7) der Spektralradius fiir ein
T e L(H).

Definition 7.1. Ein Operator T' € L(H) heilt wesentlich normal, falls TT* — T*T €
K(H) ist, oder dquivalent 7'+ K (H) € C(H) normal ist.

Definition 7.2. Das wesentliche Spektrum eines Operators T' € L(H) ist definiert durch
oe(T) = oo (T + K(H)),
das Spektrum von 7'+ K(H) in der Calkin-Algebra C'(H).

Satz 7.3 (Fuglede). Seien TN € L(H) und N normal. Gilt TN = NT so ist auch
T*N = NT*.

Beweis. |19, Satz 12.6] O

Satz 7.4. Sei M C L(H) ein irreduzibler Operatorraum von vertauschenden wesent-
lich normalen Operatoren. Falls r.(T) < ||T|| fir ein T € M gilt, ist die identische
Darstellung

Id: C*(M) - L(H), T—T
eine Rand-Darstellung.

Beweis. Wir zeigen erst, dass C*(M) alle kompakten Operatoren enthélt. Sei T € M
normal. Nach Voraussetzung ist 7' € M’ und, da T normal ist, T € (M U M*)" nach
Satz Wegen Satz ist 7" dann ein Skalar. Daher folgt fiir jeden Nicht-Skalar
T e M,dass T*T —TT* = K fiir ein 0 # K € K(H) ist. Besteht M nur aus Skalaren,
ist die Behauptung trivial, da dann M = C*(M) = C gilt. Wir kénnen also ohne
Einschrinkung annehmen, dass C*(M) einen kompakten Operator 0 # K € K(H)
enthilt. Da fiir jeden abgeschlossenen Untervektorraum F° C H aus C*(M)F C F
folgt, dass MF C F und M*F C F gilt, ist auch C*(M) irreduzibel. Sei 0 # h €
H, dann ist C*(M) N K(H)h invariant unter C*(M). Da C*(M) irreduzibel ist, folgt
C*(M)NK(H)h € {{0}, H}. Ist C*(M)N K(H)h = {0}, gilt h L C*(M)N K(H)H.
Daraus folgt, dass C*(M) N K(H)H ein C*(M) invarianter Unterraum ist, der nicht mit
ganz H iibereinstimmt. Es gilt also C*(M) N K(H)H = {0}. Das kann aber wegen K €
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7 Wesentlich normale Operatoren

C*(M) N K(H) nicht sein. Daher ist C*(M) N K(H)h = H und somit C*(M)N K(H)
irreduzibel. Aus Satz [4.9folgt dann aber K(H) = C*(M) N K(H) C C*(M).
Sei nun die Quotientenabbildung

q: L(H) — C(H)

gegeben. Dann ist ¢(M) nach Voraussetzung eine Menge vertauschender normaler Ope-
ratoren in C(H). Nach |12, Lemma 14.4] ist ||¢(T)|| der Spektralradius von ¢(7T') fiir alle
T € M. Nach Voraussetzung gibt es aber ein 7' € M mit ||¢(T)|| = r.(T") < ||T||. Also
ist ¢ nicht isometrisch und somit folgt die Behauptung aus Satz [6.5] O]

Satz 7.5. Sei A eine nicht-kommutative irreduzible Algebra von wesentlich normalen
Operatoren mit Idy € A. Dann ist die identische Darstellung

Id: C*(A) - L(H), T—T
eine Rand-Darstellung fir A.
Beweis. Die Quotientenabbildung
q: L(H) — C(H)
bildet A auf normale Elemente in C'(H) ab. Fiir X, Y € ¢(A) definieren wir
(X,)Y)=XY"-Y"X.

Dann ist (-, -) eine Sesquilinear-Form auf ¢(.A), so dass (X, X) = 0 gilt fiir alle X € ¢(A).
Also folgt aus der Polarisationsformel (X,Y) = 0 fiir alle X,Y € ¢(A). Daher ist
XY* =Y*X. Wegen Satz[7.3]ist ¢(A) kommutativ. Wahlen wir S, T € A als Elemente,
die nicht vertauschen, dann gilt ST — TS # 0 und ¢(ST — T'S) = 0. Also ist g nicht
isometrisch. Wegen 0 # ST —T'S € A und ¢(ST — T'S) = 0 folgt aukerdem, dass es ein
0+# K € K(H) gibt mit K = ST — TS € C*(A). Wie im Beweis von Satz [7.4] erhélt
man dann K(H) C C*(A). Nach Satz[6.5] folgt die Behauptung. O
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