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Einleitung

Im Mittelpunkt dieser Arbeit steht der Beweis eines beriithmten Satzes von
Lennart Carleson aus dem Jahre 1958, welcher interpolierende Folgen fiir den
Hardyraum H* = H*(D) charakterisiert. Man nennt eine Folge (2x)r>1 in D
dabei interpolierend fiir H*°, falls die Abbildung

R:H™ =0 f— (f(2r)k>1

surjektiv ist. Genauer besagt der Satz von Carleson, dass eine Folge (z)x>1 in D ge-
nau dann interpolierend fiir H* ist, wenn sie die so genannte Carleson-Bedingung

n
i1 1— ZjZg

i#]

inf > 0

Jm=>1

erfiillt. In einer sehr bekannt gewordenen, aber niemals veroffentlichten Arbeit
aus dem Jahre 1994 zeigen D. Marshall und C. Sundberg [MS], dass man zum
Beweis des Satzes von Carleson einen klassischen Satz von Nevannlinna und Pick
benutzen kann. Dieser besagt, dass es zu endlich vielen paarweise verschiedenen
Punkten zq,...,z, € D und komplexen Zahlen wy,...,w, € C genau dann eine
holomorphe Funktion ¢ € H*® mit ||¢|p < 1 und ¢(z;) = w;, ¢ = 1,...,n, gibt,

wenn die Matrix ) o
(F=22)  emno
1 — 2% 1<i,j<n

positiv semidefinit ist. Ausgehend von Ideen aus der Arbeit von Marshall und
Sundberg hat man schliellich begonnen, eine abstrakte Interpolationstheorie fiir
beliebige skalarwertige funktionale Hilbertrdume zu entwickeln. Fiir einen solchen
skalarwertigen funktionalen Hilbertraum # iiber einer Menge X # () mit repro-
duzierendem Kern K nennt man eine Folge (););>; in X interpolierend fiir die
Multiplikationsalgebra

MH) = {p: X —>C; ¢oH C H}

von H, falls
{(@(Ni))iz1; o€ M(H)} = (=
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gilt und interpolierend fiir H, falls

{(%)Zl feH} .y

gilt. Ein weiteres Ziel dieser Arbeit wird es sein, zu zeigen, dass die Menge der
interpolierenden Folgen eines funktionalen Hilbertraums H mit der Menge der in-
terpolierenden Folgen seiner Multiplikationsalgebra M(H) iibereinstimmt, sofern
der Satz von Nevannlinna und Pick fiir M(H) erfiillt ist.

Das erste Kapitel dieser Arbeit wird zunéchst grundlegende Ergebnisse aus der
Theorie der funktionalen Hilbertraume sowie aus der Theorie der Hardyrdume
zusammenfassen. Unter anderem wird in diesem Kapitel gezeigt, dass man den
Hardyraum H* mit der Multiplikationsalgebra M(H?) des funktionalen Hilbert-
raums H? identifizieren kann, was den Schliissel zur Verallgemeinerung der Ideen
von Marshall und Sundberg auf beliebige skalarwertige funktionale Hilbertraume
darstellt.

Kapitel zwei widmet sich dann dem Beweis einer verallgemeinerten Version des
Satzes von Nevannlinna und Pick, wobei ein bekanntes Resultat aus der Opera-
torentheorie, das Commutant Lifting Theorem, zu Hilfe genommen wird.

Im dritten Kapitel werden die bis dahin gezeigten Ergebnisse dann genutzt, um
einen Beweis des Satzes von Carleson nach der Methode von Marshall und Sund-
berg zu fithren. Schliefflich befasst sich das letzte Kapitel mit den bereits erwéhnten
abstrakten Interpolationsresultaten und formuliert unter anderem eine Charakte-
risierung interpolierender Folgen mit Hilfe so genannter Riesz-Systeme.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Funktionale Hilbertriaume

Dieses erste Kapitel wird eine grundlegende Einfiihrung in das Konzept der vek-
torwertigen funktionalen Hilbertrdume geben. In den folgenden Kapiteln werden
dann hauptséchlich skalarwertige funktionale Hilbertrdume von Interesse sein, ins-
besondere wird der Hardyraum H? eine besondere Rolle spielen.

Sei £ ein komplexer Hilbertraum, X eine beliebige Menge und
EX ={f; f: X — & Abbildung }.

Definition 1.1. (i) Ein Hilbertraum H C £¥ heifit funktional, falls alle
Punktauswertungen

W H—=E f—fN) (AeX)
stetig sind.
(ii) Eine Abbildung K : X x X — L(€) heifit positiv definit, falls

n

D (KN \)aj,xi)e > 0

ij=1
fiir alle endlichen Folgen (\;); in X und (z;)?, in & gilt.

Bemerkung 1.2. Identifiziert man C = L(C) (vermoge C — L(C), a +— L,,
L.z = az), so ist eine C-wertige Funktion im obigen Sinne positiv definit genau
dann, wenn

Z K()\Z, )\j)C(jai > 0
i,j=1

fiir alle endlichen Folgen ()7, in X und (o), in C gilt.

9



10 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

Nun sollen einige grundlegende Ergebnisse aus der Theorie der funktionalen
Hilbertrdume zitiert werden. Beweise zu den folgenden Aussagen findet man bei-
spielsweise in Kapitel 1 von [B].

Satz 1.3. Sei H C EX ein Hilbertraum. Dann sind dquivalent:
(i) H ist funktional.
(ii) Es existiert eine Abbildung K : X x X — L(E) mit folgenden Figenschaften:

o Firxze& undp € X liegt die Abbildung X\ — K(\, )z in H.
o Esist (f, K(-,p)x)y = (f(u),x)e fir allex € &, pe X und f € H.

In diesem Fall ist K eindeutig bestimmt und heifit reproduzierender Kern von

H.

Bemerkung 1.4. Ist H ein C-wertiger funktionaler Hilbertraum iiber X, so hat
der reproduzierende Kern K : X x X — C die Eigenschaften

e Fiir 4 € X liegt die Abbildung A — K (A, ) in H.
o Esist (f, K(-,p))n = f(u) fir alle g € X und f € H.

Die néchsten beiden Ergebnisse besagen, dass funktionale Hilbertraume und
im obigen Sinne positive Abbildungen bijektiv korrespondieren.

Lemma 1.5. Sei H C X ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem
Kern K : X x X — L(E). Dann gilt :

(i) K ist positiv definit.
(1)) V{K(,p)z; peXund x e} =H.

Satz 1.6. Sei K : X x X — L(E) positiv definit. Dann gibt es genau einen
funktionalen Hilbertraum H C EX mit reproduzierendem Kern K.

Zuletzt noch ein Satz {iber Tensorprodukte funktionaler Hilbertraume:

Satz 1.7. Ist H C C¥ ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern
K : X x X — C und ist £ ein weiterer Hilbertraum, so ist die Abbildung

Ke: XxX — L(E), Ke(z,y) = K(z,y)Ie positiv definit. Bezeichnet H(Kg) C EX
den funktionalen Hilbertraum mit reproduzierendem Kern Kg, so gibt es einen
eindeutigen unitiren Operator U : H @ & — H(Kg) mit

Ulfex) = f-x
fiir alle f € H und x € €.
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1.2 Multiplikatoren

In den folgenden Kapiteln spielen sogenannte Multiplikatoren eine wichtige Rolle.

Seien in diesem Abschnitt X eine Menge, &1, & Hilbertrdume und H; C &F fiir
1 = 1, 2 funktionale Hilbertraume mit reproduzierenden Kernen

Definition 1.8. Die Elemente von
M(Hl,Hg) = {gb X — L(gl,gg); oH, C HQ}

heiflen Multiplikatoren von H; nach H,. Hierbei sei fiir f : X — & die Abbil-
dung ¢f : X — & definiert durch

(@f)(A) = o) f(A) (A e X).
Fiir ¢ € M(H1, H2) nennen wir
My :Hy — Ha, fr=0f
den Multiplikationsoperator zu ¢.

Bemerkung 1.9. (i) Ist H C £¥ ein funktionaler Hilbertraum, so schreibt man

fir M(H,H) kurz M(H).

(ii) Im skalarwertigen Fall £ = C wird die oben definierte Multiplikation mit
der kanonischen Identifizierung C = L(C) zur gewohnlichen punktweisen
Multiplikation.

(iii) Multiplikatoren fiir Tensorprodukte funktionaler Hilbertraume sind im Sinne
der Identifikation aus Satz 1.7 zu verstehen.

Lemma 1.10. Fir ¢ € M(Hq,Hs), A € X und y € & gilt:
(i) My :Hy — Hy ist stetig linear.

Beweis. (i) Die Linearitét von M, ist klar.
Es konvergiere f,, — fin H; und My f, — g in Hs. Fiir die Stetigkeit von M,
geniigt es nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen M f = g zu zeigen.
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Sei € X. Da die Punktauswertungen auf #; und H, stetig sind, gilt:

(Mg f)() = o(p)f(p)
= o(1)0u(f)
= lim o(p)d,(fn)
= nll_)r{.lo(M(ﬁfn)(M)
= g(p),

was die Behauptung zeigt.
(ii) Fir g € Hy, A € X und y € & zeigt

(g, MgKa (5 Ny, =

die Behauptung.
O

Bemerkung 1.11. Im skalarwertigen Fall wird Teil (ii) des letzten Lemmas zu

M3K>(-,A) = o(M)EK1(-,A) (A€ X).
Diese Tatsache wird in den spéteren Kapiteln eine entscheidende Rolle spielen.

Definition 1.12. Es sei € ein Hilbertraum. Ein funktionaler Hilbertraum H C &%
heifit nicht entartet, falls die Punktauswertungen 9, : H — & fiir alle A € X
surjektiv sind.

Bemerkung 1.13. Ist X C C¥ ein skalarwertiger funktionaler Hilbertraum, so ist
‘H offenbar genau dann nicht entartet, wenn es fiir alle A\ € X eine Funktion f € H
gibt mit f(\) # 0. In diesem Fall sagt man auch, der funktionale Hilbertraum
H C CX besitzt keine gemeinsamen Nullstellen.

Das néichste Lemma aus [B2] formuliert eine niitzliche Charakterisierung von
Multiplikationsoperatoren:

Lemma 1.14. Es seien Hy C &Y und Ho C & funktionale Hilbertriume, H,y
sei dabei nicht entartet. Weiterhin bezeichne man die Punktauswertungen an der
Stelle X € X auf Hy bzw. Hy mit 61 1 Hi — & bzw. 025 1 Ho — & Dann sind
folgende Aussagen fiir einen Operator T' € L(H1, Hz) dquivalent:
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(i) Ist f(\) =0 fir f € Hy und X\ € X, so ist auch Tf(z) = 0.
(i1) T*rand; \ Crandy , fir alle A € X.
(111) T = M, fir ein ¢ € M(Hq, Ha).
Beweis. Aussage (i) besagt gerade, dass
Tkerdyyn C kerdgy
fiir alle A € X gilt. Dies ist offenbar dquivalent zu
T randy, C W

fir alle A € X. Da die Punktauswertungen d; ,, (A € X) nach Voraussetzung
surjektiv sind, ist insbesondere rand; ) fiir alle A € X abgeschlossen, sodass nach
dem Satz vom abgeschlossenen Bild auch ran 47 , fiir alle A € X abgeschlossen ist.
Damit ist die Implikation ,,(i) = (ii)“ gezeigt.

Nun nehme man an, dass Aussage (ii) gilt. Da #H; nicht entartet ist, gibt es fiir
alle A € X ein Rechtsinverses iy, € L(&1,H1) zur Punktauswertung 6; ,. Man
definiere nun eine Funktion ¢ : X — L(&;, &) durch

Qb()\) — 527/\Ti17)\.

Fixiert man f € Hy, A € X und y € &, so gibt es der Voraussetzung zufolge ein
x € 51 mit
T3,y = o1 2.

Damit erhalt man

(1 f(N), T703,)

(i1af(N), 07 \)

(Sraiinf(N), )
= (f(N),z)

(f, 51\@

(f, 1763 5y)

(

sodass
of = Tf
fiir alle f € H, folgt. Also gilt ¢ € M(Hq, Hz2) mit T = My.

Die Implikation ,,(iii) = (i)“ ist offensichtlich. O
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Korollar 1.15. Es seien Hy C &Y und Hy C & funktionale Hilbertridume mit
reproduzierenden Kernen K; : X x X — L(&) (i = 1,2), Hy sei dabei nicht
entartet. Dann ist die Menge

M(Hl,%Q) = {M¢; ¢€M(H1,H2)} - L(Hl,%Q)

abgeschlossen in der schwachen Operatortopologie (WOT).

Beweis. Bs sei (My,)icr ein Netz in M(H,, Hs) mit My, WD, ¢ L(Hq, H2).

Lemma 1.14 zufolge geniigt es zu zeigen, dass aus f(\) = 0 fiir f € Hy, A € X
schon (T'f)(\) = 0 folgt.
Seien also f € Hy, A € X mit f(A\) = 0. Dann gilt:

(THON),w)e, = (TF, Kol Nt
= liZm<M¢if,K2('>/\)$>H2
= (M 1)), 2
=0

fiir alle € &, sodass (T'f)(A) = 0 gilt. ]

Bemerkung 1.16. Es sei £ ein Hilbertraum.
Ist H C £X ein nicht entarteter funktionaler Hilbertraum, so ist die lineare
Abbildung

U: M(H) — L(H), ¢ — M,

injektiv, denn aus
of = 0 firalle feH

folgt
dp(N)z = 0 firallez € £ und X € X,

da die Punktauswertungen surjektiv sind.
Daher kann man M(H) mit der Norm ||¢|| = ||My]|| versehen. Aus Korollar 1.15
folgt dann sofort, dass M(H) mit dieser Norm zu einer Banachalgebra wird.

1.3 Die Hardyriume H? und H*®

Ziel dieses Abschnittes wird es sein, den Hardyraum

1 2

H* = H'D) = {f€OD); [Iflz= sup -

0<r<1 27 Jo

|f(re™)|? dt < oo}
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als funktionalen Hilbertraum zu charakterisieren und dessen Multiplikatoralgebra
M(H?) als den Hardyraum

H* = H*D) = {f € OD); [|flls Zilelglf(Z)l < oo}

zu identifizieren.
Dazu werden grundlegende Aussagen aus der Theorie der Hardyrdume verwendet,
wie man sie beispielsweise in [G] findet.

Es bezeichne
1 27

) = o [ ol

fir n € Z und g € O(D) den n-ten Fourierkoeffizienten von g.
Es ist ein Standardergebnis der Hardyraumtheorie, dass H? vermége des isometri-
schen Isomorphismus

H? - HXT) = {f € LX(T); f(n)=0¥n <0}, f+s f*

zu einem Hilbertraum wird, wobei f* fast iiberall durch den punktweise radialen
Limes von f

F'(z) = lim f(rz)
gegeben ist. Der Begriff | fast iiberall” ist hierbei beziiglich des Mafles
1 .
A:B(T) — [0,1], AM(A) = %m({t € [0,27], " € A})

zu verstehen, wobei m das Lebesgue-Mafl auf R bezeichnet.
Umgekehrt erhélt man f aus f* durch das Poisson-Integral

. 1 2 .y .
flw) = Plf|(w) = o freP(w,e") dt (w e D)
0
mit Poisson-Kern
1—|wl]? 1 20
P - = D T).
(w, 2) = wz? T~z T T3 (weD, zeT)

Lemma 1.17. H? ist ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern

1
1—z2w

K2 :DxD— C, Ky2(z,w) =

Beweis. Satz 1.3 und Bemerkung 1.4 zufolge sind die Eigenschaften



16 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN

o Ky2(-,w) € H? fiir alle w € D
o f(w)=(f Kg(-,w)) fiir alle w € D und f € H?

Zu zeigen.
Die Abschéitzung

1 1
Ko (- = < D
zeigt Kpg2(-,w) € H*® C H? fiir alle w € D.
Die zweite Eigenschaft folgt aus der Rechnung
f(w) = Plf*](w)
1 2 ) )
= — (e P(w,e™) dt
2 Jo
Y — e''w
o [ (Rt + 155 ) ar

— (. Kl w) + i 1G4,
= <f7 KH2<7w)> (U) S D)?
wobei man g(r -) - ¢* in L*(T) fiir g € H? (vgl. [G]) und den Cauchyschen
Integralsatz ausnutzt. O]
Nun zur Charakterisierung der Multiplikatoralgebra:

Lemma 1.18. Es gilt
M(H?*) = H™

mit Gleichheit der Normen.

Beweis. Die Inklusion ,, D folgt direkt aus den Definitionen von H? und H*>.
Ist umgekehrt ¢ € M(H?), so ist

¢ = My(l) € H?,
also insbesondere ist ¢ € O(D), und da nach Bemerkung 1.11
MKy (5 A) = 6Kz (, )
fiir A € D gilt, folgt
||M;KH2('> /\)Hz
K2 (5 A) |2

6N = < [ Mo]l.
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Damit ist also ¢ € H*® mit ||¢||p < || Myl
Die Gleichheit der Normen folgt dann aus der Abschitzung

Mo fllz = llofllz < l[ollollfl2

fir f € H>. m

1.4 Die Spur-Dualitéit

Sei ‘H ein Hilbertraum.

In Kapitel 4 wird es nétig sein, den Raum L(H) mit einer geeigneten w*-Topologie
zu versehen. Dazu kann man die so genannte Spur-Dualitdt betrachten, die nun
kurz skizziert werden soll. Vollsténdige Beweise hierzu findet man in [Conl].

Definition 1.19. Sei (e;);es eine Orthonormalbasis von H. Dann heiit die Menge

C'(H) = {A€L(H) : Y (A" A)Zere;) < oo}

icl

Spurklasse von H. Fiir A € C'(H) bezeichnet

tr(A) = > (Aeje;)

iel
die Spur von A.

Bemerkung 1.20. (i) ||Al; = Ziel((A*A)%e,-,ei> (A € C'(H)) definiert eine
Norm auf C!(H).

(i) || - 1 und ¢r(-) héngen nicht von der Wahl der Orthonormalbasis (e;);cr ab.

(iii) (C*(H),| - |l1) enthélt die Operatoren endlichen Ranges als dichten Teilraum.
Insbesondere ist der fiir x,y € H durch

(z®y)(h) = (hy)x (heH)
definierte Operator x ® y in C'(H) enthalten.
(iv) Fiir A € CY(H) und T € L(H) gilt auch TA, AT € C'(H) mit

tr(TA) = tr(AT).
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(v) Fir T € L(H) und z,y € H gilt
tr(T(x®y)) = (Tz,y).

Damit kann man nun L(#) mit dem Dualraum von C'(H) wie folgt identifizie-
ren:

Satz 1.21. Die Abbildung

®: L(H) — C'(H),
O(T)(A) = tr(TA)

definiert einen isometrischen Isomorphismus zwischen L(H) und C'(H)*.

Bemerkung 1.22. Konvergiert ein Netz (T}, )aca in L(H) gegen T € L(H) beziiglich
der durch das Dualsystem (C'(H), L(H)) definierten w*-Topologie, so gilt insbe-

sondere
(Tyz,y) = tr(Ty(z@y) = tr(T(x®y) = (Tz,y).



Kapitel 2

Der Satz von Nevanlinna und
Pick

2.1 Einleitung

Im Beweis des Satzes von Carleson mit der Methode von Marshall und Sundberg
kommt folgendem Resultat, das auf Arbeiten von Pick (1916) und Nevanlinna
(1919) beruht, zentrale Bedeutung zu:

Satz 2.1 (Nevanlinna-Pick, Basisversion). Es seien n € N, zy,...,z, € D paar-
weise verschieden und wy, . .., w, € C.

FEs existiert eine holomorphe Funktion ¢ € H®(D) mit ||¢|lp < 1 und

&(z;) =w;, i =1,...,n, genau dann, wenn die Pick-Matrix

1 — w:s
P— (—w’wﬂ) € M(n,C)
1<i,j<n

positiv semidefinit ist.

Bemerkung 2.2. In Kapitel 1 wurde gezeigt, dass der Hardyraum H? den repro-
duzierenden Kern

1
1—zw

KHQ D xD — C, KHQ(Z,U]) =
besitzt. Die Pick-Matrix P hat also die Gestalt

P = (1 —ww;)Kn2(2i, %)) 1<i j<p -

Diese Bemerkung zeigt, dass man die Aussage des Satzes von Nevannlinna und
Pick auch fiir einen beliebigen C-wertigen funktionalen Hilbertraum H formulieren
kann, indem man Kp2 durch K3 und H*° durch M(H) ersetzt.

19
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Es stellt sich allerdings heraus, dass die Positiv-Semidefinitheit der Pick-Matrix
in diesem allgemeineren Fall nicht zwangsldufig hinreichend fiir die Losbarkeit
des Interpolationsproblems ist (Ein Gegenbeispiel findet man beispielsweise in
[AgMcC]).

Die andere Implikation des Satzes lédsst sich jedoch sehr allgemein zeigen; in der
Tat kann man die Skalare wy, ..., w, € C sogar durch Operatoren
Wi,...,W, € L(E, F) ersetzen, wobei £ und F beliebige Hilbertraume bezeichnen.

Zunachst betrachte man allerdings folgende einfache funktionalanalytische Aus-
sage, die einen Zusammenhang zwischen Kontraktionen und positiven Operatoren
herstellt, und im Folgenden sehr hilfreich sein wird.

Proposition 2.3. Sei H ein Hilbertraum und A € L(H). Dann ist A eine Kon-
traktion genau dann, wenn der Operator I — AA* positiv ist.

Beweis. Sei zunéchst [|A|| < 1 und 2 € H. Dann gilt:
(I — AA*x,z) = (x,z) — (AA™x, x)
= |l=l]* — [ A"|?
> [l]* = (AP
> 0,
sodass I — AA* positiv ist.
Ist andererseits I — AA* > 0, so erhélt man

JA|2 = |JAA*|| < ||| = 1.

m
Satz 2.4. Es seien X eine Menge, £, F beliebige Hilbertriume, H C CX ein funk-
tionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern K, A1, ..., A, Punkte in X und

Wi,...,W, € L(E, F).

Gibt es einen Multiplikator ® € M(H® E,H ® F) mit ||®|| <1 und
O(N) =W, (i=1,...,n),
so ist die Pick-Matrix
P = ((Ir = WW))K(\, \y))

1<i,j<n

positiv semidefinit, das heifst fir vy, ..., v, € F gilt
n

> Ir = Wil vz, v) 7K (M, Ag) > 0.

1,j=1
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Beweis. Da Mg nach Voraussetzung eine Kontraktion ist, gilt der letzten Propo-
sition zufolge
((Iner — MoMg)z, t)uer = 0

fir alle z € H ® F. Sind vq,...,v, € F, so setze man z = Y _ K, ® v; mit
i=1
K, = K(-, \;) und bemerke, dass Lemma 1.10 (ii) zusammen mit der Identifizie-

rung fiir Tensorprodukte aus Satz 1.7 die Identitét

liefert. Damit erhalt man

0 < <(IH®.7: - M@M&;) (Z KAj ® Uj) ) Z K/\i ® Ui>7‘l®]‘—
j=1 i=1

= En: (Iyor — MaMg)(Ky; ® v), Ky, ® vi)nor
ij=1

SR, @ 0 K ® s — (M3, ), My(K), @ ) o
ij=1

= iU(Aj ®vj, Ky, @ vilner — ((Ky, @ ©(X;)0;), (Kx, @ @A) 0i))uee
ij=1

- i (K, ®@vj, Ky, @ vi)uer — (K, @ Wivg), (Ky, @ Wivi))uee
ij=1

= i(KAj,K)\i>H<Uj,Ui>]: — (K, Kn ) n(WiWiv;, vi)
ij=1

= i((ff — WilW})vj, vi) 7K (Ni, Aj),

4,j=1
was zu zeigen war. O
Bemerkung 2.5. Die erste Implikation in der Basisversion des Satzes von

Nevannlinna-Pick (Satz 2.1) erhélt man im Spezialfall £ = F = C mit der Identi-
fikation M(H?) = H* aus dem ersten Kapitel.

Fiir funktionale Hilbertraume, die auch die Umkehrung von Satz 2.4 erfiillen,
fithrt man folgende Bezeichnung ein:

Definition 2.6. Sei H C CX ein funktionaler Hilbertraum.
Man sagt, H erfiillt die s x t Pick-Eigenschaft, wenn es zu endlich vielen paar-
weise verschiedenen Punkten Ay, ..., A, in X und linearen Abbildungen
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Wi, ..., W, € L(Ct,C?) mit

P o= ((Ies = WWHK (A, ) 20

1<ij<n  —

einen Multiplikator ® € M(H ® C',H ® C*) gibt mit ||®|| < 1 und

firi=1,...,n.

Erfiillt H die s x s Pick-Eigenschaft fiir alle s € N1, so besitzt ‘H die vollstandige
Pick-Eigenschaft.

Die 1 x 1 Pick-Eigenschaft nennt man meist skalare Pick-Eigenschaft oder nur
Pick-Eigenschaft.

Die Basisversion des Satzes von Nevannlinna-Pick besagt also gerade, dass H?
die skalare Pick-Eigenschaft erfiillt. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels wird sogar
zeigen:

Satz 2.7 (Nevanlinna-Pick, erweiterte Version). Der Hardyraum H? besitzt die
vollstiandige Pick-Figenschaft.

Um dies zu beweisen, macht man sich Ergebnisse aus der Operatorentheorie
zunutze, die im folgenden Abschnitt erarbeitet werden sollen. Die Vorgehensweise
orientiert sich dabei an [AgMcC].
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2.2 Das Commutant Lifting Theorem

Definition 2.8. Es seien H C K Hilbertraume, 7' € L(H) und Z € L(K).

(i) Ist ZH C H und T' = Z|4, so heiit Z Erweiterung oder Fortsetzung von
T.

(ii) Z heiBt co-isometrisch, falls Z* eine Isometrie definiert.

Satz 2.9 (Sz.-Nagy). Es sei H ein Hilbertraum.
Dann hat jede Kontraktion T' € L(H) eine co-isometrische Erweiterung.

Beweis. Sei K = @ H,, mit H,, = H. Man beachte, dass I —TT™* nach Proposition

n=0

2.3 positiv ist und definiere einen linearen Operator W : I — K wie folgt:
Fir z = (2,)52, € K sei

T [ —TT*)z =
(W,I‘)n _ { {B0+( ) 1, 1N 0

Ln+1s n > 1.

Aus der Stetigkeit von 7' und (I — T T*)% folgt dann unmittelbar die Stetigkeit von
W. Fasst man weiterhin H als Unterraum Hy$ 0 C K auf, so ist H invariant unter
W und es gilt Wy = T. Um zu zeigen, dass W eine Co-Isometrie ist, bestimme
man W*:

Die Rechnung

(Wx,y)e = Z«Wx)myn)?-l
n=0
= (Tao,yo)n + (I = TT*) 221, yo)s + Y (Tos1, Un)e
n=1
= (20, Ty + (@1, (I = TT*)2yo)p + > (T Ynr )t
n=2
fir o = (2,)020, ¥y = (yn)p>y € K zeigt
T*x, n=>0
(W*z), = ¢ (I —TT*)2zy, n=1
Tn—1, n 2 2.

Damit folgt schliefSlich
TT*xo+ (I —=TT*)xg =19, Nn=0

Tn, n =1,

(WW*z), = {

sodass WW* = [. O
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Definition 2.10. Es seien H C K Hilbertrdume.
Eine co-isometrische Erweiterung W € L(K) von T € L(#) heifit minimal, falls

K = \/(W)"H, neN).

Lemma 2.11. Es seien K, Ky, Ko Hilbertraume, die einen weiteren Hilbertraum
H enthalten, und T € L(H) eine Kontraktion.

(i) PEine beliebige co-isometrische Erweiterung W € L(K) von T ist direkte Sum-
me einer minimalen co-isometrischen Erweiterung und einer weiteren Co-
Isometrie.

(i1) Sind Wy € L(Ky), Wy € L(Ks) minimale co-isometrische Erweiterungen von
T, so gibt es einen unitdren Operator U : Ky — Ky mit Uly = Iy und
UWLU* = Ws.

Beweis. (i) Offenbar ist
Ko = \/(W")"H, n€N)

ein abgeschlossener Unterraum von X, der unter W und W* invariant bleibt
und H enthalt.
Damit gilt

Wl’Co S L(ICO) und W’IC@ICO S L(’C S, ’CO)

mit W = W|IC0 D W|K@IC0'
Die Identitaten

Wik, = Wk, und Wikore, = Wkex,

zeigen dann, dass Wi, und Wiker, Co-Isometrien sind.
Die Minimalitét von Wk, folgt aus

Ko = V((Wl,)"H, n€N).
(ii) Um zu begriinden, dass eine wohldefinierte Isometrie
U:K = \(W))"H, neN) — Ky = \/(W5)"H, neN)

existiert mit
U((Wi)"h) = (W3)"h
fiir alle n € N und h € ‘H geniigt es zu zeigen, dass
(W)™, (W) o) = (W3)™u, (Wy)"v)

fiir alle n,m € N und u,v € H gilt.
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Setzt man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit m > n voraus, so erhilt
man fiir¢=1,2

(W)™, (W7)™0) = (W (W)™, v)
(W)™ ", v)
= (u, W)

= (u, T "v).

und damit das Gewiinschte. Desweiteren ist U als Isometrie mit dichtem Bild
surjektiv und damit unitdr. Offenbar gelten die Identitdten Uly = Iy sowie
UW,U* = W,, denn es geniigt, die zweite Identitat auf allen Elementen der
Form (W3)"h, n € N, h € H, nachzurechnen.

O

[a¥)

Im Folgenden soll ,, & “ unitére Aquivalenz bezeichnen.

Bemerkung 2.12. Es sei (H,)nen eine Folge von Hilbertraumen.

Im Beweis des ndchsten Satzes wird es notig sein, verschiedene direkte Summen
von Hilbertrdumen miteinander zu identifizieren. Genauer bendtigt man, dass der
zu einer Umordnung 7 : N — N der natiirlichen Zahlen gehorige Operator

Ur : @D H0 = Mot (hadnen = (hnm)nen
n=0 n=0

unitar ist. Linearitdt sowie Bijektivitdt dieses Operators sieht man dabei sofort
ein. Aus einem wohlbekannten Satz aus der Analysis iiber die Umordnung absolut
konvergenter Reihen folgt schliefSlich

Uz (Br)nenl® = D Mowmll® = D Mhall® = 1(n)nenl®,
neN neN

und damit die Isometrie von U;.

Satz 2.13 (Andd). Es seien H ein Hilbertraum und Ty, Ty € L(H) Kontraktionen
Wﬂt]ﬁ]& ::7571.

Dann existieren ein Hilbertraum IC O H und co-isometrische Erweiterungen

X € L(K) von Ty, Xy € L(K) von Ty mit X; X5 = XoX.

Beweis. Der Beweis unterteilt sich in drei Schritte:

. / ! o« e . . .
(1) Es seien V] bzw. V, minimale co-isometrische Erweiterungen von Tj bzw. T

auf Hilbertrdumen K; = H @ (K; © H) bzw. Ko = H & (K2 © H). Setzt man
K=HoKioH)ad (KoH),

. ’ / . . .
so sind V) = V| @ Ix,ey bzw. Vo =V, @ Ik, ey co-isometrische Erweiterungen
von T} bzw. Ty auf einem gemeinsamen Oberraum K.
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(2) Es existieren ein Hilbertraum K O H und co-isometrische Erweiterungen

Wi, Wy € L(/C/) von 17, T, mit Wi Wy = WolW; vermoge eines unitéren
Operators U € L(K') mit Uly = Iy:
Offenbar sind V1 V5 und V4V; co-isometrische Erweiterungen von

T1T2 - T2T1 € L(H)

auf K. Dem ersten Teil von Lemma 2.11 zufolge gibt es Hilbertriume Ho, Ho
und minimale co-isometrische Erweiterungen Vo € L(Ho), Vo € L(Hy) von
1175, sodass )

ViV = Vo @ Vig, VoVi = V& Vo

Dabei sind Vi bzw. V51 weitere Co-Isometrien, die auf Hilbertraumen Hio
bzw. Hs, operieren.

Aus dem zweiten Teil von Lemma 2.11 folgt nun die unitéire Aquivalenz von Vj
und Vj, es gibt also einen unitdren Operator Uy : Hy — Ho mit Vp = UoVoU§
und UO|’H = ]’H

Damit ist auch Uy = Uy @ I3, € L(H, ® Har, Ho ® Ha1) unitér mit Uy |y = Iy
und es gilt
VoVi = Ui(Vo @ Vi) U7,
sodass VoV 2 Vo @ Vo € L(Ho @ Hay).
Nun definiere man einen Hilbertraum

und Co-Isometrien

Wy = Vi& [@(IHQ D IH21>] € L(K,)v

n=1
[eS)

Wy = V2@ [@D(Via @ V)] € LK),

n=1

Da das Bilden direkter Summen assoziativ ist, erhdlt man mithilfe von Bemer-
kung 2.12 einen unitdren Operator

Uy : Ho®Hia @ [@(7{12 D Han) = Ho®Han @ [@(7{12 ® Hor)]
n=1 n=1

mit Usly, = I,, indem man eine passende Umordnung wéhlt.
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Damit folgt

Wi, = ViVa @ [é(vm © Var)]
n=1
= VoV o [é(vu © Var)]
n=1
= VbV & [é(vm © V)]
n=1
vermoge Us,. Schliellich erhélt man
Vo @ Va1 @ [é(vn & V)] =VVi & [é(vu © Va1
n=1 - n=1

vermoge des unitéren Operators Us = Uy ® Igy> | (#11,0M,:), der die Eigenschaft
Ug‘q{ = U1|H = [H besitzt.

Schritt (2) zufolge gibt es einen unitiren Operator U = UsU, € L(K') mit
W1W2 = U*W2W1U und UlH = IH
Dann sind X; = WU und Xy = U*W, Co-Isometrien mit

X1 Xo = WiWy = UWoW U = XoX;.
Dariiber hinaus gilt fiir x € H

Xll’ = WlU.fL’ = Wll’ = Tlx
XQQZ = U*WQZL‘ = U*TQZE = TQQZ,

sodass X; und X, kommutierende co-isometrische Erweiterungen von 77 und
T2 sind.

O

Satz 2.14 (Commutant Lifting Theorem). Es seien H C K Hilbertrdume,
T € L(H) eine Kontraktion und W € L(K) eine co-isometrische Erweiterung von
T. Ist X € L(H) ein Operator, der mit T kommutiert, so gibt es Y € L(K) mit

(i) Yiu=X

(i) YW = WY

(i) Y] = [1X1].
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Beweis. Ohne Einschrinkung sei || X|| = 1, sonst ersetze man X durch X = ”§((—|
Nach dem Satz von Ando gibt es dann einen Hilbertraum K; und Co-isometriscLe

Erweiterungen V' € L(K;) von 7' und Z € L(K;) von X mit VZ = ZV.

Nun zerlege man V = V™" @ V' in eine minimale co-isometrische Erweiterung
Vmin ¢ [(H;) von T und eine weitere Co-Isometrie V' € L(K; © H).

Betrachtet man Z' = Py, Z|n, € L(H,) und beachtet, dass H; und K; © H,
invariante Teilrdume von V sind (vgl. Beweis von Lemma 2.11), so folgt fiir x € H;:

ZVming = Py, Z|y, V"
= Py, ZVx
= P, VZx
= Py, VPyZx + Py, VPcen Za
—a —

€H1 eK1oH1
= VP;.LlZlHl.CE

= VminZ'e,
sodass V™" und Z' kommutieren.
Weiterhin ist || Z'|| < ||Z|| =1 und Z'|3 = X. Man setze
K = \/(W")"H, neN) c K
und zerlege gemafl Lemma 2.11
W = uvmrUre w

mit unitdrem U € L(H,, K™") und W' € L(K © K™™).
Setzt man schlieBlich Y = UZ'U* @ 0 € L(K), so folgt

(i) Y| =(UZ' Uy = 2’| = X, denn Ul = I,

(i) YW =UZ'UUV™™U* @0 =UV™nU*UZ U*®0=WY und
(i) |Y) < 1Z']| <1 = ||X| und Gleichheit folgt aus (i).
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2.3 Die vollstindige Pick-Eigenschaft

Es sei € ein Hilbertraum.

Dieser Abschnitt wird den Beweis der erweiterten Version des Satzes von
Nevannlinna-Pick abschlieBen. Dazu erinnere man sich, dass man H?® & nach Satz
1.7 mit dem funktionalen Hilbertraum H C (£)?, der den reproduzierenden Kern
K(z,y) = Kg2(z,y)I¢ (x,y € D) besitzt, identifizieren kann.

Korollar 2.15. Es sei M C H? ® £ ein invarianter Teilraum des Operators
X=M:®Is € L(H*®E), wobei = € H® die identische Funktion bezeichne.
Ist T € L(M) ein Operator, der mit X|y kommutiert, so gibt es einen Multipli-
kator ® € M(H?> ® £) mit T = M|y und ||Msl|| = ||T|.
Beweis. Aus der Theorie der Hardyraume ist bekannt, dass M, eine Isometrie auf
H? definiert (vgl. [G]). Die Rechnung
i=1 ij=1
= Z(szu M, f;) (@i, 75)
ij=1
= D i i), ;)

i.j=1

=) fiowx|’
=1

fir fi,...,fn € H*und zy,...,z, € € zeigt, dass X* € L(H? ® £) isometrisch ist,
da die Menge

{Zfz®$za fla"')fnGHga xl?"'vzneg}
=1

bekanntermafien einen dichten Teilraum von H? ® & definiert. Dem Commutant
Lifting Theorem zufolge gibt es also einen Operator W € L(H? ® &) mit
Wi =T, |W| =|T|| und WX = XW.

Identifiziert man nun H2®¢& mit dem funktionalen Hilbertraum H C (£)P, der den
reproduzierenden Kern K(x,y) = Kgz(x,y)l¢ (x,y € D) besitzt und betrachtet
man X und W als Operatoren auf H, so erhélt man

X fiw) = > zfi
i1

=1
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fir fi,..., f, € H> uns x4, ..., 7, € £ Nun definiere man
o:D — L&),
PN (x) = W (lgx)(N),
und man beachte die Identitét
W*(zx) = WX (1g2z) = X W*(1g2z) (z€€).

Da die Menge
?:l = {Zflxlv fla"'7fn€H27 1’1,-..,37”65}
i=1

in A dicht liegt, kann man eine Folge (h,,), in H wiihlen, die in H gegen W*(12x)
konvergiert, sodass
W*(zz)(N) = NX"W*(1g21))
= i B (R
= )\ lim (S)\(hn)
= AWV (1g22)(N)
= Ae(\)(2)
= ®(A)(Az)
= (P(z2))(N) (A eD).
Damit folgt sofort
W (pz)(A) = (2(pr))(A) (A € D)

fiir ein beliebiges Polynom p € C[z].
Nun nutze man aus, dass die Polynome in H? dicht liegen: Ist f € H? und (p,)»
eine Folge in C[z] mit p, = f in H?, so gilt

WH(fr)(A) = lim G5 (p,a))
= lim W*(po)(M)
= lim (2 (py)) (V)
= lim B(N)0:(po2)
= (®(fx))(\) (AeD, z€8).
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Schlieflich erhélt man aufgrund der Linearitdt und der Stetigkeit der vorkommen-
den Operationen fiir beliebige ¢ € H> ® £

(W7g)(A) = (29)(A) (A e D),

sodass
dg = Wgec H*®E
fir alle g € H*® £.
Also ist ® € M(H? ® E) mit Mgy = W*, sodass T = M|y und ||[Ms]| = || T
[

Proposition 2.16. Es seien Ay, ..., A\, € D paarweise verschieden. Dann ist die
Familie (K),)!"y = (Ky2(-, M), in H? linear unabhingig.

Beweis. Seien piy, ..., 1, € C mit Y u; Ky, = 0.

i=1
Da H? die Polynome enthiilt, liefert die zentrale Eigenschaft des reproduzierenden
Kernes das lineare Gleichungssystem

0 = <zk7ZﬂiK)\i> = Zﬁz(zkaKAz> = Zﬁl)‘f
=1 =1 =1

fir alle k =0,...,n— 1.
Dies bedeutet gerade, dass der Vektor (fy,...,q,) € C* im Kern der Vander-
mondschen Matrix

Al AQ e An
v=| AN AN - N
A?fl Agfl . Az—l

liegt. Aus der linearen Algebra ist jedoch bekannt, dass

detV = J[ w—2A) #0

1<j<k<n
gilt, sodass V' injektiv ist. O]
Mit den bisherigen Ergebnisse erhélt man folgenden Beweis von Satz 2.7:

Beweis. (Nevannlinna-Pick, erweiterte Version)
Es seien Aj,..., A, € D paarweise verschieden und Wy,..., W, € L(C?®) derart,
dass die Pick-Matrix

P = ((Igs = WiW;)Kp2(Ni, ;)

1<ij<n
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positiv semidefinit ist. Der Unterraum
M = LH{K,; i=1,...,n} @C° (K,, = Kg2(-,\))
von H? ® C* ist invariant unter dem Operator X = M* ® Ics € L(H? ® C*), denn
X(Ky, ®v) = (M!Ky,)®v = MKy, ®v (i=1,...,n, veC.

Da die Familie (K,)?; der letzten Proposition zufolge linear unabhéngig ist, gibt
es eine lineare Abblldung T: M — M mit

K)\i XU K)\i ®WZ~*U

firi=1,...,nund v € C*.

Da T und X|u offenbar kommutieren, liefert Korollar 2.15 einen Multiplikator
d € M(H?>®C*) mit T = Mj|p und ||® = || T

Genau wie im Beweis von Satz 2.4 erhélt man fir vq,...,v, € C?*

((Tnges —17T) ( Z Ky, ® Uj) ; Z Ky, ® vi)uscs
=1 i=1

= > (s = W), v e K (A, Ay)
i,j=1
> 0,

sodass T' und damit Mg eine Kontraktion ist. Zuletzt zeigt

(Ky,, Kx)) iz (W}v,w)es = (K, @ Wiv, Ky, @ w)ygcs
(T(Kx ®0), Ky, ® w)nac:
= (M3(Kx, @ v), Ky, @ w)yscs
(K, @ D(\)"v, Ky, ® w)yecs

(K Kb (00) 0, whes

fiir v, w € C* wie gewiinscht



Kapitel 3

H®° - Interpolation

Im Folgenden seien (zj)i>1 eine Folge in D und (wy)x>; eine Folge in C.

3.1 Einleitung

Ziel dieses Kapitels wird es sein, interpolierende Folgen fiir den Hardyraum H
zu charakterisieren. Die zentrale Rolle wird dabei ein Satz von L. Carleson spielen,
der mithilfe des Satzes von Nevanlinna und Pick gezeigt werden soll.

Definition 3.1. Die Folge (z;)r>1 in D heifit interpolierend fiir H>, falls der

Operator
R:H™ =2, f = (f(2))k21

surjektiv ist.
Bemerkung 3.2. (a) Offenbar ist der Operator R stetig mit ||R|| < 1.

(b) Ist (2x)k>1 interpolierend fiir H*, so gilt z; # z; fiir i # j, denn da R surjektiv
ist, gibt es fiir verschiedene 7,7 > 1 ein f € H*® mit f(z;) =1 und f(z;) = 0.

Um die folgenden Aussagen etwas iibersichtlicher zu gestalten, soll nun etwas
Notation eingefiihrt werden:

Notation 3.3. Fiir j,n > 1 und z € D bezeichne

1— 2%

i=1
B(n) _ z Zi
J (2) H 1— 27
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Der Satz von Carleson formuliert nun eine dquivalente Bedingung dazu, dass
(zk)k>1 interpolierend ist:

Satz 3.4 (Carleson). Die Folge (zx)k>1 in D ist genau dann interpolierend fir
H®>, wenn die sogenannte Carleson-Bedingung (C)

ﬁ Zj — %
o 1= 2%

i#]

inf [B{"(z)] > 0

jn>1

6 = iInf

Jn=1

erfiullt ist.

Um die Notwendigkeit der Carleson-Bedingung zu zeigen, kann man Resulta-
te aus der Theorie der Hardyrdume verwenden, die hier lediglich zitiert werden
sollen. Zunéchst rufe man sich die Definition so genannter Blaschke-Produkte in
Erinnerung:

Satz 3.5. Ist (a,)n>1 eine Folge in D, die die Blaschke-Bedingung

o0

> (1=lan|) < o0

n=1

erfillt, so konvergiert das Produkt

()

kompakt gleichmdflig auf D, wobei man die Konvention a— = —1 fir o, = 0
festlegt. Die so definierte Funktion P liegt in H> mit ||P||p < 1.

Einen Beweis dieses Satzes findet man beispielsweise in [G].

Definition 3.6. Man nennt die Funktion P aus Satz 3.5 das Blaschke-Produkt
zur Nullstellenfolge (ay,)n>1.

Bemerkung 3.7. (i) Die Folge (2x)x>1 in D erfiille die Blaschke-Bedingung und
es sei P das dazugehorige Blaschke-Produkt.
Fiir z € D ist die Folge (|B™(%)]),>1 monoton fallend und es gilt
inf [B™(2)] = lim [B™(2)] = [P(2)].

n>1 n—00
(ii) Essei 0# f € H?, (0 <p < 0).
Man kann zeigen, dass die Nullstellenfolge (cv,)n>0 (wiederholt entsprechend

der Vielfachheit) zu f stets die Blaschke-Bedingung erfiillt (vgl. [G]), sodass
man folgenden Satz von F. Riesz formulieren kann:
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Satz 3.8 (F. Riesz). Sei f € H?, (0 < p < o0) und (tx)k>1 eine Teilfolge der
Nullstellenfolge von f. Ist P das Blaschke-Produkt zur Folge (ti)i>1, so gibt es
g € H? mit ||gll, = [ fll, und | = Pg.

Einen Beweis fiir den Satz von F. Riesz findet man auf Seite 56 von [G].

Beweis. (Notwendigkeit der Carleson-Bedingung)

Sei (zx)g>1 in D interpolierend fiir H°.

Dem Satz von der offenen Abbildung zufolge ist die Interpolationsabbildung R
offen, sodass M > 0 existiert mit

{a € il <1} C R({f € H=;|[flloc < M}).

Fiir j > 1 gibt es daher f; € H*® mit || fj||c < M und f;(z) = 0y, fiir alle & > 1.
Ist P; das Blaschke-Produkt zur Folge (zy) t21, 50 gibt es nach Satz 3.8 ein g; € H*
mit

fi = Pigijund [|gjllc = |fjlle < M fiiralle j > 1.

Es folgt fiir j > 1

|Pj(z;)|M > |Pi(z)llg;(z)] = |fi(z)] = 1,
sodass ]

1B ()] = |Pi(z)| > o7 firalle n > 1.

> = \ A > L
Da j > 1 beliebig war, ist also § j7171112f1 |B;" ()] > ;-

3.2 Der Beweis von Marshall und Sundberg

Der Beweis dafiir, dass die Carleson-Bedingung hinreichend fiir die Surjektivitét
des Interpolationsoperators R ist, wurde erstmals von L. Carleson im Jahr 1958
gegeben. Diese Arbeit mochte nun einen alternativen Beweis formulieren, der auf
einer Arbeit von Marshall und Sundberg [MS] aus dem Jahr 1994 beruht. Dazu
sind einige Hilfsaussagen vonnéten:

Notation 3.9. Fiir n € N und paarweise verschiedene zy, ..., 2, € D sei

G = sy 3oL fal)

und



36 KAPITEL 3. H* - INTERPOLATION

Lemma 3.10. Es seienn € N, z1,...,z, € D paarweise verschieden,
aiy...,a, € C und
~ e K
n)\2 2
= E aj(Bj ) ||k:]||3 e H-.

J

Dann gilt firi=1,...,n

ki
el

<K7 > = aiBZ‘(n)(Zi)QJ

und

1K < 26, layP?,

J=1

wobet die Funktionen BJ(»”) wie in Notation 3.3 definiert seien.
Beweis. Zunichst bemerke man, dass fiir z € D und j = 1,...,n die Identitét

(z — zz 1
(1—22) (1 25

(BI)2(2)k3(2) = H

S
Sl
(o

(z — 2)? 1
o (1= 2%)% (2 — )?
B™(z)?

(2 —2)?

gilt, sodass mit der Definition des Skalarprodukts auf H? folgt

I
==

—~

(B} (B0

(2= 2)* (2 —2)?

(BS)2k2, (B{)?k2) = {

S e
21 Jo o (e — z;)%(1 — e9%;)?
1 w
" 3 oy W PO wm
_d z
S dz(1-2m)?
1+ ij_i

(1= 27)%
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wobei ]B](.")| = 1 auf T und die Cauchysche Integralformel benutzt wurden.
Weiterhin ist

ZA _Z. 2
1 >1- ==
- 1-— ZjZ_Z'
S el 2 A1
B 11— 2z
_ A== 1)
1—zz?
sodass
L = )
[1—zz] — ' T

Insgesamt erhélt man

. . (1+ |2l = 272 (1 = |z]») 2
((B)2k2, (BM)2k2)| < ! !

|1 — 272
_1 _1
< 2(1 — |z]?) NL—WP){
- |1 — 2z

Fiir K folgt nun die Normabschéatzung

aa”b n n
IKE = TEPTeE (B, (B

byt HHkW
- ‘ajHai‘ (n) 2 n)\27.2
< Y oA ((BY)ES (B)RD)
2;H@WWM3 ’
Jagllasl (1 —Jzl?) 2 (1 = |z~
< 2 —
g;HkHWW3 1= 2z
(1 —lz) (A = |2/
=2 I lad TR
i,7=1
wobei man im letzten Schritt || k;|| = kj(zj)% =(1- \sz)’% ausnutzt.
Im Folgenden schreibe man nun
Az =1z
di; = , (,g=1,...,
J |1 _ ij_i|2 (7' J n)

und bemerke, dass
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Dann liefert Cauchy-Schwarz

n n 1 1
IK|P = 2 la;| Y d?la|d?,
j=1 i=1

< 2) gyl (Z dz’j) (Z \a¢|2dz’j)
j=1 i=1

i=1

< 203 (Z |aj|2> 5 (Z > |az‘|2dz‘j> 5

j=1 7j=1 i=1

< 207 (i\am)ﬁ(i\aiﬁf

Jj=1 i=1
n
= 20, ) |a]*.
j=1

Die erste Identitdt in Lemma 3.10 folgt aus B](-n)(zi) =0 firi,j € {1,...,n} mit
i # 7, denn
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]

Fiir den Beweis der néchsten Proposition benotigt man folgenden wohlbekann-
ten Satz iiber die Partialbruchzerlegung rationaler Funktionen:

Satz 3.11 (Partialbruchzerlegung). Es sei ¢ € C[z] ein Polynom mit

paarweise verschiedenen Nullstellen ¢y, ..., ¢, € C mit Vielfachheiten v(c;) = d;
firi=1,...,n. Weiterhin sei r € C[z] ein Polynom mit degr < degq.

Dann gibt es eindeutige komplexe Zahlen

Al € C (i=1,....n, k=1,...,d;),

sodass
r(z) _ Nmyn A
@ - i=1 k=1 (z =)t
firz#c, i=1,...,n.
Proposition 3.12. FEs seien zy,...,2, € D paarweise verschieden. Dann gibt es

firi=1,...,n Konstanten A%,... Al € C mit

B (k=) = 3 Ajks(2)

Beweis. Es seii € {1,...,n}.
Definiert man die Polynome r;, ¢ € C[z] durch

::]:

(2 —2;) und q(z Hl—zz]
=1 j=1

J#L

so gilt
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fir z € D. Fiir den Grad der Polynome r;, ¢ € C[z] gilt dabei offenbar

degr, = n—1,

{n, falls z; # 0 fiir alle j =1,...,n,

degq =
&1 n—1, falls z;, =0 fiir ein jo € {1,...,n}.

Man unterscheidet also zwei Falle:

(1) Gilt z; # 0 fiir alle j = 1,...,n, so folgt degr; < deggq, sodass es nach dem
Satz iiber die Partialbruchzerlegung komplexe Zahlen A%, ..., A’ € C gibt mit

R I
q(z) i Ej_l 1 —2%;

J=1

fur z € D. Damit erhalt man also
B (2)ki(2) = Y Alkj(2)
j=1

mit Aé-:—Az-Ej firj=1,...,n.

(2) Gibt esein jo € {1,...,n} mit z;, = 0, so folgt degr; = degq. Nach dem Satz
iiber die Polynomdivision gibt es eine komplexe Zahl 0 # Ago € C und ein
Polynom 7; € Clz] von Grad deg7; < degq mit

ri(z) o, Til2)

)~ T

fiir z € D. Analog zum ersten Schritt findet man nun Konstanten
Al e Cfiir j e {1,...,n}\{jo} mit

B = G5 = At D ARG = S Ak

iio
fir z € D, denn kj, = 1.
O
Lemma 3.13. Es scienn € N, zq,..., 2, € D paarweise verschieden, by, ...,b, €
C und §, = i:if,l..f. " \Bi(")(zi)\. Dann gilt die Abschdtzung
A = k; 20,
e > b:)* < || X_;b T [ 7 2 1b:]*.
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Beweis. Sei

= ZGJ(BJ(' ))2”/{;.] 3
j=1

2

il

mit aq,...,a, € C. Lemma 3.10 zufolge ist
Zbaz z’ = ‘Zb Hk”
= \(KZ@-—%W
— ||k H
< | ||Z o
k;
=2 ( o) 'Zb%n
i=1
Wahlt man :
a; = bl|(B )) (Zz>| (Z: 17‘ ’n)’
(B;")2(2:)

so erhalt man

(mf |(B (m)

/—\
P_ﬂ
s
_w

v
N

<Z |bi|2|<B§">><zi>|2>2

IN

und somit folgt die linke Ungleichung

n

Wie im Beweis zuvor sieht man

(B™k;, BE)

J

<13 S,
Tk

z— 2z z— 2

2@(2 |bz-|2) IS bkl
i=1 i=1 4

41
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Das Maf3 A sei dabei wie in Kapitel 1.3 definiert.

Daher ist
L \|2—be (k. k)
7 - 7
— &l i L7 HHkH
= b; [ —— k;)
; (1 1111 IIHk ||
1
= Y bibi—— (B ki, Bk
Z I
_ k.
= 1> bB"
W
Da zy,..., z, paarweise verschieden sind, gibt es Proposition 3.12 zufolge fiir

i=1,...,n Konstanten A},..., AY € C mit
B (z ZA@ (i=1,...,n),

sodass

B"k € M = LH{k;; j=1,...,n}.

Damit ist aber auch

Weiterhin gilt fir j =1,...,n

k; 1
(hy ) = D b (B ks )
1Kl z:: [ 1 1 ’
1
= Db B (ki)
z_: (11111 e
= b;B]"(z).
Betrachtet man erneut K, und wéhlt diesmal
a; = b (1=1,...,n),
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so folgt mit Lemma 3.10 fiir j =1,...,n

k; k; k;
< > = <K’ . >_<ha . >
ail 15 15
b_J (n) 2 7T p
= ————B;"(2)" — b;B;" (%)
B (z) ’
= 0.

Also ist K — h € M*, sodass
Ip* = (hh) = (K,h) < |Kl[A],

und damit
Al < |IK]

gilt. Insgesamt erh&lt man die rechte Ungleichung durch

k.
it = IRl
— Ikl

< K|
< 20, Z _ B
N |B(n) (z)]

20, —
S 52 Z |bi|27
=1

wobei die zweite Abschétzung dieser Kette aus Lemma 3.10 folgt. O

Die Abschéitzungen des letzten Lemmas wirken zunéchst sehr willkiirlich; Ka-
pitel 4 wird jedoch zeigen, dass Abschétzungen dieser Art eng mit Interpolations-
problemen verwoben sind, und wird damit dem letzten Ergebnis einen abstrakten
Hintergrund geben.

Satz 3.14. Die Folge (2x)r>1 in D erfiille

. n > 1_Zi2 1—22
(C)d = kbrllzf1|B,(€)(zk)|>0und Co = supz( ) = ) < 00

[ 11— 222

Weiterhin sei (wg)r>1 eine Folge in (> mit

53
20"

[(wi)iz1lloe <

Dann gibt es eine Funktion ¢ € H* mit ||¢||p < 1 und ¢(zx) = wy fiir k > 1.
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Beweis. Sei n € N. Man bemerke zunéchst, dass die Carleson-Bedingung (C)
offenbar z; # z; fiir i # j € {1,...,n} impliziert, denn gidbe es ¢ # j € {1,...,n}
mit z; = z;, so wire \B](-n)(zj)] = 0 und somit auch § = 0. Dies bedeutet gerade,
dass die Glieder der Folge (zj)r>1 paarweise verschieden sind.

Nun betrachte man die Pick-Matrix P zu zy,...,z, € D und wy,...,w, € C.
Ist a = (ay,...,a,) € C", so gilt

<PCL7 a) = Z diaj(l — w,@j)%j, k’z>
ij=1
= O ajk;, > aiki) = O wiaik;, Y wiaik)
j=1 i=1 j=1 i=1
1> " agkill> = 1> wjazh;|?
j=1 j=1

= 1wl l = 1S sl P
2 T Y 2

Benutzt man beide Ungleichungen aus Lemma 3.13, so erhélt man

5t & 2C, <
(Pa,a) = -7 > aP k11> - 52 > g Pl (151
=1 nooj=1
o4 2C 50 -
> n_ n 12 112
> 56, =5 o) 2 Ik

SEGUES ST
IO TS L
= 0.

Also ist P positiv semidefinit, sodass es nach dem Satz von Nevanlinna und Pick
ein ¢, € H*® gibt mit ||¢,|lp <1 und ¢, (2) = wy fiir k=1,...,n.

Dem Satz von Montel zufolge hat die Folge (¢,),>1 eine kompakt konvergente
Teilfolge (¢, )k>1 mit Grenzwert ¢ € O(D) und ||¢|p < 1, sodass ¢ € H*> mit
[¢]lp <1 und

o(z) = }L{lo%j(zk) = wy

fir £ > 1. O
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Das néchste Lemma zeigt, dass man die zweite Bedingung des letzten Satzes
weglassen kann:

Lemma 3.15. Die Folge (z;)k>1 erfille die Carleson-Bedingung (C). Dann gilt:

— (1= |z = [z
Cyx = su —— < 00
1@11); 11 — Zrz|?

Beweis. Sei 0 = Ain>f |B§n)(zj)| > (0 und £ > 1. Dann ist
]7

1 —zsz n>1

H||Zk = (inf |B{"(2n)])? > 47,

sodass

2p — 2
2log(d) < IOg<H||1k—zzk|2>

z#k
Die Logarithmus-Ungleichung log(z) < z — 1 fiir x > 0 sowie die Identitét

P et N €l 21 9 [l 09
11— Z2 |2 11— Zrzi|?

(vgl. Beweis von Lemma 3.10) ergeben dann

[ee) _ 12 o _ — 2
(L= =0~ ) :1+Zl R0 T4l ) o5,

— |1 — Zpz|? |1 — Zz?

z;ék

und somit ist
Co < 1—2log(d) < oc.

]

Bemerkung 3.16. Der Satz von Carleson folgt nun unmittelbar aus Satz 3.14
und Lemma 3.15, denn fiir beliebiges w = (wy)g>1 € ¢ definiert

(53 Wi
2Cw [[wlloo
eine Folge, fiir die Satz 3.9 ein ¢; € H™® mit ¢y (zx) = vy fir & > 1 liefert.
Dann ist

(Uk)k21 = ( )kzl c

|w]|002Cs0
¢ - T

eine Funktion mit ¢(z) = wy fir k > 1.

¢ € H™
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Kapitel 4

Abstrakte Interpolationsresultate

In diesem Kapitel sei X # () eine beliebige Menge, H, ein beliebiger Hilbertraum
und H C CX ein funktionaler Hilbertraum mit reproduzierendem Kern K ohne
gemeinsame Nullstellen.

4.1 Riesz - Systeme
Nun soll der Interpolationsbegriff aus Kapitel 3 auf beliebige skalarwertige funk-
tionale Hilbertrdume und deren Multiplikatoralgebren verallgemeinert werden:

Definition 4.1. Es sei ()\;);>0 eine Folge in X und ¢g; = % eH, 1>0.
Dann definieren

U M(H) = CY f e (F(N))iso

und
IM: H—CY fe ((f,9))iz0

lineare Operatoren. Man nennt
(i) (\i)i>1 interpolierend fiir M(H), falls ran(WV) = £*°.
(ii) (\i)i>1 interpolierend fiir H, falls ran(IT) = ¢2.

Um interpolierende Folgen fiir H zu charakterisieren, motiviert Lemma 3.13
folgende Definition, die man fiir den beliebigen Hilbertraum Hy formulieren kann:

Definition 4.2. Man nennt eine Folge (v;);en in Ho

e /> -beschrinkt nach oben, falls es eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass

oo oo
1> awil® < e laif?
=0 1=0

fiir alle Folgen (a;);en in € mit a; = 0 fiir fast alle i € N gilt.

47
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e (*-beschrinkt nach unten, falls es eine Konstante ¢ > 0 gibt, sodass

oo o
I Z a||* > CZ |a|*
=0 =0

fiir alle Folgen (a;);eny in C mit a; = 0 fiir fast alle i € N gilt.

e Riesz-System, falls sie />-beschrinkt nach oben und ¢?-beschriankt nach
unten ist.

e Riesz-Basis von H,, falls sie ein Riesz-System ist, und zusétzlich

Ho = V{vi} gilt.
i=0

Bemerkung 4.3. Es sei (v;);en eine nach oben ¢-beschrinkte Folge in Hy und
(ai)ien € £?. Da es eine Konstante ¢ > 0 gibt mit

m m
I Z@z‘vz’HZ < CZ |a,|*
i=n i=n

fiir alle m > n € N, ist die Reihe ) a;v; dem Cauchy-Kriterium zufolge konvergent

i=0
in Hy und erfiillt die Abschétzung
o0
| Zaivz‘HQ < dfl(a)ienllze-
=0
Fiir nach oben #2-beschrinkte Folgen und insbesondere fiir Riesz-Systeme kann

man also auch mit ¢2-Folgen an Stelle von endlichen Folgen argumentieren.

Definition 4.4. Sei 7 eine beliebige Indexmenge.
Eine Familie (v;);ez in Hy heifit topologisch frei, falls fiir alle i, € Z gilt

v ¢\ {uih

iig

Proposition 4.5. (i) Eine Familie (v;);ez in Ho ist genau dann topologisch frei,
wenn es eine Familie (u;)er in Ho gibt, sodass

(vi,uj) = 0y

fir alle i,j5 € T gilt.
Die Familie (u;)jez nennt man duales System zu (v;)ez.
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(i) Ist (v;)ier eine topologisch freie Familie in Ho, so gibt es ein eindeutiges
duales System (u;) ez 2u (v;)iez Mit

u; € \/{U,}
i€T
fiir alle 7 € T.

Dieses nennt man dann minimal.

Beweis. (i) Ist (v;)ier topologisch frei, so gibt es zu j € Z ein 4; € (\/{v;})*
i#]
mit (v, ;) # 0. Dann ist (u;);e7 mit

ein duales System zu (v;);ez.
Gibt es andererseits ein duales System (u;);ez zu (v;)ez, so ist offenbar

o ¢ \v}
i#]
fiir j € Z, denn sonst wire (vj,u;) = 0, da u; € (\/ {v;})*.
i#]
(ii) Ist (@) ez ein beliebiges duales System zu (v;);ez, so schreibe man
ﬂj = wj + Uj mlt

w; € (\{vh)*" v € \[{u}
ieT ieT
Dann ist (u;),ez offenbar ein minimales duales System zu (v;);ez.

Zur Eindeutigkeit: Sind (u;);ez und (w;);ez zwel minimale duale Systeme zu
(vi)iez, so gilt (u; —w;,v;) = 0 fiir alle 4,5 € Z, sodass

u—w; € (\{oh)n(\/{wh)" = {0}

€L €L

Lemma 4.6. Es sei (v;)ien eine Folge in Hy. Dann sind dquivalent:
(1) (vi)ien ist (*-beschrinkt nach unten.

(11) (v;)ien ist topologisch frei und das minimale duale System (w;)jen 2u (V;)ien
ist £2-beschrinkt nach oben.
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(iii) Es gibt eine nach oben (*-beschrinkte Folge (u;)jen in Ho mit
<’Ui,Uj> = 57Lj (Z,j € N)

Beweis. Die Implikation ,,(ii) = (iii)“ ist offensichtlich.

Um zu zeigen, dass die zweite Aussage aus der ersten folgt, bemerke man, dass die
Voraussetzung impliziert, dass die linearen Abbildungen

(e}
Tt LH{U“’Z S N} — (C, Zaﬂ)i = a; (] > O)
i=0
wohldefiniert und stetig sind. Hierbei seien in den vorkommenden Reihen nur end-
lich viele a; # 0. Dem Rieszschen Darstellungssatz fiir Hilbertraume zufolge gibt
es also fiir alle j > 0 einen eindeutigen Vektor

wj S \/{Ui}7
iEN
sodass die Abbildung
(ow) s \/{v} = C
ieN
das Funktional ; stetig fortsetzt. Die Identitét
(vi,wj) = m(vi) = 65 (i,7=0)

zeigt dann, dass (v;);en topologisch frei ist mit minimalem dualen System (w;),en.
Da (v;);en £*-beschriinkt nach unten ist, gibt es ein M > 0 mit

o0
1> ajwjll
j=0

= sup {\(Z a;wj, Zbivi)] ; (bi)ien endliche Folge in C mit || meH < 1}
=0 i=0

=0

IA

sup {| Z aib;| ; (b;)ien endliche Folge in C mit Z bi|? < M2}
i=0

i=0
o _ _62

sup {‘ Z aibi| ; (bi)ien € BM(O)}
i=0

IN

= M sup {I Zai5i| i (bi)ien € Ei (0)}
1=0

= M(Z |a;|?)

=0

N =
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fiir alle endlichen Folgen (a;);eny in C. Hierbei kann man M = wéahlen, wenn

S

(v;)ien £2-beschrinkt nach unten mit Konstante c ist. Damit ist ,, (i

~—

= (ii)“ gezeigt.

Es bleibt also noch ,,(iii) = (i)“ zu zeigen:
Da nach Voraussetzung die Folge (u;);en 2-beschréinkt nach oben ist, gibt es ein
c¢ > 0 mit

[
Vv

o oo oo [oe)
e 1> awill (O |ail?) 1Y a1 ajuy|
i=0 i=0 1=0 j=0

v
s
s
()¢
IS
<.
N
<

fiir alle endlichen Folgen (a;);ey in C. Damit ist (v;);en £2-beschrinkt nach unten.
]

Korollar 4.7. Ist (v;)ien ein Riesz-System in Ho, so ist (v;)ien topologisch frei
und das zu (v;)ien minimale duale System (u;);en ist ebenfalls ein Riesz-System.

Lemma 4.8. Es sei (\;)i>o eine Folge in X und g; = % € H, i > 0. Dann
qgilt:

Ist (N\;)i>o interpolierend fiir H, so ist (gi)i>o ein Riesz-System in H.
Beweis. Da (\;);>o interpolierend fiir H ist, ist die Abbildung

e H—= 0 fe ((f9)iz0
wohldefiniert und surjektiv.

(i) II ist stetig, denn ist (f,,)n>o eine Folge in H mit f, — f € H und
I1f, — g € ¢? fiir n — oo, so gilt

lim (o g))i = (i fu o) = ((f.0) = TIf

n—

g = lim IIf, =
n—oo

Damit ist II stetig nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen.
Bezeichnet (e;);>0 die Standardbasis von 2, so gilt fiir f € H

<f’H*€i>H = <Hf7€i>i2 - <fagz>7

sodass IT*e; = g; fiir alle ©+ > 0. Damit folgt fiir jede endliche Folge
a = (a;);>0 in C die Abschétzung
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||Zazgz'”2 = Z a;@;(g;, Gi)
=0 i,j=0
= Zaja_Z»(HH*ej,ei)
i,j=0
= (lllT*a, a)
< [IfP*allz.

(ii) Offenbar gilt ker(I1) = (\/ {g;})*. Damit ist die Abbildung
i=0

=11

Vitod = Vg = £
bijektiv und stetig, sodass nach dem Satz von der inversen Abbildung auch
o 2= \/Ha}

stetig ist. .
Definiert man h; = I te;, ¢ > 0, so erhiilt man

o0
I awhil® = [T al® < I )allz
1=0

fir jede endliche Folge a = (a;);>0 in C. Damit ist die Folge (h;);en nach
oben ¢*-beschriinkt.
Weiterhin folgt aus

Ie; = Pyygllie; = g;
fiir j > 0, die Identitat
(hiyg;) = (e, (11")7'g;) = (ere;) = b,

sodass (g;)ien topologisch frei ist mit dualem System (h;);en. Aus Lemma
4.6 folgt schlieflich, dass (g;)ien nach unten ¢*-beschrinkt ist.

]

Auch die Umkehrung von Lemma 4.8 gilt, sodass Riesz-Systeme interpolierende

Folgen charakterisieren:
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Lemma 4.9. Es sei (\;);>o eine Folge in X und g; =

TRCA? 1 > 0. Dann gilt:

Ist (g:)i>o0 ein Riesz-System, so ist (\;);>o eine interpolierende Folge fiir H.

Beweis. (i) Ist (g;)i>0 ein Riesz-System, so ist das dazu minimale duale System

(h;)j>0 Korollar 4.7 zufolge ebenfalls ein Riesz-System.

Fiir (a;);50 € % konvergiert die Reihe Y a;h; in H also nach Bemerkung
j=0
4.3 mit

H(Z ajh;) = (<Z ajhy, 9i>),~>0 = (ai)izo0-
j=0 j=0 -
Damit gilt £ C ran(II).
Um die umgekehrte Inklusion einzusehen, definiere man die lineare Abbildung

L: =M, (a)izo— Y g
=0

Da (g;)i>0 ein Riesz-System ist, ist L Bemerkung 4.3 zufolge wohldefiniert
und offenbar stetig. Weiterhin zeigt

i=0 i=0
fir f € H, (a;); € (2, dass fiir jedes feste f € H die Reihe > @;{f, g;) fiir
i=0

alle (a;); € ¢ konvergiert. Da damit fiir festes f € H die Abscl_léitzung
n l n
2 _ —52
(L irak)” = sw{I> atrals @50}
i=0 i=0

< Sup{!gai<f,9¢>\ : (a:): € B, (0) }

—?

= sup {|<L*fa (ai)i)| ; (ai)i € By (0) }
= [[L*fle
fiir alle n € N folgt, erhélt man

(2“’9”2)% < oo,

sodass ITf in ¢* liegt. Somit gilt also ran(IT) C ¢2.
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4.2 Der Zusammenhang zwischen IS(H)
und IS(M(H))

Im Folgenden soll die Menge der interpolierenden Folgen fiir H mit IS(H) bezeich-
net werden. Analog bezeichnet man die Menge der interpolierenden Folgen fiir

M(H) mit IS(M(H)).

Es stellt sich unmittelbar die Frage, wie interpolierende Folgen fiir H und in-
terpolierende Folgen fiir M(#) zusammenhéngen. Eine erste Antwort liefert der
folgende Satz:

Satz 4.10. Ist H ein skalarwertiger funktionaler Hilbertraum ohne gemeinsame
Nullstellen, so gilt
ISM(H)) C IS(H).

Beweis. Es sei ()\;);>o eine interpolierende Folge fir M(H), ky, = K(-,\;) und

gi = %,@ > 0. Lemma 4.9 zufolge gentigt es zu zeigen, dass (g;); ein Riesz-
System ist.

Die Interpolationsabbildung
U M(H) =07, ¢ (6(N))izo

ist stetig, denn aus der Identitét

loxll = llkx [l (= 0)
folgt die Abschéatzung
[p)lEx I = lo(Xe)ka, (X:)]
= B Pl
fir i >0, ¢ € M(H) und somit
V()] < ol

fir alle ¢ € M(H), da ‘H keine gemeinsamen Nullstellen besitzt.
Da die Abbildung ¥ nach Voraussetzung surjektiv ist, ist sie dem Prinzip der
offenen Abbildung zufolge offen. Folglich gibt es eine Konstante ¢ > 0, sodass fiir

alle w = (w;)en € Eﬁw(O) ein ¢, € M(H) existiert mit ¢,,(\;) = w; fiir alle i > 0
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und My, || < .
Zusammen mit der Identitat
Mg, gi = Wigi

liefert dies fiir beliebiges n € N und Skalare ay, ..., a, € C die Abschéitzung
1 amigill” < 1D a9 (1)
§=0 5=0

fir alle (w;)ien € Eiw(O).
Fiir jede reellwertige Folge (¢;); folgt mit der Wahl w; = ¢*™ fiir j > 0 dann fiir
jedes n € N die Ungleichung

Zajakezm(tk—tj)@j,gm < C2||Zajgjl|2' )
4,k=0 7=

Die Funktion

f 0,1 — C,

(to, - ) > agape®™ ) (g, gp)
k=0

ist offenbar Lebesgue-integrierbar und durch Integration von (2) erhélt man die
Ungleichung

/ flto,- o tn) dlto, .. ta) < A1 ajg50*
[071}n+1 =0

Andererseits gilt fir j, k € {0,...,n}

1 1
/ eQWi(tk—tj) d(to’ o ,tn) — / / 627Ti(tk_tj) dtkdt] = 6k],
[0,1]n+1 0 7o

sodass

n n

J St ditor ) = S laPlal = Y lef
0,1]™

j=0 7=0

Insgesamt folgt also fiir beliebiges n € N und Skalare ag,...,a, € C

1 n n
0—22!%\2 < D aigil* (3)
§=0 §=0
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Um die noch fehlende Abschitzung zu erhalten, bemerke man, dass (2) richtig
bleibt, wenn man a; durch e*™ia; ersetzt. Damit folgt dann

Z ajar(g;, gr) < ¢ Z a;ape”™ ™ (g5, i)
G k=0 jik=0

Integriert man ganz analog zum vorherigen Schritt, so erhdlt man diesmal

1> agl® = > a@lgo) < Aol (4)
j=0 Jj=0

J,k=0

Da n € N beliebig war, zeigen (3) und (4) schliellich, dass (g;); ein Riesz-System
ist. U

Betrachtet man noch einmal den Beweis des Satzes von Carleson aus dem drit-
ten Kapitel, so erkennt man, dass die wichtigsten Schritte folgende waren: Zunéchst
wurde gezeigt, dass (g;); ein Riesz-System in H? ist, danach wurde entscheidend
genutzt, dass H? die Pick-Eigenschaft besitzt. Dies legt die Vermutung nahe, dass
die Inklusion aus Satz 4.10 fiir einen skalarwertigen funktionalen Hilbertraum
ohne gemeinsame Nullstellen, der die Pick-Eigenschaft besitzt, zur Gleichheit wird.
Im Beweis dieser Aussage nutzt man folgende Bemerkung;:

Bemerkung 4.11. Fiir ¢ = 0,...,n selen w; € C, \; € X, k; = K(-,\;) und
Die Positivitédt der Pick-Matrix

P = (1 — wiw;){k;, ki) Jo<ij<n

ist offenbar aquivalent zur Positivitat der Matrix

P = ((1 —wiw;){g;, 9i) )o<ij<n

denn

P = A*PA,

wobei A = (a;;)o<ij<n die Diagonalmatrix mit Eintrigen a;; = Hkl-u(sij ist.

Satz 4.12. Besitzt H die Pick-Figenschaft, so gilt ISAOM(H)) = IS(H).

Beweis. Es sei (\;);>o eine interpolierende Folge fir H und (g;);>0 wie bisher de-
finiert.
Da (g;); ein Riesz-System ist, gibt es ¢, co > 0, sodass

o o o0
aY lal < 1D agl* < @) |al
=0 =0 =0
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fiir alle endlichen Folgen (a;); in C. Fixiert man n € N und eine Folge w = (w;);>0
in £ mit || < /<, so ist die normalisierte Pick-Matrix

P = ((1 —ww;){g;, 9:))o<ij<n € M(n,C)

aus der letzten Bemerkung positiv definit, denn fiir alle ay, ..., a, € C gilt
ao ap n
Pl o )= el — waw)) g, )
an an 1,j=0

n n
= | Z@i9i||2 — |l Zaz‘@igiHQ
=0 =0
n n
> 1 Z |ai)* — ¢ Z |a;w;|*
1=0 =0
n
> (S k) e -l

i=0
> 0.

Da H die Pick-Eigenschaft besitzt und n € N beliebig war, erhélt man nun eine
Folge (¢n)n>0 in M(H) mit ¢, (\;) = w;, i =1,...,n,und ||¢,|| < 1firallen € N.

Nun erinnere man sich an die Spur-Dualitit aus Abschnitt 1.4, und versehe L(H)
mit der von dem Dualsystem (C*(#), L(H)) induzierten w*-Topologie.

Dem Satz von Alaoglu-Bourbaki zufolge hat die beschrankte Folge

(M,)n>0 = (Mg, )n>o0 in L(H) ein w*-konvergentes Teilnetz (M, )aca mit Grenz-
wert T' € L(H). Bemerkung 1.22 zeigt dann, dass fiir alle z,y € H

(Mp,z,y) = (Tz,y)

gilt, sodass (M, )aca auch in der schwachen Operatortopologie gegen T' konver-
gNIZgl. Korollar 1.15 folgt damit 7' = M,, fiir ein ¢ € M(H) mit

o(Ni) = (09:i,9:) = li£1<¢na9ugi> = hgl Pna(Ni) = wi.
Fiir eine beliebige Folge 0 # w = (w;);>o in /> wihle man ¢ € M(H) mit

1 Wy

Qg()\z) =

ez [w]lo
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o = \[2uled e Mo,
1

und setze
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Symbolverzeichnis

Normabschluss der linearen Hiille der Menge {. .. }
Kern des Operators T’
Menge der komplexen Zahlen

Menge der Polynome in einer Unbekannten z mit komplexen Ko-
effizienten

Offene Einheitskreisscheibe in C

Menge der natiirlichen Zahlen, beginnend bei 0

Menge der reellen Zahlen

Einheitskreis in C

Borelsche o-Algebra auf dem Einheitskreis T

Menge der Funktionen mit Definitionsmenge X und Zielmenge £
Analytisches Tensorprodukt der Hilbertrdume H und £

Orthogonales Komplement des Hilbertraums H im Hilbertraum

K

Menge der auf der offenen Einheitskreischeibe holomorphen Funk-
tionen

Bild des Operators T'
Offene Kreisscheibe in C mit Mittelpunkt 0 und Radius r
Hardyraum der Ordnung 0 < p < oo

Vektorraum der linearen, stetigen Operatoren auf einem
Hilbertraum &
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L(&, &) Vektorraum der linearen, stetigen Operatoren von einem
Hilbertraum &; in einen Hilbertraum &,

L*(T) Beziiglich des iiblichen Oberflaichenmafles quadratisch integrier-
bare Funktionen auf dem Einheitskreis T

LH{...} Lineare Hiille der Menge {. ..}



Ich bedanke mich bei Prof. Eschmeier fiir die ausfiihrliche Betreuung dieser
Arbeit, bei den Teilnehmern meines Bachelorseminars fiir den anregenden und
hilfreichen mathematischen Ideenaustausch, sowie bei meiner Familie und meinen
Freunden fiir ihre Unterstiitzung wiahrend meines Studiums.



