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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns mit folgender Fragestellung beschéftigen:

“Sind je zwei vollstindige Normen auf einer
komplexen Algebra A dquivalent?*

Hat A endliche Dimension als Vektorraum, so sind alle Normen auf A dquivalent und
somit kann die obige Frage in diesem Fall positiv beantwortet werden.

Im Fall unendlich dimensionaler nicht unitaler Algebren kann wie folgt ein Gegenbeispiel
konstruiert werden.

Nach einem Resultat von D. Langwitz ([I], Satz 1) gibt es zu jedem vorgegebenen, un-
endlich dimensionalen Banachraum (A, ||-||) eine iiberabzéhlbare Indexmenge A und eine
Familie (||-||a)aca paarweise nicht dquivalenter, vollsténdiger Normen auf A. Schliefilich
wird (A, ||-||a) fiir jedes o € A vermdge der Multiplikation

cAXA— A, (z,y) — 0

zu einer nicht unitalen Banachalgebra. Bezeichnet weiter A die Unitalisierung der Al-
gebra (A, -), so induziert die Familie (||-||o)aca eine entsprechende Familie von paarweise
nicht dquivalenten, vollstindigen Normen auf A,. Somit sind die entsprechenden Gegen-
beispiele gefunden.
Andererseits folgt aus Definition dieser Arbeit sofort, dass die obigen Banachalgebren
(A, []la) ( € A) nicht halbeinfach sind.
Betrachtet man nun eine kommutative halbeinfache Banachalgebra A, so kann man, wie
im Folgenden dargelegt, mit wenig Aufwand zeigen, dass alle vollstéandigen Normen auf A
dquivalent sind (siehe auch [2], S.1).
Seien ||-||1 und ||-||2 vollsténdige Normen auf einer kommutativen, halbeinfachen Banachal-
gebra A und (ay)nen eine Folge in A sowie a € A ein Element mit

lim |lap|i =0  und lim ||a — apll2 = 0.

n— oo n—oo
Nach dem Graphensatz ([3], Satz 8.11) folgt die Stetigkeit von id4: (A, ||-||1) = (A, ||]|2)
und damit die Aquivalenz der beiden Normen, wenn man zeigen kann, dass a = 0 ist.
Mithilfe von Satz welcher besagt, dass der Spektralradius r: A — R auf kommutativen
Banachalgebren subadditiv ist, folgt aus

r(a) < r(ap) +r(a—ay)
< llanll1 + lla — anll2

fir alle n € N, dass r(a) = 0. Ein Satz von Zemadnek (Satz zeigt nun, dass a im
Jacobson-Radikal von A liegt und darum a = 0 gilt.



Inhaltsverzeichnis

Der Beweis, dass das soeben bewiesene Resultat auch ohne die Forderung der Kommu-

tativitdt an die zugrunde gelegte Banachalgebra A richtig bleibt, konnte erst im Jahr 1967
durch B. E. Johnson [4] erbracht werden. In seinem Beweis nutzt er irreduzible Darstel-
lungen, mit denen er das Problem auf den Fall primitiver Algebren reduzieren und l6sen
kann.
Bernard Aupetit [2] fand 1982 einen alternativen Beweis des Satzes von Johnsons, der sich
auf die Theorie subharmonischer Funktionen stiitzt. Ziel dieser Arbeit ist die ausfiihrliche
Darlegung von Aupetits Argument aus [2] und die Ausarbeitung der hierfiir benétigten
Hilfsresultate.

Im ersten Kapitel stellen wir zunéchst einige funktionalanalytische Grundlagen iiber
unitale Banachalgebren bereit, die wir im Laufe der Arbeit benutzen werden.
Das zweite Kapitel widmet sich der Theorie subharmonischer Funktionen. Neben grundle-
genden Eigenschaften beweisen wir ein Resultat von Vesentini aus dem Jahre 1968 (Satz
2.23)) und formulieren eine Version des Satzes von Liouville fiir subharmonische Funktio-
nen (Korollar [2.31)).
Im darauffolgenden Kapitel definieren wir das Jacobson-Radikal einer unitalen Algebra.
Wie auch im Falle einer kommutativen halbeinfachen Banachalgebra spielt dieses im Be-
weis des Hauptresultates eine entscheidende Rolle. Im Zusammenhang damit ben6tigen
wir einige Resultate {iber irreduzible Darstellungen, wie etwa den Dichtheitssatz von Ja-
cobson, die wir im Anschluss bereitstellen.
Das letzte Kapitel enthilt die Hauptergebnisse dieser Arbeit. Zunichst beweisen wir den
erwiahnten Satz von Zemaének, der mithilfe der Theorie subharmonischer Funktionen wei-
tere Charakterisierungen des Jacobson-Radikals liefert. Anschlieend kénnen wir einen
Beweis des Satzes von B.E. Johnson liefern. Als weitere Anwendung untersuchen wir die
Subadditivitédt des Spektralradius in kommutativen Banachalgebren.
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1 Praliminarien

Alle Algebren, die im Laufe der Arbeit betrachtet werden, seien unital und komplex. In
diesem Kapitel bezeichne A eine Banachalgebra mit Norm ||-||. Zunéchst stellen wir einige
Grundlagen iiber Banachalgebren bereit.

Definition 1.1. Fiir a € A nennt man
ola)={AeC|rA—a¢g A}

das Spektrum von a in A. Dabei sei A~! = {z € A | x invertierbar in A}.

Lemma 1.2. (a) Fira € A mit |lal]| <1 ist 1 —a € A™! und es gilt
oo
(1-a)'=> a"
n=0

(b) Die Menge A~' C A ist offen und die Abbildung

A — AL z— !

ist ein. Homdoomorphismus.
(¢) Firae Aist ) # o(a) C C kompakt mit o(a) C{A e C ||\ <|a|}.
Einen Beweis findet man in [3, Lemma 5.9] und [3, Bemerkung 5.10].
Satz 1.3. Sei x € A. Fiir jede offene Menge U C C mit o(x) C U ezistiert ein § > 0 so,
dass o(y) C U fir alley € A mit ||x —y|| < 9.

Beweis. Seien z € Aund U C C offen mit o(x) C U. Angenommen es gébe Folgen (A,)nen
in C und (zp)nen in A mit lim, oo 2, = z und A, € o(z,) NUC fiir alle n € N. Wegen
IAn| < |lznl ist (An)nen beschriankt. Insbesondere existiert eine Teilfolge (A, )ken und ein
A € U mit limg_,o0 Ap, = A und somit ist A —x € A~!. Nach Lemma u miisste es ein
ko € N geben so, dass \,, —xp, € A1 fiir alle k > kg, was aber nach Voraussetzung nicht
moglich ist. O

Definition 1.4. Fiir a € A nennen wir
r(a) =sup{[A| | A € o(a)}

den Spektralradius von a in A. Gilt r(a) = 0, so heifit a quasinilpotent.

Wie etwa in [[5], Theorem 3.2.8] beweist man folgendes Lemma.
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1 Préaliminarien

Lemma 1.5. Fira € A gilt r(a) = limnaooHan”%'

Bemerkung 1.6. Insbesondere gilt 7(Aa) = |A|r(a) fiir alle A € C und a € A.

Als néchstes erinnern wir an die Definition holomorpher Banachraum-wertiger Funktio-
nen.

Definition 1.7. Seien X ein Banachraum, U C C offen und zy € U. Eine Abbildung
f: U — X heifit komplex differenzierbar in zg, falls der Grenzwert

p £) = £(0)
2—20 zZ— 20

in X existiert. Die Funktion f heifit holomorph auf U, falls sie in allen zy € U komplex
differenzierbar ist.

Bemerkung 1.8. Man kann zeigen, dass sich die iiblichen Rechenregeln fiir holomorphe
Funktionen f: U — C auf holomorphe Funktionen ¢: U — X {ibertragen.

Beispiel 1.9. Fiir eine holomorphe Funktion f: U — X wie in Definition ist
expof: U — X, z — exp(f(z))

holomorph auf U.
Fiir einen Mafiraum (X, M, 1) sei

LYX, M, p) = {f: X —C ‘ f M-messbar mit / |fldu < oo}.
X

Lemma 1.10. Sei (X, M, p) ein Mafraum und f: X — [—o0,00] M-messbar. Dann ist
f genau dann p-integrierbar, wenn es ein f € LY (X, M, ) gibt mit f(X) CR und f = f
p-fast tberall.

Einen Beweis dazu kann man in [[6], Corollary 2.3.13] finden.

Zuletzt geben wir eine Definition fiir harmonische Funktionen. Dabei sei
D, (z0) ={z € C | |z — 29| <7} fiir zp € Cund r > 0.

Definition 1.11. Sei U C C offen und f: U — C stetig. Wir nennen f harmonisch, falls
fiir alle @ € U und r > 0 mit D, (a) C U gilt

f(a) = / f(a + rE)dA(E).

Bemerkung 1.12. Wie etwa in [[7], Korollar 1.10] sieht man, dass diese Definition
dquivalent dazu ist, dass f: U — C zweimal stetig partiell differenzierbar ist mit Af = 0.
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2 Subharmonische Funktionen

2.1 Eigenschaften subharmonischer Funktionen

Im Folgenden seien R_o, = R U {—o0}, D = D;(0) und T = 9ID. Weiter seien
m: B(R) — [0, 00] das Lebesgue-Borelsche-Maf} und

A B(T) — [0,1],  Ar %m({t € [=m 7] | e € A}).

Definition 2.1. Sei U C C. Eine Abbildung f: U — R_., heifit oberhalbstetig, falls fiir
alle t € R die Menge

{zeU| f(z) <t}

offen in U ist.

Bemerkung 2.2. Die Abbildung f: U — R_, ist genau dann oberhalbstetig, wenn

limsup f(y) < f(z)

y—a

fiir alle z € U gilt.

Beweis. Ist f oberhalbstetig, so ist fiir xg € U und € > 0 die Menge
{zeUl f(z) < flxo) +e}

offen, sodass es ein 6 > 0 gibt mit f(x) < f(zo)+e fiir alle x € Ds(x). Umgekehrt seit € R
und zp € U mit f(xg) < t. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 mit f(x) < f(xo) + ¢
fiir alle © € Ds(xp). Wahlt man e =t — f(x0), so ist

{zeU]| f(x) <t}

offen. O

Beispiel 2.3. Die Abbildung

r: A—R, a— r(a)
ist oberhalbstetig.
Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz O

13



2 Subharmonische Funktionen

Satz 2.4. Sei U C C offen.
(a) Sind u,v: U — R_o oberhalbstetig, so auch u + v, max(u,v): U — R_.
(b) Sind u;: U — R_ (i € I) oberhalbstetig, so auch infjeru;: U — R_.
Beweis. (a) Fiir t € R sind die Mengen
{zeUulz)+v(z) <t} = U {zeUlulz) <ti}n{zeU|v(z) <t}
t1+ta=t
und
{z €U | max(u(z),v(z)) <tl={z€U|ulz) <t}n{zeU|v(z) <t}

als Schnitt bzw. Vereinigung offener Mengen offen.

(b) Fiir t € R ist
{z €U | inficrui(z) <t} = U{Z eU | ui(z) <t}
i€l
als Vereinigung offener Mengen offen.

O]

Satz 2.5. Sei u: K — C eine oberhalbstetige Funktion auf einer kompakten Menge
K CC. Dann ist u auf K nach oben beschrinkt und nimmt sein Supremum auf K an.

Beweis. Es ist ({2 € G | u(z) < n})nen eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt
ist, gibt es ein ny € N so, dass u(z) < ng fiir alle z € G, womit u nach oben beschrinkt
ist. Ist M = sup,c u(z) und wére

u(z) < M

fiir alle 2 € K, so wiire ({z € G | u(z) < M — 11}),cn eine weitere offene Uberdeckung von
K und daher gébe es wieder ein m € N mit

1
uz) <M—-—<M
m
fur alle z € K, ein Widerspruch. O

Satz 2.6. Seien K C C kompakt und u: K — R_., oberhalbstetig mit v Z —oo. Fiir
k > 1 definieren

ug(2) = sup{u(z) — klz — 2}

zeEK

stetige Funktionen up: K — R, die punktweise monoton fallend gegen u konvergieren.

14



2.1 Eigenschaften subharmonischer Funktionen

Beweis. Nach Satz[2.5/und der Voraussetzung u # —oo ist uy, fiir jedes k > 1 wohldefiniert.
Seien nun k > 1 und 1,29,y € K. Wegen

u(y) — klz1 — yl — (u(y) — klza — y)| = k|lz1 — y| = |22 — o]
< kl|z1 — a2

gilt

ug(z1) = SUII;{U(ZJ) — klz1 — y|} < up(z2) + k|l — z2].
ye

Analog folgt

ug(z2) < ug(z1) + klzr — 2
und damit

|ur (1) — up(x2)| < k| — z2]

fiir alle z1, 29 € K.
Sei xg € K mit u(xg) > —oo. Offensichtlich gilt v < ugy1 < uy punktweise fiir alle k£ > 1
auf K und damit u(zg) < limg_,oo uk(x0). Andererseits gilt

up(w0) < max (| sup_uly) sup{utz) - kR})

fir alle k € N und R > 0 und damit

lim ug(wo) < sup  u(y).
k—oo ly—z0|<R

Da u oberhalbstetig ist, folgt aus Bemerkung klim up (o) < u(zp) mit R — oo.
—00
Sei nun z¢ € K mit u(xg) = —oo. Nach Satz [2.4] sind fiir alle n € N die Funktionen

gn: K — R, x — max(u(x), —n)

oberhalbstetig. Mit dem bereits Gezeigten folgt, dass fiir alle n, k € N die Funktionen

U K — C, x — sup{gn(z) — k|z — z|}
zeK
stetig sind mit
lim ug p(20) = gn(x0) = —n (2.1)
k—oo

fiir alle n € N. Somit existiert ein N € N so, dass uy, < —n+ 1 fiir alle k € N gilt. Wegen

Uk,n (T0) = max(ug(xo), su};;{—n — k|zo — 2|})
ze

— max(ug(z0), —n)

> ug(z0)

erhilt man ug(xo) < —n + 1 fiir alle £ € N und die Behauptung folgt.
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2 Subharmonische Funktionen

Definition 2.7. Sei U C C offen. Eine Abbildung u: U — R_,, heifit subharmonisch auf
U, falls u oberhalbstetig ist und fiir jede kompakte Menge K C U, fiir die h: K — R
stetig und h’lnt(K) harmonisch ist mit v < h auf 9K, bereits u < h auf K folgt.

Lemma 2.8. Seien U C C offen sowie u: U — R_, subharmonisch. Dann gilt fiir zo € U

und r > 0 mit Dy (z0) C U und u(zg) > —o0, dass
T — R_o, & — u(zp +18)

A-integrierbar ist mit
u(zp) < / u(zo + r&)dA(§).
T

Beweis. Nach Satz existieren stetige Funktionen h,: dD,(z9) — R (n € N) so, dass
(hn)nen punktweise monoton fallend auf 9D, (zp) gegen u konvergiert. Laut [7, Satz 1.7]
existiert fiir jedes n € N eine stetige Fortsetzung h,: D;(z9) — R von h,, so, dass hn‘ D

20)
harmonisch ist. Fiir alle n € N gilt dann

—00 < u(20) < hn(20)

=1lim | hy(z0 + sE)dA(E)
str Jr

- / (20 + rE)AA(E).
T

Indem man ein ¢ € R wéhlt mit ¢ > hy auf 0D, (2p) und beachtet, dass

/T (c = ) (20 + rE)AN(E) < ¢ — u(z0) < o0,

erhdlt man mit dem Satz von der monotonen Konvergenz [6, Corollary 2.4.1]

0< /IFC — u(zo + r&)dA(E)

= lim [ ¢— hp(z0 + r&)dA(E)

n—oo T
< ¢ —wu(zp) < 0.
Lemma zufolge existiert ein @ € LY(T, B(T), \) mit @(T) C R sowie @(£) = u(zg + 7€)
fir A-fast alle £ € T. Somit gilt

u(zo) < /T A(E)dA(E) = /T u(zo 4+ r€)AA(E).

Bemerkung 2.9. Setzt man fiir f: T — R_,, mit A-integrablem Positivteil fT

/ FdX = {fqr JdA, falls auch f~ A-integrierbar ist
’]I‘ —

00, sonst

so gilt Lemma [2.8 auch ohne die Forderung u(zy) > —oo.

16



2.1 Eigenschaften subharmonischer Funktionen

Satz 2.10 (Maximumprinzip). Sei u: G — R_o subharmonisch auf einem Gebiet
G C C. Gibt es ein zp € G mit u(z) < u(zg) fir alle z € G, so ist u konstant.

Beweis. Sei ohne Einschriankung u(zp) > —oo. Wegen
{zeG|ulz) =u(z)} =G\{z € G| u(z) < u(z)}

ist die Menge 0 # M = {z € G | u(z) = u(zp)} abgeschlossen in G. Es geniigt also zu
zeigen, dass M C G offen ist. Seien dazu w € M und R > 0 so, dass Dr(w) C G. Gébe es
ein §o € T und r € (0, R) mit

u(w + r&y) < u(zg) = u(w),
so gibe es eine offene Umgebung U C T von tg und ein € > 0 mit
u(w+7r€) <u(z) —¢

fir alle £ € U. Dann erhélt man durch

u(z0) < / u(w + r€)dA(€)

T

< [uteo) ~er©) + [ utw+reane)

U T\U
< u(zo) - [ dN(©
U
< u(zp)
einen Widerspruch. Die Behauptung folgt nun aus Lemma [2.8 O

Korollar 2.11. Sei u: C — R_o subharmonisch mit u(z) > 0 fir alle z € C und
limy,| o0 u(2) = 0. Dann ist u = 0.

Beweis. Wegen lim|,|_,, u(z) = 0 existiert ein 2o € C mit u(zp) > u(z) > 0 fiir alle 2z € C.
Laut Satz ist u = ¢ fiir ein ¢ € C und nach Voraussetzung muss gelten ¢ = 0. O

Satz 2.12. Seien U C C offen und u: U — R_,. Dann sind dquivalent

(i) w ist subharmonisch,

(11) w ist oberhalbstetig und fir zo € U und r > 0 mit D,(z9) C U ist
T — R_o, &— u(zo +18)

A-integrierbar mit

u(zp) < /Tu(zo + 7r&)d\(E).

17



2 Subharmonische Funktionen

(iii) w ist oberhalbstetig und erfillt die Mittelwertabschitzung, d.h. fir zo € U existiert
ein ro > 0 so, dass fir alle r € (0,79) gilt

u(zp) < /11‘u<20 + 7r&)d\(E).

Beweis. Nach Lemma 2.8 folgt (i) aus (i) und offensichtlich auch () aus (). Seien nun
K C U kompakt und h: K — R stetig so, dass A (k) harmonisch ist und u < h auf 0K
gilt. Da u — h nach Satz [2.4] oberhalbstetig auf K ist, existiert laut Satz[2.5|ein 2y € K so,
dass (u — h)(2) < (u— h)(z0) fur alle z € K gilt. Gébe es ein w € K mit (v — h)(w) > 0,
so wire

0£M={z€K|(u—h)(z)=(u—h)(z)} C ht(K)

kompakt. Nach Voraussetzung erfiillt w — h in jedem z € Int(K) lokal die Mittelwert-
abschitzung, wodurch genau wie im Beweis von folgt, dass M C Int(K) offen ist. Als
offene und kompakte Menge wire damit M = C kompakt, ein Widerspruch.

O

Satz 2.13. Sei (up)nen eine monoton fallende Folge subharmonischer Funktionen auf ei-
ner offenen Menge U C C. Dann ist der punktweise Limes u = lim,_,oo U, subharmonisch

auf U.
Beweis. Ohne Einschrankung sei u,, # —oo fiir ein ng € N. Wegen

u(z) Jim_w (2) inf u (2)

fiir alle z € U ist u nach Satz [2.4] oberhalbstetig.

Seien zgp € U und r > 0 mit D,(z9) C U und u(zp) > —o0. Es ist (—uy)pen eine mono-
ton wachsende, punktweise auf 9D, (zy) gegen —u’ D, (=) konvergente Folge integrierbarer

Funktionen mit

—00 < /T—uo(zo + 7&)d\ (&)

IN

[ =t re)ane
< —up(20) < —u(zp) < 0

fiir alle n € N. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz [6, Corollary 2.4.1] gilt

—u(zp) = nh_}ngo —up(20)

> lim —n (20 + r§)dA(E)

=AM%+%MM8
und

T — R_s, &—r u(zo +718)

ist A-integrierbar. Die Behauptung folgt also aus Satz O

18



2.2 Der Satz von Vesentini

Lemma 2.14. Seien (X, M, pn) ein Mafraum und u,: X — [—00,00] (n € N) messbare
Funktionen. Existiert eine u-integrierbare Funktion g: X — [—o0,00] mit |u,| < g fiir alle
n €N, so gilt

limsup/ undug/ lim sup uy,dp.
X X

n—00 n—00
Beweis. Wendet man [8, Lemma IV.5.1] auf die messbaren Funktionen

g—un: X — [0,00] (n € N), so folgt die Behauptung. O

Definition 2.15. Sei U C C offen. Eine Funktion u: U — R_ heifit lokal nach oben
beschrinkt, falls es fiir alle zg € U ein r > 0 gibt so, dass u auf D,(zy) nach oben beschrinkt
ist.

Satz 2.16. Es seienu,: U — R_ (n € N) subharmonische Funktionen auf einer offenen
Menge U C C so, dass sup,eyun lokal nach oben beschrinkt ist auf U. Dann erfiillt
u = limsup,,_, ., un die Mittelwertabschétzung.

Beweis. Ohne Einschréankung sei u,, # —oo fiir ein ng € N. Es sei zo € U und 79 > 0 so,

dass Dy,(z9) C U. Dann gibt es ein ¢ > 0 mit

un(z) < Slelg un(z) <ec
n

fiir alle z € D, (20). Nach Lemma gilt fiir alle r € (0,79)

—00 < u(zp) = limsup un(20)
n—oo

< limsup/Tun(Zo + 7&)dA(€)

n—o0

g/limsupun(zo-ﬂf)d)\(f)
T

n—o0

- / u(zo + rE)AN(E)
T

<c<oo.

2.2 Der Satz von Vesentini

Definition 2.17. Seien —0co < a < b < co. Eine Funktion ¢: (a,b) — R heifit konver,
falls

ez + (1= N)y) < Ap(z) + (1 = Ne(y)

fiir alle z,y € (a,b) und A € [0, 1] gilt.

19



2 Subharmonische Funktionen

Bemerkung 2.18. Sei ¢: (a,b) > R mit —o00o < a < b < c0.

(a) Die Funktion ¢ ist genau dann konvex, wenn fiir alle a < s <t < u < b gilt

p(t) —o(s) _ p(u) —(s)
t—s - uU— s

(b) Ist ¢ konvex, so ist ¢ stetig.
Beweis. (a) Seien a < s <t < u < b. Durch Umformen erhélt man aus

p(t) = (s) _ pu) = o(s)

t—s - uU— S8
zunéchst
o) (=2 ) = () o) (=) — )
und dann
ols) < (5=2)olt) + () (1)
= (=) +e(1-1=0).

Ist ¢ konvex, so setze A = §== € (0,1) und im anderen Fall s = A(t — u) + u.

(b) Seien a < s <x <t <b. Fiir alle y € (z,t) folgt aus Teil (a)

P =0 () ) < oy) < pla) + L (p(t) — p(a))

cp(s)—i— Tr— S t—x

und somit limy|, ¢(y) = ¢(z). Analog erhdlt man lim,, ¢(y) = ¢(z).

Wie etwa in [8, 1.3 Jensensche Ungleichung] beweist man folgendes Resultat.

Satz 2.19 (Jensensche Ungleichung). Sei (X, M, pu) ein positiver Mafraum mit
w(X) = 1 sowie —0o < a < b < 00, ¢: (a,b) = R konver und f € LY(X, M, u) mit
f(X) C (a,b). Dann gilt (po f)~ € LYX, M, 1) und

o( [ tn) < [ o ran

wobei [ o fdu = oo sei fir (po f)t ¢ LYX, M, pu).
X

Korollar 2.20. Seien u: U — R_o, subharmonisch auf einer offenen Menge U C C und
¢: R = R konvexr und monoton wachsend. Dann ist die Abbildung

p(u(2)),  falls u(z) # —oo

pyou: U— IR—oo: IH{QQO(LL'), falls U(Z) = —00
S

subharmonisch auf U.
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2.2 Der Satz von Vesentini

Beweis. Seien t € R und zp € U mit (p ou)(z) < t. Aufgrund der Stetigkeit (beachte
Bemerkung[2.18| (b)) und Monotonie von ¢ gibt es ein § > u(zp) mit p([—o0,d]) C [—o0,t).
Da wu oberhalbstetig ist, gibt es eine Umgebung V' C U von zj so, dass u(V) C [—00,0)
und damit gilt (p o u)(z) < t fiir alle z € V. Also ist ¢ o u nach oben halbstetig.

Seien nun zp € U und r > 0 so, dass D,(zp) € U. Lemma zufolge existiert ein
@ € LYT,B(T),\) mit @(T) C R und a(¢) = u(zo + r€) fiir \-fast alle & € T. Ist
u(zp) > —o0, so erhdlt man zusammen mit der Jensenschen Ungleichung

plutza)) < o [ uo+r9)axe)

= ¢( [aane)
< ou(&)dA
< [woue)ine
= [woutzo-+ropaxe)
Gilt nun u(zg) = —oo und ohne Einschrinkung ¢(—oc) > —o0, so ist die Abbildung
T — R, E— pou(z+re)

A-messbar, oberhalbstetig und nach Satz beschréankt. Wieder mit der Jensenschen
Ungleichung folgt

o(u(z0)) = p(~00) < / 0 ulz + rE)AAE).

Satz 2.12] liefert die Behauptung.
O

Lemma 2.21. Seien U C C offen und f: U — X eine holomorphe Abbildung in einen
Banachraum (X, ||-||). Dann ist die Funktion

logllfl: U — R e 2+ {1oguf<z>r, falls f(z) # 0

—00, falls f(z) =0
subharmonisch auf U.

Beweis. Aus der Stetigkeit der Funktion U — R, z +— log|z| und der Holomorphie von f
folgt, dass fiir alle t € R die Menge

{zeU| log|f(2)l <t}

offen in C ist und damit die Oberhalbstetigkeit von log|| f|| auf U.

Seien zp € U mit f(z9) # 0 und r > 0 so, dass D,(z9) C U und f(z) # 0 fir alle
z € Dy(zp). Im Fall X = C existiert nach [9, Kapitel V, Satz 1.4] eine holomorphe
Abbildung g: D,(z9) — C mit f(z) = €9 fiir alle z € D,(2). Laut [I0, Satz 2.17]
ist log | f| = Re(g) harmonisch, sodass log | f| auf D, (zp) die Mittelwertabschétzung erfiillt
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2 Subharmonische Funktionen

und somit laut Satz subharmonisch ist. Ist X ein beliebiger Banachraum, so existiert
nach Hahn-Banach [3, Korollar 6.5] eine stetig lineare Abbildung ¢: X — C mit ||¢|| =1

und §(f (z0)) = | (z0) . Aus
i AU =) _ (S = S ()

Z2—w Z— W z—w zZ— W

) = ol (w))

fir alle w € U folgt, dass ¢ o f: U — C holomorph ist. Nach dem bereits Gezeigten ist
log|¢ o f| auf U subharmonisch und es gilt

log]| £ (20)]| = loglé(f(20))]
< / log|¢(/ (20 + r€))|dA()
T

< /T log|| /(20 + &) |A(E).

Satz liefert die Behauptung. O

Bemerkung 2.22. In dem Beweis wurde gezeigt, dass fiir ein holomorphes f: U — C
mit 0 ¢ f(U) die Funktion log |f|: U — R harmonisch ist.

Satz 2.23 (Vesentini). Sei A eine Banachalgebra, U C C offen und f: U — A holomorph.
Dann sindro f: U — R_o und log(ro f): U = R_o subharmonisch auf U.

Beweis. Fiir alle z € U gilt
. ny L
logr(f(2)) = lim log(]| f(z)*" ")
= tim_ - log]f (=)'

Da U — A, z — f(2)?" fiir alle n € N holomorph ist, folgt aus Lemma dass
U — R_, 2+ log||f(2)?"| subharmonisch ist.
Aus

2n+1

I =logllf(2)*" f(2)*"|

< log(|lf (=)*"[lIlF(=)*" 1)

= 2log|| f()*"|l
folgt, dass die Folge (2% log(f?"))nen subharmonischer Funktionen U — R_ ., punktweise
monoton fallend gegen log(r(f(z))) konvergiert. Nach Satz ist log(r o f) subharmo-

nisch. Da exp: R — R konvex und monoton wachsend ist folgt aus Korollar dass
expolog(r o f) = r o f subharmonisch ist. O

log[| f(2)

2.3 Der Satz von Liouville fuir subharmonische Funktionen

Im folgenden Abschnitt werden wir eine Version des Satzes von Liouville fiir subharmo-
nische Funktionen herleiten. Es sei p: B(C) — [0,00] das Lebesgue-Borelsche-Maf auf C
und wir schreiben £1(U) = £Y(U, B(U), u|v) fiir eine Teilmenge U C C.
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2.3 Der Satz von Liouville fiir subharmonische Funktionen

Satz 2.24. Sei u: U — R_ eine subharmonische Funktion auf einer offenen Menge
U C C und seien zg € U und R > 0 mit Dg(z9) C U. Ist u(zp) > —o0, so ist u\D

,u|D mtegrzerbar

(20)

Beweis. Nach Satz existieren stetige Funktionen h,: Dgr(z9) — R (n € N), die auf
Dpr(z0) punktweise monoton fallend gegen u konvergieren. Fiir alle r € (0, R) gilt nach

Satz 2.12]

21

1 .
—00 < u(zp) < o /u(zo + re't)dt.
7r
0

Ausgehend davon erhilt man
2 )
—00 < 2mru(zp) < r/ u(zo + re't)dt.
0

Fiir alle n € N folgt mit dem Satz von Fubini [6], Theorem 5.2.2]

2
—00 < 2rR%*u(z) < / r/ u(zo + re')dtdr
0 0

R 2m )
< / r/ han(20 + re't)dtdr
2m
/ / (20 + re't)dtdr

— [ hu@duco)
Dpg(z0)

Wie im Beweis von Lemma erhilt man mit dem Satz von der monotonen Konvergenz
[6, Corollary 2.4.1]

/ u(z)dp(z) = lim hn(2)dp(2)
Dr(20) 7790 JDR(20)

< WRQU(Z()).

O]

Satz 2.25. Sei G C C ein Gebiet und u: G — R_, subharmonisch mit uw Z —oco. Dann
ezistiert fiir jedes z € G ein r > 0 so, dass U’Dr(z) ,u\DT(Z)—mtegrierbar 1st.

Beweis. Wegen u £ —oo ist die Menge
M = {z € G | es gibt ein r > 0 so, dass u|p,(,) € LYD,(2))}

nach Satz nicht leer. Offensichtlich ist M auch offen. Sei nun (z,),ecn eine Folge in
M mit limy, o0 2, = 2 € G und R > 0 mit Dr(z) C G. Wéhle n € N so, dass

\zn—z\gg
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2 Subharmonische Funktionen

und 7 € (0, %) so, dass u|p, (5, € L*(Dr(2n)). Dann gibt es Z € D;(2,) mit u(2) > —oc.
Weiter gilt Dry(2) € Dr(2) € G und nach Satz m ist ulp,,@z) € LY(Drpy(%)). Wegen
z € Drp(2) gibt es ein 1o > 0 mit Dyy(2) € Drp(Z) und damit ulp, () € LY Dy, (2)).
Also ist M wegen z € M abgeschlossen und es folgt M = G. O

Korollar 2.26. Sei G C C ein Gebiet und u: G — R_o, subharmonisch mit u Z —oo.
Fiir jede kompakte Menge K C G ist u|k p|x-integrierbar.

Beweis. Satz zufolge existiert fiir jedes z € G ein r > 0 mit u|p, ) € L1(Dy(2)).
Fiir eine kompakte Menge K C C existieren somit z1,...,z, € G und r1,...,7, > 0 mit
K C UL Dr,(%) fir die Dy, () € G und ulp, (»,) € LY(D,,(2)) fiir alle 1 < i < n gilt.
Also ist u|g € LY(K). O

Lemma 2.27. Seiu: G — R_o subharmonisch auf einem Gebiet G C C mit
Int{z € G | u(z) = —oo} # 0.
Dann ist u = —oo.
Beweis. Seien u # —oo, M = {z € G|u(z) = —oo} und (K,)nen eine kompakte
Ausschopfung von G. Fiir alle n € N gilt Korollar zufolge [i |uldp < oo. Wegen

w(M N K,) = 0 fir alle n € N ist auch M = {J,,cy(M N K,) eine p-Nullmenge, im
Widerspruch zur Voraussetzung. O

Lemma 2.28. Seiu: D,(z9) = R_o subharmonisch mit uw # —oo. Dann ist die Funktion

M: (—o0,logr) — R, t— max u(z)
|z—z0|=¢€?

konvex.

Beweis. Satz[2.5|zufolge ist M wohldefiniert. Ohne Einschrénkung sei zp = 0. Weiter seien
A €[0,1] und t1,ts € (—00,logr) mit t; < to. Dann ist nach Bemerkung

1 —t ty —1
OO0} R,z BRIy el

to — 11 to — t1
eine harmonische Funktion. Weiter gilt fir z € C\{0} mit |z| = eMH(1-Nh  dass
A= logi‘;tl € [0,1]. Fiir z € C\ {0} mit |z| = e® erhélt man

1 —t to —1

u(z) < max u(w) = M(ty) = 221 = 8 gy loslEl g
|w]=e"2 ta — 11 ta — 11
sodass nach Lemma 2.12]
u(z) < h(z)
fiir alle z € D, (0) gilt. Insbesondere erhilt man
|Z\=e)‘rg%%{1*)\)t1 U(Z) = h(Z)

und somit die Konvexitét von M. O
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2.3 Der Satz von Liouville fiir subharmonische Funktionen
Bemerkung 2.29. Insbesondere ist fiir eine subharmonische Funktion u: C — R_,, mit
u % —oo die Funktion

M:R—R, t — max u(z)

|2|=e?

konvex.

Satz 2.30. Sei u: C — R_,, subharmonisch so, dass

max{u(z) | |z| =r}

liggiogf logr =0
Dann ist u konstant.
Beweis. Bemerkung [2.18| und [2.29] zufolge ist
M (t) — M(0)

h: (0,00) — R, t— "

monoton wachsend. Seien nun ¢ > 0 und R > 0 so, dass

<e¢€
‘ log r }

fir alle r > R. Zusammen mit der Voraussetzung erhilt man

M(1 - M M(1
lim inf (logr) (0) < lim inf ’ir) e=c¢
T—00 log r T—>OO log r
und somit
i i M(logr) — M(0) _o

r—o0 log r

Da h monoton wéchst, folgt
M —
lim (logr) — M(0) _o.
r—o0 log r

Fir alle € > 0 existiert daher ein ¢ > 0 mit

‘ M(log s) —
log s

) <.
fiir alle s > t und aufgrund der Monotonie

’ M(logs) — M(0)
log s

<

fiir alle s > 0. Damit erhdlt man M (logr) = M(0) fir alle » > 0, sodass aus dem
Maximumprinzip [Satz [2.10] folgt, dass u konstant ist. O

Korollar 2.31 (Liouville). Jede nach oben beschrinkte subharmonische Funktion
u: C — R_ ist konstant.
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3 Das Jacobson-Radikal

3.1 Das Jacobson-Radikal

Sei im Folgenden A eine unitale komplexe Algebra.

Definition 3.1. Ein Linksideal L & A heifit mazimal, falls es kein weiteres Linksideal
L'CAmit L &L ¢ A gibt.

Lemma 3.2. Jedes Linksideal ist in einem maximalen Linksideal enthalten.

Beweis. Fiir ein Linksideal Ly C A ist die Menge
F ={L C A | L maximales Linksideal mit Ly C L}

beziiglich Inklusion partiell geordnet. Ist C C F eine Kette im Sinne von [I1], Section 14,
S. 54], so ist (J;ccJ & A ebenfalls Linksideal. Nach dem Lemma von Zorn [II, Zorn’s
lemma) existiert ein maximales Linksideal L € F. O

Definition 3.3. Es seien
Laz(A) = {L C A | L maximales Linksideal in A}
und
Riaz(A) = {R C A | R maximales Rechtsideal in A}.
Wir definieren

Rad(A)= () L
LELmaz(A)

als das (Jacobson-)Radikal von A. Gilt Rad(A) = {0}, so heifit A halbeinfach.

Lemma 3.4. Fir alle z,y € A und A € C\{0} ist A\ + zy € A~! genau dann, wenn
Ayre AL

Beweis. Ist A +zy € A™!, so existiert ein u € A mit
A+ zy)u = Au+ zyu = 1.
Damit folgt

A+ yz)(1 —yuz) = A — Ayuzx + yr — y(zyu)zx
== Ayuz +yx —y(l — )z
=\ — dyuzr + yr — yr + Ayuxr = A.
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3 Das Jacobson-Radikal

Korollar 3.5. Es ist
o(xy) U {0} = o(yx) U {0}.

fir alle x,y € A.

Folgender Satz liefert uns niitzliche Charakterisierungen des Radikals von A.

Satz 3.6. Fir ein x € A sind dquivalent
(i) = € Rad(A),
(ii) x € N R,

RERimaz(A)
(iii)) v € {x € A| 1+yx € AL fiir alle y € A},
(iv) ze{r e A| 1+xyc A7 fiir alle y € A},
(v) ve{zeA|olyz)={0} firalley e A},
(vi) z € {x € A| o(xy) = {0} fir alle y € A},

Beweis. Aus Lemma [3.4] folgt die Aquivalenz von (iii) und (iv) und aus Korollar [3.5| die
der Aussagen (v) und (vi). Offensichtlich sind auch (7i7) und (v) dquivalent. Wir zeigen
nun die Aquivalenz von (i) und (ii7) und analog folgt die Aquivalenz von (ii) und (iv).
Seien = € L fiir alle L € Ly0.(A) und y € A so, dass 1 +yx ¢ AL Da A(1+yx) ¢ A
ein Linksideal in A ist, existiert nach Lemma [3.2] ein maximales Linksideal Ly & A mit
A(1 + yx) C L. Fiir dieses gilt 1 + yx — yz = 1 € Ly und damit Ly = A im Widerspruch
zu Ly & A.

Existiert umgekehrt ein maximales Linksideal Ly € Lp.(A) mit x ¢ Ly und ist
1+yz € A~ fiir alle y € A, so folgt fiir das Linksideal Lo— Az C A mit Ly C Loy— Az C A,
dass Ly — Ax = A. Also gibt es ein z € Ly und ein y € A mit 1 = z — yzr € A. Wegen
1+yz € Lo gilt (1+yx)~1(1+yx) =1 € Ly im Widerspruch zur Maximalitit von Ly. [

Satz 3.7. Die unitale Algebra A/ Rad(A) ist halbeinfach. Weiter ist x € A~! genau dann,
wenn [z] € (A/Rad(A))~L.

Beweis. Sei L' € Lyyqz(A/Rad(A)) und ¢: A — A/Rad(A) die Quotientenabbildung.
Dann ist auch L = ¢~ (L) € Lya(A), denn fiir ein weiteres Linksideal J C A mit J D L
gilt

L' =q(L) € q(J).

Aus der Maximalitéit von L’ folgt (L) = ¢(J). Fiir ein « € J gibt es also ein y € L mit
q(z) = q(y) und damit = € L, das heift L = J. Analog ist ¢(L) C A/ Rad(.A) maximales
Linksideal, falls L. C A maximales Linksideal ist, sodass

¢ '(Rad(A/Rad(A))) C Rad(A)
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3.1 Das Jacobson-Radikal

folgt. Fiir [x] € Rad(.A/ Rad(A)) gilt also € Rad(A) und damit [z] = [0].

Offensichtlich ist [z] € (A/Rad(A))~}, falls x € A~L. Gilt umgekehrt [z] € (A/Rad(A))™,
so gibt es y € A und u,v € Rad(A) mit 2y —u = 1 und yx — v = 1. Nach Satz gilt
1+u,1+ve A" und damit 2y(1 +u)~t =1 und (1 +v) " lyz = 1. O

Bemerkung 3.8. Es gilt o(z) = o(z+Rad(A)) und damit r(z) = r(z+ Rad(.A)) fiir alle
r e A

Satz 3.9. Ist A Banachalgebra mit Norm |||, so ist jedes mazimale Linksideal
L € Lyay(A) abgeschlossen.

Beweis. Fiir ein L € Lyyq.(A) folgt wegen LN A~! = () aus Lemma dass
Ln{zeAl|l—z| <1} =0.

Demnach gilt auch LN {z € A| |1 —z|| < 1} = 0 und somit L # A. Da L C A selbst
Linksideal mit L C L ist, folgt L = L aus der Maximalitit von L. O

Aus dem Beweis geht hervor, dass in einer Banachalgebra A auch jedes maximale Rechts-
ideal R € R;,q.(A) abgeschlossen ist. Dariiber hinaus erhélt man folgendes Korollar.

Korollar 3.10. Das Radikal einer Banachalgebra A ist abgeschlossen.
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3 Das Jacobson-Radikal

3.2 Irreduzible Darstellungen

Sei A eine unitale Banachalgebra. Im Folgenden bezeichne £(X) den C-Vektorraum aller
Vektorraumhomomorphismen X — X auf einem C-Vektorraum X. Ist (X, ||-||) ein nor-
mierter Raum, so wird £(X), ausgestattet mit der Operatornorm, zu einem normierten
Raum.

Definition 3.11. Es sei X ein C-Vektorraum.

(a) Ein nichttrivialer Algebrenhomomorphismus 7: A — £(X) heiit Darstellung von A
auf X.

(b) Eine Darstellung 7 von A auf X heiflt irreduzibel, falls

{M C X Teilraum | w(x)M C M fiir alle z € A} = {{0}, X}

(c) Ist (X, ]|-||) ein normierter Raum und 7: A — £(X) eine Darstellung von A auf X, so
nennen wir 7 stetig, falls es ein C' > 0 gibt mit

[m(a)] < Cllall
fiir alle a € A.

Es sei Rep(A) = {m: A — L(X) | 7 stetige irreduzible Darstellung von A auf X}.

Lemma 3.12. Sei m: A — L(X) eine irreduzible Darstellung auf einen Banachraum X .
Fiir alle ¢ € X\{0} gilt

{r(x)¢ |z e A} = X.

Beweis. Der Teilraum M = {n € X | n(z)n = 0 fiir alle x € A} ist invariant unter = und
aus m # 0 folgt M = {0}. Ebenso ist F' = {m(x)¢ | z € A} ein invarianter Teilraum unter
7w und aus M = {0} folgt F = X. O

Satz 3.13. (a) Fiir L € Ly (A) wird durch
mr(z)a] = [za]  (a,z € A)

eine wohldefinierte stetige irreduzible Darstellung wr,: A — L(A/L) definiert. Hierbei
sei der Quotientenraum A/L durch die Quotientennorm normiert.

(b) Fiir jede irreduzible Darstellung m: A — L(X) auf einen Banachraum X existiert ein
L € Lyyaz(A) so, dass ker(n) ={x € A| xzAC L}.

Beweis. (a) Offenbar ist 7 (z) linear fiir jedes x € A. Da die Multiplikation in Banachal-
gebren stetig ist, gilt

I (@)lalll = N [zalll < [[l1] - [lal
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3.2 Irreduzible Darstellungen

fiir alle [a] € A/L und alle z € A. Also gilt np(x) € L(A/L) mit ||7r(z)]| < ||[=]]|
und 77, ist wohldefiniert und stetig linear. Sei {0} C M C A/L ein unter 7 invarianter
Teilraum mit M = U/L fiir einen Unterraum U C A. Wegen
mr(x)[u] = [zu] € U/L
fir alle x € Aund v € U ist L C U C A ein Linksideal, fiir das aufgrund der
Maximalitét von L folgt U = A und damit M = A/L.
(b) Sei 7 eine irreduzible Darstellung von A auf X und & € X\{0}. Fiir das Linksideal
L={zec A|n(z){ =0}

folgt aus Lemma [3.12] dass L # A. Sei nun J C A ein weiteres Linksideal mit L C J.

Dann ist N = {m(x)¢ | x € J} # {0} ein invarianter Teilraum unter 7, weshalb N = X

folgt. Also gibt es ein e € J mit w(e)é = £ und damit ze — x € L fiir alle x € A, denn

m(ze—z){ =m(x)m(e){ —m(r){ =0. Firallex € Agilt x = (x —ze)+xe € L+J C J

und somit J = A im Widerspruch zur Voraussetzung.

Offensichtlich gilt ker(r) C{z € A| 2 A C L}. Firz € {z € A | A C L} erhilt man
m(x)w(y)§ = m(zy)§ =0

fiir alle y € A, sodass aus Lemma folgt « € ker (7).
U

Durch das néchste Korollar erhalten wir eine weitere Charakterisierung des Radikals
von A, die sich im folgenden Kapitel als niitzlich erweisen wird.

Korollar 3.14. FEs gilt
Rad(A) = (] ker(m).
TERep(A)

Beweis. Sei zuniichst © € Rad(A) und damit € L fiir alle L € L;,4,(A). Nach Satz
[3.6] gilt einerseits Rad(A) C L und andererseits zA C Rad(A), da Rad(A) als Schnitt
von Rechtsidealen selbst Rechtsideal ist. Satz zufolge gilt damit = € ker(my,) fiir alle
L € Lyj42(A) und ebenfalls aus Satz folgt = € ker(n) fiir alle 7 € Rep(A). Nun seien
m € Rep(A) und x € ker(m). Wieder mit Satz existiert ein L € Lyaq(A) so, dass
re{reA|zAC L} und damit z € L. O

Lemma 3.15. Sei 7: A — L(X) eine irreduzible Darstellung und o € C\{0} so, dass
m(a)x = ax fir ein x € X\{0} gilt. Dann ist o € o(a).

Beweis. Wire « ¢ o(a), so gébe es ein y € A mit ya —ya = 1. Fiir ¢ = —ay € A wire
a + ac — ca = 0 und zusammen mit der Voraussetzung

0=m(a+ac—ca)x
= 7m(a)x + ar(c)x — w(c)m(a)x
=rm(a)x + ar(c)x — an(c)z

ein Widerspruch. O

31



3 Das Jacobson-Radikal

Lemma 3.16. Gilt A~ = A\{0}, so ist A isometrisch isomorph zu C.

Beweis. Seien x € A und )\ € o(x). Wegen A —z ¢ A~! gilt x = \, d.h. o(z) enthilt nur
ein Element, etwa A\(x) = A € o(z). Somit ist die Abbildung

A A— C, x — A(2)
ein Isomorphismus mit x| = |A(z)] fir alle x € A. O

Im Folgenden bezeichne 7: A — L(X) eine stetige irreduzible Darstellung von A auf
einen Banachraum X.

Satz 3.17. Es ist
C={Tel(X)|Tr(x)=mn(x)T fir alle x € A}
isomorph zu C.

Beweis. Offensichtlich ist C' eine abgeschlossene Unteralgebra von £(X) mit idx € C. Fiir
04T e C gilt

w(2)T(X) = Tr()(X) € T(X)

fiir alle z € A. Also ist T'(X) invariant unter 7, woraus 7'(X) = X folgt. Ebenso zeigt man
m(x) ker(T) C ker(T), weshalb ker(T') = {0} gelten muss. Somit ist 7" € £(X) bijektiv und
nach dem Prinzip vom stetigen Inversen [3, Korollar 8.3] folgt, dass 7! € £(X). Weiter
ist T~ 17(z) = w(x)T~? fiir alle x € A, sodass T~! € C gilt. Die Behauptung folgt nun
mit Lemma O

Lemma 3.18. Sind &1,& € X linear unabhdngig, so existiert ein a € A mit w(a)é; = 0
und m(a)éa # 0.

Beweis. Sei x € A so, dass aus 7(z)&; = 0 folgt m(x)€ = 0. Wie im Beweis von Satz
kann man zeigen, dass die Linksideale L; = {x € A | n(z)& = 0} (i = 1,2) maximal sind
mit Ly C Lo, weshalb L; = Lo folgt. Die linearen Abbildungen

Ti: AJL1 — X, o= 7(a)s  (i=1,2)

sind aufgrund der Stetigkeit von 7 beschrinkt und nach Lemma auch bijektiv. Wieder
mit dem Prinzip vom stetigen Inversen [3, Korollar 8.3] erhiilt man D = ToTy * € L(X).
Fiir £ € X sei b € A mit £ = 7(b)&;. Dann gilt

m(a) D€ = (@) BT (§) = (@) To([b]) = m(a)m(b)&> = m(ab)éa
und
Dr(a)é = ToT; 'w(ab)é; = To([ab]) = m(ab)és

und damit D7 (a) = 7(a)D fiir alle a € A. Lemma zufolge existiert ein A € C\{0} mit
D = Midx und somit To = XT;. Mit a = 1 erhélt man durch & = A& einen Widerspruch.
0
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3.2 Irreduzible Darstellungen

Satz 3.19. Sind &1,...,&, € X linear unabhdngig, dann existiert ein a € A so, dass
m(a)& =0 fir alle1 <i<n—1 und 7(a)&, # 0.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n. Fiir n = 2 gilt die Behauptung
nach Lemma Sei also nun n > 2 und die Behauptung wahr fiir n—1 linear unabhéngige
&1, ...,&n—1 € X. Demnach gibt es ein a1 € A so, dass

w(al)fl-:O (1§i§n—2)
m(a1)én # 0.

Gilt bereits m(a1)&,—1 = 0, so ist die Aussage gezeigt. Sei nun also m(a1)&,—1 # 0. Sind
m(a1)&n—1 und 7(a1)&, linear unabhéngig, so existiert nach Lemma ein ap € A mit

(az)m(a1)n-1 =0
ﬁ(ag)ﬂ(al)fn 7& 0.
Wihlt man a = asa; € A, so folgt die Behauptung.
Andernfalls sei A € C\{0} so, dass Am(a1)&,—1 = 7(a1)&,. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es fiir die linear unabhingigen &1, ...,&, 2, A1 — & € X ein az € A mit
ﬂ(ag)fi:() (1§i§n—2)
ﬂ(a3)()\£nfl - gn) 7‘é 0.
Gilt bereits w(az)é,—1 = 0, so ist die Aussage gezeigt. Andernfalls seien zunichst

m(as)én—1,7(az)&, € X\{0} linear unabhingig. Wieder nach Lemma existiert ein
as € A so, dass

m(ag)m(as)én—1 =0
m(aq)m(as)&, # 0.

Wihlt man a = aqa3 € A, so folgt die Behauptung.

Sei nun pm(as)&n—1 = m(as)é, mit p € C\{0}. Aus 7(a3)(An—1—E&n) # 0 folgt pum(as)én—1 #
A(a3)€n—1 und damit g # A. Mit w(az)&,—1 # 0 folgt aus Lemma dass es ein ag € A
gibt mit 7(az)mw(asg)én—1 = m(a1)&n—1. Wahlt man nun a = a1 —asag € A, so gilt m(a)&; =0
firallel <i<n-—1und

m(a)én =m(a1)&n — m(as)m(as)éy
=Am(a1)€n—1 — pm(asasz)én—1
—(\— (a1 £0.
O

Satz 3.20. (Dichtheitssatz von Jacobson) Sind &i,...,&, € X linear unabhingig und
My .oy € X, dann gibt es ein a € A so, dass w(a)&; = n; fir alle 1 < i <n.

Beweis. Nach Satz gibt es fiir alle 1 < k < n ein by € A so, dass 7(b;)& = 0 fiir alle
1 <4 <nmiti#kund 7(bg)& # 0 gilt. Dariiber hinaus existiert nach Lemma fiir
jedes 1 < k < nein ¢, € A mit 7(cg)m(bg)Ek = n. WaLIt man a = )", ¢;b; € A, so folgt
die Behauptung. O
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4 Anwendungen subharmonischer
Funktionen auf Banachalgebren

4.1 Der Satz von Zemanek

Satz 4.1. Seien A eine Banachalgebra und 7 eine stetige irreduzible Darstellung auf einen
Banachraum X. Weiter sei a € A so, dass es ein C > 0 gibt mit r(a — b) < C fiir alle
b e A mit r(b) =r(a). Dann existiert ein a € C mit mw(a)x = ax fiir alle v € X.

Beweis. Angenommen, es gibe ein z € X so, dass m(a)z # ax fiir alle & € C. Dann wéren
x,m(a)r € X linear unabhiingig, sodass es nach Satz ein b € A gébe mit

7(b)
7(b)m(a)

x=0 (4.1)
T = —.
Weiter wire
F:C— A, z — exp(—zb)a exp(zb)
holomorph auf C mit F(0) = a und wegen F’(0) = ab — ba wire

F(z)—a
G:C— A, Z z 7 270
ab — ba, z=0

ebenfalls eine holomorphe Funktion auf C. Nach Satz ist dann r o G subharmonisch
auf C.
Es sei nun z € C. Korollar zufolge gilt dann

o(exp(—zb)aexp(zb)) U {0} = o(a) U {0}.

Da weiterhin a € A~! genau dann gilt, wenn z 'az € A~! fir alle 2 € A~!, folgt
o(F(z)) = o(a). Nach Voraussetzung existiert also ein C' > 0 mit r(F(z) —a) < C. Damit
gilt auch

0<(roG)(z) < ‘—C|

z

fiir alle z € C\{0} und somit laut Korollar roG=0.
Wegen 7(d) = (r o G)(0) = 0 fiir d = ab — ba existiert ein e € A mit e — ed = 1 und somit
d + ded — de = 0. Mit erhélt man
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4 Anwendungen subharmonischer Funktionen auf Banachalgebren

wodurch
0 =n(d + ded — de)x
=z +n(d)n(e)r —n(d)n(e)r ==

einen Widerspruch liefert.
O

Satz 4.2 (Zemének). Sei A eine Banachalgebra mit Norm |-||. Fir ein a € A sind
dquivalent

(i) a € Rad(A),
(ii) r(x) =r(x +a) fir alle v € A,
(iii) r(x + a) = 0 fir alle quasinilpotenten z € A |

(iv) es existiert ein 6 > 0 so, dass r(x + a) = 0 fir alle quasinilpotenten x € A mit
]l <6,

(v) es existieren C' > 0 und § > 0 so, dassr(x) < C||lx—al| fir allex € A mit ||xz—al < 6.

Beweis. Nach Bemerkung (3.8 folgt (i) aus (7). Aus (ii) wiederum folgt unmittelbar Aus-
sage (i17). Fir a € A gelte nun (ii7) und wir zeigen a € Rad(A). Sei dazu 7 eine stetige
irreduzible Darstellung von A auf einen Banachraum X und u € A mit o(u) = {0}. Dann
gilt o(a) = {0} und r(a — u) = 0, sodass laut Satz ein o € C existiert mit 7(a)r = ax
fiir alle x € X. Aus Lemma folgt @ = 0 und somit a € ker(w). Mit Korollar
erhélt man a € Rad(A).

Offensichtlich folgt aus (i7i) direkt (iv). Fiir a € A gelte nun (i) fiir ein § > 0 und
wir zeigen (4i7). Sei ohne Einschrinkung ¢ € A\ {0} quasinilpotent. Fiir alle A € C mit
IAl - |lgq]| < ¢ gilt also 7(Ag + a) = 0. Nach Satz ist die Abbildung

h: C— R_, A — logr(Ag + a)
subharmonisch. Da fiir alle A € Ds,(0) gilt
h(\) = —o0,

folgt aus Satz dass h = —oo. Insbesondere gilt also r(¢ + a) = 0.

Aus (i7) folgt mit C' =1 Aussage (v) fiir alle 6 > 0. Es gelte nun (v) und wir zeigen (ii3).
Sei also C' > 0 und 0 > 0 so, dass r(z) < Cllz — o fiir alle x € A mit ||z — al < I gilt.
Fiir ein quasinilpotentes g € A ist die Abbildung

h: C — R, A— (g + Aa)
nach Satz subharmonisch. Fiir alle A € C mit [A| > ||¢||/d gilt
r(g+Aa) = [Alr(g/A +a) < Cllq].-

Da h nach Satz H auch auf Djq)/5(0) beschréinkt ist, folgt mit Korollar dass h
konstant ist mit r(¢ + a) = r(q) = 0.
[
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4.2 Der Satz von B. E. Johnson

4.2 Der Satz von B. E. Johnson

Satz 4.3 (B. E. Johnson). Sei A eine unitale Banachalgebra, B eine halbeinfache Ba-
nachalgebra und T: A — B eine surjektive, lineare Abbildung mit r(Tx) < r(x) fir alle
x € A. Dann ist T stetig.

Beweis. Sei (zy)nen eine Nullfolge in A und y € B so, dass lim, o, T, = y. Wegen der
Surjektivitdt von T gibt es ein a € A mit Ta = y. Nach dem Graphensatz [3, Satz 8.11]
geniigt es zu zeigen, dass Ta = 0.

Fiir alle A € C und = € A gilt lim,, o Az, + = z und nach Voraussetzung damit

r(T(Az, + ) < r(Az, + ).
Da r nach Bemerkung [2.3] oberhalbstetig ist, folgt

limsup r(T(Azy, + x)) < limsupr(Az, + z) < r(z). (4.2)

n—o0 n—o0

Es sei z € A. Nach Satz definiert
Onz: C— R, A— r( ATz, +Tx) (n € N)

eine Folge (¢p, 2 )nen subharmonischer Funktionen und Wegen ist sup,,cn @n,« lokal nach
oben beschriankt. Somit ist die Abbildung

¢x: C — R’ A — lim sup gbn,x()\)

n—oo

wohldefiniert fir jedes x € A mit ¢(\) < r(x) fiir alle A € C und nach Satz geniigt
¢, der Mittelwertabschétzung.
Wieder wegen ist die Abbildung

Pr: C— R, A — limsup ¢ (1),
n—A

wohldefiniert, oberhalbstetig und erfiillt ¢, (\) < r(x) fir alle A € C. Weiter gilt

() = linsup 0,(1) < limsup | 6.+ r€)AE)
B = T

< /T lim sup (1) AA(E)

u—=>A+ré

fir alle A € C und r > 0 nach Lemma Also ist 1, nach Satz subharmonisch,
nach oben beschriankt und somit nach Satz konstant.
Da z € A beliebig vorgegeben war, folgt insgesamt

r(Tz) = ¢2(0) < ¥2(0) = ¢z (N)
fir alle A € C und fiir alle x € A. Aus der Oberhalbstetigkeit von r folgt

de(N) <r(A\Ta+ Tx)
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4 Anwendungen subharmonischer Funktionen auf Banachalgebren

und damit

%(/\) = lim sup ¢w (,u)
n—A

<limsupr(uTa+ Tz)
n—A

<r(ATa+ Tx)
fiir alle A € C und = € A. Insgesamt gilt also
r(Tz) <¢,(1) <r(Ta+Tx)
fiir alle z € A und damit insbesondere
r(T(z —a)) <r(Tz).
Fiir ein quasinilpotentes u € B gibt es ein b € A mit Th = u und
r(Ta+Tb) <r(Th) =0

und damit 7(T'a + u) = 0 fiir alle quasinilpotenten v € B. Nach Satz [4.2| gilt T'a € Rad(B)
und da B halbeinfach ist folgt T'a = 0. O

Korollar 4.4. Alle Normen auf einer halbeinfachen Banachalgebra A sind dquivalent.

Beweis. Sei A halbeinfache Banachalgebra beziiglich der Normen ||-||; und ||-||2. Aus Satz
folgt, dass ida: (A, ||-|l1) = (A,]|-|[2) stetig ist. Aus dem Prinzip des stetigen Inversen
[3l, Korollar 8.3] folgt, dass ||-||1 und [|-||2 &quivalent sind und damit dieselbe Normtopologie
erzeugen. O

Korollar 4.5. Jeder Epimorphismus T: A — B von einer Banachalgebra in eine halbein-
fache Banachalgebra ist stetig.

Beweis. Jeder Epimorphismus 7': A — B ist unital, denn fiir y € B existiert ein z € A
mit Tz = y und somit

TNy=T()Tz=T(lzx) =Tz =y.
Seien nun A € Cund z € A mit A —z € A~ L Aus

AN=T2)T((A—2)"Y) = (\T1 = T2)T((A— x)™ 1)
=T(A=2)(A—2)7")
=T1=1

folgt o(T'z) C o(x) und somit 7(T'z) < r(z). Die Stetigkeit folgt nun aus Satz O

Korollar 4.6. Jede Involution auf einer halbeinfachen Banachalgebra ist stetig.
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4.3 Subadditivitit des Spektralradius in kommutativen Banachalgebren

4.3 Subadditivitdt des Spektralradius in kommutativen
Banachalgebren

Im nachfolgenden Lemma werden wir zeigen, dass der Spektralradius r in einer kommu-
tativen Banachalgebra A subadditiv ist, d.h. dass ein M > 0 existiert so, dass

r(z+y) < M(r(z) +r(y))

fiir alle z,y € A gilt.

Lemma 4.7. Sei A eine kommutative Banachalgebra mit Norm ||-||. Dann gilt
r(z+y) <r(x) +r(y)
fiir alle z,y € A.

Beweis. Seien x,y € A sowie a, 4 € R mit o > r(x) und g > r(y). Fiir a = £ und b = %
gilt dann

=l

_1
r(a) = ;r(z) <1
und analog r(b) < 1. Nach Lemma [1.5| existiert also ein N € N so, dass fiir alle n > N gilt

max([la”" |, [6*"]]) < 1.

Fiir
_ k| (32" —k
o = e (a6
gilt
N 2n 1f2n
| = 1 ()t
k=0
2" ron 1/2n
< |52 (oot o4
k=0
< (a+ B
Wegen
o= s (Jo]- )

—max( mae (]| [le" ). mas (fla* "] Hbz”“-<2"+'f>u))
0<k<2n 0<k<L2n

<o, (1o 1), s, (1141
0<k<L2n 0<k<L2n

= mas (||a”" | 67" ) mac (] - 12" ~*]])

< Yn

39



4 Anwendungen subharmonischer Funktionen auf Banachalgebren

fiir alle n > N gilt
r(@+y) = lim ||+ 9"
= limsup ||(z + y)*" Hl/gn
n—oo

1/271-

< (a+ B) limsup 7,

n—oo
< (a+ B)limsup fy]lfn
n—oo
fiir beliebiges a > r(z) und § > r(y) und damit die Behauptung. O

Ist A/ Rad(A) kommutativ, so zeigt Lemma dass
r(la] + [y]) < r([z]) +r([y)
fur alle [z], [y] € A/ Rad(A) gilt. Bemerkung [3.8| zufolge gilt damit schon
ri@+y) <r(@)+r(y)

fiir alle z,y € A. Somit geniigt in Lemma [4.7] bereits die Kommutativitit von .4/ Rad(A),
um die Subadditivitit von r: A — R zu folgern. Der néchste Satz wird zeigen, dass in
diesem Fall auch die Umkehrung gilt.

Satz 4.8. Fliir eine Banachalgebra A sind dquivalent
(i) A/Rad(A) ist kommutativ,
(ii) der Spektralradius r: A — R ist subadditiv,
(iii) der Spektralradius r: A — R ist gleichmdfig stetig.
Beweis. Wie in den Voriiberlegungen folgt aus (i) zunéchst
r(a) <r(a—2b)+r(b)
sowie
r(b) <r(a—0>b)+r(a)
und damit
[r(a) —r(b)] < r(a—1b) < |la—0b

fir alle a,b € A. Also impliziert (i) sowohl (z7) also auch (7iz).
Sei nun r gleichméBig stetig und § > 0 so, dass |r(c) — r(d)| < 1 fur alle ¢,d € A mit

¢ —d| < 4. Sind a,b € A beliebig, so gilt fiir ¢,d € A mit ¢ = da=b) ypd d = = , dass
Mall+1 all+1

r(e) <r(d)+1
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und damit

RS
- 0

r(a—b) +7(b).

Gilt nun Aussage (i), so ist
r(a—0b) < M(r(a) 4+ r(b)).

fiir ein M > 0. In beiden Féllen existiert also ein C' > 0 so, dass r(a—b) < C fiir alleb € A
mit r(a) = r(b). Fir eine stetige irreduzible Darstellung 7 von A auf einen Banachraum
X existiert nach Satz ein @ € C mit 7(a)r = ax fir alle z € X. Analog gibt es ein
B € C mit n(b)x = pz fir alle z € X. Insbesondere gilt damit

m(ab — ba)xr = w(a)w(b)x — 7(b)(a)x = af — fa =0

fiir alle z € X und Satz zeigt dann ab — ba € Rad(A). Also folgt (i) sowohl aus (i)
als auch aus (iii). O
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