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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wollen wir uns mit folgender Fragestellung beschäftigen:

“Sind je zwei vollständige Normen auf einer
komplexen Algebra A äquivalent?“

Hat A endliche Dimension als Vektorraum, so sind alle Normen auf A äquivalent und
somit kann die obige Frage in diesem Fall positiv beantwortet werden.
Im Fall unendlich dimensionaler nicht unitaler Algebren kann wie folgt ein Gegenbeispiel
konstruiert werden.
Nach einem Resultat von D. Langwitz ([1], Satz 1) gibt es zu jedem vorgegebenen, un-
endlich dimensionalen Banachraum (A, ‖·‖) eine überabzählbare Indexmenge A und eine
Familie (‖·‖α)α∈A paarweise nicht äquivalenter, vollständiger Normen auf A. Schließlich
wird (A, ‖·‖α) für jedes α ∈ A vermöge der Multiplikation

· : A×A −→ A, (x, y) 7−→ 0

zu einer nicht unitalen Banachalgebra. Bezeichnet weiter A+ die Unitalisierung der Al-
gebra (A, ·), so induziert die Familie (‖·‖α)α∈A eine entsprechende Familie von paarweise
nicht äquivalenten, vollständigen Normen auf A+. Somit sind die entsprechenden Gegen-
beispiele gefunden.
Andererseits folgt aus Definition 3.3 dieser Arbeit sofort, dass die obigen Banachalgebren
(A, ‖·‖α) (α ∈ A) nicht halbeinfach sind.
Betrachtet man nun eine kommutative halbeinfache Banachalgebra A, so kann man, wie
im Folgenden dargelegt, mit wenig Aufwand zeigen, dass alle vollständigen Normen auf A
äquivalent sind (siehe auch [2], S.1).
Seien ‖·‖1 und ‖·‖2 vollständige Normen auf einer kommutativen, halbeinfachen Banachal-
gebra A und (an)n∈N eine Folge in A sowie a ∈ A ein Element mit

lim
n→∞

‖an‖1 = 0 und lim
n→∞

‖a− an‖2 = 0.

Nach dem Graphensatz ([3], Satz 8.11) folgt die Stetigkeit von idA : (A, ‖·‖1)→ (A, ‖·‖2)
und damit die Äquivalenz der beiden Normen, wenn man zeigen kann, dass a = 0 ist.
Mithilfe von Satz 4.7, welcher besagt, dass der Spektralradius r : A → R auf kommutativen
Banachalgebren subadditiv ist, folgt aus

r(a) ≤ r(an) + r(a− an)

≤ ‖an‖1 + ‖a− an‖2

für alle n ∈ N, dass r(a) = 0. Ein Satz von Zemánek (Satz 4.2) zeigt nun, dass a im
Jacobson-Radikal von A liegt und darum a = 0 gilt.
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Inhaltsverzeichnis

Der Beweis, dass das soeben bewiesene Resultat auch ohne die Forderung der Kommu-
tativität an die zugrunde gelegte Banachalgebra A richtig bleibt, konnte erst im Jahr 1967
durch B. E. Johnson [4] erbracht werden. In seinem Beweis nutzt er irreduzible Darstel-
lungen, mit denen er das Problem auf den Fall primitiver Algebren reduzieren und lösen
kann.
Bernard Aupetit [2] fand 1982 einen alternativen Beweis des Satzes von Johnsons, der sich
auf die Theorie subharmonischer Funktionen stützt. Ziel dieser Arbeit ist die ausführliche
Darlegung von Aupetits Argument aus [2] und die Ausarbeitung der hierfür benötigten
Hilfsresultate.

Im ersten Kapitel stellen wir zunächst einige funktionalanalytische Grundlagen über
unitale Banachalgebren bereit, die wir im Laufe der Arbeit benutzen werden.
Das zweite Kapitel widmet sich der Theorie subharmonischer Funktionen. Neben grundle-
genden Eigenschaften beweisen wir ein Resultat von Vesentini aus dem Jahre 1968 (Satz
2.23) und formulieren eine Version des Satzes von Liouville für subharmonische Funktio-
nen (Korollar 2.31).
Im darauffolgenden Kapitel definieren wir das Jacobson-Radikal einer unitalen Algebra.
Wie auch im Falle einer kommutativen halbeinfachen Banachalgebra spielt dieses im Be-
weis des Hauptresultates eine entscheidende Rolle. Im Zusammenhang damit benötigen
wir einige Resultate über irreduzible Darstellungen, wie etwa den Dichtheitssatz von Ja-
cobson, die wir im Anschluss bereitstellen.
Das letzte Kapitel enthält die Hauptergebnisse dieser Arbeit. Zunächst beweisen wir den
erwähnten Satz von Zemánek, der mithilfe der Theorie subharmonischer Funktionen wei-
tere Charakterisierungen des Jacobson-Radikals liefert. Anschließend können wir einen
Beweis des Satzes von B.E. Johnson liefern. Als weitere Anwendung untersuchen wir die
Subadditivität des Spektralradius in kommutativen Banachalgebren.
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1 Präliminarien

Alle Algebren, die im Laufe der Arbeit betrachtet werden, seien unital und komplex. In
diesem Kapitel bezeichne A eine Banachalgebra mit Norm ‖·‖. Zunächst stellen wir einige
Grundlagen über Banachalgebren bereit.

Definition 1.1. Für a ∈ A nennt man

σ(a) = {λ ∈ C | λ− a /∈ A−1}

das Spektrum von a in A. Dabei sei A−1 = {x ∈ A | x invertierbar in A}.

Lemma 1.2. (a) Für a ∈ A mit ‖a‖ < 1 ist 1− a ∈ A−1 und es gilt

(1− a)−1 =
∞∑
n=0

an.

(b) Die Menge A−1 ⊆ A ist offen und die Abbildung

A−1 −→ A−1, x 7−→ x−1

ist ein Homöomorphismus.

(c) Für a ∈ A ist ∅ 6= σ(a) ⊆ C kompakt mit σ(a) ⊆ {λ ∈ C | |λ| ≤ ‖a‖}.
Einen Beweis findet man in [3, Lemma 5.9] und [3, Bemerkung 5.10].

Satz 1.3. Sei x ∈ A. Für jede offene Menge U ⊆ C mit σ(x) ⊆ U existiert ein δ > 0 so,
dass σ(y) ⊆ U für alle y ∈ A mit ‖x− y‖ < δ.

Beweis. Seien x ∈ A und U ⊆ C offen mit σ(x) ⊆ U . Angenommen es gäbe Folgen (λn)n∈N
in C und (xn)n∈N in A mit limn→∞ xn = x und λn ∈ σ(xn) ∩ U c für alle n ∈ N. Wegen
|λn| ≤ ‖xn‖ ist (λn)n∈N beschränkt. Insbesondere existiert eine Teilfolge (λnk)k∈N und ein
λ ∈ U c mit limk→∞ λnk = λ und somit ist λ − x ∈ A−1. Nach Lemma 1.2 müsste es ein
k0 ∈ N geben so, dass λnk −xnk ∈ A−1 für alle k ≥ k0, was aber nach Voraussetzung nicht
möglich ist.

Definition 1.4. Für a ∈ A nennen wir

r(a) = sup{|λ| | λ ∈ σ(a)}

den Spektralradius von a in A. Gilt r(a) = 0, so heißt a quasinilpotent.

Wie etwa in [[5], Theorem 3.2.8] beweist man folgendes Lemma.
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1 Präliminarien

Lemma 1.5. Für a ∈ A gilt r(a) = limn→∞‖an‖
1
n .

Bemerkung 1.6. Insbesondere gilt r(λa) = |λ|r(a) für alle λ ∈ C und a ∈ A.

Als nächstes erinnern wir an die Definition holomorpher Banachraum-wertiger Funktio-
nen.

Definition 1.7. Seien X ein Banachraum, U ⊆ C offen und z0 ∈ U . Eine Abbildung
f : U → X heißt komplex differenzierbar in z0, falls der Grenzwert

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

in X existiert. Die Funktion f heißt holomorph auf U, falls sie in allen z0 ∈ U komplex
differenzierbar ist.

Bemerkung 1.8. Man kann zeigen, dass sich die üblichen Rechenregeln für holomorphe
Funktionen f : U → C auf holomorphe Funktionen ϕ : U → X übertragen.

Beispiel 1.9. Für eine holomorphe Funktion f : U → X wie in Definition 1.7 ist

exp ◦f : U −→ X, z 7−→ exp(f(z))

holomorph auf U .

Für einen Maßraum (X,M, µ) sei

L1(X,M, µ) =
{
f : X → C

∣∣ f M-messbar mit

∫
X
|f |dµ <∞

}
.

Lemma 1.10. Sei (X,M, µ) ein Maßraum und f : X → [−∞,∞] M-messbar. Dann ist
f genau dann µ-integrierbar, wenn es ein f̃ ∈ L1(X,M, µ) gibt mit f̃(X) ⊆ R und f = f̃
µ-fast überall.

Einen Beweis dazu kann man in [[6], Corollary 2.3.13] finden.
Zuletzt geben wir eine Definition für harmonische Funktionen. Dabei sei
Dr(z0) = {z ∈ C | |z − z0| < r} für z0 ∈ C und r > 0.

Definition 1.11. Sei U ⊆ C offen und f : U → C stetig. Wir nennen f harmonisch, falls
für alle a ∈ U und r > 0 mit Dr(a) ⊆ U gilt

f(a) =

∫
T
f(a+ rξ)dλ(ξ).

Bemerkung 1.12. Wie etwa in [[7], Korollar 1.10] sieht man, dass diese Definition
äquivalent dazu ist, dass f : U → C zweimal stetig partiell differenzierbar ist mit ∆f ≡ 0.
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2 Subharmonische Funktionen

2.1 Eigenschaften subharmonischer Funktionen

Im Folgenden seien R−∞ = R ∪ {−∞}, D = D1(0) und T = ∂D. Weiter seien
m : B(R)→ [0,∞] das Lebesgue-Borelsche-Maß und

λ : B(T) −→ [0, 1], A 7−→ 1

2π
m({t ∈ [−π, π] | eit ∈ A}).

Definition 2.1. Sei U ⊆ C. Eine Abbildung f : U → R−∞ heißt oberhalbstetig, falls für
alle t ∈ R die Menge

{z ∈ U | f(z) < t}

offen in U ist.

Bemerkung 2.2. Die Abbildung f : U → R−∞ ist genau dann oberhalbstetig, wenn

lim sup
y→x

f(y) ≤ f(x)

für alle x ∈ U gilt.

Beweis. Ist f oberhalbstetig, so ist für x0 ∈ U und ε > 0 die Menge

{x ∈ U | f(x) < f(x0) + ε}

offen, sodass es ein δ > 0 gibt mit f(x) < f(x0)+ε für alle x ∈ Dδ(x0). Umgekehrt sei t ∈ R
und x0 ∈ U mit f(x0) < t. Dann gibt es zu jedem ε > 0 ein δ > 0 mit f(x) < f(x0) + ε
für alle x ∈ Dδ(x0). Wählt man ε = t− f(x0), so ist

{x ∈ U | f(x) < t}

offen.

Beispiel 2.3. Die Abbildung

r : A −→ R, a 7−→ r(a)

ist oberhalbstetig.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 1.3.
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2 Subharmonische Funktionen

Satz 2.4. Sei U ⊆ C offen.

(a) Sind u, v : U → R−∞ oberhalbstetig, so auch u+ v,max(u, v) : U → R−∞.

(b) Sind ui : U → R−∞ (i ∈ I) oberhalbstetig, so auch infi∈I ui : U → R−∞.

Beweis. (a) Für t ∈ R sind die Mengen

{z ∈ U | u(z) + v(z) < t} =
⋃

t1+t2=t

{z ∈ U | u(z) < t1} ∩ {z ∈ U | v(z) < t2}

und

{z ∈ U | max(u(z), v(z)) < t} = {z ∈ U | u(z) < t} ∩ {z ∈ U | v(z) < t}

als Schnitt bzw. Vereinigung offener Mengen offen.

(b) Für t ∈ R ist

{z ∈ U | infi∈I ui(z) < t} =
⋃
i∈I
{z ∈ U | ui(z) < t}

als Vereinigung offener Mengen offen.

Satz 2.5. Sei u : K → C eine oberhalbstetige Funktion auf einer kompakten Menge
K ⊆ C. Dann ist u auf K nach oben beschränkt und nimmt sein Supremum auf K an.

Beweis. Es ist ({z ∈ G | u(z) < n})n∈N eine offene Überdeckung von K. Da K kompakt
ist, gibt es ein n0 ∈ N so, dass u(z) < n0 für alle z ∈ G, womit u nach oben beschränkt
ist. Ist M = supz∈K u(z) und wäre

u(z) < M

für alle z ∈ K, so wäre ({z ∈ G | u(z) < M − 1
n})n∈N eine weitere offene Überdeckung von

K und daher gäbe es wieder ein m ∈ N mit

u(z) < M − 1

m
< M

für alle z ∈ K, ein Widerspruch.

Satz 2.6. Seien K ⊆ C kompakt und u : K → R−∞ oberhalbstetig mit u 6≡ −∞. Für
k ≥ 1 definieren

uk(x) = sup
z∈K
{u(z)− k|x− z|}

stetige Funktionen uk : K → R, die punktweise monoton fallend gegen u konvergieren.
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2.1 Eigenschaften subharmonischer Funktionen

Beweis. Nach Satz 2.5 und der Voraussetzung u 6≡ −∞ ist uk für jedes k ≥ 1 wohldefiniert.
Seien nun k ≥ 1 und x1, x2, y ∈ K. Wegen∣∣u(y)− k|x1 − y| − (u(y)− k|x2 − y|)

∣∣ = k
∣∣|x1 − y| − |x2 − y|∣∣

≤ k|x1 − x2|

gilt

uk(x1) = sup
y∈K
{u(y)− k|x1 − y|} ≤ uk(x2) + k|x1 − x2|.

Analog folgt

uk(x2) ≤ uk(x1) + k|x1 − x2|

und damit ∣∣uk(x1)− uk(x2)∣∣ ≤ k|x1 − x2|
für alle x1, x2 ∈ K.
Sei x0 ∈ K mit u(x0) > −∞. Offensichtlich gilt u ≤ uk+1 ≤ uk punktweise für alle k ≥ 1
auf K und damit u(x0) ≤ limk→∞ uk(x0). Andererseits gilt

uk(x0) ≤ max
(

sup
|y−x0|<R

u(y), sup
z∈K
{u(z)− kR}

)
für alle k ∈ N und R > 0 und damit

lim
k→∞

uk(x0) ≤ sup
|y−x0|<R

u(y).

Da u oberhalbstetig ist, folgt aus Bemerkung 2.2 lim
k→∞

uk(x0) ≤ u(x0) mit R→∞.

Sei nun x0 ∈ K mit u(x0) = −∞. Nach Satz 2.4 sind für alle n ∈ N die Funktionen

gn : K −→ R, x 7−→ max(u(x),−n)

oberhalbstetig. Mit dem bereits Gezeigten folgt, dass für alle n, k ∈ N die Funktionen

uk,n : K −→ C, x 7−→ sup
z∈K
{gn(z)− k|x− z|}

stetig sind mit

lim
k→∞

uk,n(x0) = gn(x0) = −n (2.1)

für alle n ∈ N. Somit existiert ein N ∈ N so, dass uk,n < −n+ 1 für alle k ∈ N gilt. Wegen

uk,n(x0) = max(uk(x0), sup
z∈K
{−n− k|x0 − z|})

= max(uk(x0),−n)

≥ uk(x0)

erhält man uk(x0) < −n+ 1 für alle k ∈ N und die Behauptung folgt.
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2 Subharmonische Funktionen

Definition 2.7. Sei U ⊆ C offen. Eine Abbildung u : U → R−∞ heißt subharmonisch auf
U , falls u oberhalbstetig ist und für jede kompakte Menge K ⊆ U , für die h : K → R
stetig und h

∣∣
Int(K)

harmonisch ist mit u ≤ h auf ∂K, bereits u ≤ h auf K folgt.

Lemma 2.8. Seien U ⊆ C offen sowie u : U → R−∞ subharmonisch. Dann gilt für z0 ∈ U
und r > 0 mit Dr(z0) ⊆ U und u(z0) > −∞, dass

T −→ R−∞, ξ 7−→ u(z0 + rξ)

λ-integrierbar ist mit

u(z0) ≤
∫
T
u(z0 + rξ)dλ(ξ).

Beweis. Nach Satz 2.6 existieren stetige Funktionen h̃n : ∂Dr(z0) → R (n ∈ N) so, dass
(h̃n)n∈N punktweise monoton fallend auf ∂Dr(z0) gegen u konvergiert. Laut [7, Satz 1.7]
existiert für jedes n ∈ N eine stetige Fortsetzung hn : Dr(z0)→ R von h̃n so, dass hn

∣∣
Dr(z0)

harmonisch ist. Für alle n ∈ N gilt dann

−∞ < u(z0) ≤ hn(z0)

= lim
s↑r

∫
T
hn(z0 + sξ)dλ(ξ)

=

∫
T
hn(z0 + rξ)dλ(ξ).

Indem man ein c ∈ R wählt mit c ≥ h1 auf ∂Dr(z0) und beachtet, dass∫
T
(c− hn)(z0 + rξ)dλ(ξ) ≤ c− u(z0) <∞,

erhält man mit dem Satz von der monotonen Konvergenz [6, Corollary 2.4.1]

0 ≤
∫
T
c− u(z0 + rξ)dλ(ξ)

= lim
n→∞

∫
T
c− hn(z0 + rξ)dλ(ξ)

≤ c− u(z0) <∞.

Lemma 1.10 zufolge existiert ein ũ ∈ L1(T,B(T), λ) mit ũ(T) ⊆ R sowie ũ(ξ) = u(z0 + rξ)
für λ-fast alle ξ ∈ T. Somit gilt

u(z0) ≤
∫
T
ũ(ξ)dλ(ξ) =

∫
T
u(z0 + rξ)dλ(ξ).

Bemerkung 2.9. Setzt man für f : T→ R−∞ mit λ-integrablem Positivteil f+∫
T
fdλ =

{∫
T fdλ, falls auch f− λ-integrierbar ist

−∞, sonst

so gilt Lemma 2.8 auch ohne die Forderung u(z0) > −∞.
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2.1 Eigenschaften subharmonischer Funktionen

Satz 2.10 (Maximumprinzip). Sei u : G → R−∞ subharmonisch auf einem Gebiet
G ⊆ C. Gibt es ein z0 ∈ G mit u(z) ≤ u(z0) für alle z ∈ G, so ist u konstant.

Beweis. Sei ohne Einschränkung u(z0) > −∞. Wegen

{z ∈ G | u(z) = u(z0)} = G\{z ∈ G | u(z) < u(z0)}

ist die Menge ∅ 6= M = {z ∈ G | u(z) = u(z0)} abgeschlossen in G. Es genügt also zu
zeigen, dass M ⊆ G offen ist. Seien dazu w ∈M und R > 0 so, dass DR(w) ⊆ G. Gäbe es
ein ξ0 ∈ T und r ∈ (0, R) mit

u(w + rξ0) < u(z0) = u(w),

so gäbe es eine offene Umgebung U ⊆ T von t0 und ein ε > 0 mit

u(w + rξ) < u(z0)− ε

für alle ξ ∈ U . Dann erhält man durch

u(z0) ≤
∫
T

u(w + rξ)dλ(ξ)

≤
∫
U

u(z0)− εdλ(ξ) +

∫
T\U

u(w + rξ)dλ(ξ)

≤ u(z0)−
∫
U

εdλ(ξ)

< u(z0)

einen Widerspruch. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 2.8.

Korollar 2.11. Sei u : C → R−∞ subharmonisch mit u(z) ≥ 0 für alle z ∈ C und
lim|z|→∞ u(z) = 0. Dann ist u = 0.

Beweis. Wegen lim|z|→∞ u(z) = 0 existiert ein z0 ∈ C mit u(z0) ≥ u(z) ≥ 0 für alle z ∈ C.
Laut Satz 2.10 ist u ≡ c für ein c ∈ C und nach Voraussetzung muss gelten c = 0.

Satz 2.12. Seien U ⊆ C offen und u : U → R−∞. Dann sind äquivalent

(i) u ist subharmonisch,

(ii) u ist oberhalbstetig und für z0 ∈ U und r > 0 mit Dr(z0) ⊆ U ist

T −→ R−∞, ξ 7−→ u(z0 + rξ)

λ-integrierbar mit

u(z0) ≤
∫
T
u(z0 + rξ)dλ(ξ).
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2 Subharmonische Funktionen

(iii) u ist oberhalbstetig und erfüllt die Mittelwertabschätzung, d.h. für z0 ∈ U existiert
ein r0 > 0 so, dass für alle r ∈ (0, r0) gilt

u(z0) ≤
∫
T
u(z0 + rξ)dλ(ξ).

Beweis. Nach Lemma 2.8 folgt (ii) aus (i) und offensichtlich auch (iii) aus (ii). Seien nun
K ⊆ U kompakt und h : K → R stetig so, dass h|Int(K) harmonisch ist und u ≤ h auf ∂K
gilt. Da u−h nach Satz 2.4 oberhalbstetig auf K ist, existiert laut Satz 2.5 ein z0 ∈ K so,
dass (u− h)(z) ≤ (u− h)(z0) für alle z ∈ K gilt. Gäbe es ein w ∈ K mit (u− h)(w) > 0,
so wäre

∅ 6= M = {z ∈ K | (u− h)(z) = (u− h)(z0)} ⊆ Int(K)

kompakt. Nach Voraussetzung erfüllt u − h in jedem z ∈ Int(K) lokal die Mittelwert-
abschätzung, wodurch genau wie im Beweis von 2.10 folgt, dass M ⊆ Int(K) offen ist. Als
offene und kompakte Menge wäre damit M = C kompakt, ein Widerspruch.

Satz 2.13. Sei (un)n∈N eine monoton fallende Folge subharmonischer Funktionen auf ei-
ner offenen Menge U ⊆ C. Dann ist der punktweise Limes u = limn→∞ un subharmonisch
auf U .

Beweis. Ohne Einschränkung sei un0 6≡ −∞ für ein n0 ∈ N. Wegen

u(z) = lim
n→∞

un(z) = inf
n∈N

un(z)

für alle z ∈ U ist u nach Satz 2.4 oberhalbstetig.
Seien z0 ∈ U und r > 0 mit Dr(z0) ⊆ U und u(z0) > −∞. Es ist (−un)n∈N eine mono-
ton wachsende, punktweise auf ∂Dr(z0) gegen −u

∣∣
∂Dr(z0)

konvergente Folge integrierbarer

Funktionen mit

−∞ <

∫
T
−u0(z0 + rξ)dλ(ξ)

≤
∫
T
−un(z0 + rξ)dλ(ξ)

≤ −un(z0) ≤ −u(z0) <∞

für alle n ∈ N. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz [6, Corollary 2.4.1] gilt

−u(z0) = lim
n→∞

−un(z0)

≥ lim
n→∞

∫
T
−un(z0 + rξ)dλ(ξ)

=

∫
T
−u(z0 + rξ)dλ(ξ)

und

T −→ R−∞, ξ 7−→ u(z0 + rξ)

ist λ-integrierbar. Die Behauptung folgt also aus Satz 2.12.
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2.2 Der Satz von Vesentini

Lemma 2.14. Seien (X,M, µ) ein Maßraum und un : X → [−∞,∞] (n ∈ N) messbare
Funktionen. Existiert eine µ-integrierbare Funktion g : X → [−∞,∞] mit |un| ≤ g für alle
n ∈ N, so gilt

lim sup
n→∞

∫
X
undµ ≤

∫
X

lim sup
n→∞

undµ.

Beweis. Wendet man [8, Lemma IV.5.1] auf die messbaren Funktionen
g − un : X → [0,∞] (n ∈ N), so folgt die Behauptung.

Definition 2.15. Sei U ⊆ C offen. Eine Funktion u : U → R−∞ heißt lokal nach oben
beschränkt, falls es für alle z0 ∈ U ein r > 0 gibt so, dass u auf Dr(z0) nach oben beschränkt
ist.

Satz 2.16. Es seien un : U → R−∞ (n ∈ N) subharmonische Funktionen auf einer offenen
Menge U ⊆ C so, dass supn∈N un lokal nach oben beschränkt ist auf U . Dann erfüllt
u = lim supn→∞ un die Mittelwertabschätzung.

Beweis. Ohne Einschränkung sei un0 6≡ −∞ für ein n0 ∈ N. Es sei z0 ∈ U und r0 > 0 so,
dass Dr0(z0) ⊆ U . Dann gibt es ein c > 0 mit

un(z) ≤ sup
n∈N

un(z) ≤ c

für alle z ∈ Dr0(z0). Nach Lemma 2.14 gilt für alle r ∈ (0, r0)

−∞ < u(z0) = lim sup
n→∞

un(z0)

≤ lim sup
n→∞

∫
T
un(z0 + rξ)dλ(ξ)

≤
∫
T

lim sup
n→∞

un(z0 + rξ)dλ(ξ)

=

∫
T
u(z0 + rξ)dλ(ξ)

≤ c <∞.

2.2 Der Satz von Vesentini

Definition 2.17. Seien −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Eine Funktion ϕ : (a, b) → R heißt konvex,
falls

ϕ(λx+ (1− λ)y) ≤ λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y)

für alle x, y ∈ (a, b) und λ ∈ [0, 1] gilt.
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2 Subharmonische Funktionen

Bemerkung 2.18. Sei ϕ : (a, b)→ R mit −∞ ≤ a < b ≤ ∞.

(a) Die Funktion ϕ ist genau dann konvex, wenn für alle a < s < t < u < b gilt

ϕ(t)− ϕ(s)

t− s
≤ ϕ(u)− ϕ(s)

u− s
.

(b) Ist ϕ konvex, so ist ϕ stetig.

Beweis. (a) Seien a < s < t < u < b. Durch Umformen erhält man aus

ϕ(t)− ϕ(s)

t− s
≤ ϕ(u)− ϕ(s)

u− s
zunächst

ϕ(s)
( t− s
u− s

)
− ϕ(s) ≤ ϕ(u)

( t− s
u− s

)
− ϕ(t)

und dann

ϕ(s) ≤
(s− u
t− u

)
ϕ(t) + ϕ(u)

( t− s
t− u

)
=
(s− u
t− u

)
ϕ(t) + ϕ(u)

(
1− s− u

t− u

)
.

Ist ϕ konvex, so setze λ = s−u
t−u ∈ (0, 1) und im anderen Fall s = λ(t− u) + u.

(b) Seien a < s < x < t < b. Für alle y ∈ (x, t) folgt aus Teil (a)

ϕ(s) +
ϕ(x)− ϕ(s)

x− s
(y − s) ≤ ϕ(y) ≤ ϕ(x) +

y − x
t− x

(ϕ(t)− ϕ(x))

und somit limy↓x ϕ(y) = ϕ(x). Analog erhält man limy↑x ϕ(y) = ϕ(x).

Wie etwa in [8, 1.3 Jensensche Ungleichung] beweist man folgendes Resultat.

Satz 2.19 (Jensensche Ungleichung). Sei (X,M, µ) ein positiver Maßraum mit
µ(X) = 1 sowie −∞ ≤ a < b ≤ ∞, ϕ : (a, b) → R konvex und f ∈ L1(X,M, µ) mit
f(X) ⊆ (a, b). Dann gilt (ϕ ◦ f)− ∈ L1(X,M, µ) und

ϕ
(∫

X
fdµ

)
≤
∫
X
ϕ ◦ fdµ,

wobei
∫
X

ϕ ◦ fdµ =∞ sei für (ϕ ◦ f)+ /∈ L1(X,M, µ).

Korollar 2.20. Seien u : U → R−∞ subharmonisch auf einer offenen Menge U ⊆ C und
ϕ : R→ R konvex und monoton wachsend. Dann ist die Abbildung

ϕ ◦ u : U −→ R−∞, z 7−→

ϕ(u(z)), falls u(z) 6= −∞
inf
x∈R

ϕ(x), falls u(z) = −∞

subharmonisch auf U .
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2.2 Der Satz von Vesentini

Beweis. Seien t ∈ R und z0 ∈ U mit (ϕ ◦ u)(z0) < t. Aufgrund der Stetigkeit (beachte
Bemerkung 2.18 (b)) und Monotonie von ϕ gibt es ein δ > u(z0) mit ϕ([−∞, δ]) ⊆ [−∞, t).
Da u oberhalbstetig ist, gibt es eine Umgebung V ⊆ U von z0 so, dass u(V ) ⊆ [−∞, δ)
und damit gilt (ϕ ◦ u)(z) < t für alle z ∈ V . Also ist φ ◦ u nach oben halbstetig.
Seien nun z0 ∈ U und r > 0 so, dass Dr(z0) ⊆ U . Lemma 1.10 zufolge existiert ein
ũ ∈ L1(T,B(T), λ) mit ũ(T) ⊆ R und ũ(ξ) = u(z0 + rξ) für λ-fast alle ξ ∈ T. Ist
u(z0) > −∞, so erhält man zusammen mit der Jensenschen Ungleichung (2.19)

ϕ(u(z0)) ≤ ϕ
(∫

T
u(z0 + rξ)dλ(ξ)

)
= ϕ

(∫
T
ũ(ξ)dλ(ξ)

)
≤
∫
T
ϕ ◦ ũ(ξ)dλ(ξ)

=

∫
T
ϕ ◦ u(z0 + rξ)dλ(ξ).

Gilt nun u(z0) = −∞ und ohne Einschränkung ϕ(−∞) > −∞, so ist die Abbildung

T −→ R, ξ 7−→ ϕ ◦ u(z0 + rξ)

λ-messbar, oberhalbstetig und nach Satz 2.5 beschränkt. Wieder mit der Jensenschen
Ungleichung folgt

ϕ(u(z0)) = ϕ(−∞) ≤
∫
T
ϕ ◦ u(z0 + rξ)dλ(ξ).

Satz 2.12 liefert die Behauptung.

Lemma 2.21. Seien U ⊆ C offen und f : U → X eine holomorphe Abbildung in einen
Banachraum (X, ‖·‖). Dann ist die Funktion

log‖f‖ : U −→ R−∞ z 7−→

{
log‖f(z)‖, falls f(z) 6= 0

−∞, falls f(z) = 0

subharmonisch auf U .

Beweis. Aus der Stetigkeit der Funktion U → R, z 7→ log |z| und der Holomorphie von f
folgt, dass für alle t ∈ R die Menge

{z ∈ U | log‖f(z)‖ < t}

offen in C ist und damit die Oberhalbstetigkeit von log‖f‖ auf U .
Seien z0 ∈ U mit f(z0) 6= 0 und r > 0 so, dass Dr(z0) ⊆ U und f(z) 6= 0 für alle
z ∈ Dr(z0). Im Fall X = C existiert nach [9, Kapitel V, Satz 1.4] eine holomorphe
Abbildung g : Dr(z0) → C mit f(z) = eg(z) für alle z ∈ Dr(z0). Laut [10, Satz 2.17]
ist log |f | = Re(g) harmonisch, sodass log |f | auf Dr(z0) die Mittelwertabschätzung erfüllt
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2 Subharmonische Funktionen

und somit laut Satz 2.12 subharmonisch ist. Ist X ein beliebiger Banachraum, so existiert
nach Hahn-Banach [3, Korollar 6.5] eine stetig lineare Abbildung φ : X → C mit ‖φ‖ = 1
und φ(f(z0)) = ‖f(z0)‖. Aus

lim
z→w

φ(f(z))− φ(f(w))

z − w
= lim

z→w
φ
(f(z)− f(w)

z − w

)
= φ(f ′(w))

für alle w ∈ U folgt, dass φ ◦ f : U → C holomorph ist. Nach dem bereits Gezeigten ist
log|φ ◦ f | auf U subharmonisch und es gilt

log‖f(z0)‖ = log|φ(f(z0))|

≤
∫
T

log|φ(f(z0 + rξ))|dλ(ξ)

≤
∫
T

log‖f(z0 + rξ)‖dλ(ξ).

Satz 2.12 liefert die Behauptung.

Bemerkung 2.22. In dem Beweis wurde gezeigt, dass für ein holomorphes f : U → C
mit 0 /∈ f(U) die Funktion log |f | : U → R harmonisch ist.

Satz 2.23 (Vesentini). Sei A eine Banachalgebra, U ⊆ C offen und f : U → A holomorph.
Dann sind r ◦ f : U → R−∞ und log(r ◦ f) : U → R−∞ subharmonisch auf U .

Beweis. Für alle z ∈ U gilt

log r(f(z)) = lim
n→∞

log(‖f(z)2
n‖

1
2n )

= lim
n→∞

1

2n
log‖f(z)2

n‖.

Da U → A, z 7→ f(z)2
n

für alle n ∈ N holomorph ist, folgt aus Lemma 2.21, dass
U → R−∞, z 7→ log‖f(z)2

n‖ subharmonisch ist.
Aus

log‖f(z)2
n+1‖ = log‖f(z)2

n
f(z)2

n‖
≤ log(‖f(z)2

n‖‖f(z)2
n‖)

= 2 log‖f(z)2
n‖

folgt, dass die Folge ( 1
2n log(f2

n
))n∈N subharmonischer Funktionen U → R−∞ punktweise

monoton fallend gegen log(r(f(z))) konvergiert. Nach Satz 2.13 ist log(r ◦ f) subharmo-
nisch. Da exp: R → R konvex und monoton wachsend ist folgt aus Korollar 2.20, dass
exp ◦ log(r ◦ f) = r ◦ f subharmonisch ist.

2.3 Der Satz von Liouville für subharmonische Funktionen

Im folgenden Abschnitt werden wir eine Version des Satzes von Liouville für subharmo-
nische Funktionen herleiten. Es sei µ : B(C) → [0,∞] das Lebesgue-Borelsche-Maß auf C
und wir schreiben L1(U) = L1(U,B(U), µ|U ) für eine Teilmenge U ⊆ C.

22



2.3 Der Satz von Liouville für subharmonische Funktionen

Satz 2.24. Sei u : U → R−∞ eine subharmonische Funktion auf einer offenen Menge
U ⊆ C und seien z0 ∈ U und R > 0 mit DR(z0) ⊆ U . Ist u(z0) > −∞, so ist u|

DR(z0)

µ|
DR(z0)

-integrierbar.

Beweis. Nach Satz 2.6 existieren stetige Funktionen hn : DR(z0) → R (n ∈ N), die auf
DR(z0) punktweise monoton fallend gegen u konvergieren. Für alle r ∈ (0, R) gilt nach
Satz 2.12

−∞ < u(z0) ≤
1

2π

2π∫
0

u(z0 + reit)dt.

Ausgehend davon erhält man

−∞ < 2πru(z0) ≤ r
∫ 2π

0
u(z0 + reit)dt.

Für alle n ∈ N folgt mit dem Satz von Fubini [6, Theorem 5.2.2]

−∞ < 2πR2u(z0) ≤
∫ R

0
r

∫ 2π

0
u(z0 + reit)dtdr

≤
∫ R

0
r

∫ 2π

0
hn(z0 + reit)dtdr

=

∫ R

0

∫ 2π

0
rhn(z0 + reit)dtdr

=

∫
DR(z0)

hn(z)dµ(z).

Wie im Beweis von Lemma 2.8 erhält man mit dem Satz von der monotonen Konvergenz
[6, Corollary 2.4.1] ∫

DR(z0)
u(z)dµ(z) = lim

n→∞

∫
DR(z0)

hn(z)dµ(z)

≤ πR2u(z0).

Satz 2.25. Sei G ⊆ C ein Gebiet und u : G → R−∞ subharmonisch mit u 6≡ −∞. Dann
existiert für jedes z ∈ G ein r > 0 so, dass u|Dr(z) µ|Dr(z)-integrierbar ist.

Beweis. Wegen u 6≡ −∞ ist die Menge

M = {z ∈ G | es gibt ein r > 0 so, dass u|Dr(z) ∈ L
1(Dr(z))}

nach Satz 2.24 nicht leer. Offensichtlich ist M auch offen. Sei nun (zn)n∈N eine Folge in
M mit limn→∞ zn = z ∈ G und R > 0 mit DR(z) ⊆ G. Wähle n ∈ N so, dass

|zn − z| ≤ R
4

23



2 Subharmonische Funktionen

und r ∈ (0, R4 ) so, dass u|Dr(zn) ∈ L1(Dr(zn)). Dann gibt es z̃ ∈ Dr(zn) mit u(z̃) > −∞.
Weiter gilt DR/2(z̃) ⊆ DR(z) ⊆ G und nach Satz 2.24 ist u|DR/2(z̃) ∈ L

1(DR/2(z̃)). Wegen

z ∈ DR/2(z̃) gibt es ein r0 > 0 mit Dr0(z) ⊆ DR/2(z̃) und damit u|Dr0 (z) ∈ L
1(Dr0(z)).

Also ist M wegen z ∈M abgeschlossen und es folgt M = G.

Korollar 2.26. Sei G ⊆ C ein Gebiet und u : G → R−∞ subharmonisch mit u 6≡ −∞.
Für jede kompakte Menge K ⊆ G ist u|K µ|K-integrierbar.

Beweis. Satz 2.25 zufolge existiert für jedes z ∈ G ein r > 0 mit u|Dr(z) ∈ L1(Dr(z)).
Für eine kompakte Menge K ⊆ C existieren somit z1, ..., zn ∈ G und r1, ..., rn > 0 mit
K ⊆

⋃n
i=1Dri(zi) für die Dri(zi) ⊆ G und u|Dri (zi) ∈ L

1(Dri(zi)) für alle 1 ≤ i ≤ n gilt.

Also ist u|K ∈ L1(K).

Lemma 2.27. Sei u : G→ R−∞ subharmonisch auf einem Gebiet G ⊆ C mit

Int{z ∈ G | u(z) = −∞} 6= ∅.

Dann ist u ≡ −∞.

Beweis. Seien u 6≡ −∞, M = {z ∈ G | u(z) = −∞} und (Kn)n∈N eine kompakte
Ausschöpfung von G. Für alle n ∈ N gilt Korollar 2.26 zufolge

∫
Kn
|u|dµ < ∞. Wegen

µ(M ∩ Kn) = 0 für alle n ∈ N ist auch M =
⋃
n∈N(M ∩ Kn) eine µ-Nullmenge, im

Widerspruch zur Voraussetzung.

Lemma 2.28. Sei u : Dr(z0)→ R−∞ subharmonisch mit u 6≡ −∞. Dann ist die Funktion

M : (−∞, log r) −→ R, t 7−→ max
|z−z0|=et

u(z)

konvex.

Beweis. Satz 2.5 zufolge ist M wohldefiniert. Ohne Einschränkung sei z0 = 0. Weiter seien
λ ∈ [0, 1] und t1, t2 ∈ (−∞, log r) mit t1 < t2. Dann ist nach Bemerkung 2.22

h : C\{0} −→ R, z 7−→ log |z| − t1
t2 − t1

M(t2) +
t2 − log |z|
t2 − t1

M(t1)

eine harmonische Funktion. Weiter gilt für z ∈ C\{0} mit |z| = eλt2+(1−λ)t1 , dass

λ = log |z|−t1
t2−t1 ∈ [0, 1]. Für z ∈ C \ {0} mit |z| = et2 erhält man

u(z) ≤ max
|w|=et2

u(w) = M(t2) =
log |z| − t1
t2 − t1

M(t2) +
t2 − log |z|
t2 − t1

M(t1),

sodass nach Lemma 2.12

u(z) ≤ h(z)

für alle z ∈ Det2 (0) gilt. Insbesondere erhält man

max
|z|=eλt2+(1−λ)t1

u(z) ≤ h(z)

und somit die Konvexität von M .
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Bemerkung 2.29. Insbesondere ist für eine subharmonische Funktion u : C→ R−∞ mit
u 6≡ −∞ die Funktion

M : R −→ R, t 7−→ max
|z|=et

u(z)

konvex.

Satz 2.30. Sei u : C→ R−∞ subharmonisch so, dass

lim inf
r→∞

max{u(z) | |z| = r}
log r

= 0.

Dann ist u konstant.

Beweis. Bemerkung 2.18 und 2.29 zufolge ist

h : (0,∞) −→ R, t 7−→ M(t)−M(0)

t

monoton wachsend. Seien nun ε > 0 und R > 0 so, dass∣∣∣M(0)

log r

∣∣∣ < ε

für alle r ≥ R. Zusammen mit der Voraussetzung erhält man

lim inf
r→∞

∣∣∣M(log r)−M(0)

log r

∣∣∣ ≤ lim inf
r→∞
r≥R

∣∣∣M(log r)

log r

∣∣∣+ ε = ε

und somit

lim inf
r→∞

M(log r)−M(0)

log r
= 0.

Da h monoton wächst, folgt

lim
r→∞

M(log r)−M(0)

log r
= 0.

Für alle ε > 0 existiert daher ein t > 0 mit∣∣∣M(log s)−M(0)

log s

∣∣∣ < ε

für alle s ≥ t und aufgrund der Monotonie∣∣∣M(log s)−M(0)

log s

∣∣∣ < ε

für alle s > 0. Damit erhält man M(log r) = M(0) für alle r ≥ 0, sodass aus dem
Maximumprinzip [Satz 2.10] folgt, dass u konstant ist.

Korollar 2.31 (Liouville). Jede nach oben beschränkte subharmonische Funktion
u : C→ R−∞ ist konstant.
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3 Das Jacobson-Radikal

3.1 Das Jacobson-Radikal

Sei im Folgenden A eine unitale komplexe Algebra.

Definition 3.1. Ein Linksideal L  A heißt maximal, falls es kein weiteres Linksideal
L′ ⊆ A mit L  L′  A gibt.

Lemma 3.2. Jedes Linksideal ist in einem maximalen Linksideal enthalten.

Beweis. Für ein Linksideal L0 ⊆ A ist die Menge

F = {L ⊆ A | L maximales Linksideal mit L0 ⊆ L}

bezüglich Inklusion partiell geordnet. Ist C ⊆ F eine Kette im Sinne von [11, Section 14,
S. 54], so ist

⋃
J∈C J ( A ebenfalls Linksideal. Nach dem Lemma von Zorn [11, Zorn’s

lemma] existiert ein maximales Linksideal L ∈ F .

Definition 3.3. Es seien

Lmax(A) = {L ⊆ A | L maximales Linksideal in A}

und

Rmax(A) = {R ⊆ A | R maximales Rechtsideal in A}.

Wir definieren

Rad(A) =
⋂

L∈Lmax(A)

L

als das (Jacobson-)Radikal von A. Gilt Rad(A) = {0}, so heißt A halbeinfach.

Lemma 3.4. Für alle x, y ∈ A und λ ∈ C\{0} ist λ + xy ∈ A−1 genau dann, wenn
λ+ yx ∈ A−1.

Beweis. Ist λ+ xy ∈ A−1, so existiert ein u ∈ A mit

(λ+ xy)u = λu+ xyu = 1.

Damit folgt

(λ+ yx)(1− yux) = λ− λyux+ yx− y(xyu)x

= λ− λyux+ yx− y(1− λu)x

= λ− λyux+ yx− yx+ λyux = λ.
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Korollar 3.5. Es ist

σ(xy) ∪ {0} = σ(yx) ∪ {0}.

für alle x, y ∈ A.

Folgender Satz liefert uns nützliche Charakterisierungen des Radikals von A.

Satz 3.6. Für ein x ∈ A sind äquivalent

(i) x ∈ Rad(A),

(ii) x ∈
⋂

R∈Rmax(A)
R,

(iii) x ∈ {x ∈ A | 1 + yx ∈ A−1 für alle y ∈ A},

(iv) x ∈ {x ∈ A | 1 + xy ∈ A−1 für alle y ∈ A},

(v) x ∈ {x ∈ A | σ(yx) = {0} für alle y ∈ A},

(vi) x ∈ {x ∈ A | σ(xy) = {0} für alle y ∈ A}.

Beweis. Aus Lemma 3.4 folgt die Äquivalenz von (iii) und (iv) und aus Korollar 3.5 die
der Aussagen (v) und (vi). Offensichtlich sind auch (iii) und (v) äquivalent. Wir zeigen
nun die Äquivalenz von (i) und (iii) und analog folgt die Äquivalenz von (ii) und (iv).
Seien x ∈ L für alle L ∈ Lmax(A) und y ∈ A so, dass 1 + yx /∈ A−1. Da A(1 + yx)  A
ein Linksideal in A ist, existiert nach Lemma 3.2 ein maximales Linksideal L0  A mit
A(1 + yx) ⊆ L0. Für dieses gilt 1 + yx− yx = 1 ∈ L0 und damit L0 = A im Widerspruch
zu L0  A.
Existiert umgekehrt ein maximales Linksideal L0 ∈ Lmax(A) mit x /∈ L0 und ist
1+yx ∈ A−1 für alle y ∈ A, so folgt für das Linksideal L0−Ax ⊂ Amit L0 ⊂ L0−Ax ⊂ A,
dass L0 − Ax = A. Also gibt es ein z ∈ L0 und ein y ∈ A mit 1 = z − yx ∈ A. Wegen
1+yx ∈ L0 gilt (1+yx)−1(1+yx) = 1 ∈ L0 im Widerspruch zur Maximalität von L0.

Satz 3.7. Die unitale Algebra A/Rad(A) ist halbeinfach. Weiter ist x ∈ A−1 genau dann,
wenn [x] ∈ (A/Rad(A))−1.

Beweis. Sei L′ ∈ Lmax(A/Rad(A)) und q : A → A/Rad(A) die Quotientenabbildung.
Dann ist auch L = q−1(L′) ∈ Lmax(A), denn für ein weiteres Linksideal J ( A mit J ) L
gilt

L′ = q(L) ⊆ q(J).

Aus der Maximalität von L′ folgt q(L) = q(J). Für ein x ∈ J gibt es also ein y ∈ L mit
q(x) = q(y) und damit x ∈ L, das heißt L = J . Analog ist q(L) ⊆ A/Rad(A) maximales
Linksideal, falls L ⊂ A maximales Linksideal ist, sodass

q−1(Rad(A/Rad(A))) ⊆ Rad(A)
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folgt. Für [x] ∈ Rad(A/Rad(A)) gilt also x ∈ Rad(A) und damit [x] = [0].
Offensichtlich ist [x] ∈ (A/Rad(A))−1, falls x ∈ A−1. Gilt umgekehrt [x] ∈ (A/Rad(A))−1,
so gibt es y ∈ A und u, v ∈ Rad(A) mit xy − u = 1 und yx − v = 1. Nach Satz 3.6 gilt
1 + u, 1 + v ∈ A−1 und damit xy(1 + u)−1 = 1 und (1 + v)−1yx = 1.

Bemerkung 3.8. Es gilt σ(x) = σ(x+Rad(A)) und damit r(x) = r(x+Rad(A)) für alle
x ∈ A.

Satz 3.9. Ist A Banachalgebra mit Norm ‖·‖, so ist jedes maximale Linksideal
L ∈ Lmax(A) abgeschlossen.

Beweis. Für ein L ∈ Lmax(A) folgt wegen L ∩ A−1 = ∅ aus Lemma 1.2, dass

L ∩ {x ∈ A | ‖1− x‖ < 1} = ∅.

Demnach gilt auch L ∩ {x ∈ A | ‖1 − x‖ < 1} = ∅ und somit L 6= A. Da L ( A selbst
Linksideal mit L ⊆ L ist, folgt L = L aus der Maximalität von L.

Aus dem Beweis geht hervor, dass in einer BanachalgebraA auch jedes maximale Rechts-
ideal R ∈ Rmax(A) abgeschlossen ist. Darüber hinaus erhält man folgendes Korollar.

Korollar 3.10. Das Radikal einer Banachalgebra A ist abgeschlossen.
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3.2 Irreduzible Darstellungen

Sei A eine unitale Banachalgebra. Im Folgenden bezeichne L(X) den C-Vektorraum aller
Vektorraumhomomorphismen X → X auf einem C-Vektorraum X. Ist (X, ‖·‖) ein nor-
mierter Raum, so wird L(X), ausgestattet mit der Operatornorm, zu einem normierten
Raum.

Definition 3.11. Es sei X ein C-Vektorraum.

(a) Ein nichttrivialer Algebrenhomomorphismus π : A → L(X) heißt Darstellung von A
auf X.

(b) Eine Darstellung π von A auf X heißt irreduzibel, falls

{M ⊆ X Teilraum | π(x)M ⊆M für alle x ∈ A} = {{0}, X}.

(c) Ist (X, ‖·‖) ein normierter Raum und π : A → L(X) eine Darstellung von A auf X, so
nennen wir π stetig, falls es ein C > 0 gibt mit

‖π(a)‖ ≤ C‖a‖

für alle a ∈ A.

Es sei Rep(A) = {π : A → L(X) | π stetige irreduzible Darstellung von A auf X}.

Lemma 3.12. Sei π : A → L(X) eine irreduzible Darstellung auf einen Banachraum X.
Für alle ξ ∈ X\{0} gilt

{π(x)ξ | x ∈ A} = X.

Beweis. Der Teilraum M = {η ∈ X | π(x)η = 0 für alle x ∈ A} ist invariant unter π und
aus π 6= 0 folgt M = {0}. Ebenso ist F = {π(x)ξ | x ∈ A} ein invarianter Teilraum unter
π und aus M = {0} folgt F = X.

Satz 3.13. (a) Für L ∈ Lmax(A) wird durch

πL(x)[a] = [xa] (a, x ∈ A)

eine wohldefinierte stetige irreduzible Darstellung πL : A → L(A/L) definiert. Hierbei
sei der Quotientenraum A/L durch die Quotientennorm normiert.

(b) Für jede irreduzible Darstellung π : A → L(X) auf einen Banachraum X existiert ein
L ∈ Lmax(A) so, dass ker(π) = {x ∈ A | xA ⊆ L}.

Beweis. (a) Offenbar ist πL(x) linear für jedes x ∈ A. Da die Multiplikation in Banachal-
gebren stetig ist, gilt

‖πL(x)[a]‖ = ‖[xa]‖ ≤ ‖[x]‖ · ‖[a]‖
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3.2 Irreduzible Darstellungen

für alle [a] ∈ A/L und alle x ∈ A. Also gilt πL(x) ∈ L(A/L) mit ‖πL(x)‖ ≤ ‖[x]‖
und πL ist wohldefiniert und stetig linear. Sei {0} (M ⊆ A/L ein unter π invarianter
Teilraum mit M = U/L für einen Unterraum U ⊆ A. Wegen

πL(x)[u] = [xu] ∈ U/L

für alle x ∈ A und u ∈ U ist L ( U ⊆ A ein Linksideal, für das aufgrund der
Maximalität von L folgt U = A und damit M = A/L.

(b) Sei π eine irreduzible Darstellung von A auf X und ξ ∈ X\{0}. Für das Linksideal

L = {x ∈ A | π(x)ξ = 0}

folgt aus Lemma 3.12, dass L 6= A. Sei nun J ( A ein weiteres Linksideal mit L ( J .
Dann ist N = {π(x)ξ | x ∈ J} 6= {0} ein invarianter Teilraum unter π, weshalb N = X
folgt. Also gibt es ein e ∈ J mit π(e)ξ = ξ und damit xe− x ∈ L für alle x ∈ A, denn
π(xe−x)ξ = π(x)π(e)ξ−π(x)ξ = 0. Für alle x ∈ A gilt x = (x−xe)+xe ∈ L+J ⊆ J
und somit J = A im Widerspruch zur Voraussetzung.
Offensichtlich gilt ker(π) ⊆ {x ∈ A | xA ⊆ L}. Für x ∈ {x ∈ A | xA ⊆ L} erhält man

π(x)π(y)ξ = π(xy)ξ = 0

für alle y ∈ A, sodass aus Lemma 3.12 folgt x ∈ ker(π).

Durch das nächste Korollar erhalten wir eine weitere Charakterisierung des Radikals
von A, die sich im folgenden Kapitel als nützlich erweisen wird.

Korollar 3.14. Es gilt

Rad(A) =
⋂

π∈Rep(A)

ker(π).

Beweis. Sei zunächst x ∈ Rad(A) und damit x ∈ L für alle L ∈ Lmax(A). Nach Satz
3.6 gilt einerseits Rad(A) ⊆ L und andererseits xA ⊆ Rad(A), da Rad(A) als Schnitt
von Rechtsidealen selbst Rechtsideal ist. Satz 3.13 zufolge gilt damit x ∈ ker(πL) für alle
L ∈ Lmax(A) und ebenfalls aus Satz 3.13 folgt x ∈ ker(π) für alle π ∈ Rep(A). Nun seien
π ∈ Rep(A) und x ∈ ker(π). Wieder mit Satz 3.13 existiert ein L ∈ Lmax(A) so, dass
x ∈ {x ∈ A | xA ⊆ L} und damit x ∈ L.

Lemma 3.15. Sei π : A → L(X) eine irreduzible Darstellung und α ∈ C\{0} so, dass
π(a)x = αx für ein x ∈ X\{0} gilt. Dann ist α ∈ σ(a).

Beweis. Wäre α /∈ σ(a), so gäbe es ein y ∈ A mit yα − ya = 1. Für c = −ay ∈ A wäre
a+ αc− ca = 0 und zusammen mit der Voraussetzung

0 = π(a+ αc− ca)x

= π(a)x+ απ(c)x− π(c)π(a)x

= π(a)x+ απ(c)x− απ(c)x

= αx,

ein Widerspruch.
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Lemma 3.16. Gilt A−1 = A\{0}, so ist A isometrisch isomorph zu C.

Beweis. Seien x ∈ A und λ ∈ σ(x). Wegen λ− x /∈ A−1 gilt x = λ, d.h. σ(x) enthält nur
ein Element, etwa λ(x) = λ ∈ σ(x). Somit ist die Abbildung

λ : A −→ C, x 7−→ λ(x)

ein Isomorphismus mit ‖x‖ = |λ(x)| für alle x ∈ A.

Im Folgenden bezeichne π : A → L(X) eine stetige irreduzible Darstellung von A auf
einen Banachraum X.

Satz 3.17. Es ist

C = {T ∈ L(X) | Tπ(x) = π(x)T für alle x ∈ A}

isomorph zu C.

Beweis. Offensichtlich ist C eine abgeschlossene Unteralgebra von L(X) mit idX ∈ C. Für
0 6= T ∈ C gilt

π(x)T (X) = Tπ(x)(X) ⊆ T (X)

für alle x ∈ A. Also ist T (X) invariant unter π, woraus T (X) = X folgt. Ebenso zeigt man
π(x) ker(T ) ⊆ ker(T ), weshalb ker(T ) = {0} gelten muss. Somit ist T ∈ L(X) bijektiv und
nach dem Prinzip vom stetigen Inversen [3, Korollar 8.3] folgt, dass T−1 ∈ L(X). Weiter
ist T−1π(x) = π(x)T−1 für alle x ∈ A, sodass T−1 ∈ C gilt. Die Behauptung folgt nun
mit Lemma 3.16.

Lemma 3.18. Sind ξ1, ξ2 ∈ X linear unabhängig, so existiert ein a ∈ A mit π(a)ξ1 = 0
und π(a)ξ2 6= 0.

Beweis. Sei x ∈ A so, dass aus π(x)ξ1 = 0 folgt π(x)ξ2 = 0. Wie im Beweis von Satz 3.13
kann man zeigen, dass die Linksideale Li = {x ∈ A | π(x)ξi = 0} (i = 1, 2) maximal sind
mit L1 ⊆ L2, weshalb L1 = L2 folgt. Die linearen Abbildungen

Ti : A/L1 → X, [a] 7→ π(a)ξi (i = 1, 2)

sind aufgrund der Stetigkeit von π beschränkt und nach Lemma 3.12 auch bijektiv. Wieder
mit dem Prinzip vom stetigen Inversen [3, Korollar 8.3] erhält man D = T2T

−1
1 ∈ L(X).

Für ξ ∈ X sei b ∈ A mit ξ = π(b)ξ1. Dann gilt

π(a)Dξ = π(a)T2T
−1
1 (ξ) = π(a)T2([b]) = π(a)π(b)ξ2 = π(ab)ξ2

und

Dπ(a)ξ = T2T
−1
1 π(ab)ξ1 = T2([ab]) = π(ab)ξ2

und damit Dπ(a) = π(a)D für alle a ∈ A. Lemma 3.17 zufolge existiert ein λ ∈ C\{0} mit
D = λidX und somit T2 = λT1. Mit a = 1 erhält man durch ξ2 = λξ1 einen Widerspruch.
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Satz 3.19. Sind ξ1, ..., ξn ∈ X linear unabhängig, dann existiert ein a ∈ A so, dass
π(a)ξi = 0 für alle 1 ≤ i ≤ n− 1 und π(a)ξn 6= 0.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion nach n. Für n = 2 gilt die Behauptung
nach Lemma 3.18. Sei also nun n > 2 und die Behauptung wahr für n−1 linear unabhängige
ξ1, ..., ξn−1 ∈ X. Demnach gibt es ein a1 ∈ A so, dass

π(a1)ξi = 0 (1 ≤ i ≤ n− 2)

π(a1)ξn 6= 0.

Gilt bereits π(a1)ξn−1 = 0, so ist die Aussage gezeigt. Sei nun also π(a1)ξn−1 6= 0. Sind
π(a1)ξn−1 und π(a1)ξn linear unabhängig, so existiert nach Lemma 3.18 ein a2 ∈ A mit

π(a2)π(a1)ξn−1 = 0

π(a2)π(a1)ξn 6= 0.

Wählt man a = a2a1 ∈ A, so folgt die Behauptung.
Andernfalls sei λ ∈ C\{0} so, dass λπ(a1)ξn−1 = π(a1)ξn. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es für die linear unabhängigen ξ1, ..., ξn−2, λξn−1 − ξn ∈ X ein a3 ∈ A mit

π(a3)ξi = 0 (1 ≤ i ≤ n− 2)

π(a3)(λξn−1 − ξn) 6= 0.

Gilt bereits π(a3)ξn−1 = 0, so ist die Aussage gezeigt. Andernfalls seien zunächst
π(a3)ξn−1, π(a3)ξn ∈ X\{0} linear unabhängig. Wieder nach Lemma 3.18 existiert ein
a4 ∈ A so, dass

π(a4)π(a3)ξn−1 = 0

π(a4)π(a3)ξn 6= 0.

Wählt man a = a4a3 ∈ A, so folgt die Behauptung.
Sei nun µπ(a3)ξn−1 = π(a3)ξn mit µ ∈ C\{0}. Aus π(a3)(λξn−1−ξn) 6= 0 folgt µπ(a3)ξn−1 6=
λπ(a3)ξn−1 und damit µ 6= λ. Mit π(a3)ξn−1 6= 0 folgt aus Lemma 3.12, dass es ein a5 ∈ A
gibt mit π(a5)π(a3)ξn−1 = π(a1)ξn−1. Wählt man nun a = a1−a5a3 ∈ A, so gilt π(a)ξi = 0
für alle 1 ≤ i ≤ n− 1 und

π(a)ξn =π(a1)ξn − π(a5)π(a3)ξn

=λπ(a1)ξn−1 − µπ(a5a3)ξn−1

=(λ− µ)π(a1)ξn−1 6= 0.

Satz 3.20. (Dichtheitssatz von Jacobson) Sind ξ1, ..., ξn ∈ X linear unabhängig und
η1, ..., ηn ∈ X, dann gibt es ein a ∈ A so, dass π(a)ξi = ηi für alle 1 ≤ i ≤ n.

Beweis. Nach Satz 3.19 gibt es für alle 1 ≤ k ≤ n ein bk ∈ A so, dass π(bk)ξi = 0 für alle
1 ≤ i ≤ n mit i 6= k und π(bk)ξk 6= 0 gilt. Darüber hinaus existiert nach Lemma 3.12 für
jedes 1 ≤ k ≤ n ein ck ∈ A mit π(ck)π(bk)ξk = ηk. Wählt man a =

∑n
i=1 cibi ∈ A, so folgt

die Behauptung.
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4 Anwendungen subharmonischer
Funktionen auf Banachalgebren

4.1 Der Satz von Zemánek

Satz 4.1. Seien A eine Banachalgebra und π eine stetige irreduzible Darstellung auf einen
Banachraum X. Weiter sei a ∈ A so, dass es ein C > 0 gibt mit r(a − b) ≤ C für alle
b ∈ A mit r(b) = r(a). Dann existiert ein α ∈ C mit π(a)x = αx für alle x ∈ X.

Beweis. Angenommen, es gäbe ein x ∈ X so, dass π(a)x 6= αx für alle α ∈ C. Dann wären
x, π(a)x ∈ X linear unabhängig, sodass es nach Satz 3.20 ein b ∈ A gäbe mit

π(b)x = 0 (4.1)

π(b)π(a)x = −x.

Weiter wäre

F : C −→ A, z 7−→ exp(−zb)a exp(zb)

holomorph auf C mit F (0) = a und wegen F ′(0) = ab− ba wäre

G : C −→ A, z 7−→

{
F (z)−a

z , z 6= 0

ab− ba, z = 0

ebenfalls eine holomorphe Funktion auf C. Nach Satz 2.23 ist dann r ◦G subharmonisch
auf C.
Es sei nun z ∈ C. Korollar 3.5 zufolge gilt dann

σ(exp(−zb)a exp(zb)) ∪ {0} = σ(a) ∪ {0}.

Da weiterhin a ∈ A−1 genau dann gilt, wenn x−1ax ∈ A−1 für alle x ∈ A−1, folgt
σ(F (z)) = σ(a). Nach Voraussetzung existiert also ein C > 0 mit r(F (z)− a) ≤ C. Damit
gilt auch

0 ≤ (r ◦G)(z) ≤ C
|z|

für alle z ∈ C\{0} und somit laut Korollar 2.11 r ◦G = 0.
Wegen r(d) = (r ◦G)(0) = 0 für d = ab− ba existiert ein e ∈ A mit e− ed = 1 und somit
d+ ded− de = 0. Mit 4.1 erhält man

π(d)x = π(a)π(b)x− π(b)π(a)x = x,
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wodurch

0 = π(d+ ded− de)x
= x+ π(d)π(e)x− π(d)π(e)x = x

einen Widerspruch liefert.

Satz 4.2 (Zemánek). Sei A eine Banachalgebra mit Norm ‖·‖. Für ein a ∈ A sind
äquivalent

(i) a ∈ Rad(A),

(ii) r(x) = r(x+ a) für alle x ∈ A,

(iii) r(x+ a) = 0 für alle quasinilpotenten x ∈ A ,

(iv) es existiert ein δ > 0 so, dass r(x + a) = 0 für alle quasinilpotenten x ∈ A mit
‖x‖ < δ,

(v) es existieren C > 0 und δ > 0 so, dass r(x) ≤ C‖x−a‖ für alle x ∈ A mit ‖x−a‖ < δ.

Beweis. Nach Bemerkung 3.8 folgt (ii) aus (i). Aus (ii) wiederum folgt unmittelbar Aus-
sage (iii). Für a ∈ A gelte nun (iii) und wir zeigen a ∈ Rad(A). Sei dazu π eine stetige
irreduzible Darstellung von A auf einen Banachraum X und u ∈ A mit σ(u) = {0}. Dann
gilt σ(a) = {0} und r(a− u) = 0, sodass laut Satz 4.1 ein α ∈ C existiert mit π(a)x = αx
für alle x ∈ X. Aus Lemma 3.15 folgt α = 0 und somit a ∈ ker(π). Mit Korollar 3.14
erhält man a ∈ Rad(A).
Offensichtlich folgt aus (iii) direkt (iv). Für a ∈ A gelte nun (iv) für ein δ > 0 und
wir zeigen (iii). Sei ohne Einschränkung q ∈ A \ {0} quasinilpotent. Für alle λ ∈ C mit
|λ| · ‖q‖ < δ gilt also r(λq + a) = 0. Nach Satz 2.23 ist die Abbildung

h : C −→ R−∞, λ 7−→ log r(λq + a)

subharmonisch. Da für alle λ ∈ Dδ/‖q‖(0) gilt

h(λ) = −∞,

folgt aus Satz 2.27, dass h ≡ −∞. Insbesondere gilt also r(q + a) = 0.
Aus (ii) folgt mit C = 1 Aussage (v) für alle δ > 0. Es gelte nun (v) und wir zeigen (iii).
Sei also C > 0 und δ > 0 so, dass r(x) ≤ C‖x − a‖ für alle x ∈ A mit ‖x − a‖ < δ gilt.
Für ein quasinilpotentes q ∈ A ist die Abbildung

h : C −→ R, λ 7−→ r(q + λa)

nach Satz 2.23 subharmonisch. Für alle λ ∈ C mit |λ| > ‖q‖/δ gilt

r(q + λa) = |λ|r(q/λ+ a) ≤ C‖q‖.

Da h nach Satz 2.5 auch auf D‖q‖/δ(0) beschränkt ist, folgt mit Korollar 2.31, dass h
konstant ist mit r(q + a) = r(q) = 0.
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4.2 Der Satz von B. E. Johnson

Satz 4.3 (B. E. Johnson). Sei A eine unitale Banachalgebra, B eine halbeinfache Ba-
nachalgebra und T : A → B eine surjektive, lineare Abbildung mit r(Tx) ≤ r(x) für alle
x ∈ A. Dann ist T stetig.

Beweis. Sei (xn)n∈N eine Nullfolge in A und y ∈ B so, dass limn→∞ Txn = y. Wegen der
Surjektivität von T gibt es ein a ∈ A mit Ta = y. Nach dem Graphensatz [3, Satz 8.11]
genügt es zu zeigen, dass Ta = 0.
Für alle λ ∈ C und x ∈ A gilt limn→∞ λxn + x = x und nach Voraussetzung damit

r(T(λxn + x)) ≤ r(λxn + x).

Da r nach Bemerkung 2.3 oberhalbstetig ist, folgt

lim sup
n→∞

r(T(λxn + x)) ≤ lim sup
n→∞

r(λxn + x) ≤ r(x). (4.2)

Es sei x ∈ A. Nach Satz 2.23 definiert

φn,x : C −→ R, λ 7−→ r(λTxn + Tx) (n ∈ N)

eine Folge (φn,x)n∈N subharmonischer Funktionen und wegen 4.2 ist supn∈N φn,x lokal nach
oben beschränkt. Somit ist die Abbildung

φx : C −→ R, λ 7−→ lim sup
n→∞

φn,x(λ)

wohldefiniert für jedes x ∈ A mit φx(λ) ≤ r(x) für alle λ ∈ C und nach Satz 2.16 genügt
φx der Mittelwertabschätzung.
Wieder wegen 4.2 ist die Abbildung

ψx : C −→ R, λ 7−→ lim sup
µ→λ

φx(µ),

wohldefiniert, oberhalbstetig und erfüllt ψx(λ) ≤ r(x) für alle λ ∈ C. Weiter gilt

ψx(λ) = lim sup
µ→λ

φx(µ) ≤ lim sup
µ→λ

∫
T
φx(µ+ rξ)dλ(ξ)

≤
∫
T

lim sup
µ→λ+rξ

φx(µ)dλ(ξ)

für alle λ ∈ C und r > 0 nach Lemma 2.14. Also ist ψx nach Satz 2.12 subharmonisch,
nach oben beschränkt und somit nach Satz 2.31 konstant.
Da x ∈ A beliebig vorgegeben war, folgt insgesamt

r(Tx) = φx(0) ≤ ψx(0) = ψx(λ)

für alle λ ∈ C und für alle x ∈ A. Aus der Oberhalbstetigkeit von r folgt

φx(λ) ≤ r(λTa+ Tx)
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und damit

ψx(λ) = lim sup
µ→λ

φx(µ)

≤ lim sup
µ→λ

r(µTa+ Tx)

≤ r(λTa+ Tx)

für alle λ ∈ C und x ∈ A. Insgesamt gilt also

r(Tx) ≤ ψx(1) ≤ r(Ta+ Tx)

für alle x ∈ A und damit insbesondere

r(T (x− a)) ≤ r(Tx).

Für ein quasinilpotentes u ∈ B gibt es ein b ∈ A mit Tb = u und

r(Ta+ Tb) ≤ r(Tb) = 0

und damit r(Ta+ u) = 0 für alle quasinilpotenten u ∈ B. Nach Satz 4.2 gilt Ta ∈ Rad(B)
und da B halbeinfach ist folgt Ta = 0.

Korollar 4.4. Alle Normen auf einer halbeinfachen Banachalgebra A sind äquivalent.

Beweis. Sei A halbeinfache Banachalgebra bezüglich der Normen ‖·‖1 und ‖·‖2. Aus Satz
4.3 folgt, dass idA : (A, ‖·‖1)→ (A, ‖·‖2) stetig ist. Aus dem Prinzip des stetigen Inversen
[3, Korollar 8.3] folgt, dass ‖·‖1 und ‖·‖2 äquivalent sind und damit dieselbe Normtopologie
erzeugen.

Korollar 4.5. Jeder Epimorphismus T : A → B von einer Banachalgebra in eine halbein-
fache Banachalgebra ist stetig.

Beweis. Jeder Epimorphismus T : A → B ist unital, denn für y ∈ B existiert ein x ∈ A
mit Tx = y und somit

T (1)y = T (1)Tx = T (1x) = Tx = y.

Seien nun λ ∈ C und x ∈ A mit λ− x ∈ A−1. Aus

(λ− Tx)T ((λ− x)−1) = (λT1− Tx)T ((λ− x)−1)

= T ((λ− x)(λ− x)−1)

= T1 = 1

folgt σ(Tx) ⊆ σ(x) und somit r(Tx) ≤ r(x). Die Stetigkeit folgt nun aus Satz 4.3.

Korollar 4.6. Jede Involution auf einer halbeinfachen Banachalgebra ist stetig.
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4.3 Subadditivität des Spektralradius in kommutativen
Banachalgebren

Im nachfolgenden Lemma werden wir zeigen, dass der Spektralradius r in einer kommu-
tativen Banachalgebra A subadditiv ist, d.h. dass ein M > 0 existiert so, dass

r(x+ y) ≤M(r(x) + r(y))

für alle x, y ∈ A gilt.

Lemma 4.7. Sei A eine kommutative Banachalgebra mit Norm ‖·‖. Dann gilt

r(x+ y) ≤ r(x) + r(y)

für alle x, y ∈ A.

Beweis. Seien x, y ∈ A sowie α, β ∈ R mit α > r(x) und β > r(y). Für a = x
α und b = y

β
gilt dann

r(a) = 1
αr(x) < 1

und analog r(b) < 1. Nach Lemma 1.5 existiert also ein N ∈ N so, dass für alle n ≥ N gilt

max(‖a2n‖, ‖b2n‖) < 1.

Für

γn = max
0≤k≤2n

(‖ak‖ · ‖b2n−k‖)

gilt ∥∥∥(x+ y)2
n
∥∥∥1/2n

=

∥∥∥∥∥
2n∑
k=0

(
2n

k

)
xky2

n−k

∥∥∥∥∥
1/2n

≤

[
2n∑
k=0

(
2n

k

)
αkβ2

n−k∥∥ak∥∥ · ∥∥b2n−k∥∥]1/2n

≤ (α+ β)γ
1/2n
n .

Wegen

γn+1 = max
0≤k≤2n+1

(∥∥ak∥∥ · ∥∥b2n+1−k∥∥)
= max

(
max

0≤k≤2n

(∥∥ak∥∥ · ∥∥b2n+1−k∥∥), max
0≤k≤2n

(∥∥a2n+k∥∥ · ∥∥b2n+1−(2n+k)∥∥))

≤ max

(
max

0≤k≤2n

(∥∥ak∥∥ · ∥∥b2n−k∥∥ · ∥∥b2n∥∥), max
0≤k≤2n

(∥∥a2n∥∥ · ∥∥ak∥∥ · ∥∥b2n−k∥∥))
= max

(∥∥a2n∥∥,∥∥b2n∥∥) max
0≤k≤2n

(∥∥ak∥∥ · ∥∥b2n−k∥∥)
≤ γn
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4 Anwendungen subharmonischer Funktionen auf Banachalgebren

für alle n ≥ N gilt

r(x+ y) = lim
n→∞

∥∥(x+ y)2
n∥∥1/2n

= lim sup
n→∞

∥∥(x+ y)2
n∥∥1/2n

≤ (α+ β) lim sup
n→∞

γ
1/2n
n

≤ (α+ β) lim sup
n→∞

γ
1/2n

N

= α+ β

für beliebiges α > r(x) und β > r(y) und damit die Behauptung.

Ist A/Rad(A) kommutativ, so zeigt Lemma 4.7, dass

r([x] + [y]) ≤ r([x]) + r([y])

für alle [x], [y] ∈ A/Rad(A) gilt. Bemerkung 3.8 zufolge gilt damit schon

r(x+ y) ≤ r(x) + r(y)

für alle x, y ∈ A. Somit genügt in Lemma 4.7 bereits die Kommutativität von A/Rad(A),
um die Subadditivität von r : A → R zu folgern. Der nächste Satz wird zeigen, dass in
diesem Fall auch die Umkehrung gilt.

Satz 4.8. Für eine Banachalgebra A sind äquivalent

(i) A/Rad(A) ist kommutativ,

(ii) der Spektralradius r : A → R ist subadditiv,

(iii) der Spektralradius r : A → R ist gleichmäßig stetig.

Beweis. Wie in den Vorüberlegungen folgt aus (i) zunächst

r(a) ≤ r(a− b) + r(b)

sowie

r(b) ≤ r(a− b) + r(a)

und damit

|r(a)− r(b)| ≤ r(a− b) ≤ ‖a− b‖

für alle a, b ∈ A. Also impliziert (i) sowohl (ii) also auch (iii).
Sei nun r gleichmäßig stetig und δ > 0 so, dass |r(c) − r(d)| < 1 für alle c, d ∈ A mit

‖c− d‖ < δ. Sind a, b ∈ A beliebig, so gilt für c, d ∈ A mit c = δ(a−b)
‖a‖+1 und d = −δb

‖a‖+1 , dass

r(c) ≤ r(d) + 1
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4.3 Subadditivität des Spektralradius in kommutativen Banachalgebren

und damit

r(a− b) ≤ ‖a‖+ 1

δ
+ r(b).

Gilt nun Aussage (ii), so ist

r(a− b) ≤M(r(a) + r(b)).

für ein M > 0. In beiden Fällen existiert also ein C > 0 so, dass r(a−b) ≤ C für alle b ∈ A
mit r(a) = r(b). Für eine stetige irreduzible Darstellung π von A auf einen Banachraum
X existiert nach Satz 4.1 ein α ∈ C mit π(a)x = αx für alle x ∈ X. Analog gibt es ein
β ∈ C mit π(b)x = βx für alle x ∈ X. Insbesondere gilt damit

π(ab− ba)x = π(a)π(b)x− π(b)(a)x = αβ − βα = 0

für alle x ∈ X und Satz 3.14 zeigt dann ab − ba ∈ Rad(A). Also folgt (i) sowohl aus (ii)
als auch aus (iii).
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